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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma aplicagio da Teoria da Resposta ao Item,
utilizando um conjunto de dados de um cursinho pré-vestibular da cidade de S@o Paulo.
Foram implementados os modelos com CCI probito e probito-assimétrico, bem como
supondo assimetria para as habilidades dos individuos. A estimagdo dos parametros ¢
obtida através da abordagem bayesiana.

Os programas foram implementados no software WINBUGS de uso livre e ja
bastante utilizado nos meios académicos, o qual se mostrou uma boa alternativa aos

programas classicos usualmente considerados para a TRI.
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Capitulo 1

Introducio

1.1 Introducio a TRI

Hoje todas as pessoas que pensam na questdo do desenvolvimento e da melhoria nas
condi¢Bes de vida de uma populagio sabem que uma das condi¢Ges para isso € o investimento na
area da educagio, sobretudo a educagido de qualidade. Este é um tema obrigatorio para qualquer
governo que esteja comprometido com a melhoria nas condigdes de vida da sua populagéo.

Historicamente, todos os paises desenvolvidos e aqueles que recentemente sairam da faixa
do subdesenvolvimento desenvolveram grandes projetos, com investimento publico ou privado,
na educagdo de seus cidaddos, seja na educagio de base ou no nivel superior.

Varios exemplos poderiam ser citados, mas pode-se destacar mais recentemente a Coréia do
Norte e a India, cujos governos adotaram politicas focadas nesta area. No Brasil a situagdo ndo é
diferente. Nossos dirigentes sabem através de varios estudos do IBGE (Instituto Brasileiro de
Geografia e Estatistica) e do Ministério da Educagdo que ndo sairemos da atual condigdo de pais
em desenvolvimento se ndo houver uma politica educacional decente para que possamos
desenvolver novas tecnologias e poder competir de forma mais equilibrada em varios ramos que
envolvem conhecimentos e dominio de tecnologias de ponta. Esta necessidade sempre existiu,
mas se acentuou com o processo de globalizag@o das ultimas décadas.

Aqui, abre-se uma lacuna para o seguinte questionamento: “O que € uma educag¢do com
qualidade?” Obviamente isso pode ser respondido com varios argumentos como: bons

professores com boa formagdo académica, boas instalagdes fisicas, acesso a bibliotecas e centros
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de ensino, acesso a Internet, que tras uma universalizagdo da informagdo, e metodologias
educacionais desenvolvidas por educadores comprometidos com essa qualidade.

Porém, toda forma de aprendizado carece de um instrumento de mensurag#o, ou seja, uma
ferramenta que permita ao profissional saber se a informag3o passada a um individuo esta
efetivamente sendo compreendida e se o instrumento utilizado estd adequado para este fim,
utilizando, no entanto, uma analise mais cientifica.

Existem varias formas de se aferir se tal fato estd acontecendo, mas ndo ha davida de que o
instrumento mais utilizado € a aplicagdo de provas (testes), em que o respondente tera que
escolher entre algumas opg¢des de respostas, exemplo de teste de multipla escolha, ou, no caso de
provas objetivas, dar sua resposta a um questionamento aberto, permitindo, assim, ndo s uma
analise de que o individuo acertou ou errou, mas sim o seu grau de conhecimento.

Seja num caso ou noutro, como saber se o teste aplicado esta também adequado, ou seja, se
os testes escolhidos como ferramentas conseguem, através de seus itens (questdes), efetivamente
mensurar se aquele respondente domina certo conhecimento?

Dessa forma é preciso estabelecer de claramente, sobretudo com o auxilio de um
especialista, o que se quer medir efetivamente para se definir qual o melhor instrumento.

Se o interesse fosse somente concluir se ele respondeu certo ou errado ao item, ou seja, ao
final sabermos qual o total de acertos no teste, estariamos abrindo mio de informagdes muito
importantes e fugindo do proposito inicial que seria ter um teste com qualidade e que pudesse ser
analisado a luz de uma proposta educacional sem que isso seja feito de forma subjetiva.

Assim, cria-se a necessidade de se entender a forma com que essas informagOes contidas
num teste, através de seus itens, serdo tratadas e analisadas por quem se interessar, subtraindo das
mesmas, dados que permitam verificar a adequagdo do item em medir certo conhecimento e com
qual habilidade o item € respondido.

Ora, primeiramente pode-se observar que tanto no caso de testes de multiplas escolhas ou no
caso de uma prova objetiva, cuja resposta € aberta, a resposta dada por um respondente podera
ser tratada como certa ou errada. Esta caracteristica dicotOmica nos permite classificar esses
dados como sendo do tipo binario.

Dados binarios sdo aqueles em que as respostas sio do tipo certo ou errado, sucesso ou
fracasso, ou seja, aqueles cujos resultados apresentam ou ndo uma determinada caracteristica.

Nos exemplos que seguem encontramos essas caracteristicas:
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1) Uma moeda € langada e o resultado ou é coroa ou ndo;
2) Uma pega € escolhida ao acaso de um lote sendo com ou sem defeito.

Nos mais diferentes ramos de atividade, encontramos situagdes em que os dados envolvidos
numa experi€ncia sdo do tipo binario.

Se associarmos aos experimentos acima uma variavel aleatéria X que assume somente
valores 1 e 0 com probabilidade p e (1- p), respectivamente, entdo ela serd chamada de varidvel
aleatoria de Bernoulli.

Em particular, esse trabalho visa explorar dados na area da psicometria, ramo da psicologia
cujo interesse € a analise das repostas dadas por um ou mais respondentes a um teste psicologico.

Sendo que da mesma forma que foi destacada anteriormente, se o respondente acertar ao
item do teste serd associado o valor 1 e se errar o valor 0.

A analise de um teste pode ser fundamentada em dois principais modelos: a teoria classica
dos testes (TCT) e a teoria da resposta ao item (TRI).

A TCT vem sendo usada ha um bom tempo, tendo sido bastante util no desenvolvimento dos
testes psicologicos. Porém esta teoria apresenta varias limitagdes como, por exemplo, ser
dependente do conjunto de itens que compdem o instrumento de medida. Esta dependéncia limita
sua aplicabilidade, tornando-se inviavel a comparagéo entre os resultados obtidos por individuos
que nio responderam a um mesmo teste ou, pelo menos, ao que denomina de formas paralelas de
testes, em que eles estdo medindo a mesma coisa, porém com itens diferentes. Gulliksen (1950),
Lord & Novick (1968) e Vianna (1987), entre outros autores, abordaram este tema.

Na classica sintese de Gulliksen (1950), € preciso saber o escore bruto, o escore verdadeiro e
o erro devido a varios fatores. Ja a TRI é uma metodologia que parte da hipotese de que existe no
respondente uma caracteristica individual (trago latente ou habilidade do individuo) determinante
de como responder aos itens de um teste, apresentando uma vantagem sobre a TCT, ou seja, a
compara¢io de populagdes distintas, bastando para isso que as mesmas sejam submetidas a testes
com itens comuns ou individuos de uma mesma populagdo submetidos a testes distintos.

Uma vez que as variaveis inerentes a conduta humana ndo sdo observaveis, pelo menos
diretamente, elas sdo denominadas latentes, logo sua medi¢do se dara através das respostas dadas
por um individuo a um conjunto de itens, hipotetizando relagdes entre suas respostas e seu trago

latente.
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Podemos traduzir estas variaveis através de um paridmetro, que denotara “a medida” de
proficiéncia, que € uma caracteristica do respondente. O teste apresentara também outros tipos de
parametros caracteristicos do item como, por exemplo, dificuldade e discriminagio.

Considera-se que os parametros de cada item ndo dependem dos outros itens que compdem
o teste, mas que o resultado se faz em fungdo das respostas do respondente a cada item.

Uma vantagem que a TRI apresenta € a possibilidade de comparagdo de desempenho entre
populagGes distintas, desde que submetida a testes com itens comuns, fato este que ndo ocorre na
TCT, pois esta se encontra focada na prova como um todo.

O trago latente possui uma relagdo probabilistica com cada um dos itens que fazem parte do
teste, dessa forma podemos estabelecer uma relagdo entre o desempenho num teste (dado pelo
escore) € a habilidade do respondente.

Assim, ¢ possivel apreender algumas caracteristicas dos itens e dos respondentes: saber se os
respondentes sio mais ou menos habeis, se os itens apresentam menor ou maior grau de
dificuldade, assim como serem capazes de discriminar.

Os principios da teoria classica (TCI) continuam valendo. A TRI ndo surgiu para anular a
TCT, mas sim para trazer uma nova proposta estatistica, a de centralizar a analise ndo no teste,
caracteristica da TCT, e sim em cada item que o compde.

Traduzindo, a TRI quer dizer o seguinte: apresente ao individuo um estimulo, que neste caso
sera o teste com seus respectivos itens e ele respondera aos mesmos. A partir dessas respostas,
pode-se inferir sobre o seu trago latente, assim como estimar parimetros que caracterizam o teste
na sua dificuldade e na capacidade de discriminagao.

Varios modelos matematicos poderiam expressar essa relacdo, eles sdo conhecidos de uma
forma geral por modelos de um, dois e trés parametros.

A seguir sera apresentado um modelo logito de dois parametros bastante utilizado e que
aparece com uma grande incidéncia na literatura que aborda esta teoria e suas aplicagdes em
varios tipos de testes.

A partir deste modelo serdo explicados os pontos mais importantes para o entendimento da

TRI e as relagdes que se ddo entre a habilidade do respondente e os parametros do item.
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1.2 Modelo

Os modelos que foram inicialmente desenvolvidos na década de 50 consideravam que uma
nica habilidade estava sendo aferida e se baseavam na distribui¢do normal (ogiva normal) como
em Lord (1952) com o modelo de dois pardmetros e Rash (1960) com o modelo de um
pardmetro. Posteriormente, Birnbaum (1968) substituiu essa fungio pela distribui¢do logistica.

O modelo logistico que matematicamente se torna mais atraente, pois apresenta uma
fungdo explicita dos pardmetros do item e da habilidade sem que envolva integragdo, o que nio
ocorre com o modelo de ogiva normal. Esse modelo é predominante até hoje e inclusive
encontram-se no mercado softwares que se baseiam no mesmo, assim como no modelo normal.

Outros modelos, como o proposto por Samejima (1969) tem como foco ndo somente se o
respondente acertou ou errou o teste, mas tenta obter mais informagdes acerca de suas respostas,
esse modelo é conhecido como modelo de resposta gradual (Graded Response Model) e assume
que ¢é possivel colocar as respostas dadas a um item em categorias. Um caso particular desse
modelo é o modelo de escala gradual (Rating Scale Model), sendo diferente do anterior quanto a
suposigdo de que os escores das categorias sdo igualmente espagados, ou seja, os escores das
categorias de respostas devem ser eqiiidistantes.

Um modelo com mesmo objetivo do anterior foi desenvolvido por Bock (1972) e ficou
conhecido como modelo de resposta nominal (Nominal Categories Model).

O detalhamento dos modelos anteriores, assim como outros modelos podem ser
encontrados no excelente resumo de Andrade, Tavares & Valle (2000).

Historicamente os dados inerentes a conjunto de respostas de diferentes respondentes eram
e sio modelados por modelos simétricos com ligagdes denominadas probito (usando a
distribui¢do normal acumulada) e logito (usando a distribuigao logistica).

Na TRI, os modelos matematicos propostos apresentam uma relagdo entre os pardmetros
dos itens com o parimetro que define a habilidade do respondente através de uma fungdo que
define a probabilidade de responder corretamente ao item do teste.

De uma forma geral, os modelos levam em consideragdo, basicamente, trés fatores:

1) Da natureza do item (dicotdmico ou néo dicotdmico);

2) Do nimero de populagdes envolvidas (apenas uma ou mais de uma),
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3) E da quantidade de tragos latentes que estd sendo medida (um ou mais,
caracterizando a unidimensionalidade ou multidimensionalidade).

Nessa dissertagdo sera considerado a unidimensionalidade do teste, ou seja, supSe-se que
o teste mede um Unico trago latente, aquele que ¢ dominante para que possa ser respondido o item
de forma correta.

No entanto tém-se também modelos multidimensionais que consideram mais de uma
habilidade necessaria para se responder a um item, como no caso de um teste de matematica que
cobra os conceitos inerentes a disciplina, assim como a capacidade de intelecgdo de texto , como
¢ caracteristica de muitos exames vestibulares de hoje, como, por exemplo, o ENEM (exame
nacional do ensino médio).

Outro fato importante é que sera considerado um unico grupo de respondentes.
Entendamos grupo como um conjunto de individuos que fazem parte de uma amostra aleatoria
simples de uma populagio.

A populagdo depende de certas caracteristicas, que podem variar dependendo do objeto de

estudo.

1.2.1 Axiomas fundamentais

1) O desempenho de um respondente a um item do teste se aplica em fungio de seu trago
latente, tendo o desempenho como efeito e o trago latente com a causa,

2) O desempenho no item tem relagio entre o trago latente e os pardmetros do item e €
descrito por uma equag¢do monotdnica crescente chamada de CCI (Curva caracteristica do item)
exemplificada na figura que segue, onde se observa que quanto maior for a habilidade do

respondente, maior sera a probabilidade de responder corretamente ao item.
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PROBABILIDADE DE ACERTO

1 e

0,9 4
0,8 -
0,7 -
0,6 -
0,5 -
0,4 -
0,3 -
0,2 -
0,1 -

0

Probabilidade

-3 0 +3
Habilidade (0)

Figura 1.1 Grafico da probabilidade de acerto em fungio da habilidade

1.3 Modelo logistico de dois parimetros para itens dicotomicos

O modelo que segue abaixo ¢ denominado modelo logistico de dois pardmetros e pode ser
utilizado tanto em testes de multipla escolha (quando corrigidos como certo ou errado) como para
itens abertos (nos quais a resposta é aberta, mas corrigidos de forma certo ou errado). Nesse

modelo serdo considerados os parametros discriminagdo (a) e dificuldade (b).

1
P, 10) = (L.1)

Comi=1,23,.,Iej=1,2 3,.,J, sendo:
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U, uma varigvel dicotémica que assume valores 1 ou 0, conforme o individuo j responde correta

ou incorretamente o item i, respectivamente;

6, representa a habilidade ou trago latente do j-ésimo individuo;

P(U,,=1/6,) a probabilidade de um individuo j com habilidade &, responder corretamente o

item i e é chamada fungio de resposta do item;

b, o pariametro de dificuldade ou de posig&o do item i, medido na mesma escala da habilidade;

a, o pardmetro de discriminagfo ou inclinagdo do item i, medido na mesma escala da habilidade

com valor proporcional a inclinagdo da CCI(curva caracteristica do item) no ponto 5,.

I nimero de itens
J nimero de individuos

A equagdo acima pode ser entendida como a proporgdo de respostas corretas dadas ao

item i dentre todos os respondentes que tem habilidade &, .

O modelo proposto leva em consideragdo que quanto maior for a habilidade do
respondente, maior sera sua probabilidade de acertar ao item e que a relagdo n3o ¢é linear, mas
uma curva em forma de S com inclinagdo e deslocamentos definidos pelos parimetros a e b,
respectivamente e na mesma escala das habilidades.

A fung¢@do é conhecida como fungdo de resposta ao item ou curva caracteristica do item

(CCI) e satisfaz a propriedade de ser monotdnica, ou seja, € uma fungio estritamente ndo
decrescente e a mesma para todo j e i e € obtida a partir de P(U \ 6).
O modelo proposto tem como hipotese a unidimensionalidade do teste, ou seja, a

suposi¢do de que o conjunto dos itens que compdem o teste deve estar medindo uma tnica

habilidade latente que sera responsavel pela resposta dada a todos os itens do teste.
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Na verdade varias habilidades podem ser necessarias para se responder certo item, porém
vamos considerar que exista uma dominante, pois assim o postulado da unidimensionalidade ¢é
satisfeito.

Outra suposigdo a ser feita nesse modelo é a independéncia local ou independéncia
condicional, onde deve se assumir que, para uma habilidade dada, as respostas a diferentes itens
do teste sdo independentes. Essas suposi¢des sdo fundamentais para a implementagio do modelo.

Embora parega improvavel que os comportamentos de um respondente ndo sejam
correlacionados, a independéncia local diz que se houver correlagio, essas se devem & influéncia
de outros fatores. Se os mesmos forem controlados, o trago latente dominante sera a tnica fonte
de variagdo e as respostas se tornam independentes.

Um ponto importante € a escala de habilidade, pois € arbitraria, mas sua escolha define a
escala em que estardo os pardmetros do item, 0 que nos permite sua interpretagdo. Assim como as
relagdes dela com os parimetros e ndo sua magnitude, ou seja, ndo faz sentido analisar itens a
partir de seus valores sem conhecer a escala na qual foram determinados.

Caso seja de interesse, pode-se mudar a escala através de transformagdes lineares, como
podem ser visto em Andrade, Tavares &Valle (2000). Uma nova escala assim serad obtida e a
probabilidade de um respondente dar uma resposta correta a um item € sempre a mesma, sendo,
portanto invariante a escala de mediada adotada.

Um problema enfrentado na TRI, sobretudo para a estimagdo dos par@metros usando
maxima verossimilhanga, é quando um respondente acerta todas as respostas ou erra todas,
problema esse ndo encontrado quando a estimagao € feita usando métodos bayesianos, como sera
abordado nessa dissertagio.

Um questionamento a ser feito é se a velocidade com que a fungédo converge para 1 é a
mesma com o qual ela converge para 0, pois se elas forem diferentes, as fun¢Ges simétricas, como
a fungio distribuigdo acumulada da normal ou a logistica, se tornam inadequadas, ou seja, ndo se
verifica a suposi¢do de normalidade para a distribuigdo dos escores, abrindo assim a necessidade
de se trabalhar com fungdes do tipo assimétricas, ver Chen (1999) e Bazan (2005).

Muitos autores tém questionado esta suposi¢do (Samejima, 1997, e Micceri, 1989), pois a
consideram restritiva no que diz respeito a modelagem da conduta humana através de seu trago
latente. Varios casos abordam essa situagdo, como Micceri (1989) em que sdo apresentados

varios exemplos em que a normalidade para a variavel latente nio € observada.
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Com o proposito de contornar o problema, e para se afastar dessa suposi¢io de
normalidade, Samejima (2000) propds uma familia de modelos assimétricos e inclui a CCI
baseada na ligag¢do probito como um caso particular.

Nessa dissertagdo, sera considerada uma nova curva caracteristica do item (CCI) Bazan
(2005) considerando a fungdo de distribui¢do acumulada da normal assimétrica (Azzalini, 1985,
Dalla Valle, 2004), também sendo usada essa distribui¢do no caso de assimetria na distribuigdo
da habilidade.

A distribuigdo normal assimétrica, assim como suas propriedades, serdo apresentadas no

apéndice A.

1.4 Interpretacio do modelo

Para melhor interpretaggo do modelo destacado anteriormente, consideremos as figuras que

seguem:

PROBABILIDADE DE ACERTO

0,5

Probabilidade

-2 0 2 Habilidade (0)

Figura 1.2 Relagio do pardmetro b com a habilidade.
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PROBABILIDADE DE ACERTO

05

Probabilidade

3 0 3
Habilidade (0)

Figura 1.3 Influéncia do parimetro a

Pode-se observar que quanto maior for a habilidade do respondente, maior sera a
probabilidade de acertar ao item.

No entanto se fixarmos o valor do pardmetro que mede a habilidade e variarmos o valor
do pardmetro b teremos a seguinte interpretagdo: quanto maior for o valor de b, menor sera a
probabilidade de acerto, assim esse pardmetro caracteriza a dificuldade do item. Afigura (1.2)
mostra que para uma mesma probabilidade de acerto, se o item for mais dificil, deslocamento
para a direita, maior devera ser a habilidade do respondente para acerta-lo.

O pardametro a é proporcional ao coeficiente angular da reta tangente no ponto de inflexdo
da CCI, assim quanto maior for o valor de a, mais acentuada sera a inclinag¢do da reta tangente,
cuja conseqiiéncia sera uma maior diferenga entre as probabilidades de dois individuos, com
habilidades diferentes, acertarem o item, ou seja, o item tem a capacidade de discriminar os
respondentes mais habeis dos menos habeis.

A seguir é apresentada uma tabela contendo valores de probabilidades, sendo feitas
variagdes ou nos parametros dos itens ou no parametro que mede a habilidade, com base no

modelo de dois parametros apresentado anteriormente.
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Item a b o P@)
1 1 -2 -1
0,73
2 1 -3 -1
0,88
3 2 -1 1
0,98
4 3 -1
0,99
5 1 -1 1
0,88
6 1 -1 3
0,98
7 2 3 2 0.11

Tabela 1.1 Probabilidades para alguns valoresde a, b e 8

Teoricamente os parimetros de dificuldade e discriminagido podem assumir qualquer valor
no conjunto dos nimeros reais, sendo que ndo se espera valores negativos para 0 parimetro de
discriminagio, pois dessa forma teriamos a probabilidade de acertar um item diminuindo a
medida que a habilidade do respondente aumentasse o que, de certa forma, ndo € aceitavel.

Da mesma forma ndo se espera valores nulos para a, pois este se associa a inclinagéo da
reta tangente a CCI no ponto de inflex3o, teriamos que para qualquer habilidade a probabilidade

de acerto do item seria a mesma.

1.5 Estimac¢do dos parametros dos itens e das habilidades

Uma abordagem completa sobre métodos de estimagio dos parametros dos itens e das
habilidades dos respondentes pode ser encontrada em Baker (1992) e Andrade, Tavares & Valle
(2000) usando estimagio pelo método da méaxima verossimilhanga através da aplicagdo de
métodos interativos como os algoritmos de Newton-Raphson ou Scoring de Fisher.

Também sdo encontrados procedimentos bayesianos de estimagao, diferentes do que seré

abordado nessa dissertag@o.
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Na situagdo em que sdo conhecidos os parametros dos itens, pois os mesmos ja foram
calibrados e fazem parte, por exemplo, de um banco de itens, desejamos estimar as habilidades
dos respondentes.

Podemos ter também uma situagdo onde sabemos a habilidades dos respondentes e
queremos calibrar os itens estimando seus pardmetros.

Mas na maioria das vezes a estimagdo sera feita tanto para os pardmetros dos itens como

das habilidades dos respondentes.

1.6 Objetivos dessa dissertagio

Essa dissertagdo tem como objetivo a aplicagio dos modelos probito-normal (PN),
probito-assimétrico normal (PAN) e probito normal-assimétrico (PNA) a um conjunto de dados
observado de um grupo de estudantes que se prepara para o vestibular.

No capitulo 2 serdo apresentados os modelos e suas caracteristicas sob a perspectiva
bayesiana, sobretudo na defini¢do das prioris a serem usadas para as distribuigdes dos parimetros
e do parametro que mede a habilidade dos respondentes.

No capitulo 3 sera feito um resumo do método bayesiano de estimagio, assim como a
implementagdo dos modelos no programa Bugs .

No capitulo 4 sera feita uma aplicagdo ao conjunto de dados com a obteng¢do das
estimativas e suas respectivas interpretagdes.

Ao final, no apéndice A, temos um resumo dos conceitos e propriedades da distribuigéo
assimétrica. Ja no apéndice B, é apresentado o conjunto de respostas dadas por quarenta e sete
alunos que foram submetidos a um teste contendo quinze itens de multipla escolha, apresentando

somente uma resposta correta para cada item com o respectivo histograma e dot-plot.

Rios, Cézar E. C. IME/USP



Capitulo 2
Modelos probabilisticos na TRI

2.1 Introducio

Na teoria da resposta ao item (TRI) temos que a resposta dada por um individuo a um
item de um teste depende, sobretudo, da sua habilidade (trago latente) e dos pardmetros que
compde o item, ja chamados de discriminagdo e dificuldade.

Nos modelos dominantes e alvos de muitos trabalhos ha uma constante no que diz
respeito a assumir uma normalidade para a variavel aleatoria que mede a habilidade do individuo
através de um trago latente dominante.

Nio que essa suposi¢do ndo seja verificada em muitos casos, até porque muitos modelos
se baseiam nela, porém em alguns trabalhos podem-se encontrar resultados que diferem dessa
suposicdo, assim modelos que se embasam nessa hipotese de normalidade podem ndo apresentar
resultados verossimeis.

Os modelos caracterizados através da TRI n3o somente necessitam de equagdes
matematicas para descrevé-los com mais propriedade, levando em consideragio a suposigio dita
anteriormente, mas também no que diz respeito a ligag&o utilizada.

Serdo descritos na proxima se¢io modelos de respostas dicotdmicas conhecidos como
probito-normal (PN), com a suposi¢io de simetria na ligagdo e na distribuigdo da habilidade,
probito assimétrico-normal (PAN), com assimetria na ligagdo e simetria na distribuigdo da
habilidade e por Gltimo o modelo probito normal-assimétrico (PNA), com simetria na ligagdo e

assimetria na distribui¢do da habilidade.
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Os dois tltimos modelos destacados acima se justificam em muitos casos e permitem uma
maior liberdade na adequagio do modelo aos dados a serem estudados (Bazan, 2005).

Muitos modelos com ligagdo do tipo logito e probito aparecem em grande parte da
literatura da area e ja se tem em muitos casos sua implementagio ja contemplada em softwares
comerciais como o Bilog.

Como a abordagem nessa dissertagdo sera no contexto bayesiano, os modelos a serem
utilizados serdo os destacados acima. Esse fato se justifica pela maior facilidade do uso desses
modelos, sobretudo pelo uso de conjugagdes quando a distribuigdo normal € usada, como por
exemplo, no estabelecimento das distribui¢Ges a priori para os pardmetros do item.

Muitas referéncias na literatura ddo destaque aos varios modelos da TRI, principalmente
numa abordagem classica como, por exemplo, Baker (1992) e na lingua portuguesa Andrade,
Tavares & Valle(2000).

Em todos os modelos destacados o uso de métodos de simulagdo se baseia em MCMC
(Monte Carlo Markov Chain) para estimagio do trago latente e dos parametros dos itens, sendo
que em particular nessa dissertagdo sera utilizado o método de dados aumentados (DAGS - data
aygmented Gibbs sampling), usado por Albert (1992), usando variaveis auxiliares.

Os métodos MCMC apresentam simulagBes de amostras aleatorias de uma distribuig@o
multivariada normalmente desconhecida (Chen, 2000) e Patz e Junker (1999) e se baseiam em
cadeias de Markov cuja distribuigdo estacionaria multivariada de interesse queremos amostrar,

sendo que no contexto bayesiano sera uma distribuigdo a posteriori.

2.2 Modelo probito — normal (PN)

Considere U, | 6,, a,, b, ~Bernoulli (p,,)

1 e
Com U;; = {0 , sendo 1 para respostas corretas e 0 se o individuo erra a resposta.
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Em que p, € uma fung¢do do pardmetro 6, associado ao individuo j € g,e b, sdo os

parametros associados ao item i.
Temos que a probabilidade do individuo j responder corretamente ao item i, com j =1, 2,
3,.,Ye1=1,2 3,.,1¢édada por:

p;=P(u;;| 6,,a,b)=0(af,-b) (2.1

J

Sendo af, —b, uma fungdo linear de 6,, com j =1, 2,3,.,Jei=1,2,3,.,1(Johnson e

Albert, 1999)com a, €R, e 6,5 €eR.

.....

€ um vetor das respostas dadas pelo individuo 1 a todos os itens numerados de 1 a I e

u=(u,,,u,,,....,u,,) € um vetor das respostas dadas pelo individuo 2 a todos os itens numerados

de 1 a I e assim sucessivamente para todos os individuos J, formando uma matriz de J linhas e I
colunas ,ou seja, nas linha temos os individuos e nas colunas os itens.

A seguir temos uma tabela exemplificando as respostas dadas a um teste.

1 2 3 4 [
1 0 1 1 0 1
2 1 1 1 1 1
3 0 0 0 0 0
4 1 0 1 0 1
5 0 0 1 1 0
J 1 1 0 0 1

Tabela 2.1 Respostas dadas por J individuos a [ itens
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Para 0 modelo em (2.1) é considerado que a resposta de certo individuo depende

unicamente de sua habilidade ou trago latente &,, em que 6,,6,,...,6, representa o trago latente

dos J individuos.

Esse trago latente ndo é diretamente observado, mas sabemos qual foi a resposta dada pelo
individuo J para cada item particular do teste.

Outro fato importante é que assumimos independéncia local nas respostas dadas pelos J

individuos, ou seja, uma eventual resposta dada num item nfo depende da resposta dada a um

outro item.
A fungdo ® dada em (2.1) é definida como curva caracteristica do item (CCI) e deve

satisfazer a propriedade de ser monotonica, sendo estritamente ndo decrescente em 0j e

tipicamente a mesma para todo j e i.
Usando o fato acima, temos que a probabilidade de se observar um particular conjunto de

respostas para um individuo j é dada por:

I Uja —u
P(u, ,u, ;.4 | 9]-)=H|:(D(ai9j _bi:l I:l—q)(aigj _bi:ll " 2.2)
i=1

Com os tragos latentes dos J individuos dados pelo vetor 8,=(6,,6, ...,8,) , os parametros
de discriminagio e dificuldade dados pelos vetores a =(a.q,....a,) ¢ b=(,b,,...b),

respectivamente e com j=1,2,3,..,Jet=1,2,3,., L
Considerando a que as respostas dadas por todos os individuos J sdo independentes,
temos:

A distribui¢do conjunta de (&, a, b) é dada por:

P(u, U, 55ty | 6)) =ﬁﬁ[d)(a,.9j -b,.)]"” [1-®(ab, —b,.)]“"“ (2.3)

j=1 i=l

Comj=1,23,.,Jei=1,23,.,1
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Pode se observar que o modelo acima possui J + 2 I parAmetros desconhecidos e é nédo
identificavel desde que seja preservado sob uma classe especial de transformagdes dos
parametros (Albert, 1992).

Uma solugdo possivel para contornar essa dificuldade é impor aos pardmetros dos itens
certas restrigdes (Bock e Aitikin, 1981).

No modelo acima sera considerada a distribui¢gdo normal para a distribuigdo associada a
variavel que mede o trago latente como segue:

Distribuigio a priori para 6,

B, ~N(uy, 05 )

Assim temos o0 caso em que se supde que a variavel latente apresenta um bom
comportamento e que as habilidades sdo amostras aleatorias desta distribui¢do (Albert, 1992).

No capitulo 3 sera considerado u,=0 e o =1, pois dessa forma resolve-se o problema da
indeterminagdo da escala (Suen, 1990) e consequentemente o problema da identificagdo dos
parametros dos itens e suas interpreta¢des (Lord, 1980).

Essa escolha de escala é arbitraria e podendo ser feitas transformagdes nessa escala,
porém as probabilidades condicionais permanecem as mesmas, fato esse explicado por Andrade,
Tavares & Valle (2000).

Para a inferéncia bayesinana temos que especificar a fungdo de verossimilhanca.

Considere que u representa o vetor com os dados observados, assim a fungio de verossimilhanga

para o modelo probito-normal é dada por:

L(6,a,b|D) =]i[f[[cp(a,.a]. —b,.)]u” [1-®(a8,-5,]™ (2.3)

J=1 i=l

Comj=1,2,3,.,Jei=1,2,3,.,1

Em que ®()dada em (2.3) é a fungio acumulada da distribuigdo normal padrao.
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2.3 Modelo probito assimétrico-normal (PAN)

A seguir sera discutido o uso de uma ligagido assimétrica, uma vez que a probabilidade de
sucesso pode-se se aproximar de O a uma taxa diferente da que se aproxima de 1 como ja
discutido anteriormente. Varias propostas de uso das distribuigGes assimétricas sdo encontradas
nas literaturas da area e para maior entendimento podemos observar o grafico que segue,
apresentando curvas caracteristicas do item (CCI) com assimetria e a curva caracteristica do item

do modelo simétrico como referéncia.

PROBABILIDADE DE ACERTO

0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

Probabilidade

3 0 +3
Habilidade (6)

Figura 2.1 CCI no modelo assimétrico

Aqui sera considerada a ligagdo probito assimétrica (Bazan, 2005), a qual se baseia na

fungio de distribui¢do acumulada da distribui¢do normal assimétrica com vetor de pardmetros
p=(u,0%,1) em que ué denominado parimetro de locagdio, o* parimetro de escala e 4 € um

pardmetro de assimetria cuja notagdo utilizada ¢ F, (Dalla Valle, 2004).
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Assim, temos:

Pi;= ng (aigj - bi) (2.4)
Comj=1,23,.,Jei=1,23, .1

Para que ndo se tenha uma distribui¢do muito parametrizada, vamos assumir que y=0e

o*=1, assim neste caso temos a distribuigio normal assimétrica padrio (Azzalini, 1985),
deixando livre A, ou seja, assumindo valores para cada um dos itens, obtendo assim CCI
simétricas ou assimétricas.

Dessa forma pode-se considerar que esse parametro ligado a fungdo de ligagdo também
tera sua interpretagdo como pardmetro do item, nio mudando as interpretagdes ja dadas
anteriormente para os demais pardmetros, mas introduzindo um pardmetro novo com suas
particulares interpretagSes que serdo abordadas no capitulo 4 com a aplicagdo do modelo ao
conjunto de dados.

A funcdo F,(.) dada em (2.4) pode ser escrita da seguinte forma:

0. —b. 0 1 —-d
F¢(a.-9,-—b.-)=2¢{(“' . MOM_ . ID 2.5)

<1 é o

Onde ¢,() € a fungdo distribuigio acumulada da normal bi variada e ld,

A
J1+ A2

assimetria da normal assimétrica e d,€ uma parametrizagio cuja transformag@o € de 1-1, sendo

coeficiente de correlagdo da normal bi variada com d, = em que 4 € o pardmetro de

dessa forma, também, um pardmetro de assimetria.
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No caso acima considerando 4 =0 a expressdo se reduz a ¢(a,.9j —b,.), o que leva ao

modelo probito-normal.

A fungio de verossimilhanga fica dada por:

J I

L(a,b,6,A/w) =TI [ F, (a6, -8, ]

j=1 =l

WL [1 _ Fj’ (a.ﬂj B bi):ll—ujJ

(2.6)

A figura seguinte apresenta algumas CCI probito assimétrica para valore fixos de a, e b,

e variando os valores para 4, .

PROBABILIDADE DE ACERTO

Propabilidade

Figura 2.2 CCI assimétricas e simétrica

CCI - Ligagio simétrica

Habilidade (6)

Neste modelo sera considerada a mesma distribuigdo para os parametros que mede a

habilidade, ou seja, neste modelo temos também que 6, ~N (4,, 0, ), sendo p,=0e o;=1.
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2.4 Modelo probito-assimétrico normal (PAN)

Nesse caso sera considerada uma ligagdo simétrica € uma assimetria na distribuigdo do

parametro que mede a habilidade do j-ésimo individuo.

Sera considerado que os 6, serdo independentes e identicamente distribuidos com

distribuig¢do dada por:

8,~ NA (415,02 ,¢)

Com ¢ = sendo uma parametrizagéo de &, ou seja, uma transformagao de 1-1
1+

ja

de @ e |c|<1 e com u, sendo o pardmetro de locagdo e 4, €R, o; € R, o parimetro de
escala e @ €R sendo o pardmetro de assimetria e comum a todos os individuos.

No apéndice A sera apresentado algumas propriedades dessa distribuigdo € uma forma de
escrevé-la como combinagdo linear de uma variavel aleatoria com distribuigdo Normal (0.0,1.0) e
uma outra variavel aleatéria com distribui¢do Half Normal (0.0,1.0) e independentes.

Assim ficam ja estabelecidas as prioris a serem usadas na implementagdo do modelo
probito-normal assimétrico (PNA).Essa necessidade se da pelo fato de que no programa a ser
usado Winbugs, ainda n3o se encontra implementada a distribuigdo normal assimétrica para ser

usada diretamente.

2.5 Especificacdo das distribui¢tes da priori para os parimetros dos

itens

Na intengdo de se obter uma posteriori propria é necessario que se especifique prioris

proprias. Além disso, distribuigSes a priori que sejam informativas podem ser usadas por ndo se
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acreditar que os valores dos pardmetros dos itens ndo sdo extremos, ou seja, ndo se encontram no
limite do espago paramétrico.

Para o pardmetro de dificuldade tem-se que a,~N (x,, o) 1(0,) comi =1, 2, ....I, pois
nido se espera valores menores ou iguais a zero, uma vez que se o valor fosse negativo a
interpretagdo seria de que & medida que a habilidade do respondente fosse maior, a probabilidade
seria menor € no caso de ser zero seria 0 mesmo que dizer que a probabilidade de acerto seria a

mesma para qualquer valor do parametro que mede a habilidade.

Para a implementagio do modelo no capitulo 3 sera considerado que x,=1 e o>=0,5
como em Bazan (2005).

No caso do pardmetro que mede a dificuldade do item sera considerado que b~ N( 4, ,
ol)comi=1,2,..L

Na priori acima, caso ndo se tenha muita informagdo a respeito do paridmetro de
dificuldade do item, podemos adotar um valor para o} grande, podendo ter um efeito pequeno na

distribui¢do a posteriori para dados n3o extremos, quando um individuo responde correta ou
incorretamente a todos os itens de um teste. Porém (Sahu, 2002) coloca que para valores grandes

de x4, encontramos estimativas instaveis.

Para estimagdo feita no capitulo 3 sera considerado s, = 0 e o©;=2 como em Bazan

(2005), pois em estudos anteriores elas se mostraram adequadas pois se obtém estimativas de
grande precisdo para o parimetro de dificuldade do item.

Para o modelo probito assimétrico - normal, em que se introduz um novo paradmetro de
item sera considerado que d, ~ U(a, b) com1=1, 2,....,I

Sendo d, uma reparametrizagdio para 4, pardmetro ligado a assimetria para o modelo
probito assimétrico- normal (PAN), temos que d, oferece a mesma interpretagao que o parimetro

A numa escala de valores em [-1, 1],
Assim a priori que sera usada para implementar o modelo e consequente estimag@o dos

parametros terd a = -1 e b =1 que se equivale a considerar que A ~ T (0.0, 0.5, 2.0), conforme

sera apresentado no apéndice A.
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Capitulo 3

Inferéncia bayesiana nos modelos TRI

3.1 Inferéncia bayesiana via MCMC

O processo conhecido como MCMC (Monte Carlo Markov Chain) estabelece um
algoritmo para simular uma distribuicdo a posteriori 7 (.) cuja fung@o pode-se apresentar em trés
casos:

1) tem a sua forma conhecida;

2) a forma da distribui¢io € desconhecida, mas a forma da distribui¢do condicional
dos parametros é conhecida;

3) aforma da distribuigio a posteriori € ndo tratavel analiticamente.

Vamos tratar aqui do terceiro caso, pois nos interessa essa situagdo, ja que a mesma sera a
abordagem na implementagio do programa para estimagio dos pardmetros nesse trabalho usando
o programa Winbugs.

No algoritmo MCMC temos trés formas conhecidas: Algoritmo Metropolis Hastings,
Algoritmo Metropolis e Gibbs sampler.

O amostrador de Gibbs é essencialmente um esquema interativo de amostragem de uma
cadeia de Markov cujo niicleo é formado pelas distribuigSes condicionais completas, usando,
assim, cadeias de Markov para gerar amostras de uma fung¢io de densidade de probabilidade.

Descrigdo do algoritmo do amostrador:
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Suponha que a distribui¢do de interesse seja 7(8) onde 8=(6,,8,,....,6,) sdo amostras
dos parametros que se quer estimar e que as densidades condicionais completas a posteriori estdo
disponiveis.

Suponha agora que a geragdo direta de 7(d) € extremamente complicada, mas que a
geracgdo das marginais € possivel de se realizarem.

O algoritmo de Gibbs nos fornece uma alternativa para essa questdo, ou seja, fazendo

sucessivas geragoes das distribuigdes condicionais completas, cujo procedimento € o seguinte:
1) inicialize o contador de interagdes da cadeia j =1 e arbitre valores iniciais para 6°;

2) obtenha um novo valor @’ através de sucessivas geragdes de valores;

3) mude o contador j para (j+1) e retorne a (2) até atingir a convergéncia.

3.2 Modelos de dados aumentados

3.2.1 Modelo probito-normal

Em Albert (1992) é apresentado um modelo que considera ndo sé os dados observados,
mas também um conjunto de dados de uma variavel latente auxiliar, pois ndo € observada,
denotada por Z.

Para a distribuig¢io definida em () seré introduzida um conjunto de variaveis

Latentes Z, , tal que:

Z,,|6,a,b ~N(ab,-b,1) (3.1)
Sendo u,,=1se Z,,>0e u;;,=0se Z,, <0
Em Albert (1992) o modelo TRI probito normal, envolvendo I itens e J individuos, com

u,, ~Bernoulli(p;;)e pj’,.=¢(a,.¢9j —b,.) ¢ equivalentemente definido considerando que
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Z,,=af ~b+e,, (3.2)
onde e ,~N(0,1),
No modelo dado em ( 3.1) a equivaléncia segue ao verificar

que p,,=P(U,, =16,.a,,b.2,,) = P(Z,, >0|6}.a,,b) = D(a,6, - ), (3.3)

P2 e S A |

com i=1,2,...Tej=1,2,...], pois Z,,|6,,a,,b, ~N(ab,-b,,1).

O resultado anterior mostra que essa estrutura linear para a variavel Z, ; leva a um modelo

equivalente ao modelo probito-normal.
Assim a fungdo de verossimilhanga considerando agora também os dados s aumentados

com vetor Z =(z,,,...,Z, )€ dada por:

w000 -hrem] 0

i=1 j=1

L(G,a,b

Onde ®(z,;,a,0,~b,0%) denota a densidade da distribuigio normal da varidvel z com

média af -5 e varidncia o* e I'(z;,u;,)=I(Z;,>0)I(u;, =1)+I(Z,, <0)(u;, = 0),

id
i=1,2,..,1ej=1,2,....J e assume valores 1 ou 0, dependendo se o argumento € verdadeiro ou ndo.

Considerando a fung¢do de dados aumentados dada em (3.1) e as destituigbes a priori
definidas no capitulo 2 e considerando uma distribui¢do normal para o pardmetro de dificuldade,
temos que as distribui¢Ges condicionais completas para o amostrador de Gibbs sdo dadas por(
Johnson e Albert, 1999):

DZ,

6..a.b u"°cN(aiej*b,-)I(Zj_,.',u,-,i)i:1’2""’Iej=1’2"“’J (3.5)

F R Rt Rt &
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2)6,|Z,.a,,b,y,, < N(my v, ) j=1,2,...J (3.6)
Za( +b)
Com my, —"— € Vo, = j=12,..,J
Za,. +1 >at+1
i=1 i=1
(R ] Hyjz(tN (malb) a,b‘)l_ ‘71 (3‘7)
Com m,, =[WW+E2, |[WZ, 45}, | Ven =[P W+ED, ]’1

2
e uq,q=[‘;“'],2,,‘,b,=h oﬂew (6-1) eW/ = (Bj,—l),j=1,2,...,J
b

Assim a distribuigdo posteriori conjunta, considerando as prioris dadas no capitulo 2, é

dada por:

f( I(Zjl’ ]l) (38)

)ocexp{——(zz,:[z_“ @8, -b)] +Zez sz 2Z(a ,u)J

=1 i=1 Oy iml O, =

Para distribuigdo condicional de Z,, € suficiente os termos correspondentes, assim,

temos:

J I

fZ ’6’ a,bu, ) exp[—%{ZZ(Z” —(a,.HJ. —bl_))zﬂ I(Z,;,u;,) (3.9)

J=1 =l

que corresponde ao nucleo de i k distribuigSes normal truncada univariada para cada Z,

dependendo do sinal de Z,

Finalmente para se obter as distribuigdes completas para 6 e para os pardmetros a € b do

item, devemos, da mesma forma anterior, considerar os termos correspondentes. Logo:
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Para @, temos:

Nl z,a,b,uj,,.)ocexp[—%i((uﬁaf]ef —wija,. (5, +z,.,,.)ﬂ (3.10)

j=l i=1

que corresponde ao nicleo de j distribuigdes normal univariadas para 8, com média e desvio

padrédo dados, os quais s3o obtidos completando quadrados convenientemente.

Para aeb temos:

f(ab

Z,0,u,

”.) o exp

—%(ii{_Zzﬂi (aﬂj —-bi)+(a,.l9j -b, )2 +%i(ai _lua)z H] (3.11)

L = a i=l

Que corresponde ao nucleo de i distribui¢des normal bivariadas para ae b.

Com as distribuigdes condicionais dadas anteriormente, € possivel a obten¢do de uma
amostragem usando o amostrador de Gibbs e considerando que foram introduzidas variaveis
latentes auxiliares, tem se uma jeito de ser feita no programa Winbugs , porém isso nio € possivel
de certo feito de forma direta, requerendo uma correta especificagido para as variaveis indicadoras

como visto em Bazan (2005).

3.2.2 Modelo probito-assimétrico normal

O algoritmo abaixo (Bazan, 2005) foi desenvolvido para o caso de distribuigdo
assimétrica e ¢ similar ao dado em Albert (1992) para um conjunto de dados aumentados.

O modelo TRI probito assimétrico, envolvendo um total de I itens e J individuos, com u,
~ Bernoulli (p;,) e p j)i=¢(ai6’j —bi) ¢ equivalente definido considerando que u,,=1 se Z, >0

e u;,=0se Z,,<O0emque Z;, ~NA(af,-5,1,-4),j=12,.,Jei =12,.L
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Para verificar usa-se o fato que 1- F , (z) =F, (—z) (Azzalini,1985) e é similar a dada em
Albert(1992).

O motivo de se introduzir a varidvel auxiliar Z,, € para se evitar trabalhar com a

verossimilhanga tipo Bernoulli. Para a fun¢fio de verossimilhan¢a aumentada para o modelo TRI

probito assimétrico dada abaixo, considere o vetor Z =(z,,,...,z,,), os parametros dos itens a e

b e o parametro de habilidade 8 .

u,2)=[[T1][ /@) (z0n,)] (3.12)

i=]l j=1

L(B,a,b, A

Emquegp= (aﬂj -b.,1,-4) e I'(zj‘,.,uj‘i) =I(Z,,> O)I(uj_,. =D)+I(Z;,< O)I(uj‘,. =0)
1=1,2,.Iej=12,..,J eassume valores 1 ou 0, dependendo se o argumento € verdadeiro ou ndo.
O modelo é correspondente a densidade condicional p(u,,

(.3).

O modelo TRI probito normal assimétrico para um teste contento I itens e aplicados a J

Z;,) usado para derivagido de

individuos com u;; ~ Bernoulli (p,;) e p,,;=éy, (a,.BJ. -b, /?7) ¢ equivalente a considerar que:
u,=1seZ, >0 e u,=0se Z, <0, emque Z;, ~N(-6V,, +a,.9j—b,.,l-§f) e

v, ~HN@©,1),j=12..Jei= 12,1

Pode-se verificar definindo Z;_,. =—?2. como sendo a representagdo estocastica para a

Jt
distribui¢io normal assimétrica (Henze, 1986) para Z ; em que Z,, ~NA (a0, -b,1,-4),j =1,
2,..,Jei=1,2, . 1 eentdo a prova segue como dada no para apéndice A para a distribuigdo normal

assimétrica.

Assim, a fungio de verossimilhanga aumentada envolvendo as variaveis latentes
auxiliares dadas pelo vetor Z" =(z,",...,z,, )e pelos pardmetros dos itens, assim como das

habilidades é definida por:

L(o,a,b,d

Z;,.u,) =Hf]¢(z;,., —-dy,,+af, -b,1-d?)I(Z;,,u, ),,.00I(7,, >0)(3.13)
=1
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Considerando a fun¢do de verossimilhanga dada em (3.13 ) e as distribuigGes a priori
especificadas para os pardmetros dos itens e das habilidades dadas no capitulo 2, temos no que

segue as distribuigdes condicionais completas para o amostrador de Gibbs(Bazan,2005).
)Z,,10,,a,,b,.u,,,4 « ¢y,(Z,

(3Tt IRl ¥ 24

1004 b,L,-A)I(Z,, ,u,;)i=12,.,lej=12,..J (3.14)

2) 6,|Z,,a,,b,,,, Ao §(6,,my v, ) (8,)j =1,2,....] (3.15)

I
> a(Z,;+b)

Com my == ey, =1——, j=12,..J e

J dai+1 > al+1
i=1 i=l
I
v(8,)=T1®-42,, ~(a6-b) ®(xb))
i=1
3) ai’bile’zi’yj,i’jﬁmN (anb.,ma,b‘, ,,m)!//( s l)1 ,2 (3.16)

a,b,)= H(D( AZ; -] (a.b))

Com m,, =|:WTW+Z;'_,,‘ [WTZ +Z, ,ua'b.] Vet —[WTW+Z b']

H (a2 0] _
(<] ‘Llal.b, :( q]:zq,h :\‘aa 0-2 e W:(g,—l) e Hij :(9].,—]),_]:1’2,__.,_]

4)410,a,b,Z,,u,, < (4 )w (%) com w(ﬂf):]jcp(—zﬁzj,,. —(a,.Hj.—b,.))(D(a)),) (3.17)
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3.3 Implementa¢io no Winbugs

O modelo probito normal (PN) pode ser escrito de forma hierarquica como dada em
Albert(1992) como:

Zj,i’ u;,0,,0,b, ~Maf,-b,1)lI (z;;,u;,)

6, ~N(0.0,1.0),j=1,2,...J

a,~N (1.0,2.0) I(0, )

b, ~N(0.0, 0.5)

O modelo probito assimétrico- normal pode ser escrito de forma hierarquica como dada
em Bazan (2005) e usa o fato de poder ser escrito como uma combinagio linear de uma normal

padrdo e uma half normal, assim temos:

Z,'| u;;,0,,a,b,d, ~N(af,~b-dV,

J.i ],i’ j) 13~ ],i’

1-d?) I(z,,u,,)

J
V., ~HN(0.0,1 0)

d ~ U(-1.0,1. 0)

6, ~N(0.0,1.0),j=1,2,...]

a,~N (1.0,2. 0) 0,)

b, ~ N(0.0, 0.5)

No modelo probito-normal assimétrico (PNA), cuja a assimetria € considerada na
distribuigdo das habilidades a hierarquia para a sua correta implementa¢do também leva em
consideragio que o mesmo pode ser escrito como uma combinagdo linear de uma normal padrdo

¢ de uma half normal e € dado como segue:

Z,,lu,,,6,,a,b ~N(a,~b. DI (z,,,u,,)
6, ~NA (0.0,1.0,@),j=1,2,...]
a,~N (1.0,2. 0) I(0, )

b ~N(0.0,2.0)
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a ~U(-1.0,1.0)

3.4 Programas para implementacio no Winbugs

O programa Winbugs (Bayesian Analysis Using Gibbs Sampler) é um software livre,
desenvolvido para se fazer inferéncia bayesina e que vem sendo usado pela comunidade
estatistica devido a sua facilidade de manuseio e a grande variedade de problemas que ele
consegue resolver utilizando o algoritmo de Gibbs.

A seguir serdo apresentados os programas que foram implementados para cada um dos

modelos abordados anteriormente e que ja tiveram sua implementagdo em Bazan (2005).

Model;

{ #modelo PN
for(jin1:J){
for(lin1:1){

Z[j .i] ~ dnorm(m]j , i], 1.0)l(lo[u[j , i]+1],uplu[ j, i1+1])
m{j, i] <- a[i] * teta[j] - b[i]

}

}

for(iin1:1){

bl[i] ~ dnorm( 0.0, 0.5)

teta[i] ~ dnorm( 1.0, 2.0)I(0,)
}

for(jin1:J){

tetalj] ~ dnorm( 0.0, 1.0)

}

lo[1]<-50

up[1]<-0
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lo[2)<-0
up[2]<-30}

Valores iniciais

|||||

Model;

{#modelo PAN
for(jin1:J){
for(iin1:1){

z[j ,i] ~ dnorm(muz{j , i}, preczs[i(lo[u[ j, i]+1],uplul j, i]+1])
v[j ,i} ~ dnorm(0.0, 1.0)I(0,)
muz[j , i] <- a[i] * teta[j] - b[i]-d[i]*V[j,i]
}

}

for(iin1:1){

b[i] ~ dnorm( 0.0, 0.5)

a[fi] ~dnorm( 1.0, 2.0)I(0,)
d[i} ~ dunif(-1.0, 1.0)
preczs(ij<-1/(1-pow(d[i],2))
lambdali]<-d[i]*sqrt(preczs]i])
}

for(jin1:J){

teta[j] ~ dnorm( 0.0, 1.0)

}

lo[1]<--50

up[1]<-0

lo[2]<-0

up[2]<-50 }

AN
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Valores iniciais

list(b=c(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0), a=c(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1),
d=¢(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0))

Model;

{#Modelo PNA
forGin1:J){
for(iin1:1){

2[j,i] ~ dnorm(m[ j, i], 1.0)I(lo[u[ j, i]+1],up[u[ j, i]+1])
m([j,i] <- a[i] * teta[j] - b[i]

}

}

for(iin1:1){

b[i] ~ dnorm( 0.0, 0.5)

a[i] ~ dnorm( 1.0, 2.0)I(0,)
}

for(jin1:J){
teta[j]<-d*v[j]+sqrt(1-pow(d,2))*w[j]
v[j] ~ dnorm( 0.0, 1.0)I(0,)
w[j] ~dnorm( 0.0, 1.0)

}

d ~ dunif(-1.0 , 1.0)
lo[1]<--50

up[1]<-0

lo[2]<-0

up[2]<-50 }
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Valores iniciais

list(b=c(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0), a=c(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1.1.1,1,1,1))

Rios, Cézar E. C.

IME/USP



Capitulo 4

Aplicac¢oes dos modelos

4.1 Introducio

Neste capitulo sera feita a aplicagdo dos modelos abordados no capitulo anterior a um
conjunto de dados obtidos das respostas que 47 alunos deram a conjunto de 15 itens de multipla
escolha, tendo somente uma resposta correta, portanto sendo corrigidos de forma dicotdmica.

Estes alunos, oriundos da classe média, passaram 5 meses estudando num tradicional
curso pré-vestibular da cidade de S#o Paulo e se preparavam para prestar vestibular em
universidades publicas e privadas para o curso de administragdo, como USP, GV, IBMEC, etc.
Estas instituigbes apresentam grande concorréncia em seus vestibulares, o que requer do
candidato um preparo muito maior.

Para cada um dos trés modelos abordados nesta dissertagio serio apresentadas as
estatisticas obtidas apo6s o processo estimagdo utilizando, como ji destacado, o programa
Winbugs, assim como os graficos importantes para analise e interpretagdo dos parimetros dos
itens e das habilidades dos respondentes.

No apéndice B sera apresentada uma tabela com propor¢des de acertos em cada item e
também graficos do tipo histograma e dot-plot com a freqiiéncia de estudantes em cada

pontuagao.
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4.2 Valores iniciais

Na implementagio dos modelos no Winbugs pode-se ou nio considerar valores iniciais
para os pardmetros a serem estimados. Caso ndo seja atribuido nenhum valor inicial, o préprio
sistema gera os valores. Entretanto, isso torna o processo de estimagdo muito lento e dependo do
computador que se utiliza, até inviavel. Dessa forma serdo considerados valores iniciais para os
pardmetros dos itens, com 1 ¢ 0 para a, e b,i=1 2, .., 1 respectivamente.

Tanto nos modelos simétricos como nos assimétricos, estes valores foram fixados com
base nas médias das distribuigdes a priori estabelecidas no capitulo 3.

Em particular, no modelo probito assimétrico-normal em que se estabelece um parimetro
d, que mede a assimetria, o valor inicial adotado foi 0, uma vez que este valor corresponde a
média da distribuigo a priori para d,.

Da mesma forma que em Bazan (2005), valores iniciais para 0; (habilidades dos

respondentes) e Z;, e V,, foram aleatoriamente gerados pelo sistema, porém poderiam ser

atribuidos valores iniciais com base nas suas distribui¢des a priori.
Serdo considerados em todos os casos um total de 25000interagdes com saltos de 5 em 5 e

sendo descartadas as 1000 interag¢des iniciais para assim diminuir possiveis correlagdes.

4.3 Aplicacio dos dados no modelo probito normal

4.3.1 Estimativas obtidas para os parimetros dos itens

Pardmetro de discriminagio a
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Item[] Média Desvio Erro Pys Mediana Pgy s Amostra
Padrao
a1] 0.8389 0.3795 0.01205 0.2162 0.7975 1.711 5000
a[2] 1.488 0.4558 0.01258 0.6546 1.453 2.464 5000
a[3] 1.01 0.4049 0.01534 0.3101 0.9776 1.861 5000
al4] 0.9217 0.3651 0.01242 0.298 0.8989 1.712 5000
a[51 0.9836 Q.3757 0.01216 0Q.3126 0.9671 1.757 5000
a[6] 0.7606 0.3233 0.01353 0.23356 0.7296 1.482 5000
al?7] 0.8118 0.3624 0.01356 0.1878 0.7773 1.583 5000
a[8] 0.8874 0.3732 0.01098 0.2208 0.8629 1.683 5000
a[9] 1.084 0.3916 0.01435 0.3992 1.049 1.892 5000
af10} 0.4413 0.3064 0.01051 0.02381 0.3883 1.167 5000
af11] 1.239 0.4823 0.02008 0.3878 1.21 2.288 5000
a[12] 0.8208 0.3838 0.01177 0.1807 0.784 1.635 5000
af13] 1.014 0.4359 0.01441 0.2746 0.9756 1.975 5000
a[14] 1.258 0.4607 0.01724 0.4648 1.228 2,287 5000
a[15] 1,183 0.4754 0.01662 0.3355 1.151 2.213 5000
Tabela 4.1 Estimativas para o parimetro de discriminagdo
Histograma
Modelo Probito-Normal
4 =
-5 =
| >
| I}
=
g 2 —
[
IV
1
[ - i
0,4 0,8 1,0 1,2 1,4
Discriminagio
|
Figura 4.1 Histograma dos valores pardmetro de discriminagio
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Box -plot
Modelo Probito-Normal

8

-
[
A

Discriminagio
Ly
8

| 0,751
{ 0,50
Figura 4.2 Box-Plot para o parimetro de discriminacio
a[2] sample: 1000 ‘ a[14] sample: 1000 '
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|
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Figura 4.3 Densidades a posteriori do parimetro de discriminagio dos itens 2 e 14

a[2] a[14]
10 10F
051 05f
00F 0.0}
05 05
-1.0 ‘ 101 |
T T T T T T
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lag lag

Figura 4.4 Graficos das correlages para o parimetro de discriminagdo dos itens 2 e 14
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a2]
401
3.0F
20t
101
00f

2000

iteration

3.0

20

1.0

0.0

iteration

4000

Figura 4.5 Historico de convergéncia para os parimetro de discriminagdo dos itens 2 e 14

Como se pdde observar na tabela 4.1, a mediana a posteriori ficou em torno de 1, sendo

que os itens com maior capacidade de discriminagdo foram os de nimero 2, € 14. Ja os que

apresentaram menor discriminagdo foram os de niumero 6 ¢ 10.

Analisando os graficos das densidades a posteriori pode-se afirmar que apresentaram

caracteristicas de normalidade com média préxima de 1.

Da mesma forma os graficos de correlagSes mostram que durante a estimagio quase ndo

se observa correlagdo nos resultados finais enquanto os graficos do histérico mostram que houve

boa convergéncia devido a sua oscilagfo.

Parametro de dificuldade b

Rios, Cézar E. C.

IME/USP



41

Item [] Média Desvio Erro Py s Mediana Pgy 5 Amostra
Padrao
b[2] -0.399 0.3301 001162  -1.046 -0.3819 0.226 5000
b[3] -0.9012 0.2971 0.009718 -1.538 -0.8927 0.3935 5000
bi4] 0.1882 0.2353 0.008059  -0.6355 -0.1936 0.2606 5000
b[5] 0.3323 0.2484 0.008144  -0.8403 -0.3277 0.1662 5000
b[6] 0.06346 0.2271 0.008348 03725 0.05553 0.5294 5000
b{7] -0.7817 0.2533 0.008818 -1.294 -0.7654 0314 5000
b[8] -0.7865 0.2581 0.006779 -1.313 -0.7788 0.3243 5000
b[9] -0.3508 0.2666 0.009196  -0.9077 0.3359 0.1458 5000
b[10] -1.242 0.273 0.008607  -1.799 -1.223 -0.7465 5000
b[11} -2.186 05117 0.01672 -3.308 -2.125 -1.291 5000
b{12] -1.367 03219 000922  -2042 -1.353 0.7755 5000
b[13] -1.346 0.3434 001063  -2.105 -1.326 -0.7462 5000
b14] -1.31 0.3485 0.01101 2083 -1.266 -0.6939 5000
b[15] -1.411 0.3811 0.01486 -2.275 -1.378 -0.7396 5000
Tabela 4.2 Estimativas para o parametro de dificuldade
Histograma
Modelo probito- normal
4 -
3
o
£
S
8' 24 e
&
1 =
0 T T T I T
-2,0 1,5 -1,0 -0,5 0,0
Dificuldade
Figura 4.6 Histograma dos valores do parimetro de dificuldade
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Box -plot
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Figura 4.7 Box-Plot dos valores pardmetro de dificuldade
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Figura 4.8 Densidades a posteriori do pardmetro de dificuldade dos itens 6 e 15
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Figura 4.9 Grifico das correlagdes para o parimetro de dificuldade dos itens 6 ¢ 15

Rios, Cézar E. C.

IME/USP



43

bi6]
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Figura 4.9 Histérico de convergéncia para o parimetro de dificuldade dos itens 6 ¢ 15

Analisando a tabela (4.2), os itens, de uma forma geral, ndo apresentam dificuldades para
os respondentes, uma vez que os valores obtidos foram baixos. Isso pode ser confirmado pela alta
propor¢do de acertos como € apresentado no apéndice B.

Os itens que apresentaram maior dificuldade foram os de nimeros 4 e 6 € os de menor
dificuldade foram os de numero 11 e 15.

Analisando os graficos das densidades a posteriori, pode-se concluir que nos dois itens a
suposigdo de normalidade se verifica, porém verifica-se que no item 15 a média ficou distante do
valor estabelecido como média da priori.

Ja os graficos das correlagdes apresentam boa variagio, o caracteriza boa convergéncia.

Parimetro de habilidade 8=u
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Item[] Média Desvio Erro Pys Mediana Pgss Amostra
Padrao
u[1] 05669 0.3789 0.01069  -1.363 05535 0.144 5000
u[2] 1.335 0.6606 001926  0.1966 1.274 2817 5000
u[3] 09366 0.387 001355  -1.71 -0.9253 02272 5000
ul4] 07155 0.372 001184  -1.465 -0.7076 -0,009767 5000
u[s] 02505 0.3813 0.01303 09344 0.2696 0.5758 5000
u[6] 1.302 0.6528 002203  0.1675 1274 2732 5000
u[7] 0.4749 0.3735 001312 -1.17 04774 0.2583 5000
ule) 0.2339 0.4501 0.01383  -0.6061 0.2297 1.192 5000
ulg] 0.8588 05713 001209  -0.1376 0.8155 2.098 5000
u[10] 0.8498 05771 0.02075  -0.1828 0.819 2.072 5000
11 132 0.6604 002237 02086 1.279 2731 5000
u[12] 0.2752 0.4696 001758  -0.5542 0.2531 1.328 5000
u[13] 0.3641 0.3848 001287  -1.116 0371 0.3803 5000
u[14] 0.8578 0.5581 001896  -0.1336 0.8253 2113 5000
u[15] 1.298 0.6464 0.02466  0.1661 1.258 2673 5000
u[16] 0.2167 0.4667 0.01357  -0.6261 0.169 1.181 5000
u[17] -0.1846 0.3939 0.01127  -0.9323 0.1746 05878 5000
u{18) 0.1677 0.4222 0.01507  -0.6494 0.162 1.032 5000
u[19] 0.3686 0.4625 0.01546  -0.4711 0.337 1.358 5000
u[20] 1.308 0.6452 002137  0.1785 1.268 2.761 5000
u[21] 003768  0.4015 0.01141 07788 004983 08276 5000
u[22] 0.8549 0.5656 001652 009119  0.8239 2.083 5000
u[23] 0.9514 05795 0.01817 008231 0914 2187 5000
u[24] 0.7328 05334 001576  -0.1658 0.6766 1892 5000
u[25] -0.4655 0.3734 0.01215  -1.169 -0.4707 0.2896 5000
u[26] 0.4543 0.4747 001525  -0.4175 0.4345 1.49 5000
u27] 0.1843 0.3745 0.01299  -0.8595 0.1916 0.6197 5000
u[28] -0.5811 0.3632 0.01075  -1.301 05818 0.1331 5000
u[29] 0.7124 0.5326 0.0159 0.1836 0.6748 19 5000
u[30] -0.4797 0.3792 0.01181 -1.225 -0.4815 0.276 5000
u[31] 0.1474 0.4336 001397  -0.6102 0.1464 1.072 5000
u[32] 0.7573 0.5338 0.01772  -0.1473 0.7251 1.968 5000
u[33] 0679 0.3588 0.01278  -1.388 06765 -0.001777 5000
u[34] 0.348 0.4585 0.01425  -0.4881 0.3348 13 5000
u[35] -1.34 0.4174 0.01737 -2.181 -1.308 -0.5925 5000
u[36] 003137 04046 001525 08139 003681 07919 5000
u(37] 1318 0.6307 002076 02282 1288 2664 5000
u[38] -1552 0.4378 0.01318  -2.499 -1.545 07445 5000
u[39] 0.00323  0.3974 0.01291 0.7555 002502  0.8036 5000
u[40] 0.426 0.379 001176  -1.165 0.4209 0.3312 5000
uf41] -0.1655 0.3899 0.01292  -0.9022 -0.1689 06213 5000
u[42] 0.3493 0.4723 001309  -0.5056 0.3127 1.326 5000
u[43] -0.5898 0.3816 0.01282  -1.382 -0.5812 0.1268 5000
u[44] 0.1329 0.4318 001342  -06273 0.1137 1.033 5000
u[45] 03795 0.3802 001372  -1.102 -0.3781 0.3868 5000
u[46] 1.337 0.6452 0.0192 0.2057 1.291 2812 5000
u[47)] 06625 0.3853 001229  -1.462 -0.662 0.1212 5000
Tabela 4.3 Estimativas para o pardmetro de habilidades
Rios, CézarE. C. IME/USP
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Figura 4.11 Box — Plot dos valores do parimetro das habilidades
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De uma forma geral, a tabela (4.3) apresenta valores positivos e negativos para as
habilidades dos respondentes, mas em alguns casos sdo identificados individuos com grande
habilidade (individuos 2 e 46) .Estes individuos tiveram escores com valores iguais a 15, ou seja,
acertaram todos os itens.

Alguns individuos apresentaram baixa habilidade (individuos 35 e 38) com escores iguais
a4.

Aqui cabe um comentario que talvez se torna util para a institui¢io na qual esses alunos
estudam, pois, por uma questdio pedagogica, os individuos sdo separados em salas usando como
critério os acertos que os estudantes obtém em seus testes.

Pode-se, portanto, identificar alunos com habilidades semelhantes para se formar grupos
de estudo com um enfoque pedagégico mais adequado, ou seja, respeitando-se as habilidades de

cada um e sua capacidade para assimilar as informagdes passadas em sala de aula.
4.4 Modelo probito-assimétrico normal

Parametro de discriminagio a

Item[] Média Desvio Erro Ps Mediana P75 Amostra
Padrao
a[1] 0.7971 0.3817 0.007224 0.1529 0.7655 1.662 5000
a[2] 1.402 0.4471 0.009123 0.629 1.369 2.373 5000
a[3] 0.9577  0.406 0.008175 0.2835  0.9092 1.871 5000
a[4] 0.8432  0.3431 0.006075 0.2715  0.8088 1.605 5000
a[s] 0.8857  0.3515  0.005827 0.2824  0.8517 1.675 5000
a[6] 0.6944  0.3052  0.005596 0.178 0.6696 1.366 5000
a[7] 0.7644  0.3445  0.005865 0.1752  0.7344 1.519 5000
a[8] 0.8414  0.3569  0.006301 0.2371 0.8038 1.648 5000
a[9] 1.018 0.3818  0.006601 0.3737  0.9789 1.838 5000
a[10] 0.4127  0.2838  0.005505 0.02079 0.3666 1.082 5000
a[11] 1.268 0.4931 0.01198  0.3827 1.249 2.29 5000
a[12] 0.7869  0.3981 0.006504 0.1432  0.7416 1.673 5000
a[13] 0.9802  0.4267  0.007775 0.248 0.9414 1.9 5000
a[14] 1.181 0.4558  0.00906 0.4057 1.141 2.2 5000
a[15] 1.177 0.4698  0.01044 0.3699 1.146 2.195 5000

Tabela (4.4) Estimativa para o parimetro de discriminacio
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Figura 4.14 Densidades a posteriori para o parametro de dificuldade dos itens1, 7,10 e11
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Figura 4.15 Gréficos das correlagbes para o parimetro de dificuldade dos itens 1,7,10 e 11

Rios, Cézar E. C. IME/USP



49

30+

201

10

0.0 !

J " l i bl bt it rf.df.l,h.mﬁ: J. Ij e .|" ikl

i o . ——

y | i { J
LI | (Rt | ‘ i Rl /L]

10000 20000
iteration

40
30
20
10
00

iteration

30

20

1.0

0.0

i 'I { ““l ey U, 'Il.‘i.n I‘. -l.il 1 By, |, hl.-!.!!g..[, Ji] gt A

o

10000 20000
iteration

20F
15[
10
05|

iteration

Figura 4.16 Historico de convergéncia para o parimetro de dificuldade dos itens 1,7,10 ¢ 11

Rios, CézarE. C.

IME/USP



50

Da tabela (4.4) pode-se observar que, de uma forma geral, os valores obtidos para as

estimativas estdo proximos da média da priori estabelecida para a distribui¢do dos a,. Neste

modelo os itens que mais discriminaram foram os de nimero 2 e 11 e os que menos
discriminaram foram os de nimero de namero 6 € 12

Analisando os grificos das densidades e das correlagdes, pode-se afirmar que tiveram
comportamento apresentando normalidade com simetria com exce¢dio do item 10, cuja
distribuigfo a posteriori apresentou certa simetria.
Ja os graficos das correlagbes, assim como do histérico tiveram comportamento iguais aos

comentados no modelo anterior.

Parametro de dificuldade b
Item [ ] Média Desvio Erro Pys Mediana Poys Amostra
Padrao
b[1] -0.9224 0.5078  0.01362 -1.815 -0.9635 0.1057 5000
b[2] -0.3256  0.5207 0.01297 -1.298 -0.3205 0.6062 5000
b[3] -0.7973 0.4954  0.01165 -1.714 -0.8222  0.1622 5000
b[4] -0.1764 0.4472  0.01022 -0.9722 -0.1728 0.6637 5000
b[5] -0.3148  0.4469  0.009393 -1.092 -0.3244 0.5313 5000
b[6] 0.04233 0.4292  0.01078 -0.7402 0.04619 0.8247 5000
b[7] -0.6808 0.4649  0.01076 -1.478 -0.7123  0.2314 5000
b[8] -0.7037 0.4791  0.01074 -1.551 -0.7326  0.2393 5000
b[9] -0.3196 0.4515  0.01055 -1.139 -0.3232  0.5253 5000
b[10] -1.128 0.4823  0.01073 -1.968 -1.174 -0.1297 5000
b[11] -1.865 0.7118  0.02078 -3.305 -1.855 -0.5169 5000
b[12] -1.198 0.543 0.01207 -2.189 -1.229 -0.1115 5000
b[13] -1.156 0.5567  0.015 -2.149 -1.202 -0.05632 5000
b[14] -1.134 0.5649  0.01448 -2.188 -1.156 -0.04582 5000
b{15] -1.26 0.5863  0.01347 -2.371 -1.283 -0.1003 5000

Tabela 4.5 Estimativas para o parmetro de dificuldade
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Figura 4.20Histdrico de convergéncia para o pardmetro de dificuldade dos itens 4, 6,11 e 15

Observando os valores das estimativas obtidas para o parimetro que mede a dificuldade
do item, temos, de uma forma geral, que os itens foram facilmente respondidos e assim como no

modelo anterior foram encontrados baixos valores para os 5, e em todos os casos abaixo da

média da priori para a distribuigio associada a este parametro.

Parimetro da assimetria d,

Neste modelo foi introduzido mais um pardmetro, estabelecendo uma assimetria da
distribui¢do usada para a ligagdo e abrindo a possibilidade de que a probabilidade se aproxima de
1 a uma taxa diferente da que se aproxima de 0.

Este fato pode ser entendido da seguinte forma: quanto maior o valor de d significa que o
item penaliza os bons alunos e bonifica os maus alunos. Lembremos que |d| <1, assim quanto
mais proximo de 1 estiver d, mais o item esta penalizando os individuos mais habeis e quanto

mais proximo de — 1, mais penaliza os individuos menos habeis.

Para entender melhor o que se aborda, acima vejamos o exemplo a seguir:

Rios, Cézar E. C. IME/USP
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Suponha que um professor submeta seus alunos a um item que cobre a resolugdo de uma
equagdo do segundo grau, em que o respondente devera saber a famosa formula de Bhaskara e
que no enunciado seja fornecida a férmula resolutiva. Ora, para os alunos mais habeis que sabem
o conceito e a formula, esta informago € praticamente desnecessaria, porém para os individuos
menos habeis pode ser que seja extremamente relevante a informag3o para a resolugio da
questdo. Dessa forma a informagao estaria penalizando os bons alunos, pois ndio precisam da

informagdo, e bonificando os menos habeis.

Item [ ] Média Desvio Erro Py s Mediana Pqz5 Amostra
Padréo
dii] -0.0647 0.5134  0.01342 -0.9252 -0.09293 0.9066 5000
d[2] -0.1025  0.5543  0.01516 -0.9575 -0.1393 0.8937 5000
d[3] -0.08218 0.5105  0.01144 -0.9183 -0.1286 0.9048 5000
d[41 -0.02113 0.5059  0.01143 -0.9219  -0.03327 0.9067 5000
d[s] -0.01415 0.496 0.01092 -0.8803 -0.01594 0.8937 5000
d[é] 0.01238 0.49 0.01241  -0.8724  0.005541 0.8963 5000
d[7] -0.05689 0.4971  0.01271 -0.8892 -0.07846 0.8734 5000
d[s] -0.05097 0.501 0.01148 -0.9058 -0.07445 0.8931 5000
d[9} -0.02648 0.5016  0.01167 -0.8839 -0.04749 0.8969 5000
d[10] -0.03225 0.5042  0.01168 -0.8643 -0.06587 0.9196 5000
d[11) -0.2989  0.5572  0.01558 -0.983  -0.4506 0.9061 5000
d[12] -0.1155 0.5086  0.01209 -0.924  -0.1643 0.8735 5000
d[13] -0.1154  0.5238  0.01253 -0.9363 -0.1699 0.8839 5000
d[14] -0.1171  0.5256  0.01242 -0.9239 -0.1786 0.8976 5000
d[15] -0.1001  0.5482  0.01388 -0.929  -0.1674 0.9268 5000

Tabela 4.6 Estimativas para o parimetro de assimetria

Analisando a tabela (4.6), em que sdio fornecidas as estatisticas para o parimetro de

assimetria, pode-se observar que os valores obtidos para d, ndo apresentam valores muito

distantes de 0, média adotada para a distribui¢do a priori deste parimetro. No entanto, alguns
itens merecem uma melhor analise.

No item 10, o valor de d nos diz que este item esta penalizando os individuos mais habeis
e bonificando os menos habeis. Ja no item 11, encontramos o inverso, ou seja, penaliza os menos

habeis e bonifica os mais héabeis.
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Quanto as densidades a posteriori, foram encontrados graficos que permitem observar a
simetria da distribuigdo a posteriori para o item 11 e certa simetria para o item 6.Isso nos permite
dizer que a hipétese de assimetria pode ser verificada ou nio.

Quanto ao intervalo de confianga, foram encontrados como limite inferior e superior
valores cuja média da priori para d se nos encontra mesmos em todos os casos, porém aqui se
pode destacar que estes valores estdo bem proximos dos minimos e maximos estabelecidos para a

priori de d, como no capitulo 3.

Histograma
Modelo probito-assimétrico normal

030 025 -020 015 010 -005 0,00
Assimetria

Figura 4.21 Histograma dos valores do parimetro de assimetria
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Figura 4.23 Densidades a posteriori do pardmetro de assimetria para os itens 6 ¢ 11
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Figura 4.24 Gréfico das correlagdes para o pardmetro de assimetria para os itens 6 e 11
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Parametro de habilidade &=u

Item [ ]

ul1]

ul2]

ul3]

u[4]

u[s]

u[6]

uf71

u[8]

u[9]

u[10]
uf11]
uf12]
u[13]
u[14]
uf15]
u[16]
uf17]
u[18]
u[19]
u[20]
uf21]
uf22]
u[23]
u[24]
u[25]
u[26]
u[27]
uf[28]
uf29]
u[30]
u[31]
u[32]
u[33]
u[34]
u[35]
u[36]
u[37]
u[38]
u[39]
uf[40]
u[41]
u[42]
uf43]
u[44]
u[45]
u[46]
u(47]

Média

-0.5679
1.27
-0.9857
-0.723
-0.2825
1.258
-0.5022
a.208
0.8328
0.8346
1.271
0.2508
-0.3534
0.8395
1.257
0.1296
-0.2395
0.1517
0.3181
1.28
-0.08966
0.8394
0.9431
0.6627
-0.4813
0.4355
-0.2217
-0.5892
0.7086
-0.5195
0.09855
0.7337
-0.7065
0.3358
-1.295
-0.05998
1.271
-1.556
-0.06181
-0.4507
-0.2012
0.2987
-0.5801
0.1362
-0.4089
1.255
-0.6518

Desvio
Padrao

0.3698
0.6478
0.3725
0.3616
0.3653
0.6444
0.3648
0.4326
0.5579
0.5543
0.6528
0.4413
0.3644
0.5598
0.647

0.4599
0.3705
0.4181
0.4563
0.651

0.3914
0.5629
0.614

0.5305
0.3672
0.468

0.3711
0.3519
0.5356
0.3544
0.4108
0.535

0.3427
0.445

0.4108
0.3854
0.642

0.4295
0.3932
0.3667
0.3884
0.4561
0.3629
0.415

0.3626
0.6457
0.3587

Erro

0.006797
0.0105
0.00741
0.005755
0.006926
0.01081
0.006802
0.008247
0.009428
0.01047
0.01377
0.007301
0.005758
0.01113
0.0126
0.007962
0.005831
0.006928
0.007181
0.01135
0.006046
0.01076
0.0109
0.00867
0.006411
0.00811
0.006263
0.006336
0.008484
0.006541
0.007569
0.00847
0.005839
0.007807
0.007192
0.006796
0.01252
0.006759
0.007397
0.006032
0.006495
0.007519
0.007615
0.007422
0.006257
0.01165
0.006079

Pss

-

-1.315
0.1372
-1.741
-1.445
-0.9982
0.1623
-1.211
-0.5725
-0.1238
-0.1364
0.1411
-0.5458
-1.059
-0.1352
0.1273
-0.713
-0.9463
-0.641
-0.4989
0.1264
-0.8152
-0.1204
-0.1001
-0.2483
-1.212
-0.4043
-0.847
-1.303
-0.2174
-1.235
-0.6699
-0.2088
-1.407
-0.4622
-2.164
-0.8077
0.1776
-2.468
-0.7896
-1.17
-0.9367
-0.5074
-1.324
-0.6225
-1.102
0.1451
-1.376

Mediana

-0.5729
1.224
-0.9732
-0.7067
-0.2854
1.2
-0.4998
0.1864
0.7792
0.7977
1.23
0.2281
-0.3533
0.8
1.215
0.0981
-0.2472
0.1371
0.2899
1.233
-0.1074
0.788
0.8933
0.6155
-0.4783
0.3954
-0.234
-0.5798
0.6682
-0.5206
0.08174
0.6962
-0.7062
0.308
-1.276
-0.06371
1.222
-1.536
-0.0686
-0.4544
-0.214
0.268
-0.5801
0.1204
-0.4062
1.201
-0.6455

Pg3z5

0.1415
2.642
-0.2749
-0.0283
0.4519
2.686
0.2045
1.112
2.036
2.032
2.647
1.196
0.3713
2.073
2.67
1.129
0.5
1.018
1.323
2.65
0.7211
2.075
2.319
1.835
0.2338
1.463
0.5175
0.07299
1.868
0.18
0.968
1.88
-0.04992
1.29
-0.5395
0.714
2.658
-0.7946
0.7323
0.2812
0.5916
1.29
0.1205
1.001
0.3016
2.644
0.0505

Tabela 4.7 Estimativas para as habilidades dos individuos

Amostra

5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
S000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000

5000
5000
5000
5000
5000

Rios, CézarE. C.

IME/USP



59

Histograma
Modelo probito- normal assimétrico

10-|

Frequency

—

1,2 -0,6 0,0 0,6 1,2
Habikdade

Habiidade
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Figura 4.30 Histérico de convergéncia para as habilidades dos individuos 20 e 35

Na tabela (4.7) pode-se observar que neste modelo encontramos estimativas para as

habilidades cujos valores identificam individuos com habilidades acima e abaixo da média da

distribuigdo a priori para o pardmetro de habilidade. Assim como no modelo probito-normal (PN)

os individuos com mais habilidades s3o os individuos 2 e 14 e os de menos habilidades sdo 6 e

10, sendo que na maioria dos casos o intervalo de credibilidade de 95% contém o valor da média

a priori para 0.

4.5 Modelo probito normal-assimétrico

Parametro de discriminagio a

Item[] Média Desvio Erro Pys Mediana Pygys Amostra
Padrao
a[1] 1.019 0.4466  0.007839 0.2261  0.987 1.972 5000
a[2] 1.623 0.4673  0.007115 0.8 1.588 2.637 5000
a[3] 1.193 0.46 0.006854 0.3727  1.171 2.171 5000
al4] 1.082 0.4013 0.00661 0.3778 1.046 1.944 5000
a[s] 1.111 0.4141  0.005973 0.3732  1.091 1.996 5000
a[6] 0.8578  0.3626  0.005667 0.2251  0.8262 1.631 5000
a[7] 1.034 0.4338  0.007311 0.2728  1.003 1.967 5000
a[8] 1.103 0.4384  0.008127 0.3212  1.066 2.055 5000
a[9] 1.224 0.4211  0.005758 0.4813  1.196 2.12 5000
a[10] 0.5801  0.372 0.005375 0.03713 0.5308 1.445 5000
a[11] 1.52 0.5715  0.009033 0.482 1.486 2.721 5000
a[12] 1.062 0.4828  0.007916 0.2318  1.028 2.097 5000
a[13] 1.25 0.5007  0.007747 0.3426  1.223 2.295 5000
a[14] 1.46 0.5126  0.007675 0.5445  1.435 2.525 5000
a[15] 1.406 0.5243  0.009092 0.4561  1.371 2.512 5000
Tabela 4.8 Estimativas para o parimetro de discriminagdo
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Histograna
Modelo probito normal- assimétrico
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Figura 4.31 Histograma dos valores do parimetro de discriminagio
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Figura 4.32 Box —plot dos valores do parimetro de discriminagio

Rios, Cézar E. C.

IME/USP



63
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Figura 4.34 Grafico das correlagGes para o parimetro de discriminagio dos itens 2 e 10
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Figura 4.35 Historico de convergéncia para o pardmetro de discriminaggo dos itens 2 € 10
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Neste modelo pode —se observar através da tabela 4.8 que alguns itens apresentaram boa

discriminagdo como por exemplo os de niimero 2 e 10, sendo que no item 10 o grafico da

densidade a posteriori apresentou uma ligeira assimetria.

Parametro de dificuldade b
Item[] Média Desvio Erro P,s Mediana Py5 Amostra
Padrao
b{1] -0.4739 0.332 0.008322 -1.081 -0.4811 0.2239 5000
bf2] 0.488 0.3978 0.01063 -0.2635 0.4872 1.273 5000
b[3] -0.2463 0.3478 0.008319 -0.9129 -0.2472 0.4637 5000
b[4] 0.3957 0.3454 0.007819 -0.2294 0.3837 1.098 5000
b[5] 0.2774 0.3426 0.007305 -0.3436 0.2582 0.9722 5000
b[6] 0.5355 0.3304 0.006728 -0.04631 0.5118 1.246 5000
b{7] -0.2069 0.3347 0.008168 -0.8333 -0.22 0.4883 5000
b[8] -0.1909 0.3425 0.008728 -0.8117 -0.201 Q.5136 5000
b{9] 0.3254 0.3501 0.007375 -0.334 0.3156 1.027 5000
b[10] -0.9363 0.314 0.005342 -1.524 -0.9456 -0.2944 5000
bl11] -1.39 0.489 0.01105 -2.43 -1.365 -0.4927 5000
b[12] -0.8159 0.3506 0.007138 -1.508 -0.8155 -0.141 5000
b[13] -0.6573 0.3735 0.009411 -1.398 -0.6558 0.05731 5000
b[14] -0.5002 0.3897 0.009668 -1.268 -0.4979 0.253 5000
b{15]) -0.6312 0.3886 0.01015 -1.408 -0.625 0.1037 5000
Tabela 4.9 Estimativas para o pardmetro de dificuldade
Histograma
Modelo probito normal- assimétrico
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Figura 4.36 Histograma dos valores do parametro de dificuidade
Rios, CézarE. C. IME/USP



65

Box-plot
Modelo probito-assimétrico normal
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Figura 4.37 Box — Plot dos valores do pardmetro de dificuldade
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Figura 4.38 Densidades a posteriori para o parimetro de dificuldade dos itens 6 e 10
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Figura 4.40 Histdrico de convergéncia para o parimetro de dificuldade dos itens 6 e 10

Com base nos resultados obtidos anteriormente pode-se afirmar que os itens ndo
apresentaram grandes dificuldades para os respondentes, pois os mesmos apresentaram baixos
valores para o parametro de dificuldade.

E importante observar que nem todos os intervalos de credibilidade contém o valor da
média a priori definido para este pardmetro.

Os graficos apresentados mostram posterioris com caracteristicas de normalidade e os
graficos das correlagdes mostram que as mesmas foram eliminadas ao final.

O histérico durante as iteragdes mostra que devido a grande oscilagdo a convergéncia

foi atingida de forma satisfatoria.

Parametro de habilidade 8=u
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Item [ ] Média

uf1]

uf2]

u[3]

u[4]

u[5]

u[6]

uf7]

u[8]

u[9]

u[10]
uf11]
ul12]
uf13]
ul14]
u[15]
uf16]
uf[17]
uf18]
u[19]
u[20]
uf21]
u[22]
u[23]
u[24}
u[25]
u[26]
uf27]
u[28]
u[29]
u[30]
u[31]
u[32]
u[33]
u(34]
u[35]
u[36]
u(37]
u[38]
u[39]
u[40]
u[41]
uf[42]
uf43]
u[44]
u[45]
u[46]
u[47]

0.08558
1.63
-0.1908
-3,10E-01
0.3332
1.649
0.1582
0.716
1.272
1.27
1.652
0.7401
0.2882
1.275
1.649
0.6956
0.4073
0.6675
0.8361
1.656
0.5143
1.273
1.316
1.113
0.1719
0.9294
0.3909
0.09964
1.154
0.1523
0.6219
1.178
-0.01901
0.8519
-0.4459
0.5024
1.644
-0.5809
0.5409
0.2198
0.42
0.8124
0.06692
0.6756
0.2345
1.64
0.03984

Desvio
Padrao

0.3181
0.5682
0.3475
0.3303
0.3234
0.5729
0.3259
0.3727
0.4836
0.4918
0.5737
0.3876
0.3368
0.5079
0.5722
0.3904
0.3352
0.3673
0.3898
0.5814
0.3433
0.4869
0.5206
0.4506
0.3189
0.4127
0.3392
0.3328
0.4644
0.3226
0.3668
0.4671
0.315
0.396
0.3871
0.3427
0.5731
0.4233
0.3514
0.3336
0.3315
0.3881
0.3238
0.3639
0.3272
0.582
0.3349

Erro

0.00796

0.009292
0.00887

0.008952
0.006204
0.008168
0.007723
0.005845
0.007749
0.007616
0.007517
0.007061
0.007741
0.007382
0.008919
0.006781
0.006959
0.006543
0.006525
0.009941
0.006416
0.007462
0.008141
0.00722

0.007863
0.006652
0.006779
0.008614
0.008502
0.007509
0.00675

0.006313
0.006698

0.007278
0.01234

0.006516
0.00877

0.01287

0.006763
0.007879
0.006765
0.005816
0.007929
0.005871
0.007652
0.01035

0.007604

Pas

2

-0.608
0.6497
-0.9754
-0.7209
-0.318
0.6209
-0.5433
0.03525
0.4291
0.4003
0.6628
0.01485
-0.4053
0.3774
0.6518
-0.03241
-0.256
-0.02768
0.1075
0.6404
-0.1509
0.4183
0.4425
0.3212
-0.509
0.1913
-0.2956
-0.6198
0.3299
-0.5281
-0.07978
0.3595
-0.6666
0.1239
-1.305
-0.1721
0.6439
-1.534
-0.155
-0.4795
-0.2456
0.1009
-0.5999
-0.01628
-0.4458
0.6194
-0.7004

Mediana Pyy,s

0.1014
1.579
-0.1515
0.02618
0.3409
1.618
0.1718
0.7003
1.234
1.236
1.603
0.7223
0.2916
1.245
1.608
0.6796
0.4071
0.6565
0.8266
1.613
0.5143
1.233
1.269
1.074
0.1807
0.9041
0.3973
0.113
1.123
0.1634
0.6132
1.148
-0.001992
0.8385
-0.4023
0.5011
1.609
-0.5321
0.5352
0.2242
0.4173
0.7945
0.0846
0.6641
0.2426
1.6
0.06431

0.6681
2.853
0.4065
0.5752
0.9575
2.883
0.7654
1.498
2.335
2.38
2.902
1.561
0.9212
2.408
2.885
1.524
1.065
1.453
1.633
2.931
1.187
2.344
2.542
2.072
0.763
1.807
1.049
0.7048
2.162
0.7638
1.363
2.193
0.5498
1.685
0.1819
1.191
2.88
0.1012
1.25
0.8492
1.073
1.629
0.6604
1.439
0.8422
2.925
0.6304

Tabela 4.10 Estimativas para o pardmetro de habilidade

Amostra

5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
S000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
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Histograma
Modelo probito normal- assimétrico
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Figura 4.41 Histograma com os valores das habilidades.
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Figura 4.42 Box-Plot dos valores das habilidades
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Figura 4.43 Densidades a posteriori para o pardmetro de habilidades dos individuos 4 ¢ 20
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Figura 4.44 Grifico das correlages para o parimetro de habilidades dos individuos 4 e 20
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Figura 4.45 Historico de convergéncia para as habilidades dos individuos 4 € 20
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Da analise dos valores obtidos na tabela 4.10, pode se verificar que os individuos
apresentaram de uma forma geral valores altos para o pardmetro das habilidades de cada um,
sendo que os que obtiveram os maiores valores sdo aqueles que na tabela dada no apéndice esses

individuos sdo os que apresentam os maiores valores de escore.

Rios, Cézar E. C. IME/USP



Apéndice A
A distribui¢do normal assimétrica

Uma variavel R segue uma distribui¢do normal assimétrica (Dalla Valle, 2004), com vetor
de parimetros § = (4, % 1) em que 4 € R é um parimetro de locagio e ¢*>0 é um
parimetro de escala e 1 € R é um pardmetro de assimetria, se a fun¢io de densidade de R é

dada por:

fpfr' {A 1

3 | | B
'Y
-~
=~
e’
~
gl
P
-F-.'
“~
et
—

onde ¢(.) e ®(.) denotam, respectivamente, a fun¢do de densidade e de distribui¢io da
distribuigdio normal padrdo. A notag¢io considerada é R ~ NA(8) onde 6=(i, o L), mas
também se pode usar a notagio @NA(T; 1, o°, A) para representar a densidade. Fe(r), com

6=(u, o>, A), denota a fda da distribui¢do normal assimétrica. Quando considerada a
A A
transformagio 1447 a distribuigdo normal assimétrica tem outra parametrizagio em

| g N (e
que —1 <d < 1. Para volver a parametrizaggo original considere

Casos particulares da normal assimétrica

*Seh=0,iesed=(y o 0)a densidade de R em (A.1) se reduz a densidade da
N(y, 6°). Em particular se 8 = (0, 1, 0) obtemos a normal padrio.

* No caso especial de 8 = (0, 1, A), a densidade de R em (A.1) se reduz a densidade
da normal assimétrica padrdo dada por Azzalini (1985) e neste caso escrevemos que
S ~ NA(A) cuja fungdo de densidade ¢ dada por:

3 2A1aYD{ An (A2

* No caso especial de 8=(0,1+)A% 1), a densidade de R em (A.1) se reduz a densidade da
normal assimétrica padrdo dada por Chen et al (1999) e Branco e Dey (2002) a qual por sua

vez € um caso particular da normal assimétrica dada em Sahu et al. (2003).



Representagbes da normal assimétrica padrdo de Azzalini
Embora simular da normal assimétrica padrdo seja simples devido as diversas bibliotecas
que podem ser obtidas da WWW page: http://azzalini stat.unipd.it/SN w, as seguintes
representagdes sdo Uteis para entender a relagdo da normal assimétrica com a normal.

* Seja W ~N(0, 1) e V ~HN(O, 1) v.a independentes e |[d| < 1. Temos que a distribui¢io de

S =3V (-2

€ NA(M). Esta ¢ a representagdo estocéstica marginal e foi provada por Henze (1986),
Azzalini e Dalla Valle (1996).
* Se V,W ~ N(0, 1) sdo v.a independentes, a distribui¢io de S = W[V < AW ‘e NA(A).
Veja Henze (1986), Azzalini e Dalla Valle (1996).
» Se S|V ~ M(dv, 1 — d*) e V ~ HN(O, 1) (densidade normal positiva), a distribui¢do de S é
NAQ).
* Seja

(o Yo} : )
e |d| < 1. Temos que W|V > 0 ~ NA(L). Esta ¢ a representagiio estocastica condicional e foi
provada por Arnold et al (1993) e Azzalini e Dalla Valle (1996).

* Seja
! X 1 4 s\
(5w )
el|d <1
Temos que
s N He V N
|5 M

Esta outra representagdo estocastica condicional foi provada por Azzalini e Capitanio
(1999).



Apéndice B

Q01 Q02 Q03 Q04 Q05 Q06 Q07 Q08 Q09 Q10 Qi1 Q12 Q13 Qi4 Q15 TOT

Al

15

A3

A4

10
15

A6

A7

12
14
14
15
12
10
14
15
13
11
12
13
15
12
14
14
14

A8

A9
Al0
All
Al12
Al3
Al4
Al5
Al6
Al7
Al8
Al9
A20
A21
A22
A23
A24
A25
A26
A27
A28
A29
A30

A31

13
11

14

12
14

A32

A33

A34

13

A35

11
15

A36

A37

A38
A39
A40

A41

12
10
11
13

Ad2
A43



Adq 1 1 0 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 12

A45 1 0 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 10

Ad6 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 15

A47 1 0 1 0 0 0 Q 0 o} 1 1 1 1 1 1 8
total de

acertos 39 30 37 28 30 24 36 36 30 42 45 42 41 40 41
Respostas dadas pelos 47 estudantes aos 15 itens. 1=acertou , 0= errou

Histograma
Distribuigdo de acertos

Frequency

o

Escores
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Dot-plot
Escores
[ ]
i 3 3 3 ; § ‘ i
3 —= % ¢ § % 3 : 3 3
4 6 8 10 12 14
Escores
Porcentagem de acertos em cada item.
Q01 | Q02 ) Q03 ) Q04 | Q05 | Q06 | Q07 | Q08 | Q09 | Q10 | Q11 | 012 | Q13 | Q14 | Q15 |
82 63 78 59 63 51 76 76 63 89 95 89 87 85 87
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