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Resumo

Este trabalho tem por objetivo mostrar e demonstrar o funcionamento de
uma férmula de apre¢amento de titulos conversiveis basicamente a férmula
é realizada através do pricipio de neutralidade ao risco.
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Abstract

We present a detailed analysis of the valuation of a convertible bond via
the risk neutral valuation principle. We discuss the assumptions that are
necessary for the application of this principle to the convertible bond case.
We also warn about pitfalls stemming from an inadequate employment of
these assumptions.
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Capitulo 1

Introducao

Os Titulos Conversiveis sio titulos com caracteristicas especiais que podem
ser emitidos por governos ou empresas privadas. Neste texto vamos trabalhar
apenas com titulos emitidos por empresas.

Quando uma empresa deseja obter dinheiro ela emite titulos que sio papeis
ou certificados que representam uma, certa quantidade de capital, assim para
a empresa que emitiu, este titulo consiste em um empréstimo realizado ao
qual a empresa se compromete a devolver o0 montante emprestado acrescen-
tado de uma certa taxa (como em um empréstimo tradicional). Entretanto,
o titulo conversivel d4 a op¢do ao propropretario do titulo de ao final de um
certo periodo de converter o montante da divida em uma certa quantidade
de agdes da empresa determinado no contrato do titulo conversivel.
Portanto, este titulo possui caracteristicas de um empréstimo tradicional,
mas que da o direito de o portador deste titulo converter este em uma certa
quantidade de agoes.

Para o dono do titulo a vantagem é a possibilidade de ganhar mais caso a
empresa que emitiu o titulo possua um forte crescimento e para o emissor
do titulo a vantagem é a de poder obter dinheiro a um custo mais baixo que
num empréstimo normal.

No mundo real os titulos conversiveis podem possuir um grande niimero de
clausulas contratuais, por exemplo a callabilidade que consiste no fato do
emissor possuir o direito de resgatar o titulo pagando um prego fixo caso o
titulo suba acima de um certo valor estabelecido no contrato, tal clausula
torna o titulo conversivel menos atraente para o investidor.

O objetivo deste trabalho é encontrar o prego justo deste titulo no momento
em que este tipo de contrato é criado, ou seja, realizar o apregamento do
titulo conversivel. Quanto ao método de aprecamento temos como pioneiro
o trabalho de Merton [2] o qual aprecava um titulo de crédito simples(sem
o direito de converter em a¢des da empresa) usando o valor da empresa ao
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6 CAPITULO 1. INTRODUCAO

invés do valor de suas acoes, neste modelo temos como tnica fonte de varia-
bilidade o ativo do empresa.

Posteriormente veio os trabalhos de Ingersoll [3] e Brennan [4] para apregar
os titulos conversiveis, estes trabalhos usavam a mesma idéia que Merton
usou para aprecar titulos de crédito. O trabalho desta dissertagdo mostra
um método de aprecamento semelhante ao de Ingersoll, entretanto chegou-se
a uma férmula fechada para calcular o valor do titulo usando medida mar-
tingal de probabilidade ao invés de usar equagdes diferenciais como foi feito
inicialmente por Ingersoll, na realidade este trabalho é um dos modelos pro-
postos por T.Bielecki [5).

Este trabalho tera tabém um capitulo com os fundamentos do aprecamento
de titulos de crédito no qual neste capitulo sera inclusive abordado a me-
todologia que Merton 2] realizou para realizar o aprecamento deste titulo,
metodologia esta que foi empregada no Capitulo 2 para o aprecamento do
titulo conversivel.

Para realizar o aprecamento do titulo conversivel descrevemos inicialmente os
resultados financeiros que este titulo pode ter em cada situagdo, em seguida
realizamos o calculo de seu valor inicial usando o principio de neutralidade
ao risco.

Entretanto, o valor inicial do titulo conversivel resultante da aplicagdo deste
principio, é fungdo de um conjunto de valores iniciais todas mensuréveis ex-
ceto o v valor inicial dos ativos bem como de sua volatilidade, estes valores
nio sio diretamente observaveis para determinar estes valores sao utilizados
a metodologia que Merton [2] utilizou para aprecar titulos de crédito.
Deixamos este trabalho concluido com uma explicagdo clara e objetiva de
como o leitor realiza o aprecamento de um titulo conversivel, usando inclu-
sive exemplos numeéricos.



Capitulo 2

Titulo conversivel, problema de
aprecamento e sua solucao

2.1 Modelo matematico para o titulo conversi-
vel

Vamos a defini¢io do modelo que sera usado para o calculo do valor inicial
do titulo conversivel.

Lembramos que titulo conversivel é um contrato assinado entre dois lados
chamados de emissor e de credor ou titular do titulo conversivel. O modelo
a ser construido agora é o modelo para este contrato que além de formalizar
matematicamente as clausulas do contrato formaliza também as varidveis e
parametros que entram neste contrato.

Nosso modelo serd feito para o caso quando o emissor ¢ uma empresa
(a outra possibilidade é que seja governo de um pais). Por isto usaremos
o termo “empresa” no lugar de “emissor do titulo conversivel” em todos os
nossos argumentos abaixo. Notamos que ao tratar de empresas facilitamos o
problema da modelagem de faléncia. As facilitades alcangadas revelar-se-do
no decorrer da apresentagao.

No momento da assinatura do titulo conversivel, a empresa recebe do ti-
tular uma quantia de dinheiro chamada o valor inicial do titulo conversivel
e denotada por 7C;. Observaremos que TCj é s6 a notagdo e que este valor
ndo serd determinado na presente segdo. O calculo deste valor é o problema
principal abordado no nosso trabalho e uma das solugées a esta serid dada
na Se¢do 2.2. A presente se¢do destina-se & defini¢do de todos os quisitos
necesarios para tal solu¢gdo. Na verdade, tudo o que for necessario esta vin-
culado aos direitos do titular dos quais ele pode usufruir num instante apos
a assinatura do contrato. Tal instante é definido no contrato no momento da
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8 CAPITULO 2. TIT. CON. PROBLEMA DE APRECA. E SUA SOLUC.

assinatura. O tempo que decorre até esse chama-se maturidade. O momento
de assinatura do contrato é o “tempo 0” no modelo (o que é compativel com
o indice da notacdo TCy), e a maturidade denota-se por T. O que aconte-
cer4 na realidade apés o tempo T é irrelavante para nosso modelo e por isto
que todos os processos que fardo partes deste serdo definidos no intervalo de
tempo [0, T]. Avisamos porém que haveré a necesidade de definir e considerar
alguns destes processos nos tempos anteriores a 0.

Vamos a descri¢do e a modelagem dos direitos do titular do titulo conver-
sivel. Estes diferem em dois casos: se a empresa falir e se ndo. No mundo real,
a empresa emissora do titulo conversivel pode falir em qualquer instante entre
o de lancamento do titulo até a sua maturidade, mas nosso modelo "permite”
que a empresa entre em faléncia somente no instante T

Em primerio lugar, definimos os direitos do titular no caso a empresa
nio falir. Neste caso, o titular tera direito a escolher entre receber um certo
valor, que tinha sido definido no momento da assinatura do contrato, ou
receber g acdes da empresa, sendo que ¢ também era definido no momento
da assinatura do contrato. O valor a receber — caso optar por receber —
chama-se o valor de face; este denota-se no modelo por F. A quantidade ¢
acima mencionada chama-se a razdo de conversd@o. Sobre esta pressupomos
que ela é igual a um (quer dizer, pressupomos que ¢ = 1). O pressuposto
facilitara nossas contas. Estas podem ser facilmente adaptadas para o caso
g# 1.

Para que possamos formalizar os valores decorrentes dos direitos do ti-
tulo, é preciso assumir que investidores tomam decisoes racionais e que, em
particular, sempre escolhem aquilo que tem o maior valor entre duas ou mais
alternativas. Portanto, para formalizar se o titular do titulo conversivel opte
por receber o valor da face ou g agbes, precisamos introduzir a notagio apro-
priada para o prego de uma a¢do no tempo T da empresa emissora do titulo
conversivel; este serd denotado por S; no nosso modelo. Entdo podemos
resumir o que foi dito acima: o valor monetério do direito de titular é

F, senao ha faléncia e Sy < F,

Sr, se ndo ha faléncia e Sp > F. (2.1)

Os beneficios contemplados no caso de faléncia exigem a defini¢io exata
da faléncia. Recordando que neste modelo esta pode ocorrer somente no
instante T, e definimos que este fato ocorre se e somente se:

o valor dos ativos da empresa no tempo T' < sua divida total no tempo T,

ou, usando a notacdo Vr para o valor dos ativos de empresa no tempo T
e a notagdo D para a divida a ser honrada no tempo 7', temos a seguinte
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expressdao matematica da condigdo de faléncia:
Vr < D. (2.2)

Notamos que para a conviniéncia assumimos que a empresa nio contrai divi-
das adicionais no intervalo de tempo correspondente a [0, 7] de nosso modelo.

No caso de faléncia, os ativos serdo vendidos e o valor arrecadado sera
dividido entre os credores da empresa, quer dizer, entre os que emprestaram
dinheiro para a empresa, entre os quais figuram-se os titulares dos titulos
conversiveis. Cada um deles receberdo sua parte da divida; denotamos o
valor a receber por R. Para que possamos expressar matematicamente este
valor, € necessario definir a formagdo da divida da empresa. Faremos isto a
partir do paragrafo abaixo.

Para nossos argumentos é importante a composicio da divida a ser hon-
rada no tempo T (lembramos, esta foi denotada por D). Agora daremos a
atencdo adequada a isso. Pressupomos que pode haver trés casos:

Divida-caso-1 a empresa tomou de, digamos, um banco, um empréstimo que
p ) s 3 p q
a obriga a devolver DemPrestade ng tempo T.

Divida-caso-2 a empresa emitiu titulos corporativos (tit. corpor.) com a
maturidade em T e o valor de face que totaliza Dtit-corpor.

Divida—caso—1+2 ambos os casos anteriores, o que d4 o valor total da divida
3
Demprestada { Dtit.corpor.

Designamos por D a divida total:
D = Demprestada + Dtit.corpor. + DTC, (23)

onde DTC representa a divida adquirida pela empresa devido 4 emissio de ti-
tulos conversiveis. Vale a pena esclarecer, antecipando-se um pouco, que nio
poderemos assumir que ambos Demprestado o Dtit.corpor. nodem ser nulos, pois
se fossem entdo isto invalidaria a aplicagdo da idéia do Merton, conforme a
qual, as observacgoes dos valores das agGes da empresa podem ser usadas para
inferir nos parametros da dindmica do valor da empresa. Mais diante dare-
mos os detalhes desta idéia e exporemos a importéincia dela para o método de
aprecamento usado por nés aqui. Aparentemente, estamos dando uma aten-
¢ao demasiada 4 discussdo da formagdo da divida da empresa. Mas, como
veremos adiante, esta é importante para o método de aprecamento como um
todo.

Vamos agora a definicio do beneficio do titular do titulo conversivel no
caso da empresa falir. Neste caso, os ativos da empresa serao vendidos para
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honrar a divida. Porém, os caminhos de como este dinheiro serd dividido
sdo diversos. Uma das op¢des é quando todos os credores da divida podem
dividir o valor da empresa caso esta falir. Para formalizar isto, suponhamos
que DTC apresenta a propor¢io a de toda a divida:

DTC
=— 2.4
o= (24)
Entdo, um titulo conversivel dara ao seu titular o valor:
o valor da empresa Vr
R=a NTC = axmg (2.5)

onde NTC denota a quantidade dos titulos conversiveis emitidos. A segunda
opgio & quando os titulos conversiveis sdo os iltimos a receber o que sobrar,
caso a empresa for a faléncia. Isto levara expressao

emprestado tit.corpor.
R={ 0, SeVr <D +D (2.6)

|72 _Demprzstado+Dtit.corpor. P
T ~NTT , caso contrario.

Ou, ainda h4 a opcio de receber uma quantia B fixa (tal valor & conhecido
como rebate):

R= 0, SeVy< BNTC
B, caso contrario.

Todas as opgdes (e muito mais que poderiam ser feitas combinando as idéias
por traz destas trés opgdes) podem existir no mundo real.

Nossa iltima notacio da presente se¢do é TCr que denota o beneficio
monetario do titular do titulo conversivel no instante de sua maturidade,
que é chamada tambem de pay-off do titulo conversivel. Juntando todas as
partes descritas na segdo, temos a seguinte expressdo matematica:

(2.7)

TCr = I{VT<D}R + I{VTZD e STSF}F + I{STZF}ST. (2.8)

2.2 Aprecando o titulo conversivel no modelo

Lembramos que nosso objetivo principal era fornecer o valor inicial do titulo
conversivel. Notamos que existem indmeras abordagens para a execugio
desta tarefa. No nosso trabalho, calcularemos o valor inicial do titulo con-
versivel usando o modelo matematico construido na Segdo 2.1. Ainda no
ambito deste modelo existem diversas maneiras de calculo. N6s usaremos o
método chamado apregamento pelo principio de neutralidade ao risco.

Daremos na observagio abaixo uma descri¢do sucinta do principio de
neutralidade ao risco.
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Observagdo 1 O principio de neutralidade ao risco (PNR) aplica-se para
modelos probabilisticos de mercados, quer dizer para modelos nos quais
produtos de mercado sdo representados por processos estocasticos. Ob-
servaremos que um modelo n3o é obrigado a ser um espelho completo
de mercado, mas quanto aos produtos de mercado refletidos nele, estes
devem ser modelados por processos estocésticos. Isto significa, em par-
ticular, que o modelo possui um triplo probabilistico (Q2, P, F) no qual
todos os processos estdo definidos. Esclarecemos ainda que por “pro-
duto de mercado” entendemos qualquer produto que pode ser comprado
e vendido (mesmo com restri¢des, quaisquer que sejam). Em geral, tais
produtos sdo representados em modelos por seus precos. Esclarecemos
ainda que dois ingredientes (quase sempre) indispensaveis de modelos
de mercado sdo dinheiro e taxa de juros livre de risco. A taxa de juros
livre de risco flutua no decorrer do tempo num mercado real. Por isto
que esta taxa estd modelada por um processo estocastico em modelos
de mercado, mesmo que a taxa pode ser um produto ndo negociavel
(no mercado real e/ou no seu modelo). Mas a discussido da modelagem
de taxa de juros niio é o assunto para o presente trabalho, pois consi-
deramos esta como fixa; a taxa de juros sera denotada por r em nosso
modelo.

Suponhamos entdo que ha um modelo de mercado definido da maneira
que atende as restrigoes colocadas acima. Suponhamos que neste mo-
delo foi definido um novo produto. Notamos que ao dizer “produto”
indicamos que este pode ser comprado e vendido no mercado e no seu
modelo. Suponhamos que o preco do tal novo produto foi definido
como fungdo dos pregos de todos os produtos (e talvez, outros parame-
tros e processos) presentes no modelo. Geralmente, tal prego define-se
para um certo instante do tempo; assumiremos que este é o caso e de-
notaremos tal istante por T". Entdo surge o problema natural: como
determinar o pre¢o deste novo produto nos instantes anteriores a T,
e em particular, no instante 0. Este problema chama-se problema de
apregcamento. Para formular o problema em termos matematicos, pres-
supomos que no modelo h4 n processos estocasticos que representam a
dinamica dos pregos de n produtos negocidveis; denotamos tais proces-
s0s por Pi(t),--- Py(t), t € [0, T]. Quanto ao novo produto introduzido
no mercado, denotaremos seu pre¢o no tempo ¢ por TC,. Conforme
combinado acima, o preco foi definido s6 no tempo T e depende de
todos os processos ja existentes. A expressdo matemaética disto é:

TCr = G (A(t), - Pa(t); t € [0, 7)),

onde G denota uma func¢do apropriada. Entdo, o problema de aprega-
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mento é achar TC; para t € [0,7).

A solucdo do problema de aprecamento pelo principio de neutralidade
ao risco constitui-se em duas etapas.

Na primeira etapa, € preciso achar uma medida, a ser denotada por Q,
que seja equivalente 4 medida P e que atenda a seguinte exigéncia:
o processo de preco de cada produto presente no modelo, sendo
descontado por taxa de juros livre de risco, deve ser martingal
em relacio da medida Q. Matematicamente, isto expressa-se da
seguinte maneira:

e Eq [Pi(t+s) | F(t)] = P;(t)  Q-quase certamente,
para todo t e s > 0 e todo j.

Acima, F(t) significa a o-algebra gerada por todos os processos do
modelo no intervalo de tempo [0,t]. Ndo entraremos nos detalhes
referente a este conceito, pois, como veremos diante, ele nao é
importante para o estabelecimento de TC;. Isto ocorre devido
ao fato de que F(0) é a o-algebra trivial, quer dizer, a o-dlgebra
que contem somente dois elementos: Q e §. (A trivialidade de
F(0) segue-se da defini¢do geral dada acima e do fato que todos
os processos iniciam-se de valores constantes e ndo de varidveis
aleatérias. Este fato & valido para nosso modelo, pois imaginamos
que o momento t = 0 corresponde ao “presente” da situagdo real
modelada. Ja que no “presente” todos os valores sdo observaveis
e, portanto, conhecidos, entdo estes devem ser representados no
modelo por constantes e ndo por varidveis aleatorias.)

Na segunda etapa, define-se o processo de preco do novo produto via
a seguinte formula:

TC; := e "TIEq[TC0r | F(t)], para t € [0, T], (2:9)
e, em particular,
TC, := e TYEq [TCr], (2.10)

sendo a direta consequéncia de (2.9) e da trivialidade da o-4lgebra
F(0).

O solugio descrita acima tem por tras o seguinte fato: se um modelo
permite a existéncia da medida @ que atenda as requisi¢oes acima des-
critas, entdo no mercado modelado ndo ha como fazer arbitragem, o
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que significa, que é impossivel montar uma estratégia (dinamica) de
compras e vendas que teria custo zero, que ndo poderia dar prejuizo no
final, e que em algumas das possiveis relizagdes de Q daria no final um
lucro. E 6bvio que o preco de novos produtos devem ser introduzidos
para que o mercado ndo adquira a possibilidade de arbitragem. Esta
propriedade estd assegurada por defini¢do (2.9) pois assim definido, o
processo e "*TC;,t € [0,7] é martingal em relacio da medida Q. E
6bvio também, que s6 vale definir este martingal desde que os outros
processos podem ser “martingalizados” pela mesma medida. Isto justi-
fica a primeira etapa do procedimento acima descrito. Vale notar que
pode existir mais que uma medida Q que atenda as requisi¢Ges exigidas.
Caso isto for o caso, ndo esta claro qual destas devem ser utilizadas na
segunda etapa. Mas nés ndo tocaremos neste assunto, pois no nosso
problema tal medida serd unica. Para maiores detalhes sobre PNR
consulte [1]

Fim da Observagdo 1.

Vamos entdo i execugio do método de apregamento pelo principio de neu-
tralidade ao risco para nosso problema. Recordamos, que o nosso problema
é aprecar o produto titulo conversivel cujo valor no tempo T foi determi-
nado pela férmula (2.8), a qual sera repetida abaixo para a comodidade da
exposigao:

TCr = I{VT<D}R + I{VTZD e sp<rF + I{STZF}ST- (2.11)

Ao analisar a férmula (2.11) vé-se facilmente que ela envolve pregos de
dois produtos, a saber: o do ativo da empresa, aquele denotado por Vg, e o
de sua agdo, aquele denotado por Sy. Antes de continuarmos, vale levantar
a pergunta: “Sera que o ativo da empresa e suas agdes sdo produtos negocia-
veis?” A pergunta refere-se a estes produtos no mercado real. E 6bvio que
as agbes sdo negocidveis. Quanto & negociavidade do ativo, esta depende de
se considerarmos que a empresa pode ser comprada ou ndo. No nosso trata-
mento do problema de apregamento de titulo conversivel, assumimos que a
empresa emissora do titulo conversivel pode ser comprada. Com isto o ativo
pode ser considerado como produto negociavel.

As conclusées do paragrafo anterior tém a seguinte repercussao para nosso
modelo: neste modelo, o preco da empresa e o pre¢o de sua agio devem ser
representados por processos estocésticos. Notamos que tal representagio nao
foi feita na Sec¢do 2.1.

Observacdo 2. A necessidade de representar produtos negociaveis por pro-
cessos estocasticos desencadeia uma série de perguntas. A primeira
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pergunta é “Na férmula (2.11) para o valor do titulo conversivel no
tempo T aparecem o valor da empresa no tempo T e o valor da a¢io no
tempo T'. Sao dois valores, ou melhor dizendo, duas variéveis aleatérias.
Por que entdo é preciso considerar o valor de empresa e o valor de sua
acdo como processos estocasticos que desenvolvem no periodo [0,7?"
Para responder a esta pergunta, é s6 voltar a descri¢do do principio de
neutralidade ao risco feita por nés acima. Lembramos que para apregar
o titulo conversivel no nosso modelo, serd empregado este principio e
que ele exige que todos os produtos negocidveis sejam representados
por processos estocasticos. O porqué da exigéncia foi explicado junto
a descrigao do principio.

A segunda pergunta seria assim: “Se por virtude de descuido ou por
razdes naturais, um dos produtos negocidveis néo for um processo esto-
castico apropriadamente dito, isto teria consequéncias graves?” Antes
de responder a pergunta, completamos esta: dizer que uma quantidade
ndo é um processo estocastico apropriadamente dito, significa que esta
quantidade é ou uma constante ou uma variivel aleatéria que nao
muda com o tempo. Por exemplo, um processo X;,t € [0, T}, definido
via X; = X, Vt (onde X é uma variavel aleatéria) é um exemplo de
um processo estocastico “degenerado”. Agora podemos passar para a
resposta na pergunta. Nesta resposta, usaremos a notagdo X, definida
duas sentencas atras. Suponhamos que hi um produto negociavel re-
presentado num modelo por este processo degenerado Xt € [0,T).
Tal processo entrari em nossas consideragoes no momento em que pro-
curaremos pela medida martingal equivalente, aquela medida denotada
por @. Mas a defini¢do do processo X. nos garante que

X; = Xp para todo ¢, e portanto X, , |X¢ = X, P-quase certamente.

Portanto, para qualquer que seja a medida Q (desde que seja equiva-
lente & medida P), vai valer a relagio Eq [Xi4s|X;] = X; Q-quase
certamente, o que comprova que o processo X. é um martingal em
relacdo a Q. Voltando & execugdo do método de apregamento base-
ado no principio de neutralidade ao risco, concluimos que um produto
negociavel cujo preco desenvolve-se pela regra

Y, = €Y, t e [0,T)

ndo apresenta dificuldade para a execugdo do método (na equagdo
acima, 7 é a taxa de juros livre de risco, que foi assumida constante em
modelos a serem discutidos por nds no presente trabalho, e Y é uma
variavel aleatéria qualquer a qual pode ser tambem uma constante).
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Os processos estocasticos legitimos (quer dizer, com a estrutura mais
sofisticada de que a da equacdo acima) sdo os quem criam as dificul-
dades na execugdo do método de aprecamento baseado no principio de
neutralidade ao risco.

Fim da Observagio 2.

Voltaremos agora ao eixo do nosso raciocinio principal interrompido por
observacdo acima. Foi constatado que no nosso modelo ha dois produtos
negociaveis e que precisamos definir os processos estocésticos que descrevem
a evolucdo de seus pregos, sendo que a necessidade veio de nosso desejo de
empregar o método de apregamento pelo principio de neutralidade ao risco.
Faremos isto abaixo.

Antes de comegarmos construir os processos de precos dos produtos ne-
gociéveis refletidos em nosso modelo, vamos estabelecer a notagio para estes:

V;  denota o valor da empresa no tempo ¢,
S;  denota o valor de uma agdo desta empresa no tempo ¢,
para t € (—o0,T].

Observe que os dois processos serdo considerados no intervalo de tempo
(=00, T]. Isto ocorre pois precisaremos de seus valores nos instantes anterior
ao instante da assinatura do contrato do titulo conversivel. Na verdade, seria
suficiente para nés que o intervalo de tempo, no qual estes sio definidos, seria
pouco maior que [0,7]. Mas para evitar a desnecessaria discussdo de quanto
maior este deve estar, dizemos (—o0, T).

E 6bvio que um dos problemas na definicdo dos processos V. e S. est4 na
identificagdo da dependéncia entre eles. Pois que ndo sdo independentes —
é 6bvio. A dependéncia, que serd refletida no nosso modelo, baséia-se em
idéias de Merton. Para que possamos aplicar as idéias é preciso pressupor
que a empresa abriu totalmente seu capital e que este foi pulverizado em N
acoes. Seguindo a definigdo de agdes, o possuidor de uma a¢do possui o valor
da empresa dividida por N caso a empresa nao faliu, ¢ nio possui nada, caso
faliu. Juntando isto com a condigio da faléncia Vr < D (imposto em (2.2))
temos a seguinte relagéo:

S = max {0, #} : (2.12)

Acontece que esta formula deve ser detalhada para que possamos usa-la. O
detalhamento vem do fato de que no caso de conversdo do titulo conversivel,
o proprietario do titulo conversivel torna-se acionista da empresa e nio cre-
dor assim o valor de DTC deixa de ser descontado dos ativos da companhia
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portanto:
_ Vr—D+ DTC

TNENT

Assim, substituindo as expressées para St em (2.11) e aproveitando da
férmula para o valor de R envolvido em (2.11), chegamos a seguinte expressdo
para TCr:

Sr (2.13)

FVv;
1ICr = I{VT<D}TT + Lip<vp<r(v+nTC) 1D} F
Ve —D'
+Lvp> F(v+NTO) D) N+ NTC (2.14)

com
D'=D - DT,

Na férmula (2.14) est4 figurando Vr — o ativo da empresa no tempo T
Passaremos entdo para a construgdo do processo que descreve a dinamica
deste ativo em nosso modelo. Esta é muito simples: assumiremos que

V, = Voexp {pvt + ovWi},t € [0, T,

onde W. designa o movimento browniano padrio (2.15)

Devemos ser mais precisos em relacio desta definigio. Devemos especificar
que que no nosso modelo ha um triplo probabilistico (2, P, F) e que o pro-
cesso W. estd definido neste triplo da maneira tal que este é o movimento
browniano padrdo. Notamos, que a formula em (2.15) implica em que o triplo
probabilistico por tras do processo V. também é (Q, P, F).

Vale a pena destacar o fato de que a medida P corresponde no nosso mo-
delo & probabilidade real ou estatisticamente observada. Com isto queremos
dizer que o desenvolvimento estatistico do processo V. no modelo é idéntico ao
desenvolvimento estatistico do valor dos ativos da empresa. Aqui, a palavra
“idéntico” indica que o modelo foi construido para que os referidos desen-
volvimentos sejam idénticos. Se isto foi alcangado ndo é a preocupacgio do
presente trabalho: nossos futuros argumentos baséiam-se na crenga de que
foi. Ainda mais, podemos expressar esta identidade da seguinte maneira: se
formos observar valores do processo do valor da empresa, veremos que seus
log-retornos comportam-se como um movimento browniano padrao multipli-
cado por uma constante (a denotada por oy) e acrescentado um incremento
(drift) py.

Agora vamos resolver o problema de apregamento do titulo conversivel.
Conforme explicado no texto até agora, o problema é achar TC;,. Nossa abor-
dagem é via principio de neutralidade ao risco. Para executar a abordagem,
devemos executar as duas etapas descritas na Observagdo 1. Na primeira
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etapa temos que achar a medida martingal equivalente. Para executar esta
etapa, aproveitamos do fato bem conhecido: existe medida Q que é equiva-
lente a IP e que sendo visto por esta medida o processo log V; é o movimento
browniano com drift (r — 20%) e a volatilidade oy. Deste fato segue-se via
um célculo simples, que o processo e "V;,t € [0, T}, é martingal do ponto de
vista da medida Q. Em outras palavras, Q é a medida martingal equivalente
pela qual procuramos. Assim, o movimento de V; em relacio a medida Q
fica:

1
Vi = Vpexp { (r - —2-0‘2,) t+ UVI/V;} ,t €[0,T] (2.16)
onde W;,t € [0,T], é o movimento browniano padrdo
do ponto de vista da medida Q. (2.17)

O argumento do paragrafo acima ndo termina a execugdo da primeira
etapa de aprecamento via principio de neutralidade ao risco. Isto porqué
ndo provamos que e Sy, ¢t € [0, 7], também é martingal do ponto de vista
da medida Q. Surge entdo a pergunta: “Como provar este fato?” Eis a
resposta. O processo S. representa o prego de uma acdo da empresa. No
texto acima argumentamos que tal prego relaciona-se com o ativo da em-
presa via a mesma relacdo que hd entre uma opgdo europeia de compra e
o seu ativo subjacente. Isto significa que S. ndo tem componente indepen-
dente do processo V., e que os valores de S. foram introduzidos no mercado
da maneira tal que o mercado ndo permita arbitragem. Seja que for esta
maneira, ela deve dar o mesmo resultado que o método baseado no principio
de neutralidade ao risco. Se este tinha sido aplicado, entdo foi feito o se-
guinte procedimento: foi achada a medida martingal equivalente em relagao
a qual e ™V,,t € [0,T], é martingal, e depois foram atribuidos valores a S.
de maneira tal que e™™S,,t € [0, T, seja martingal em relagdo a mesma me-
dida. Mas a medida martingal equivalente mencionada na sentenga acima é
a medida Q construida no parigrafo anterior. Portanto, e™™3;,t € [0,T], é
martingal em relagio de Q. (Em resumo, podemos dizer que ao achar a me-
dida equivalente em relagdo a qual e~™V,,t € [0, T, é martingal, garantimos
automaticamente que e™™S,,t € [0,T], também seja martingal em relagdo a
esta medida.)

Agora podemos executar a segunda etapa. Conforme explicado, tem-se
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que:

TCy, = e TEg[TCr] (2.18)
FV;
= e TEq 1{vT<D}TT + Lip<vp<F(N+NTO)+ D} F
Vo - D'
Hvr2 P +NTODY 37 T NTC

Felizmente, a conta que a formula (2.18) manda a fazer é executavel, pois Vr
- a vinica variavel aleatéria da conta — tem distribui¢do Normal em relagdo a
medida Q. Assim, fazendo contas simples chegamos ao valor inicial do titulo
conversivel:

Fy —r
TG, = Toq)(dﬂ + Fe™T [®(d;) — ®(d3)]
FNT¢ - D Vo
-rT
te (W) o) + o yro ) (219)
onde:
. Ing — (r + 12"-) T
v ovVT
o2
Y In D (r —}) T
2 O'V\/T
0.2
. Ing - (r - —2‘5) T
s ovvVT
dg = dy
. lnFI\‘,’+D+(r+52‘L)T
s Uv\/T

Entdo, para aplicar esta férmula (2.19) na pratica, nos falta saber oy
e V;. Estes serdo determinados seguindo as idéias de Merton que ja foram
mencionadas e usadas acima. Recordaremos: seguindo a definicao de agoes,
o possuidor de uma agdo possui o valor da empresa dividida por N caso a
empresa nio faliu, e ndo possui nada, caso faliu. Isto significa que:
Vr — D} 1

N = -y max {0,Vr — D} (2.20)

St = max {0,

ou, em outras palavras, uma a¢ao pode ser vista como uma opgio de compra
europeia, cujo ativo subjacente é o valor da empresa dividido pelo niimero de
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agoes e cujo preco de exercicio é a divida dividida por niimero de ag¢bes. Este
fato nos permite expressar Sy em forma analitica. Esta forma é nada mais que
a formula de Black-Scholes para o prego de opg¢do de compra européia, cujos
parametros foram ajustados ao presente modelo conforme indicado acima.
Tem-se que:

Vo D

So = W(I)(ds)—jv—e_rT(D(d'z),
In(Vo/D)+T 152
onde dg = 2%/ )a: \/%”2""), (2.21)
i = In(Vo/D) + T(r — }0%)
ovVT

1 T s
e &(z) = \/T_ﬂ"/ e“Tzdz, z € R.

Portanto, ao pegar o valor de S praticado no mercado, temos uma fonte
adicional para a extrac¢do dos valores de oy e de Vj da equacéo (2.21). Pre-
cisamos de mais uma fonte, pois o mimero de incégnitas é maior do que o de
equagdes. No capitulo a seguir (férmula 3.13) mostraremos como chegamos

a formula abaixo.
o] (ds) VE)O'V = SoO's. (2.22)

Entdo, temos o sistema composto das seguintes equagdes :

a 1-a equagdo: vem da equagdo (2.19) na qual a esperanca em relagdo a
medida @Q expressa-se por integrais em relacdo a densidade normal, ja
que Vo tem a distribui¢do normal conforme segue-se de (2.16) e (2.17).
Esta equagéo daria o valor de T'Cy — 0 objetivo de nossa procura — se Vj
e gy fossem conhecidos. Infelizmente, eles ndo sdo; seus valores serdo
determinadas das equagdes 2 e 3 a serem descritas abaixo.

a 2-a equagdo: vem da equagdo (2.21). Vale notar que esta envolve duas
incognitas: V; e oy. Os valores de todas as outras variaveis (incluindo
a Sp) sdo obervadas no mercado ou determinados por contrato do titulo
conversivel.

a 3-a equagdo: & a equagdo (2.22). Assim como no fizemos para a 2-a
equacdo, chamaremos a atencido de nosso leitor que na 3-a equacdo
as incognitas sdo Vp e oy; todas as outras varidveis envolvidas tém
seus valores conhecidos e estes vieram ou de observagées do mercado
(como, por exemplo, o valor de os - 0 da volatilidade do log-retorno
de uma agio da empresa), ou sdo determinados por contrato do titulo
conversivel.
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Escreveremos as equagdes (2.19), (2.21) e (2.22) como um sistema sé:

TCo = BAd(dy)+ Fe " [@(dz) — ®(ds)]
+e=T (%ﬁq ®(ds) + wrpre P(ds)
So = J®(ds) — FeT " B(dy),

__  ®(de)Voov
g = So

(2.23)

A solugio destas equagdes sdo os valores de (T'Cy, ov, Vp), € 0 que procu-
ramos desta solugdo é T'Cj - o prego inicial do titulo conversivel . Com as
equagdes (2.21) e (2.22) obtemos os valores de oy e Vj uma vez determina-
dos estes valores temos todos os valores de entrada para a equagédo (2.19) e
desta forma o valor de T'Cy torna-se conhecido. O pardmetro r é conhecido
no mercado. O valor de Sy — o pre¢o de uma a¢ido da empresa no momento
de emissio de titulos conversiveis — tomamos do mercado. Os parimetros
DTC ptit.corpor. pemprestado o T g3g respectivamente determinados pelos con-
tratos de titulo conversivel ,titulos corporativos e titulos de empréstimo que a
empresa emitiu; o nimero deles a serem emitidos, N7¢ também & conhecido.
Além disso, tomamos os valores de S, em instantes imediatamente anteriores
ao tempo 0 (denotamos estes por 13 < 72 < --- < 7¢ < 0), e a partir dos
valores de Sy, Sy, ..., S, calculamos og — a volatilidade de log-retornos de
uma acdo de empresa. As observacoes de Sy, Sr,...,S5, 5a0 tomadas no
mundo real, isto é, no mundo regido pela probabilidade P. Esta ndo é a
probabilidade hipotética Q, a qual usamos para apregamento. Mas conforme
conhecido, as volatilidades em relagio das medidas P e Q sdo idénticas.

2.3 Exemplo numérico do aprecamento

Uma empresa ficticia que possui todo seu capital aberto em 1 milhao de agoes
negociadas em bolsa, atualmente o preco de cada agio é de 10 unidades mo-
netarias.

A empresa atualmente opera sem dividas, entretanto para ela realizar um
projeto de expansdo a empresa necessita de uma certa quantia que para
captar a empresa langara 50 mil titulos conversiveis cada titulo pode ser con-
vertido em uma agio da empresa na maturidade do titulo, ou o proprietario
do titulo pode optar pelo valor de face do titulo que é 19,7605 sendo que este
titulo tem um ano de duracdo.

A taxa livre de risco & de 5% ao ano e a volatilidade desta acdo projetada
para 1 ano é 80% ao ano.

Ou seja, temos que Sp=10;05=0,8;T=1;(taxa livre de risco) r=0,05;
N=1.000.000; NT€=50.000 e F=19,7605.

Como o valor de face do titulo conversivel F=19,7605 e NT€=50.000 e a
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empresa ndo possui dividas a tnica divida que a empresa teria que honrar
seria com os titulos conversiveis assim DT¢ = D = NTCF = 988.025.

Para descobrir o valor do titulo conversivel temos que primeiramente encon-
trar os valores de oy e Vj, isto pode ser feito resolvendo o sistema:

n 1.2 — %
B L (ﬁ)::(’;‘gdv ) — Be—Ta( n(ﬁ):f\(/r_ 29%) ) — S0 = Fi(ov, Vo) =0, (2.21)

o ( ln(ﬁ):‘f(;l—zdv)) Voo — Seos = Fa(ov, Vo) = 0, (2.22)

Uma maneira equivalente de encontrar a solugio deste sistema consiste em
encontrar valores para oy e Vj que minimiza G(ov,V;) em que a fungio G
vale:

G(UVa %) = F2(0V1 ‘/0) + F22(GV: %)
Usando métodos niimericos de otimizacdo temos que V; = 10.941.830 e
oy = 0,731212.

De posse dos valores de V; e oy e dos valores que ja foram fornecidos, encon-
tramos o valor inicial do titulo conversivel usando a equagdo (2.19).

FNTC _p

NN B(ds) (2.24)

TCo = %Vﬂﬁd;) + Fe~T [(dg) — ®(d3)] + e~ ( ) B(da) +

Y
N+ NTC
Temos que o valor justo para a empresa emitir os titulos conversiveis é
TCy = 20 desta forma a empresa fard uma captagdo de 20X50.000, ou seja,
1 milhdo.
Como o valor de V; é 10.941.830 temos que Dy = Vp — NSy = 941.830 esta
seria portanto a quantia que a empresa conseguiria se o titulo que a empresa
emitiu, ndo permitisse a conversdo em acdes da empresa. Desta forma este
direito de conversio da um incremento de 58.170 na captagdo de recursos
o que se verifica na pratica que o titulo conversivel é uma forma de obter
empréstimo a um custo menor.

2.4 Titulo conversivel pode ser visto como ti-
tulo corporativo mais opcao de compra?

Na se¢io anterior, foi proposto um método de apregamento usando apenas
as informaces em contrato do titulo conversivel e o valor de suas ag¢ées junto
com sua volatilidade.

Se pensarmos no titulo conversivel do ponto de vista de seus direitos sabendo
que o valor de uma agdo no tempo T é os ativos da companhia menos valor
de suas dividas dividido pelo niimero de a¢Ges e que a faléncia indica que os
ativos da companhia em T é inferior ao valor de suas dividas, ou seja, temos
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uma correspondéncia biunivoca entre os valores de Vr e valores de St desde
que Sy > 0, assim podemos construir uma tabela de resultado financeiro
olhando o valor das agdes ao invés de olhar o valor da empresa.

Considere que neste mercado existem além das acSes da companhia, tenha-
mos os seguintes produtos.

e O primeiro deles é o titulo conversivel em questdo, isto &, o titulo
conversivel, cujo valor inicial queremos achar.

e O segundo é o titulo corporativo com os mesmos pardmetros que o ti-
tulo conversivel(com a tinica diferenga de que onde o titulo conversivel
paga uma acdo, o titulo corporativo pagara, em contrapartida, o valor
da face, quer dizer, F).

e O terceiro é a opgdo européia de compra com o inicio no tempo 0, com
a maturidade em T, e com o prego de exercicio igual ao de face; o
subjacente desta opgdo é a agdo — aquela mesma que foi usada acima
para o aprecamento do titulo conversivel.

Com base nestes produtos podemos construir uma tabela com o resultado
financeiro de cada produto em cada cenério de preco para as agoes.

produto cenario

financeiro €aso caso €aso
Sr=0 0<Sr<F Sr>F

titulo conversivel R F St

titulo corporativo R F F

op¢ao 0 0 St — F

A tabela deixa claro que

possuir um titulo conversivel equivale,
do ponto de vista de direitos, (2.25)
a ter um titulo corporativo mais uma op¢ao europeia de compra.

O fato (2.25) desencadeia a seguinte

Conclusdo 1. Caso o mercado disponibiliza as op¢oes cujo subjacente é a
acao da empresa que emite titulos conversiveis, entdo o aprecamento
destes titulos conversiveis ndo apresenta dificuldades significativas sendo
comparada com o apre¢camento de titulo corporativo ja estudado por
Merton em 1974, pois o prego do titulo conversivel é a soma dos do
titulo corporativo e do da opgao.
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A Conclusdo 1 aparente de invalidar todo nosso esfor¢o na elaboracio de
aprecamento de titulos conversiveis. De fato, quando o mercado pratica op-
¢oes, entdo a igualdade (2.25) dé o prego procurado como a soma dos pregos
conhecidos (a da opg¢do é conhecida no mercado, e a de titulo corporativo
é calculada pelo método de Merton). Ja caso contrario, quer dizer, quando
a opg¢do envolvida ndo é praticada pelo mercado, parece que nio teriamos
dificuldades induzidas por isto, pois poderiamos calcular o preco desta op¢io
pela féormula de Black-Scholes. Acontece que isto est4 errado, pois a formula
de Black-Scholes aplica-se no caso quando o os log-retornos da agio segue
movimento Browniano. No presente modelo (o nosso e o do Merton, que usou
para apregar o titulo corporativo) o movimento browniano é para o valor da
empresa. Ja a agao da empresa é vista como op¢do com o valor da empresa
como seu subjacente, o que implica que os log-retornos da a¢io ndo seguem
o movimento browniano ver na parte (3.2.1) desta dissertagao.

Um outro fato que traria desvantagem em utilizar o método de Black-Scholes
para calcular o preco da opgdo é que neste modelo nio existe a possibilidade
do preco da acdo custar zero na maturidade do contrato possibilidade que
pode ser bastante provavel em casos de empresas com dificuldades financei-
ras. Outra desvantagem esta no fato de que quando um titulo conversivel é
convertido a empresa fica com uma maior quantidade de ag¢oes que possuem
como lastro o0 mesmo patriménio, assim a conversdo de titulos conversiveis
em acoes inflacionaria o mercado de agdes tal fato ndo pode ser mensurado
se vocé usar a férmula de Black-Scholes para calcular a opgdo junto com a
féormula de Merton para o calculo do titulo corporativo.

Entretanto, apregar um titulo corporativo usando os ativos da companhia
apresenta uma desvantagem que esta no fato de a empresa no mundo real
poder falir a qualquer momento e no modelo a faléncia s6 pode ocorrer na
maturidade do contrato. Este método é um caso particular de férmulas de
aprecamento apresentadas na Segdo 2.2 do trabalho “Modeling and Valua-
tion of Credit Risk” da autoria de T. Bielecki, M. Jeanblanc e M. Rutkowski
publicado em coleténea [5].
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Capitulo 3

Aprecamento de titulos de crédito

Neste capitulo da dissertagio sera abordado o funcionamento dos titulos de
crédito. A compreensdo do funcionamento deste titulo ajuda no entendi-
mento do titulo conversivel que foi bastante abordado no capitulo anterior.
Titulo de crédito é basicamente um contrato entre o credor (o que concedeu
o empréstimo) e o beneficiirio, o credor entrega ao beneficiario uma quantia
em dinheiro e este se compromete a entregar a quantia acrescida de juros
ap6s um periodo T de tempo.

A necessidade deste capitulo na dissertacdo reside no fato de que a idéia
usada no aprecamento dos titulos de crédito antecedeu ao dos titulos con-
versiveis e existem muitos aspectos em comum na férmula de aprecamento
dos dois tipos de titulos. Neste capitulo revelaremos com detalhes o meca-
nismo de apre¢camento de tais titulos que na realidade é um caso particular
de um titulo conversivel sem direito a conversio e vamos também mostrar a
demonstragio da féormula (2.22) que foi utilizada para aprecar o titulo con-
versivel .

3.1 Titulo de crédito sem risco

Uma caracteristica muito importante no estudo dos titulos de créditos é
quanto ao risco que eles possuem quando o beneficiario do titulo é o go-
verno dizemos que o titulo é praticamente sem risco. Quando o beneficiario
do titulo @ uma empresa privada neste caso dizemos que o titulo apresenta
certo grau de risco.

Nesta se¢io vamos abordar os titulos sem risco emitidos por governos apenas
para ilustrar, uma coisa que ji podemos adiantar é que este titulo apesar de
ser chamado de livre de risco o credor possui certo risco quando adquire estes

25
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titulos caso a taxa de juros paga por este titulo mudar.

A foérmula utilizada para o aprecamento de um titulo sem risco é:

Vi = G
Yo = W) 2 (T o) (31)

Onde:
Vp: valor atual do titulo;
Vp: valor de face do titulo, é o quanto ele vale no periodo T;
r: taxa de juros;
T: nimero de periodos;
C;: valor dos cupons pagos em cada unidade de tempo;

Os valores dos cupons e o valor de face do titulo sdo geralmente fixados
no momento da emissdo do titulo e permanecem até o término do contrato,
entretanto a taxa de juros pode variar de acordo com a necessidade do go-
verno.

Agora vamos mostrar um exemplo de como utilizar a férmula (3.1) para
aprecar um titulo sem risco. Neste exemplo serd destacado o fato de apesar
destes titulos nio possuirem risco, existe a possibilidade daquele que adqui-
riu o titulo perder parte do capital dependendo do momento que o titulo &
comprado.

Exemplo. Um titulo de 10 anos é emitido com valor de face igual & R$1.000,00
e cupom de R$50,00 ao ano supondo que a taxa de juros seja de 12% ao ano
o valor do titulo fica:

1000 o 50
Y= T+0,12)0 ; Aro,12y o0

Agora suponha que passou um ano e que a taxa de juros do pais mudou
repentinamente para 12,5% ao ano.
Antes da mudanga da taxa o titulo valia:

1000

8. 50
Vo= ,
°T (1+0,12)° ; (1+0,12)¢

= 608,99
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E apés o reajuste o valor do titulo fica:

1000 8

50
T (140,125)° ; (1+0,125)¢

Vo = 590, 54

Verifique que o valor do titulo caiu de valor, portanto se uma pessoa adquiriu
o titulo ao valor de R$608,99 e a taxa de juros aumenta instantes apés esta
pessoa adquirir o titulo se esta pessoa precisar se desfazer do titulo tera que
se contentar com R$590,54. Este tipo de operacdo resultaria em prejuizo de
R$18,45 (R$608,99-R$590,54).

Por outro lado se a taxa de juros cair o valor do titulo aumenta.

3.2 Titulos com risco

Para titulos com risco de inadimpléncia que geralmente sio os titulos emitidos
por empresas privadas, o valor do prémio é maior que dos titulos livre de
risco. Nestes tipos de titulos o valor aumenta 4 medida que aumenta o risco
da empresa se tornar inadimplente.

Nos titulos livre de risco o fluxo de pagamentos do beneficiirio para o credor
ocorre de maneira deterministica sem risco. Os titulos com risco o fluxo de
pagamentos ndo é deterministico, entretanto o valor esperado deste titulo
num mundo sem arbitragem deve ser igual ao do titulo livre de risco nas
mesmas condig¢oes de pagamento.

Supondo que o mercado ndo admita possibilidade de arbitragem, ou seja,
existe uma medida Q de probabilidade tal que (ver Observagaol), o valor
esperado do titulo em relagio a esta medida descontado a taxa livre de risco
r é o valor inicial do investimento.

Assim:

Xo = e T Eo(Xr/Fo) (3.2)
Sendo:
Xp : preco inicial do titulo;
X : valor do titulo no vencimento;

O resultado financeiro do titulo no instante T é dado por:
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t=0 t="T

Em que K é a fragio de Xo, isto ocorre pois muitos empréstimos podem
possuir uma garantia em caso da empresa se tornar insolvente.

Caso a empresa honrar seu compromisso ela vai pagar uma unidade moneté-
ria, chamamos este de valor de face do titulo.

O valor q é a probabilidade da empresa se tornar inadimplente, ou seja, do
titulo pagar K unidades monetarias, portanto o titulo pagara uma unidade
com probabilidade (1 — q).

Aceitanto que o valor de X, pode ser escrito como e F7 em que R ¢ a taxa
desconto do titulo.

Agora fazendo todas as substituigbes possiveis na equagdo (3.2) temos:

e‘RT = e"T ]EQ(XT/]'-Q) =
TR —1(1-¢+Kg=>

1-— eT('r—R)
=T1-K ®3)

Conhecendo o valor de mercado de um titulo de crédito e de um titulo li-
vre de risco, aplicando a equagio (3.3) podemos determinar a probabilidade
martingal de inadimpléncia do titulo. Esta metodologia é eficiente para se
calcular risco de faléncia de uma empresa sobre o ponto de vista da medida
Q de probabilidade, mas este calculo pode ser impraticével quando os titulos
da empresa ndo sio negociados no mercado.

Na prética existe no mercado as chamadas agéncias de rating que siao empre-
sas cuja funcdo é dar classificagio de risco e estabelecer spreads (quantidade
de juros de acréscimo em relagio a taxa livre de risco) para cada empresa
que as agéncias de rating analizam. No mundo as agéncias mais conhecidas
sdo S&P (Standart Poor’s) e a Moody’s.

Usando o sistema da Moody’s temos que as empresas com melhor rating
sio empresas cuja a probabilidade de falir é quase nula estas empresas sio
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r Baa/BBB
spread do tituio
corporstive
produzido acima
do traasury bond
A/A
Aa/AA

Aaa/AAA

maturidade {ancs)

Figura 3.1: curvas de spread em fungado do rating e do tempo de um titulo (fonte Hull)

classificadas com o rating Aa e depois vem A,Baa,Ba,B e Caa como o pior
rating. Somente ratings maior ou igual a Baa sdo pertencentes a empresas
consideradas "investiment grade". J4 os ratings correspondentes para a S&P
sdo respectivamente Aaa,Aa,A,Baa,Ba,B.

Uma outra abordagem para o aprecamento dos titulos de crédito com
risco de inadimpléncia foi proposta por Merton [2] em 1974 que relaciona
valor patrimonial liquido de uma empresa com o valor de todas suas acdes
com os valor dos ativos e sua divida. Se uma empresa for liquidada esta
terd que pagar todas suas dividas cuja fonte de pagamento vem dos ativos
da companhia assim o que sobra é o valor patrimonial liquido. No caso de
faléncia da empresa quando as dividas desta ser superior aos seus ativos, os
investidores que possuem parte do patriménio (agGes) tem responsabilidade
limitada, ou seja, neste caso eles s6 perdem o capital investido na companhia.
Assim o valor das agbes de uma companhia é visto como uma opgio de
compra sobre os ativos da companhia (ativo significa tudo que a empresa
tem, iméveis,maquinas,mercadoria,etc sem descontar nenhum débito) com o
valor da divida como prego de exercicio desta opc¢ao.
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Portanto:
Epr=(Vr - DT)"' (3.4)

Onde:
Er: valor do patriménio liquido da empresa em T;
Vr: ativo da companhia em T;
Dr: divida da empresa a ser paga no instante T

A contribuicdo de Merton consiste em relacionar as 3 variaveis da equagdo
(3.4) com o valor de mercado da empresa, isto ¢, o valor de todas as agbes da
companhia. A relagiio é que o valor de mercado da empresa hoje (chamamos
de E) num mundo sem arbitragem é o valor esperado do patriménio liquido
em relagio a medida Q de probabilidade.

Eo = Eq [(Vr — Dr)*] (35)

Exemplo. Este exemplo tem por objetivo mostrar o funcionamento da
formula 3.5 no mundo discreto faremos isto antes de extrapolarmos para
o mundo continuo.

Uma empresa em dificuldades adquire uma divida e pagara 15 milhdes para
financiar um projeto que em caso de sucesso os ativos passam a valer 25
milhdes e caso contrario os ativos valerdo 10 milhoes.

O valor atual de mercado da companhia, isto &, o valor de todas suas agoes
¢ de 8 milhdes (Ep), a taxa livre de risco é 10% ao periodo. Qual o valor
presente da divida?

Temos a arvore de possibilidades do prego do ativo da companhia dada por:

t=0 t=1

Para determinarmos o valor presente da divida da empresa que é o valor
que esta consegue captar de um banco ou do mercado com a emissdo de
titulos, precisamos primeiro determinar o valor inicial do ativo da companhia
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(valor de Vp), entretanto devemos saber a probabilidade q.

O valor de probabilidade q pode ser calculado usando a equagao (3.4) permite
determinarmos o valor patrimonial liquido(VPL) da companhia no final do
periodo. Assim construimos uma &arvore para o ativo da empresa temos
tabém uma &arvore para o valor patrimonial liquido da empresa.

10 = (25 — 15)*
8
\
0= (10— 15)*
t=0 t=1

Na observacdo 1 temos que a medida martingal de probabilidade do ativo e
da opc¢io devem ser as mesmas para que ndo exista arbitragem, da mesma
maneira aqui temos que a medida martingal de probabilidade do VPL deve
ser igual ao dos ativos da companhia. Assim o valor de q é:

10¥(1—¢)+0%xg=1,1%8=¢=0,1200
Agora podemos calcular o valor de V4 que fica:

1,1% Vo= (1—q)*25+q+12 = V, = 21, 209389
Como Vy — Dy = E; temos que Dy = Vy — E portanto:

Dy = 13,209389

Este é portanto o valor que a empresa consegue captar de um banco ou obter
com a emissdo de titulos de crédito. Se o valor do titulo estiver superesti-
mado e a empresa pode realizar uma arbitragem lancando titulos da divida
e com o dinheiro comprando a¢des da companhia em caso contrario (titulo
subestimado) ela poderia langar agbes no mercado e com o dinheiro recom-
prar os titulos da divida.

Como o valor do compromisso a ser pago é de 15 milhoes e o valor presente
da divida é de 13,209389 milhoes a taxa de desconto do titulo sera de:

Ei(1 + R) = Ey = R = 13,555556%

Na realidade a proposta de apregamento dos titulos de crédito realizada
por Merton no tempo continuo, suponha-se que os ativos da empresa mudam
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continuamente segundo um processo:

Vip = Voe®,z ~ N(uyT, 05 T) (3.6)

Da mesma maneira que no caso da op¢do européia o valor inicial das agoes
da companhia é o valor esperado do VPL em relacido a medida Q para evitar
que o mercado possua arbitragem assim:

Ey = ¢ TEg((Vr — D)) = e TE((Vf — D)%)
(3.7)

Onde V* é um processo martingal no qual py = r — 0% /2 e a volatilidade do
processo é o¥.

Assim:

e (m (%) + (r + %K)T)  DeT® (m (%) + (r - %‘L)T) (38)

ovVT ovVT

Na equagio (3.8) o valor de Ey € o valor de mercado da empresa (valor de
todas suas agoes que estdo no mercado), D é a divida a ser paga no instante
T, r a taxa livre de risco, oy é a volatilidade do log-retorno do ativo.

Nesta equacdo todos os valores sdo conhecidos exceto os valores de V e o
valor de ogy.

Estamos diante de um problema em que temos 1 equagio e duas incoégnitas.
Suponha que a equagdo diferencial estocastica do ativo seja dada por:

dV = Vopvdt + VoovdB, (3.9)

Como o preco das acgdes é fungdo do prego do ativo da companhia e do
tempo, ou seja, E; = E(V;,t) aplicando o lema de Itd conseguimos encontrar
a equacio diferencial estocéstica das agoes.

_ (8E 0E 1, ,0%E OE

Usando a suposi¢io que o modelo de apregamento de op¢oes de Black-Scholes
fez a repeito da equagio diferencial estocastica do preco da agio temos:

dE = EouEdt + EoO'EdBt (311)
Assim igualando as equagdes (3.10) e (3.11) temos que:
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2
S Vouy + 92 + Vot 85 = Eoup 4.12
8E =E ( . )
v YooV = Lyg0g

A primeira equagdo do sistema (3.12) que surgiu quando igualamos a
parte que multiplicava o dt foi descartada s6 vamos trabalhar com a segunda
equagdo deste sistema pois esta equagdo ndo depende do drift do processo.
O valor de g—{f é o valor da derivada parcial da féormula 3.8 em relagio a V
este valor pode ser calculado e temos como resultado:

OE In (%) + (r + 24)T
B ovVT

Por explicagdo mais exata temos uma nova equacio que relaciona oy e V;
com os demais valores observados no mercado, esta equacio é dada por:

% of
) (ln (17&) +(r+ EK)T) Voov = Eyog (3.13)
o V\/T

O valor de mercado da empresa (Ep) e sua volatilidade (oz) sio mensu-
riveis se a empresa tiver agoes negociadas em bolsa, correspondem respecti-
vamente ao pre¢o unitirio de uma agdo vezes o ntmero total de agdes e og
é a voltatilidade do log-retorno da acdo.
Assim devemos resolver o sistema com as equagGes (3.8) e a equagio (3.13)
para encontrar os valores de V; e oy.!
Conhecendo o valor de V; temos que Dy = Vj — Ey , ou seja, encontramos o
valor presente da divida desta forma é realizado o aprecamento do titulo de
crédito. A taxa desconto do titulo é:

R= %m (Dﬂo) (3.14)

Uma outra possibilidade que temos com modelo de aprecamento do titulo
de crédito proposto por Merton esta na possibilidade de podermos calcular
a probabilidade de faléncia da companhia que significa encontrar a proba-
bilidade dos ativos da companhia no instante T ser menor que o valor de
sua divida. Supondo que o mercado ndo possua possibilidade de arbitragem
temos que:

Vp = Vo, X ~ N((r — 0%/2)T, 0% T)

}Para resolver o sistema nfo linear F(x,y)=0 e G(x,y)=0, nés podemos usar a rotina
Solver do Excel para encontrar os valores de x e y que minimizam F(z,y)? + G(z,y)2.
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Assim devemos calcular a probabilidade:

P(Vp < D) = P(Voe** < D) =

fren(2)] -

oyVT
INCCHE AR

Exemplo (Hull) Vamos aprecar um titulo de crédito usando o método de
Merton.

O valor de mercado de uma companhia ¢ 3 milhGes (nimero de agdes vezes
o valor por agdo),a volatilidade do log-retorno das agdes & 80% ao ano.

A empresa vai contrair um débito que serd pago em um ano sendo que o
valor pago sera de 10 milhdes, a taxa livre de risco é de 5% ao ano.

Pelo enunciado deste exemplo temos que Ey = 3;0g = 0,8,T = L;r =
0,05;D=10.

Usando o sistema das equagbes (3.8) e (3.13) temos que Vp = 12,40 e oy =
0, 2123 assim o valor presente da divida sera Dy = Vp—Ep = 12,40—3 = 9,40
usando a equagdo (3.14) temos que a taxa de desconto do titulo sera 6,19%.
Usando a equagdo (3.15) verifica-se que a probabilidade de inadimpléncia
sera 12,7%.

3.2.1 Diferengas entre volatilidades

Nesta secdo iremos relatar a diferenca entre a volatilidade das agbes e dos
ativos da empresa.
Sabemos que a relagio entre as volatilidades em um instante t é dada por:

02
ol () +(r+ )T -1)
Oy, T-—1

) Vtav, = EtO'E" (3.16)

Suponha que seja feita uma simulag¢do que as volatilidades da agao seja cons-
tante, ou seja, temos

O, = 0g, =0E, = '"=0pBr
A esta igualdade acima aplicando a relagdo (3.16) temos por corolario:

Vi,o
= @ (‘/tz’ t2,0'v¢2) tzEt‘,‘2 = e (3.17)
2

‘/h 0‘/:1
E,,

og, =® (Vtutl’aVel)
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Suponha agora que t; > t;, ou seja, t; é instante posterior a t, e V;, < V;,
como consequéncia temos:

Etz < Etl
(I)(Vtg’t210"1'¢2) < (I)(th’thaVzl)

Desta forma temos que no instante posterior t,, o valor dos ativos da com-
panhia decresceu como consequéncia 0 mesmo ocorreu com suas acgdes € o
mesmo ocorrendo com a funcdo P, pois esta fungdo é monotamente crescente.
Com as suposigdes que foram feitas para que a igualdade (3.17) continue
sendo valida teremos que

ov, > 0y,

Desta forma fica evidente que a suposicdo de que oz é constante com o tempo
se e somente se o valor de oy nao ser como consequéncia s6 podemos fazer
a suposicao de que a volatilidade é constante dos ativos da companhia ou de
suas agdes.

Ou seja, se o log dos ativos segue um movimento Browniano geométrico com
volatilidade constante o prego de suas a¢des ndo pode ser um movimento
Browniano geométrico com volatilidade constante, entretanto seria possivel
que o log das agGes descrevessem um movimento de volatilidade constante
mas neste caso os ativos deixaria de ter volatilidade constante.
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Apéndice A

Codigo em R para aprecar titulo
conversivel

O cédigo mostrado aqui foi utilizado para calcular o preco do titulo conver-

sivel e os dados que estdo, sdo do exemplo (2.3).
#definindo as fun¢des que serio usadas no estudo

#calcula o valor da opcao de compra por black-scholes

bs<-function(a,d,r,t,vol){

r<-log(l4r)

d1<-(log(a/d)+(r+vol~2/2)*t)/vol /sqrt(t)

d2<-d1- vol*sqrt(t)

bs=a*pnorm{d1)-d*exp(-r*t)*pnorm(d2)

bs

}

#derivada parcial da equacao de BS em relacao o valor da acao
delta<-function(a,d,r,t,vol){

r<-log(1+r)

d1<-(log(a/d)+(r+vol~2/2)*t)/vol/sqrt(t)

delta<-pnorm(d1)

delta

}

#funcao objetivo a ser minimizada para o calculo do ativo e sua volatilidade
objetivo<-function(x){
a<-x[1)
va<-x[2]
fl1<-s-bs(a,d,r,t,va)
f2<-s*vol-delta(a,d,r,t,va)*a*va
objetivo<-f1°2+2°2
abjetivo

}

ativo<-function(s,d,r,t,vol){

x<-c(s+d,vol)
valor<-optim(c(s+d,va=vol),objetivo,control=list(maxit=300,reltol=1e-15))
x1<-valor$par{1]

x2<-valor$par(2]

names(x1)<-"Ativo"

names(x2)<-"volatilidade do Ativo"

structure(list(a=x1,va=x2))

37
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#calculando o valor do tftulo conversivel usando os dados do ativo
tit_ conv<-function{f,N,n,s,d,r,t,vol){
A<-ativo(s,d,r,t,vol)
r<-log(1+r)
d1<-(log(d/ASa)-(r+ASva~2/2)*t)/sqrt(t)/ASva
d2<-(log((F*N+d)/ASa)-(r-ASva"2/2)*t)/sqrt(t)/ASva
d3<-(log(d/ASa)-(r-ASva~2/2)*t) /sqrt(t)/ASva
d4<-d2
ds<-(log(ASa/(F*N+d))+(r+ASva~2/2)*t)/sqrt(t)/ASva
tit_conv<-f*A$a/d*pnorm(d1)+f*exp(-r*t)*(pnorm(d2)-pnorm(ds3))+
exp(-r*ty*(f*n-d)/(N+n)*pnorm(d4)+A8$a/(n+N)*pnorm(ds)
names(tit_conv)<-"tftulo conversfvel"

return(tit_conv)

}

#Dados do problema

8<-10 #¢ o valor de mercado da empresa em milhoes, valor da agao X numero de acoes
t<-1 # tempo em anos

d<-0.988025 #valor da dfvida em milhoes

r<- 0.048790164#retorno livre de risco em um ano, nao & taxa!
vol<-.8 #volatilidade anual do log-ret das agoes da empresa
N<-1000000 #qtde de agoes da empresa

n<-50000 #qtde de agbes convertidas no CB

f<-d/n

tit_conv(f,N,n,s,d,r,t,vol)*n
x<-~as.vector(ativo(s,d,r,t,vol)$a-s)

X

(tit_conv(f,N,n,s,d,r,t,vol)*n-x)*10"6

ativo(s,d,r,t,vol)
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