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Resumo

Neste trabalho ¢ construido um grufe aleaidrio conexo e sem ciclos, drvore, com um tnico
caminho infinito auto-evitante, fim, cujos vértices sdo pontos de uma sequéncia. de infinitos processos
pontuais de Poisson definidos em R? ou em quaisquer conjuntos de medida finita (algoritmo A) e de
um tnico processo pontual de Poisson definido em R? (algoritmo B); ademais, esta tltima arvore
sera invariante por qualquer isometria.

Palavras-chave: Arvore Poissoniana de Unico Fim, Processo Pontual de Poisson, Arvore Aleatéria,
Linha de Sucessao, Coalescéncia.
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Abstract

In this work is constructed a connected and without cycles random graph, a tree, with a single
infinite self-avoiding path, an end, whose vertices are points of an infinite sequence of independent
Poisson point processes defined on R? or any finite measure sets (algorithm A) and by a unique
poisson point Process defined on R? (algorithm B); moreover, this tree is invariant for any isometry.
Keywords: One-Ended Poissonian Tree, Poisson Point Process, Random Tree, Random Matching,

Succession Line, Coalescing,.
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Capitulo 1

APUFIP - Processos de Poisson Definidos em R¢.

1.1 Introducgdo e Descrigio do Modelo

Neste capftulo construiremos um grafo conexo e sem ciclos, drvore, com um dnico caminho
infinito autoevitante, fim. Os vértices da arvore sio pontos de uma sequéncia infinita de processos
pontuais de Poisson independentes definidos em R? (d € N*), tais que para todo k € N*, a taxa do
k-ésimo processo Xj é A\;. Chamaremos tal grafo de APUFIP.

Para cada ponto £ € Xk, o ponto &k41 € Xk mais proximo de & € o seu ancestral. Chama-
remos o algoritmo A ao procedimento que a partir de uma realizacdo de uma sequéncia de infinitos
processos pontuais de Poisson e independentes (Xj)x>1 gera um grafo cujos vértices séo pontos
de cada uma das realizagdes desses processos e cada elo é formado por & € Xi e o seu ancestral
£c+1 € Xiq1. Este mecanismo & ilustrado na figura 1.1 para uma sequéncia de processos unidi-
mensionais. Considere que cada ponto ¢ também determina sua posigao, i.e. X,f" = &, e que
Dy = |bx — ax| & a distancia entre os k-ésimos ancestrais de a; e by, escolhidos arbitrariamente em
Xi.

Para provarmos a existénciag de um Gnico caminho infinito autoevitante, no grafo gerado pelo
algoritmo A, é suficiente provar que dados quaisquer dois pontos em X1, a; e by, a seguinte condigao
¢ satisfeita:

kllrgoP(Dk #0)=0

Diremos ento que a; e by coalescem em probabilidade. Desde que poderfamos escolher qualquer
par de pontos de pontos a; e bj de X, denotaremos a condigdo acima por

a,igb,.c :=klim P(Dy # 0) =0 se, e somente se,

(1.1)
lim P(a; = b)) = 1.
k—o0

Observagiio 1 A condigdo estabelecida em (I.1) nos diz que escolhidos dois pontos quaisquer na
"geragdo 1"; isto €, ay e by sdo dois pontos selecionados arbitrariamente em X1, a probabilidade do
evento da ndo coalescéncia enire os seus respectivos k-ésimos ancestrais, ay e by, para k suficiente-
mente grande, tende a zero. Poderiamos considerar em lugar de a1 e by, dois pontos quaisquer an

1
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Figura 1.1: Linha de sucessao de uma sequéncia de processos pontuais de Poisson e independentes.

e by, de X, pois a coalescéncia destes pontos, implicard a coalescéncia de quaisquer outros de seus

sucessores em X;, em que 1 < j < m.

Definicdo 1 Diremos que ai e by coalescem quase certamente (ax £ b), se o conjunio das traje-
torias T = Ug>1Ty nas quais ai e by coalescem em alguma “geragdo 1,1 > k", T;, tem probabilidade
um no espage produto definido pela sequéncia (Xi)k>1-

Lema 1 g; L4 b = klim Plax =br) =1 se, e somente se, ay £ by.
—r00
Demonstragao: Seja a;, b, € X;. Da condicio que ay, coalesce em probabilidade com by, tem-se
que:
Jim Po, b, (ar=b) =1,

i.e. para todo € = e(ky,) > 0 existe ky, tal que para todo k > ky, verifica-se que P(ay = bi) > 1—e(ky,).
Denote por
e Q = { Conjunto de todas as trajetorias dos ancestrais de a; e b, das infinitas realizacdes de
cada um dos X;};

ee(n)=L1 e T, ={weQ|ar(w)=bw), Vk>k,}

[o <]
Tem-se entdo que 7T = UT"n é tal que P(7T) = 1, pois para qualquer n

n=1

P(T) > P(T,) = 1- 4,
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entdo P(7) =1.

(«<=) Imediato.

Se o0s processos pontuais de Poisson forem definidos em R e liminf Ay = 0, a determinacio da
APUFIP ¢ feita com relativa facilidade, pois neste caso, pode-se determinar a probabilidade de
coalescéncia na "geragio k+1" dada a posigio dos k-ésimos ancestrais de a, e by, ou seja,

P(Dy41 = Ola, b) = e 2M+1Dx(1 4 Ay 1 Dy)

Por outro lado, se cada um dos processos X estiverem definidos em R? (d > 2), teremos apenas
um limitante inferior para P(Dy 41 = 0|a, bx), neste caso a determinagdo da APUFIP s6 serd obtida
através da condi¢do dada no lema 6, o qual estabelece que o limite da probabilidade de coalescéncia
condicional é uniformente limitado por baixo por uma constante €(d, o, 8) que depende da dimensao
d em que 0s processos estao definidos, da razio entre os decaimentos das taxas a dos processos e
do valor 3 associado & deriva ou "drift" do processo reescalado dj := (a)ka.

1.2 APUFIP - Processos Definidos em R

Vimos na seccio 1 que a condigio suficiente para a determinacdo da APUFIP era que dados
quaisquer dois pontos em Xy, @m € bm, eles coalesceriam em algum ponto § = &am,bm) € Xk
em que k = k(am,bpn) > m. Obviamente, a construgdo da APUFIP dependerd da dimensdo d em
que 08 processos estejam definidos e da sequéncia de taxas (Mx)k>1. No teorema 1 serd demons-
trada a construcio da APUFIP quando para todo k > 1 os processos X} forem definidos em R e
liminf Ax = 0.

Proposicio 1 Seja X,‘:_';_’;‘ a posigio do ancestral de ax em Xgy1. A distribuicdo de X, ,':f‘,_*l‘ condi-
cionada a ay tem lei dada por

fx:ﬂ‘lau (z) = ,\k+le(—2Ak+1lz—akl)_ (1.2)

Demonstracio: Seja ax a posicdo do k-ésimo ancestral de a; em Xk, segue-se pela indepen-
deéncia dos processos (Xx)x>1 que Vi > 0.
P(I X5 ak — ak| > t) = P(Xhitlax > ax + 1) + P(X, 11 lak < ax — 1)
= B(XPES! ¢ o — tyax +£]) = e Mm%,
Como o processo ¢ homegéneo
P(Xpt ok > ax +t) = P(X5 4 ok < ap —t) = Fe M2t

Se z = aj + t, entdo P(X; 5 ax > z) = je Men2E=-e] ., entdo

= 2Ak+lah —2Ak+1.’t
fx::—i-l [ax (SB) Ak+1e e 1(m>ak)-
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Analogamente, tem-se que

— -2 2
fX:-ﬂ-llak (T) = A1 eH1%k¢ kan(z(ak)'

a

Lema 2 Seja Xiyy um Processo Pontual de Poisson de taza My independente de Xi. Se ax e by
sdo dois pontos de Xi, entdo para todo k > 1 tem-se

P(Dit1 = Olag, by) = e 261 Pk(1 4 Ny 1 Dy), (k2 1) (1.3)

Demonstracao: De acordo com o que foi convencionado no segundo parégrafo da seccio 1.1,
temos que para todo k > 1, cada particula determina a sua posicdo. Ou seja,

P(Dgs1 = 0)X(*, Xi*) = P(Diyr = O[Xg* = ag, Xp* = by)
= P(Dgy1 = Olag, by).

Condicionando-se P(Dg+1 = Olag, ) na posicdo do ancestral de ay, X,':f;;‘, e tomando o seu
valor esperado, resulta que

P(Dk+l = Olaka bk) = E(P(Dk+l = Olaks ber;:i;l))' (14)
Tem-se respectivamente que
e M+12=20k) g0 g < gy,

P (Dr41 = Olag, by, X0 =) = e Mn1—22) g0 g <z <bp,y (1.5)
se 2> b

De (1.2), (1.4) e (1.5) resulta que
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P(Dk+l = Olakr bk) =] E(P(Dk+1 i Ola'ka bk’X]::.-*]-_l))

+00
- /_m Fxoitiiay p, (EVP(Dis1 = Olax, by, z)dz

+00
= - fxzﬂ'llak (x)P(Dg41 = Olag, by, z)dz

ak
i a (=e+1(2bc—2ax))
B ./—oo th-ﬁl lax (@)et™ "+ dz

by
a
k. ka-ﬁ Hax

ak

(x)e(—'\k+1(2bk-2-’=))dx

+00 Gk
. = e{~2x+1(2Dx)) .
o by ka-ﬁll“k(x)dz € g ./—oo kait‘lan(”)dx

br. +00
c (—Ae41(2bx—22)) .
+ /ak ‘ka.'ﬂ'llak (.’L‘)e k+1(2bx dz + ./b,‘ kaﬂ'llak(z)dx'

portanto,  P(Diy1 = Olak, bx) = e™ 2+ 0% (1 + Xy 1 Dy).
Proposicio 2 P(D; =0) < P(Dg41 =0) paratodo k2>1.
Demonstracio: Do cslculo de P(Dg41 = 0) a partir do condicionamento em Dy, tem-se
P(Dy41 = 0) = E(P(Dg41 = 0|Dy))
= P(Dj = 0) - P(Dj41 = 0| D = 0) + P(Dy; # 0) - P(Di41 = 0Dy # 0)
=P(Dg = 0) + P(Dg # 0) - P(Di41 = 0Dy # 0)

> P(Di = 0).
O
Proposiciao 3 Seja X,f’fl‘ a posi¢io do ancestral de &, em Xy, entdo E(X,f’_‘,_*fl{k) = &.

Demonstragio: O resultado segue diretamente da proposi¢ao 1, pois da lei condicional dada
em (1.2), segue-se

3%
E(Xf:4er) = _/ A1 el ePAenz gy
o
+ x/\k+le2l\k+lfke"2/\k+lxdz = &.
(3"
0

Proposigio 4 Seja (Xi)k>1 uma sequéncia de processos pontuais de Poisson (independentes) de-
finidos em R, com a; e by escolhidos arbitrariamente em Xi, entdo E(Dyy1) = E(Di) = Dy,
(k>1).
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Demonstracio: Do fato de a; e by serem escolhidos de maneira deterministica, tem-se E(D;) =
E(X» — X)) =b; —a; = Dy.

Pela independéncia dos (X )x>1 € da proposicdo 3, seguem-se as respectivas igualdades em cada
um dos termos

E(X24 lak, b) = E(XP2[be) = by

k+1
E(X 24 lag, be) = E(X 54 |ax) = ax.

Assim, para todo k > 1 tem-se que

E(Dg+1) = E(E(Dg41ax, bk))
= E(E(X55 — Xx4 lag, be)
= E(E(X! |ax, b)) — E(E(Xg5 |ag, b))
= E(E(X;4! |be)) — E(E(Xpx 4 lax, )

= E(bk) — E(ax) = E(bx — ax) = E(Dy).
Segue-se que E(Dy) = E(D1) = D;, paratodok >1. O

Teorema 1 Seja (Xi)i>1 uma sequéncia de processos pontuais de Poisson independentes definidos

em R tais que Ai € a taza de X. Se lj,fninf)‘k = 0; entdo, quase certamente, o algoritmo A constroi
00

uma APUFIP.

Demonstracdo: Tomando o valor esperado em (1.3), segue-se que

P(Dg41 = 0) = E(P(Dg41 = Olax, bi))
= E (e Pr1Px [1 4 Ay Di])

>E (e-2Ak+le) > e~ 21 B(Dr) _ =201 D1

Pela, proposi¢ao 2 tem-se que P(Dy) é uma sequéncia nao decrescente, donde resulta que

1> lim P(Dg = 0) = limsup P(Dj = 0)

k—oo k—o0

-2 lim iﬂfkk,HDl
k—o0

> limsup e 2101t — ¢

k—o0

O
1.2.1 Critérios para Determinacio da APUFIP como Funcgédo da Sequéncia de Taxas.

Do resultado estabelecido na equagio (1.3), vemos que para todo k > 1, a probabilidade condi-
cional de coalescéncia na k-ésima “iteragao” decai com o aumento da taxa Ag4+1 para qualquer valor
positivo fixado u de Di. O Teorema 1 d4 uma condigdo suficiente da sequéncia de taxas (Ax)k>1
para a existéncia de um grafo conectado, sem ciclos € com um tdnco fim. E possivel obter uma outra



1.2. APUFIP - PROCESSOS DEFINIDOS EM R 7

condigdo sobre as taxas e obter o mesmo resultado do teorema 1?7 H4 uma sequéncia de taxas para
a qual o grafo ndo é conectado? E possivel obter limites inferiores para a probabilidade que o grafo
seja ndo conectado?

As respostas para estas trés questdes serdo dadas no teorema 2, teorema 3 e corolario 1. Para
qualquer k > 1, seja G : Rt x N— [0, 1] definida da seguinte maneira.

00
GOky1,k) :=Plagsy = bera| Dy #0) = /0 X e P+1¥ (1 4 A yu) fp, (w)du

se, e somente se,

(o o]
P(aks1 # bes1|De #£0) =1 — /0 | € (14 Merrw) S, (w)du

Os eventos relacionados a ndo-coalescéncia entre os ancestrais de a; € b) em cada um dos estagios,
ponderados pela distribuicao da disténcia da “geracio” passada, sdo independentes. Portanto, a
probabilidade de n3o termos a coalescéncia entre os ancestrais de a; e b;, e portanto que o grafo
seja nao conectado, é dada por:

st 00
[1 —e2aDy(1 4 z\ng)] II (1 = / | e (L Ae) fp, (u)du)
k=2 Y

Para todo k > 1, G(Mg+1, k) é uma fungio continua para todo Mgy € RY. Além disso, G(Ag41 =
0,k) = 1 e G(Ag41 = 00, k) = 0, portanto, para todo z; € (0,1), existe G(Ag+1,k) = 2.

Teorema 2 Se G(Akt1,k) > 11;, entdo com probabilidade um, algoritmo A gera uma APUFIP cujos
vértices sdo todos os pontos dos processos (Xi)k>1-

Demonstracio:

P(Vk ai # bx |Dy #0) =

00 00
[1 _eMaDi(y 4 Ale)] II (1 - / e~ 218 (1 4 Apyu) fD,,(u)du) <
k=2 o+
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o 1
H(l_z)=0=>]1’(ea:isteno; Vn > ng an =bs|D1 #£0) =1

O

Teorema 3 Se G(Ax41,k) < E!’F’ entdo hd uma probabilidade positiva que o algoritmo A gere um
grafo ndo conectado e sem ciclos.

Demonstracgéao:

P(Vk ax # be|Dy #0) =

[1 — e~ 2Dy a+ Ale)] ﬁ (1 - ./(:o e 2k +1u 1+ Ak12) ka(u)du) >

k=2

[1 _e~PeDi(1 4 A2D1)] ﬁ (1 - elk)

k=2

O

Corolario 1 Para qualquer p € (0,1) é sempre possivel obter uma sequéncia de tazas (Ax)r>1 tal
que a probabilidade de nao eristéncia de uma APUFIP é maior do que p.

Demonstracao: Para qualquer p € (0, 1), existe uma sequéncia (2x)x>1 que satisfaz:

[ ]
[[a-a)=p
k=1
Assim, se G(Ag41) < zx e [1 — e722D1(1 + A3Dy)] < 24, entdo:

P(Vk ax # bi|D1 # 0) = [1 — e aDi(y 4 ,\QDI)] [[a-G0wm) >
k=2

H 1-z)=p
k=1
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1.3 APUFIP - Processos Definidos em R%,d > 2

Apresentaremos nesta secgio a construgdo da APUFIP quando os processos (Xi)x>1 estiverem
definidos em RY, para d > 2 e Ay = (a)*, em que o € (0,1). Em comparagio ao problema de se
determinar a construgdo da APUFIP descrita na secgio 1.2, as principais dificuldades que surgem
agora sao:

1. N3o h4 uma "expressio fechada" para P(Di41 = Olag,bx), diferentemente do que ocorre
em (1.3).

2. A distribui¢io Dj nao tem mais a propriedade descrita na proposicao 4.

A obtencio de uma cota inferior para a probabilidade condicional de coalescéncia, P(Dygyy =
0|ax, bx), serd a alternativa ao resultado apresentado na equagéo (1.3). Quanto ao segundo item,
consideraremos uma reescala determinfstica do processo Dy, de tal forma que no novo processo
cujas distancias serdo denotadas por d, ter-se-4 a seguinte caracterfstica: se ai e by estiverem
"suficientemente distantes", di > L4 = f(o,B,d), entdo E(dgy1|dr) < PBdg. A partir disto, o
teorema, 11 garantird que dx < L, para infinitos k. Este fato e a condigao dada no lema 6, que
estabelece um limitante inferior positivo para o limite da probabilidade condicional de coalescéncia,
serdo suficientes para demonstrar a existéncia da APUFIP para processos definidos em R9.

Observacio 2 Conforme serd mostrado em (1.9), Lg é um valor constante que dependerd: da
razdo de decaimento o das tazas dos processos, da dimensdo d em que processos estio definidos e
do valor B que estd relacionado ao "drift" médio do processo reescalado di. Como a e [ poderdo
ser escolhidos "a priori" satisfazendo (1.9) para qualquer sequéncia (Xi)x>1, indicaremos apenas o
"indice” d em Lg.

Determinaremos uma cota inferior para a probabilidade de coalescéncia, lema 4, a partir do
condicionamento dado em (1.6), em que Rgr*' é a distribui¢io da distancia entre um ponto ai de
X}, e o seu ancestral ax;; de X1 e cuja densidade é dada no lema 3.

P(Dg+1 = Olak, by) = E(P(Dg+1 = Ola, bx, Ray*)) (1.6)

Lema 3 Para todo k > 1, (Rai™')? ~ Ezp(Ak+1v4(1)), em gue vg(l) é o volume da bola d-
dimensional de raio unitdrio.

Demonstracéo: Para todo r > 0, tem-se que

ar’t > T} se, e somente se, {(Rﬁ:“)d > r“} , entdo
P(RE > 7) = P((R2+')4 > r4) = (-M+1%a)r) | portanto

& R::“(") = d)\k+1vd(1)7‘d-1e(_A"“""(l)rd)l(rzo)-
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*.‘?H:l. .......................... ap De  fbe

Figura 1.2: Regido que determina a coalescéncia entre os ancestrais de a e b em funcio da distribuigio
da distancia Ra:** e Dy.

Observacio 3 Para qualguer Rgtt' = r > 0, se ndo houver nenhum ponto de Xi,1 na regido ha-

churada na figura 1.2, entdo necessariamente a4y € 0 ponto mais prorimo de ay, € b, determinando
a coalescéncia destes ltimos em Xy,;.

Lema 4 (Cota Inferior para a Probabilidade Condicional de Coalescéncia )

P(Di1 = 01D4) = Plagsr = biy1|Dy) 2 e wnaDrvay
o0

d-1 ) 4
> (d - l)d (—Dkl'd(l)?l*’)J M1 Mgy d / 3 e~ d=1=3 gy
j=1 J (Aks1Dx%va(1))

Demonstragdo: Ver apéndice B.1.
a
Apesar da dificuldade citada no item 2, isto é, que ndo se tem mais que Vk > 1 E(Dg) = Dy,

pode-se obter um limitante superior para E(Dy+1|Dx) 0 qual depende de Dy e Agy a partir de (1.7)
e do corolario 2.
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Dic41|Dx < Dy + Rat* + R .n
Corolirio 2 Para todo k > 1,
By - 3 (141)
(Met1va(1))?

Demonstragdo: Do lema 3, com u = Ag;1v4(1)z?, segue-se que

E(Ra"') = / TR(R > w)ds = / " (sl gy
0 0

1 ® ) (% - 1) 1 1\ _
4 Orrva(D)’ =\ /o dOwrra)E (3)-
(Ak+lid(1))ir (1 i %)

Disto tem-se que

1 _,L+2)
E(Dg41|Dk) < Dy + (/\k+1)71*'6(d) em que c(d) = 2 (a3

Para todo k > 2, considere o seguinte reescalonamento para as distincias entre os k-ésimos
ancestrais de a; e b;.

di = (@)iDy @€ (0,1). (1.8)

Assim, tem-se que para

2r§1+3‘E
ed)  _ ()

“T @) (-

) emque B € (a%,l), (1.9)

E(dk.,.l'dk) < (dy sempre que di € (Ld: 00) S (1.10)

1. £4 é uma constante positiva, e como falado anteriormente, depende: da dimensio d em que
o0s processos estdo definidos, da razio a de decaimento das taxas dos processos e do valor g
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dado em (1.9) e (1.10) associado a "deriva média" do processo reescalado dj (1.8).

2. De (1.10), tem-se que a "deriva média" de dg4) em relagio a di & pelo menos (1 — B), se
dk [S (Ed, OO)

3. Para uma dada dimensdo d, para que se possa estalecer uma "deriva" de pelo menos 1 — g,
quanto maior for o, maior serd o valor de £ .

4. Se dx € [0, L4),entdo Dy € |0, —Li,; .
a)d

5. {dx =0} & {Dr=0} VE>2.

Observacao 4 Do teorema 11 dado no apéndice C, pode-se estabelecer que para todo k > 1,a va-
ridvel di na qual se mede a distdncia escalonada entre os k-ésimos ancestrais de a; e by sempre

assumird um valor menor ou igual que L4 num tempo finilo.

Observacao 5 Os comentdrios sobre a distribuicdo Dy se estendem @ di, uma vez que di € sim-
plesmente uma reescala deterministica de Dy.

Lema 5 Se L > I, entdo para todo k> 1
P(Diy1 =0|Dy = L) <P(Dyy1 = 0|Dy =1)

Demonstracéo: Sejam ay,bx,a), e b} pontos de Xj definido em R? tais que L = lax — bi| €
I =la), — b

Podemos considerar, pelas propriedades de invariancia por rotagao e translagio do processo de
Poisson, os quatro pontos sobre a mesma reta de um plano 7 C R2, com a; e aj, sobre a mesma
posicao. Seja 6,‘:’;:1"‘ o ancestral comum de ay, e by em Xy 1, isto &, a e by pertencem a Célula de
Voronoi de k:_‘f", implicando portanto que a;, e b} também pertencerdo, ou seja, a coalescéncia de

ay, € by implicara a coalescéncia entre aj, e b.

a
Lema 6 (Limite inferior para a probabilidade condicional de coalescéncia)
Jm Pldiyy = 0ldy € [0, La]) 2 exp(—a(£Lq)*va(1)) = (@, B,d) > 0
Demonstracio: A prova deste lema ¢ dada no apéndice B.2, sendo uma adaptagio de [2].
O

Teorema 4 Seja (Xi)k>1 uma sequéncia de processos pontuais de Poisson independentes definidos
em R? ¢ )\, = o, a € (0,1), a taza de Xi. Entdo quase certamente algoritomo A consirdi uma

APUFIP consistindo dos pontos de todos os processos.
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Demonstragdo: Da observagio 4 e do lema 6, segue-se que ha infinitos instantes nos quais a
probabilidade de coalescéncia entre os k-ésimos ancestrais de a; e by € uniformemente limitada por
baixo, implicando o resultado.

O
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Capitulo 2

APUF - Processo de Poisson Definido em R.

Consideraremos neste capitulo a construgdo de uma érvore de um tnico fim cujos vértices sao
todos os pontos de um tnico processo pontual de Poisson Xo de taxa A. Designaremos daqui em
diante tal grafo por APUF. Para tanto, seja a particio dos pontos de Xy dada na defini¢ao 2.

Definicio 2 Sejam B(€,r) bola centrada em & de maio r € {tx},>; uma sequéncia decrescente com
t; = 0o. Um ponto € do processo pontual de Poisson (Xo) serd do tipo k,k > 1 se:

N(B(&,te41)) =0 e N(B(&, tx) — B(&, tk+1)) 2 1. 2.1
Ademais, consideremos que a sequéncia (fx)x>1 € tal que:

fim 2L _ g 22)
k—oo

Definicio 3 (Ponto Tipico) Um ponto £ ¢ dito tipico do tipo k, se:
N(B(£,tk41)) =0 e N(B(&, k) — N(B(& te+1)) = 1. (23)

Um ponto do tipo k é nio tfpico, se e somente se, ocorrerem um ou mais "pontos extras" em
um dos intervalos de comprimento Aty := i — tx41 determinados pelo ponto tipico.

P(¢ ser nao tipico e £ é do tipo k)

P(¢ ser nao tipico |€ ¢ do tipo k) =

P(¢ ¢ do tipo k)
e—ZMk+1 (1 _ e—2AA¢k — e-zAAtbzAAtk) - e—2AAt,;2AAtk
e~2Mk41 (1 — e~22Bk) T T T —em2AA, =
—thkz
1 - A man o 2)\Aty (24)

2) At

Observacio 6 Tem-se da equacdo (2.4) que a probabilidade de um ponto do tipo k ser nao tipico,
é da ordem de Aty. Pode-se com isso fazer com que a densidade de tais pontos seja tdo pequena
quanto desejarmos, uma vez que a sequéncia dos ty € decrescente.

15
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Observacdo 7 Os pontos tipicos do tipo k ocorrem como pares de pontos cuja distdncia entre eles
estd entre try1 e tg, e sdo tdo menos densos, quanto maior for o valor de k.

Observacio 8 A partir da desigualdade (2.4) é razodvel esperar que dado um ponto do tipo k, o
ponto mais promimo a ele seja tipico e também do tipo k. Tal configuracio é tanto mais provdvel,
quanto maior for k.

Lema 7 (Pontos Tfpicos com Vizinhanca Simétrica) Seja V)T o evento que representa a
ezisténcia de uma vizinhanga simétrica de raio §(k) := ti + tiy1 em torno de um ponto z de um
par de pontos tipicos do tipo k, isto é, considerando-se um ponto do par de pontos tipicos, ndo haja
outros pontos do processo, ezceto o outro ponto formador do par. Entio, Vk > 1:

P(Vsx)z) 2 exp(—2X0(k)) « P(Vsayz) < 228(K) (2.5)

Convencionaremos que pontos do mesmo tipo pertencerio a uma mesma geracio. Assim, os
pontos do processo pontual de Poisson serdo particionados numa "sucessdo de geragoes", em que o
ancestral de um ponto & da geragao k, serd o ponto mais préximo a ele da (k + 1)-ésima geracao.

Definigido 4 (Algoritmo de Construgio) Da particio dada na definicéo 2 dos pontos do pro-
cesso pontual de Poisson, definiremos para todo k > 1, o algoritmo B de construgdo do grafo alea-
torio cujos vértices sdo todos os pontos de Xy e cada elo é formado por & € Xy e o seu ancestral

kvt € Xiya.

Para mostrarmos que o algoritmo B gera uma &rvore, é necessario verificarmos que o grafo
resultante é conexo e sem ciclos. A ndo existéncia de ciclos é evidente; pois para haver ciclos, um
ponto de uma geracdo j, teria que ter um ancestral numa geracio k : k < j, mas isto & absurdo
pela defini¢io do algoritmo B de construgdo do grafo. Resta mostrar a conexidade; isto é, dados
dois pontos quaisquer, h4 sempre um caminho entre eles. Para isto, analogamente ao descrito na
secdo 1.1, ¢ suficiente mostrar que tais pontos sempre apresentam um ancestral comum, ficando
assim provado mais até do que a conexidade, mais também a existéncia de um tnico fim.

Lema 8 (Ancestrais Tipicos) Sejam a, um ponto qualquer da geragdo inicial e (ax)k>2 a sequén-
[= ]
cia dos ancestrais de a;. Se Z Aty < 00, entdo eziste k1 suficientemente grande tal que ay € ponto

=2
tipico, para todo k > k.

Demonstracido: Da equagio (2.4) segue-se que:

P(ax € ndo tipico) = P(ax & nao tipico|ax € do tipo k) < 2AAl; =

[o o] o0
> " P(ai ¢ nao tipico) < Y 2AAtx < 00 =
k=2 k=2



17

P(existir infinitos ancestrais néo tipicos de a1) =0 (2:6)

a
Do lema 8 segue-se que escolhido um ponto em uma geragao qualquer, a partir de uma certa
geracdo, todos os seus ancestrais serao pontos tipicos.

o0

Lema 9 (Ancestrais Tipicos e de Vizinhanga Simeétrica) Se » §(k) < oo, entdo eziste ky
k=2

suficientemente grande, tal que para fodo k > kg, ax € ponto tipico do tipo k, e numa regido

centrada em a;, de raio 8 ndo hd outro ponto do processo, ezceto o outro ponto formador do par de
pontos tipicos.

o0 [s
Demonstracdo: A condi¢io Z d(k) < oo implica Z Aty < 00, € portanto a exiténcia de um
k=2 k=2
nimero finito de ancestros néo tipicos. De (2.5) e do lema 8, tem-se que:

oo k]_-l o
ZP(VJ(k)I) < Z P(Vsyz) + Z 200(k) < 00 = P(Vsryx iv)=0
k=2 k=2 k=ky

(

Observagio 9 A partir de agora, quando nos referirmos a um ponto do tipo k na linka de sucessio
de um ponto escolhido arbitrariamente na "geragdo inicial”, estaremos admitindo ser tipico e admitir
uma vizinhanga simétrica de raio 6(k).

Sejam zj, +1 © Tk dois pontos consecutivos do tipo k+ 1, tais que x}, +1 < Tk41 COM Tty sendo
o ponto mais préximo de z} ., A sua direita, & excegio do outro ponto formador do par de pontos
tfpicos do tipo k + 1 com z} ,;, 0 qual j& sabemos estar distante entre ;42 € tx41 de =}, ;-

Qual seria entdo a lei que mede a distancia dg1,k+1 entre Ty +1 € Tk+17 Sem perda de genera-
lidade, considereNet sequéncia de pontos ordenados do processo pontual de Poisson z},; = &0, <
€ <€ <. <L = apy1 e varidveis aleatorias Y, i € {1, e NE L1k +1} tais que:

1. N(@hyy +0(k+1), =1 e NE,6)=0 Vie {2 Nyypn )

2., =¢1- (5";=+1 +48(k+1)) e ¥;= g-¢lie {2:---7Nl:+1,k+1}

x N e 1 _ 40
3 Netipr = {}gf; 1€ = Thy1, Thyr = fk}

Uma primeira tentativa para se determinar a lei da distancia entre zj_; e Ty seria uma soma
aleatéria de varidveis exponenciais com um nimero geométrico de termos. Acontece que o nimero
de termos nio é exatamente geométrico, pois & ser do tipo k + 1 dependera ndo somente de tx42 <
Yit1 < tit1, mas também de ¥; > tgio para todo i € 2,.., Ni, yq, POis se Yi = | — &7 < tgy,
tem-se que P(£* # z141) = 1.
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Por z; ,, admitir uma vizinhanca simétrica de raio §(k + 1) := tx41 + tiy2, temos que P(N[¢! —
tki2,€1) = 0) = 1, ou seja, £! ser do tipo k + 1 é dado apenas em fungdo de g2 < Yo < tgy;.

Acontece que Vi > 1, P(Y; > tx41) = e **+1, ou seja, com alta probabilidade, o "rétulo" de £
dependerd apenas de Y4, sendo portanto independente de £~1. Logo, para todo i > 1.

P(¢* ser do tipo k+1[Y;y > tiy1) = P(Yip1 € (bhao, tes1]) =

2.7
e—'\tk+2(1 — e—l(tk+1—tk+2)) = e Mi+2 _ g~ Mit1 @7)

Para todo j > 1, sejam
L. Ejks1 k1= {Y2 > teg1, -, Y5 > tegr tore < Vi < tega}
2. Ngjyrkt1 = {Jlgg 8 = zp41, Y2 > thgty oo Yy > trp1, €0 = l‘;c+1}

ou seja, Ejxi1k+1 € 0 evento que €7 ¢ o primeiro ponto do tipo k + 1 & direita do par de pontos
tipicos ao qual "7;: +1 Pertence e as disténcias entre todos os pares de pontos consecutivos entre
T +ok+1)e €7 530 superiores a t;4;. Esta altima condicgo, implica que o rétulo de & ser do
tipo k + 1 & determinado tdo somente pelo fato de £7+! € (& + k42, & + teya + tir1]- Niy1xs1 62
varidvel aleatoria que representa o namero de pontos do processo até a ocorréncia do primeiro ponto
do tipo k+1, nas configuragdes cujas distancias entre os pontos compreendidos entre z}  , +8(k+1)
a Ty € sempre superior a fg4g -

Da definicio de Ej;k41,k+1, Seguem-se que:

L Eik+1k+1 N Ejgy1,k+1 = @ para todo i # j.
2. Para todo j > 1, P(Ejkt1k+1) = (e‘“'=+1)j_1 (e~ Mtz — g=Ak1),
Seja o4 a probabilidade de ocorrer algum Ej 41 k+1 tem-se da condi¢do dada em (2.2) sobre

a sequéncia (tx)x>1, que:

00

e ] oo .
j-1
—At —At —At, —
Opy1 =P U Eikyre+1 | = ZP(Ej;k+l,k+1) = Z (e Hl) (e e k“) -
j=1 j=1 i=1

e M2 — e Ml Ay — Mgys + o(teya) + 0(tks1)

1- C_Atk"'l - /\tk+1 + o(tk-l-l)
S Lo
‘ ) . +
_ ) —1_ k2 _ 2.8
Jim apr = lim P | () Bjksraer | =1 lim 222 29

=1
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Lema 10 (Distribuicdo de Ny k+41)
-»\tk+1)

Nit1,k41 ~ Geo(Drr1k+1 =1—¢

Demonstracgido: tem-se que:

o0
P(Nir1k+1 = §) = P(Ejpsrhs1l U Biksipar) =

i=1
(e <]
P (Ej;k+l,k+l N (U Ei;k+l,k+l)) B(E |
i=1 jk+LE+1) o ateigyi-1 =
00 3 = = (e t"-H)'7 (1 —€ tk“)
P (U Ei;k+1,k+1) > P(Eig+15+1)
i=1 i=1
O
_ Neg1ke41
Sejam dis1pe1 =8k +1)+ > Yiedirrks1 = |Zhe1 = Thyy|, entéo:
i=1

Corolsrio 3 (Distancia entre pontos tfpicos adjacentes do tipo k+1, diy1,x+1)

Jk+1,k+1 com probabilidade o1

d =
k+1,k+1 { Gr+1,k+1 com probabilidade 1 — a4y

Observacgio 10 Do coroldrio 3, seque-se que com alta probabilidade, axt1, a lei da distdncia enire

pontos consecutivos do tipo k + 1 é dada por Jk+1,k+1-

_ Nij1,k41
Observacdo 11 Em dgy1 441 = 6(k +1) + Z Y; tem-se que:

i=1
lim §(k + 1) = lim (tg4+1 + tiy2) =0
k—00 k—00

Com isso, resulta que:

Nit1,k41

Jk+l,k+l ~ Jk+1,k+1 = Z Y. quando k—oo (2.9)

i=1

A partir do resultado estabelecido em (2.9), tem-se uma aproximagao assintética para dy.yj k41
dada por Jk+1,k+1. Por outro lado, de (2.8) segue-se que para k suficientemente grande, com alta
probabilidade di41£+1 = di41,k641-

Lema 11 (Soma Geométrica de Exponenciais iid) Sejam Niy1 k41, Yi € pry1,k+1 como defi-
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nidos anteriormente, entdo:
Niet1k41
1 k41 = Z Y; ~ Geo(Apki1k+1 = A [1 - e_’\t"“])
i=1

Demonstracio: seja Mj,., ... (t) a funcdo geradora de momentos de dicy1p+1 €m L.

_ Nep1,641 Nesren
Md_k+1,k+1(t)=E(et.dk+l’k+l):E exp | ¢ Z Y;|| =E |Elexp|t Z Y: | INk+1 k41
i=1 i=1
Acontece que:

Nig1 k41 n n
E (exp (t > Yz) [Nisrhs1 = n) =E (exp (tz Yz)) =E(] [ exp(t¥)) =

i=1 i=1 i=1

n n n Net1,641
H]Eexp(tY,) = HMy.(t) = (%) =>E (exp (t Z Yu) INk+1,k+1) =

by Nep1,k41 Y Niy1,k41 el A n e
(_/\ = t) => Mg, . (t)=E (_A — t) =Y (m) Pkt (1 — Pryr i)™ =

n=1
ADksik Nig1,k41
+1,k+1 -
——— S dip1k+1 = Y ~ Exp(Apri1k+1
APk+1k+1 — E TR Z ' +)

i=1
O

Sejam entdo ax e by dois pontos tipicos do tipo k, com uma vizinhanga simétrica de raio (k) em
torno de cada um deles, tais que Dy = |bx — a|. Considere Dy, Dy e Dy a distribujééo da distancia
entre os k-ésimos ancestrais de a; e b; quando a distancia entre dois pontos consecutivos de X é
dada respectivamente sob as leis Jk,k, Jk,k e di k.

Sejam Xj, e Xh as posigdes dos k-ésimos ancestrais de a; e b; respectivamente com Jk,k a lei
da distancia entre pontos consecutivos da k-ésima geragao, tem-se:

Lema 12 Sejam Li(be), Li(x) € piy1 assim definidos:
1. Li(b) := [Bk + Dy — 8(k),bx + Dy + 6(k)], ou seja, Ly(b) € a regido simétrica em relagdo
a by de [ax — 3(k), ax + 6(k)).
2. Li(a) == [&k — Dy — 8(k),dx — Di + J(k)] , ou seja, Li(ax) € a regido simétrica em relacio
a ax de [Bk — 8(k), by + a(k)] .
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3. 1r,@G) € 1 L) % mspeétivas varidveis indicadoras dos ancestros de a;. e by pertencerem s

regides Ly(ax) e Li(bk)-
4. Prerp, = P(XG, € Li(bk)) = P(Xay,, € Li(dr))
segue-se entdo que
E(X;,,, 13 bi) = bk + Dy - e, © E(Xapy,|8x,0x) = Gk — Dy - Pre1 L, (2.10)
Demonstracio: Condicionando Xl'n.+1 a a, Ek el Li(Be) tem-se:
E(X;, ,ldx bk) =E (E(Xi,k“l&k:zka IL.,(E,,)) = be(1 = Prer,,) + Bk + D) - rsa, L,
= by + Dy - Pre1,Ls
Analogamente,

E(Xay, |k, 0k) =E (E(Xa,.+1|ék, b, lL,,(ak)) = ak(1 = Pr41,L.) + (@ — Di) - Praa, L,

=ax — Di - Pry1,L,,

O
Do lema 12, seguem os coroléarios 4, 5 e o lema 13.
Corolério 4 E(Dry1dk, bk) = Di (1 +2 - Prt1,L,)
Demonstracio:
E(Di11lae, b) = E(XG, | — Xapy, |k, br) = E(XG, 18k b) — E(Xay,, |ak, be) =
bi + Di - Pry1,L, — (l'lk - Dy -ﬁk+1,Lk) =Dr (142 PrsrL,)
O

Corolério 5 Para todo k > 2, E(Dy) < 3*1D;

Demonstracgao: Do corolario 4, tem-se que

E(Dg+1) =E (E(-bk+1|ak1 5k)) =E(Di) (1 +2- Pryr,L,) =

E(Di) = D1(1 42 Po,1,)(1 + 2 B,1a)--(1 + 2+ B z,) < 3¥1Dy
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k-1 i
Lema 13 Se ty; = o (5) , entdo klim E(e~2Prr1a+1Dr) = 1,
—00

Demonstracao: Da desigualdade de Jensen e do corolério 5, segue-se que:

E(e_2Apk+1,k+le) > eE(—ZAPHl.kku) — e—2l\Pk+1,k+1E(bk) > e—zAPk+1,k+13k'lD1 -

e—2/\(l~e_>"k+l)3"‘lDl > e—zAAt,,+13'°-1D1 -

lim E(e™2Pk+14410%) > im = 2Mk1871D0 =
k—o0 k—oo

a

Lema 14 A probabilidade de coalescéncia, condicionada nas posigées de ax e 51;, é limitada por
bairo em e~ 2 Pr+1k+1Dk

Demonstracdo: Sejam Xz, , =z e & +1 © ponto & direita mais préximo de x e do tipo k + 1.
Tem-se entao que,
> Se X,,, =T < a; — d(k), tem-se que:

P(Dy41 = Oldx, bx, z) = Py(bhyy — T > 20y — 2fdik, b, 7) >

Py(Eh,1 — = > 2b; — 2xld, by, 7) > Pg(N(28s — z,2b; — 1) = 0) = e~ 2Prs1kraDi (2.11)

b Se dx + 8(k) < Xz,,, = ¢ < b — 8(k), entdo

k+1

P(Dyy1 = Old, by, z) = Py(&} ) — = > 2bx — 22|k, b, 7) >

Pa(€ly — = > 2bk — 20lax, by, z) = e e (Bu=22) > oMpkrrwn(Be-2m)  (919)
> Se Xa,, =T > 5k + §(k), segue-se que
P(Dy41 = Oldx, bg,z) = 1 (2.13)

De (2.11), (2.12) e (2.13) segue o resultado.

Lema 15 Se txy; =0 (5) , entdo klim P(Dgy1=0)=1.
—00

Demonstragio: O resultado é obtido a partir dos lemas 13 e 14, pois
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P(Dk+1 = Ol&k’i’k) = E(P(ﬁk+l = Olak’i’k’XﬁkH)) =

a—do(k) " 3 Be—d(k) ) o
/ Pt R =) / +8(k) fxﬁh+1|&k,5k(z)P(Dk+l = 0|ay, by, z)dz+
—o0 A
* — -~
‘/5 +6(k) fxak“l&k,ﬂk ()P(Dg41 = O|ag, by, )dx
k

P(Dis1 = Oldk, bi) > P(Xay,, ks br < &k — (k))e=DPrr+1Dey
P(ak + 8(k) < Xay o |6ks B < B — 8(k))ePPersrDr 4 P(XG,, [, be > By + 8(K)) =

P(D]H_l = OI(-ik,Ek) > P(X&k+1|ak15k <ap-— J(k))e_2'\p“"‘+lb"+

P(ax + 6(k) < Xay,, |, b < b — 8(k))e~2Pri+1Dr P(Xa,,, |k, b > b + 8(k))e~2Prrr1Di o
P(Diy1 = 0|ax, bx) > e~ PPris1De o p(Dy 1 =0) =E (e—zm,mm) =

lim P(Dgyq =0) =1 (2.14)
k—oo
O

Teorema 5 Seja Xo um processo pontual de Poisson de taza A e tx uma sequéncia deterministica

-1
tal que tgyg =0 (5) e klim E'ﬁi = 0. Nestas condicoes, o algoritmo B gera uma APUF quase
—00

certamente.

Demonstragio: De (2.14) e da relagio dada no corolério 3, segue-se que

lim P(Dyy1 =0) =1
k—o0
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Capitulo 3

APUF - Processo de Poisson Definido em R?.

Neste capitulo, construiremos um grafo conexo, sem ciclos e de dnico fim, cujos vértices sao
pontos de um tnico processo pontual de Poisson Xp de taxa A definido em R%,d > 1. O algoritmo
de construgio do grafo, serd o mesmo descrito na definigao 4, i.e., o algoritmo B.

Tal grafo foi construido, de maneira invariante por translages, em (4], para pontos de um
processo de Poisson estaciondrio quando ele é definido em § C RS, parad < 3eparad > 40
grafo resultante tinha infinitas componentes conexas, uma floresta. Em [5] uma érvore de Gnico fim,
invariante por qualquer isometria foi construida para qualquer processo de Poisson d-dimensional.
Em [1] ¢ estabelecido um emagrecimento independente e invariante por translagdes por meio de uma
funcio deterministica de um processo de Poisson definido em R de taxa A; em um outro processo
de Poisson também definido em R de taxa Az, tal que A; > Ag.

Sejam a3 e by dois pontos do tipo 1, e sem perda de generalidade, consideremos a; como sendo
a origem dos pontos do processo pontual de Poisson X de taxa A. Para todo k > 2, defina: &
o ponto de Xy do tipo k cuja distancia a origem é minima, em que denotamos tal distancia por
7, = |€& — a1] e ax o k-ésimo ancestral de a;. Notemos que necessariamente £z = az, mas que para
k > 3, ndo necessariamente £ = ax. Entretanto, se soubermos as posicoes de &2,. . ., £k, poderemos
determinar no méximo quio distante aj estd da origem a;.

Lema 16 Ser; , := Joax r}, entio lag —ay| < 257'rs

Demonstracio: Considerando a configuragio na qual os k-ésimos ancestrais de a; encontram-se
nas posicoes antfpodas dos respectivos pontos do tipo k mais proximos da origem, segue-se que

lax — ap—g| S 7h + kg + 20k o+ 41k 3+ ...+ 253 (3.1)
k
De (3.1), do fato de |ax — a1 < z la; — a;—1| e da definicdo de rj _, tem-se que:
=2

ap—a1] <2 rh+2'rl 4. 4252 <28y

3eeey

25
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Figura 3.1: Posiges relativas de distancias méximas dos trés primeiros ancestrais de a;, dada as posicdes
dos pontos dos tipos 2, 3 e 4 mais préximos 3 origem.

Sejam Ny, = {¢€ € Xo : € ¢ do tipo k}, B(a;,7x) a bola centrada em a; de raio 7 e py tais que:

PN N B(ay, k) = @) < P (3.2)

o
Seria possivel escolher r; tal que Z Pr < oo? A resposta é sim, e ser4 obtida a partir de uma
k=1
cota inferior da probabilidade de que exista ponto do tipo k¥ em um hipercubo d-dimensional de
[» <]

lado 2¢tx, o qual denotaremos por Ha¢,. Sejam N = U N = {€: € € Xp} o conjunto dos pontos

k=1
do processo pontual de Poisson X e 0s seguintes eventos:

o A; = {h4 dois pontos de Xy contidos em Ha, };
e B = {nenhum destes pontos dista menos que #;4; um do outro};

o Ci = {n3o ha pontos de X exteriores a Ha, a uma distancia inferior a tx4; da fronteira de
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Har, b
e D = {existe & do tipo k pertencente ao hipercubo de lado 2t;} = {{Nx NHay, | > 1}

Tem-se portanto que para todo k > 2 os eventos Ag, By e Cj sao tais que:
(ArN BN Ci) C Dy e portanto P(Dy) > P(A)P(By | Ag)P(Cy | Ak N By). (3.3
Das propriedades do processo pontual de Poisson, segue-se que para c;(k, d)—22-122 e cp(k)—1

e—M2t)? (- tk)d)z

P(Ay) = 51
= ci(k, d)tkzd.
d_ d
BBy | 4) > E) (;’t":)l}(t"“)
Ly s (e 64
B 2 t

P(Ck | Ax N By) = P(Cy)
> e~ A2t +2tr42)" ~(26x)]

— ex(8) (1 - A [ + 2asa)? — (260)))

Logo, de (3.4) em (3.3) tem-se que para c3(k, d)—224-1?

P(Di) = P(Nik N Hae,| > 1) > e1(k, d) - tx2 + o(tx™) = c3(k, d) - & = O(t:**)  (3.5)

Seja Hy, (a;1) um hipercubo d-dimensional centrado em a; de lado ry, e os dois conjuntos formados
de hipercubos d-dimensionais de lado 2tx, H},, e M3, , tais que:

1. 'Hu(al) = ‘H%tk 9 Hgtk;

2. Para quaisquer i e j, se ’H%th,- e H%t,‘ j 580 respectivamente o i-¢simo e j-ésimo hipercubos
pertencentes a ’H%tk, tem-se que eles ndo apresentam nenhuma aresta comum.

Note que para todo k > 1 e quaisquer £ e £ € Xg, o seguinte fato é valido: £ ser do tipo k,
independe de pontos ¢ tais que [¢' — £| > tx. Ou seja, se considerarmos o evento Dy 1;) = {ba
ponto do tipo k em 'Hzlu,,,i}, tem-se que para todo ¢ # j, D, 1(;) ¢ independente de Dy, 1(;)-

Segue-se que se ndo houver nenhum ponto do tipo k no interior de B{a;, %), entdo necessaria-
mente nenhum dos hipercubos pertencentes a Hzl’t,‘ contera tais pontos. Seja c4(k,d) a proporgio
de hipercubos do primeiro tipo, isto é,

I H%tk |

1
|H%tk U H%th l

cak,d) = 2 (3.6)
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Figura 3.2: Hj,, é o conjunto dos hipercubos hachurados contidos em HZ, (a1).
Tem-se portanto a partir de (3.5) que

P(Nk N B(a;, i) =) < (]_ — cs(k, d)tkgd) [Hz, |

= (1 -~ c3(k, d)tk2d)

) j;[f‘k“(ﬂ'tk)"’]

ca(k,d)[rid(2tx) "7

< (1 — es(k, d)thd

_ ol m(1-cstidte?)]-[redti =] (3.7)

Do fato de c3(k,d) — 229-1)2 e t; — 0, resulta que c3(k,d)tx?? — 0. Logo para cs(k) — 1 e
ce(k,d) — gla - 224-1)2 segie-se que:

(%)‘“(“ca(k,d)tk“) = o [Festh) -eslh ] = —ealk, des (58)

De (3.7) e (3.8), tem-se que

P(Ni N B(ay, i) = ) < e~skdn’ted] . 5, (3.9)

Observacao 12 O valor de to pode ser escolhido tao pequeno quanto desejarmos, implicande por-
tanto que para todo k > 2 cg(k,d) € (é; . 22d-1)2 —€(t2),617 - 2247152 4 €(t3)), em que €(tz)—0



29

quando t2—0.

Lema 17 Se ry ¢ fitado e 1 < m < k, entdo a probabilidade de ndo termos ponio do tipo m em
B(ay, 1) ¢ limitade superiormente por P, isto €,

sel <m <k, entio P(NpyNB(a1, k) =) < Pr.

Demonstracio: Para m = 1 ou m = k, o resultado segue das defini¢des, pois:
PN NBay,mk)=2)=0 < fr  PNiNB(a1,m%) = D) < P
Para 2 < m < k-1 observemos que o resultado segue a partir da observacio (12) em que podemos
obter f,, uma cota superior para fin, substituindo cg(m,d) por cj(m,d) = & - A% 2271 — ¢(tp)
em (3.9), obtendo entdo prm < Py, Acontece que 5}, pode ainda ser tornada inferior a p, pelo fato

de a sequéncia (tx)x>1 ser decrescente e podermos escolhé-la de modo que tenhamos 5y, < px.
O

Corolério 6 Seja ry firado, a probabilidade de que ndo exista algum ponto do tipol: 1 € {1,...,k}
em B(ay, i), € limitada superiormente por k - py.

Demonstraciao: Tem-se que
k k
PEI<k:NNB(ay,rx)=2)=P (UM N B(ay, k) = @) < EP(M N B(ay,rx) = 2) < k- Pg.
=1 =1
(]
Proposigio 5 (Densidade de pontos do tipo k (Apx)) Seja Xo um processo pontual de Pois-

son de taza )\ e v4(1) o volume da bola d-dimensional de raio unitdrio. A densidade de pontos do
tipo k € Api, em que para ¢ = Avg(l), pr € dado por:

Pk:= [e_c't"“d] [1 - e_c'[t"d“t"*-ld]]

= e~Cti1? _ g—cti?

1
— d d d d (3 O)
=c -t +o(t%) — ¢ - tg1® + o(tk+1%)

= Avg(l) - tkd + O(tkd) = O(tkd).
Observagio 13 De (8.10) e da definigio da sequéncia (tx)k>1, Seguem-se que:

1. A densidade de pontos do tipo k € decrescente em k;

[o <]
2. Z pr = 1, pois representa a soma das proporgées de todos os tipos de pontos de Xo. Ou

k=1
diretamente da definicdo, tem-se também:
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Zpk = (e—c-(tz)d - e_c'(tl)d) + (e—c-(t:«;)d _ e—c.(tz)d) +.4 (e—c-(tj+l)4 _ e_c~(tj)d)
= e~ ¢ isto implica que

o0
Zpk— lim Zpk— lim e —eltn)? g,

j—oo £ J—o0

Teorema 6 Se r;? = Emlcﬁj ‘In(k3) -t % e t’;% = [2F . 2% . In%((k + 1)3)] ~1. entdo eriste ng =
no(w) tal que para todo k > ng, B(a1,7k) contém quase certamente os pontos do tipo 1,...,k e ndo
contém ponto do tipo k+ 1.

Demonstracao: Do corolério 6 e da definicdo de 7 dada em (3.9), tem-se que:

oo k 00 00 2
b (UM N Blanre) - z) < Sk 3ohe ) = T
k=1 k=1

k=1 =1

Pelo lema de Borel-Cantelli, segue-se que existe ng = ngy(w) tal que para todo k > ng, a bola de
raio r; contém de maneira quase certa todos os pontos do tipo 1 ao k, ou seja

.N’lnB(al,rk)#Z, ceey NkﬂB(al,'rk) #@ (3.11)

Da desigualdade de Markov e de (3.10), segue-se para c7(k)—1, cg(k, d)— (Avg(1))% e
cg(k,d) — 39217%(vy4(1))? que:

PNk 1 Blar,ra)| > 1) < Bk 0 B0 7))

= O (A pr41 - |Blag,mi)l)
= C7(k) “ A Dk+1 - |B(a1’rk)|
= cg(k,d) - (r)? - (tre1)?

— cok,d) - In(k?) ["—’;fl]d

< cy(k,d) - In(k3) - [2’= - 2% 2 ((k + 1)3)] -

cg(:k 9) donde segue-se que
ZP('NI;+1 N B(a1,mx)| 2 1) < Z Cg(k 9) < oo (3.12)

k=1 k=1
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De (3.12), o lema de Borel-Cantelli nos assegura que existe ng = ng(w) tal que para todo k > ng
nao existe ponto do tipo k + 1 em B(ay,rg), isto &,

Ni+1 0 B(ay, 1) = 2. (3.13)

O teorema segue entdo de (3.11) e (3.13) tomando ngp = max {ng, ng}.
a

Teorema 7 Sejam Ry = 2871 - ri e (tx)k>1 nas condigdes do teorema 6, entio eriste ny = ny(w)
tal que para todo k > n;.

1. lag — a1| € Ry;

2. Nk+1 N B(ay, Ry) = 2.

Demonstracdo: 1) Do lema 16 tem-se que |ax — a1| < 2"‘11';,__",‘. Desde que para k > ny,
B(ay, 7)) contém pontos do tipo 1,...,k; isto implica que r5 , < r, e portanto

lar — a1 < gkl 1‘5,__',,: < k-1, Tk

2) Tem-se para cio(k)—1, c11(k,d)— (Ava(1))? e cr2(k, d) — 3921 ~%(v4(1))? que

P(JNk11 N B(ay, 257 'ri)| > 1) < E(WNi41 N Bla1, 2571
=0 (A - Pk+1 - |B(a1,2k_1rk)|)
= cio(k) - A - pr41 - | B(a1, 257 ry))|
= cu(k, 2% (1) (th4r)?

d
= cia(k, d)2¢~ 14 In(k?) [t’;—“]
k
-1
< Cl2(k,d)2(k-l)d ln(ka) [2k ) 22kd . ln2((k + 1)3)]

< clg(k,d)z—lk donde resulta que

oo [ o]
S P(Nep1 N Blay, 25| > 1) < Zcu(k,d)zlk <oo. (3.14)
k=1 k=1

De (3.14), o lema de Borel-Cantelli nos assegura que existe n; = n;(w) tal que para todo k > n;
nio existe ponto do tipo k + 1 em B(ay, 25 1ry), isto &,

Nig1N B(ay, 25 1rp) = @. (3.15)

Observagdo 14 Se (tx)x>1 satisfaz as condigbes do teorema 6, entdo para Dy = |by — a1] € R,
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tem-se que existe ny = no(w), tal que para todo k > no,
Nieg1n B(a1,2k”1rk +D))=2.

Lema 18 Sejam C > 0 e N ¢,.6:(Cti) = {C1, (2 e 3 € Xo : |¢1 — G| + G — G| + |2 — G| < Cti},

"

entdo eziste ng' tal que para k > ng' B(ay, Ri) NN, .6, (Ct) = @ quase certamente.

Demonstracao: Se N(B(ay, Ri), H:, ) ¢ o nimero de hipercubos de lado t contidos em B(ay, Ry),
entdo tem-se que

R d
N(B(ai, Ri), Hy,) = caa(k, d’tde em que c13(k, d) — v4(1).

Seja H;, ;NB(a1, Ri) 0 i-ésimo hipercubo de lado ¢, contido em B(ay, Ri). Desde que a distancia
entre trés pontos de Xy nao seja superior a Ciy, entdo necessariamente teremos estes pontos em
Hce,- Tem-se que a probabilidade de que exista pelo menos um ponto da triade de pontos cuja
soma das distancias entre eles é ndo superior a Cty em H,, ; é tal que

e—A(Cty)? X"(Ctk)zd
2!

P(INCI»Cz,Cs (Cte) N He il 2 1) < (1 _ e—z\(Ct,,)“)

A2 CZd
tkzd
2!

< A(Ctk)d .

Seguem-se da desigualdade de Bonferroni para cj4(k, d) = c13(k,d) - A3C3¢ — v4(1)A3C3¢ e das
definicoes de (tx)x>1 e Ry dadas nos teoremas 6 e 7 que:

R d
P(IN¢1 .2, (Cti) N Bay, Rie)l 2 1) < c1a t—:’-tkad

= c1a(k, d) Rt

cia(k, @) (3.16)
2k

= c14(k, d)(Rktk)dtkd < , € portanto,

ZP(INCI,Cz.Cs(Ctk) n B(al,Rk)| > 1) < 00.
k>1

De (3.16) o lema de Borel-Cantelli nos assegura que existe ng’ = ng' (w) tal que para todo k > ng’

B(ay, R) nio contém triades de pontos cujas somas das disténcias sejam inferiores a Cty.
O
Pode-se estabelecer uma cota superior para a probabilidade de que haja ponto do tipo k em
My, , isto é, num hipercubo d-dimensional de lado 2t;. Para tanto, consideremos a varidvel alet6ria
N que representa o nimero de pontos de Xg em Ho, ; ou seja, N = [N N Hay, |, e para cada valor
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assumido por N, exibiremos uma condigio necessiria que maximiza a probabilidade de existéncia
de ponto do tipo k em Ho, .

Teorema 8 Se 1, 3, € o indicador da ezisténcia de ponto do tipo k em Hay, , entdo para
c1s(k, d) — 2247152 4 24
P(Lg, 1z, = 1) = P(INk NHag, | 2 1) < cr5(k, d) 2 (3.17)

Demonstragdo: P(1¢, 7, = 1) pode ser estimada a partir do condicionamento em NN, pois:

P(le,'Hm,, =1)= E(P(le.'Hzgk =1|N))

oo
=Y PN =i)P(L 30, =1| N =1)
=0

oo
=Y "P(N =i)P(I¢, 310, = 1| N = 1)

=1
2 oo

< S PN = )P(Lg 1, =1 N=4)+ ) P(N =3)
i=1 i=3
2 oo .
<Y BN =i)P(lg iy, =1 IN=9)+3 (,\(2tk)“)
i=1 =3
2
=Y P(N =i)P(1(, 35, = 1| N =) +0(ts*) (3.18)
i=1

Acontece que:

2
P(N = 2) = e~ 20 (/\(2;::)“) = 02
: (3.19)
= L Ava(1)(te)? — Mva(D)(trs1)? (tesn)?
A Sema i TGy L (N h

De (3.19) segue-se que:

P(N = 2)P(1¢, 315, = 1 | N = 2) < O(t,2%) — O(t, %) - (bres1)?
i » () (3.20)

= O(tx2) — o(tx24) = O(t:2%)

De maneira quase analoga, obtém-se que
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P(N = 1) = e~ M2t)* (/\(2tk)d) = O(t:?)

(3.21)
P(lgrt, =1| N =1) < 1-e ] = 0(s)
De (3.21) tem-se que:
P(N = 1)P(Lg 1z, =1| N =1) < O(tx%) - O(tx?) = O(t>?) (3.22)
O resultado estabelecido em (3.17) é obtido de (3.20) e (3.22) em (3.18).
O

Para qualquer regidao R que possa ser particionada em ¢ regiGes R;, pela desigualdade de Bon-
ferroni tem-se que

P NRI > 1) < PN Ry > 1) (.29

j=1

Se para todo j € {1,...,1} tivermos R; = Hy;, € desde que a probabilidade de existir ponto do
tipo k£ num hipercubo de lado 2t; ¢ O (tkz‘i), entdo neste caso (3.23) & limitada superiormente por

PN NR[21) < |—7§-| PN NRy| 2>1)= ﬂ - cls(k,d)tkzd
[v] 24y (3.24)

= ci6(k, d) - (|R| -t,,d) em que cig(k,d) — 29 1A% + A,

Observacio 15 A cota superior da probabilidade de existéncia de pontos do tipo k em uma regido
R obtida em (3.24) “coincide”, isto é, tem a mesma ordem de grandeza, da estimativa usada nos
teoremas 6 € 7. Temos a partir da “discretizacio” de uma regigo R e do uso de (3.17), uma segunda
Jorma de obter os resultados de tais teoremas.

Mesmo que a regigo R nio seja semelhante a My, , por exemplo: uma hiperesfera ou um “hipe-
ranel”, ainda assim teremos que a estimativa dada em (3.24) é correta, a menos de constantes que
convergem para um valor que depende apenas da dimensdo, uma vez que o nimero de hipercubos
que interceptam a fronteira de R ¢ um infinitésimo de ordem inferior aos que estdo em seu interior.
Ademais, como estamos interessados em uma cota superior para o valor esperado do nimero de pon-
tos de determinado tipo no interior de R, podemos ainda considerar uma regigo R’ que contém R
que nos seja mais “conveniente”, isto €, que nos facilite expressar explicitamente para qual valor que
depende tio somente da dimensdo d ou eventualmente de d e ), a sequéncia de constantes converge.

Lema 19 Eriste n3 = n3g(w) tal que para todo k > n3, Dy := |by — ax| < 2R + D;.
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Demonstracio: Do teorema 7 tem-se que existe n; = n(w) e nj = nj(w) tal que para todo
k > ng =max{n(,n]} |ax —a1| < Rk e |bx — bi| < Ry. Isto implica o resultado, pois.

Dk=|bk—akl=Ibk—bl—-ak+a1+b1—a1| S|bk—b1|+|—(ak—a1)|+|b1—a1|
< Ri+Ry+ Dy =2R+ D,

O

Observagiao 16 Nas condigdes do lema 19, com & e E,(cz) respectivamente o primeiro e segundo
ponto mais prozimos de a; do tipo k, vemos da figura 3.9 que |€x41 — ax| < Rpy1 + Rp. Se
a diferenca das distdncias em relagio a a; entre &4 e f,(:zl for maior que 2Ry, entdo teremos
necessariamente que |§£‘21 — ax| > Riy1 + Ryi, ¢ portanto o ponto do tipo k + 1 mais prozimo a
origem, ¢ também o (k + 1)-ésimo ancestral de a;. Ou seja,

se \I&,E?l —ay| = [€k+1 = a1|l >2- Ry, entio Epy1 = Grq1 (3.25)

De maneira andloga obtemos que

se “51(321 —a1] = [€k+1 — all‘ >2-Rip+2D1, entdo Egy1 = 41 = brta (3.26)
Considere a seguinte sequéncia de hiperesferas centradas em a;, em que Rii1 3> Ry:
B(a1,2Ry + 2Dy + 2t 41), B(a1,2: (2Rx +2D; + 2tk41)), ... ,B(a1, Rev1) (3.27)

A partir das hiperesferas dadas em (3.27), defina os seguintes “hiperanéis” de “didmetro”
2. (2Rk +2D; 4+ 2tk+1) para todo i € {1,.. o9 [Qﬁ%mj }.

A; = B(ay, (i + 1) - (2Rg + 2D; + 2t41)) \ B(a1, (i — 1)}(2Rx + 2Dy + 2tx41)) (3.28)

Estes “hiperanéis” apresentam volumes crescentes & medida que se distanciam da origem a,
sendo que cada um deles tem volume menor que o “hiperanel” centrado em a; de raios Riy; e
Ry.41 + 2(2Ry + 2Dy + 2t441), 0 qual denotaremos por ‘A;hm, Res1+2(2Re+2D1+2t41)"
Definicdo 5 Para todo i € N*, diremos que os pontos C,';' ENg e C"" € N “pertencem ao mesmo
par” se |GG — | <ty

A partir da defini¢io 5, segue-se que ¢* & do tipo j > k; e & medida que k cresce, t3o mais
provéavel de ser do tipo k, ou seja,

1. ¢ € Nj em que j > k;
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Figura 3.3: Respectivas posigoes relativas para distancia maxima e minima de &.41 € 5,(31 em relagio a ay
sob & condigao ||§,‘;‘21 —ay] - €41 — all‘ > 2Ry
2. P(¢V € Mi | ¢ € My) > et

3. Paratodo k > nff, se {(,‘:, (‘"} C B(ay, R), entdo o lema 18 nos garante que quase certamente
Ci" (S Nk.

Definicio 6 Definiremos a distdncia entre dois pares de pontos em que pelo menos um dos pontos
de cada par é do tipo k, (C,‘:, ")e ((;ZI,CJ"" ), como a minima das disténcias de cada um dos ponios
de um dos pares em relagido aos pontos do outro par. Isto é

D et o = min {1 = 01 (€6) e {c ¢} < {d ¢ })

Observacdo 17 Salvo men¢do em contrdrio, quando nos referirmos a dois pontos (i e (,’; do tipo
k, estaremos sempre considerando que eles ndo pertencem ao “mesmo par”, ou seja, | — CI| > tx.
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Ryyi+ R+ Dy

Ry + R+ Dy

Ri41+ 2R + 2D

Figura 3.4: Respectivas posi¢bes relativas para distincia méxima e minima de £x41 € {,(:i)l em relagio a by
sob & condicgo ||€;(3,)1 —a1| = [ék+1 — 01|| > 2Ry + 2D;.

Também ao escrevermos par de pontos em que pelo menos um ponto do par € do tipo k, estaremos
sempre considerando que sdo pontos pertencentes ao mesmo par, isto €, a distdncia entre eles é néo
superior a ti. Além disso, do item 3 segue-se que para k > ng', se houver um par de pontos em
B(a;, Ry), em que pelo menos um deles é do tipo k, entdo os dois pontos serdo do tipo k quase
certamente.

Da figura 3.5 vemos que se nenhum dos hiperanéis .A; contiver dois ou mais pares de pontos em
que pelo menos um dos pontos de cada par seja do tipo k + 1, entdo a distincia entre quaisquer
dois pontos do tipo k + 1 em B(ai, Rx41) ¢ superior 2Ry + 2D;.

Sejam 1% x o indicador da existéncia de dois pares de pontos na regido R em que pelo menos
um dos pontos de cada par & do tipo k e gx a probabilidade de que haja dois pares de pontos em
‘A;h.u, Ray14+2(2Ra+2D1 42t 1) tais que em cada par pelo menos um dos pontos seja do tipo k.
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L=2(2R; +2D, + 2tie1)

Figura 3.5: Cada seta duplamente orientada corresponde ao “diAmetro” de cada um dos “hiperanéis”, cujas
intersegGes sdo hachuradas e tem comprimento 2Ry + 2D + 2t541.

(3.29)

k =
[Req1-Riey1+2(2R+2D) 4215 4 1))’

o) =P (Lg

A probabilidade de que haja dois pares de pontos do tipo k + 1 em que pelo menos um dos

pontos de cada par é do tipo k+ 1 em algum “hiperanel” A;, i € {1, cees LﬁMJ } é entdo
limitada superiormente por:

. Ry } ) [ Ry 41 1
P(3iell,..., g pa=1)< gk +1
(‘ { [2Rk+D1+2tk+1J Aik+1 3R, +2D; + 2ty | kY

b (3.30)
< =k g(k +1)
Ry

A fim de estimarmos uma, cota superior para g(k+ 1), consideremos uma particao do “hiperanel”
de raio interno Ry, e raio externo Riyq + 2 - (2Rk + 2Dy + 2t3.4+1) em hipercubos de lados 4t;
e as duas possiveis configuracoes relacionadas as distancias entre os dois pares de pontos em que
pelo menos um dos pontos de cada par é do tipo k+ 1 em A‘RHI, Ray1+2(2Ra+2D1+2t0 1) isto &, as
configuracies em que os pares de pontos distam até 4¢x; “pares proximos” e aquelas nas quais os
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dois pares de pontos estdo distantes mais que 4tx, “pares distantes”.

Observacido 18 Escreveremos somente “pares prozimos” (“pares distantes”) para indicar a existén-
cia de dois pares de pontos em que pelo menos um dos pontos de cada par é do tipo k+ 1 em cada

uma das configuragds acima especificadas.

Note que para qualquer valor de D, fixado incialmente, existe ng = n4(w) tal que Ry > 2Dy +
2tr41 para todo k > ng. Seja entdo A;%Hl,RHx +6R;, © “hiperanel” de raios Rx4+1 € R+ + 6Rx
centrado em a;. O ntmero de hipercubos de lado 4¢x,1 contidos em A;z,,“, Riy1+2(2Rx-+2D1+ 240 11)
¢ obviamente menor que a quantidade deles em Aj, . 5. . 16, Sejam N, Ay oy Ry rsoryidtiss @
quantidade destes hipercubos e s4_1(1) a superficie da hiperesfera d— 1 dimensional de raio unitario.

Tem-se para ci7(k,d) — e 84-1(1) que

(Rie41)4L - Rk)

N g ; 5
ARk 1R 1 +6R, k41 e ( (tk+1)? (3.31)

Considere a parti¢io do hiperanel 'Ahu-n Riy1+6R, €I hipercubos de lado 4tx41, com My, i N
ARy 1,Ris1+6R, Sendo 0 i-€simo hipercubo de lado 4¢;4; contido em 'A;%Hx. Rup1+6Re" Segue-se que
a probabilidade de que haja algum ponto de Xp no i-ésimo hipercubo é limitada superiormente por
A(4t41)?, pois:

P ([Hatyy N Xo| 2 1) =1 — e~ Mt

(3.32)
< M4teea)t.

Se existem dois “pares préximos” em que pelo menos um dos pontos de um dos pares pertence
a Mat,,, i, entdo necessariamente teremos trés ou mais pontos de Xo em Hgy, ,,, Ou seja:

P(2 “pares proximos” | My, ,, s N Xo| 2 1)

< P(INi+1NHE,, .| 2 3)
e~ Mbter1)® ( (6 - ti1)d 3

= (3!( +1)°) +o((tr+1)*) (3.33)
23634

== (te+1)3 + o((tk41)*%)

= clS(k,d)(tk+1)3d €m que clﬂ(k,d) i Asﬁsd_l'

Para quaisquer dois “pares préximos” pertencentes a A;zk“, Rip14+2(2Rn+2D1 4260 41)? tem-se que
a probabilidade de eles pertencerem a hipercubos adjacentes é a mesma, independentemente dos
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hipercubos considerados. Segue-se de (3.31), (3.32) e (3.33) a partir da desigualdade de Bonferroni

que

1 H ) *
P (2 ‘pares préximos” em ARk+1,Rk+1+2(2Rk+2Dl+2tk+1))

a1,
(Rk?;13+1)d L3 A4ti41)? - crg(k, d) (tesr) (3.34)

= cro(k, d) - (Be+1)" ' Ri(tis1)® em que cig(k,d)—6%21s4_1(2).

< ci7(k,d) -

Note que cada ponto do tipo k+1 é independente de outros pontos do processo que distam mais
que tx41 unidades dele, pois se adcionarmos ou retirarmos pontos de X cujas distancias ao referido
ponto do tipo k+1 seja superior a tx4+1, seu “rétulo” é inalterado. Assim, se considerarmos a particio
de ‘A*RkH, Rey14+2(2Ru+2D1+2t,47) S0 hipercubos de lado 4£;; € definirmos a varidvel aleatéria Y que
representa o nimero de “pares distantes” em A}Hh Rip1+2(2Re+2D1 4280 41)? :e:lnos que Y é estocas-
ticamente menor que uma varidvel aleatéria X ~ Binomial ([cls(k, d) (Rk(tl;)-l) L ] ,34“)\2(tk+1)2‘1),
uma vez que X estd definida no conjunto de todos os pares de pontos (“pares distantes” e “pares
proximos”) de AR, | g . ier, € ademais, esta regido contém Ay o Laop op +2ty,,) Assim,
segue-se que

P (2 “pares distantes” em A, ., p,,, 1R, s2Dr42s)) = BY =2) < P(X22)  (335)
Lema 20 Se X ~ Binomial ([cls(k, d)%&w ,3“A2(tk+1)2d), entdo

6
PX>2)<2- (czo(k,d))2(Rk+1)2d'2(Rk)2(tk+1)2d em que cao(k,d)—3%)2. Fsd_l(l)

Demonstragao: Observe que para todo i > 2, tem-se das defini¢oes de (¢x)x>1 € Ri dadas nos
teoremas 6 e 7 que para ca (k,d) — 35412245, (1)

P(X = 1) < (c20(k, d)) (Rir1) @ (Ri)¥(th41)™
= (coo(k, &)} (Rics1tr1) 4 Vi (Ritsr)?
= [620(’% d)(Rk+1tk+1)(d_l)(Rktk+l)]'

ca1(k, d) :
< [ln(k +1)3.2kd. 2(k+1)] (3.36)

De (3.36) tem-se que co(k, d)(Rk+1tk+1) @V (Ritr11)—0 quando k—oo. Além disso,
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P(X = 2) < (3%)\2cig(k, ) (Ries 1) 2 (Ri) (trs1)™

3.37
= (coo(k, d)) (Ric41)2 2 (Re)? (tr41)* &

P(X >3) = f:nr(x =1i)

=3
<Y [czo(k, d)(Res1tisr) Y (Rktk+1)] )

i=3
_ [eao(k, &) (Rep1te41) @D (Ritisr))
1 - coo(k, )(Rit1tr41) D (Ritis1)

[c20(k, d)(Ri41tks1) 4D (Rt 1)) i

coo(k, @) (Re41tr+1) 4D (Ritrs1)

= (coo(k, @))% (Re+1)** "% (Ri)? (tr.42)* (338)

O lema 20 segue de (3.37) e (3.38), pois:

P(X >2)=P(X =2)+P(X >3) 3.30)
< 2- (cao(ky @) (Res1trs1) 2 (Re) 2 (th11)? '

De (3.35) e (3.39) segue-se que

P (2 “pares distantes” em A;zk+1aRk+l+2(2Rk+D1+2tk+1)) <P(X2>2)

(3.40)
< 2- (coo(k, )2 (Ri41)2* " 2(Rk)?(t+1)*

2
De (3.34) e (3.40) segue-se que para cza(k,d) — 2- {34"/\2 . 4%3,1_1(1)]

[n,,+l,x,,+1+2(m,‘+ol+2tk+1)]’k+1 " 1)

< e17(k, d) - (R41)*7" - Ric - (be41) + 2 - (c20(k, ) (Ri1)* 2 (Re) (th41)*

= 2 (c20(k, d))* (Ri41)%* "2 (Re)*(t+1)* + 0(2 - (c20(k, )2 (Re11)** 2 (Ri)? (th41)?)
= cgo(k, d)(Re+1)**2(Be)? (th 1)

gk+1):=P (1.4'

(3.41)

Substituindo a cota obtida em (3.41) na desigualdade (3.30) segue-se que
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. Ry J }
P{3ie<l,..., 1y, =1]<
( { {21{,c + Dy + 2541 Aik+1

R
Fit - ek, d) (Rin )2 (B () = (342)

caa(k, d)(Ri41)* 7 - (Rie)(tesr)™

Lema 21 FEriste ns = ng(w), tal que pars todo k > ns e i € {1,..., {mﬁmﬁj} nenhum
“hiperanel” A; contém dois pares de pontos em que pelo menos um dos pontos de cada par € do tipo

k+1.

Ry
2 k+2 1+2tk+1

E Lak+1=0

i=1

Demonstragao: Do lema de Borel-Cantelli segue-se o resultado. Para tanto, se ca3(k, d) — 2564
310d+2. g% (1), entdo de (3.42)

} gk = 1) <Y coa(k, d)(Rip1)* " - (Re)(trsn)™

o R
P{3iell,..., +l
Z ( ’ { [2Rk + Dy + 25y Pt

k=1

< i%(k,d) (22 w2k +1)7] [t’;—:‘]

k=1

= 1
= ;Cg:;(k,d)sz < 00

O

Corolario 7 Nas condigdes do lema 21, para quaisquer dois pares de pontos (C,': 1 e (C{H, ")
contidos em B(ay, Riy1) tais que pelo menos um dos pontos de cada par € do tipo k+1, tem-se que
a distdncia entre dois ponios ((*,(?) nio pertencentes ao mesmo par € maior que 2R; + Dy, isto é:

I¢—ail -7 —al| > 2-Re+ Dy emque (') € {¢F0, ¢} x {0, 7"}

Teorema 9 Sejam Xo um processo pontual de Poisson de taza A, P a particio de seus pontos
segundo a definigdo (2) e (tx)xen+ uma sequéncia real tal que t; = oo, t3 = 1 e para todo k > 2 t—"t—'fl =
[2% - 225 . In?((k + 1)%)] ~1. Nestas condigées o algoritmo B gera uma tinica drvore invariante por
qualquer isometria de um inico caminho infinito autoevitante e cujos vértices sido todos os pontos
de XO.

Demonstracéo: Seja k > max {ny,...,ns}. Do corolirio 7 e (3.26) tem-se que em B(a1, Rk+1)
h4 o par de pontos (£}, ,,£'") em que pelo menos um dos pontos deste par é do tipo k + 1 e cuja
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dist&ncia ao par (ax,bx) é menor que a distancia entre quaisquer dois outros pares de pontos em
que pelo menos um ¢ do tipo k + 1 a (ag, bx).

Se (€}, 1,€"") contiver apenas um ponto do tipo k+1, isto &, § 1" for de um tipo maior que k+1,
entao §,lc'+1 sers o ancestral de a; e bi e o teorema estd demonstrado.

Suponhamos agora que (£}, ,,€"") sdo do tipo k + 1 e que nunca coalescam, isto &, existe uma
sequéncia (EJI-',E}") de pares de pontos do tipo j > k+ 2 tais que 1511-' - EJI-"| <t;sdoos (j—(k+1))-
ésimos ancestrais de (E,t;l, & 1"). Mas isto ¢ um absurdo, desde que a probabilidade de que cada um
destes pares de pontos do tipo j — 1 tenha um ancestral comum do tipo j ¢ uniformemente limitada
por baixo em (})¢, e portanto a probabilidade de que (€F,1,€"") ndo coalesgam & zero.

O
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Apéndice A

Arvore Poissoniana em Conjuntos de Medida Finita.

Seja o algoritmo de construgdo do grafo descrito na secgdo 1.1, e a sequéncia de processos (X )k>1
definidos em um conjunto de medida finita M(A). Nesta secgdo ser4 demonstrado o teorema 10,
que estabelece a existéncia de uma APUFIP, quase certamente. Além disso, serdo apresentados dois
lemas nos quais em um deles existe uma APUFIP quase certamente e no outro h4 uma probabilidade
positiva de nio termos tal grafo, em fungdo da sequéncia de taxas consideradas em cada um dos

lemas.

Teorema 10 Se liminfA\x = ¢ € R, entdo quase certamente o algoritmo A constrdi um grafo
conezo, sem ciclos e de um tnico fim cujos vértices sdo todos os pontos de uma sequéncia infinita
(Xk)k>1 de processos pontuais de Poisson independentes definidos em um conjunto de medida finita
M(A).

Demonstracio: A existéncia de um tnico ponto em X, garante a coalescéncia entre quaisquer
dois pontos da geragdo anterior, ndo importando portanto quio grande seja a distancia entre eles.
Se D; = |b; — a;] ¢ a distancia entre dois pontos escolhidos arbitrariamente em X, Nx,(A) ¢ o
ntimero de pontos de X em A e Cy := {ax(w) = bx(w)|Dx—1}, entdo para todo k > 2 e D3 > 0,
tem-se que:

{w: Nx, (w) =1} C {w : ag(w) = bg(w)|Dx-1} VDi_1, donde segue que,

Al
P(Dy # 0) < P(Nx, () # 1) < 1 — exp (—AeM(A)) Ak M(A) i)

De (A.1) segue-se que
P(Vk ax # bi) < [] 11 - exp (-2M(A)) MeM(A)] (A2)

=2

o0
Seja ax = 1 — exp (~AgM(A)) AxM(A). Como os a} s € (0,1), entdo H (1 — a;) independente
k=2
da ordem dos a;s.

45
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Para todo k > 2, Inax < 0, o que implica que podemos alterar a ordem dos termos da série
o0

3" Inaj. Temos portanto que o mesmo vale para H ay, pois:
k=2

H a = H exp (Inay) = exp (Zlnak)
k=2 k=2

k=2

Sejam J:={j € N:Aj € (c—-d,c+9)} e L:= {j € J°}. Ent3o:

ﬁak = exp (ilnak) = exp Zlnaj exp (Z lnal)
k=2

k=2 j€J leJe

Do fato de liminf A\; = ¢, tem-se que a; < M = M(c+ d) < 1 para todo j € J e que |J| = oo.
Disso segue-se imediatamente que:

P(Vk ax # bx|D1 #£0) < H (ax) = exp (Zlnak) = exp Zlnaj exp (Z lnal) =

k=2 k=2 jed leJe

Ha_,-Haz < H [(I)JM] Hal =0

jeJ IeL jeJ leL

O

Observacao 19 O resultado estabelecido no teorema (0 poderia ser obtido considerando-se dois
pontos arbitrérios de X,,, (am, e by), mostrando a coalescéncia de maneira quase certa deles a partir
da desigualdade (A.2), neste caso o produtério infinito ainda teria valor zero, apenas o seu limite
inferior seria m+1 em lugar de 2. Para mostrar a ezisténcia da Arvore Poissoniana com um tinico
caminho infinito auto evitante é suficiente mostrar a coalescéncia entre dois pontos quaisquer a,,
e b de Xy, pois a coalescéncia destes implicard a coalescéncia de todos os seus sucessores nao

coalescidos até a "geragdo m”".

Lema 22 Se A\ > k%’i e Dy =1 >0, entdo com uma probebilidade positiva () o algoritmo A gera
um grafo ndo conectado e sem ciclos cujos vértices sao lodos os pontos de uma sequéncia infinita
(X&)k>1 de processos pontuais de Poisson independentes definidos em um conjunto de medida finita
M(A).

Demonstraciao: Se em X houver pelo menos um ponto em cada um dos semi intervalos a
direita de a; e & esquerda de b; de comprimento %, podemos garantir que ndo havera coalescéncia
entre os ancestrais de a; e b; em X;. Assim teremos uma cota inferior para probabilidade de nao
coalescéncia em X em funcdo da distancia entre os pontos a; e b em X;.
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2
P(Dy > %|D1 =1)> {1 — exp (——Azé)]

P(D; > £|D2 > %) 2 {1 — exp (—Aaé)r _ [1 — exp (—A32i3)]2

Segue-se de forma ansloga que para todo k > 3,

l l 1\1?
P(Dy > 2k—_1|Dk—l 2 52) 2 [1 —exp (-/\k’2—,;)] (A.3)

De (A.3) tem-se que:
P(Vk > 2 ax # b)) > [ {1 — exp (—A,,z—k)] (A.4)
k=2

Pelo fato de

o0

[I(-exp(-k))=7>0

k=2
Segue-se entdo que

k
se A > k.2T, entio P(Vk > 2 ai # by) > .

O

Observagao 20 O resultado apresentado no lema 22 dd uma cota inferior (~y) para a probabilidade
de nao coalescéncia entre os ancestrais de a1 e by para uma sequéncia de tazas A = kg;i em que
k > 2 e Dy =1, continuard vdlido se para qualquer ny € N tivermos )\2 > = kg;i para todo
k > ng.

Lema 23 Se A\, = %, entdo quase certamente o algoritmo A constrdi um grafo conexo, sem
ciclos e de um tnico fim cujos vértices sdo todos o3 pontos de uma sequéncia infinita (Xg)r>1 de
processos pontuais de Poisson independentes definidos em um conjunto de medide finita M(A).

Demonstracdo: A condigio suficiente para a coalescéncia entre ag4y € bxy1, qualquer que seja
Dy = |bx — ax|, € que Nx, , = 1; isto &, se houver exatamente um ponto em X1, entdo havers a
coalescéncia entre a; e by qualquer que seja a distancia entre eles.

Para todo k > 2 tem-se que

P(ax = bg|Dr—1) > MeM(A) exp (-AeM(A)) =
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P(Vk ai # be) < [ (1 - AeM(A) exp (-AxM(A))) (A.5)
k=2

A partir da série:

o ]

fi1-5)-

k=2

Tem-se que uma condigao suficiente para que haja a coalescéncia entre a, e by, é dada por

ArM(A) exp (— A M(A)) > %

Se AeM(A) > 1, entdo A M(A) exp (—MeM(A)) > exp (—MM(A)).

Fazendo exp (—A\s M(A)) = 715 obtemos A\ = Hln(% e o resultado segue.
O

Observagao 21 Note que para podermos assegurar que o algoritmo A gere um grafo conezo, sem

ciclos e de tnico fim, é necessdrio apenas que ezista ng tal que para todo n > ng, A\ = % ou

para qualquer outra sequéncia de tazas (A} )x>1 tais que para algum ng A}, < A\ para todo k > no.



Apéndice B

B.1 Cota Inferior para a Probabilidade Condicional de Coalescéncia.

P(Dis1 = 0|D) = P(as1 = by Dy) > el Mes1DuuaM)y
d-1

D, (d ; l)d (_Dkval(l):l")J M1 N d 3 e yd-1"I gy
i=1 J (Me+1Dx%va(1))
Da observagdo 3 segue-se que
P(Dj41 = 0|Dg, Rox+t = r) > e(—M+1vaV)[(r+Dx)?~r]) (B.1)

A partir do condicionamento dado em (1.6), (B.1) e lema 3, obtem-se

(o o]
P(ak+1 = bit1|Dik) 2 / e(wara e D )y (1) drd—tel~AeravaDr) gr
0

Seja v = vg(1)r? and dv = drd-1vy(1)dr, isto implica que

],

P(ak+1 = bry1|Dx) 2 Aegr v
0

Considere a seguinte mudanca de varidveis:

b W el
Se ud =va+ ((Dk)dvd(l)) entdo dv= (;) d du

A partir disto, tem-se que,

49
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P(axs1 = bxya|Dy) > e~ Me+1(De)va(1)) 4

BT [t (22280

j=1

Fazendo uma mudanca final de varidveis,

1 (l - 1)
w=(u)d then dw=~ (u) du

Plagsr = bk Dx) > e~ Me+1(Dr)?va(1)) +

¢t d-—1 1\} [* d .
( . )d(—Dkvd(l)I) / y Mere et 1migy (B.2)
=1 J ((Dx)?va(1))
Seja a seguinte integral:
Vo_wd, d-1-j d 1 (-2?) (y\1-3-%,,d-1-i
If Fly)= | e w*  7dw then @F(Ady)ze V() TaTayt (B.3)
0

A integral em (B.2) com a notagio dada em (B.3), pode ser expressa como

Akl / ) (T Mr1w?) yd-1-igy, —
((Dx)va(1))
[EYPRLIP W / (=319 (3, 1 H- -1 gy —
Dk)d"d(l))
()‘k+1)3 /\k+1)ﬁ —-‘F((/\k+1)3’w)

((Dk)“vd(l))‘} dw
e Onen) [F(oo) = PO (D) )] =

('\k+1)3(/\k+1)"11 e(—"’d)wd‘l‘jdw =
O3 ((Dr)va() 4

(Ak_'_l)‘/oo e(—(Ak-{—l)w )wd—l—jdw =
((De)2va(1))

00

Cer)¥Owin)d [ , It (B4)
Oes1) 3 ((Di)dua(D))

Substituindo (B.4) em (B.2) o resultado segue.
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B.2 Limite Inferior para a Probabilidade Condicional de Coalescéncia.

Jm Pldeyy =0ldx € [0, £4]) 2 exp(—a(L4)va(1)) = e(a, B,d) > 0

Demonstragdo: Seja [} ; o valor assumido por Dy quando di = Ly, ou seja,

. L
fa=—% (B.5)
(a)d
do lema 5 e pelo fato de Dy = 0 ¢ dy, = 0, item (5), segue-se que
P(di+1 = 0ldx € [0, Lg]) 2 P(di41 = Oldx = La) = P(D41 = 0]Dx = I; g) (B.6)

O limite inferior para a probabilidade de coalescéncia dado no lema 4 com Dy = I ; e da
equagao (B.6), segue-se que:

JHm P(diy1 =0ldi € [0,£4]) > lim P(dy1 = 0Dk =1 g) 2
~—++4-00 k—+oo ?

d—-1

lim 3 (d E l)d (—l,: d“d(l)i)j PV SYIL L exp(—w)w? 1" dw+
k—+-00 j=1 J v (Ah-}-l(l;’d)dvd(l))é
Jm exp(~Me41(0f 2)*va(1)) = exp(—a(La) va(1))+
&2 d—1 1\J 1 3 e
lim ( 5 )d =l qva(1)d ) Aks19Ap41 exp(—wHwt 1 idw (B.7)
k—»+oo.; J ( ” ) (Ak+1(l;'d)dvd(1))§

Para concluir a prova do lema 6, mostraremos agora que o limite dado em (B.7) vale zero.
Observe inicialmente que para u = w?, tem-se

L a1 1\J 1 T ha
Z( j )d(—li.dvd(l)a) ’\k+131\k+1i’/( p(—wh)wi 1 Fdw =

i €ex
Aes1(f 1) %va(1))

. d-1 d—1 . d 5 0 ”
(Mk41)? ( . ) (=1) { M1 (L g)" va(1) / e Uu"1du =
;'y:; J ( ( ' ) ) Ax42(f, g)4va(l)
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d—-1

Jj=1

(d ; l)d (_l;'dvd(l)%)j Mep14 e d /(oo

pa i
(Akﬂ)ilg ("7 1) 07 (en G wa)* [

-1

a\m(t;,,,)"va(l))ﬁ
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exp(—wh)w? ' Idw| <

00 .
e_“u‘fidul <
k+1(0 g)4va(1)

Oer)? Y (d; 1) ((Aw (l;:,d)"vd(l))%)j /0 ” ety ddu) =

1

.

d—

—

(Aet1)d (d; 1) (()‘k+l (li,d)dvd(l)) i)j r (1 - (J—i) <

j=1

d—-1

(Aer1)d > (d; 1) ((Akﬂ (l;::,d)dvd(l)) %)J <

i=1

(Aks1)d § (d; 1) ((/\k+1 (l;,d)dvd(l))

j=0

Ok (14 O30 D (ea(1))

Y-
d—1
) =

1 1 1\ d-1
~OeeD)? (14 Qe G D)) <

d-1

d—1 . 1\7J 1 é 0
( i )d(—lk,dvd(l)“) Akt14Ak41 /(,\

=1 10} 2) va(l

.

exp(—w?)w? 1 idw <

DK

1 1 1y d—1
en)? (14 ar) 3l 0) a(1)?)

Acontece que
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Jim [Owr)? (14 Oeen G a)E) ] =
Jim e} lim (14 Qe 0L =

d-1
Jim (ei1)? (1+0dLa@a(D)E) =0

Pelo teorema do confronto, concluimos a prova de que o limite dado em (B.7) vale zero, e por

conseguinte o lema 6.
O
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Apéndice C

Tempo de Retorno para uma Regiao de Comprimento Fixo

em um Processo com Deriva “77”.

Seja (92, F,P) um espago de probabilidade e {Fn,n > 0} uma familia crescente de o-élgebras Fo C
Fic...cF,c...cF. Seja {S;,i > 0} uma sequéncia real de varisveis aleatorias ndo-negativas,
tais que S; é F; mensuravel, Vi > 0. Ademais, Considere Sp constante. Denote por T o F,-tempo de
parada que representa o instante da primeira visita a [0,C), i.e. 7(w) :=inf{n >1: Sp(w) < C}.
Introduza a sequéncia .S-',. = Spar, €M que 1 A 7 é 0 minimo entre n and 7.

Teorema 11 Assuma que Sop > C e, para algum € > 0 e todo n > 0,
E(8n+1|Fn) < S, — 1 {r > n}a.s. (C1)
Entao:
E(r) < % < oo

A prova deste teorema ¢é dada em [3], p. 17.
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