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CAPITULO 1

INTRODUGCAO

No modelo linear geral

y = Xb + e (1.1)
os efeitos dos fatores, isto &, os elementos de 9 podem ser tra
tados quantitativa ou quallitativamente. No primeiro caso,quando
os elementos de X podem assumir qualquer valor real,dizemos que
temos modelfo de analise de negrnessao Cinearn. No segundo caso ,
quando cada elemento de X assume o valor zeno ou o valor wum, o
modelo & chamado modelo de analise de varianci{a. Quando alguns
efeitos dos fatores sao tratados gquantitativamente e outros qua
litativamente, o modelo & chamado modelo de analise de cauaniﬁﬂ
cia (Scheffé [1976]).

Neste trabalho usaremos modelos de analise de varian-—

cia com os efeitos dos fatores explicitados (ex.: Yig © uh”feij,
resultando em modelos de posto incompleto. Alguns -autores prefe
rem trabalhar com modelos reparametrizados (ex.: Yis 7 ui+eij),

obtendo, assim, posto completo.

Desde que Fisher desenvolveu a técnica de Analise de
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Variancia, na década de 20, o processo ganhou grande popularida
de na comunidade cientifica e os procedimentos baseados na tabe
la da "amova" foram muito utilizados. Entretanto, quase sempre o
interesse era inferir sobre o valor dos paramentros, e relativa
mente pouca atengao era dedicada a uma outra classe de proble-

mas: a inferéncia sobre componentes de variancia.

Um perfil dessas duas classes de problemas & visto no
capitulo 2 desse trabalho, juntamente com as suposigoes necessa
rias em cada caso. A importancia dessas suposigoes e as condi-
goes em que podem ser dispensadas foram analisadas por Eisenhart
[1947], que introduziu a linguagem: modelo I, modelo IT, mode-
lo III.

Apesar da grande quantidade de trabalhos hoje existen
tes em analise de variancia, e do grande refinamento matematico
alcangcado, reina certa discordancia quanto a analise estatisti-

ca adequada ao experimento, quando os dados sao nao balanceados,

ou seja, gquando o numero de observagoes nao & o mesmo em todas

as caselas.

No caso de balanceamento ha um consenso geral sobre a
‘amova" adequada, sobre quais hipoteses estdo sendo testadas, so-
bre as propriedades de cada método (momentos, minimos quadra-
dos, etc.) e assim por diante. No caso de nao-balanceamento ha
dificuldades iniciais relacionadas a distribuigao de certas for
mas quadraticas, e também dificuldades provenientes do proprio
fato do numero desigual de observagoes por casela, que ocasiona
uma complexidade algébrica, por vezes proibitiva. Além disso,ha
na literatura muita confusao com respeito aos métodos adequados
a cada caso. Um exemplo dessa situagao, para o particular caso
de dois fatores com interacao e modelo fixo, esta em Speed

Hocking e Hackney [1978] .

’

Em particular, no caso de modelos de componentes de
variancia = modelos aleatérios - o nao balanceamento restringe,

¢ mesmo impede, o uso de certos métodos de estimacao (maxima ve



rossimilhanca,6 por exemplo) .

B nesse contexto que se situa o tema deste trabalho :
os métodos de Henderson para a estimagao dos componentes de va-
ridncia. Estes métodos tém sido muito utilizados desde sua pu-
blicagdo em 1953, e apesar de certas deficiéncias, talvez sejam
ainda a melhor opgdo em termos de estimagao pontual de componen

tes de variancia com dados nao balanceados.
0 plano deste trabalho & o seguinte:

- no capitulo 2 sao apresentados alguns conceitos fundamen-
tais em analise de varidncia, definidos modelos fixos e aleato-
rios, estabelecidas as suposigoes dos modelos, definida a nota-

cao R ), e discutida a situagao de balanceamento e nao balan
ceamento.

- no capitulo 3 & analisada a estimagao dos componentes de
variancia, sendo dada uma descrigao dos métodos existentes tan-
to no caso balanceado como no nao balanceado e sao discutidas as

propriedades desejaveis dos estimadores.

0 capitulo 4 analisa em detalhe os métodos 1, 2 e 3
de Henderson para estimagao dos componentes de variancia no ca-

so nao-balanceado. Aplicagoes e exemplos acompanham a exposigao.



CAPITULO 2

A ANALISE DE VARIANCIA

O objetivo desse capitulo é definir o modelo que usa-
remos, suas suposigoes e principalmente a diferenca entre mode-
lo fixo (I) e modelo com componentes de variadncia (II e III). A
questao de balanceamento e nao balanceamento das dados & também
introduzida, e um importante teorema sobre a esperanga de for-

mas quadraticas é aplicado a cada um dos trés modelos (I,1I e III).

2.1 - O MODELO E AS SUPOSICOES
O modelo com o qual trabalharemos &

onde y & o vetor N x 1 de observagées, b & o vetor p x 1 de pa-
rametros, X & uma matriz N x p de posto incompleto, formada por
ze2ros e uns, chamada matriz de planejamento, e e um vetor N x 1

de erros (aleatorios).

Sad® suposigoes do modelo:

a) E (e) =0
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’1

o, Iy » ou seja, cada elemento

b) wvar (e) = E(gg') =

. S— 2 LA
de e tem variancia 0, © covariancia nula com qualquer outro e-

lemento.
Assim e v (0 02 T)
S ~' Y& N
Essas suposigOes permitem estimarmos algumas fungoes
dos parametros, que s3o os elementos de b. Uma fungao linear
g'b @ definida como estimavel se, e somente se, g'b = t'E(y) ,

para algum vetor t.Basicamente, a implicacao dessa definigao &
que a fungao estimavel & uma fungao linear dos parametros para

a qual pode ser encontrado um estimador nao viesado.

Além disso, outra suposicao que em geral é colocada no

modelo, ée:

c) Os erros tem distribuig¢ao normal, isto é:

Com essas 3 suposigoes todos os procedimentos da ana-
lise de variancia para estimacao, testes e intervalos de confian
ca relacionados com os parametros podem ser aplicados. Essas su-
posicoes foram explicitamente formalizadas em Eisenhart !1947]
que analiza detalhadamente possiveis situa¢oes em que alguma ou
algumas das suposigoes nao sao validas, e também as suposigoes no
caso em que o interesse nao esta nos elementos de b, mas sim nos

componentes de variancia.

Antes de estabelecer as equagoes normais, vejamos a
explicitagao do modelo da equagao (2.1), através de um exemplo,
de modele de um fator (a) com 3 niveis e 2 ou 3 observagoes em

cada nivel, onde



yll = H + (ll

Yip = KT oy

Yop T M F Oy
Yoo T M T Oy
Y33 - M

Y3 — M

Y33 ~ ¥

sao as equagOes obtidas aplicando-se o

niveis de a

11
12

21

22

31

32

33

modelo aos dados:

%1 “2 “3

Y11 Y21 Y31

observagoes y12 y22 y32
Yq3

¥ia | (1 1 o o e
¥ 5 1 1 0 o J e
Yoy 1 0 1 o0 oy e
Yool |1 0 1 0 o, e
y31 L 1 0 0 1 _a3 e
Fow 1 0 0 1 e
Y35 |1 0 0o 1 e
2.2 - AS EQUAQGES NORMAIS E AS SOMAS DE QUADRADOS

11
12
21
22
31
32

33

As equagoes normais do modelo obtidas pelo método de

minimos quadrados, Searle [1971]

’

sao:
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X' X

- x'y (2.2]

e no caso de modelo de posto incompleto a solugao b nao & uni-

ca, sendo entao representada por 90. Dessa forma, escrevemos
X' xR’ = X'y (2.3)
e a solugao é
b° =6 X'y , (2.4)
onde G & uma inversa generalizada de X'X.
0 valor estimado de N correspondente ao observado é
y =XGX'y (2.5)
A soma de Quadrados Residual é

SQE

I
(S

y - y' XGX'y
A Soma de Quadrados Total é

SQT = y'y =% y2 (2.7)

A Soma de Quadrados devido a ajustar o modelo é

SQR = bOX' y = y° X G X'y (2.8)

A Soma de Quadrados devido a ajustar a média &

SOM = N §2 (2.9)



As Somas de Quadrados corrigidas pela média sao

Il

SQRM SQR - SOM (2,10)

sSQT SQT - SOM (2.11)

M

2.3 0OS MODELOS I 1II e III.NA ANALISE DE VARIANCIA

2.3.1 - Modelo de Fatores Fixos ou Modelo I

Dizemos que um fator & fixo se os niveis, desse fator,
que estao sendo considerados no experimento, sao exatamente a-
queles de interesse. Por exemplo, se o fator e fertilizante €
estamos interessados especificamente em comparar nitrogénio, jele]
tédssio e foésforo quanto 3 produtividade de certo cereal, entdo
esse fator € fixo. O modelo aqui pode ser escrito explicitamen-

te como:

g = + A, + @, .,

ylj H i ij !
onde Yy € a j-ésima observagao do i-&simo nivel (tratamento)do
fator A, p a média, A; © efeito do i-ésimo tratamento e eij o
erro associado a Yij' As suposigoes desse modelo sao as enumera

das em 2.1.

Nosso interesse no caso de modelo fixo esta na compa-
ragao dos efeitos dos fatores e no estudo das relagoes entre e-

les.

2.3.2 - Modelo de Fatores Aleatorios ou Modelo II

Um fator & chamado aleatdrio quando os niveis desse
fator que estao sendo considerados representam uma amostra alea

toria de todos os possiveis niveis. O interesse nio & nos efej-
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tos dos fatores, mas sim na sua variabilidade. Por exemplo, num
experimento sobre a produtividade de certa maquina , escolhemos
5 operarios e observamos a produgcao diaria de cada um. Cada ope
rario representa um nivel do fator e nao estamos interessados
em comparar ou verificar relagoes entre os efeitos desses parti
culares niveis. Iremos apenas verificar como o fator operario

contribui para a variancia total da produgao.
O modelo pode ser escrito como:

: L= + o, + . 5
yi] H @3 elj

onde Y5 € a produgao do i-ésimo operario no j-ésimo dia, u e a
média, a, o efeito do i-ésimo operario sobre a produgao (i-ési
mo nivel do fator a) e eij O erro associado a yij'

As suposigoes do modelo sao:
2
eij v~ (0, oe)

o ~o (0, 02)
o

E(aiaj) =0, para i #j

e
E (o ei,j.)= 0 v i, iv, 3°
Com isso
( oi to, , i=1', 3 =73
COVIY. . y¥iray) =4 0° , o i=4i', A
i i'j a
0 P

2 %
Assim, 9 representa o componente de variancia devi-

do ao fator operario.
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2.3.3 - Modelo Misto ou Modelo IIT

0 modelo & chamado misto quando alguns dos fatores
sao fixos e outros aleatdrios. No caso de dados ndo balanceados
a estimagcao dos componentes de variancia pelo método tradicio-
nal da "ANOVA" (3.1.1) nao é satisfatoria pois produz estimadores vie-

sados, como veremos adiante.

2.4 - REDUCOES NAS SOMAS DE QUADRADOS - A NOTACAO R( )

As somas de quadrados devido a ajustar um ou mais fa-
tores sao redugGes na soma total de quadrados (SQT), e fornecem
uma medida da adequagao do modelo que estd sendo usado.Encaran-—
do cada soma de quadrados como uma redugao na SQT, podemos tra-
balhar com as diversas reducdes, cuja notagao @ R( ), indicando
entre os parénteses os pardmetros do modelo que estd sendo ajus
tado. Assim, por exemplo no modelo yij = n + a, + eij a redugao
correspondente a ajustar o modelo & R(u,a) e no modelo

yin =y + o, +- e R(u,a,B). A redugao devido a meédia,

SOM & R(ju), que

.+ oe,
. A

J jK

B
é correspondente a ajustar o modelo Yy, = -+ e, .

A equagao (2.10) pode ser escrita como:

SQRM = SOR - SOM = R(p,a) - R(u).

Sob o ponto de vista de redugdes, SQRM pode ser considerada co-
mo a redugao devido a ajustar um modelo contendo p e « apos ter
sido ajustado um modelo contendo @, e assim uma notagao adequa-
da @: R(a/u), ou seja:

R{a/u) = R(p,a) - R(p)

Analogamente, R(B/p,a) = R(p,a,B) - R(p,a).

No caso de fator hierdrquico a notacdo & R(j,n,B:0)
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indicando que B & hierarguico dentro de a.

Ainda, no modelo y = X;b, + X,b, + e a reducao devi-
do a ajusta-lo e R(?l’?2)7 a redugao devido a ajustar o sub-mo-
delo y = §l§l + e e R(El), e R(gz/g ) e a redugao devido a
ajustar o modelo contendo b, e 92 apos ter ajustado o modelo con

tendo él' ou seja

R(b,/b;) = R(b ,by) = R(b;).

Essa notagao tem a vantagem de ser sucinta, indicando
claramente qual modelo estda sendo ajustado, e & particularmente
Util em andlise dos componentes de variancia no caso de dados
nao balanceados e modelo misto, onde precisamos ajustar mode-
los e sub-modelos para obter estimadores (capitulo 4). Cumpre
salientar que ha 2 diferentes maneiras de calcular os termos
R( ), uma no caso nosso de modelos de posto incompleto e outra
no caso de modelo reparametrizado para modelo de posto completo,
como em Harvey fl968], Overall e Klett [1972] e Carlson e Timm
[1974].

A diferenga entre os dois enfoques é apresentada em
Speed e Hocking [1976], onde ha também uma colocagao das limita
¢oes do uso da notacao R( ), ou seja, que ela nio deixa claro
gual hipotese estd sendo testada, e que nao pode ser usada para
testar uma hipotese linear geral. Entretanto, no caso de estima
cao de componentes de variancia ndo ha problemas em usar esta

notacao, e ela, sera bastante Util no método 3 de Henderson.

2.5 DADOS BALANCEADOS E DADOS NAO BALANCEADOS
Quando o experimento com que estamos lidando & plane-
jado e realizado com dados balanceados, a analise do experimen-

to & grandemente simplificada, sob varios aspectos.

No caso de estimagao dos componentes de variancia (o
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delos II e III), temos uma unica "anova", e os estimadorees ob-
tidos pelo método de andlise de variancia (que consistem em so-
lugbes de um conjunto de equagGes obtidas igualando-se cada qua
drado médio a sua esperancga) sao bem definidos e possuem as pro
priedades desejaveis dos estimadores (capitulo 3). Isso nao a-
contece no caso de dados nao balanceados, quando entao, o con-
junto de equacoes nao & unico (por exemplo, no modelo 2 fatores
temos 2 "anovas" uma correspondendo a ajustar o antes de B e ou
tra, B antes de a). Além disso, o método da analise de varian-
cia no modelo III produz estimadores viesados pelos efeitos fi-

XOS.

No caso de testes de hipoteses para os componentes de
variancia, a situacao nao & simples, pois mesmo no caso balancea
do, nem sempre ha testes exatos. Assim, nos modelos de um fator,

ou de dois fatores cruzados ha testes exatos, e nos de 3 ou ma-

is fatores nao ha testes para alguns dos efeitos ( principais ,
no modelo 3 fatores), mas existe uma aproximagao, ( Scheffe
|1959] ) baseada em combinagdo linear de quadrados médios, de-
senvolvida primeiramente por Satterthwaite [1946| , e que se tor
nou comum na literatura (Anderson |1960|, Eisen |1966]| ; uma
discussao dos critérios para seu uso esta em Gaylor e Hoper

[1969] ). No caso ndao balanceado, simplesmente nao ha testes oti
mos, nem mesmo no modelo de 1 fator: "A SQ (ponderada) entre os
niveis do fator nao tem distribuigao proporcional a X2, quais-
guer que sejam os pesos usados". (Scheffé |[1959] ). 0 problema

& que a teoria da distribuigao se torna muito complicada.

Nos . modelos hierarquicos nao ha problemas. Nos
nao balanceados com 2 fatores, idem, mas para 3 ou mais fatores
nao ha testes exatos para todos os fatores. Para os modelos 3
fatores Tietjen [1974], faz uma analise, concluindo que o tes-
te convencional F & uma aproximagdo razoavel, embora os quadra-
dos médios da analise de variancia nao sejam variaveis com dis-

tribuicao X2 e independentes.

Estimativas das perturbagoes no nivel de significancia
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devidas a essa aproximagao, sao apresentadas por Cummings e
Gaylor [1974| , mostrando que o nivel de significancia & pouco
afetado para uma grande variedade de razoes entre componentes de
varidncia em situagoes de acentuado nao balanceamento. Notemos
que para construgao de intervalos de confianga a dificuldade e
a mesma, ja que testes de hipdteses e I.C. estao estreitamente

relacionados.

No caso do modelo I, observemos que a situagao também

se complica quando os dados nao sao balanceados.

Existe na literatura, um grande numero de métodos de
analise, sugerindo diversas hipoteses a serem testadas, com as
correspondentes somas de quadrados. Uma visao desses métodos com
correspondentes programas de computagao para modelos de dois fa
tores estd em Speed, Hocking e Hackney [1978| , e uma abordagem
diferente, também para modelo 2 fatores, classificando os meto-
dos em dois grupos, meétodo de soma de quadrados aditivas e meto

do de minimos quadrados,estd em Gosslee e Lucas [1965]

2.6 A ESPERANCA DE FORMAS QUADRATICAS - ALGUNS TOPICOS

Apresentamos aqui o resultado de um teorema, que nos
permite obter a esperanga de formas quadraticas, acompanhado da

correspondente aplicagac a cada um dos trés modelos.

Teorema - Quando y ~ (p,V) ,

E(y' Qy) = tr(Q V) + p' Qp . (2.12)

A aplicagac do teorema a cada um dos 3 modelos,fixo, aleatorio

ou misto, ée:
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a) Modelo Fixo

Aqui b & um vetor de efeitos fixos com E(X) = Xb e
R Y

E(y' Qy) = b'X'0 X b + o2 tr(Q) . (2.13)

Em particular, quando Q = I, + temos

E(y'y) =b'X'Xb +NOZ (2.14)
e quando Q = §(§‘§)—§' , entao

E(y'Q y) = E[R(b)| = b'X'Xb + oi tr|)~((>~('>~()_}~<']

= b'X'Xb + o r(X) (2.15)

b) Modelo Misto

Aqui b, que contém os efeitos dos fatores fixos e dos

fatores aleatoérios pode ser particionado como b'=[bi bA bé".b%l
w Al el K

onde 91 representa os fatores fixos, incluindo i, bi & o vetor

dos efeitos do fator aleatorio i, (i = A,...,K), e desse modo o

modelo (2.1) pode ser escrito como

k
y = §191 + iiA gi?i + (2.16)
onde E(X) = §1 91 (2.17)
k 2
e var(x) =V = iiA éi Var(pi) §i + o IN (2.18)

De acordo com as suposigoes do modelo, os efeitos sao
nao correlacichnados, e

var(b,) = 0? I
<i i
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Assim, V = I X, X! 0o, + o0 I
~ - ~i ~i i e ~N
i=A
Portanto
E(y' ) = (X, b,)' QX b, + E 02 tr(Q X.X') + 02 tr (Q)
y' oy =) 045 Pl = - s Lt

c) Modelo Aleatdorio

No nodelo aleatdrio bl corresponde ao escalar

ao vetor 1, logo,

2 K 2 2
E(z Q X) =y y Q1L + iEA oy tr(g )~<i>~(i) + O tr((g)
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(2.19)

(2.20)

e §l

(2.21)

Nos capitulos subseqlientes, referir-nos-emos com fre-

qliéncia a esses resultados, pois a estimagao dos componentes de

variancia serad baseada nas esperangas dos quadrados médios, que

sao formas quadraticas.
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CAPITULO 3

A ESTIMAQKO PONTUAL DOS COMPONENTES DE VARIANCIA

Este capitulo & basicamente dividido em duas partes :
caso balanceado e caso nao balanceado. Em cada um dos casos sao
apresentados os métodos existentes, com suas vantagens,desvanta

gens e os problemas na aplicabilidade.

Além disso, sao discutidas as propriedades desejaveis

dos estimadores, e as limitagoes existentes na estimagao.

3.1 -~ DADOS BALANCEADOS
3.1.1 - © Método da Analise de Variancia

Quando ha balanceamento, a estimagéo dos componentes de
varidncia & feita usualmente, pelo método da "Anova" que consis
te em obter um sistema de equagoes lineares, igualando-se cada
quadradc médio a seu valor esperado, e as solucGes desse siste-

ma sac og estimadores dos componentes de variancia.

Para a obtengao dos quadrados médios (QM), que sao so
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mas de guadrados (SQ) divididos pelos graus de liberdade, usa-

-se a mesma "anova" do modelo I (portanto, esses quadrados médios
sao baseados nos métodos de minimos quadrados) e para a obten-
gao das E(QM) pode-se usar o teorema de 2.6 (pois os OM sao for
mas quadraticas nas observagﬁes), ou calcular diretamente a es-
peranga substituindo-se nas formulas dos OM as varias médias das
observacgoes (§...,§i...,§i. , etc) escritas em fungao do modelo

considerado (Searle [1971]).

Além disso as E(QM) podem ser também obtidas pelas
“"regras" apropriadas que sao fornecidas nos livros de planejamen
to de experimentos, como por exemplo, Searle |[1971],Scheffé [1959
ou John [1971] .

Como ilustragao do método vejamos a estimagdo no mode

lo aleatério de 1 fator com a niveis e n observagbes por case-

la, onde
yij = u + ay + eij (3.1)
e
E(QMA) = n 02 + oé
“ 5 (3.2)
E(QME) = Og

e o conjunto de equacgoes &

.2 - 2 22
QME = 6o e OMA = n G, *+ 06, (3.3)
- dando as solugoes
GZ = QME e
(3.4)
85 = (QMA - QME)/n

Nos modelos de 2 ou mais fatores, seja o modelo misto
ou aleatdrio, o procedimento & andlogo e o método produz estima
dores nao-viesados e de varifncia minima.
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3.1.2 - Vantagens e Desvantagens do Método da Analise de Va-

riancia

0 método &, em termos computacionais, relativamente

simples e produz estimadores nao-viesados:

Seja m o vetor dos QM tais que E(m) nao envolva efei
: L2 . L
tos fixos e seja 0 o vetor de componentes de variancia a ser

estimado, com E(m) = P 02, sendo P nao-singular. Entao as equa

= . ~ 2
goes a serem resolvidas sao: m = P 0

, com solugao:

% -1 (3.5)

Q0
I
Lo
=]

E—l P 02 = gz . (3.6)

Il

logo E(§2) =P E (m)

Além disso os estimadores de (3.5) sdo os que tem me-
nor variancia dentre todos os estimadores nao viesados que sao
formas quadraticas nas observagdes. (Graybill e Hultquist [1961])
Ou seja, os estimadores da "Anova" sao estimadores "BQUE" ( best
quadratic unbiased est. - melhor estimador quadratico nao-viesa
do), que & o andlogo @ "b.l.u.e." (do modelo I) para os componen
tes de variancia. E, ainda, de acordo com Graybill [1954| e
Graybill e Wortham [1956], sob suposicoes de normalidade, os es
timadores de (3.5) tem menor variancia dentre todos os estimado

res nao-viesados, sejam ou nao formas quadraticas nas observa-

goes.

A deficiéncia do método & que os estimadores de (3.5)
podem ser negativos, o que & evidentemente um problema seério.As

sugestoes para contornar o problema quando obtemos estimativas

negativas sao:
a) Aceitar o valor negativo. Entretanto, & claro
que o problema persiste, especialmente se precisamos obter uma

soma estimada de componentes envolvendo a estimativa negativa.

b) Supor que o verdadeiro valor & zero. Embora essa
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seja uma solucdo mais razoavel (logicamente falando), destroi a

propriedade de nao-viés.

c) Ignorar a componente de variancia estimada como
negativa tirando-a do modelo e recalculando os outros componen-
tes. Thompson |[1961], [1962], Bezerra [1976] , Thompson e More
|1963].

d) Procurar um outro modelo que explicgue os dados.

e) Coletar mais dados e analisa-los separada ou jun-—

tamente com os anteriores.

Além dessas opgbes diante de estimativas negativas,ha
ainda a opgao de usarmos outros métodos que nao o da "Anova':ou

métodos Bayesianos ou estimagao por maxima verossimilhanga.

3.1.3 - O Método de Maxima Verossimilhanga (Maximum likelihood)
No modelo I o estimador de minimos quadrados (m.qg.) ,
e de maxima verossimilhanga (m.v.) e o "b.l.u.e." ( best linear

unbiased estimator) para t'b coincidem (sob suposigao de norma-
lidade). Aqui no modelo II, entretanto, tal nao ocorre pois o)
espago paramétrico, onde a fungao L, de m.v., sera maximizada ,
& nao-negativo quando os parametros a serem estimados sao compo
nentes de variancia. Os estimadores de m.v., portanto,seréo sem
pre nao negativos, e sua obtencao nao & tao direta como no caso
do modelo I. Vejamos a aplicagao do método no modelo de 1 fator,

lembrando a necessidade de suposigOes sobre a distribuigao.

0 modelo & dado em (3.1) e as suposigoes sao:
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2
oy n N (0, Oa)
2
elj Y N(O, e)
' . 3.7
\ 6% + o° i = il j =3 ( !
(0 e
cov ( ) = o° i=1i' j# 3
Yijr¥ing)= ) O
0 i# it '
onde i =1,2,...,2a e j=1,2,...,n.
Logo, sendo In a matriz identidade e gn a matriz
cujos elementos sdo todos 1, a matriz de variancia de y e:
02 I+ 02 J 0 0 < 0
e ~ o~ ~ ~ ~
0 oi I+ 05 J 0 Q
V= (3.8)
2 2
I +
0 0 % = % S 2
) 2
I + J
9 9 9 Ge - U(Y J
L
que pode ser denotada como
2 2
Y - Ia ® (oe gn + Oe gn) , (3.8a)
onde ® representa o produto de Kronecker.

A fungao de madxima verossimilhanca é:
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lan _1
2 2 1 : ; ~ w1} (3.9)
L = (2m) IY[ exp {- 5(2 - pul) vV T (y pl) 34"
onde
a ~ a
lv] = = l(o2 I 02 J )= 2 (n l)((52+n a’) (3.10)
i=1 e —1n o ~N e p)
e
o
vi=1 o —-15 I = —3 " (3.11)
~ ~a o " 5%(6” + n %)
e . e oL .
./,‘l.
Assim, '
|+ )
2 § (y w2
V.. = |
SQE SOA
exp = + +
2 172 T2, 2 2 2
I = e e e L2 (3.12)
: an : a(n-1) i
(2r)® (022 (02 +n 0% 2

. = 2
Derivando logl, em relagao a j, o, ©

do a zero, obtemos:
=y ..
e
~2 -2 ~2
+ = - ==
a(oe n Oa) SQA e a(n-1) oe

2 e igualan-

@ gual
(3.13)

SQE (3.14)

Como nao houve restricao da maximizagao a valores posi

tivos, as solugoes

~2
() =
e

SQE
a(n-1)

= QME
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e (3=15)
) QMA - QME

nao sao os estimadores de maxima verossimilhanga (ou seja,estes

nao sao obtidos diretamente com a aplicagao da "formula"), se

a - i) OMA < QOME. Nesse caso,conforme Herbach [1959]| o estima

2 . 2 .- SQT
dor de m.v. para Oa e 0 e para Oe e 7%; . Dessa forma, a com-

paracao entre os estimadores de "Anova" e de m.v. no modelo de

1 fator pode ser resumida da seguinte forma:

- ~ ~ ~2
Metodo Condigoes oi Og
"Anova' Nenhuma QMé—i—QME QME

- .
a1 S oMA - OME
S== OQMA > QME = OME
m.v. A
azl oma < QME 0 SQT
a an

H3 ainda um estimador de m.v. modificado chamado "REML'
(restricted maximum likelihood) desenvolvido por Thompson |[1962]
e um estudo comparativo do e.m.v. com o e.m.v.r. (REML) e com
uma modificagao pseudo-Bayesiana do e.m.v.r., para o modelo mis
to, esta em Harville [1978].

3.2 DADOS NAO-BALANCEADOS

Os métodos para estimagao dos componentes de variancia

costumeiramente usados nesse caso sao os métodos 1, 2 e 3 de
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de Henderson, que sdo analogos ao método da "anova". Um proble-
ma ndo resolvido com esses métodos & que no caso nao-balancea-
do ndo hd uma "anova" Gnica, e também ndo ha um conjunto unico
de equagdes, como no caso balanceado, quando igualamos cada for

ma quadratica com seu valor esperado.

3.2.1 - Método 1 de Henderson ou Método da Analise de Varian

cia

E basicamente o mesmo meétodo da "anova" usado para da
dos balanceados, somente com alteragOes nas formulas das S.0Q. ,
onde estao envolvidos os totais das caselas. 0 método, que esta
desenvolvido e exemplificado no capitulo seguinte, s6 pode ser
usado para modelos aleatdorios, pois no caso misto os estimadores
sao viesados pelos fatores fixos. Por exemplo, no modelo de 2
fatores com a fixo a E(SQA) e a E(SQB) conterao os seguintes

termos, que envolvem fatores fixos:

a
(L n, «o F
v B a 2 =1 - 1
E(SQA) contem Y n., a. -
951 i i N
g a
a 2 - 2
} b (i_z__l 15 %y (iil n, ay)
E(SQB) contem % = ’
j=1 n . N
-]
ou seja, os termos envolvendo fatores fixos sao diferentes em

E(SQA) e E(SQB), e assim nao se cancelam em E(SQA - SQB).

Essa dificuldade pode ser contornada de 2 maneiras:ou
tirando os efeitos fixos do modelo, ou encarando-os como aleaté
rios. Evidentemente ambas sao insatisfatdrias pois os estimado-
res serao viesados. Entretando, caso essas aproximagdes possam
ser consideradas razoaveis, o uso do procedimento pode ser cogi
tado, tendo-se em conta que o método 1 &, computacionalmente, o

mais faeil.
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3,2.2 - Metodo 2 de Henderson

Consiste em estimar os fatores fixos, corrigir os dados

de acordo com essa estimmativa e a seguir usar o método 1.

O método apresenta dois inconvenientes sérios: primei-
ro, nao pode ser usado quando-ha interacgao entre fatores fixos
e aleatdorios, e segundo, o método nem sempre & invariante em re
lagao ao estimador Ef dos fatores fixos, dependendo de certa re
lagao de postos (capitulo 4).

O método inicialmente proposto por Henderson [l953|foi
generalizado por Searle [1968|, |1971| , de forma tal que perde
a primeira das limitacdes, mas os estimadores obtidos nao sao ,

em geral, unicamente definidos.

3.2.3 - Método 3 de Henderson - Méetodo de Ajustar Constantes

Este método nao usa as somas de quadrados da analise de
variancia, mas sim redug6es nas SQ devido a ajustar diferentes

modelos e sub-modelos. A idéia basica €& particionar o vetor b

em dois vetores b, e 92 e ajustar 2 modelos: o modelo completo

~1
e um sub-modelo y = §l§l+§, com as notagoes R(gl,gz) e R(Pl)para
as respectivas redugoes correspondentes a esses ajustes. Como
mostraremos no capitulo 4, sendo R(bl/bz) = R(bl,gz) - R(Ql) ’

E[R(Qz/gl)] € uma fungao simplesmente de E(b, b)) e oi , nao en

volvendo E (b Qi) nem E(}gl p‘); ou seja se 91 contém todos oOs

fatores fixos, entao E[R(?Z/Pl)] nao contéem termos envolvendo
os fatores fixos. Assim, ao aplicarmos o processo de igualar
cada Redugao a seu valor esperado e resolver o sistema de equa-
¢Oes assim obtido, os estimadores serao nao viesados por fato-
res fixos. A obtengao do conjunto de equacoes necessario ¢ fei-
ta usando-se redugoes que vao envolvendo sucessivamente mais fa
tores, de forma a introduzir um componente de variancia (na es-

peranga das redugoes) de cada vez.
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Além disso, outra caracteristica importante do método & que
quando aplicado ao modelo aleatorio, ou seja, 91 contendo fato-
res aleatorios, E[R(bz/gl)J nao contém termos envolvendo var (b))

e nem covariancia entre elementos de b, e b Assim o método po

Ao
de ser usado, mesmo que haja correlagao nao nula entre elemen-

tos de b, e de b2, sem que os estimadores fiquem viesados por

1
essa correlacao.

0O método apresenta, basicamente, duas desvantagens:pri
meiro, envolve calculo de matrizes inversas generalizadas que
terdo ordem grande em modelos com grande nimero de fatores,tan
to ao calcularmos as redugoes,como os coeficientes dos componen
tes de varidncia nas esperangas; entretanto essa dificuldade &
em parte contornidvel pelo método de sintese de Hartley;segundo,
o numero de equagées & maior que o necessario, de forma que ha-
vera mais de um estimador para alguns componentes de variancia,
e o método nao fornece indicagoes sobre qual conjunto de equa-

¢oes usar.

3.2.4 - Variacoes sobre o Método da Analise de Variancia

No caso de nao balanceamento,além dos métodos 1,2 e 3 de Hen-
derson, ha mais dois métodos baseados em equagOes onde a espe-

ranga & uma combinagao linear dos componentes de variancia.

Um deles, analise de médias, consiste em calcular as
médias de cada casela (nao pode haver caselas vazias), obter as
S.0. da Analise de Variancia com esses valores, calcular as E(QM)
e montar o sistema de equagGes. Ha duas alternativas: usar mé-
dias simples, ou ponderadas (com pesos proporcionais ao numero
de observagoes de cada casela). Os calculos sao baseados nas "a

novas" sugeridas em Yates [1934] para modelos fixos.

Outro , desenvolvido por Koch [1967], [1968],baseia-se
em produtos cruzados de observagoes, e nao em somas de quadra

dos, e no fato de que as esperangas desses produtos cruzados tam
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bém sdo combinacbes lineares dos componentes de variancia.

Desses métodos, evidentemente, o de analises de médias

nao ponderadas & o de mais facil computagao.

3.2.5 - Metodo de Maxima Verossimilhanga

No caso do modelo III, o método de m.v., pode ser usa-
do para a estimagao dos fatores fixos, caso a matriz de varian-
cia V seja conhecida, ou ainda, em combinagao com o método de
ajustar constantes, estimando-se os componentes de variancia e
a seguir estimando os fatores fixos por m.v. usando a matriz V
estimada.

Entretanto, para a estimagao dos componentes de varian
cia, no modelo II ou no III & impraticavel, pois a dedugao alge
brica torna-se extremamente complicada. Por exemplo, no caso de

modelo aleatdrio 1 fator, as equagGes fornecidas pelo método sao:

- DYy,
. et A2
i=l 0 + n, ©
~ e i«
H a n,
t T2
i=1 67 + n,o
e i
a i
- 2 - 2
__a B Ay gy Y, mlp -
N-a i=l=1 _
—g= + I - K =0
52 i=1 5% +n, 57 54 21 (3% +n, 89
e e i o e + & i o
e .
- ay 2
a n, -
. i ) ? 3 vy u) .
L ~2 ~2 . ~2 ~2,2
i=l ¢~ 4+ n, © i=1 (6 + n. 07)
e i« e i T«
Obviamente, essas equagOes nao permitem estimadores pa
2 2 ~ & -
ra g, 0, € 0,y € mesmo que houvesse solugao, a restrigao de es

pago paramétrico ndo-negativo teria de ser considerada, e a ob-
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tencao dos estimadores nao seria direta.

3.3 - AS PROPRIEDADES DESEJAVEIS DOS ESTIMADORES

3.3.1 - Estimador Quadratico Nao-Viesado de Variancia Minima

Como vimos em 3.1.2,no caso balanceado os estimadores
da "anova" sdo os estimadores quadraticos nao-viesados de minima
variancia. No caso n3o-balanceado entretanto, a obtengao de es-
timadores assim & muito dificil e ds vezes nao existe um estima
dor que tenha sempre variancia minima para todos os valores dos
componentes de variancia. Em alguns casos particulares, a lite-
ratura apresenta aproximagoes ou estimadores "locais" (com es-

sas propriedades).

3.3.2 - Vies

A propriedade de nao-viés dos estimadores do modelo fi
xo @ desejavel com base no conceito de repeticao dos dados pro-
venientes do mesmo conjunto de efeitos. No caso de dados nao-ba
lanceados, entretanto, ha repetigao de dados, mas nao necessa-
riamente com o mesmo padrao de nao balanceamento, e os dados
nao resultam do mesmo conjunto de efeitos. Assim, O conceito de
nao-viés, nesse caso, & questiondvel. Dentro desse contexto ,
Blischke [1968] lembra que esses estimadores considerados ( com
excegao dos de m.v.) sdo estimadores do método de momentos, que
a maioria deles &, provavelmente, consistente, e sendo essa pro
priedade assintbtica, ela € mantida, mesmo que a estimativa ne-
gativa seja substituida por zero. Outra sugestdo, em Searle [1968|,

@ usar—-se um estimador modal.

O fato & que no caso de nao-balanceamento, nao ha uma
teoria completa e geral, e muitos dos resultados obtidos sao
particulares. A discussao em Searle [1968]| mostra bem esse as-

pecto da questao.
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CAPITULO 4

0S METODOS 1 2 E 3 DE HENDERSON

Neste capitulo apresentamos detalhadamente os 3 méto-
dos de Henderson para estimagao pontual de componentes de vari-
ancia. E apresentado também o método de sintese, de Hartley,que
€ um procedimento para facilitar a obtengao dos coeficientes nas

equagoes.

0 método 2 de Henderson & mostrado como um caso parti
cular de uma simplificagao do método 2 Generalizado de Searle.

Discute-se o problema de unicidade da solugao.

Todos os métodos sao acompanhados de aplicagao, inclu

sive numérica (e resolugao).

4.1 - O METODO 1 DE HENDERSON

O método 1 & basicamente o método da "anova" ( usado
para dados balanceados), e consiste em obter SQ nao corrigidas,
andlogas aquelas, e em igualar cada SQ & sua esperanga, obtendo

assim um sistema de equagoes cujas incognitas sao os estimadores
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dos componentes de variancia. Para ilustrar o metodo, usaremos

o modelo:

Y. = — F + 4.1

13K£ Bt oo Bj * Yy + (oLB)ij + einﬁ ( )
onde:

i=1, ¢ a r g =1,. ¢ b7 K = 1, r T

£ = 1,654y .. L X ¥n,.,=n . =N

ijkK i K ijK

ou em forma matricial:

y = £+)§1131+>~(2132+>~<3133+>~<4134 + e (4.2)

onde b, é o vetor dos efeitos o, b, dos efeitos B, etc..

4.1.1 - Somas de Quadrados

Para a obtencdo das S.Q. & conveniente o calculo das
S.Q. ndo corrigidas pela média, (que chamaremos,termos T), sen-
do cada termo T, uma S.Q. correspondente ao fator indexado.A se
guir cada termo T & corrigido por T“, fornecendo as S.Q. devi-

das a cada fator (ou interagao).

As S.Q. sao analogas as SQ para dados balanceados;por

2 2
exemplo, no caso balanceado SQA = I g%g = = ( onde
i=1
2 2
a Yi Y
N = abrn) e aqui temos: SQA = ﬁ. - .ﬁ.
i=1 i
Os termos T sao:
a Y2 b y2 r vy
TA = 7 ;- . TB = ¥ e TC = 5
i=f fd j=1 .3 k=1 "
a b y:.z.
T = ¥, 5 1].. (4.3)
AB i : n, .
i=1 ]=l ij.
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A S.Q. total e o fator de correcao pela média sao res

pectivamente
a b r nin y?...
T = 3 ¥ 5 B ot e T = (4.4)
0 i=1 j=1 K=1 =1 ijKge Noeoos
As S.Q. devidas a cada fator, sao entao:
SQA = TA —_ TH
SOB = TB = TU
SQC = TC = Tp (4.5)
SQAB = TAB = TA - TB + TU
SQE = T0 = TC = TAB * TU

Usando o modelo (4.2) escrevemos a8s SQ como redugoes nas

S.Q. devido a ajustar submodelos. Assim por exemplo Tc € a re-

dugao na SQT devido a ajustar o modelo y = 5393 + e e, por-

tanto,

= R(by) = y'X;(Xjx) X!y (4.6)

4.1.2 - As Esperancas das S.Q.

A obtengao das E(SQ) & feita calculando-se diretamen
te a esperanga de cada termo, apés substituir o termo de y de

cada fator pelo modelo (4.1) devidamente modificado.Por exemplo,
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E yi , y% ; B ( +
E(T,) = E I i = 3% B ' = “(n, p+n, o+
= i=1 M. i=1 0 i=1 tes
re, Fm
. .+ e, e =
PoImgy Byt I gyt Ingg () i
J k J
a
2 2 2 2 2 2
= I EMm; pn, a.+ I nf. B+ ¥ nt vy Kt In (@B). +
i=1 : i i3-73 g i.K i ij
+ ei + I (duplos produtos, todos tendo esperanca nula))/ni =
a z nij b ni K
= ¥ (n, "+, o7+ J—;;-—— 02 + X 02 +
i= : o s F i Y
£ B2, AT
P 2 LK g ©
+ e s 4 ARE
n, af n,..
i. i
% n?. ) n?
ij. i.K 5
= Np°+N o°+ 3 -3 of + 3 o° o+
o ; n. n, Y
i b I i i
X nij
# F e P oba (4.7)
i Py, o8

O processo & um tanto trabalhoso, e ha duas alternati-
vas: usar um método desenvolvido por Hartley, e exposto mais a-
diante, chamado método de sintese, que fornece os valores numé-
ricos dos coeficientes, ou usar uma expressao geral para os coe

ficientes dos termos T, como faremos a seguir.
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K
Sendo o modelo y = npnl + L X_ b,  + e (4.8)
b4 = “ 25 2p =
0=A
definimos
y.(A,) = total das observacoes no i-ésimo nivel do fa-
tor A
n(A;) = nimero de observagOes no i-ésimo nivel do fa-
tor A
2
N
r A [y.(a;)] .
= B = (o] 11 —
TA iil n(Ai) , onde NA n® de ni- (4.9)
veis do fator A.
Definimos ainda:
n(a,, Gj) = nimero de observa¢oes no i-ésimo nivel do
fator A e j-ésimo nivel do fator 0
by = j-ésimo elemento de b
J
e.(Ai) = total do erro correspondente a y.(Ai).
Entao, substituindo (4.8) em (4.9) obtemos:
K Mo 2
N
L [n(Ai) u+ § .E n(Ai,ej) bGj + e.(Ai)]
= 0=A j=1
TA = I B0 (4.10)
£=) |
A esperanga de T, contém:
2
a) um termo em
N 2 2
A [nap] w? , Ma ,
, Y6 =1 Y n(A;) =Ny (4.11)



33~

b) um termo em 03 , para 6 = A,B,...K
Ng 2
N
A ja S (4.12)
K(OG' E(TA)) Oy = iil i) g =

- = _— 2
onde K(Og’E(TA)) @ a notagao para o coeficiente de oy na E(T,).

Notar, como regra para facilitar a expressao das for-
. a - - :
mulas, que o Iindice da 1< somatdéria (no caso, 1) refere-se ao

; a - .
fator A e que o iIndice da 2% somatéria (no caso, j) refere-se ao

fator 6.

2
c) um termo em 0:

NA n(Ai) 02 2 NA 9
% =¥ )e = 0 I 1 =N, o0 (4.13)

Trabalhando com redugGes na SQT, ao invés de usar os
termos T, o mesmo resultado @ obtido aplicando-se o teorema de
2.6 a redugao considerada. Por exemplo, para a E [R(§3)J » supon

do 91 como vetor de efeitos fixos, temos:

1

E[R(§3)] = E[¥'§3(§é§3) §§ yl| =
-1
- v ' 1
Cul+ Xb)' X, (X3X,) X3 (01l+X b+
4 2 -1 - 2 =1
o 1 1 ¥ 1 1
+i£2 op trlX3 (XX T XX X1 ]+ of tr[X;(x) X X3 .1y

No caso do modelo aleatério, a expressio se reduz a
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1 1 )
tr[§3(§3§3) %3%15}' £

t (§3) (4.15)

O desenvolvimento dos produtos de matrizes tem como re

sultado os termos dados por

(4.11), (4.12) e (4.13). No caso do

modelo (4.1), que estamos usando, os coeficientes de u2 e dos com
ponentes de variancia nas esperangas dos termos T sao dados na
tabela 4.1:
2 2
o
Ju | % | % | % | Tup| %
TO N N N N N N
TA N N Kl K2 Kl a
TB N K3 N K4 K3 b
TAB N N N K5 N S
TC J N K6 K7 N K8 r
Tu | N | Kg | KlOI Klll K12| 1
s = nUmero total de caselas nao vazias no cruzamento de
o e B.
TABELA 4.1
onde
DX nij % ni K X nij
Ky =2 - K, = 5 = K,= 5 -
1 ; n, 2 . n, 3 : n .
i ; i i. j el
by n? z n?. X n?
gk *L-K x 13K . i.K
K, =% - K. =32 & K = 5 -~
4 ; n . 5 . n, . 6 n
J - Je i ] ij. K .K



35=

2
Z n2 T I n?. non
.JK ..i.le i
K, = £ —3 K, = B e —— Ky =
7 x Mk K LK N
z n2 X n2 L E n?.
Je K S ..K i 1.3 s
K, = -3 K. . = - K, = =13
10 N 11 N 12 N
(4.16)
4.1.3 - Um Exemplo Numérico
Um exemplo numérico ao qual o modelo dado pela equa-
gao (4.1) se aplica @ dado em Henderson [1953] , e @ baseado na

seguinte situacgao:

No estado de N.Y. uma organizagao cooperativa ( New
York Artificial Breeders Cooperative, Inc.), que fornece semen
bovino, tem aproximadamente 60 touros em atividade. O touroc que
fornece semen a uma particular vaca & escolhido aleatoriamente,
0 que, ao lado do grande numero de descendentes (femeas) de ca-
da touro, torna as observagoes da produgao leiteira dessas fe-
meas particularmente adequadas ao estudo das diferengas genéti-
cas entre touros e também para estimar a magnitude de outras fon
tes de variagcao na produgdao de leite. E visivel a utilidade de
"boas" estimativas dessas variancias para o planejamento de pro

gramas de selecao eficientes.

Henderson salienta que ao estimar os componentes de va
‘riancia nessa situagdo, as dificuldades eram provenientes dos

seguintes aspectos:

a) Os dados provinham de observacoes feitas em gd=
versos anos, e o efeito do tempo (como tendéncia) & um fator im

portante a ser considerado.

b) ©Os dois principais critérios de classificacgdo dos

dados eram:reprodutor e reprodutora ("pai" e "mde"),sendo o ni-
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mero de reprodutores maior que 100 e o de reprodutoras maior
que 2.000.

c) Nao-balanceamento: o nimero de observagoes nas ca

selas reprodutor x reprodutora variava, a maioria sendo zero.

As estimativas obtidas pelos métodos 1 e 2 foram es-
sencialmente as mesmas. A partir dessa massa de dados, Henderson
selecionou uma pequena amostra que €& apresentada em seu artigo

e que apresentamos a seguir.

Os dados,que estao dispostos na tabela 2, sao o nume-
ro de observagoes, da quantidade de gordura (butterfat) na pri-
meira lactagao, em cada casela (docruzamento pai X mae X ano) e

também a soma das observagoes em cada casela.

"MEE" | "PAT" A N O TOTAL
1 2 3 4

1 1 |3-1414{ 2- 981 5-2395

4-1766| 2- 862 6-2628

| 5-1609| 5-1609

|1- 404| 3-1270! 4-1674

;
| 5-2109 5-2109
| 4-1563 2~ 740! 6-2303

i 1 3-1705 3-1705
| 4-2310 2-1134 | 6-3444
| 1 |3-1113| 5-1951 8-3064
4 3 | | 3-1291] 6-2457| 9-3748
| TOTAL  |7-2931|21-998316-6959|13-4806|57-24679

TABELA 4.2
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0 modelo adequado, evidentemente, & o da equagao (4.1)

= .+ + .+ e, .
Yigre — M T oy F OBy gt (aB)ys b oesgg
onde
i=1,2,3,4 3 =1,2,3 K=1,2,3,4
£ =1,...,n,. YL X n,.,=n =N = 57
ijJK i3 K ijK i s
yinz e a quantidade de gordura do leite na primeira lactagao

da 1-ésima descendente do j-ésimo reprodutor com a i-ésima re-
produtora,medida no K-ésimo ano.

§ & a média geral, oy e o efeito da i-ésima reprodu-
ra sobre a produgao de gordura, Bj € o efeito do j-ésimo repro
dutor, vy, € o efeito do K-ésimo ano na medida, (uB)ij é o efei
to de interagao entre o j-ésimo reprodutor e a i-ésima reprodu
tora e ein € o erro associado a l-ésima medida da casela ijK,
que @ um elemento aleatdrio.

As suposigoes sao as usuais: todos os fatores do mo-
delo sao v.a. nao correlacionadas, com média zero e respecti-
. & . 2 2 2 2 2 . LA
vas variancias: Oa ,OB ,OaB,(HJ qy A matriz de variancia de vy,
V & semelhante & matriz (3.8) (onde os componentes de variancia

2 2
eram 0O e g7).
o e

Os coeficientes de U2 e dos componentes de variancia
nas esperancas dos termos T, indicados na tabela 4.1, e calcula-
dos conforme (4.16), estao na tabela 4.3, que apresenta,também,

os valores dos termos T, na ultima coluna.
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TABELA 4.3

n? oi oé oé ‘ OiB oi Valor de T
TO 57 57 57 57 57 57 11.124.007
TA 57 57 24,04 21,49 24,04 4 10.893.666
TB 57 18,51 57 30,33 18,51 3 10.776.278
TAB 57 57 57 37,35 57 10 10.970.369
TC 57 19,51 39,22 57 15,10 4 10.776.451
Tp |57 114,93|l9,ll|16,05| 6,l9| 1 l 10.685.141

Portanto, as equagOes a serem resolvidas sao as apre-
sentadas na forma da tabela 4.4.

TABELA 4.4

O2 O2 5 02 02 Valor das

A B AB C diferencas
T, - T, 42,07 4,93 544 17,85 3 208.525
'TB - TLl 3,58 37,89 14,28 12,32 2 91,137
TC - TU 4,58 20,11 40,95 8,91 3 91,310
TAB—TA— TB + ’I‘]J -3,58 -4,93 1,58 20,64 4 -14,434
TOfTC—TAB +_Tu -4,58 -20,11 -21,30 -8,91 44 62,328

Isto €, a primeira equagao é:
42,07 5°+4,93 5245,44 52417,85 G243 G2 = 208.525 , e as
14 A 7 B r C r AB e . r

outras sdo escritas analogamente. Resolvendo o sistema obte-

mos:
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~2 ~2 ~2
On 4531 og 1587 O
(4.17)
<2 2
Sap = 164 Oy = 2950
2 - . . 2 .
como 0,p € negativo vamos considerar AR 0 e com isso a solu
gao do sistema fica:
52 = 4468 5% = 1542 52 = 756 e &- =2952.  (4.18)
A B C e

O componente de variancia devido ao fator A (reprodu-
tora) € o que tem maior peso na variancia total, indicando que
na selegao para obtencdo de leite mais "gordo" esse fator deve

ser mais controlado.

4.1.4 - Meéetodo de Sintese de Hartley

Hartley [1967] desenvolveu um método por ele denomina
do de "synthesis", que fornece os valores numéricos dos coefici
entes dos componentes da variancia, em termos cmm>E(TA), sem a

necessidade de se obter a expressao algébrica.

DN

Consiste em calcular o coeficiente do componente o
em E(TA) de maneira analoga ao calculo da SQ TA’ mas usando a

matriz de planejamento X ao invés da matriz y. Isto &, como vi-

mos em (4.9) o termo TA e:

Na [y.(Ai)]2
T = I

A i=1 n(Ai)

que @ a soma dos quadrados das observagoes de cada nivel de A,
dividida por n(A;) ,e o coeficiente de o2

0
quadrados, para todos os niveis de 0, de TA[X(G,jY]que & o ana-

em E(TA) @ a soma dos

logo de ’I‘A usando a matriz de planejamento.
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Nessa notagao X(0,j) & a j-ésima coluna de X,, e

2
[ ] 2 [0, 03 (4.19)
T X(erj) = z .
ALS i=1 n(Ai)
ou seja, TA[X(B,j)] & a soma, em i, dos quadrados dos numeros

de "uns" em X(6,3j) que provém de observagoes que estdo no i-ési

mo nivel de A.

O coeficiente de 02 em E(TA) e:

0
N N N : .
(o2 | 6 [ | 6 A [n(a,0,)]
K [0%,E(T)]= = T [X(0,5)] = £ I ——a—d (4.20)
) A j=1 A g1 =1 n(a,)
A proposig¢ao de Hartley & de efetuarmos essas somas

com dados obtidos em X. Entretanto, o método pode ser usado con
sultando diretamente uma tabela que fornega o nimero de observa

¢oes nos diversos cruzamentos, como a tabela 4.2.

o

Assim, por exemplo, o calculo do coeficiente Kl de o

E(T,), que foi apresentado na tabela 4.3 pode ser obtido da s
guinte maneira:

o =

a) Em cada um dos quatro niveis de o, verificamos qual
o numero de observagOes nos cruzamentos com cada um dos niveis
de B, e dividimos a soma dos quadrados desses numeros pela soma
simples (que & o numero total de observagGes nesse nivel de a).

Dessa forma, a tabela 4.2 nos fornece:

TABELA 4.5
nivel de o« 1 l 2 3 4
; - ) :
g [ngéxtsj)J 52:62452 | 42,5262 | 32462 | 2492
=1 n(Ay) 16 i 15 o 17
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b) Somamos esses 4 resultados, conforme 4.20:

& = 52462452 4 4%+5%+62 + 32+62+53+92::24(M (4.21)
1 16 15 9 17 ’ ’

Notemos que se na expressao 4.20, que fornece os coe-
ficientes por sintese, trocarmos as somatorias obtemos a expres

sao (4.9) que fornece diretamente os coeficientes:

2
5 A 0 [n(Ai,ej)]

’ (4.22)
) n (Ai)

K|o

A dedugao, formalizacgdo e exposigado tedrica do metodo
encontra-se em Hartley [1967], e uma extensao, para a obtengao
dos coeficientes nas formulas das esperangas, variancias e cova
riancias dos quadrados meédios da "anova", para qualquer matriz

de planejamento e para o caso de modelo misto,em Rao [1968] .

4.2 - O METODO 2

Como vimos em 3.2.1., quando o modelo e misto, os es-
timadores do método 1 sdo viesados pelos fatores fixos.A ideia,
entdo, @ fazer uma correcao nas observagoes, de forma que as ob
servagOes corrigidas sejam explicadas por um modelo composto so
por fatores aleatdrios, ou seja, se no modelo dado em (4.2) ?l e
o vetor dos fatores fixos, o modelo ajustado aos dados corrigi-

Z = —Xb = —
dos 2 =y - Xyby e z=ul+ Xb, + Xjby+ Xb +e. Como b

nao & conhecido, vamos estima-lo e corrigir y usando b, - ApOs

essa corregao aplicamos o método 1.

Conforme a maneira de estimarmos os fatores fixos te-
remos dois procedimentos diferentes, um que chamaremos metodo 2
generalizado e outro, método 2 simplificado, sendo o método 2

de Henderson apenas uma das maneiras de executar esse ultimo.
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4.2.1 - Metodo 2 Generalizado

Vamos representar o vetor dos fatores fixos (excluin-

do u) por bf,o dos aleatdrios por br e as correspondentes matri

zes da particao de X por Xf e Xr. Dessa forma podemos escrever
o modelo como:
!IU,]:,-F)..(.f }3f+)§r l.?.r-l—g ° (4.23)

O estimador de b_ sera b_. e o vetor de dados corrigi-

~f ~f
do sera:
2=y - b, (4720
e tera a forma:
Z=ut+XEb +We (4.25)
Suponhamos que o estimador de bf seja
gf =Ly (4.26)
Entao
z =y - X b,
= (I - §f L) y (4.27)
= w(l - X L) 1+ (X - XelXe) b +
+ s -

E c¢laro que b nao aparece em (4.27) se

Xe = X L X,
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ou seja, se L & uma inversa generalizada de X

=f

* =
Portanto, as matrizes t, Xr e W da eq. (4.25) sao:

t=(I-% D1 (4.29)
* (4.30)
Z,(r ol ().Er - ?Sf L ).Er) .

e
W = (I = %f L) . (4.31)

O método 2 generalizado consiste em estimarmos bf co-

mo L y (eg.(4.26)) ,sendo L uma inversa generalizada de gf, cor-

rigirmos y como na eq. (4.24), obtendo z dado em (4.25) c om
* a - -

g,xr e Wde (4.29), (4.30) e (4.31), e aplicarmos a z o meto-

~

do 1. Notar que para cada L diferente que usarmos obteremos di
=
ferentes valores para t, Xr e W, e diferentes estimadores para

os componentes de variancia. Nesse sentido dizemos que o método
nao & unicamente definido. Entretanto, no método 2 simplificado

temos certa classe de matrizes X tais que os estimadores dos

-~

componentes de variancia sdo invariantes a qualquer solugao b°

de (4.26).

4.2.2 - Metodo 2 Simplificado

Uma simplificagdo que podemos fazer em (4.25) e for-
car p t a ter uma forma u* 1 (para algum escalar u* nao neces-
sariamente igual a u) e que %: = §r' Com isso z da eq. (4.25 )
se reduz a

N
Il
=
'} ad
+
1]

b + We . (4.32)
ot = =

Para obtermos tais condigoes, é preciso que, ao invés

de exigirmos a validade de (4.28) ou seja, que L seja inversa
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generalizada de Xer © também de (4.29) (que & conseqliéncia de
(4.28), tenhamos:

*

. 3 7 4.33
ol m(I=Xe L)1 + (X=X L X.) by ( )

e ao invés de (4.30), tenhamos:

X, L X =0 . (4.34)

£ r

Agora, para que (4.33) seja satisfeita e preciso que

Xf L. tenha a mesma soma em cada linha (4.35)

e Xp - X L X, tenha todas as linhas iguais (4.36)

pois, (4.35) implica em que

u(I—Xf L)l = u(l—xf L %) seja =p A 1 A e IR e
(4.36) ,em que
(gf - Xf L Xf ) bf = K.1 , K e IR ,de
NxK TTNxK TKxN T UNxK T TKxl “Nx1

forma que o membro direito de (4.33) se reduz a

BAL+ K1 = (ux+K 1 =1u 1

Assim, no método 2 simplificado, nao exigimos que L seja inver-—
sa generalizada de §f’ cgndigao (4.28), e nem que os consequen-
teg valores de t e de §r de (4.29) e (4.30) valham; o conjunto
de condigoes que devem vigorar & o dado pelas equagoes (4.34) ,
(4.35) e (4.36) e também (4.31), ou seja:
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Xf L tem a mesma soma em cada linha

X, - X_. L X tem todas as linhas iguais

~f ~f -~ ~f

e consequentemente

in uA + K , X e K escalares (4.37)

no modelo (4.32).

Usar (4.32) é mais simples (computacionalmente) que
usar (4.25), mas envolve uma limitagdo: ndo pode haver interagdo
entre fatores fixos e aleatdrios, conforme demonstramos a se-

guir:

Suponhamos que haja interacao desse tipo e considere-

mo-la como fator aleatdrio. Nesse caso algumas colunas de Xf se

rao somas de colunas de Xr’ ou seja Xf pode ser particionada em

[§f , %f | onde Xe = X. M para alguma matriz M.
1 2 2
Entao, (4.34),
}5f~~r=9:>§f1:>fr¥=9=>>§f§>§f2=9 (4.38)

A matriz de (4.36) pode ser escrita como

-

g% L Lp = [gf '§f2] - l§f L Xe 0 X L Xe

1 ) )|

[
= [x_ -x L
|~£, ~f 1 ~Ep ~f = =f

g
>
bad

I
>
<

[gf K. L X, , % (4.39)

1 2 “fzJ
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E assim a validade de (4.36) exige que Xe tenha todas as 13

: ; - 2
nhas iguais, o que e absurdo.

Se considerarmos a interacao como fator fixo, entao

X _pode ser particionada em (X _ ,X ) com X = X_.M para algu-
~r =Ly =Ej s E
ma matriz m e por (4.34) X_L X M = 0 e multiplicando (4.36) por

M, a direita, obtemos que Xf M tem todas as linhas iguais , o

~f = ~T

que também & absurdo pois X, M = X & submatriz de X
2

4.2.2.1 - A Invariancia do Método

0 método 2 simplificado & invariante qualquer que seja

o0 estimador bf se a matriz X for tal que

r[XeX ] = r[X] + rlx ] -1 (4.40)
conforme Henderson et al., ﬁ974] ; continua valendo entretan-

to a restrigao quanto a interacao entre fatores fixos e fatores

aleatOrios e também paara modelos em que hi confundimento entre
fatores fixos e aleatorios.

4.2.2.2 - 0O Metodo 2 de Henderson

O método 2 descrito por Henderson [1953] & simplesmente

uma forma do método 2 simplificado, que descrevemos a seguir.

O método inicialmente obtém as equacSes normais

! LI *¢ 1 7] el [ 1 ]
']5 £ l ~f % i(r H % X
X! X x; b = '
Xel X' X XiX b X' Y (4.41)
X X' X X o '
A drl ~ r~f ~r§rJ ”er L¥r YJ
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O problema fundamental & como resolvé-las de forma que

a solugéo satisfaca (4.34), (4.35) e (4.36). Considerando ape-

nas as solugoes para as quais §u = 0, (4.41) se reduz a
- ' 1 B — {
b XeXe  XeXo|  [b, s ¥
[x'x]  |Z = : z = ! (4.42)
= b L} b 1
= ! = X
T )...(r)ff §r§r =& ~T X
Sendo
P P
P = (x'x)" = =L | =12] (4.43)
P21 BPop
a solucao de (4.42) &
) 1
be X X
% = ) (4.44)
b x X
dando, portanto, para Bf =Ly,
= X' X' — Xl -
L =By T8+ By Zr = (B By, X (4.45)

Nem todas as solugoes L dadas por (4.45) satisfazem (4.34),
(4.35) e (4.36), e para que isso aconteca o método 2 de Henderson
obtém P da seguinte maneira: em §'§ € escolhida uma submatriz
principal, §, de posto e ordem iguais ao posto de X. Sua inver-
sa §—1 gubgtitui S em §'§ » elemento por elemento, e os elemen-
tos restantes de X'X sdo substituidos por zero. Até aqui o pro-
cedimento & o usual para obtencao de (§'§)_; a particularidade
no método 2 de Henderson & que as linhas e colunas de X'X des-

cartadas para deixar S devem tanto quanto possivel passar por
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Xéxf. Assim, P pode ser escrita como

onde Pf e Pr sao as linhas de P correspondentes respectivamente

as linhas que passam por g%gf e XX de X'X .

Com isso L de (4.45) pode ser escrita como

e ] —c ]
E - (911 Elz)§ - Ef X (4.46)

A demonstragao de que L assim obtida satisfaz (4.34),
(4.35) e (4.36) & dada em Searle, [1968]- Apéndice. L pode,por
tanto, ser usada no método 2 simplificadp,i.é., aplicamos o mé

*
= -— = X "'X
todo 1 a z y gf Ly noo1 o+ ~rbr + (I ~fg) e. No caso

do modelo dado na eq. (4.2) , chamando X, =X, e §r=[§2§3§4j ;
por exemplo,

= zl Xl —l 1]
Riby) =2 X3 (X5 © X5 2 (447
e
- *2 1 ] —l ]
E[R(?3)] = H 1" X (X3X5) X3 1 +
4
2 - ! -1 :
+ Z o, tr '
g 4 X5 (3% T X% X,
2 by [(1I-X D, (X)) T (T-x 1) !
v o2 br [(I-X 1) X000 78 (D] (44
Como L X = 0 entao L X, = 0 e o termo em OZ simplifica,dan-

do
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4

—_ *2 ' _l i 2 1 —l |X X' +
E[R(by)] = n 7 1" XX ) "Xy 1+ iiz 0] tr[X,(XiX,) XX X!|
2 2 ’ 1 ' 1 =i 1 5
Py Byl ¥t LI X ) T ] (4.49)

Notar que os coeficientes dos oi sao os mesmos obtidos pelo mé-
todo 1, eq. (4.12), com excecao do de oi (fator fixo) que, na-

turalmente, & zero.
4.2.3 - Exemplo Numérico
Um tratamento matricial dos dados do exemplo de Hender
son [1953], visto em 4.1.3, envolve matrizes de ordem maior que
2l. Porisso, optamos, para ilustragdo, por um exemplo ficticio,

porém esclarecedor dado em Searle [1968]

Temos 6 observagoes do modelo

- = + .+ .+ + . 4.50
Yigr — M T Ay T Ey TGt ek ( )
com i=1,2
j =1,2,3
K =1,2

(4.50) pode ser escrito como

r
_al 1 "cl
y =u % -+ Xl +- X2 r2 + X3 + e (4.51)
B 2 3 £ A . =
2 2
¥ o £



Numericamente:

X X X )
LI - ~3 .
- — =y T .
[100] 1 10 100 10 a;
200 1 01 100 10 a,
300 1 10 100 01 ry
= = , 4.52
g 400 1 01 010 10 £, 8 ( )
800 1 01 010 01 s
1600 | 1 10 001 10 cy
C2J
O método 2 generalizado requer simplesmente que e m
be =Ly, L seja inversa generalizada de §f = §l . Uma solu-
gao ée:
1 00000
Y17 Jo1000 0
zy © obtido como (E - §l El) y . e
zy = [0 0 200 200 600 500 |

O modelo para z & o de (4.25) obtido com (4.29), (4.30)
e (4.31), e a ele & aplicado o método 1.

A questao de o método 2 generalizado ndo ser unicamen-—

te definido & exemplificada tomando outra matriz, L,

000001
L2 Joooo1 o,

com a qual

i

[ =500 =600 -300 -400 0 0 1:



mostrando a dependéncia das solugoes em relagao a L.

O método 2 simplificado nao admite nem L,, nem L, como

solugbes, pois nao satisfazem (4.34): §f L §r = 0. Uma matriz L

que satisfaz as trés condigGes, & dada pelo método 2 de Hender-

son:

onde P. & a partigao de P constituida pelas primeiras duas 1li-

nhas, P = g4 e S & a matriz obtida suprimindo a primeira linha

e coluna de X'X , e a seguir a primeira e Ultima linhas e colu

nas.
Com esse resultado,
"100] 1 0] (100
200 0o 1 50
300 1 0 1 0 300
z=y -X_ L y= = = = (4.54)
~ ~f -~ = 400 o 1| 4 1600 250
800 0 1 650
600 1 o] 600
. ey ] "l 1 —
Assim, R(Q3) =z §3(§3§3) §3§ 701 250 (4.55)

e E[R(§3)] é obtida pela expressao (4.49), onde

Bl = (u+t al) 1

' ' ' - 2
u 1 §3(§3§3)§3 L =6(p+ a,)

1



Portanto,

: - 2 g .2 2 2L, 2
= = 4.5
ELR(P3)J 6(u+al) + 2;5 o, + 6 03+%2 E 8) O (4.56)
De maneira analoga sao obtidas as esperancas e os valores das

demais redugoes, formando o sistema de equagées cuja solucgao sio

os componentes de variancia.

4.3 O METODO 3 DE HENDERSON : METODO DE AJUSTAR CONSTANTES

4,3.1 - O Méetodo

O método 3 consiste em usar as redugoes na SQ, devido

a ajustar o modelo e um sub-modelo que & parametrizado pelos f

|

tores fixos, aplicando a elas o método 1, ou seja, iguala-se c

|

da redugao na SQ a seu valor esperado obtendo-se um sistema de
equagoes cujas solugOes sdo os estimadores dos componentes de

variancia.

O método, inicialmente descrito em Henderson |1953] em

forma nao matricial, é aqui tratado matricialmente.

O modelo geral

y = 59 + e (4.57)
sera escrito como

y = Xb + X b, + e (4.58)

L7 2121 7 298 7€

e a redugao na SQ devio devido a ajustar esse modelo serd deno-

tada por R(Ql,bz)-
Ajustaremos também o sub-modelo

vy = X.b, + e (4.59)
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sendo a correspondente redugao na SQ denotada R(by) .

As esperancgas destas duas redu¢oes serao tomadas sob o

modelo completo (4.58).

Denotaremos R(b,,b,) - R(b,) por R(bzlbl) e mostraremos

que E[R(92|§l{]envolve apenas oi e E(?zgé), e nao envolve b..(No

1
\ | — ‘ 1
tar que E(Ezgz) Var(gz) + E(gz) E(§2)).
A implicagao & que se b, é o vetor de todos os fatores
fixos e b, de todos os aleatdrios, entao E[R(gzlgl)] envolvera
somente fatores aleatdrios e portanto os estimadores dos compo-

nentes de variancia ndo serdo afetados pelos fatores fixos.

Temos que E(y'Q y) tr(Q V) + E(y') Q E(y)

Il

1

tr [0{X var (b)X'+ 02 o+

+ E(b') X' Q X E(b)

i
ﬁ-
H

fO'
poil
i
=
U
o
U
et
Qa

Q- QIXEME®)X )] + EDm) X' QX ED)

]
[
=

v
nho
e
=
o)
o'
Lo
+
Q

tr (Q) (4.60)

Ajustando o modelo completo a redugao na SQ &

by/by) = y" XX'X) X'y (4.61)

e por (4.60) a esperanca de (4.61) é:

E[R(b),by)] = tx{(X'X) E(B b')} + o2 r(x)

(4.62)

X1X X'X ]
~1~1 ~1~2

£1¥ X
B
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Ajustando o sub-modelo (4.59) a redugao na SQ é

- yd X, (X'X )"x': y (4.63)

= ! i T ! 2
E[R(b,)]= tr{§'i§ﬂ§1§1) X 1?§E(9 b')} + of r(xy

)

X% i
- 1 - ' 1 1 2
= er(| L egxp T xix xe] Bm ey el i)
~2~1 )
I
_— - 1 [ \l 2
-etl N KR) ey ot rery)
0 D)
X1 !
N]_Z.(]_ 2?12?2 2
E(b b") I+ o r(x,)
= tr{ - € ~1
X' X T 1 - '
2% 25 %) (X %)
(4.64)
Portanto a esperancga de R(pz/pl) é
E[R(by[b)) ] = E[R(by,k)) = Riby)]
(4.65)
= ' — 1 - i I - ! 2 _
= erlxy - X (X)) X1 1Xy Blbyby) Hop[re-rix))|

e como afirmaramos nao contem termos em bl'



4.3.2

A Aplicagao do Método 3

55~

Consideremos o modelo de 2 fatores com interacgao:

y = p o+

ijK

Supondo o modelo aleatério, temos quatro

de variancia a serem estimados: o

Oy + Bj

2

+ (OLB)ij + e, .

2
B

4.6
19K (4.66)
componentes
,028 e 02 , e para 1isso

podemos usar as seguintes redugoes na soma de quadrados ( tabe-

la 4.6. )

RedugGes na SQT ! Formula Valores esperados
' Computacional .
R(a,B,aB/u) T - T h 02+h 02+h 02 +(s—l)02
e AB u 1 "o 2°8 3 "oB e
R(B,aB/u,a) T - T h 02 h 02 +(s—-a)o
4 r AB A 478 5 "aB
R(aB/u,a,B) T - R( B) h. 62 ts o>
H,0, AB - M, 0, 6 C(B e
SQE T. - T (N—S)G2
0 AB e
Tabela 4.6

Os termos T sao os usuais (equagao 4.9), R(u,o,B) é da

do em Searle e Henderson [1961] e os coeficientes sao

como em 4.1.2.

Os estimadores sao:

obtidos
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=& .
Oe = SQE/N-s
52 = [R(aB/H,a,B) - (s—a—b+l)62]/h
afB i | e 6
(4.67)
e Y L
5, = [R(B,aB/u,a) hg G4 (s-a) oel/h4
~2 - -2 -2 -
5, = [R(a,B,0B/1) - h2 05 - h3 OGB - (s-1) Oe]/hl

Um conjunto de equagdes alternativo que pode ser obti-
do substituindo-se R(B,aB/u,a) por R(a,aB/u,B), estd na tabe-
la 4.7. '

Redugao na SQ Formula Valores esperados
Computacional
R(o,B,0B/1) o - T h 02+ h 02 02 2
v AB ! 1 "o 2 B+h3 aB+(s€er
R(a,aB/1,8) T _ -7 h. o r h, &+ (s=b}o
O OB/H, AB B 7 o 8 aB e
R(aB/y,a,B) T - R(u,a,B) h oo+ s" o2
F ’ AB P 6 (XB e
SQE T - T (N-s5) 02
0 AB e
Tabela 4.7

No caso de o modelo ser misto, o fator fixo & a constan
te a ser ajustada (o vetor 91 do caso geral). Nesse exemplo, se
o @ o fator fixo, usamos as trés ultimas equagoes da tabela 4.6,
que sao as que tem o como fator ajustado no sub-modelo, e se o
fator fixo & B, usamos as trés ultimas equagoOes da tabela 4.7 ,

que sao as que tem B ajustado no sub-modelo.

4.,3.2.1 - Exemplo numérico

Vejamos a aplicagao do método ao exemplo de Henderson,
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com os dados da tabela 4.2, supondo ycomo fator fixo. De acordo

com Searle [1968] as redugoes poderiam ser:

R(a, oB /B,Y) = R(o,B,vy, aB) - R(B,Y)

R(B aB /a,y) = R(a,B,y, af) - Rla,y)

R( aB /o,B,y) = R(a,B,Yy, aB) - R(o,B,Y)
SQE = I yijm - R(o,B,Y,aB)

ijKe

Tabela 4.8

cuja computacao & feita usando

R(a,B,v,08) = y' [X(X'X)" x']y

— ' X! - 1
R, B8.v) ¥ [’}EO‘IBIY(”G:BIY }"‘(O‘!B”Y) z'(O’-rBIY] %
i - (4.68)
= 1 i 1
R (o, ) ¥ L)Ea Y(Z?OL Y ).Ea Y) g(}t Y] Y
R = y' [X X' X, ) X
(Bry) Y [NB Y(“‘ BY"'BY ”‘BY] Yy
onde X € a matriz de planejamento correspondente aos fatores

a,B,Yy,aB e cada uma das outras matrizes & a partigéo de X com

as colunas correspondentes aos fatores indicados nos indices.

Observemos que esse conjunto de redugoes & uma das
possibilidades. Outra, por exemplo, seria o mesmo conjunto de
redugoes, mas com R(a,B, aB /u,y) ao invés de R(a, aB /u,B,y).
Comentaremos mais adiante sobre essa multiplicidade de conjun-

tos de redugoes.

Notar gue os calculos indicados em (4.68) na forma ma

tricial podem Ser dados em termos de fOrmulas computacionais co
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mo nas tabelas 4.6 e 4.7.

Conforme vemos na tabela 4.8 as redugOes sao sempre di
ferengas entre dois termos R( ), um dos quais corresponde ao mo
delo completo e o outro a um sub-modelo, o que & coerente com O
resultado expresso pela equagao (4.65),e frisado por Searle
[1971] que faz algumas transformagdes algébricas, onde necessa-
rio, para que os 2 termos R( ) sejam dessa maneira. Henderson

[1953], entretanto, faz as redugGes incluindo um so fator por

vez. Por exemplo, R(B,oB /u,a,y) nao & usado e sim R(B/uU,a,Y),e
dessa forma o calculo da redugao & feito por diferenga entre 2
sub-modelos. Aqui poderia haver dois problemas: primeiro,os coe
ficientes serem inadequados, o que nao ocorre, pois a esperanga
é calculada para a reducao que estd sendo usada (isto &, os va-
lores obtidos para as esperangas das redugoes sao outros, mas
os coeficientes dos componentes de varidncia também sao); e se-
gundo, a esperanca das diferengas entre duas redugoes de sub-mo
delos conter fator fixo, o que também nao ocorre, pois a expres

sdo que contéem os fatores fixos, que é Dlu2+253n n Y A% n Yorr
K ..K KK ..K 'K

estd presente em todos os pares de redugoes, e, quando & feita
a diferenga, fica cancelada. Observemos, aqui, que p faz parte
da expressao que desaparece, sendo porisso indiferente se,na ta

bela 4.8, p entra ou nao nas redugoes.

Tendo isso em vista, vamos desenvolver o exemplo calcu

lando as seguintes redugoes:

R(a/u,B,v) = R(u,a,B,y) — R(u,B,Y) (2 sub-modelos)
R(B/uw,a,y) = R(p,a,B,Y) = R(p,a,y) (2 sub-modelos)
R( aB /p,0,B,y) = R(u,a,B,Y, aB) —= R(p,a,B,y) (modelo e sub-
modelo)
S5QE = I yijm = R(u,a,B,Y, aB)

Tabela 4.9
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0 calculo desses valores pode ser feito usando as cor-
respondentes formas quadraticas, como indicado em (4.68) ou, di
retamente, as formulas computacionais como as das tabelas 4.6 e
4.7.

A escolha desse conjunto de redugdes & uma escolha ade

quada, pois

! 2 2 2
E[R(a/u,B8,Y) |=E[R(1,0,B8,Y) -R(,B,Y)]| envolve 0,98 € Y%

. 2 2 2
E[R(B/u,o,Y) |=E[R(1,0,B,Y)-R(,a,v)] envolve 951%8 € e

E[R( oB /u,0,B,y) = E[R(u,0,B,Y,0B) -R(u,a,B,y)| en-

2 2
volve OaB e Oe

e E[SQE] s6 envolve oz

Quanto aos coeficientes dos componentes de variancia
nas E[R(,)] podem ser obtidos pela formula (4.12) ou diretamente

com o uso das expressOes matriciais dadas em (4.62) e (4.64).

Os valores das redugoes e os coeficientes dos componen
tes de variancia nas esperancgas dessas redugoes, assim obtidos,
estao na tabela 4.10.

RedugSes . Coefic%enteszde 5 ValorNdas
Oy aB OaB g, Reducoes
R(a/u,B,Y) 34,43 0 15, 72 3 120.428
R(B/u,0,Y) 0 14,71 6,58| 2 1.409
R( aB /H04B,Y) 0 0 18,71| 4 52.411
SSE 0 0 0 44 150.489

Tabela 4.10
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Igualando-se cada esperanga com a redugao na S.Q. cor-

respondente, obtemos um conjunto de 4 equacgoes, cuja solugao é:

~2

o- = 3.420
e
A2 -
0Z,= 2.070
L (4.69)
0% = =1.295
B
% = 2.255
o

Essas sao as estimativas dos componentes de variancia,
y 2
e obtivemos um valor negativo para OB' O que nos coloca nova-
mente na discussao feita em 3.1.2.

4.,3.2.2 - Um tratamento Matricial

Um tratamento matricial do exemplo de Henderson envol-
ve matrizes de ordem superior a 21; entretanto, ao exemplo ex-
plorado em 4.2.3, de Searle [l968],aplicamos agora o método 3.

Um conjunto adequado de redugOes e

R(r/a,c) = R(a,r,c) = R(a,c)
R(c/a,r) = R(a,r,c) - R(a,r) (4.70)
e SQOE = X'Z - R(a,r,c)
pois
2 2
E[R(r/a,c)] envolve o, e o
- 2 2
E[R(c/a,r) ] envolve o, e o (4.71)

e E[SQE] envolve oi .
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Os calculos, feitos como em (4.68) fornecem:

= . ! — 4 Ryi= . 4.72

R L, L) Y §arc(§ arcgarc}§arc Y 1.290.000 (4.72)

= y'! ' X Toxe =12. .000 (4.73

R(a,c) y §ac (§ac ~ac) X' ¥ 12 Gig ( )

e R(r/a,c) 2'852'000 (4.74)

0 valor esperado de R(r/a,c) &, por (4.65),

E[R(r/a,c)] = tr{x.x -x![X,,X,][[ n 2
[ re)] ~272 =2 R3] X)) X)) o+
v 1
%3 %3
o {r[X,,X,,X,] -¢[X ,X,]} =
e T Esefyl T2y
= 4,5 02 + 2 02 . (4.75)
r e

Logo, com 82 = (y'y - 1.290.000)/(6-5) = 10.000,
o = 47.962,963

A determinaqéo de oi é analoga, usando-se R(c/a,r).

4.3.3 ~ Vantagens e Desvantagens do Metodo 3

Como vimos pela equagdo (4.65), a E|R(b2/bl)| nao con-
tém termos em El' e dessa forma os estimadores dos componentes
de variancia obtidos sdo nao viesados pelos fatores fixos tor-

nando o método 3 o ideal para o caso de modelo misto (lembremos
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que o procedimento de estimar os fatores fixos e entao estimar
os componentes de variancia usando os estimadores obtidos para
os fatores fixos, que @ o método 2, embora produza estimadores
de componentes de variancia nao viesados nem sempre pode ser u
sado e nem sempre produz uma estimativa Gnica). Além disso, se
o modelo é misto, E(b,/b.) nao contém termos que envolvam var(kt,)
e, mais importante, nao contém termos envolvendo covariénciaeg
tre elementos de b, com b

~1 ~2°
gem do método, pois, mesmo gque no modelo haja correlagao entre

Essa, portanto, & uma grande vanta

elementos de ?l S 92, a E(b /?l) nao envolve essa correlacgao.

A grande desvantagem do método 3 & o relativamente gran
de volume de calculo, mesmo no caso de usarmos métodos abrevi-
antes como o de sintese de Hartley, descrito em 4.1.4. E verda
de, contudo, que o advento dos computadores simplificou um pou
co a questao e que had perspectiva de que esse aspecto torne-se
cada vez menos significativo (pacotes, etc). Notemos, a titulo
de ilustragao, que no exemplo numérico de 4.3.2.1 surgem opera

¢coes com matrizes de ordem maior que 24.

A grande questao em aberto, contudo, a respeito do mée
todo 3 @& que o numero de equacoes de que podemos dispor & mai-
or que o nimero de componentes de variadncia a estimar, e nao
ha indicagao de qual conjunto de equacées usarmos. Nas tabelas
4.6 e 4.7 temos 2 conjuntos de equagoes para estimar os mesmos

A . 2 2
componentes de variancia e os estimadores de 0 e ©

e aB
mesmos usando qualquer das 2 tabelas, mas Ba e Bé,

disso quanto maior o numero de fatores do modelo, maior ainda

sao Os

nao. Além

o nimero de conjuntos de equagSes (No caso de 3 fatores ha seis
conjuntos). No caso de 2 fatores Harville [l967j e Low |l964|
propoe usarmos as ultimas 2 linhas da tabela 4.6 e 4.7 que sao

iguais, e mais a 22 linha de cada tabela.

Umn procedimento que poderiamos usar é o de empregar
redugoes cuja soma seja SQT) = & y2 - Ty, . Com isso teriamos
estimadores provenientes de reducdes que medem a variabilidade

total dos valeres y.
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A verdade & que, como essas solugoes para casos parti-
culares indicam, ndo ha um procedimento geral para escolher o

conjunto de equagoes adequado.
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CONCLUSAO

Este trabalho foi baseado principalmente no artigo de
Henderson [1953] e no de Searle [1968], tendo este Gltimo con-
sistido em um aprimoramento do primeiro, introduzindo um trata-

mento matricial e generalizando alguns topicos, como o método 2.

Embora nosso objetivo altimo tenha sido a estimagao de
componentes de varidncia, e em particular os tres métodos  de
Henderson, procuramos situar o assunto dentro do contexto mais
amplo da andlise de variancia. E dentro deste contexto ha mui-
tos toOpicos, que poderiam "de per si" constituir-se em tema de
outro trabalho.

Assim, em relacao a modelos fixos com dados nao balan-
ceados, o trabalho de Speed, Hocking e Hackney [1978] poderia
constituir-se num ponto de partida, devido as numerosas indica-
¢Ges que apresenta dos varios métodos de analise, e com as hipo
teses que podem ser testadas em cada um. Nesse mesmo aspecto, O
trabalho jd citado de Gosslee e Lucas [1965] , também & substan

cioso.

Os varios métodos para estimacao de b que tém sido de-
senvolvidos recentemente apresentam, também, campo para novos

trabalhog. Nesse particular, podemos citar os métodos de maxima
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verossimilhangca, bem como modificagSes dos mesmos, e também os

métodos Bayesianos e pseudo-Bayesianos (embora esses ultimos
nio contem com a aprovacido geral - in Searle [1968] - discus-
sao) .

Um topico que nos pareceu insuficientemente explorado

foi a questao de posto c¢ompleto, incompleto e reparametriza-
cao.

Em relagdo a modelos com componentes de variancia e
dados nio balanceados, trabalhos envolvendo testes de hipote-
ses, parece-nos, seriam uma complementagao deste nosso traba-
lho de estimagao.
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