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CAPITULO l

INTRnDTJ('ãn

No modelo linear geral

y = Xb + e (1 . 1 )

os efeitos dos falares, isto é, os elementos de b podem ser t.ra
Lados quari,t.éía,alva ou qual,é,ta{,éva»reli/e. No primeiro caso,quando
os elementos de X podem assumir qualquer valor real,dizemos que
temos made.ía cíc ana,Clóa de eg/te.ó,6ão ,CI.i'tear. No segundo caso ,
quando cada eles\ente de X assume o valor zc40 0u o valor uni, o
modelo é chamado lttodcecr de alqã,C,é,se. de va4,élinc,éa. Quando alguns
efeitos dos favores são trcatados quantitativamente e outros qua
l i.tativamente, o modelo é chamado tlíocfe.ea de anã,CI,se de covít4i.ãri
c.x,Q (Scheffé ]1976])

Neste trabalho usaremos rnlodelos de analise de variân-
cia com os efeitos dos fatores explicitados (ex. : y: ; - ll+Q:+e:4),
resultando em modelos de posto incompleto. Alguns .autores prefe
rala trabalhar com modelos repcarametrizados (ex. : y:4 = ll:+e::),
ol)tendo, assim, posto completo.

Desde que Fisher desenvolveu a técnica de Analise de
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vara.anciã, na década de 20, o processo ganhou grande popularidg:
de na comunidade ci.entífica e os procedi.mentor baseados na cabe
la da ''arnva'' foram muito utilizados. Entretanto, quase sempre o
Interesse era inferir sobre o valor dos parâmentros, e relativa
mente pouca atenção era dedicada a um] outra classe de proble-
mas: a inferência sobre contponentes fle variância

Um pera.l dessas duas cJ-esses de problemas é; visto no
capítulo 2 desse trcabalho, juntament:e com as suposições necessã
rias em cada caso. A importância dessas suposições e as condi-
ções em que podem ser di-spensadas foram anal i.sedas por Eisenhart
119471, que introduziu a linguagem\: modelo 1, modelo 11, mode-
lo lll

Apesar da grande quantidade de trabalhos ho:je existem
tes em análise de variância, e do grande refinamento matemático
alcançado, rei11a certa discordância quanto à analise estatÍsti.-
ca adequada ao experimento, quando os dados são não balanceadas,
ou seja, q\lande o número de observações não é o mesrnn em todas
as cadelas.

No caso de balancclamento hã urn consenso geral sobre a
'alva" adÉ3quada, sobre quais hipóteses estão sendo testadas, so-

bre as propriedades de cada método (momentos, mÍniríns quadra-
dos, etc.) e assim por diante. No caso de não-.balanceamento há
dificuldades ini.dai.s relacionadas ã distribuição de certas for
mas quadráti.cas, e também dificuldades provenientes do própri.o
fato do número desigual de observações por casela, que ocasiona
uma complexidade algébrica, por vezes proibiu-va. Além disso.há
na lit:éFatura muita confusão com respeito aos métodos adequados
a cada caso. Um exemplo dessa situação, para o particular caso
de dois falares com interação e modelo fixo, esta enl Speed ,
Hocking e Hackney [1978]

Eln parti-cular, no caso de modelos de componentes de
-,,ariânclã elos aleatórios - o não balanceamento restringe,
e mesinó l-mpede, o uso de certos métodos de estimação (máxima ve
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ro s simil ha nç a por exemplo)

E nesse contexto que se si-tua o tema deste trabalho
os u\étodos de Henderson para a estimação dos componentes de va-
riância. Estes métodos têm sido IBui.to uti.ligados desde sua pu'
blicação em 1953, e apescar de certas defici.ências, talvez sejam
ainda a n\elhor opção em terrrto's de estimação pontual de componep.
tes de variância com dados nâo balanceados.

O plano deste trabalho é o segui.nte

- no capítulo 2 são apresentados alguns concei.tos fundamen-
tais em analise de variância, definidos modelos fixos e aleató-
rios, estabelecidas as suposições dos Rodeios, definida a nota-
ção R( ), e discutida a situação de balancec3mento e não balan
ceamento.

- no capítulo 3 é analisada a estimação dos componentes (ite
variânci.a, sendo dada uma descrição dos métodos existentes tan-
to no caso balanceado como no não balanceado e são discutidas as
propriedades desejáveis dos estimadores.

O ccapítulo 4 analisa eln detalhe os métodos 1, 2 e 3
de Henderson para estimação dos componentes de variância no ca-
so não--balanceado. Aplicações e exemplos acoltlpanham a exposiçâó



CAPITULO 2

A ANÁLISE DE VARIÂNCIA

O objetivo desse capítulo é definir o modelo que usa-
remos, suas suposições e principalmente a diferença entre mode-
[o fixo (1) e mode].o com componentes de variância (.[l e ]]]) . A
questão de balanceamento e não balanceamento das dados é também

introduzida, e um importante teorema sobre a esperança de for-
mas quadráticas é aplicado a calca um dos três modelos (l,ll e lll)

2.1 - O MODELO E AS SUPOSIÇÕES

O modelo com o qual trabalharemos é

y = Xb + e ( 2 . 1 )

or)de y ê o vetar N x l de observaçÕesr b é o vedor p x l de pa-
râmetros, X é alma matriz N x p de posto incompleto, formada por
zeros e uns, chamada matei.z de planejamento, e e um vedor N x l
cle erros (aleãtõri.os)

Saõ õuposlçÕes do modelo

a} E (e)
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b) var (g) ; E(!S') : aálW ' ou seja, cada elemento
de e tem variância a' e covariânci.a nula com qualquer outro e-
lemento.

Assim, 2
e 'u (O, a le -N

Essas suposi.çÕes permitem estimarmos algum\as funções
dos parâmetros, que são os elementos (ile b. Uma função linear
s'b é definida como estimável se, e somente se, q'b = t'E(y) ,
para algum vetar Ç. Basicamente, a intplicação dessa definição é
que a função está.móvel é uma função linear dos parâmetros para
a qual pode ser encontrado um estimados não vi.esado.

Além disso, outra suposição que enl geral é colocadano
modelo, ê

c) Os erros tem distribuição normal, i.sto é

2N( O l.. )ae

Com essas 3 suposi.ções todos os procedimentos dca anã-
li.se de variância para estimação, testes e intervalos de confian
ça relacionados com os parâmetros podem ser apl i.cados. Essas su-
posições foram expl i.citamente formalizadas em Eisenhart j19471
(ãue anal i.za detalhadamente possíveis situações em que algunta ou
algumas das suposições não são válidas, e também as suposi-çoes no
caso em que o i.nteresse não esta nos elementos de b, mas sim nos
componentes de variância.

Antes de estabelecer as equações normal.s, vejamos a
explicitação do modelo da equação (2.]-), através de um exelrlplo,
de modelo de um favor (a) comi 3 níveis e 2 ou 3 observações em
cada nível, onde
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2 . 2 AS EQUAÇÕES NORFIAIS E AS SOFRAS DE QUADRADOS

As equações normais do modelo obtidas pelo método de
mínimos quadrados, Searle Íi971] , são:
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e no caso de modelo de posto incompleto a solução b não é úni-
ca, sendo então representada por bo. Dessa forma, escrevemos

X- X bo = X'y (2.3)

e a solução é

bo = G X' y , (2.4)

onde G é uma inversa genera].izada

O valor estimado de y, correspondente ao observado é

G X' y (2.5)

A soma de Qu

SQE

A Soma de Quadrados Total é

SQV - y'y - E y2 (2.7)

A Soma de Quadrados devido a ajustar o modelo é

SQR : boX' y = y- X G X' y (2.8)

A Soma de Quadrados devido a ajustar a média é

SQm = N y2 (2.9)

x' x'

de x'x

atirados Residual e

(2 6 )
0b X

y' X G Xy'y
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As Soldas de Quadrados corrigidas pela médica são

SQRM : SQn - SQm

SQvm ' SQr - SQm

(2 . 1 0)

(2 .11)

2.3 0S MODELOS l 11 e 111 NA ANALISE DE VARIÂNCIA

2. 3.1 Modelo de Fatores Fi.xos ou Modelo l

Dizer\os que um fatos é fi.xo se os níveis, desse fatos,
que estão sendo consi.derados no expert-mento, são exatamente a-
queles de i.nteresse. Por exemplo, se o fatos é verti.lizante e
estanns interessados especifi-comente em comparar nitrogénio', pg
tãssio e fósforo quanto à produtividade de certo cereal, então
esse favor é fixo. O modelo aqui pode ser escrito explicitamen-
te como:

vij H + A. + e. .
]- l ]

yi.i é a j-ésima observação do i-ésimo nível (tratamento)do
fatos A, p a média, A. o efei.to dlo i-ésimo tratamento e e. . o
erro associado a yjl' As suposições desse modelo são as enumera
das em 2.1

l

Nosso interesse no caso de modelo fixo esta na compa
ração dos efeitos dos fatores e no estudo das relações entre e
les

2 . 3.2 Modelo de Favores Aleatórios ou Modelo ll

Um favor é chamado aleatório quando os níveis desse
falar que estão sendo considerados representam uma amostra alega
teria de todos os possíveis nível.s. O interesse não é nos efei-
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tos dos favores, mas sim na sua variabilidade. Por exemplo, num

experimento sobre a produtividade de certa maquina , escolhemos
5 operários e observamos a produção diária de cada um. Cada opg
Farto representa um nível do fatos e não estamos interessados
em comparar ou verificar relações entre os efeitos desses pare.}
culares níveis. Iremos apenas verificar como o fatos operário
contribui para a variância total da produção.

O modelo pode ser escrito como

yij - H + o!=i.

onde yl.i é a produção do i-ésimo operário no j-ési.mo dia, }i é a
média, al o efeito do i-ésimo operãri.o sobre a pro(ilução (i-ési.
mo nível do favor cl) e e.il o erro associado a y]-]

As suposições do modelo são

.:j ~ '', .:,
(O, a2)a

para i # j

e

E (a.
' 1 v j-, l-' , j'

Com isso

2a a

i'

i'

j '

j 'COV (yij f yi' j - )

0 i / j,'

Assim, a=1 representa o componente de variância deva
do ao fatos operário.
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2 . 3 . 3 Modelo Misto ou Modelo lll

O modelo é chamado misto quando alguns dos fatores
são fixos e outros aleatórios. No caso de dados não balanceados
a está.mação dos componentes de variância pelo método tradicio-
nal da "AN(1)VA" (3.1.1) nã) é satlsfat6ria pois produz estimadores vie-
sados, como veremos adiante

2 .4 AREDUÇÕES NAS SOMAS DE QUADRADOS NOTAÇÃO R( )

As somas de quadrados devido a ajustar um ou mais fa-
vores são reduções na soma total de quadrados (SQT), e fornecem
uma medi.da da adequação do modelo que esta sendo usado.Encaran-
do cada soma de quadrados como uma redução na SQT, podemos tra-
balhar com as diversas reduções, cuja notação é R( ) , i.ndicando
entre os parênteses os parâmetros do modelo que está sendo ajus
todo. Assim, por exemplo no modelo yl.s = p + cl{ + e:l a redução
correspondente a ajustar o írndelo é R(p,a) e no m o d e lo

yj.jK.' }l + ai + Bj + eijK é R(}J,a,í3) . A redução devido ã méM.a,
SQM é R(N), que é correspondente a ajustar o modelo yl =H + el

A equação (2 . 1 0) pode ser escrita como

SQRM - SQK - SQm R ( }i , cx ) R(H)

Sob o ponto de vista de reduções, SQR.. pode ser considerada co-
mo a redução devido a ajustar um modelo contendo p e a após ter
sido ajustado um Rodeio contendo ct, e assim uma notação adequa-
da é: R(cl/H), ou seja

R(a/H) = R(H,ct) - R(H)

Analogamente, R(B/p,cl) R (}l ,cl, 6) - R (p, a.)

Nõ caso de fatos hierárquico a notação é R ( H , a , Íi : cl )
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indicando que í3 é hierárquico dentro de cl

Ainda, no modelo y = Xlbl + X2b2 + e a redução devi-
do a ajusta-].o é R(PI'b2); a redução devido a ajustar o sub-mo-
deloy=Xlbl +e é R(bl), e R(b2/bl) éa redução devido a
ajustar o modelo contendo bl e b9 após ter ajustado o modelo (nD:
tendo b., ou seja

K(D2/Pi) R(PI'D2) - R(PI)

Essa notação tem a vantagem de ser sua.nta, indicando
claramente qual modelo esta sendo ajustado, e é particularmente
Útil em analise dos componentes de variância no caso de dados
não balanceados e modelo mi.sto, onde prece-sanns ajustar mode-
los e sub-modelos para obter está.madores (capítulo 4) . Cumpre
salientar que hã 2 di-gerentes maneiras de calcular os termos
R( ), uma no caso nosso de modelos de posto incompleto e outra
no caso de rinde].o reparametrizado para modelo de posto completo,
como em Harvey [1968], Overall e Klett [19721 e Carlson e Timm
li 9 74J

A diferença entre os dois enfoques é apresentada em
Speed e Hocking [1976], onde há também uma colocação das limite:
çÕes do uso da notação R( ) , ou seja, que ela nâo deixa claro
qual hipótese esta sendo testada, e que não pode ser usada para
testar uma hipÓ.tese li.cear geral. Entretanto, no caso de está.ma
ção de componentes de variância não há problemas em usar esta
notação, e ela, seta bastante úti.l no método 3 de Henderson.

2 . 5 DADOS BALANCEADOS E DADOS NÃO BALANCEADOS

Quando o experimento com que estanK)s lidando é plane
lado ê realizado com dados bal-anceados, a anal i.se do experimen
to é grandemente simpl i.ficaria, sob vários aspectos.

bJo caso de está,mação dos componentes de variância (ITg
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delos ll e 111) , temos uma única ''inova'', e os estimadorees ob-
tidos pelo método de analise de variância (que consistem em so-
luções de um conjunto de equações obtidas igualando-se cada qug
draclo médio ã sua esperança) são bem definidos e possuem as prg
priedades desejáveis dos estimadores (capítulo 3) . Isso não a-
contece no caso de dados não balanceadas, quando então, o con-
junto de equações não é único (por exemplo, no nK)dolo 2 favores
temos 2 ''anovas" uma correspondendo a ajustar cl antes de í3 e o.g
tra. B antes de cl) . Além disso, o método da analise de vara.an-
ciã no n\odeio 111 produz estimadores viesados pelos efeitos fi-
xos

No caso de testes de hipóteses para os componentes de
variância, a situação não é simples, poi.s mesmo no casobalancea
do, nem sempre hã testes exatos. Assim, nos modelos de um fatos,
ou de dois fatores cruzados hã testes exatos, e nos de 3 ou ma-
is fatores não hã testes para alguns dos efeitos ( principais ,
no modelo 3 falares), mas existe unia aproximação, ( Scheffé
1959j ) baseada em combinação li-near de quadrados médios, de-

senvolvida primeiramente por Satterthwaite 11946 , e que se tor
nou comum na literatura (Anderson li19C01 , Eisen 11966 ; umca

discussão dos critérios para seu uso esta em GayJ-or e Hoper
[1969j ) . No caso não balanceado, si.mplesmente não hã testes Ót].
Rios, nem mesmo no modelo de l fator: ''A SQ (ponderada) entre os
níveis do fatos não tem distribuição proporcional a X', quais-
quer que sejam os pesos usados". (Scheffé 119591 ). O problema
é que a teoria da distribuição se torna muito compli.cada

Nos modelos hierárquicos não hã problemas. Nos
não balanceados com 2 favores, idem, mas para 3 ou mais fatores
não hã testes exatos para todos os favores. Para os modelos 3
favores Tletjen ]1974], faz uma análise, concluindo que o tes-
te convencional F é uma aproximação razoável, embora os quadra-
dos médios da anão-ise de variância não sejam variáveis com dis-
tribui-çâõ X' e independentes.

EgtírHãtivas das perturbações no nível de si.gnificância
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devidas a essa aproximação, são apresentadas por Cummi-nqs e
Gaylor 119741 , mostrando que o nível de significância é pouco
afetado para uma grande vara.edade de razões entre componentes de
variância em situações de acentuado não balanceamento. Notemos
que para construção de i.ntervalos de confiança a di.faculdade é
a mesma, jã que testes de hipóteses e l.C. estão estro:i-temente
relacionados.

No caso do modelo 1, observemos que a si-tuação também

se complica quando os dados não são balanceados.

Existe na li.teratura, um grande número de métodos de
análise, sugeri.ndo diversas hipóteses a serem testadas, com as
correspondentes somas de quadrados. Uma vi.são desses moto(k)s(nm
correspondentes programas de computação para modelos de doi-s fa
Lotes esta em Speed, Hocking e Hackney 119781 , e ulrtd abordagem
diferente, também para modelo 2 fatores, classificando os méto-
dos em dois grupos, método de soma de quadrados adi.uvas e moto

do de mínimos quadrados.esta ein Gosslee e Lucas l196SI

2. 6 A ESPERANÇA DE FORMAS QUADRÁTICAS ALGUNS TÓPICOS

Apresentamos aqui- o resultado de UFt teorema, que nos
permite obter a esperança de formas quadráticas, acompanhado da
correspondente aplicação a cada um dos três modelos.

Teorema Quando y '. (H,V)

E (y' Ç? Y) tr(Q V) + p' (2 . 1 2)

A aplicação dó teorema a cada um dos 3 modelos,fixo, aleatório
ou misto,é
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a) Modelo Fixo

a' l
e :N

Aqui b é uin vedor de efeitos fixos cola E(y)

E(v' Q y) b'X'Q X b + oz tr(Q)e -
(2 .1 3)

Em parti.Guiar, quando Q = 11N ' temos

E(y'y) : P'?S'l P + N a: (2 . 14 )

e quando X(X'X) X' , então

K(Y'9 Y) : E[K(p) b'x'xb + a: trjx(x'x)'3'l

b'X'Xb + a' r(X)e - (2 . 1 5)

b) Modelo Misto

Aqui- b, que contém os efeitos dos favores fi.xos e dos
falares aleatórios pode ser particionado como b'=fb-l b,l b.i,...bl' -.L '/l 'ri 'l\

onde bl representa os fatores fixos, incluindo H, bj é o vetar
dos efeitos do fatos aleatório i, ('i = A,...,l<), e desse modo o
modelo (2.1) pode ser escri.to como

k

3iPt ' :xA I' I'
(2 .1 6)

onde E(!) - 3i b].

e var(y) ' Y = :i x. var(Pi) ?S; + aá !N
k

(2 .1 7)

(2 . 18)

De acordo com as suposições do modelo, os efeitos são
nâo correlacíottadós, e

var (b.)-1 '? :~:
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(2 .1 9)Assim, 3: 3; .Í ''' ': ;,..

Portanto

l\. a -)

(2 . 20)

c) Modelo Aleatório

No nndelo aleatório b. corresponde ao esccalar p e xl
ao vetou l, logo,

E(y'9 y) - p2 1- Q l + .E. a2 tr(Q xi3{) + a: tr(9) (2 . 21)

Nos capítulos subseqtlentes, referi.r-nos-amos com fre-
qtlência a esses resultados, pois a estimação dos componentes de
variância será baseada nas esperanças dos quadrados médios, que
são formas quadráticas .
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CAPITULO 3

A ESTIMAÇÃO PONTUAL DOS COMPONENTES DE VARIÂNCIA

Este capítulo é basicamente dividido em duas partes
caso balanceado e caso não bcãlãRceado. Em cada um dos casos são
apresentados os métodos existentes, com suas vantagens,desvantg
bens e os problemas na aplicabilidade

Além disso, são discutidas as propriedades desejáveis
dos estimadores, e as limitações existentes na está.mação

3.1 - DADOS BALANCEADOS

3.1.1 O Método da Analise de Variância

Quan(t) hã Inlanceamento, a estimação dos coirtponentes de
variância é feita usualmente, pelo método da "inova" que bons:iE
te em obter um sistema de equações lineares, i.gualando-se cada
quadrado médio a seu valor esperado, e as soluções desse si.ste-
lna são og égti.mc3dores dos componentes de variância

Para .a obtenção dos quadrados médios (QM), que são se



17

mas de quadrados (SQ) divida.dos pelos graus de liberdade, usa-
-se a mesma "inova" do modelo l (portanto,esses quadrados nÉdios
são baseados nos métodos de n\ânimos quadrados) e para a ol)ten-
ção das E(QM) pode-se usar o teorema de 2.6 (pois os QM são for
mas quadráticas nas observações) , ou calcular diretamente a es-.
perança stlbstitui.ndo-se nas fórn\ulas dos QM as várias médias das
observações (y...,yl'..,yl' , etc) escritas ein função do ínK)dolo
considerado (Searle li9711)

Além di.sso as E(QM) podeis ser também obtidas pelas
"regras" apropriadas que são fornecidas nos l i-vros de planejamen
to de experimentos, como por exemplo, Searle 119711,Scheffé j19591
ou John [19711

Como ilustração do método vejamos a estimação no rmlode

lo aleatório de l fatos com a níveis e B observações por casei
la, onde

vj.j ; p e. ( 3 . 1 )

e

E(QmA)

E(QME)

2 2
n a. + ae

2ae
( 3 . 2)

e o conjunto de eqtlações é

QME - â: e QJ''m
.2 .2

n a + aa e ( 3 . 3)

dando as soluções

.2
a = QME ee '

8: = (QF4A - QME)/n
( 3 . 4 )

Nos modelos de 2 ou mais favores, seja o modelo mi.sto
ou aleatÓri.oí o procedimento ó análogo e o método produz estima
(]oref; não-víeãados e de variânci.a mínima



18

3.1.2 - Vantagens e Desvantagens do Método da Anãli.se de Va
riancia

O método é, em terrrns computaci.onai.s, relativantente
simples e produz está.maiores não-viesados:

Seja y o vedor dos QM tais que E(m) não envolva efei-
tos fixos e seja a' o vedor de componentes de variânci.a a ser
estimado, coHt E(m) = P a', sendo P não-singular. Então as equa
çÕes a serem resolvidas são: T - P !', com solução

9 .1
Õ' = P ' m ( 3 . 5)

0
logo E(â') 2E(m)P P P a ( 3 . 6 )

Além disso os estimcadores de (3.5) são os que tem me-
nor vara.anciã dentre todos os estimadores não viesados que são
formas quadráticas nas observações. (Graybill e nultqutst 119611)
Ou seja, os estimadores da ''inova'' são estimadores ''i3gJE'' ( best
quadratic unbiased est. - melhor estimados quadrático nâo-viela
do) , que é o análogo a) "b.l.u.e." (do modelo 1) para os componen
tes de variância. E, ainda, de acordo com Graybi.ll Ít9541 e
Graybill e Wortham l1956j, sob suposições de normalidade, os e.g
timadores de (3.5) tem menor vara.ânci.a dentre todos os estimado
res não-viesados, sejam ou não formas quadráticas nas observa-
çoes

A deficiência do método é que os estirnadores de (3:.5)
podem ser negativos. o que é evi.dentemente um problema sério.As
sugestões para contornar o problema quando obtemos estimati.vas
negativas são

a) Aceitar o valor negativo. Entretanto, é claro
que o problema persiste, especialmente se prece.somos obter Mina

soma eÉ;tomada de componentes envolvendo a estimativa negativa

b} Supor que o verdadeiro valor é zero Etl\bota essa
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seja uma solução mais razoável (logicamente falando) , destrÓI a
propriedade de não--viés.

c) Ignorar a componente de variância estintada con\o

negativa tirando-a do modelo e recalculando os outros comporem'
tes. Thompson ]19611, 11962]., Bezerra [1976] , Thompson ef4)ore
[i9õ3]

d) Procurar um outro modelo que explique os dados

e) Co[etar mais dados e ana]isã-].os separada ou jun
Lamente com os anteriores.

Além dessas opções diante de está.mativas negativas,hã
ainda a opção de usarmos outros métodos que não o da ''Anova":ou
métodos Bayesianos ou estimação por máxima verossirr-ilhança

3.1 . 3 O Método de Máxima Verossimilhança (Maximim likeli-h)od)

No modelo l o estimados de mllnimos quadrados (m.q.) ,
e de máxima verossimilhança (m.v.) e o ''b.l.u.e." ( best linear
unbiased estimator) para t'b coincidem (sob suposição de norma-
lidade) . Aqui no nndelo 11, entretanto, tal não ocorre pois o
espaço paramétrlco, onde a função L, de m.v., será IDãxirrlizâda ,
é não-negativo quando os parâmetros a serem estimados sao compg
Dentes de vara.anciã. Os esticadores de m.v. , portanto,serão sep
pre não negativos, e sua obtenção não é tão direta coam no caso
do nnde]o ]. Vejamos a aplicação do método no mode]o de ]- fator,
len\brando a necessidade de suposições sobre a distribuição

O modelo é dado em (3.1) e as suposições são
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(0, a2)
' a

(0 , 2)e

a' + a'
(} e

20
a

0

i' ( 3 . 7 )

cov (yij ' yi- j ' )

i # j. ,

onde i- = 1,2,...,a e j = 1, 2,...,n.

Logo, sendo 1. a matriz identidade e J. a matri.z
cujos elementos são todos 1, a matriz de variância de y é

az 1 + az J 0 0 ... 0

0

0

0

a' 1 + o' J
e - a - 0 0

(3.8)

0

0

o' .[ + a'
e - a

0

0

o2 1 + o J
e - u -

que pode ser denotado como

l ® (a2 1 + a2 J )-a e -n e -n

onde ® representa o produto de Kronecker

A ílunçao de máxima verossi-mi.Ihança é

( 3 . 8a )
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l an
(2lÍ)2 IVI

l

2 .,:. { P
l

1) (y - HI)} ( 3 . 9 )

onde

vl :=: '': ;;;.-- .lí .:'"-:' '.:" .:,, I' (3 . 1 0)

e

v-l -nl
2a
a

a2(a2 + n a2)e e a'
J
-n (3 .11)

1 ~

Q, '/'-;
\

Assim, r

r /\ '

F.) 2
2

a U

exp l
2

SQE
2ae

SQA
+ -

(J +- l)
€!

a e + n a
2
a

l
7 a

(3 . 1 2)

( 2lr ) 2 (a2)2 a(n'l) (ae
2
e + . ..:)

Derivando logl erll relação a }l~) a: e a: e igualar
do a zero, obtemos:

( 3 .13)

e

â2)a SQA e a (n--l) â'e SQE (3 . 14 )

Como não houve restrição da. maximi.zação a valores post
ti.vos, as soluções

-2
e

SQE
a (n-l)

QmE
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(3 . 1 5)e

SQ"/- - â:
na

não são os estimadores de máxima verossi.milhança (ou seja,estes
não são obtidos di.retamente com a aplicação da "fórmula'') , se

(1 - 1) QMA < QME. Nesse cãsorconfofl'ne Herbach [1959 ],o estima

dor de m.v. para a. é 0 e para a. é SQV . Dessa fornta, a com-' a ' e an

paração entre os estimadores de "inova'' e de m.v. no modelo de
l fatos pode ser resumida da seguinte forma:

Método Conde.çÕes
. 2a a

- 2a e

QmE"Anota" Nenhuma QMA - QME
n

g:I QMA > QME
ct '

QmA - QmE
QmE

SQV
an

m.v
n-]
=--= QMA < QMEa 0

Há ainda um estimados. de m.v. modifi.capo ChâHlâdO''REML''

(restrict.ed maxi.mum l i.kel i.hood) desenvolvido por Thoinpson j19621

e um estudo comparativo do e.m.v. com o e.m.v.r. (REAL) e com
un\a modificação pseudo--Bayesiana do e.m.v.r., para o modelo mis
to, esta em Harvi.lle [1978]

3.2 DADOS NÂO-BALANCEADOS

OB métodos para estimação dos componentes de variância
costumeiramentê usados nesse caso são os métodos 1, 2 e 3 de
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de Hendersonr que são análogos ao ]x\étodo da ''anova''. Um proble-
ma não resolvi.do com esses métodos é que no caso nao-balancea-
do não hã uma "inova" única, e também não há um conjunto único
de equações, col\lo no caso balcanceado, quando igualanlos cada for
ma quadrãtica com seu valor esperado.

3.2.1 - Método l de Henderson ou Método da Análise de Vara.ân
cia

É basicamente o mesmo método da ''inova'' usado para dâ
dos balanceados, somente com alterações nas fórmulas das S.Q. ,
onde estão envolvidos os totais das cadelas. O método, que está
desenvolvido e exemplificado no capítulo seguinte, sÓ pode ser
usado para modelos aleatórios, pois no caso misto os estimílt)res
são viesados pelos favores fixos. Por exemplo, no modelo de 2
favores com ci fixo a E(SQA,) e a E(SQB) conterão os seguintes
termos, que envolvem favores fixos:

a .

contém E n. 2 (iEI ni. cli)2clj. ' "'"''''RE(SQA)

e

E ":: ":)' (i:].. (.; :
j

cli) 2
E(SQB)

ou seja. os termos envolvendo falares fixos são diferentes em
E(SQA) ê E(SQB), e asse.m não se cancelam em E(SQA - SQB)

Essa difict3ldade pode ser contornada de 2 maneiras:ou
tirando os efeitos fixos do rnndelo, ou encarando-os como aleatÓ
ri.os. Evidentemente ambas são insatisfatórias pois os estiinado-
res serão viesados. Entretanto, caso essas aproximações possam
ser consideradas razoável.s, o uso do procedimento pode ser comi
t:ado, tendo se em conta que o método l é, computacionalmente, o
mais fácil.



24

3.2.2 - Método 2 de llenderson

Consiste em estimar os falares fixos, corrigi-r os dados
de acordo com essa estiminati.va e a segui.r usar o método ]

O método apresenta dois i.nconvenientes sérios: primei-
ro, não pode ser usado quando.hã interação entre favores fixos
e aleatórios, e segundo, o método nem setnpre é invariante em re
lação ao estimados br dos favores fixos, dependendo de certa rg
lação de postos (capítulo 4)

O método inicialmente proposto por l-lenderson l1.9531 foi
generalizado por Searle 119681, 119711 , de forma tal que perde
a primeira das ]-imitações, mas os estimadores obti-dos nao sao ,
em geral , uni.cai-Rente defi.nados.

3. 2 Método 3 de Hencierson Método de Ajustar Constantes

Este método não usa as somas de quadrados da análise de
variância, mas sim reduções nas SQ devido a ajustar diferentes
nndelos e sub-modelos. A ideia básica é parti-clonar o vedor b
em dois vetores b. e b? e ajustar 2 modelos: o modelo completo

e um sub-modelo y - ?Slbl+e, com as notações R(bl'b2) e R(bl)para
as respectivas reduções correspondentes ca esses ajustes. Como

mostraremos no capítulo 4, sendo R(bl/b2) - r<(bl'b2) - R(bl)

EIR(b2/bl)] é uma função simplesmente de E(y2 b2) e ae ' não e!!

volvendo E(PI bl) nem E(bl b'2); ou seja se bl contém todos os
favores fixos, então E[R(b2/bl)] não contém termos envolvendo
os fatores fixos. Asse.m, ao aplicarmos o processo de igualar
cada Redução a seu valor esperado e resolver o sistema de equa-
ções assim obtido, os esticadores serão não vi.usados por fato-
res fixos. A obtenção do conjunto de equações necessário õ fei.-
ta usando-se reduções que vão envolvendo sucessivamente mais fa
Lotes, de forma a introduzir um componente de variância (na es-
perança das rêdtlções) de cada vez.
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Além disso , outra característica iirport:ante (ik) nét:o(lk) é que

quando apl-icado ao modelo aleatório, ou seja, bl contendo favo-
res aleatórios, E[R(b2/bl)] não contém termos envolvendo var(bl)
e nem covariância entre elementos de bl e b2' Assim o método pg
de ser usado, mesmo que haja correlação não nula entre elemen-
tos de bl e de b9, sem que os estimadores fi.quem viesados por
essa correlação.

o método apresenta, basicamente, duas; desvantagens:prl
melro, envolve calculo de matrizes inversas generalizadas que
terão ordem grande em modelos com grande número de favores,taB
to ao calcularmos as reduções.como os coeficientes dos componeD
tes de variância nas esperanças; entrei.cinto essa dificuldade é
elTt parte contornãvel pelo ]nêtodo de síntese de flartley;segundo,
o número de equações é mai.or que o necessãri.o, de forma que ha-
verá mais de um estimados para alguns componentes de variância,
e o método não fornece inda-cações sobre qual conjunto de equa-
Çoes usar

3 . 2 . 4 Variações sobre o Método da Analise de Vara.anciã

No casa de não balanceannltn,além dos ílét:odk)s 1, 2 e 3 de Hen
derson, hã mais dois métodos baseados CH't equações onde a espe
lança ê uma combinação linear dos componentes de vara.anciã

Um deles, anãli.se de medi.as, consiste em calcular as
médias de cada casela (não pode haver cadelas vazias) , obter as
S.Q. da Anãli.se de Vara.anciã com esses valores, calcular as E(QM)

e montar o sistema de equações. Há duas alternativcas: usar mé-
dias simples, ou ponderadas (com pesos proporcionais ao número
de observações de cada case]a) . Os cã]cu].os são baseados nas "a
novas" augerídas em Vates [1934] para modelos fixos.

Outro , desenvolvido por Koch [1967], [1968] ,baseia-se
em produtos cruzados de observações, e não em somas de quadra:
dos, e no fcato de que as esperanças desses produtos cruzadost:am



bém são combi-nações lineares dos componentes de variância

26

Desses métodos, evidentemente, o de análises de médias
não ponderadas é o de mais fácil- computação.

3 . 2 Método de Máxima Verossimilhança

No caso do modelo 111, o método de m.v., pode ser usa-
do para a estimação dos fatores fixos. ccãso a matriz de variân-
cia V seja conhecida, ou ainda, em combinação com o método de
ajustar constantes, estimando-se os componentes de variância e
a seguir estimando os favores fixos por m.v. usando a matriz V
estimada

Entretanto, para a está.mação dos componentes de variân
cla, no modelo ll ou no 111 é i.mpraticãvel, pois a dedução alga.
trica torna-se extremamente complicada. Por exemplo, no caso de
modelo aleatório l fatos, as equações fornecidas pelo rnéto(t) são:

a n:y
::: ;: *:::';:e i a
a n.l

::: â2 + n.âe i a

n.

:;:.!:'»:,-':.,:
.4ae

a nj.(yj..- Íi)2
V

i=1 (â2 + n. â2)e i a

': nl : n;l(;:. - ü)'
1.-i '; ' ": .i ' i-: -'. -- ": '.,

õbvíâõlente, essas equações não perdi-tem estimadores pg
ra p, al; e ól;i e mesmo que houvesse soluçãor a restrição de eg
paço paramétricõ nãó-negativo teria de ser considerada, e a ob-
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tenção dos estimadores não seria direta

3. 3 AS PROPRIEDADES DESEJÁVEIS DOS ESTlFaADORES

3. 3.1 Estimados Quadrático Não-Viesado de Variância lülÍnima

Como vimos em 3.1.2,no caso balanceado os estimadores
da ''inova" são os estimadores quadrátla)s não-viesados de mínima
variância. No caso não-balanceado entretanto, a obter\ção de es-
timadores assim é muito difícil e às vezes não existe um estima
dor que tenha sempre variância mínima para todos os valores dos
componentes de va.riância. Em alguns casos particulares, a lite-
ratura apresenta aproximações ou esticadores "locais" (com es-
sas propriedades)

3. 3.2 - viés

A propriedade de não-viés dos estimadores do modelo fi.
xo é desejável com base no conceito de repetição dos dados pro-
venientes do mesmo conjunto de efeitos. No caso de dados não-ba
].anceados, entretanto, hã repetição de dados, mas não necessa-
ri.amente com o mesmo padrão de não balanceamento, e os dados
não resultam do mesmo conjunto de efeitos. Assim, o conceito de
não-vi.és, nesse caso, é questionável. Dentro desse contexto ,
Blischke [1968] lembra que esses está.madores considerados ( com
exceção dos de m.v.) são estima(piores do método de momentos, que
a maioria deles é, provavelmente, consistente, e sendo essa prg.
priedade asslntÕtíca, ela é mantida, mesmo que a estimativa ne-
gativa seja substi.tuida por zero. Outra sugestão, an Searle l196q,
é usar-se lJm estímador modal

O fato é que no caso de não-balanceamento, nâo hã uma

teoria completa e geral, e muitos dos resultados obtidos são
parti.culareã. À discussão em Searle [19681 mostrca bem esse as-
pecto da questão.
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CAPITULO 4

OS MÉTODOS l 2 E 3 DE HENDERSON

Neste capítulo apresentairtos detalhadamente os 3 méto-
dos de Henderson para está.mação pontual de componentes de vara.-
anciã. E apresentado também o método de síntese, de Hartley,que
é um procedimento para facilitar a obtenção dos coeficientes nas
equações.

O método 2 de Henderson é mostrado coiro um caso parti
cu[ar de uma simp]ifi-cação do método 2 Genera].azado de Sear]e
Di.scute problema de unicidade da solução.

Todos os métodos são acompanhados de aplicação, incl.g
si.ve numérica (e resolução)

4.1 O MÉTODO l DE }!ENDERSON

O método l é basicamente o método da ''inova'' ( usado
para dados balanceados) , e consiste--em--obter--SQ- não--corrigidas,
aná[ogas àque[aa, e em igua].ar cada SQ ã sua esperança, obtendo
assim um si.stena de equações cujas incognitas são os está.nleík)res



29

dos componentes de variância. Para ilustrar o método, usarenx)s
o modelo:

yijKR, - U ÍSj + 'YK + (aÍ3) ij
(4 . 1)

onde

1,

1,...r nijK

j L 1,..., b ; K 1,

: : i ':'« n

ou em forma matrici.al

y 1 + xlbl + x2b2 + x3b3 + X4b4 + e
(4 . 2 )

onde b. é o vedor dos efeitos a. b9 dos efei-tos B, etc

4 . 1 . ]. - Somas de Quadrados

Para a obtenção das S.Q. é conveniente o cálculo das
S.Q. não corrigidas pela médica, (que chamaremos,termos T) , sen-
do cada termo T, uma S.Q. correspondente ao falar indexado.A se
gulr cada termo T é corri.gado por T..r fornecendo as S.Q. devi-
das a cada favor (ou i.nteração)

As S.Q. são análogas às SQ para dados balanceados;por
2 2

a yl y
'. brn Ni:l

a y
i-l

2

l
E

exemplopno caso balanceado SQA brn ( onde

2y
abrn) e aqui temos : SQA N

os termos T são
2

yi
n.l

K

K

a
E

i:l TB TC
r y
E

K=1 n

TAB

a b

i=J- j n. (4 . 3 )
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A S.Q. total e o favor de correção pela média são res
pectlvamente

a b r

i:l j-i K-l

nijK 2y
11 .TO y ijKt e T (4 . 4 )

As S.Q devidas a cada fatos, são então

SQA

SQB

TA

TB

T
H

T
P

SQC

SQAn

SQE

TC

rF
'AB

T
U

TA

(4 . 5)

rp .L rp

'B ' 'P

ro - Tc T + T
AB U

Usando o ríodelo (4.2) êscrevenlos p.s SQ como reduçÕesnas
S.Q. devido a ajustar submodelos. Asse-m por exemplo Tr. é a re-
dução na SQV deva-do a ajustar o modelo y = X.2b.a + e e, por'
tanto,

K-: * Q? - X'3;Q;3?':3; y (4 . 6)

4 .1.2 As Esperanças das S.Q

À obtenção das E(SQ) é feita calculando-se di.retamen
te a esperança de cada termo, após substituir o terna de y de
cada fatos pelo modelo (4 .1) deva.lamente ríodificado.]lbr exemplo,
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j.-l ni
; .8

i;]. niE (TA)
a
E E(n.

i=1 l

+ E n. . B . + }l
j xJ' ] k yK + .i nj.j. (aB)ij+ ej.

a 2E E(n P 'iii-l .-Í-' : «?,.':' i -?.Kv K+ : ':'. '«',Í, --

9+ e'l .+ E (duplos produtos, tod)s tm(b esperança nula) )/n]

.: *l$ .: *
B nj.'. y

a
}l (n.

2

aaB

E n'. E n' ,,

~.:*~ .:* }'=' .i* }':;=- .{ *
E 2

n.li 'l;o -'- ' 'É (4.7)

O pzocesu) é um tanto trabalhoso, e hã duas alternati-
vas: usar um método desenvolvido por Hartley, e exposto mai.s a-
diante, chamado método de síntese, que fornece os valores numé-
ricos dos Coeficientes, ou usar uma expressão geral para os coe
ficiei tês dõs termos T, como faremos a seguir
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(4 . 8)
K

Sendo o modelo y = }il + EA XO bO + e

definimos

y.(AI) = total das observações no i-ésinlo nível do fa
tor A

n(A{) - número de observações no i-ésimo nível do fa
tor A

e

TA' Nh] z , ondeNA'n9deóÍ-: (4.9)vens do favor A.

Definimos ainda

oj ) número de observações no i--ésimo nível do
fatos A e j-ésimo nível do fator 0

bo.
]

j-ési.mo elemento de bn

e . (A. )l total do erro correspondente a y. (Aj)

Então, substituindo (4.8) em (4.9) obtemos

[n(Ai) H+0EA j=1 (Ai'0j) bOj + e.(Aj.)]
n(A.)

NA
E

i:lTA (4 . 10)

A esperança de Tn contém

a) um termo em Hz

2 "uF -.: l ..«:,
( 4. ll )
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b) um termo em a; , para 0 A,B, K

N
0 2

E.Ing«;n!! lj 2:1 an(A 0i-u.)) 'ã - ::]. (4 . 1 2)

onde K(aá,E(vA)) é a notação para o coeficiente na EHA)

Notar. como regra para facilitar a expressão das fór-
mulas, que o Índice da lg somatório (no caso, i) refere--se ao
fatos A e que o Índice da 2g somatório (no caso, j) refere-se ao
fatos 0

c) um termo em a'

NA n(A..) a2

.::
2ae E l

i-l
(4 . 1 3)

Trabalhando com reduções na SQT, ao invés de usar os
termos T, o mesmo resultado é obti.do apli.cando-se o teorema de
2.6 ã redução considerada. Por exempJ-orpara a E [R(b.a)] , supor:
do bl como vetou de efeit.os fi.xos, temos:

nÍK(b3)]: Ely'!3(:;33)'J 33 Z.l

( p ! + 3lPJ.)' 33(3;33)'i 3b(p 1+ 3i PI)+

j.=2 2 tr]X3(x3x3)'l X;Xj.Xj.]+ a2 trLX3(X3 x3)'J' x3 (4 . 14 )

No cago do modelo aleatóri.o, a expressão se reduz a
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Ejn(p3)] p2 i' x3(x3x3)'J' x3 ]. + i41 a2 trEx3(x3x3)'l 3:lxj.K.l

(4 . 1 5)

O desenvolvimento dos produtos de matrizes tem como re
su].Lado os termos dados por(4.11),(4.12) e(4.13). No caso do
modelo (4.1)/ que estamos usando, os coefi.ci.entes de H2 e dos(nm
ponentes de variância nas esperanças dos termos T são dados Eiâ
tabe[a 4.].

2a (J a e

:ç.L T; Tg r.Z N K. -

s = numero total de caselas não vazias no cruzamento de
cl e 13

TABELA 4 . 1

onde

n.l

E 2
i z]

n.
KI : E

l K2 E
l K3- E

]

2E n
ijKKK

5 nl

E 2' ''i.K
E-J
KK6

  U     a   ';

TO N N N N N N

TA N N KI K2 KI a

TB N
K3 N K4 K3 b

T'AB N N N K5 N S
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9E n'
l

K9 : N«. : ; ++

j ' ]
N

E E n'
NK10 K12

(4 .16)

4.1. 3 Um Exemplo Numérico

Um exemplo numéri.co ao qual o modelo dado pela equa-
ção (4.1) se aplica é dado em Henderson [1953] , e é baseado na
segui.nte situação

No estado de N.Y. uma organização cooperativa ( New
York Artificial Breeders Cooperative, Inc.) , que fornece semen
bovino, tem aproximadamente 60 touros em ati.vidade. O touro que
fornece semen a uma parti-cular vaca é escolhido aleatori.amente,
o que, ao lado do grande número de descendentes (femeas) de ca-
da touro, torna as observações da produção leites.ra dessas fê-
meas particularmente adequadas ao estudo das diferenças genéti-
cas entre touros e também para estimar a magnitude de outras íon
tes de variação na produção de leite. É visível a utilidade de
"boas" estimativas dessas vara.anciãs para o planejamento de prg.
gramas de seleção efi-cientes.

Henderson sala.ente que ao estimar os componentes de va
riãnci-a nessa situação, as di.faculdades eram provenientes dos
seguintes aspectos:

a) Os dados provinham de observações feitas em di-
versos anos, e o efei.to do tempo (coiln tendência) é um fatos im
portante a ser considerado.

b) C)s dois principais critérios de classifi.cação dos
dados eraMlreprc)dutór e reprodutora ("pai'' e ''mãe") ,sendo o nÚ-
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mero de reprodutores maior que 100 e o de reprodutoras maior
que 2.000

c) Não-balanceamento: o número de observações nas cg
selas reprodutor x reprodutora variava, a maioria sendo zero.

As estimativas obtidas pelos métodos l e 2 foram es-
sencialmente as mesmas. A partir dessa massa de dados, Henderson
selecionou uma pequena amostra que é apresentada em seu artigo
e que apresentamos a segui-r

Os dados,que estão dispostos na tabela 2, são o núme-
ro de observações, da quantidade de gordura (butterfae) na pri-'
melro lactação, em cada casela (docruzamento pai x mãe x ano) e
também a soma das observações em cada casela

TABELA 4.2

"MÃE" "PAl" : 'l :" ~l' ; i . í ''""
-"r:=t :. ..:+l l

l 2

l 3   1 5-1609 j 5-16 09
         

2 l l 1- 404 3-1 2 70'1 i 1 4--1 6 74
2 2   5-2109 5-2109
2 :l 3   4-1563' 2- 74 01 6-2303

       

3 '1' 1   3-1705 ; 3-1705

3 l 2   4--2310 1 2--1134 1 E 6--3444
     

  3-1113 5-19511 1 1 8-3064
4 3   3-12911 6-24 57 9-3748

TOTAL 7-2931 21--9983i16--6959 13-4806 57-24679
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O modelo adequado, evidentemente. é o da equação (4.1)

yj.jKÊ H + cti + Bj + yK + (clí3) ij + eijKI

onde

i 1 , 2 , 3, 4 j - 1, 2, 3 K - 1,2,3,4

2 - 1, ''::« } ! : '::« n N - 57

yijKZ é a quanta.date de gordura do leite na pri-medra lactação
da l-ésima descendente do j-ésimo reprodutor com a i-ésima re-
produtora,medida no K-ésímo ano.

p é a média geral-, a: é o efei.to da i-ésima reprodu-
za sobre a produção de gordura, f3.i é o efeito do j-ésimo reprg
dutor, y. é o efei-to do K-ési.mo ano na medida, (ctB):4 é o efei.
to de Interação entre o j-ésinn reprodutor e a i-ésima reprod.g
Lota e e:.iK é o erro associado à l-êsima medida da casela ijK,
que é um elemento aleatório.

As suposições são as usuais: todos os favores do nto-
delo são v.a. não correlacionadas, com média zero e respecti-

vas variâncias: a: raã ,a:f3' aY' a:. A matri.z de variância de y,
V é semelhante à matriz (3.8) (onde os componentes de variância
eram a' e a')a €:

Os coefici.entes de Pz e dos componentes cle variância
nasesperanças dos termos T, indicados na tabe]a 4.]., e calcula-
dos conforme (4.16) , estão na tabela 4.3, que apresent.a,também,
os va].ares dos termos T, na Última coluna.
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TABELA 4.3

TO 57 57 57 57 57
TA 57 57 24r04 21r49 '24,04

TB 57 18p51 57 30r33 18r51

TAB 57 57 57 37p35 57
Tr.. 57 19, 51 39, 22 57 1 5r10

. IS.7. .IZ4,93.lt9,1'J'lXÕ.OS 6,191

57

4

3

10

4

l

11.124 .007

1 0. 89 3. 666

1 0 . 776 . 278

10. 970.369

10. 776 .4 51

l0.685.141

Portanto, as equações a serem resolvidas são as apõe
sentadas na fo rma da tabela 4 . 4

TABELA 4.4

ã
aAB

5,44 17,85

14,28 12,32

40,95 8,91

1,58 20,64

21, 30 -8,91

2
aC
3

2

3

4

44

Valor das
r] l fnrnrv-n q

208.525

91,137

91,310

-14,434

62,328

T -- 'p
'A 'P
T - T
'B 'H

T - T
'c 'P

T -T - T + T
'AB 'A 'B ' 'P

T0-TC-TAB + TP

4 2, 07

3, 58

4 , 58

--3, 5 8

-4, 58

4 , 93

37, 89

20,11

--4 , 93

20,11

Isto é, a primeira equação é

42,07 8Í+4,93 âÊ+5,44 Õã+i7,85 Õ.iS+3 âe

outras aãõ escritas analogamente. Resolvendo o sistema obte-
IT10 S :

208.525 , e as
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8Í 453i õã - '';
(4 . 1 7)

82 . 2950e

ção do sistema fica:

. 2
aC 756 e 82e 2952 (4.18)

O componente de vara.anciã devido ao fatos A (reprodu-
tora) é o que tem maior peso na variância total, indicando que
na seleção para obtenção de leite mais "gordo" esse favor deve
ser mais controlado.

4.1. 4 Método de Síntese de Hartley

Hartley [1967] desenvolveu um método por ele denomina
do de "synthesis", que fornece os valores numéricos dos coefici
entes dos componentes da variância, em termos coro E(T.) , sem a
necessidade de se obter a expressão algébrica

Consiste em calcular o coeficiente do componente an
em E(TA) de maneira análoga ao cálculo da SQ TA' mas usando a
matriz de planejamento X ao invés da matei.z y. Isto é, como vi-
rás em (4.9) o termo r. é

NA [y. (Aj.)]2m . TI A

'A i:l n(Ai)

que é a soma dos quadrados das observações de cada nível de A,
dividida por n(AI) ,e o coefi.ciente de a: em E(Ta) é a soma dos
quadrados, para todos os níveis de 0, de Tn]X(0,j)] que ê o aná-
logo de 'Fa usando a matriz de planejamento.
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Nessa notação x(0.j) é a j-ésima coluna de l0' e

T.[3U,:j)] - E
(4 . 1 9)

ou seja, TnLX(0,j)] é a soma, em i, dos quadrados dos números
de ''uns" em X(0,j) que provém de observaçoes que estão no i-ês.{
mo nível de A.

O coeficiente de aá em X(TA) é

. N6 NO NA

K [aã,znA)]: .jx: vA [3(o'j)]
(4.20)

A proposição de Hartley é de efetuarmos essas somas
com dados obti.dos em X. Entretanto, o método pode ser usado con
sulcando diretamente uma tabela que forneça o número de observa
ções nos diversos cruzamentos, como a tabela 4.2

Asse.m, por exemplos o calculo do coeficiente KI de aB
E(TA)r que foi. apresentado na tabela 4.3 pode ser obtido da se
guinte maneira

l

a) Em cada uin dos quatro níveis de c[, verificanns (dual

o número de observações nos cruzamentos com cada um dos níveis
de 13, e di-vidimos a soma dos quadrados desses números pela soma
simples (que é o número total de observações nesse nível de ct)
Dessa forma, a tabela 4.2 nos fornece

TABELA 4.5

3

32--6: 8:-'-9:
9 ] ].1

nível de cl 1 l 2

,Ê: qÉ'e 52+õ2+52 l 42+52+õ:
16 i 15
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b) Somado s esses 4 resul todo s , conforme 4.20

42+52+62 1l:;{ - 24,04 (4.21)

Notemos que se na expressão 4.20, que fornece os coe-
ficientes por síntese, trocarmos as somatÓrias obtemos a expreÊ
são (4.9) que fornece di-retamente os coeficientes:

'',.,. - }: ): qr (4 . 2 2)

A dedução, formalização e exposi-ção teórica do método
encontra-se em Hart]ey [].967] , e uma extensão, para a obtenção
dos coeficientes nas fórmulas das esperanças, variãnci.as e cova.
Flanelas dos quadrados médios da ''inova'', para qualquer matri.z
de pl-arejamento e para o caso de modelo mi.sto,em Rao l.19681

O MÉTODO 2

Como vimos em 3.2.1., quando o modelo é misto, os es-
timadores do método l são viesados pelos favores fixos.A ideia,
então, é fazer uma correção nas observaç(5es, de forma que as ob
servaçÕes corri-giras sejam explicadas por um modelo composto sõ
por fatores aleatórios, ou seja, se no modelo dado em (4.2) bl é
o vetar dos favores fixos, o modelo ajustado aos dados corrigi-
dos E - y - X]b]. é z - p 1 + X2b2 + X3b3 + X4b4 + E. Como bl

não é conhecido, vamos estima-lo e corrigir y usando b. . Após
essa eõrreção aplicaiílos o método l

Conforme a maneira de estimarmos os falares fixos te-
remos dois procedimentos di.gerentes, um que chamaremos metodo 2
generalizado e outro, método 2 simplificado, sendo o método 2
de Hendêzson apenas uma das maneiras de executar esse últi.mo
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4.2.1 - Método 2 Generali.zado

Vamos representar o vetar dos favores fixos (excluin-
do u) por boro dos aleatórios por ». e as correspondentes matrJ.
zes da partição de X por Xr e X.. Dessa forma podemos escrever
o modelo como

! + 3í l:e + 3. P. + 9 (4 . 2 3)

O estimados de bf sela bf e o vedor de dados corrigi
do será

(4 ' 24 )

e terá a forma

Z E + 3 P: ''" !y e (4 . 2 5)

Suponhamos que o estimados de bÍ seja

L y (4 . 26)

Então

(! - 3Í t) y (4 . 2 7)

u (11 - 1rl) ! + (?Sí xfl'xf) bf +

+ (x'-r XfLXr)br + (l '3í9)!

E claro que bf não aparece em (4.27) se

3:e - 3í t !í ( .4 . 28 )
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ou selar se L é uma inversa generalizada de Xf

Portanto, as matrizes t, X. e W da eq. (4.25) sao
+

Ç : (! - 3. b) ! (4 . 2 9)

+

X-r (:r - 3í 1 3r) (4 . 30)

e

(! - lí l) (4 . 31)

O método 2 generalizado consiste em estimarmos bf co-
rra L y (eq. (4.26)).sendo 9 uma inversa generalizada de 3Í' cor'
rlg:lamas y como na eq. (4.24) , obtendo : dado em (4.25) c om
E,4 e Wde(4.29)f(4.30) e(4.31). eaplicarmosa zométo-
do 1. Notar que para cada L diferente que usarmos obteremos di
gerentes va].odes para Çr X, e W, e diferentes está.madores para
os componentes de variância. Nesse sentido dizemos que o método
não é unicamente defi.ni.do. Entretanto, no método 2 si.mplificado
temos certa classe de matrizes X tais que os esticadores dos
componentes de variância são invari.antes a qualquer solução bo
de (4 . 26)

+

4 . 2.2 Método 2 Simpli-ficado

tema simplificação que podemos fazer em (4.25) é for-
çar p E a ter uma forma u l (para algum escalar p nao neces-
sariamente igual a u) e que X. = X.. Com isso ?l da eq. (4.25 )
se reduz a

+

Z
+

u 1 + X b . + M e' - -r -r (4 . 32)

Para obtermos tais condições, é preciso que, ao invés
de exigirmõs a Validade de (4.28) ou seja, que L seja inversa
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generalizada de Xr, e também de (4.29) (que é conseqtlência
(4 . 28 ) , tenhamos :

de

+

P l p (11-3:r l)l + (?St-3í } 3í) yí (4 . 3 3)

e ao i.nvés de (4.30), tenhamos

0L XX f r
(4 . 34 )

Agora, para que (4.33) seja satisfeita é preciso que

tenha a mesma soma em cada linha (4 . 35)

(4 . 36 )e 3Í tenha todas as linhas iguais

pois, (4.35) i.mplica em que

p(1-3Í L)l : p(1-3Í L 1) seja -H. À l
(4 . 36) , em que

À E IR e

fNxK :f 1 3f ..) br .- K.] , K c: ]R ,deNxK 'KXN ''NxK '"Kxl 'Nxl

forma que o membro di.rei.to de (4.33) se reduz a

P À 1 + K l (P À + K) l
+

P l

Assim, no método 2 simplificado, não exigimos que L seja inver-
sa generalizada de X.:, condição (4.28), e nem que os consequen-
tes valores de t e de x. de (4.29) e (4.30) valham; o conjunto
de Condições que devem vigorar é o dado pelas equações (4.34) ,
(4.35) e(4.36) e também(4.31), ou seja

+

Sr T. Sr = n
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tem a mesma soma em cada linha

tem todas as linhas i.quais

e consequentemente

+

P pÀ + K , À e K escaleres (4 . 37)

e

(11 - :r 9)

no modelo (4.32)

Usar (4.32) é mais simples (computacionalmente) que
usar (4.25), mas envolve uma li.citação: não pode haver interaçâo
entre falares fixos e aleatórios, conforme demonstranns a se-
guir:

Suponhamos que haja interação desse tipo e considere-
mo-la como fatos aleatÓri.o. Nesse caso algumas colunas de X. se
rao somas de colunas de XT' OU seja Xr pode ser particionada em

[Xíl ' Xfo] onde Xf,) - Xr M para alguma matriz M.

Então, (4.34),

Y T. Y
=f : =r 3í l -; 3' 9 3': (4 . 38)

A matriz de (4.36) pode ser escrita como

lí-3í 9 3í [:.:'õ.:] xr i' ?Sí2

1' ' 3':

lf:'l' l I':' I': (4 . 39)
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E assim a validade de (4.36) exige que X.r tenha todas as li
nhas igual.s, o que é absurdo. z

Se considerarmos a i.nteração como favor fixo, então
r particionada em (X. ,X. ) com X.. = X.M para algu-

'-L a N.L N

ma matriz m e por(4.34) xçl Xç M = 0 e multiplicando(4.36) por

M, à di.Feita, obtemos que Xç M tem todas as linhas iguais
que também é absurdo pois x. M = X. é submatriz de Xr

2

pode ser partia.onada em (X ,xr -rl 2
L X Mf=f

c )

4 . 2. 2 .1 A invariância do Método

o método 2 simplifi-cado é i.nvariante qualquer que seja
o esticador bf se a matriz X for tal que

r[4f3.] - rrXf] (4 . 4 0)

conforme Henderson et al., [19741 } continua valendo entretan-
to a restri.ção quanto à interação entre favores fixos e fatores
aleatórios e também paira modelos em que hã confundimento entre
favores fixos e aleatóri.os.

4 . 2. 2 O Método 2 de Henderson

O método 2 descrito por Henderson [1953] é s=implesmente
uma forma do método 2 simpl i.ficado, que descrevemos a segui.r

O método inicialmente obtém as equações normais

!'l i' :í I' x
- -r

(4 . 4 1)

X.IX-r-r
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O problema fundamental é como resolvo-las de forma que
a solução satisfaça(4.34),(4.35) e(4.36). Considerando ape-
nas as soluções para as qual.s p = 0, (4.41) se reduz a

';';, ll:
X X=f=f 3}3; ''.'

*.x IP;-r,-r .3:1 xl
(4 . 4 2)

x'x fr

Sendo

(x'x) :].1
l (4 . 4 3)

a solução de (4.42) é

bí

b-r
P (4 . 4 4 )

dando, portanto, para b.p L y ,

L 11ii 3í + 1112 ?S; (:].i :].2) 3' (4 . 4 5)

Nem todas as soluções L dadas por (4.45) satisfazem (4.34),
(4.35) e (4.36) , e para que isso aconteça o método 2 de Henders)n
obtém P da seguinte manei.ra: em X'X é escolhida uma submatri.z
principal/ gf de posto e ordem iguais ao posto de X. Sua i.nver-
sa 11 ' gubotitui s em X'X , elemento por elemento, e os elemen-
tos restantes de XPX são substi.tuÍdos por zero. Até aqui o pro-
cedimento é o usual para obtenção de (X'X)'; a particulari.dade
no método 2 de Henderson é que as linhas e colunas de X'X des-
-:artadas para deixar S devem tanto quanto possível passar por
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X;XT' Assim, P pode ser escrita como

onde pr e .P. são as linhas de P correspondentes respectivamente

as linhas que passam por 3;3Í e XrXr de x'x

Com isso L de (4.45) pode ser escrita como

(p].i pl.2)3' !. x' (4 .4 6)

A demonstração de que L assim obtida satisfaz (4.34),
(4.35) e (4.36) é dada em Searle, [1968]- Apêndice. L pode,pol
tanto, ser usada no método 2 simplificado,i.é., aplicamos o mé
todolaz=y-XfLy:H l+3rbr+(l-Xfl)g. No caso

do modelo dado na eq. (4.2) , chamando 31 ' Xf e XT'EX2X3X4] ,
por exemplo,

+-

R (b3) :'?S3(3b?S3)'J' ;Sl3 : (4 . 4 7)

e

E[R(b3)] - u*2 ]' ?S3(31333)'i 3b ! +

j. trjj3:(3:1;)'l3;1:3:']

+ a: tr [(L-3Í]) ]3(33?S3) ''31i (1-3d) (4 . 4 8)

Como L X- -r
do

0 Cn+;n T. X 0 e o termo em oz simplifi-ca,dan
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E[R(b3)] : p+2 it x3(xlPx3)'lx3 1 + iE2 ai trjx3(x3x3)'lx3xj.xi] +

+ a: r(?S? + a: u ]]g B' 3:B;(:;?S?'i?S:lÍ ] (4 . 4 9)

Notar que os coeficientes dos af sâo os mesmos obtidos pelo mé
todo 1, eq. (4.12), com exceção do de af (favor fixo) que, na
turalmente, é zero.

4.2.3 -- Exemplo Numérico

Um tratamento matricial dos dados do exemplo de vender
son [1953], visto em 4.1.3, envolve matrizes de ordem maior que
21. Porisso, optarttos, para i.lustração, por um exemplo fictíci.o,
porém esclarecedor dado em Searle li9681

Temos 6 observações do modelo

yijK IJ + a. + r. + n -F n
1 ] 'k ' 'ijK (4 . 50)

com i - 1,2
j - 1,2,3
K : 1,2

(4.50) pode ser escrito como

* : - ; ' ;: i::i * ;: liil * ;, cil + e (4.51)
c2
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Numericamente

X x
-'2 -;3

.--'--'''---'---. /''-'''--

l o o l o

P

100

200

300

al

a2

rl

r2

r3

cl

c2

l o o l o

l o o o l

400

800

600

o l o l o

o l o o l

+ e (4 . 52)

o o l l o

O método 2 generalizado requer simplesmente que em
P ' L y , L seja inversa generalizada de 3Í ; XI ' Uma solu-
ção e:

[i o o o o o]
l.o l o o o o l

:l é obtido como (]- XI LI) y , e

!

[ 0 0 200 200 600 500 ]

O modelo para : é o de(4.25) obtido com(4.29),(4.30)
e (4.31), e a ele é aplicado o método l

A questão de o método 2 generalizado não ser unicamen
te definido é exemplifi.cada tomando outra matriz, L

2

: : : : : :] ,
com a qual

500 -600 300 -4 00 0 0 ] ,
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mostrando a dependência das soluções em relação a L

O método 2 simpJ-ificado não admite nem LI ' nem L2 como

soluções, pois não satisfazem (4.34): lí } Xr - 0. Uma matriz L
que satisfaz as três conde.ções, é dada pelo método 2 de Hender-
son:

;. ;-:} l.: : .: .: : :l, (4 . 53)

onde Pr é a partição de P constituída pelas privei.ras duas li.-
nhas, P = ! 1 e y é a matriz obtida suprimindo a pri.medra linha
e coluna de X'X , e a seguir a primei-ra e última linhas e cola
nas

Con\ esse resu].fado,

300

100

50

-f
: [ '
4 l 6 00

300

250

650

600

(4 . 54 )
400

800

600

Assim, R(b3) -:'l3(3l3X3)'ixl3z ' 70J- 250

e E[R(b3)] é obti-da pela expressão (4.49)r onde

(4 . 55)

+

H ( H + al) l

e

}' !' 33(1;13)lb 1 - õ( p+ al)'
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Portanto,

E [R (P3) ] 6(p+al)2 + 2,5 a2 + 6 a2+(2 + 21) ae (4.56)

De manei.ra análoga são obtidas as esperanças e os valores das
demais reduções, formando o s.i-stema de equações cuja solução são
os componentes de variância

4.3 0 METOD0 3 DE HENDERSON F4ÉTODO DE AJUSTAR CONSTANTES

4.3.1 - 0 }qétodo

O método 3 consiste em usar as reduções na SQ, devido
a ajustar o modelo e um sub--modelo que é parametrizado pelos fa
bofes fi-xos, aplicando a elas o método 1, ou seja, i-guala-se ca
da redução na SQ a seu valor esperado obtendo-se um sistema de
equações cujas soluções são os estimadores dos componentes de
variância

O método, inicialmente descai.to em lJenderson ]i953] em
forma não matricial, é aqui tratado matricialmente

O modelo geral

y = Xb + e (4 . 57)

será escrito como

y ' ?Sl1?l. + 32y2 + (4 . 58)

e a redução na SQ devio devido a ajustar esse modelo será demo

fada por R(bl,b9)

Ajustaremos também o sub-modelo

Z - xiPJ. + e (4 . 59)
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sendo a correspondente redução na SQ denotava R(bl)

As esperanças destas duas reduções serão tomadas sob o
modelo completo (4 . 58 )

Denotaremos R(bl'b2) - R(bl) por R(b2lPI) e mostrarem)sN,L 'z# N-L -z. N.L

que E[R(b2jbl)] envolve apenas ae e E(b2b2), e não envolve bl'(}«)
tar que E(b.b=) = Var(b.) + E(b.) E(bJ.))

-ó-á -z -z -z

A impli-cação é que se b. é o vetou de todos os falares
fixos e b2 de todos os aleatórios, então E[R(b2]bl)] envolvera
somente favores aleatórios e portanto os estimadores dos compo-
nentes de variância não serão afetados pelos fatores fixos.

Temos que n(y'Q y) = tr(Q V) + E(y') Q E(y)

tr [Qfx var(y)?S'+ a: 1]] +

+ E(b') x' Q X E(b)

tr [Q{X E(b b' ) X'} a2
' ' - e Q{ 3 n(b)E(b')3']] + z(b) x' Q X E(b)

trLx-Q x E(b b')] + a: tr(Q) (4 . 6 0)

Ajustando o modelo completo a redução na SQ é

R (P]. ,!2 ) y' x (x'x) x' y (4 . 61)

e por (4.60) a esperança de (4.61) é

- ]-'p:'p:'] tr{ (X'X) E(b b' ) } + az r(X)e -
(4 . 6 2)

l

'''l * ': -':'
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Ajustando o sub-modelo (4.59) a redução na SQ é

n(bi) - y'l 1:(3i3i)'3;l y

e a esperança de (4.63) é

E[R(b[) ]- trÍxJ:?St(x].xt)'x"lXE(b b') } + a: r(4.t)

tr{
li3J.

(li1l)' lxlxl. xix21 E(b b')} +a: r(41)

(4 . 6 3)

l

trll ' [3$i3i 3i32] E(yl')} + a2 r(l;t)
?F: 3]. ( xi 3i ) '

-1-1 x'x
-1-2

E(y y') }+ aez r(XI)

(3i:l)'(3;32)
+...f

(4 . 64 )

X X
l-J2

x' x2-1

K(P,/P.) é

E[R(b2]bl.)] - E[K(pi'p2) - P(!)i)]

tr{3.2 fl- xl(xlxl)' xllx2 E(b2b2) +aejr(x)-r(xt)

Portanto dea. esperança

e como afirmãramos não contem termos em b.
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4 . 3. 2 A Aplicação do Método 3

Consideremos o modelo de 2 fatores com interação

P + ai + Bj + (aB)ij (4 . 6 6)

Supondo o iíndelo aleatório, temos quatro componentes

de variância a serem estimados: a: ,ai ,a:B e a: , e para isso
podemos usar as seguintes reduções na soma de quadrados ( tabu--
la 4 .6. )

Reduções na SQr l Fórmula
Computacional

R(a,B,aB/u) l V,. - T

Valores esperados

»: ':*-:.ã'': 22 +(s-l)aa
e

R ( Í3 , cl li/u , ct ) TAB ' TA ':.*';-;,.:
R ( a Í3/p , ct , Í3 ) TAB - R(u,a, Íi) ". ':.*;* .:

SQE
TO - TAB (N-s)a' e

T'abela 4.6

Os termos T são os usuais (equação 4.9), R(p,ct,13) é dg
do em Seara.e e Henderson [1961] e os coeficientes são obtidos
como em 4.1.2

Os esticadores são
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.2
ae

-2

. 2

SQE/N-s

[R (clB/P , cl , B ) (s-a-b+l)â:]/h6
(4 . 6 7)

R ( Í3 , cl 13/ H , a ) ". ':. - ':-;, â:]/h.

": ;: - ": ':. - ';-:, ':]/":.2a a [R (a , B , aB/p )

Um conjunto de equações alternativo que pode ser obti.
do substitui.ndo-se R(B,clÍ3/U,cl) por R(CE.cl13/U,B) , esta na cabe
la 4 7

R (a , 13 , cl Í3/p ) T'AB T
P

TB

": .:' 22 2h a a2 B+h aB+(s-l)a3 e

R (ci , cl 13/U , 13 ) TAB

T'AB

TO

", .: + h8 a{.B+(s-U a:

R ( a IS/P , cl , É3 ) R ( H , cl , B )
2 + 2

h + s 006 cl6 e

SQE T'AB (N-s) a'e

Tabe].a 4.7

No caso de o modelo ser misto, o favor fixo é a constan
te a ser ajustada (o vetou b. do caso geral) . Nesse exemplo, se
cl é o fatos fi.xo, usamos as três últimas equações da tabela 4.6,
que são as que tem cl como favor ajustado no sub-modelo, e se o
favor fixo é í3, usamos as três últimas equações da t:abela 4.7 ,
que são as que tem 13 ajustado no sub-modelo

4.3.2.1 - Exemplo numérico

Vejamos a aplicação do método ao exemplo de Henderson,

Redução na SQ FÓrmu].a Va].odes esperados
      Computacional    
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com os dados da tabela 4.2, supondo ycomo favor fixo. De acordo
com Searle [1968] as reduções rX)deviam ser:

Tabe].a 4.8

cuja computação é fei.ta usando

R (ct , 13 , y , cl 13 ) y' [x(x'x)' x'] y

R ( a , Í3 , 'y ) !'[3a,B,Y(?S.;;B,.Y ?Sc.,B,.Y)' 3.;,B,V] Y

11' [?S. v(3. .v :. v)' 3; v] y

X
B ,'v ü, B,'V

)X X y

R ( a , 'y )
(4 . 6 8)

R ( ii . 'v ) 11' [3B .v(:'

onde X é a matriz de planejamento correspondente aos favores
a,Í3, y,clf3 e cada uma das outras matrizes é a partição de X com
as co].unam correspondentes aos favores indicados nos índices.

Observemos que esse conjunto de reduções é uma das
possibilidades. Outra, por exemplo, seria o mesmo conjunto de
reduções, mas com R(a,B, clB /H, y) ao invés de R(CE, CEB /p,B, y)
Comentareitlós mais adiante sobre essa multiplicidade de conjun-
tos de reduções.

Notar que os cálculos indicados em (4.68) na forma ma
tliclc31 Ê$õdeü ã©r dados em termos de fórmulas computacional.s (D

R (cl , aÍ3 /B , 'y )   R ( cl , 13 , y , clÍ3) - R (13,. Y)

R( 13 a B /cl,y)   R (cl, B,y , clB) - R (ct. 'y )

R ( 'aÍ3 /cl, Í3 ,'y)   R (ci , 13 , 'y , clB) - R (a. É5, 'y)

    ::.. «Í,«. ' R ( cl , Í3 , y , cl Í3)
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rno nas tabelas 4.6 e 4.7

Conforme vemos na tabela 4.8 as reduções são sempre dJ:
ferenças entre dois termos R( ) , um dos quais corresponde ao mg.

pelo completo e o outro a um sub-modelo, o que ê coerente com o
resultado expresso pela equação (4.65),e frisado por Searle
[1971] que faz algumas transfê)rn\ações algébricas, onde necessã--
rio, para que os 2 termos R( ) sejam dessa maneira. Flenderson
[1953], entretanto, faz as reduções incluindo yln só fatos por
vez. Por exemplo, R(B,cl13 /H,cl, y) não é usado e sim R(B/p,cl,y),e
dessa forma o calculo da redução é feito por diferença entre 2
sub-modelos. Aqui poderia haver dois problemas: primeiro,os cog
flclentes serem inadequados, o que não ocorre, pois a esperança
é calculada para a redução que está sendo usada (isto é, os va-
lores obtidos para as esperanças das reduções são outros, mas
os coeficientes dos componentes de variância também são) ; e se-
gundo, a esperança das diferenças entre duas reduções de sub-mo
pelos conter fatos fixo, o que também nao ocorre. poi-s a expreg
são que contém os favores fixos, que é N p'+2 >1 n K }l y +E n. K yK/

está presente em todos os pares de reduções, e, quando é fei.ta
a diferença, fica cancelada. Observemos, aqui, que H faz parte
da expressão que desaparece, sendo porisso indiferente se.na tg
bela 4.8, p entra ou não nas reduções.

Tendo i.sso em vi.sta, vamos desenvolver o exemplo calcu
lendo as seguintes reduções:

R(a/H,13,y) R (U, cl, l!,y) - R (U, 13 ,y) ( 2 sub--modelos )

R ( B/U , ct , y ) R (U , cx , 13, y) -- R (p , ct, y) (2 sub-modelos)

R( ciÍI/p,cl,13,y) = R(p,cx,Í!, y, clÍ3) -- R(H,cl.li,y) (modelo e sub
modelo)

SQE - E y:.iK.. = R(p,cx,fi,y, ccí!)

Tabela 4.9
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o cálculo desses valores pode ser feito usando as cor-
respondentes formas quadráticas, como inda.cedo em (4.68) ou, d{
retamente, as fórmulas computacionais como as das tabelas 4.6 e
4 7

A escolha desse conjunto de reduções é uma escolha ade
quarta, pois

E[R(a/u,BpY)]=E[R(p,a,Í!.y) -R(p,13,'y)] envolve aaract13 e aÉ

E[R(B/U,a,'y)]=E[R(u,a, BT'Y)-R(}ircl,'Y)] enx;olve azB,a]Í13 e aá

E[R( aB /U,a.B,Y) - E[R(p,cl,B,Y,cl]!) -R(p,Q,Í3ry)l en

volve a

e E[SQE] sÓ envolve az

Quanto aos coeficientes dos componentes de variância
nas E[R(. )] podem ser obtidos pela fórmula (4.12) ou diretamente
com o uso das expressões matriciais dadas em (4.62) e (4.64)

C)s valores das reduções e os coeficientes dos componeD
tes de variância nas esperanças dessas reduçÕesr asse-m obtidos,
estão na tabela 4.10.

Valor das
Reduçoes

120. 428

1.4 09

52.411

150.489

Tabela 4.10

Reduções;
Coeficientes de      ':.  

R(a/p,B,Y)

R(B/H,cl.Y)

R ( cl 13 / }lla., Bí'Y )

SSE       4  
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Igualando-se cada esperança com a redução na S.Q. cor
respondente, obtemos um conjunto de 4 equaçÕesr cuja solução é

-2a e 3.4 20

-2
'üB
- 2

2. 070

(4 . 6 9)
1. 295

2 .255a

Essas são as estimativas dos componentes de variânci.a,
e obtivemos um valor negativo para aQr o que nos coloca nova-
mente na discussão feita em 3.1.2

4 . 3 .:2. 2 Um tratamento Matei.cial

Um tratamento matricial do exemplo de Henderson envol
ve matrizes de ordem superior a 21; entretanto, ao exemplo ex
piorado em 4.2.3, de Searle [1968] ,aplicamos agora o método 3.
Um conjunto adequado de reduções é

R(r/a.c) = R(a.r,c) = R(a,c)

R(c/a,r) = R(a,r.c) - R(a.r)

e SQE = y'y - R(a,r,c)

(4 . 7 0)

pois

E[R(r/a,c)] envolve a'e
2e a r

E[R(c/a,r)] envolve ae e ac

[ Q ] .-ol- .?
(4 . 71)

e
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Os cálculos, feitos como em (4.68) fornecem

R(a,r.c) y' Xarc(X'arcXarc) Xarc'll 1 . 2 9 0 . 0 0 0 (4.72)

R(a,c) y' 3-. (x-ac x..)' x! . y .650 .ÇIQP (4. 73)--a.c'

e R(r/a,c) 2. 8 30. 0 0'0
12 (4 . 74 )

O va].or esperado de R(r/a,c) é, por (4.65),

E[R(r/a,c)] t::' {3lzl:-?S11 [3: , ?S:]

+ a: {r]h.,3:,?S3] -rj]]].,]:] }

(4.75)

. . 2
Logos com (i'

' ' e
(y'y 1.29 0.000)/(6-5)

a2r 4 7. 962, 963

A determinação de az é análoga, usando-se R(c/arr)

4 . 3.3 Vantagens e Desvantagens do Método 3

Cõitic) vimos pela equação (4.65) , a EIR(bl/b.) l não con-
tém termos em bl , e dessa forma os estimadores dos componentes
de variânci.a obtidos são não viesados pelos fatores fixos tor-
nando o método 3 o ideal para o caso de modelo mi.sto (lembremos
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que o procedimento de está.mar os favores fixos e então estimar
os componentes de vara.anciã usando os estimadores obtidos para
os fatores fixos, que é o método 2, embora produza esticadores
de componentes de variância não viesados nem sempre pode ser B
sapo e nem sempre produz uma está.matava Única) . Além di.sso, se
o modelo é misto, E(b2/P.f) não contém termos que en\mlvam var('Pt)
e, mais importante, não contém termos envolvendo covariãncia en
tre elementos de b. com bo' Essa, portanto, é uma grande venta
gem do método, poisa mesmo que no modelo haja correlação entre
elementos de b. e b., a E(b./b.) não envolve essa correlação.

N.l. NZ. N z. NJ.

A grande desvantagem do método 3 é o relata.vamentê grau
de volume de cá]cu].o, mesmo no caso de usarmos métodos abrevi-
antes como o de síntese de Hartley, descrito em 4.1.4. É venda
de, contudo, que o advento dos computadores simplificou um pog
co a questão e que hã perspectiva de que esse aspecto torne-se
cada vez menos significativo (pacotes, etc). Notemos, a título
de ilustração, que no exemplo numérico de 4.3.2.1 surgem opera
ções com matrizes de ordem maior que 24

A grande questão em aberto, contudo, a respeito do mé
todo 3 é que o número de equações de que podemos dispor é mai-
or que o número de componentes de vara.anciã a está.mar, e não
hã indicação de qual conjunto de equações usarmos. Nas tabelas
4.6 e 4.7 temos 2 conjuntos de equações para estimar os mesmos
componentes de variância e os estimadores de al.. e a.o são os
mesmos usando qualquer das 2 tabelas, mas a: e aÉ, não. Além
disso quanto maior o número de fatores do modelo, maior ainda
o numero de conjuntos de equações (No caso de 3 favores há seis
conjuntos). No caso de 2 favores Harville [1967j e Low ]19641
propoe usarmos as ú]ti.mas 2 ].unhas da tabela 4.6 e 4.7 que são
iguais, e mai.s a 2e linha de cada tabela

tin procedimento que poderíamos usar é o de empregar
t'eduçoeg cuja soma seja SQTM - E yú - Tti . Com isso teríamos
estai.ma(]or©9 provenientes de reduções que medem a variabilidade
total âos valofég y
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A verdade é quer como essas soluções para casos parti--
culares indicam, não hã um procedimento geral para escol-her o
conjunto de equações adequado.
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CONCLUSÃO

Este trabalho foi baseado principalmente no artigo de
Henderson [1953] e no de Searle [1968], tendo este Último con-
sistido em um aprimoramento do primeiro, introduzindo um trata-
mento matricial e generalizando alguns tópicosr como o método 2

Embora nosso objetivo últi.mo tenha sido a estimação de
componentes de variância, e em parti.cular os três métodos de
Henderson, procuramos situar o assunto dentro do contexto mais
amplo da analise de variância. E dentro deste contexto hã mui.-
tos tóplcosr que poderiam ''de per si" constituir-se em tema de
outro trabalho.

Asslml em relação a modelos fixos com dados não balan-
ceados, o trabalho de Speed, Hocking e Hacknev [1978] poderia
constituir num ponto de partida, devido às numerosas i.ndica-
ções que apresenta dos vários métodos de analise, e com as hipg
teses que podem ser testadas em cada um. Nesse mesmo aspecto, o
trabalho jã citado de Gosslee e Lucas [1965] , também é substa2
cioso

Os vários métodos para estimação de b que têm sido de-
senvolvidos recentemente apresentam, também, campo para novos
trabalhõ8 Nêgse particular. podemos citar os métodos de máxima
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verossimllhança. bem como modificações dos mesmos, e também os
métodos Bayesianos e pseudo--Bayesianos (embora esses últimos
não contem com a aprovação geral - in Searle [1968] - discus-
são)

Um tópico que nos pareceu insuficientemente explorado
foi a questão de posto completo, incompleto e reparametriza-

Em relação a modelos com componentes de variânci-a e
dados não balanceados, trabalhos envolvendo testes de hipóte-
ses, parece'nosr seriam uma complementação deste nosso traba-
lho de estimação.
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