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TNTRODUCAOQ

Os métodos de analise de dados tém como objetivo forne-
cer representagoes suscintas das grandes tabelas de dados, ou
seja, as tabelas que contém os dados de conjuntos de varias va-
riaveis medidas, possivelmente, em muitas unidades experimen-
tais. Estas tabelas, em geral, apresentam dimensdes muito gran-
des, tornando dificil interpretar os resultados e informacoes
que contem. Os principios basicos de todos os métodos de ana-
lise de dados sao semelhantes.

Un desses metodos, a /Analise de Cowrespondencia, se aplica as
grandes tabelas cruzadas ou tabelas de contingéncia, ou seja,
se aplica basicamente para variaveis discretas. Entretanto po-
de também ser aplicada para varvidveis continuas desde que es-
tas estejam codificadas de maneira apropriada, como por exem-
plo, divididas em classes. A analise de correspondéncia é um
algoritmo de reducao de dados, que fornece uma imagem simpli-
ficada e deformada da realidade, mas com regras de interpre-
Lagao que permitem retornar as estruturas reais a partir das
imagens obtidas.

Comparando o dominio de aplicacdo da andlise de corres-
pondencia com o da analise de componentes principais,temos que
cnquanto este se resume a um conjunto de variaveis (que nao tem
caracter repetitivo) e um conjunto de observagoes (que tem ca-
acter repetitivo) dessas variaveis, o dominio de aplicacio da
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analise de correspondéncia se estende para dois ou mais con-
juntos de variaveis (sem caracter repetitivo) cruzadas. A téc-
1ica e aplicada a cada conjunto de variaveis de modo a obter,
para cada um deles, eixos fatorais ou fatores que sejam em me-
nor namero que o numero de variaveis e que contenham o maximo
possivel da informagdo das varidveis. O objetivo final e fun-
damental deste metodo € obter a melhor representacdo simulta-
nea de dois ou mais conjuntos de variaveis atraves de grafi-
cos representando cada variavel nos planos de projecao forma-
dos pelos primeiros eixos fatoriais cruzados dois a dois.

No caso em que temos dois conjuntos de variaveis cruza-
dos, a andlise & dita analise de correspondéncia binaria e no
caso em que temos mais de dois conjuntos de variaveis cruza-
das, a analise ¢ dita de correspondéncia maltipla.

—i» As tabelas de contingéncias sdo também chamadas tabelas
de dependéncia. A analisc de correspondéncia se aplica,em ge-
ral, quando a hipotese de independéncia é rejcitada. Ha entido
um interesse em se estudar as relagdes que existem entre os
conjuntos de variaveis que estao sendo cruzados. Se existe re-
lacao entre os elementos de diferentes conjuntos de variaveis,
diz-se que estes conjuntos estao em correspondencia. Dai o no-
me analise de correspondéncia.

O nimero maximo de fatores calculado & igual ao nimero do
menor conjunto de variaveis, mas em geral sO os dois, trés ou
quatro primeiros fatores contem uma informagdo realmente sig-
nificante.

A interpretacao dos resultados da analise &, entretanto,



muito ampla e subjetiva e sO o treino e a pratica do estatis-
tico e/ou a experiencia e o conhecimento do pequisador podemn
auxiliar, facilitar e tornar piausivel esta interpretacao.

E dificil fazer um historico preciso da técnica de ana-
lise de correspondencia. A primeira publicacao foi feita por
Hirschfeld (1935) mas a partir dai a técnica foi amplamente ne-
gligenciada e s0 mais tarde foi redescoberta independentemen-
te por varios autores: Willians (1952), Kendall & Stuart (1961),
Benzecri (1969) e Lancaster (1969). O desenvolvimento dado por
Hirschfeld nao foi citado por Fisher em 1940 quando este def
senvolveu uma técnica semelhante sob o nome de "analise cand-
nica para tabelas de contingéncia" e assim Fisher o freqliente
mente apontado como o introdutor do método. Os trabalhqs mais
recentes sao devides a Benzécri e seus colaboradores en-
tre os quais destacam-se: Lebart, Morineau, Tabard e Fenelon.

O objetivo principal deste trabalho & apresentar um es-
tudo sobre a validade e a qualidade dos resultados da analise
de correspondencia. Para tanto, o mesmo foi desenvolvido da se-
guinte forma:

No Capitulo 1 apresentamos a Analise de Correspondencia
Binaria, depois de introduzirmos a base tedrica comum 205 n{-
merosos métodos de andlise de dados sob o nome de "analise ge-
ral".

No Capitulo 2 apresentamos a técnica da Analise de Cor-
respondencia Miltipla, que & uma generalizacio da técnica bi-

naria dpresentada no Capitulo 1.

) - -, = = : ~ 5
No Capitulo 3 fazemos uma discussiao sobre a qualidade e



a validade dos resultados fornecidos pecla Analise de Corres-
pondencia,

No Capitulo 4 apresentamos exemplos de aplicacdao do mé -
todo da Analise de Correspondéncia,dando as devidas interpre-
tacoes aos resultados e discutindo a qualidade e a validade dos
mesmos. Foram usados programas de computador desenvolvidos pe-
Ta CESTA (Centre de Statistique etd'Informatique Appliquées) e

implantados no CCE-USP.



CAPTTULO 1
ANALISE DE CORRESPONDENCIA BINARIA

Para facilitar a apresentacao das técnicas de analise de
correspondencia binaria e multipla (Capitulo 2), iniciamos
este Capftulo com a base teorica comum aos numerosos métodos
de analise de dados, que chamamos de "andlise geral". Apresen-
tamos, a seguir, a Andlise de Correspondéncia Binaria, quan- -
do somente dois conjuntos de variaveis sdo postos em correspon-
dencias.

0 método de Analise de Correspondencia se aplica prin-
cipalmente as tabelas de contingéncia, também chamadas tabelas
de dependencia ou tabelas cruzadas. Mas sua aplicagao € per-
mitida no caso de tabelas contendo varidveis continuas desde
que estas estejam separadas em classes.

Uma vez verificada a dependencia entre as linhas e as co-
lunas da tabela, o método de Analise de Correspondéncia procu-
ra a "melhor" representacdo simultanea dos dois conjuntos de
variaveis constituidos pelas linhas e colunas da tabela, for-
necendo graficos onde aparecem nuvens de pontos-linhas e pon-
tos-colunas nos planos de projeciao formados pelos primeiros ei-
xos fatoriais tomados dois a dois. A interpretacdo dos resulta
dos ¢ feita com a ajuda de alguns coeficientes como a '"contri-
buicao asboluta' e "contribuicao relativa', que relacionam os

fatores encontrados na analise com as variaveis.



1.1 - ANALISE GERAL

Considere uma tabela de valores numéricos (representada
por uma matriz) com n linhas ¢ p colunas. Procuramos Uma téc-
nica de redugao da dimensao do espaco que se aplique a diver-
sos tipos de tabelas, extraindo o essencial da informacao con-
tida na mesma.

A tabela X de valores numéricos permite duas representa-
¢6es geométricas:

em R™: temos uma nuvem de p pontos cujas coordenadas sao

os n elementos das linhas da tabela (cada coluna po-
de ser considerada como um vetor com n componen-
tes);

em RP: temos uma nuvem de n pontos cujas coordenadas sao

os p elementos das colunas da tabela (cada linha
pode ser considerada como um vetor com p componen-
tes).

Apresentamos a tecnica de reducao, sucessivamente, nos es-

pacos vetoriais RP e RrR".

1.1.1=Ajustamento por um sub-espaco vetorial de RP

Em RP temos uma nuvem de n pontos (pontos-linhas).O0 ajus-

tamento por meio de um sub-espaco vetorial consiste em encon-
trar um sub—éspago_mq com q <<p, e que contenha, oumelhor, re-

presente a nuvem dos pontos linhas.

Iniciamos procurando um sub-espaco vetorial com uma di-



mensao, ou seja, queremos uma reta que passe pcla origem e que
- - - - . 3 -
seja o "melhor'", por algum criteério, ajustamento possivel da

nuvem de pontos.,

Seja u um vetor (coluna) unitario, isto &, u'u=1

e

s
/
»

Figura 1.1-—Projeg5es dos pOﬂtOS~SObre o sub-
espaco de uma dimensao

A TFigura 1.1 mostra a projecao OHi de um vetor OMi sobre
0 sub-espaco de dimensao um definido por u. Bsta projecdo ¢ o
produto escalar de OHi por u, ou seja, a soma dos produtos, ter-
mo a termo, das componentes de OMi e de u.

Cada linha de X ¢ um vetor de RP e o produto X-u ¢ uma
matriz coluna (vetor) com n componentes, onde cada componen-
te &€ o produto escalar de uma linha de X por u. Logo,as n com-
ponentes de X u sdo as n projecoes dos n pontos da nuvem so-

bre u.

Usaremos o critério classico dos '"Minimos Quadrados' pa-

Fa ajustar a nuvem de n pontos ao sub-espaco, ou seja, deve-



mos minimizar a soma de quadrados dos desvios:

i 2
Z (MiHi)'.
i=1

Aplicando o Teorema de Pitagoras a cada um dos n trian-

gulos retangulos HiOMi’ i=1,...,n, segue a relacao:

n n n
LoMgH)? =y (oM)* - ) (OH) .
i=1 i=1 - i=1
n B _ :
A soma ) (OMi)2 ¢ fixa pois € caracteristica da nuvem.
i=1

Logo, minimizar

o~

(M.H.)?
i=p * 7
i 1
¢ equivalente a maximizar ) (OH;) 2.
i=1 ’

Exprimindo

| Jress oo

(OHj)2 em funcao de X e u vem:
i=1 ) = -

P

(OH)? = (Xw)'¥u = u'X'Xu
1=1

Para encontrar u, devemos maximizar a forma. quadratica

u'X'Xu em relagdo a u sujeito a condigao u'u=1.

Seja uy; o vetor encontrado. O sub-espaco de duas dimen-
soes que se ajusta "melhor'" a nuvem contém o sub-espago forma-
do por u, . Devemos procurar, entao, um vetor U, segundo ve-
tor de base do sub-espago, que seja ortogonal a u; e que ma-

vimize u}X'Xuy,

De modo andlogo, chegamos ao '"melhor' sub-espago a q di-

mensoes (g <<p).



1.1.2 -0 maximo de uma forma quadratica

Colocando o problema de uma forma mais geral, procuramos
um vetor u que maximiza a quantidade u'Au com a condigao
u'Mu =l
onde A e M sdo matrizes simétricas e M ¢ definida nao-negati-

va. (No nosso caso temos A=X'Xe M=1, I = identidade) .
Daremos duas demonstracdes para a solucdo deste problema.

A primeira usando os "multiplicadores de Lagrange' e a segun-

da usando "propriedades espectrais' de matrizes simétricas.
a) Primeira demonstracao:

Para achar o maximo de u'Au com a condigao de u'Mu =1 devemos

tex]

4

a kA=A fu'He-131 = 0

onde A & o multiplicador de Lagrange.

Derivando em relacao a u, temos:

ZAws 22My = 0 = fu = AMu. Wed)

Pré-multiplicando por u' e como u'Mu=1 temos:

A= u'hAu,

onde A ¢ o maximo procurado.

Como M e inversivel de (l.1) segue: @'1Au==§9, ou seja u

1 s . . : =1
5 o vetor caracteristico (v.c.) da matriz M “A correspondente
a maior raiz caracteristica (r.c.) A.

Seja uy O V.c. correspondente a maior T.C.A] tal que (1.1)
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¢ verificado. Procuramos agora o vetor us, M-ortogonal a u

o —~ .~

(ufMu, =0), unitario (u;Mu, =1) e que minimize ujMu,.

Usando l.agrange novamente:
~q~[u'Au ~A,(uiMu,-1) -ulMu,1 = 0
&hz et ooy Ml R-de et Fees]
onde AZ e u, sao os multiplicadores de Lagrange. Temos:

2Au, - 20 Mu, - poMuy = 0,

Pré~multiplicando por gi e sabendo que g‘égz =A29{M92 =0, vem

que y, =0, ou seja:
Au, = A, Mu, = M TAu, = A,u
bty 2<=2 - =22 A

Portanto Az € a segunda maior r.c. de M_1

Aeu, &ov.c. cor-
respondente.
A demonstracao se estende de modo analogo para um vetor

unitario Uy (u&l\'_iuG =1), M-ortogonal com os vetores u, prece-

B

dentes (u(;Mu8 =0, pf<o) e que maximiza u&Auu. Chegaremos a:

M lay =3 u e u
Mo Au aZa =0,

- P -1
sera o v.c. correspondente a c-ésima a.c. de M “A, oa<p.

OBSERVACAO - No nosso caso particular tinhamos A=X'X e M=1,

Logo M 1A =X'X.
b) Segunda demonstracgao:

Daremos um esboco desta demonstracao no caso em que M &

positiva definida, o que permite decompor M na forma classica



- 11 -

M=L'L, onde L & inversivel (Rao,1973).

. . -1 . ; -
eja y =Lu ou seja u=L "y. A condicao de normalizacao

0p]

u'Mu =1 fica entdo

1

<

L'L L

u' M u

e a quantidade u'Au que deve ser maximizada torna-se:

utAu =y ALy Y Agy

1 1

AL T,

onde A, =L~

0

A € simétrica e pode ser diagonalizada. Seja T a matriz

ortogonal p xp cujas p colunas sao 0S 0S V.C. ta de AO norma-
lizados e ordenados segundo AO decrescente, onde Aa sao as r.

c. de Ay. Se A ¢ a matriz diagonal cujo a-Esimo elemento da dia-

gonal wvale Aa, entao podemos escrever A, =TAT',

Seja ¢ =T'y. Entao y =Tc pois, TU= L

A quantidade a minimizar X'éoz fica entao:

Y'Agy =y'IAT'y = c'Ac -

e a condigao y'y =1 fica:

(\<
r<
!
10
=
-
el
il
10
o
u
—

Temos que:

Ay -c'Ac = Ac'c -c'Ac = c'(All—A)g >0

pois & uma forma quadratica semi-positiva definida.

Entde, como Al -c'Ac 20 segue que Al = c'Ac, Portanto 0 ma-
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ximo de c¢'Ac € alcangado quando c'Ac =Xy onde Al e 0 maior T.

c. de A

Ao
0 maximo Al ¢ alcancado quando g' =(1,0,0,...,0) pois
1
0
(1,0,0, 000,000 || = Ay-
10
Se g' =(1,0,0,...,0) segue que
y =T =Y
10
onde ty ¢ o v.c. correspondente a Ay
Como w =L Yy,a solucdo & u =1 4e Da relacao A.t.=A.t
== LF LA R S RS R R3]
vem:
— ' —
LA e, = ot = A Lu

~1 1~1 1~<1°

Multiplicando os dois membros por L_l vem:

L7ip7 A L"lt] . 1,71 »
e 7 i = C L = M TAu, = AU
o 4 Thug 191>
M Uy I

; - -1 :
ou seja u, € o v.c. de M "A correspondente a malor Tr.C. kl.

1

Notemos que para obtermos a solucao Al e conseqlientemen-

te u;, basta proceder a diagonalizacdo da matriz simétrica A,,
Hy & =0

q

depois de decompor M=L'L, uma vez que a matriz precedente M A
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sera na maioria das vezes nao simétrica. Esta propriedade & uti-
lizada nos programas de computadores relativos a técnica de A-

nalise de Correspondeéncia.

1.1.3 - Ajustamento por um sub-espago vetorial de R"

Em R" cada uma das p colunas da tabela X pode ser con-
siderada como um vetor ou como um ponto de R". Temos entdo,u-
ma nuvem de p pontos-colunas, cada ponto-coluna com n CoOr-
denadas. Procuramos um sub-espago vetorial com q dimensoes,
q <<n.

Comegando pelo sub-espaco de uma dimensdo, a procura de
um vetor unitario v que se ajusta "melhor'" a nuvem de Rn,con—
duz, de maneira anéloga a anterior, a maximizacao da soma de
quadrados das projecoes -dos p pontos sobre vV, que sao as p com-
ponentes de X'v.

Devemos entao maximizr a quantidade (X,v)'(X'v) = v'XX'v
com a condigao v'v =1.

Como no caso de Rp, isto nos leva a encontrar os q pri-
meiros v.c. de XX' correspondentes as ¢q maiores r.c.

Notamos v, © a-ésimo v.c. de XX' correspondente a r. C.

1.1.4 - Relagao entre os ajustamentos de RP e R"
Em R temos:

5'%91 = Algl. (1.2)

Bm R temos:
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1 o= 'lo
XX'vy = upVy- (1.3)
Prée-multiplicando os dois membros de (1.2) por X, vem:

X' (Xuy) = >‘1()~(B1)'

Portanto, para cada v.c. Uy de X'X relativo 8 Telo Al nao nu-
la, corresponde um v.c. 591 de XX' relativo também a Tr.C. Al.
Como My € a maior r.c. de XX', temos necessariamente Al s“l’

Pré-multiplicando os dois membros de (1.3) por 5', vem:
1 ' = {
XXX Yl) ny (X Yl)'

Portanto, para cada v.c. vy de XX' relativo a r.c. 1) nao nu-

la, corresponde um v.c. X'v, de X'K relativo também a T.Co Yy

1
Como Ay € a maior r.c. de X'X, segue que My skla

Portanto, segue-se que Mg =k1.

Analogamente demonstra-se que todas as r.c. nao nulas de
X'X sao iguais as de XX'.

Logo uma simples transformacao linear, associada a matriz
X, permite obter os v.c. Xu  procurados em R", ndo sendo ne-
cessaria a diagonalizacao de XX' para encontrar suas r.c. € V.
C.

Temos que
X'Xu. =2 u = uX'Xu = X
~ o~ o ~0L ~Q~ ~~0 o

pocis u

''u_ =1, Entao a norma de Xu_ vale A e como o vetor v
& o ~—Ql o ~0.

corresponde a mesma r.C. Aa deve ser unitario, segue a rela-

cao:



= —— Xu_. (1.4)

" 1 2 ” ' = = ' o= e
A norma de X Vy tambem vale Aa(gg v, kaya'ﬁ>ya§§a Aa) e co

mo u, também deve ser unitario, segue a relagao:

8, = e X | (1.5)
‘)\a

Chamamos u, de a-8simo "eixo fatorial" de RP e Vo de o-ésimo

"eixo fatorial' de RM.

Sobre o sub-espago de RP formado por u , as coordenadas dos
pontos-linhas da nuvem sao as componentes do vetor gga, ou,da
relacao (1.4), as componentes de YG/X;. Portanto, as coorde-
nadas dos pontos sobre um eixo fatorial de RP (Rn) $ao propor-
cionais as componentes do eixo fatorial de Rr" (RP) correspon-

dentes a mesma T.C.

1.1.5 - Reconstituicao da tabela original

Usamos sempre a notacgao:

ga: o-ésimo v.c. de norma unitaria de X'X relativo a r.c.
A .
o

V' a-ésimo v.c. de norma unitaria de XX' relativo a r.c.
A .
o

Da relacao (1.4) vem Xua = /Aa v,» bara os a-€simos eixos

fatoriais de RP e R™.
Pos-multiplicando os dois membros da relacao (1.4) por u&

e somando para todos 0s eixos vem:



D

YA v u'.

o ~0-~C
1

1<
Q
i 3
—
&=
et
(1
Il 3T

Seja U uma matriz p xp onde cada coluna & um v.c. de X'X.
Como 0s v.c. sao ortogonais e de norma unitaria vem que U'U=I

e gg‘==1, Mas

§ v u' = Uu'".
q=1"0"0 -

A formula anterior fica entao

X = E A, v u' (1.6)
=1

~0~0.
a

onde as r.c. Ay, estao sempre ordenadas em ordem decrescente.
A formula (1.6) & formula de reconstituigao da tabela ini-
cial X a partir das r.c. AO e dos v.c. u, v associados.

Esta somatdria pode ser limitada as q (q<p) maiores r.c.

-
e teriamos:

1<
[t}
1<
*
1l

Il >0

YA v u'. (1.7)
0 ~a~a

o=1

A qualidade Jda reconstituigdo usando s os q primeiros

eixos € medida pela relacado:

ou
Tq = trg*'g*/trz'g

oride tr = trago da matriz.
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Substituindo X e X* pelos valores obtidos das relagoes (1.6)

e (1.7), vem:

O coeficiente Tq, Tq <1, & chamado '"taxa de inércia'" ou
"porcentagem de variancia' relativa aos q primeiros fato-
res. Sua interpretacdao como medida da qualidade numérica da re-
constituigao e clara, mas, como serd visto e discutido poste-

riormente, o problema de seu significado estatistico ¢ delicado.

1.1.6 =Variaveis e individuos suplementares

Na pratica, & freqiiente dispormos de informacGes complemen-

tares que aumentam a tabela inicial X, que & complementada em
+ :

colunas por uma tabela X com n linhas e P colunas suplemen-

tares e, em linhas, por uma tabela X, com n, linhas suplemen-

tares e p colunas.

B
(%]

n 1 X
s ~

Figura 1.2 — Pontos Suplementares

As abscissas das P colunas suplementares sobre o eixo ¥
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~ . + ! X .
$a0 as P, linhas do vetor X v, © as abscissas das n, linhas

suplementares sao as ng linhas do vetor X+9a'

As variiveis ou individuos que realmente participam no cal-
culo de ajustamento sao chamados elementos 'ativos' e as va-
riaveis ou individuos suplementares sao chamados elementos 'i-

Justrativos'.

1.2 - ANALI1SE DE CORRESPONDENCIA BINARIA
1.2.1- Construgao das nuvens de pontos e escolha das distancias

Vamos supor sempre que a tabela de dados tem n linhas e
p colunas, p <n, e no cruzamento da linha i com a coluna ]
esta o nimero X;j» que representa o nimero de elementos perten-
centes a linha i e a coluna j, onde i varia de 1 até n e
j varia de 1 até p.

Consideremos o espago Rp:neste espaco temos n vetores ca-
da um com p coordenadas (cada linha constitui um vetor de‘RpL
Se as componentes dos vetores de RP sio os proprios valores
Xij’ as proximidades entre os elementos podem ficar depurpa-
das pela falta de padronizacao dos dados. Nao sao os valores
brutos que interessam na analise e sim os perfis das linhas,
que serao dados pelas probabilidades condicionais do indivi-
duo aparecer na coluna j, dado que pertence a linha i, ou se-

ja, x deve ser dividido pelo total da linha i.

1]
Se
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(total da linha i) entao tomamos como a j-esima componente
E 4 - de P al ~
do i-esimo vetor de RY o valor

X}lv- 4
-__;.;J__, j = 1,2,5s0:P:

X5

Consideremos agora o espagofRn: temos p vetores cada um
com n coordenadas (cada coluna constitui um vetor dean).

Usando o mesmo racicinio anterior, devemos usar na ana-
lise os perfis das colunas, que serao dados pelas probabili-
dades condicionais do individuo aparecer na linha i dado que
pertence a coluna j, ou seja Xij deve ser dividido pelo to-
tal da coluna j.

Se

(total da coluna j) entao tomamos como i-ésima componente do

P = n _
j-esimo vetor de R o valor

X. .
el

< , 1 = 1,...,n.
")

Desenvolvemos a analise usando as "freqliencias relativas"

X . n
£.. = —2J  onde x = ) E x.. (total da tabela).
1] x , i=1 j=1 *J
> X5,
Fi. = J £ = —
i g1 L X
n X .
j- = ’ = .J.._.




e temos que

n 1

o~
0~
Ii
o~
rn
)_.I-
]
1| &~
H
L
Il
po—

f. .
i1 j=1 % i

i J
e
.. X. . £ : K
=)= 1] e ==L = —il, i=1,...,n; 3=1,...,p.
“j X'j i Xi.

1w

Uma vez definida a construgao das nuvens de pontos, pas-
samos a escolha da distancia entre os pontos.
Em RP a distdncia euclidiana clidssica entre dois pontos-

1

linhas 1 e i' sera:
£.. f.,.]?%
T 1 i
ar(i,iny = ¥ |Ade Al
j=1( 1 i'-
Mas se um dos valores, suponhamos o valor na colunajo,formub

to grande em relagao aos outros, o termo na distancia relati-

ol

i'jO

vo a esta coluna

£,
17 0
f. £r
L l . 19"
A

sera muito grande em relagdo aos outros e poderd deteriorar os
resultados.
Usemos entao uma expressao ponderada para a distancia en-

tre dois pontos:

Fox Fyps)?
em RP definimos: d?(i,i") = E L [tlj I E_J] ,
=l T i =% g

d(i;i') =distancia entre os pontos-linhas i e 1i';



1 (Tij
lfl‘ aJ ".j

nNe~13
| =

em R" definimos: d?(j,i") =
i

d*(j,j') =distancia entre os pontos-colunas j e j'.
Esta distancia escolhida verifica uma propriedade chama-
1%
da "equivalencia distribucional, que se exprime assim:
"Juntando dois pontos-1linhas (pontos-colunas) com per-
fis identicos, as distancias entre os pontos-colunas (pontos-
linhas) nao se alteram'.
Esta propriedade & importante pois garante uma invarian-
cia nos resultados em relacao a codificacdo escolhida para cons-

truir as classes das variaveis.

-

Do ponto de vista técnico, e 1ldogico que dois pontos con-

fundidos no espago, por estarem muito proximos, possam ser con-

siderados como um s0 ponto correspondendo a um valor total i-

gual a soma dos valores dos dois pontos. Assim, juntar pontos

ou subdividir em mais pontos n#@o provoca perda de irnformacio.

1.2.2 - Ajustamento das nuvens de pontos

A escolha dos perfis de linhas e colunas como coordenadas
P . ol = S
dos pontos no espago R e¢ R™ dao a todos os pontos-linhas e pon-
tos-colunas a mesma importancia.

F natural que cada ponto tenha um peso proporcional a sua
freqiiencia, para que ndo haja uma falsa idéia da reparticgao
real da populagao. No ajustamento das nuvens de pontos num sub-
espaco vetorial, a quantidade a ser maximizada sera uma soma

de quadrados ponderada por esses pesos. O peso do ponto 1 de

~ WY
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RP 2 ., ¢ peso do ponto j de R" & F.j.

Resumindo temos:

. D) i .
EEJBLL n pontos-linhas, cada um com p coordenadas do tipo

k)

_Aj
t.
10

para j =1,...,p, onde fi- ¢ o peso do ponto-linha i e a dis-
tancia entre dois pontos-linhas i e i' & definida por:

) £f. . f.,.])2 =
2 (2 2 = % 1 1) _ J \/
d (1!1 ) f k 'F. »

j=1 Teqtie Fiv.

. n .
Em R : p pontos-colunas, cada um com n coordenadas do tipo

para 1 =1,...,n, onde f-j e o0 peso do ponto-coluna j ¢ a dis-

tancia entre dois pontos-colunas j e j' & definida por:

B g (%yy Eqel©
A2(5,3") = ] |t -
i=1 “i-{tej g

Usando notagao matricial, designamos por X a matriz n X
dos dados e por F a matriz nxp das freqliencias relativas. Se-
gue a relacao

n
X onde x - [
i=] j=

1+
It
X

X,
3 +J

Chamamos de Qp a matriz diagonal pxp cujo j-esimo elemen-
to da diagonal vale f-j’ j=1,...,p e de Qn a matriz diagonal

nxn cujo i-€simo elemento da diagonal vale fi , 1=1,...,n.0s

demais elementos de Qp e Dn sao nulos.



Entao podemos escrever matricialmente:

N . . _ F= ’
Em RP temos n pontos-linhas cujas p coordenadas sao dadas pe-

. . . -1 - . |
las n linhas de matriz D "I de ordem nxp e a distancia entre

. = Zy . . . -1
pontos=linhas e uma forma quadratica associada a matriz D) e

o critério de ajustamento ¢ baseado numa forma quadratica cu-
ja matriz associada é Qn' Em R” temos p pontos-colunas cujas
n coordenadas sao dadas pelas p colunas da matriz EQ~1 de or-
dem nxp e a distancia entre pontos-colunas ¢ uma forma quadra-
tica associada a matriz D;1 e o critério de ajustamento é ba-
seado numa forma quadratica cuja matriz associada & Qp.

1.2.3 - Determinacao dos eixos fatoriais e dos fatores da analise

O desenvolvimento da analise & baseado na técnica da ana-
lise geral, em relagao a origem dos eixos.

- . ’_)
Analise em ml

As coordenadas dos n pontos-linhas de RP sdo dados pela

. = LA . . -1
matriz Qn F. Um vetor unitario u de Rp Vernhcazlreu@aOLﬂngF

! . -1 = . s e C . . ¥
= 1 pois Qp e a matriz simetrica positiva definida que defi-

ne a métrica em RP (estad associada a distancia enm RrRP) . As n

projecoes dos pontos-linhas sobre o eixo u sao as n linhasdo

ol P |
vetor Qn LDP u e a soma de quadrados ponderados dessas pro-

jegoes, que € a quantidade a ser maximizada, o:

- -1 . - - - - _1
(o, o twr o trnstey = weps e tent e e
ntao devemos maximizar (1.8) com a condicao Q'Q_lu = 1.

| ; 2 5 - . - .
Usando o que foi visto na analise geral, u é v.c. da matriz



correspondente a maior r.c. A: Su = Au.

OBSERVACAO - Usando a notacgao da andlise geral temos que nes-

=1 =1 1
- M=D e A =D
te caso M=D," e A = D

F'Q;IFQ; e portanto u € v.c. da ma-

. -1 .
triz M A, ou seja:

—d

% = - ‘~"'1" _"]__'\ ...1 l

1

) = F'D_"FD_~ = S.
~ =T ~~D ~

A matriz S € de ordem pxp e seu termo geral sjj" S€ es-
creve:

_n iijii"
s = .Z ~Tfh~ml—~
i=1

JJ .l,f,j.

¢ portanto S ndo ¢ simétrica.

S S ST TN e —— e T ) 7 .
0 vetor(u & o primeiro eixo fatorial encontrado’e o pri-
= A e e

(“/‘ AN A — P ;;:—;41‘“—" = ‘ S e
meiro fator ¢ dado pelo vetorch =D uje hse v.c. da matriz
'Q;lF‘Dalg. Logo as n projegoes dos n pontos-linhas que sao as
1

=l .= ~ - o
componentes de D, LDplu sao tambem as n componentes de Qlyh.

Dizemos, entao, que se U, ¢ 0 a-e¢simo v.c. de S corres-

-1
Qp l;lot

pondente a r.c. Aa? u, ¢ o a-césimo eixo fatorial e ho =

€ o a-ésimo fator, sendo as n projecoes dos n pontos-linhas

=1
dadas pelas componentes do vetor D, Fh .

s yfl
Analise em R

Como existe uma completa simetria entre os indices i e j,
: ~ n _- . -
as demonstracoes em R° sdo deduzidas fazendo-se permutacoes en-

-« . ~ . . . = ’
tre os indices i e j (linhas e colunas), ou seja, transpondo



I' ¢ substituindo Qp por D .

—— - o n s X
Entao se v e um vetor unitario de R que verifica a re-

: ~ -1 . - ) 2 - .

lacao an V=1, por analogia com a analise em RP, fica fidcil

; e 5 A g rY &.vp ing ]

de ver que a quantidade a maximizar em R™ e:v Qlkg)
1

a condigao v'D; v

Fﬂflv com

H

1. Usando, novamente, o que foi visto na a-

1 1

nalise geral, v € v.c. da matriz 51:FD“ , ou seja, v € 0

= f
primeiro eixo fatorial correspondente a maior r.c. de

F'D_
e

: — B - ]_ ol - 1
él - {Dp I.. Qn
=1 o R .. -
e g-—pn vV e o primeiro fator da analise. As p projecoes dos
p pontos-colunas sao as componentes de D;lF'Dglv ou de D;lF'@.

RELACAO ENTRE 0S FATORES DE RP E R"

O eixo fatorial u de RP satisfaz a equagao: Su = Au,ou se-
ja,
F'n;lpn“lu = Au.

~ <N =L o~

- o : ~ o ]
Pre-multiplicando os dois membros desta expressao por PQP ven

S PRy S = 1 -1 - Tl |
FD _~F D D = AF = 3 = 5
ou seja, v € proporcional a Egglg.
A D_“-norma de FD-ln vale
~N i ~~p - e
REES IRRUNEES [FRS DRSS SUR VS IS DA
I R e B TR N T NTIEIT N TR

(pois, Su=Au = 9'9[;]59=w"351!:f\ pois B'E’r__)l! =1).

Como devemos ter v unitario para a métrica de R" (vD ™ ty=

= 1) segue a relacao:
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v = Ty, (1.9)

xoTP T

. . L n A <
Analogamente, o eixo fatorial v de R" satisfaz a equagao
=1 1

S,V =Av, ou scja, EQP E'Q;'Y =Av. Pré-multiplicando os dois
membros por E‘Q;l, vem:
e ten tepTly = appTly = s ppTlv = appTly,
~ =N ~=p =~ ~Nn ~ ~ ~n -~ ~l~ =n =~ = =M =
B - . e ] "]. —]— J— ! —1 .
ou sejd, u e proporcional a T Qn Ve a Qp -norma de I Qn v vale
A. Como u deve ser unitario para a métrica de RP (Q'leg = 1)
segue a relacao:
u = —L pply, (1.10)
- oo
As relagoes (1.9) e (1.10) nos permitem escrever:
ho=pty = -1 p-lpp-dly o 1 polpy (1.11)
~ .._p e /7\. ~p s @Il e ,/X ~p = -
¢
wo=02ty = —Lop ety o L plpy, (1.12)
YT T e e

As relagoes entre os fatores h ¢ w dadas por (1.11) e (1.12)

mostram que as coordenadas dos pontos sobre um e¢ixo fatorial

num espaco (dadas por Q;lf'g em R" ¢ por Q;lFb em RP) sio pro-

porcionais as componentes dos fatores do outro espaco (dadas
) n, ~
por h em RrP ¢ por w em R") correspondentes as mesmas r.c. As

relacoes (1.11) e (1.12) sao validas para o caso geral, }1u e

W correspondentes a r.c. A _.
~a o
As coordenadas dos n pontos-linhas de RP sio dadas,usan-

do (1.12), pelas n componentes do vetor wv/X; usando (1.11) as



- n ~
p coordenadas dos p pontos-colunas de R sdo dadas pela p com-
ponentes do vetor hvAX.
Esplicitamente, podemos escrever as coordenadas dos pon-

tos como:

YA w .= E f../f. h . (1.13)
ai L LyTEF T Taj
J
(projecao do ponto-linha i no eixo )
n
&[X} g = ; :..'- AT T
1o iélilj/k_J Vi (1.14)
(projegao do ponto-coluna j no eixo o)

\

1.2.4~ Elementos Suplementares

A tabela X pode ser completada por ng linhas e/ou pg co-
lunas suplementares (ver Figura 1.2).

Suponhamos que temos ng linhas suplementares. Os perfis
das ng linhas suplementares sao:

Seja X+ij =a j-esima componente de i-ésima linha suplementar

e

=

L
i

O perfil da linha i é o vetor com p coordenadas cuja j-ésima

componente vale:

Xeji/Xys. -

+ij

A projecao da linha i sobre o ecixo o &

D
N == > L]
WuviV)\ Ele]J/X_{_] i hOﬂj .



Analogamente, deduz-se que o perfil de um ponto-coluna su-
plementar j ¢ dado pelo vetor cuja i-ésima componente vale

X;j/XTj onde

*J i=1 4
e a projecao do ponto j sobre o eixo a e:

I

+ +
X.lj/x.j)'wuj'

1.2.5~Analise em relacao ao centro de gravidade

Toda a analise desenvolvida ate agora foi feita em rela-
cao a origem dos eixos. Mostramos nesta secao que a analise po-
de ser feita em relacdo ao centro de gravidade (ponto médio da
nuvem) e que existe uma equivaléncia entre as analises em re-
lacao a origem dos eixos e em relagao ao centro de gravidade.

Vamos mostrvar a analise em RP e a equivaléncia da mesma
com a analise anteriormente desenvolvida.

Cada ponto-linha i de RP tem por coordenadas:

1,2,...,p.

H
—
Il

c D . -

Em RP o centro de gravidade G é um ponto com p coordenadas,ca-
da j-ésima coordenada sendo uma '"media'" dos eclementos das 1i-
nhas da j-ésima coluna, ou seja, a j-c¢sima componente de G va-

le
n £..

g 7 izlfi' T%% = '2 £f.. =L ., ;i/=1,...,ﬁ.




= 26 -

Entao, na analise em relacao ao centro de gravidade, as
coordenadas dos pontos-linhas sofrem uma alteracao, passando

de

(analise em relacdo a origem) para

f.. - ,
[t S I & B Rt
fic .J fi' Iy
(analise em relagdo a G).
Como
fj‘
) ¥;l =1,
j=1 Fy.

para todo i, na verdade a nuvem de pontos-linhas estd num sub-
espago com p-1 dimensoes, sub-espago este, que contém o cen-
tro de gravidade G e os eixos fatoriais da analise em relacdo
3G,

la analise em relacdo a G, a matriz S, definida anterior-

mente com termo geral

n fi'fij'
sy30 = L o
i=1 i« -3
¢ alterada para uma matriz S* cujo termo geral s*. fica:

€ - o I ,f:‘
no(fyy £ 8,50 (F55 fi'f.jy .

Desenvolvendo, vem:



5%, = ¥ 'ijfijl S 5 kS E 1% %' o
J3 i=1 fi.E0 g2 Bt e £ R
n f?2 £ .f ., n f..f.., n £. 1
+ \" 1 0] j _ Z fl ll B 2{' |__J z'
iz1 fi.Ey iz1 Fi by g2 i3 T g5
n n f..fi ,
L U U IR Sl T TR P S
J =11 i=1 Tietej J J J
n f..f..,
= z l.i'_l__f
. b s j
i=1 “i«"+j
Logo,
s*., = s..,-f .. 1.15
JJ JJ *J ( )
Se u* ¢ um eixo fatorial da analise em relacao a G, entao
S*u* = A*u*
ou seja,
D
& s*.,u¥, = A*u*. (1.16)
jre1 Jd J

Usando (1.15), vem:

j.‘ilsjj'u}*' " E jzluﬁ i

Mas u* pertence ao sub-espaco com p-1 dimensdes centrado

em relacao a G, e entdao a soma de suas componentes ¢ nula:

[



Segue entao que:

Il
>

S
c

*

*
. 0E,

‘ ) st 5 ou Su* = A*u* (L.17%)
j'=1 o -

As relagoes (1.16) e (1.17) mostram que todo v.c. de S§*

e v.c. de S relativo a mesma r.c. A reta que liga a origem dos
eixos ao centro de gravidade & um v.c. de S relativo a r.c. 1

(um) e, € v.c. de S* relativo a r.c. 0 (zero). Como este v.c.

"explica' uma dispersdo nula, ndo deve ser considerado na a-

nalise (a taxa de inércia ou porcentagem de dispersdo do fator
A
- — o - -
o e dada pelo coeficiente R onde A € a o-ésima r.c.).
. (6

Para fazer a analise em relagdo a G basta, entao, diago-

nalizar a matriz S, da analise em relacdo a origem dos eixos,

e descartar a r.c. igual a 1 (um) e os respectivos eixos em

RrP ¢ R".

OBSERVACAO - A matriz S € nao simetrica o que dificulta os calcu-
los. Se ao invés de definirmos as coordenadas dos pontos-1i-
£..

nhas como T—i, j=1,...,p e as coordenadas dos pontos-colu-
i
nas como

ij .
—?—i~, i=1,...,n
)
definimos estas coordenadas como
f.. £. .
1] ) 1)
£. /f .  ./T.
i- j A A
- - L 13 pa < et o - =
respectivamente, recaimos numa matriz S, a ser diagonalizada,

simétrica,; cujo termo geral é:



n F..of. .
Syssy = 3 1 1) 1)
LR C T e

As distancias definidas na Secao 1.2.1, com estas novas

coordenadas, ficam definidas como distancias euclidianas usuais:

f.. £.,. £
@, = [ e - i
lekfi.'f.j fil."f.j)
e
2
I PR R R M B &
i=1 f,j/'f‘l.‘j £.50/E.

A analise usando estas novas coordenadas esta desenvol-

vida no livro de Lebart e Fenelon (1971).

1.2.6 - Interpretacao dos resultados

A interpretacao dos graficos representando as nuvens de
pontos nos planos de projecao formados pelos primeiros eixos
fatoriais tomados dois a dois € o principal e mais dificilob-
jetivo da analise. Temos que verificar quais sao os fatores da a-
nalise mais representativos e interpretar as proximidades en-
tre elementos de uma mesma nuvem. Salvo em casos particulares
€ perigoso interpretar a proximidade entre pontos de nuvens di-
ferentes (um de R’ e outro deIRn)f

Definimos a seguir tres coeficientes que auxiliam na in-
terpretacao dos resultados: taxa de inércia, contribuicdo ab-

soluta e contribuicao relativa.



a) Taxa de Inércia

Taxa de inércia ou porcentagem de variancia de um eixo fa-

torial o € definida pelo quociente entre a a-ésima r.c. e aso-

ma total das r.c. ou seja:

100+t indicada a porcentagem de variagao explicada pelo eixo

O s

Como sera visto no Capitulo 3 a taxa de inércia pode dar

_uma idéia pessimista da parte de informacao dada pelo fator.
b) Contribuicao Absoluta

A contribuigao absoluta exprime a parte tomada por uma da-
da variavel na inércia (variancia) explicada por um fator, ou

seja, permite saber quais sao as variaveis realmente respon-

saveis

na construcao do fator em questdo.

Temos que

' - 1 = = - 1
Bagp QO’. 1 € },}a Qp l,.’.l(y,
ou seja, u, =Qpha’ segue entdao que D&Ppba =1, ou seja,
f..hé. = 1. (1.18)
e 71 ad

A projecao do ponto j de R™ no eixo o vale:

n f..
T R ES vl Y
i=1 .j o1 o O]
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A inércia com relacgao a G da nuvem projetada sobre o ei-

X0 o vale entao:

D
2 -
Z £, (/Tahaj) A,
j=1
(usando a relacao (1.18)).
0 quociente
AgehZ.of,
) J_ = f .h?. = ca (i)
A *J) o) o
o

define a contribuicg@o absoluta da variavel j ao eixo a. Segue
que

E ca,(j) = 1.
j=1

Analogamente, a contribuicao absoluta de um ponto i &3E@
ao eixo o ¢ definida por: ca (i) =f. w?. com
; CL 1° ol

)

1
ca (i) = 1.
j=1  °

1

c) Contribuicao Relativa

A Qontribuiggg_zgigt;ya, ou correlacdo entre variavel e
fator, QﬁgrimeAa parte tomada por um fator na explicacao da
dispersao de uma variével._Exibe quais sao as caracteristicas
exclusivas do fator. |

Os eixos fatoriais formam em cada espac¢o uma base ortogo-
nal. 0 quadrado da distancia de uma variavel j ao centro de

grividade G se decompde na soma de quadrados da projecao do



ponto sobre cada um dos eixos.

Em R", o quadrado da projecao do ponto j sobre o ecixo a

PRI 2 (2 = :
vale: du(J,G) “Aahaj
vel Jj ao centro de gravidade vale:

)% e o quadrado das distancias da varia-

n
d*(j,6) = ]

Entdo, }d%(j,G) = d2(j,G).
OLOL

A contribuicdo relativa do fator o na explicacao da va-
riancia da varidvel j & entdo definida como
2 . .
456,06
cr, () = ————
’ d?(j,6)

e temos que 2cru(j) = 1.
a

Analogamente, em RP a contribuicao relativa do fator o na

explicagao da variancia da variavel i é&:

d? (i,6)
cr (i) = S : RS
¢ d?(i,0)

onde

“

il

2 0
d (i,G)

£, .
(VX w )% e d2(i,0) = L Y L

A seguir, apresentamos uma generalizacao da analise de

correspondéencia binaria.



CAPTTULO 2

ANALISE DE CORRESPONDENCIA MOULTIPLA

A analise de correspondéncia multipla & uma extensdo do
caso binario, visto anteriormente, quando mais de dois conjun-

tos de variaveis sdo postos em correspondéncia.
2.1 - APRESENTAGAO DE DADOS

Na analise mOltipla temos uma série de variaveis cada u-
ma com um certo nimero de respostas possiveis (modalidades de
respostas) e, estas variaveis sdo respondidas por um conjunto
de individuos. No caso em que temos somente duas variaveis e
estas sdo cruzadas formando uma tabela onde as linhas corres-
pondem as modalidades de uma das varidveis e as colunas cor-
respondem as modalidades da outra variavel recaimos na anali-
se de correspondencia binaria. Mostramos aqui o caso em que o
numero de varidveis & maior do que dois.

A notagao adotada € a seguinte:

Q € o conjunto de variaveis;
q € uma variavel, q=1,2,...,Q.
Jq ¢ o nimero de modalidades de respostas da varia-
vel g, q=1,...,Q.
J € o numero total de modalidades de resposta do con-

junto Q, ou seja,
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Hé o conjunto-produto, ou seja, o conjunto cujos e-
lementos sao as séries de Q mbdalidades, cada mo-
dalidade de uma variavel diferente. E o conjunto
de respostas possiveis considerando-se as Q varia-
veis. Se considerarmos a tabela cruzando todas as
variaveis, cada casela sera um elemento de H.

Z € a tabela cujas n linhas sdo os n individuos que
respondem as variaveis e as J colunas sao as mo-
dalidades de respostas de todas as varidveis. Z &

formada por Q sub-tabelas

Z = 021,250, 0]

onde Zq ¢ a tabela com n 1linhas e Jq colunas cor-

respondentes as modalidades da variavel q.

E muito comum que as respostas as modalidades aparecam na
forma de zeros ou uns, isto €, para cada variavel o individuo
escolhe uma modalidade de resposta e esta recebe o valor 1 (um)
e as demais modalidades da variavel recebem o valor 0 (zero).
Este tipo de codificacdo chamamos de codificacao 'disjuntiva
‘completa” :as modalidades de respostas se excluem mutuamente e
somente uma das modalidades & escolhida.

A tabela Z & tabelada ma forma disjuntiva completa,ou se-
ja, para cada variavel q com Jq modalidades, Jq—l modalida-

des teim respostd ''zero' e uma modalidade tem resposta um'.



Entao cada linha de Zq’ q=1,...,Q, contem apenas um valor "um"
e Jq-l zeros, fazendo com que a soma de cada uma das linhas da
tabela Z seja sempre Q.

A matriz B =17'Z & chamada '"Tabela de Contingencia de Burt"

associada a tabela Z. B & uma matriz quadrada de ordem J xJ e

¢ formada por Q? blocos, como mostra a Figura 2.1.

21 Z2 55 ZQ
e e
1 1 1
i I ]
z 4l B B2 YLt BIQ
i i |
| i i
Zj[Bioriisioez; ... |
]
N
: Do :
0 1 . 1 !
( i i :
t I ] 2
EQ{ E E g 5 B1Q
- I i ! o

Figura 2,1 - Matriz de Burt

Os blocos da diagonal, ou seja, os blocos formados por
Z'7
q q
da diagonal de cada uma destas matrizes indicam quantas pes-

q=1,...,Q sao matrizes diagonais Jq XJq e 0s elementos

soas responderam a cada modalidade da variavel q, q=1,...,Q.

Os demais blocos de B sao formados pelo cruzamento de duas
variaveis diferentes q e q', ou seja, cada bloco %é gq. de
ordem Jq XJq. ¢ uma tabela de contingencia das respostas das
variaveis q e q' cruzadas.

Vamos definir também a matriz D de ordem JxJ, diagonal,
cujos elementos da diagonal sao os mesmos elementos da diago-

nal de B e os demais elementos sao nulos.

Vamos mostrar a seguir, como fica a analise de correspon-



dencia dessas tabelas para o caso em que temos somente duas va-
riaveis e depois faremos a generalizacdo para o caso de mais

de duas variaveis.

2.2 - ANALISE NO CASO PARTICULAR DE DUAS VARIAVEIS

No caso em que temos somente duas variaveis a tabela 2

fica: 7 = LZ g ] e Z tem n linhas e J =J1+J2 colunas.

Vamos mostrar que existe uma equivaléncia entre as ana-
lises de correspondéncia das tabelas Z de ordem nxJ, B de or-

dem JxJ e Z! Z. de ordem .J

41 23 xJ

|

a) Equivaléncia da analise nas tabelas Z ¢ B

Como estamos num caso de analise de correspondéncia bi-
naria (s6 duas variaveis), vamos fazer a ligagao entre a no-
tacao na Secao 1.2 ¢ a notagao usada agora em 2.1. A matriz F,

definida em 1.2, em funcao de Z se escreve: F==ﬁ% Z pois nQ &

o total da tabela Z e I' & matriz de freqiiéncias. A matriz D

] ._1__ Q = _1_
Bp_ ) Q e Qn se escreve Qn 0 ln

onde In ¢ a matriz identidade nxn.

em funcao de D se escreve:

Na analise bindria em RP vimos que a-eésimo fator h_ € v.

c. da matriz Q;lF'Dn F'. Reescrevendo esta matriz em funcao de

Z e D temos:

o PO N “1.( 1, 1 .
D, B = o™ |y 2 [ 7] -

N
N
1N

Al =

llogo o o-c¢simo fator da analise da tabela 7 sera v.c. de

1, i S - ; : =
ﬁQ L'L: Lntdo, se ¢, ¢ este fator vale a relagdo:
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Iy lzize =

G Z'Z%, “ag)a (Z.1)

onde My, ¢ a w-ésima r.c.

No caso da tabela B temos que a matriz [ se escreve:

F o= ——p
" nQ?
pois o total da tabela B vale nQ? e a matriz Qp e Qn se escre-
= v 1
. £ - c 3 = = 1)
vem, em fungao de D: QP Qn =i D,
Entao,
potrep tE = nop M —Eopinq Tl Aop = LplynTlp
p nQZ nQZ Q2

Logo o a-c¢simo fator da analise da tabela B sera v.c. de

~07 1T g 0w —LpTlapTly
Q? Q?
pois B=2'7 ¢ simetrico (B=5").
o . o o 1 =1
Pre-multiplicando os dois membros da relacao (2.1) porEiQ B
e lembrando que Z'Z =8B, vem:
~LopTlgplpg =y Aplpy = L optlpgptlpe -
Qz -~ " ~=0, aLg: ~~0 Q2~ ~~0
Moo pela relacao (2.1)
= uidy
a-~0
ou seja, ¢  tambem ¢ v.c. da matriz legg—lg sO que em re-

.
lagao a r.c. u;. Logo @ e fator da andlise da tabela Z e tam-

bem ¢ fator da analise da tabela B.

Generalizando, temos que os fatores da analise de Z sio
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0s mesmos da analise de B. Portanto, as analises de Z e B sio

equivalentes.,

b) Equivaléncia da analise nas tabelas B e g; Z,

Como zi Z2 ¢ uma tabela cruzada do mesmo tipo que as ta-

belas da Secao 1.2, Zi Z, com Jl linhas e J2 colunas ,vamos di-
T J

zer, que h ¢ o a-ésimo fator extraido da analise em R “ e w

~Q
~ 5 . - : S s J1 .
e 0 a-esimo fator extraido da analise em R relativos a r.cC.

Q.
Vamos mostrar que para todo par de fatores ha e W, devi-

do a analise de gi %2 existe um fator e, da analise de Z (on-

de B) correspondente tal que

w
~X,

I

W

h
i

ja que a dimensao da tabela Z (ou tabela B) & J =J,*J, ea di-

mensao de h ¢ J, e a de W, ¢ J

. 1
Vamos decompor a matriz D em 91 =§1§l e D =é2§2 tal que
Dy 0
]2:
L0 b,
Os elementos das diagonais de D, e QZ sao respectivamen-
te os totais em linha e coluna da tabela Zi ZZ’ ou seja, Dy
N Pn © 92 ZQp'

Usando as relagoes (1.11) e (1.12) da Secdo 1.2.3, pode-

mos escrever para o a-césimo fator:



1 -1cyn
(h = —=D_"2'7._w
~ 0 3r-~2 ~2=1=u0
o
W e
W= —QL—D_lz'Z h
~Ql ,———)\ ~1 ~]_~2~(l
o

Podemos escrever este sistema como:

_l . B e
D5 (o, + 252 1wy) = (/AN

e
-1 i — /-
Pl (Qlwa'+%lg23u) = (1+ xu)wa

ou ainda, na forma matricial:

Dy 0 Dy Z1Z, W, W
= (1+/A)
=1 X
oD 2281 Dy Jbhy Do
Entao, temos:
W T w
_‘1 “"CL ~0L
Ay - (14T

Multiplicando os dois membros desta expressao por %, que

caso ¢ % (Q=2), vem:

1 _1 ‘*Y(X 1+V)\ V’!U,
= A/ = .
2= = = 2
h h
-~ ~ 0
1+
o

]
o)

que € a expressao (2.1) no caso de My,

no



~0f =
Em resumo, quando fazemos a analise da tabela gizz vamos

encontrar a o-iésima r.c. Aa e os fatores correspondentes W

e ha' Baseado nisto podemos encontrar a r.c.

1+v/A wa
= ——9% ¢ o0 fator @
o, 2 ~Q

~0

da analise da tabela Z e, a r.c. p?> € o mesmo fator ?a da ana-

2
o
lise da tabela B.

Apesar das analises das tres tabelas (Z,B e Zigz) serem
equivalentes, produzindo resultados similares, as r.C. nas tres
analises sdo diferentes e consequentemente as taxas de inércia
sao diferentes. De um modo geral tabelas do tipo disjuntivas com
pleta como a Z dao taxas de inércia mais fracas que as das ta-
belas do tipo cruzado como a Z'ZZ.

-1

da relagao (2.1) que %Q %'g?a = |

¢o de uma matriz, que diz que se Axd =Auxa, onde Au € a4 T.cC.

No caso da tabela Z, temos

la?a. Pela propriedade do tra-

de A e Xu € 0 V.C. correspondente, entao tr A =Zka, temos que

o

a soma das r.c. nao triviais (a r.c. trivial e Al =1) de Z va-

lem:

(XY

Como Z'Z e igual a BeD a matriz diagonal com os mes-

mos elementos da diagonal de

1=

temos que os elementos da dia-
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1 s | Jytdy
gonal de Q~‘§ sao unitarios. Entao, o tr—g—p L'l = q .Nes-

te caso particular, Q =2, e portanto a soma das T.C. nio tri-

viais de Z vale

A taxa de inércia do oa-iésimo eixo & definida por

A 2\
o, . o
J1+J2—2 J1+J2—2
Z

Como para qualquer o, Aa & sempre menor ou igual a 1 (um),

nenhum fator tem taxa de inércia superior, em porcentagem a

73§%927 na analise de uma tabela disjuntiva completa com duas
“10Y2

variaveis com Jl e J, modalidades respectivamente. Para este
tipo de tabela, a taxa de inércia da uma idéia muito pessimis-

ta da informacao extraida pelos eixos fatoriais.

2.3 - ANALISE NO CASO GERAL

No caso geral com Q variaveis, Q>2, a tabela Z & da for-
ma Z = [gl,zz,...,ZQ] € possui J=J1+J2+...+JQ colunas e n 1i-
nhas. Cada coluna corresponde a um ponto de R, Em R" cada sub-
tabela %q € uma variedade linear Vq com Jq dimensoes. Todas as
Q variedades lineares tém em comum pelo menos a primeira bis-
setriz (a4 soma das Jq colunas de Vq da uma coluna sé de valo-

res 1 (um)). O posto da tabela Z € entao no maximo igual a J-

-(Q-1).
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Seja Qq 0 vetor cujas Jq componentes sao as coordenadas
de um ponto Tq de Vq na base definida pelas colunas de §q' As
coordenadas de Tq em R" sdo as n componentes de Tq =zq?q' 0

quadrado da distancia de M a origem, usando a distancia eu-

clidiana usual, vale:

Fazer a analise de correspondéncia da tabela de contin-
géncia que cruza duas variaveis q e q' & o mesmo que estudar
as posicoes respectivas das variedades lineares Vq e Vq,, ou
seja, o mesmo que fazer a analise canonica da tabela [Zq/Zq,L
Das relagoes (1.11) e (1.12) da Secao 1.2.3 podemos escrever,

omitindo o indice do eixo a para simplificar a notagao,as se-

guintes relagoes:

1
= ——D “Z2'7 ¢,
%q /% "4 ~4-9 QC{
1 -1
, = —D 7' ,Z
Qq /a9 -4 ~q@q
ou seja:
1 1 1
Z = — Z D ! i m =-—Pm, 2.2
~q9q /5 ~9-4 q q ¢q ~q I T94 ( )
=
1 -1 1
i T T Z 1D ,Z',Z ,=—P, 245
a'far T oy Eq g Eq 2adq gt Ty Rqlq (203
onde
P = ZqZZ) My e Py = 2o.(20.2 0 2,
~q =g *=q= ~q ~q ~-q "~q ~q ~q

sao as mdtrizes nxn que representam os operadores de projecao



b \[ [
sobre Vq e q

Figura 2.2 - Projecoes sobre Vq e Vq,

Pelas relagoes (2.2) e (2.3) podemos ver que existe uma

e m_,

relagao linear entre a projecao ortogonal de Tq em Vq, L0

e também entre a projecao de Tq' em Vq e Tq'
q'] pode ser expressa da se-

guinte maneira: "encontrar dois pontos mq e mq, tal que a me-

A analise canonica de [Zq/Z

dia dos quadrados de suas distancias a origem seja constante,
ou seja,

'D +¢',D = 2n 2.4
9q~q9q ?q q'%q (2.4)

¢ tal que a distancia a origem do ponto m =mq+mq, seja maxi-

"
0

ma

A distancia do ponto m 3 origem vale:

Inf* = 2qDqlq * 2q Dy g * 20
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=2+2 ’Z ' =
n+2gotata by

¢ )

= 2 1+
n( q

q q Q'

Maximizar esta distancia com a condigao expressa por (2.4)

€ o mesmo que maximizar usando a condigao

(] = "D' '—n.
2q2q%q 7 2q'q'tq

Com esta nova condigao o problema se generaliza facilmen-

te para o caso de mais de duas variaveis. Sejam ¢1,¢2,...,¢Q

os vetores das componentes dos Q pontos my.m,,...,M, Dnas ba-

=m. Devemos maximizar

3 O't+

ses Z),2,,...,Zq © seja i+ Tq ™=
& quantidade:

nlz = 11 94Zilqrd

I qfq q'€Q 97 q'*q’
com a condigao

] $qDq2q =
qéq 974 q

Se ¢ 6 o vetor com J componentes definido por

izar ¢'B® com a condi¢ao ¢'D¢ = Qn.
o]

devemos maximi

Os fatores procurados 540 entao v.C. de D B relativos as

Eles sdo proporcionais iqueles da analise de Z e
oo da Tabela B (Burt), considerando B

maiores r.c.
Coincidem com os fator

Como a tabela de dados.
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2.4 - TAXA DE INERCIA DE UMA MODAL|IDADE DE
RESPOSTA E DE UMA VARIAVEL

Como ja vimos, os fatores da andalise de Z sao v.c. da ma-

triz %Q—lg. Logo, a soma das r.c., ou seja, a inércia total va-

le:

L v %3, an
tr =D B-1 = -1 = = -1,
s =2 q

Quando definimos contribuigao relativa, na Secao 1.2.6,
vimos que o quadrado da distancia de uma varidvel j ao centro

de gravidade G vale:

d*(j.6) =

i~

1 £.. 2
i

1t [f '-fi'] .
l- .J

Agora no nosso caso, podemos definir entao o quadrado da dis-

i

tancia ao centro de gravidade de um ponto modalidade j de RrR",

jeJ, como:

d*(3,6)

1}
ne-~-13

i=1 j3 ™

Bty (o
ou seja,

noZis 4 2 n (z22. ZZi' 1
42(j,6) =n ] |fd-3| =qy |1 EL L)
i=1{"3j i=1 dJ"fj ndjj n?

onde djj € 0 j-6simo elemento da diagonal de D.

Como

o= d..
1 1] ij
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e Z.lj so assume valor zero ou um,

n i3l 5
.. = 7. = d.. =
Lty 7L Py T dyy
g g _ 1 2 ,1) _ 1 1
=3 ( (J,G) = n[a;j——ﬁ-‘*"ﬁ) = n[a—; n).

A contribuicdo a inércia total da modalidade j vale en-

tao:

I

Ol

d. . d..
c(3) = g~ 4°(3.0) = [1—%1]

Logo quanto menor for o nimero de pessoas que respondem
a modalidade j (ou seja, quanto menor for djj) maior sera a
contribuicdo desta modalidade para a inércia total. O maximo
¢ alcancgado quando djj =0, ou seja, ninguém responde a moda-
lidade j. Para haver um equilibrio do sistema de respostas &
necessario, entao, evitar modalidades com poucas respostas.

A soma das contribuicoes de cada modalidade da variavel q

a inercia total da a contribuicdao da variavel q a inércia total, ou se-

ja:
. 1

clq) = (5) = I %

! é% o jé% Q *

d. . 1
| 1-—2 = c@) = g1
q q

J

Logo a parte da inércia total devido a variavel q cresce

quando cresce o numero de modalidades de resposta da variavel

(cresce quando Jq cresce). O minimo & alcancado quando temos
apenas duas modalidades de resposta (Jq =2) .

A seguir, discutimos a validade dos resultados da anéli—

se de correspondencia binaria e multipla.
- [] -



CAPTTULO 3

VALIDADE DOS RESULTADOS DA ANALISE DE

CORRE SPONDENCIA

Neste capitulo mostramos que tipo -de cuidados devemos
ter para melhorar a qualidade dos resultados, o que podemos es-
perar desses resultados e como avaliamos a validade dgs repre-
sentagoes obtidas quando aplicamos a técnica de analise de cor-
respondéncia, bem como outras técnicas similares de analise de

dados.

3.1 - CUIDADOS NA ELABORAQAO DAS TABELAS DE DADOS

Os dados submetidos a analise devem possuir caracteris-
ticas como a homogeneidade e a exaustividade.

A homogeneidade & obtida atraveés de codificagdo das varia-
veis que deve permitir que as linhas e as colunas da tabela
possam ser comparadas entre si ou através de transformagoes a-
naliticas. Devemos, por exemplo, nos preocupar com o fato de
que unidades de medidas diferentes nao sejam consideradas si-
multaneamente na analise, pois caso contrario temos que recor-
rer a transformagdao de padronizagao das variaveis. A codifi-
cacao disjuntiva, por exemplo, permite que a analise de cor-
respondéncia trate simultaneamente variaveis nominais e varia-

veis continuas divididas em classes.
-50-
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A distingao entre as variaveis ativas e ilustrativas da
tabela tambem ¢ fundamental. As variaveis ilustrativas,tém um caracter de
prova, pois como nao participam na construcdo dos fatores a interpretacdo
de sua correlacao com os fatores ¢ feita com mais seguranca

O critério de exaustividade diz que todas as situacbes ou
aspectos de um fenomeno (variavel) devem estar representados
na tabela. Na pratica, obtemos a exustividade da tabela fazen-
do um levantamento vasto de dados, e definindo categorias ou
classes das variaveis de forma a permitir que sejam alocados
todos os valores de cada variavel.

Un fator importante na qualidade dos resultados € que e-
les sejam estaveis, ou seja, nao sofram modificacdes sensiveis
quando ocorrem modificagoes na tabela original de dados.Exis-
tem tres principais elementos que podem causar modificacoes na
tabela original, mas que nao devem afetar as configuracoes ob-
tidas como resultado da analise, se estas sao supostas esta-
veis:

a) ERROS DE MEDIDAS

A ordem de grandeza dos erros de medida, assim como a dis-
tribuig¢ao aproximada dos mesmos na populacao devem ser espe-
cificados pelo proprio pesquisador em funcao de seu conheci-

mento do campo estudado;

b) ESCOLHA E PESO DAS VARIAVEIS

O problema da escolha das variaveis aparece quando o es-
tatistico tem a possibilidade de colher uma amostra de varia-
veis dentro do éspacgo das variaveis. Ele pode se basear nos cri-

terios de homogeneidade e exaustividade para fazer esta amos-
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tragem corretamente, mas isto nem sempre € suficiente. O pro-
blema do peso das variaveis aparece sobretudo quando a anali-
se de correspondéncia & aplicada em tabelas de medidas ou no-

tas e nao de contagens;

c) CODIFICAGAO DAS VARIAVEIS

Designamos por codificacao a transformagao preliminar a
que sao submetido os dados brutos, antes de iniciarmos a ana-
lise. A codificagdo & feita com a preocupacdo de ndo se perder
informacao e de se tornar mais facil o uso do algoritmo da a-
nalise. A codificagdo & um processo fundamentalmente empirico,
que supoe um conhecimento simultaneo dos dados, através de es-
tatisticas discritivas, do método da anilise e suas exigencias.
E importante se fazer uma codificagao capaz de conservar as

configuragoes realmente observadas.

3.2-CONTRIBUI§5ES DOS RESULTADOS DA ANALISE

A aplicagdo da técnica de anialise de correspondencia bem
como de outras técnicas de analise de dados nos traz algumas
contribuicgoes importantes no campo da pesquisa usando grandes
tabelas. Citaremos algumas destas contribuicgoes:

a) GANHO DE PRODUTIVIDADE E DETECGAO DO ERRO

Em certas fases do desenvolvimento da pesquisa,o caso das
técnicas de analise de dados @ indispensavel, pois estas téc-
nicas controlam, com as representagoes visuais (graficos) que
fornecem, a maior parte das etapas do trabalho, e dao acesso

a informdgao antes inascessiveis. Permitem também a deteccao



de valores enormes ou valores aberrantes que sao facilmente
reveladas nos eixos fatoriais. Assim, erros de medidas ou ano-
malias devidas ao mé€todo de medida sio facilmente detectadas.

O conjunto de operagdes da técnica de analise de dados im-
plica num ganho de produtividade e num melhoramento da qua-
lidade dos resultados através da corregao dos erros detecta-
dos.

b) CONSTRUGCAO DE INDICES SINTETICOS

O primeiro fator, encontrado pela analise de correspon-
dencia ou outra analise de dados, € uma combinacido linear das
variaveis e tem a maior variancia, constituindo assim um ex-
celente Indice discriminatdrio entre as observacoes. Estes in-
dices, chamados Indices sintéticos, tém grande poder descri-
tivo e possuem interpretacoes interessantes.

c) ACESSO A NOVOS CAMPOS DE OBSERVACAO E NOVOS MATERIAIS

As técnicas de anidlise de dados permitem tratar simulta-
neamente as numerosas informacodes contidas nas grandes tabe-
las, tornando possivel observar os universos multidimensionais
complexos. A analise de correspondencia, principalmente, per-
mite que se estude os dados sobre as duas dimensoes das tabe-
las. As duas diﬁensSes (de linhas e colunas) sao formadas por
variaveis que nio apresentam o caracter repetitivo das obser-
vagoes como acontece na aplicagao das outras técnicas de da-
dos, quando uma das dimensges (geralmente as linhas da tabe-
la) é formada por observagoes e nao variaveis. A apresentacao
dos resultados na forma de graficos, onde os primeiros fato-

res €xtraidos da analise sao cruzados dois a dois, constitui



uma inovacao metodologica que facilita muito a interpretacdo e

apresentagao dos resultados.

3.3"AVALIA§AO DA VALIDADE DOS RESULTADOS

Vamos fazer agora algumas consideragoes sobre as raizes
caracteristicas extraidas na analise de correspondéncia, sua
distribuigao, e as taxas de inércia ou porcentagens de varian-
cia. Discutimos o quanto a taxa de inércia pode ser conside-
rada como medida da informagao obtida pelo eixo fatorial. Va-
mos construir também intervalos de confianga para os pontos nos
graficos dos pontos fatoriais, para ajudar a interpretar, a

proximidade dos pontos a origem.

3.3.1-A distribuicao das raizes caracteristicas em

analise de correspondéencia

A hipotese de independeéncia das linhas e das colu-
nas de uma tabela, em geral, & muito severa para ser realis-
ta. E improvavel que uma tabela submetida & analise de corres-
pondéncia possa ser analoga a uma tabela de niimeros aleatorios.
Entretanto a hipotese de independéncia permite que se defina
'"niveis de significancia" para as raizes caracteristicas (r.
c.) e a porcentagem de variancia. No caso da andlise de cor-
respondencia para tabelas de contingéncia, as r.c. seguem leis nao
paramétricas e assim sendo & possivel fazer tabulagdes apro-
ximadas das mesmas e apresenta-las em forma de graficos.

A distribuicao das r.c. produzidas pela andlise de cor-

respondencia deu margem a algumas publicagoes erroneas: Ken-
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dall & Stuart (1961), concluiram que as r.c., assim como a i-
nércia total, seguem as leis do qui-quadrado (x2): Lancaster
(1963) mostrou que a esperanca matematica da primeira r. c. €
sempre superior aos valores encontrados pelo método de Kendall
G Stuart; posteriormente Kshirsagar (1972) sugeriu outra dis-

tribuigao para as r.c.

Vamos mostrar aqui, que a distribuicao das r.c. pode ser
aproximada pela das r.c. de uma matriz de Wishart, cuja lei &
conhecida. A densidade de probabilidade das r.c. de uma matriz
de Wishart pode ser encontrada no livro de Anderson (1958).

Usamos, aqui, a mesma notacao dos Capitulos 1 e 2.

Seja pij a probabilidade da casela (i,j) e P;. ¢ p.j as

probabilidades marginais de linhas e colunas respectivamente.
A hipotese de independéncia das linhas e das colunas & expres-

sa pela relacao pij =P;.°P,; para todo i e j. Entao Xij € uma

j
das np componentes de um vetor multinomial cuja esperanca ma-
tematica vale E(xij) =XP; Py sob a hipotese de independén-
cia. Supomos que X & suficientemente grande para que se possa

utilisar a aproximacao normal da lei multinomial e que fi- e

f.j sao os estimadores de P;. © p.j respectivamente.

Entao um vetor k com np componentes

/X(fij—fi'f_j)

K. .
lJ Vi-. i -
1 'J

j)=O, para todo i e

j) e matriz de covariancias definida por:(Rao, 1973)

tem distribuicao normal com média 0 (E(ki

V'k(]-sjyl )J ) = aij,i'j'_/inf'jfi"f -

*J



onde

1 se i=i' e j=j'

S.. ..,
ij,1'] o
0 caso contrario

Seja A uma matriz p xp ortogonal tal que a primeira co-
luna tem como j-ésimo elemento o valor /f.j, j=1,...,p, € as
p-1 outras colunas formam junto com a primeira, uma base or-

P
tonormal de RY.

Seja B uma matriz n xp ortogonal tal que na primeira li-
nha o i-ésimo elemento vale /fi_ ; i=1,...,n e as outras n -1

linhas formam, junto com a primeira, uma base ortonormal de

RrRM.

A matriz B@®A' de ordem np xnp definida pelo produto di-
reto ou produto de Kronecker de B e¢ A' €& também ortogonal.
Seguem as relacoes:

2/} .o k..
ARSI

1

0 para todo 1

i}

ZVfi_ kij 0 para todo j
¢ A

il

I%b rm Em .

0 para todo r, 1 <r <n
aadsz.d = 0 para todo s, 1 <s <p.

Essas relacoes fazem com que o vetor y de R"P definido por

y = B ® A'k tenha so (n-1) (p-1) componentes nao mnulas, pois
Yy =0 se r=1ouses=1. A matriz de covariancias de y &
definida por:

Vy = (BEADY(B' O A)
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e para todo par de componentes nao nulos temos

Vz(r,s;r',s') = 8§ 6

1

rr' ss
onde
1 se r=r1r'
Grr' .
0 caso contrario
e
1l se s =s'
6ss' -

0 caso contrario.

Seja Y a matriz de ordem n xp definida por

Y = BKA

— ~—~

onde K e a matriz cujo termo geral vale kij’ definido anteriormente.A pri
meira linha e a primeira coluna de Y sao nulas. A matriz Y de ordem n-1 x
x p-1 formada pelas linhas e colunas nao nulas Y tem seus elemento inde-

pendentemente distribuidos segundo a normal padrdo. A matriz

§::

1)
1<)

¢ distribuida, entdo, segundo a lei de Wishart com parametros

n-1 e p-1 e temos que S tem as mesmas r.c. nao nulas de

Y'Y = A'K'B'"BKA = A'K'KA

e portanto as mesmas r.c. de K'K pois A € ortogonal. A matriz
simétrica §*, definida do Capitulo 1, que temos que diagona-

lizar na analise de correspondéncia da tabela X nao & outra se-



nao a matriz
S* = J;K'K.
~ X—- -~

Isto nos leva a seguinte conclusdo: "Se Ay € a a-ésima r.c. da
analise de correspondéncia da tabela X de ordem n xp, cujo to-
tal vale x, entao a distribuicdo de x A é aproximadamente a
distribuigdo da a-€sima r.c. da matriz de Wishart com para-
metros n-1 e p-1",

Temos entao que a distribuigao das r.c. extraidas da a-
nalise de correspondéncia de uma tabela de contingéncia s de-
pende das dimensoes da tabela, ndo importando os pesos de ca-
da linha ou cada coluna da tabela. Esta propriedade pernite que-
sejam feitas tabulagoes dos r.c. so com as dimensboes das ta-
belas. Entretanto, € uma propriedade assintGtica e deve ser
sempre verificado o realismo da mesma.

A densidade da lei conjunta das r.c. xl,...,x de uma ma-

P
triz de Wishart €: (Anderson, 1958)

p
- (n-p-1)/2 o1 _
w(A) C(n,p)azlka exp{ 5 azlxa}ags(ka AB)

onde

oy - P2 s a2 e ).

A Figura 3.7 compara a lei tedrica das r.c. com a lei empirica
obtida por simulagdo no caso de uma tabela com 8 colunas e o
numero de¢ linhas variando de 3 a 100.

Mostramos no final deste capitulo algumas tabelas e gra-
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ficos:

— As Figuras 3.1 a 3.5 representam a taxa de inércia das
cinco primeiras r.c., para dimensdes variadas da tabela de da-
dos. Assim, por exemplo na Figura 3.1, para uma tabela de di-
mensao 10 x8, a taxa de inércia correspondente a primeira r.
c. esta em torno de 50%, ao nivel de significancia de 5%, sob

a hipotese de independéncia das linhas e colunas da tabela.

— A Figura 3.6 € uma tabela aproximada dando as estima-
goes das médias, medianas e desvios-padroes, a um nivel de sig-
nificancia de 5%, das cinco primeiras r.c., das cinco porcen-
tagens de inércia correspondentes e do traco. A dimensao da ta-
bela varia de 6 x6 até 6 x20 e o total da tabela & fixado em
1.000. Assim, por exemplo, para uma tabela 6 x 8 a média da se-
gunda r.c. € 0,0096, a média da porcentagem da inércia desta

mesma r.c. vale 27,93% e a média do trago vale 0,0346.

— Finalmente a Figura 3.7 compara a lei teorica das r.c.

. - . . - ~
com a lei empirica obtida por simulacao, no caso de uma tabe-
la com 8 colunas (largura) e o nimero de linhas (comprimento)

variando de 3 a 100 e considerando apenas a primeira r.c.

3.3.2 - A independéncia entre a taxa de inércia

e o trago

Seja t a soma das r.c.:

ou seja t € o trago da matriz e T, & taxa de inércia do fator
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. _ 1 = o 2 < e
ar T Aa/t ou seja, Aa T t, para o <p

Ap = (1 Ty T T, T e -Tp_l)t.

A densidade conjunta w(A) pode ser fatorada na forma:

w(A) = wl(t)wz(rl,...,Tp_l).

O jacobiano desta transformacdo vale tP71,
A distribuicao do tracgo t, wy(t), segue a lei do qui-qua-

drado (x?) com np graus de liberdade. Logo,

e—t/z.

1 [t)(np/2)~1

W) = ‘;@T 2

A distribuigao conjunta w(A) pode entio ser fatorada em
duas fungoes com dominios de integracao independentes. Entao
podemos concluir que as taxas de inercia (ou porcentagens de
variancia) e o trago sao independentes.

Com este fato, chegamos a duas conclusges importantes:

— Mesmo se o trago (ou o x?) aceita a hipotese de inde-
pendéncia, a primeira porcentagem de variancia pode ser sig-
nificativamente elevada e neste caso a analise de correspon-
déncia deve ser usada, pois apesar de aceitarmos a independén-
cia entre as linhas e as colunas da tabela, estas podem ser ri-

ca em informacgido.

— Por outro lado, podemos ter um trago elevado que rejei-

. - . -~ . .~ -
ta a hipotese de independéncia mas a porcentagem de variancia
nao ser significante. Neste caso a analise de correspondencia

poderia ndo ser o melhor método para obter as informacoes das
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relagoes entre as linhas e as colunas da tabela.

3.3.3-Taxa de inércia como medida de informacao

O problema do uso da taxa de inércia como medida da in-
formacao representada por um fator extraido da analise de cor-
respondéncia & bastante delicado. No caso da analise de cor-
respondencia para tabelas de contingéncia, o uso da taxa de i-
nércia € satisfatorio e da uma idéia boa da informacdo obtida,
mas ja no caso de tabelas disjuntivas completas as taxas de i~
nércia sdao bem mais fracas que as que seriam obtidas se cru-
zdssemos as variaveis e aplicassemos a andlise & tabela cru-
zada. Entao ocorre que para tabelas disjuntivas compietas as
taxas de inércia ddo uma idéia muito pessimista da parte da in-
formacao representadas pelos eixos fatoriais.

A escolha das variaveis também influencia na taxa de i-
nércia. Se completarmos uma tabela n Xxp, na qual foi feita a
analise de correspondéncia com mais q novas colunas formadas
por numeros tirados de uma tabela de nimeros aleatarios e fi-
zermos novamente a andlise de correspondéncia a esta nova ta-
bela n xp+q, os primeiros eixos obtidos serdo praticamente os
mesmos que os obtidos na tabela n xp. Mas as taxas de inércia
da nova tabela serao mais fracas pois o traco aumentou ja que
temos mais r.c. (passamos de p para p+q). Logo, os eixos nao
mudam, ou seja continuam representando a mesma informacao, e
as taxas de inerica diminuem, ficando mais uma vez provado que
as taxas de inércia ndo devem medir a parte de informacdo re-

presentada pelo eixo fatorial. A escolha das variaveis tem en-
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tao influencia negativa na taxa de inércia e nao influencia sig-
nificativamente nos fatores da analise.
Vamos agora ver a feonla da infommagcdao de Shannon-Wiener onde
a taxa de inércia ndao aparece como medida de nao-esferacidade
de uma nuvem. O desenvolﬁimento desta teoria € baseado na me-
dida da distancia entre duas hipoteses dada pela '"divergeéncia
de Jeffreys'" (Jeffreys, 1946). Sejam H; e H, duas hipoteses no
caso de uma amostra multidimensional X, saida de um dos dois
esquemas relativos as leis normais de RP:
H,: Hipotese de Independéncia:
Média tedrica = My
Matriz de covariancia tedrica = oI
HZ: Caso Geral:
Média teorica = Mo
Matriz de covariancia teorica = S (suposta
positiva definida)
A divergencia de Jerffreys permite expressar a distancia
entre H1 e H2 em funcao das r.c. de S e considera as r.c. pe-
quenas, enquanto que a analise de correspondéncia so6 se preo-
cupa com as r.c. '"grandes'.
Essa divergencia € definida por:
P(H, /) P(H,/X)
J1o8 pr7xy dn (0 - [tog ran 7y e

J(H]‘Jiz)

onde

P(Hj/X) = probabilidade condicional de Hi ser verdadeira
dado X; e

Yy e v, sdo as medidas associadas a H, e H

1 Z°
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No caso de densidades continuas fl(g) e fz(g) temos:

£, (0
Iy = 08 (O +E, () Tos gioxy dX.

Quando a matriz de covariancia é S, e o vetor médio €y,

-

a densidade fi(g) e:

- 1 1 -1
£.(X) = exy ~{~(X"1. 'S. T (X-1. }
1"~ |2ﬂ§1|xﬂ P 2 Ll) i (~ Ll)
e assim:
£ (X) s |
] y 1 i = e:.l'. ___vﬁz.__ - l _1 - - '
R E, Ty T 7 TR g T 7 T E G B )
=1

-1 ‘
* 5 tr(§z ()S"Ez) (X"Bz) )

O primeiro termo de J(Hl,Hz) ¢ a informacdo média trazi-

da pela amostra X sob a hipGtese Hl contvra HZ:

£, (X) |S, |
1+~ 1 ~1
Jfl(X)IOg 8 XT dX = > log T

S, |

1(1;2)

+

+

] ¢
+
-
o)
wn

= - -1 y
81(827-817)) +5 tr(Sy7 (uy-up) (py-up) ")
(colocamos X =, =§—y1+glngz).

Entao,

= . . 1 =l o=l

1 1, o1
P P88, (uy ) (g muy) )

O caso que nos interessa € quando My U, €



& - 2 =
51 =071 e §2 S
ou.seja,
; 1 -1 ] | | =]
J(Ozl§§) = 7-tr((02£—§)(§ "51‘1)) = 71J—[57§+02§ J”P-

Em funcao das r.c. podemos escrever:

A , 1{1 R 2 1
Jig2l,8) = —(~— % A_to g J = s
A N -

Se as inércias totais tedricas sdo iguais sob as hipdteses Hy

e H2 temos:

— 2
E Aa = PO

a=1

e o unico termo variavel de J(c?I;S) é

E 1

a=1 X;'

Temos entao que a divergencia entre as duas hipoteses sera gran-

de quando algumas r.c. forem proximas do zero. Logo, uma r.c.

de S muito pequena, serd muito mais importante na determina-

cao da divergéncia do que, por exemplo, as primeiras r.c. ex-

plicando 80% da inércia total. Vamos introduzir agora o con-

ceito de Anfommagao mitua no caso da analise de correspondéncia.
Seja (i,j) um elemento aleatorio de um conjunto IxJ. P

1J

designara a lei de probabilidades deste conjunto e PI e P] as

-

leis marginais correspondentes, isto &,

Pry = {Py;.i6T e jeJ)



- 065 -

> L C
Py = {p,., i€I}

PJ {p.j, jEJ}.

Chamamos de grau de - indeterminacao, ou informagao sobre I

(sobre J) a quantidade

H(P = = .1 . (H(P. = = :

A informagao mitua entre I e J ¢ definida por:
H(PIJ;PIPJ) = H(PI)-+H(PJ)-H(PIJ),

que nao ¢ outra senao a informagao I(PIPJ; PIJ) de Shannon-
Wiener.

pij

PPy

H(P 3P Py) = ZZpijlog
1] j

Na vizinhanca da hipotese de independencia, temos a aproxima-

a 2
H(Py 3PP ) =.%{ZZ (piﬁ?Pi;pr) }.
17 i-Poy

Assim, a soma das r.c. nao triviais da analise de corres-
pondéncia representa uma aproximacao da informagao mutua en-
tre linhas e colunas da tabela, quando nao nos afastamos mui-
to da hipotese de independencia.

A parte da ineércia de um sub-espaco pode ser significati-

va sem que a informacao global o scja.
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3.3.4- Intervalos de Confianca para pontos dos

graficos dos eixos fatoriais

A analise de correspondéncia fornece os graficos com as
nuvens de pontos nos plaﬁos de projecao formados pelos eixos
fatoriais tomados dois a dois. Vamos calcular agora os inter-
valos de confianga para estes pontos dos graficos, a fim de ve-
rificar se eles estao significantemente proximos da origem ou
nao.

Na Tabela X de dados com n linhas e p colunas, cada u-
ma das n linhas forma um vetor com p coordenadas ﬂu/fi., ou
seja,forma um ponto de RP. 0 ponto médio G dos n pontos-linhas
tem como coordenadas os valores f-j’ j=1,...,p. A "distancia

do qui-quadrado'" entre cada ponto-linha i e G vale:

2

a2(i,0) = 5 o }f-i—i-f.
=1 TT; i *)

j i-

Se x € a soma total dos elementos da tabela a quantidade ci &

= xf; d*(i,G) vale:

e temos que cf ¢ aproximadamente um qui-quadrado com p-1 graus
de liberdade,

Se x? € ndo significante, o ponto i so difere de G de-
vido a flutuacbes amostrais.

Considerada a projecdo dos pontos no sub-espacgo formado

pelos dois prifieiros eixos fatoriais da analise de correspon-
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dencia, d* (i,G) & proporcional a um qui-quadrado com dois graus
de liberdade (basta multiplicar por xfi_ para dar um qui-qua-
drado). Isto nos leva a um procedimento simples para testar a
significancia das posicoes dos pontos no grafico em relacdo a
origem. Podemos construir circulos centrados na origem com raio

r igual a

2,0
XT.

1%

onde X%;a = qui-quadrado com dois graus de liberdade e nivel de
significancia o, cujo valor & encontrado na Tabela de distri-
buicao do qui-quadrado. Se a projecao do ponto i, i=1,...,n,
esta fora deste circulo, com uma probabilidade o, podemos a-
firmar que o i-esimo ponto da tabela é significantemente di-
ferente da origem e, portanto, traz informacao sobre os dados.

Na pratica, invés de construirmos circulos centrados na
origem, ¢ mais facil contrui-los em torno de cada ponto e o-
lhar a sua posigao em relac@o a origem, ou seja, se esta esta

dentro ou fora do circulo.

No capitulo a seguir, apresentamos alguns exemplos de a-
plicacao onde discutimos a validade dos resultados da analise,

aplicando o que foi visto neste capitulo.
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CAPTTULO 4

APLICACOES NUMERICAS

Neste capitulo, apresentamos aplicacdoes das técnicas de
Andlise de Correspondéncia Bindria e Miltipla. Fazendo também
comparacoes entre as duas técnicas , discutimos a validade dos
resultados obtidos com o uso dessas técnicas.

Os dados aos quais aplicamos as duas técnicas foram ti-
rados da Tese de Doutoramento do Professor Carlos Roberto Az-
zoni, da Faculdade de Economia e Administragao da Uni-
versidade de Sao Paulo, sob o titulo: '"Motivacoes dos
Empresarios e Processo de Decisao Locacional (a Expe-~
riencia das Indastrias Paulistas)'. Esta tese foi baseada no
trabalho apresentado em 1981, em uma publicagdo do Governo do Es-
tado de Sao Paulo — Secretaria do Interior — Coordenadoria de
Acdao Regional: "Fatores Locacionais da IndGstria e o Desenvol-
vimento Regional no Estado de Sao Paulo'.

Os resultados foram obtidos através do uso de programas
de computador destinados a Analise de Correspondéncia e im-

plantados no Centro de Computacao Eletronica da Universidade

de Sao Paulo.

.1 - APRESENTACAO DAS VARIAVEIS

Os dados da pesquisa foram colhidos no Estado de Sao Pau-

lo em 1980. O objetivo do trabalho € fazer um estudo do pro-
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cesso de escolha do local em que sao instaladas as empresas
pesquisadas, relacionando este processo com as caracteristi-
cas das empresas, tentando avaliar em que medida empresas de di-
ferentes caracteristicas apresentam comportamentos distintos.
Aplicamos a técnica de Andlise de Correspondencia para descre-
ver, de uma maneira global, as associacOes existentes entre ti-
pos de comportamento na escolha locacional e caracteristicas
das empresas.

No total foram pesquisadas 566 empresas e as variaveis de
estudo foram:
Variaveis locacionais:

Y1 - Numero de regioes consideradas: refere-se ao namero

de regices consideradas durante o processo da escolha locacio-

nal.
Categorias: Y11 - zero
Y12 - 1 a 2
Y13 - 2, S e mais.

Y2 - Nimero de alternativas consideradas: refere-se ao nu-

mero de alternativas consideradas pelas empresas dentro da re-
giao escolhida.

Categorias: Y21

Ze71T0

Y22

1 a3l
Y23 - 3,5 e mais.

Y3 - Elaborou perfil de localizacac?:refere-se aos requi-

sitos que deveriam ser preenchidos pela localizacgao, uma es-

pécie de perfil de localizacgdo ideal.

/



Categorias: Y30 - Nao
Y31 = Sim-

~ b
Y4 - Duracao do processo de escolha: refere-se ao perilo-

do gasto pela empresa para se decidir por um local.
Categorias: Y41 - 0 a 5 meses
Y42 - 6 a 11 meses
Y43 - 12 meses e mais.

Y5 - Fez consulta a Instituigoes oficiais de desenvolvi-

mento?: refere-se as consultas feitas pelas empresas para ob-

ter orientagao na escolha do local.
Categorias: Y50 - Nao
Y51 - Sim.
Caracteristicas das Empresas:

X1 - Propriedade do imdvel: espera-se que para imoveis

proprios a imobilizacdo de recursos € maior e para imoveis alu-
gados € menor.
Categorias: X10 - Alugado
X11 - Proprio.
X2 - Tamanho (em nimero de empregados): espera-se deci-
soes mais criteriosas de empresas maiores.
Categorias: X20 - 0 a 39

X21

40 a 79

X22 80 a 149

X23 - 150 e mais.

X3 - Grau de vinculagao: empresas pertencentes a compa-
nhias ou grupos com varias unidades ja contam com a esperién—

cia do grupo na escolha do local.
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Categorias: X30 - Nao Independente
X31 - Independente

X4 - Area construida: espera-se que quanto maior a area

construida mais acurada deva ser a analise.
Categorias: X41 - menos de 2.000 m?2
X42 - 2.000 m? ou mais.

X5 - Localizagao: ha razdes para se esperar um comporta-

mento locacional conservador por parte das empresas.
Categorias: X51 ~ Area A (até 50 km da Capital)
X52 - Area B (entre 50 e 150 km da Capital)
X53 - Outras.

X6 - Tipo de Edificio: o fato de se utilizar um prédio ja

existente ou se construir um edificio especialmente para a em-
presa indica o grau de comprometimento de recursos.
Categorias: X60 - Ja existente
X61 - Especialmente construido para a empre-
sa.

X7 - Evolucao passada das vendas do setor: evolucao das

vendas do ramo em que opera a empresa nos cinco anos que an-
tecederam a entrevista.
Categorias: X70 - Abaixo da Média
X71 - Acima da Média

X8 - Tecnologia: espera-se que as empresas que utilizam

tecnologia mais moderna sejam as que tem comportamento loca-
cional mais apurado.
Categorias: X80 - Abaixo da Média

X81 - Acima da Media.



X9 - Tipos de estabelecimento: também influencia no com-

portamento locacional.
Categorias: X91 - Novo
X92 - Mudanca
X93 - Instalacao de Filial.

A seguir, primeiramente aplicamos a técnica de analise de
correspondéncia bindria e posteriormente a técnica miltipla,
em ambos os casos tendo como objetivo descobrir associacoes e-
Xistentes entre o processo de escolha locacional das empresas

- o
€ suas caracteristicas.

4.2 - ANALISE DE CORRESPONDENCIA BINARIA

Consideramos a tabela de contingéncia em que as caracte-
risticas das empresas aparecem nas colunas e as variaveis lo-
cacionais aparecem nas linhas. Considerando-se que cada cate-
goria de cada variavel corresponde a uma linha (ou coluna) te-
mos uma tabela com l;\}%gbgs e 22 colunas (ver Tabela 4.1).

A Tabela 4.2 mostra que o primeifo fator, extraido pela
analise, explica 68,79% da variancia total das variaveis e, que
o segundo fator explica 14,61% desta mesma variancia. Assim
sendo, os dois primeiros fatbres explicam 83,40% da variancia
total. Vamos considerar, aqui, somente estes dois primeiros fa-
tores.

A Tabela 4.3 mostra as coordenadas dos pontos-colunas nos

dois primeircs fatores, bem como as contribuicoes absolutas e

relativas dos pontos para estes fatores, enquanto que a Tabe-
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la 4.4 mostra as coordenadas e as contribuigoes absolutas e re-
lativas dos pontos-linhas.

A Tabela 4.3 mostra que somando-se as contribuicoes ab-
solutas das ;ategorias X20, X21, X22 e X2% da variavel X2-ta-
manho temos uma contribuicao de 30,4% desta variavel na cons-
trucao do fator 1. A seguir vem a variavel X4 - 4area cons-
truida — com uma contribuigdo absoluta de 16,0% na construcéo
do fator 1, ou seja, quase a metada da contribuigdo da varia-
vel XZ. Em relagao ao fator 2, a variavel X5 - Localizacdo -—
€ a que mais se destaca, dando uma contribuicao absoluta de
63,7%, sendo seguida pela variavel X3 - Grau de vinculagiao -
com uma contribuicao de 19,1%.

Na Tabela 4.4 temos que a variavel que mais contribui pa-
ra a construgao do fator 1 € a variavel Y4 - Duragao do pro-
cesso de escolha — com 41,5%, sendo seguida pela variavel Y1-
Numero de regioes consideradas — com 38,5%. Para o fator 2,as
varidveis que mais se destacaram sdo Y2 - nimero de alternativas conside-
radas - com 64,6% e Y1 - nimero de regides consideradas com 25%.

Quanto as contribuigoes relativas temos nas duas Tabelas
4.3 e 4.4 que o primeiro fator € muito mais importante que o
segundo na explicagao da dispersdo das variaveis. SG para as
variaveis X3 - Grau de vinculacao e X5 - Localizagao — & que
o fator 2 se destaca mais que o fator 1.

Através do grafico, representado 4.1, onde os dois pri-
meiros fatores Fl e F2 aparecem nos eixos horizontal e verti-
cal respectivamente e todos os pontos-linhas e pontos-colunas

estdo plotados, vamos analisar o significado dos dois fatores.
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Inicialmente vamos estudar o 1° fator:comegando da esquer-
da para a direita, ou seja, dos valores negativos para oS po-
sitivos, vemos que as caracteristicas aparecem na seguinte or-
dem: X53 - localizagao no interior; X20 - nimero de empregados
menor que 40; X91 - empresa nova; X10 - imovel alugado; X41 -
area construida menor que 2.000 m?: X60 - imdvel ja existente
¢ X21 - numero de empregados entre 40 a 79. Chegando no extre-
mo direito do grafico encontramos: X61 - edificio novo; Xl1 -i-
movel proprio:; X81 - tecnologia acima da média; X42 - Area
construida maior que 2.000 m2 e X23 - nimero de empregados maior
que 150. Sendo assim, o primeiro fator pode ser interpretado
como representando o '"porte' da empresa, ou seja, quanto mais
seus valores, mais complexa €& a organizacao da empresa.

Considerando-se agora as variaveis locacionais,também da
esquerda para a direita temos: Y41 - duragao do processo da
escolha menor que 6 meses:; Y11 - nenhuma regiao cbnsidera&aa—
lem da escolhida; Y21 - nenhuma alternativa considerada aleém
da escolhida e Y30 - ndo foi elaborado perfil da localizacgao.
Chegando no extremo direito do grafico encontramos: Y51 - con-
sulta a instituigdes oficiais; Y-23 - grande numero de alter-
nativas consideradas: Y12 - numero médio de regioes conside-
radas; Y43 - duragao da escolha maior que um ano e Y13 - gran-
de numero de regies consideradas. Logo, quanto maior € o va-
lor no fator 1, mais elaborado é o processo de escolha.

Baseado na analise feita acima, chegamos a conclusao de

que existe uma associacdo entre o porte da empresa e o cuida-
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do na escolha locacional, no sentido de que existe um maior
cuidado nas empresas de maior porte ou mais complexas e moder-
nas e vice-versa. Esta associagao entre as variaveis pode ser
notada observando-se a proximidade, no grafico, dos pontos que
representam as variaveis: pontos que representam empresas cu-
jas caracteristicas sdo de empresa de grande porte,estio pro-
ximos de pontos que represeﬁtam escolha locacional mais apu-
rada e vice-versa. Encontrar associagao entre conjuntos de va-
riaveis € uma das caracteristicas mais importantes da analise
de correspondéncia.

Analisemos, agora, o 29 fator: considerando de baixo pa-
ra cima (ordem dos valores crescentes) as caracteristicas a-
parecem na ordem: X53 - localizagao no interior:; X93 - filial
ou membro de grupo; X30 - empresa nao-independente; X52 - lo-
calizagao na area B e X23 - nUmero de empregados a partir de
150. Nos valores mais altos encontram-se: X31 - empresa inde-
pendente e X51 - localizagdo na area A. Assim, concluimos que
quanto maior o valor do 2° fator, maior & a proximidade da a-
rea A e mais acentuada € a independéncia das empresas.

Considerando-se as variaveis locacionais, também na or-
dem crescente dos valores do 2° fator temos: Y13 - grande na-
mero de regioes consideradas, Y51 - consultou instituicoes o-
ficiais e Y21 - nenhuma alternativa considerada. E no valor
mais alto do 2° fator encontramos Y23 - grande numero de al-
ternativas consideradas.

Analisando conjuntamente as caracteristicas e as varid-
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veis locacionais, observamos uma associacao entre localizacao
na area A e analise de muitas alternativas, enquanto que lo-
calizagcao no interior, que esta ligado com alto grau de vin-
culacao, associa-se com grande nimero de regioes consideradas
€ poucas alternativas consideradas. Logo, empresas da area A
nao pesquisam outras regices mas analisam muitas alternativas
dentro da regiao, enquanto que empresas do interior se preo-
cupam mais com a variedade das regices possiveis ndo importan-
do em analisar muitas alternativas na regiao escolhida.
Vemos, entao, que atravées da analise do grafico dos dois
primeiros fatores cruzados conseguimos uma interpretagdo 16-
gica e racional do significado destes fatores que juntos re-
presentam 83,40% da variancia total de todas as variaveis em
estudo. E, através destes fatores encontramos uma "linha de com-
portamento geral' das empresas em relagdo ao processo de es-

colha do local do estabelecimento.

4.3 - ANALISE DE CORRESPONDENCIA MULTIPLA

As variaveis consideradas, aqui, sdo as mesmas da anali-
se binaria, ou seja, 5 variaveis locacionais (de Y1 a Y5) e 9
variaveis de caracteristicas das empresas(de X1 a X9). Consi-
derando todas as modalidades de respostas possiveis, temos um
total de 35 modalidades. Na andlise miltipla estas 35 modali-
dades entram como variaveis coluna e as linhas sao as 566 em-
presas. Temos entao uma tabela do tipo disjuntiva completa com

566 linhas e 35 colunas. A tabela de contingéncia de Burt tém,
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entao, 35 linhas e 35 colunas, ou seja, cruzamos as 35 moda-
lidades. Os resultados obtidos sao apresentados a seguir.

A Tabela 4.5 mostra que o primeiro fator extraido pela a-
nalise, explica 14,46% da variancia total das variaveis en-
quanto que o segundo fator explica 8,69% desta mesma varian-
cia. Assim, os dois primeiros fatores explicam 23,15% da va-
riancia total. N —

A Tabela 4.6 mostra as coordenadas e as contribuicoes re-
lativas e absolutas de todas as 35 modalidades para os dois
primeiros fatores. Considerando-se as contribuigoes absolutas,
temos que, para o 1° fator, as variaveis que mais se destacam
sao X2 - Tamanho com 17,3%, X4 - Area construida, com 15,2% e
X1 - Propriedade do imovel com 14,2%, e para o 2° fator, des-
tacam-se: X3 - Grau de vinculagao com 37,6% e X9 - Tipo de Es-
tabelecimento com 37,3%.

Agora, com o grafico representado pela Figura 4.2, onde
todas as 35 modalidades estao plotadas no plano formado pelos
dois primeiros fatores (eixo horizontal - Fl e eixo vertial
- F2), vamos interpretar os dois fatores.

Comegando pelo 1° fator temos que da esquerda para a di-
reita aparecem as caracteristicas X23 - nimero de empregados
maior que 150; X42 - area construida maior que 2.000 m?; X81-
tecnologia acima da média; X11 - imovel proprio e X61 - edi-
ficio novo. No extremo direito do grafico aparecem X41 - irea
construida menor que 2.000 m?; X60 - imével ja existente; X10

- imovel alugado; X91 - empresa nova e X20 - nimero de empre-
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gados menor que 40. Assim, quanto maior foi o valor do 1° fa-
tor, mais simples e menor € a empresa.

Para as variaveis locacionais temos no extremo esquerdo:
Y13 - grande numero de regibes consideradas; Y43 - duracgao da
escolha maior que um ano; Y51 - consulta a instituicoes ofi-
ciais; Y12 - numero medio de regioes consideradas e Y23- gran-
de numero de alternativas consideradas. No extremo direito des-
tacam-se Y1l - nenhuma regiao considerada; Y30 - nao foi ela-
borado perfil da localizacao e Y41 - duracao do processo de es-
colha menor que 6 meses. -Logo, quanto maior € o valor no 1° fa-
tor, menos elaborado € o processo da escolha.

Concluimos entdo que existe uma associacdo entre o porte
da empresa e o cuidado na escolha locacional, sendo que empre-
sas de menor porte ou menos complexas tem menor cuidado na es-
colha locacional e vice-versa.

Analisando o 2° fator temos que para as caracteristicas
da empresa,no extremo inferior grafico destacam-se: X31 - empresa
independente; X92 - mudanca de estabelecimento e X51 - locali-
zagao na area A, enquanto que no extremo superior do grafico
destacam-se X52 - localizagao na area B; X53 - localizacao no
interior; X81 - tecnologia acima da média; X30 - empresa nao-
independente e X93 - filial ou membro de grupo. Logo, quanto
maior o valor do 2° fator maior €& a proximidade da area B e
interior e mais dependente € a empresa.

Para as variaveis locacionais temos no extremo inferior

Y23 - grande nimero de alternativa consideradas no extremo su-
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Tabela L.6- Coordenadas e Contribuicoes

91

das 35 modalidades de respostas

. Contribuicao Contribuigao
Variaveis Coordenadas Absolita Relativa
(modalidades) £ 2 i F2 Fi F2
X10 0,94 0,39 9,5 2,8 0,43 0,08
X11 -0,46 | -0,19 h,7 1,4 0,43 0,08
X20 1,01 0,19 8,2 0,5 0,33 0,01
X21 0,27 | =0,11 0,6 0,2 0,02 0,00
X22 -0,20 | -0,27 0,3 0,9 0,01 0,02
X23 -0,94 0,15 8,2 0,4 0,35 0,01
X30 -0, 55 1’37 2,7 27,5 0,11 0769
X31 0,20 | ~-0,50 1,0 10,1 0,11 0,69
Xk 0,72 | -0,04 8,0 0,0 0, L6 0,00
Xh2 -0,64 0,04 7,2 0,0 0,46 0,00
X51 0,04 | ~0,13 0,0 0,6 0,00 0,03
X52 -0,31 0,21 0,8 0,6 0,03 0,01
X53 0,33 0,17 0,6 0,3 0,02 0,01
X60 0,85 0,38 8,3 2,7 0,39 0,08
X61 -0,45 | -0,20 Iy, L 1,4 0,39 0,08
X70 0,17 { -0,11 0,5 0,h 0,04 0,02
X71 -0,22 0,14 0,7 0,5 0,04 0,02
X80 0,22 | -0,19 1,0 1,3 0,09 0,07
X81 -0,41 0,36 2,0 2,4 0,09 0,07
X91 1,00 | -0,18 7,0 0,4 0,27 0,01
X92 -0,23 | -0,41 1,1 5,8 0,09 0,29
X93 -0,45 1,92 1,0 31,2 0,04 0,67
Y11 0,26 | -0,04 1,7 0,1 0,22 0,01
Y12 -0,67 0,01 2,2 0,0 0,08 0,00
Y13 -1,24 0,41 4,0 0,7 0,13 0,01
Y21 0,23 0,25 0,9 1,8 0,05 0,07
Y22 0,02 | -0,12 0,0 0,2 0,00 0,01
Y23 -0,49 | -0,40 1,9 2,1 0,08 0,05
Y30 0,25 0,16 0,7 0,5 0,03 0,01
V31 -0,13 | -0,09 0,4 0,3 0,03 0,01
vhi 0,41 0,19 3,1 1,1 0,21 0,05
Y42 -0,22 | -0,11 0,4 0,1 0,01 0,00
Y43 -0,85 | -0,39 5,0 1,8 0,19 0,04
Y50 0,09 { -0,01 0,2 0,0 0,06 0,00
Y51 -0,72 0,07 1,8 0,0 0,06 0,00




perior Y21 - nenhuma alternativa considerada e Y13 -grande ni-
mero de regioes consideradas.

Vemos entao que o fator 2 associa localizacao no interior
com grande nimero de regices consideradas e poucas alternati-
vas consideradas e localizagao na area A com muitas alterna-
tivas consideradas na regiao. Vemos entao que os dois primei-
ros fatores, que juntos representam 23,15% da variancia total,
dao a mesma 'linha de comportamento geral" das empresas,na es-
colha locacional, encontrada na analise de correspondéncia bi-
naria.

A discussao e comparacdo dos resultados das andlises de
correspondencia bindria e miltipla serao apresentadas a seguir

na secao de validade dos resultados.

L, - A VALIDADE DOS RESULTADOS

b.h.1-Taxa de inércia como medida de informacao

Pelo que foi discutido nas Segoes 4.2 e 4.3, notamos que
as conclusoes, em relacgao as associacOes existentes entre as
caracteristicas da empresa e a escolha locacional, sdo as mes-
mas. Isto significa que os dois primeiros fatores da analise
binaria e os dois primeiros fatores da anilise multiplanos ddao a
mesma Anfomagao a respeito das variaveis em estudo. Observando as
Figuras 4.1 ¢ 4.2 temos que elas seriam semelhantes se trocis-
semos os sinais dos dois eixos, ou seja, as coordenadas dos pon-
tos na Figura 4.1 sao proximas das coordenadas dos pontos na

Figura 4.2 se¢ considerarmos so o valor absoluto. Isso significa que o 1°
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fator (F1) da analise binaria € equivalente ao 1° fator da a-
nalise multipla trocando-se o sinal (-F1), o mesmo ocorrendo em
relacao ao 2° fator (F2).

Apesar de concluirmos que as duas analises (binaria e mil-
tipla) fornecem a mesma informacado das variaveis,temos que as
taxas de inércia (ou porcentagens de varidncia) representada
pelos dois primeiros fatores na andlise binaria (83,40%) & mui-
to superior a taxa de inércia representada pelos dois primei-
ros fatores na analise mUltipla (23,15%).Temos entio a mesma infor-
magao nas duas analises e taxa de inércia da analise binaria
quase quatro vezes maior que a da analise miltipla. Este fato
demonstra o que foi discutido no Capitulo 3, quando mostramos
que a taxa de inércia da uma idéia muito pessimista da infor-
magao contida pelos fatores, principalmente no caso de tabe-
las com codificagao disjuntiva completa, como é o caso da ta-
bela da analise miltipla.

Considerando-se todas estas observacgoes, podemos concluir
que taxas de inércia altas implicam em muita informagao das
variaveis contidas pelos fatores e taxas de inércia baixas nao
implicam necessariamente que os fatores contem pouca informa-
cao sobre as varidveis, mas quando a informagao sobre as va-

riaveis contida pelos fatores & pouca, a taxa de inércia & baixa.

b.4.2 - Intervalos de confianca para pontos do grafico

A fim de verificar quais os pontos dos graficos que sao sig-

nificantemente diferentes da origem e portanto trazem infor-
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magoes sobre os dados, construimos intervalos de confianga pa-

- J s -
ra os pontos dos graficos conforme foi apresentado no Capitu-

lo 3.

A titulo de exemplo, vamos construir estes intervalos pa-

ra alguns pontos da Figura 4.1. Para isto, devemos

um circulo de raio

no caso de ponto linha, ou

construir

no caso de ponto-coluna, centrado no proprio ponto em questdo

e ver se a origem esta dentro ou fora deste circulo.

Temos x% . = 5,991,

=53

X = total da Tabela 4.1 =

£.
1-
ft

j

25.470.

freqiiencia relativa da linha i.

freqiiencia relativa da coluna j.

A Tabela 4.7 abaixo mostra alguns pontos com 0S respec-

tivos raios:

Tabela 4.7 - Raios dos circulos para construcgao
dos intervalos de confianca

Ponto Raio| Ponto| Raio
Y11 0,04 X51| 0,06
Y13 | 0,12 X42 | 0,06
Y51 0,111 X71{ 0,07
Y22 | 0,07
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Na Figura 4.3 vemos os circulos tragados nos pontos ci-
tados na Tabela 4.7 e notamos que s0 os circulos centrados em
Y22 e X71 contem a origem dos eixos, ou seja, ndo sao pontos
significantemente diferentes da origem ao nivel de 5% de sig-
nificancia. Os outros pontos citados acima sao todos signifi-
cantes, ao nivel de 5%, ou seja, sao importantes na interpre-
tacao dos eixos pois trazem informacoes significantes sobre os

dados.



CAPITULO 5

CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho foi desenvolvido baseado nos estudos do Pro-
fessor J.P.Benzecri, da Universidade de Paris VII, e seus co-
laboradores, a partir de 1973. Merecem destaque, entre outros,
os trabalhos de Lebart, Morineau, Tabard e Fénelon, desenvol-
vidos entre 1973 e 1981.

A técnica de andlise de correspondencia foi desenvolvida
exaustivamente s0 nos Ultimos anos e pesquisas nesta area es-~
tao sendo realizadas pelos professores referidos acima.

Devemos destacar também, as varias ligacoes entre as ana-
lises canonicas, discriminante e correspondencia. A analise dis-
criminante pode ser apresentada como um caso particular da a-
nalise canonica e a andlise de correspondéncia como um caso
particular‘de analise discriminante. Além disso, a analise de
correspondencia também pode ser vista como um caso particular
da analise de componentes principais quando sao feitas trans-
formagoes adequadas nas variaveis e com a condicao de se tra-
tar cada um dos espagosﬁRn e RP separadamente (ver Lebart, 1973).

Para finalizar,destacamos o amplo dominio de aplicagdo da
analise de correspondéncia, pelo fato de ndo exigir qualquer
restricdo nos dados. E aplicavel a qualquer tabela de valores
numéricos positivos, e é capaz de detectar, entre outras coi-

sas, qualquer estrutura que exista, a priori, na tabela, como
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por exemplo: escalas de Guttmann e matrizes associadas a gra-

ficos particulares.
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