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INTRODUGAO

Desde a sua introdugao por Sir Ronald A. Fisher, a
Analise de Variancia tem sido largamente usada para testar
a significancia de efeitos de tratamentos, ou melhor dizen-
do, para testar a existencia de diferéncas entre médias de
tratamentos, e a maior parte dos usuarios da Estatistica,a
tem como uma técnica especifica para este objetivo. No en-
tanto, os problemas resolvidos pela Analise deVariancia sao
um pouco mais gerais. Entre esses problemas destacamos a es
timagao de componentes de varianeia, que aqui serao caracte
rizados.

Para uma melhor compreensao do exposto acima,vamos
considerar a técnica da Analise de Variancia na solugao de
dois tipos de problemas.

0 primeiro € aquele no qual estamos interessados em
testar a significancia de efeitos de um nimero fixo de tra-
tamentos, ou entao, estimar esses efeitos. Esse & o proble-
ma tradicional e € resolvido a partir de um modelo, que na
sua forma mais simples, recebe na literatura a denominacio
de modelo fizo com um fator, e & representado por

Yi

=u+ai+e. s

j ij

onde Yii € a j-ésima observacdo do i-8simo tratamento, u @
a média geral, o € o efeito do tratamento i, eij € o termo
(aleatorio) do erro correspondente 4 (ij)-ésima observacao.

=Gl



Estimagao e Testes de HipOteses sao efeitos sobre esse mode
lo, usando além da suposigao basica de que os eij sao inde-
pendentes e identicamente distribuidos (i.i.d) com‘N(O,o:),
a restricgao

Ja. = 0,

s 1
1

para que os efeitos o, possam ser funcoes estimaveis.

No segundo problema, menos conhecido, temos repre-
sentado no experimento, nao mais todos os niveis do fator
(tratamento), mas sim apenas uma amostra de niveis do fator.
Essa modificagao de situacgao torna a, um efeito aleatdrio,e

- - - > -
a partir do modelo visto acima teriamos Y;; © u caracteriza
dos como anteriormente e mais E(o;) =0, var(a,) =o:, E(ei?=
= 0, var(e;:) =02, E(o. = i # (@.4s0) =0 Vi,i!
, var( 1J) goo (alak) 0 (i=k) e E(alelu.) 0 ¥i,i' e
1 . -
j'. Com isto obteriamos:

2
o

var(yij) = g +oé
advindo dai a origem da terminologia componentes de varian-
eia. Neste segundo problema o nosso interesse € o de esti-
mar as variancias o; e o:. Com as caracteristicas aqui dis-
cutidas, o modelo visto anteriormente, na literatura recebe
a denominagao geral de modelo aleatorio com um fator. As in
fereéncias a serem feitas sobre o modelo, ou melhor dizendo,
sobre os componentes de variancia, exigiriam que a variavel
aleatoria a, fosse i.i.d. com N(O,oé) e, fosse i.i.d.com
N(O,o;).

Com o objetivo de motivar o uso de componentes de
variancia discutiremos a situagido abaixo.

Considere a situagao em que temos uma amostra de m
sacos de la, selecionados de uma grande populagao de sacos.
De cada um desses sacos de 1a, que farao parte do experimen



to, selecionamos n amostras que irao constituir as repeti-
goes. Suponha ainda que a nossa variavel de interesse seja
a resisteéncia ao rompimento, codificada de acordo com cer-
tos requisitos técnicos. O nosso problema & decompor avaria
bilidade (medida em termos de variancia) da variavel obser-
vada, em dois componentes, um devido a diferenga entre sa-
cos (o)) e o outro devido a diferenca entre as amostras den
tro do saco (oé). Esse problema & resolvido quando estima-
mos os componentes de variancia associados ao modelo aleatd
rio simples.

-

Una outra aplicacao de componentes de variancia e
no campo da Cenética, quando estamos interessados em decom-
por a variancia de um caréter’medida num ser vivo em compo-
nentes de variancia genética e ambiental.

Nesta monografia temos por objetivo precipuo, dis-
cutir um problema que acompanha a estimagao de componentes
de variancia, que & o de encontrarmos em certas ocasides,es
timativas negativas desses componentes. A discussao desse
problema foi dividida em tres etapas, correspondendo cada u
ma a um Capitulo.

No Capitulo 1 fazemos uma abordagem bem elementar
sobre a estimagao de componentes de variancia, levando o lei
tor a tomar contato, de uma maneira bem informal, com o pro
blema de estimativas negativas.

No Capitulo 2 trabalhando com a classe de estimado
res quadraticos e nao viciados dos componentes de variancia,
procuramos discutir as condicoes de estimacao nao negativa
desses componentes, e encerramos com a resolucao comentada
de um exemplo bem simples, procurando tornar mais inteligi-
veis as idéias 1la discutidas.



No Capitulo 3 abordamos o problema de estimati-
vas negativas de uma maneira diferente, buscando uma solu-
cio através da Inferéncia Bayesiana. Encerramos o Capitulo
com a resolucao de um exemplo, que no seu desenrolar,por en
volver integrais de fun¢oes ndo muito simples, necessita de
técnicas de integragdo numérica, que foram utilizadas,com o
auxilio do computador. Essa particularidade, serve para en-
fatizar, a importancia do computador na solugao de certos
problemas através da Inferencia Bayesiana.

Além desses tres Capitulos, sao apresentados tres
Apendices, com o objetivo de clarificar ou complementar al-
gumas passagens existentes no corpo principal dessa monogra
fia.

’

Uma explicacao que devemos aos eventuais leitores
desse trabalho, € a de que a introducao de certos neologis-
mos como estimabilidade, bayesiano, bayesianismo, etc., de-
veu-se a falta de expressoes correspondentes na nossa lin-
gua.



CAPITULO 1

SOBRE A ESTIMAGAO DE COMPONENTES DE VARIANCIA

Neste capitulo discorreremos de uma maneira tao sus
cinta quanto possivel, sobre os métodos de estimagdao de com
ponentes de variancia, que produzem estimativas negativas
desses componentes e, enfecharemos com algumas idéias de co
mo contornar ou resolver este problema. Com o intuito de tor
nar mais claro o assunto, dividimos o capitulo em trés se-
coes; nas duas primeiras falamos sobre a estimagao de compo
nentes de variancia ew dados balanceados e nio balanceados
e, na terceira abordamos o problema das estimativas negati-
vas.

1.1 -~ DADOS BALANCEADOS

Suponha a seguinte situacao

CLASSES I II ITX v

1g 25 20 30
17 5 18 5
15 15 14 10
13 10 10 15

OBSERVACOES




Suponha ainda que os dados acima seguem o modelo
abaixo

yij =u+ai+eij, l=1,0s|’4‘ j=1,--c,4 (1.1‘1)

onde p € o efeito médio verdadeiro, oy ¢ um efeito aleato-
rio com E(a.) =0, var(e.) =02 e covar(a.,a.) =0 (i=i' e. .
r (03 = 0, var(ay) = of e covar(a;,a;) =0 (i#i'), ey
e o termo usual do erro,que tambem e aleatorio com E(eij)=0,
var (eij) =o; e covariancias entre seus termos e,entre seus
termos e a,, todas supostas iguais a zero.Vale ressaltar que

os efeitos aleatorios a, e tem significados diferentes no

modelo, pois oy € um efeitéJque aparece pela introducao de
um fator.0 modelo recebe a denominacdo de modelo aleatorio
em classificacao simples em dados balanceados.

0 nosso principal interesse & estimar os componen-
tes de variancias c; e oé. A maneira usual de estimarmos es
ses componentes € através do uso de certas quantidades que
aparecem no quadro de analise de variancia (ANOVA),ou mais
especificamente, igualando os quadrados médios observados
(Q.M.) aos seus valores esperados [E(QM)]. A partir dos da-

dos vistos anteriormente temos o seguinte quadro da ANOVA,

FONTES DE VARIACAO | GL | SQ QM | E(QM)
Classes 3 11 3,7 | 0%+40?
e o
Erro 12 | 648 | 54 c:
TOTAL 15 659 - -
entao,
2 = ~2
ce 54 Ue 54
===
2 2 o oLl - - -
oe+4oa 3,7 Ga (3,7-54)/4=-12,6 (1.1.2)

Obtivemos uma estimativa negativa para um parametro sabida-



mente nao negativa, e¢ observe que esse exemplo € uma ilus-
tragao bem simples do uso da ANOVA na obtencao de um estima
dor para um componente de variancia. Observe também que 0sS
estimadores sao as solucOes das equagdes lineares nos para-
metros. Daqui por diante diremos que esses estimadores sao
obtidos pelo método da ANOVA.Note que esses estimadores sao
0s mais usados.

Neste momento talvez ja surja a pergunta:'"Afora as
facilidades de calculo (pois ja aproveita o quadro da ANOVA),
0 que esse estimador tem de interessante para ter um uso tao
geral e indiscriminado, apesar de produzir em algumas situa
coes, estimativas negativas?" A resposta talvez estejano fa
to dos estimadores componentes de variincia obtidos pelo mé
todo da ANOVA (em dados balanceados) apresentarem algumas
propriedades interessantes.

(i) sao nao vieiados. Suponha que m seja o vetor dos qua
drados médios, g2 seja o vetor dos componentes de
variancia a serem estimados. Entao, se E(m) =Po? pa
ra alguma matriz nao singular P, nos tomamos m = Pg?
como equagoes para estimar o?. Entdo

E(5%) =P E(m) =P 1po? = o2,

(ii) sao quadraticos nao vieciados de minima variancia.Es
ta propriedade € mostrada por Graybill § Hultguist
[1961]. Ela indica que entre todos os estimadores de

02

que sao fungbes quadraticas das observacdes e que
sao nao viciados, 0s que possuem varidncia menor o

obtidos pelo método da ANOVA.

Essas duas propriedades nao necessitam da suposi-
¢ao de normalidade para os elementos aleatdrios dos modelos,
apenas que eles tenham média e covariiancias zero e¢ varian-
cias finttas. Isto porque os valores esperados dos quadra-



dos médios nos quadrados da ANOVA n&@o usam suposigoes de nor
malidade, e assim os estimadores dos componentes de varian-
cia obtidos pelo método da ANOVA nio vao depender de exigen
cias de normalidade. Entretanto, se fizermos suposicoes de
normalidade, os estimadores dos componentes de variancia ob
tidos pelo meétodo da ANOVA em dados balanceados, sao basea-
dos em estatisticas suficientes minimais, resultado encon-
trado em Graybill § Hultguist [1961].

Todas as consideracoes feitas até aqui, sao vali-
das para qualquer situacao de classificacao cruzada ou hie-
rarquica, desde que o modelo seja aleatorio e em dados ba-
lanceados. Com relacdo a aplicacdo do método, podemos dizer
que as equagoes obtidas quando da igualdade entre os quadra
dos médios observados e os valores esperados, serac sempre
consistentes, e portanto as solugoes (estimadores) serao sem
pre encontradas.

0 método da ANOVA para estimar componentes de va-
riancia em dados balanceados, também € usado em modelos mis
tos.

Apesar das facilidades de calculo, e de algumas pro
priedades 6timas, os estimadores dos componentes de varian-
cia pelo método da ANOVA em dados balanceados, apresenta um
incoveniente, que & o de produzir estimativas negativas. E
ha possibilidade disto acontecer em qualquer modelo (misto
ou aleatdorio) e em qualquer classificacao (cruzada ou hie-
rarquica), e temos que reconhecer que isto &€ um fato por de
mais desagradavel.

1.2 ~ DADOS NAO BALANCEADGCS

Abordaremos agora alguns métodos de estimacao de



componentes de variancia em dados niao balanceados. Suponha
a situacao abaixo

FATOR A Ay A, Aq
FATOR B B, | B, | By | B, | By | B,
5 10 | 10 5 2 | 10
OBSERVACOES| 25 15 | 30 | 20 | 20
20 30

Suponha ainda que os dados acima seguem o modelo aleatorio
classificagao cruzada em dados niao balanceados,

yijk.=u+ai+6j+Yij+eijk’ i=1,...,3, j=1,2, k=1,...,nij(1.2JJ

onde u € o efeito médio verdadeiro, oy € efeito aleatorio

com E(a;) =0 e var (a;) = aé; Bj ¢ um efeito aleatorio com
E(B.) =0 e var(B.) =a§, a interacao Yij e um efeito aleatd
com E(Y .) =0 e var(y.j) = 02, € o termo aleatériock)ez

®iik
TO cCom E(e k) 0 e var(eljk) g e ainda mais, todas as co

variancias entre os efeitos aleaiorlos, e entre eles e 0s
termos do erro sao supostas iguais a zero. Na llnguagem de
Planejamento de Experimentos o, e B seriam efeitos princi-
pais.

O nosso objetivo a partir do conhecimento dos da-
dos existentes no inicio desta secdo € o de estimar os com-

ponentes de variancia o?, o2, o2
a B

e 0. Para isto preenchere
mos inicialmente o quadro da ANOVA, e a partir deste, esti-

maremos os componentes de variancia.

FONTES DE VARIAQAD GL SR QM E(QM)
Fator A 27 25,6 12,8002 +n o? +nch+n20g
Fator B- 1 4,8 4,80 0‘24-n0 Z+n og zog
Interacac AB 2 32,7 16,35 0 +n0 Y IOB 2 o
Erro 71929,2{132,74|0%
TOTAL 12}19892,3 - -




- 10 =

onde

n?. n?. Z.
n. = {n -2 JZ 4 _,z E td + gg:nl.]}/(a_l) (b_l)
0 ¥ : n > n I
1 L J ©

inf; Yini;
i () - e
i i .




(a-1) (1.2.2)

Substituindo os respectivos valores nas formulas acima,e re
solvendo o sistema de equacoes lineares nos componentes de
variancia, obtemos

2 . =2 . =3 . -1
O 132,74 oy 59,06 o 42,58 gy 2,58 (1.2.3)

2
B
Detalhes de como formulas vistas em (1.2.2) podem ser obti-~
das encontram-se em Searle [1971b].

0 método usado acima para estimar componentes de va
riancia € conhecido na literatura como Método 1 de Hender-
son e, € essencialmente o mesmo usado para dados balancea-
dos. Por este motivo € também chamado de método da analise
de variancia para estimar componentes de variancia. De to-
dos os métodos usados para estimar componentes de variancia
este & o mais utilizado. O Método 1 de Henderson quando usa
do em modelos aleatérios produz estimadores ndo viciados pa
ra todos os componentes de variancia. No entanto esta pro-
priedade nao é valida quando o método & usado em modelos mis
tos, pois neste caso produz estimadores viciados. Detalhes
destes fatos encontram-se nos artigos de Searle [1968;1971a;
1971b].

Com o objetivo de contornar este problema de ten-
denciosidade dos estimadores de componentes de variancia em
modelos mistos, surgiu o método conhecido como Método 2 de
Henderson. Em sintese, este método consiste em inicialmente
estimarmos os efeitos fixos do modelo e, os dados sio entao
ajustados por esses estimadores e os componentes de varian-
cia sao estimados dos dados assim ajustados. Usando este pro
cedimento, realmente produziremos estimadores nio viciados,
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mas em contrapartida, o procedimento nao € definido de ma-
neira Unica (pois envolve uma inversa generalizada) e tam-
bém, nao pode ser usado quando hi interacdo entre os cfei-
tos fixos e aleatorios. Isto €& mostrado em detalhes por Sear
le [1968; 1971a; 1971b].

Outro método sugerido por Henderson, e que recebeu
a denominacao de Método 3 de Henderson, & baseado no método
de ajustamento de constantes (denominacao motivada pelo fa-
to de que algumas vezes os efeitos fixos em modelos de efel
tos fixos sao chamados de constantes), que tem uso tradicio
nal em modelos de efeitos fixos. Este método nao usa somas
de quadrados da ANOVA como os métodos 1 e 2, mas reducoes
nas somas de quadrados, devido ao ajustamento de constantes,
e os componentes de variancia sao estimados através do ato
de igualar cada redugao calculada ao seu valor esperado sob
o modelo completo. Detalhes deste método, inclusive com a-
plicagoes podem ser encontrados em Searle [1968; 1971b1J.

Parafraseando Searle [1968] podemos dizer que to-
dos esses trés métodos envolvem, cilculos de quadrados mé-
dios de algum tipo, obtencao de seus valores esperados e re
solugao das equacoes lineares nos componentes de variancia
desconhecidos, obtidos da igualdade entre quadrados médios

calculados e seus valores esperados.

Em resumo, poderiamos dizer sobre os trés métodos
de Henderson: O Método 1 apresenta como vantagens a sua ana
logia com o método da ANOVA para dados balanceados e sua re
lativa facilidade de calculo, e como desvantagem o fato de
produzir estimadores viciados dos componentes de variancia,
quando usado em modelos mistos:; o Método 2 tem a vantagem de
produzir estimadores nao viciados em modelos mistos e como
desvantagens o fato de ndo ser unicamente definido e o de
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nao poder ser usado quando existe interacao de efecitos fi-
xos e aleatdrios; o Método 3 apresenta como vantagens o fa-
to de produzir estimadores nao viciados dos componentes de
variancia em modelos mistos e o de ser o mais indicado para
modelos desse tipo, pois nao faz restrigdes quanto as inte-
ragoes entre os efeitos fixos e aleatdrios, e como desvanta
gem principal o de envolver calculos excessivamente traba-
lhosos. Como caracteristicas comuns todos eles apresentam
os fatos de, quando usados em dados balanceados, reduzem-se
ao método da ANOVA, e o de produzirem estimativas negativas

dos componentes de variancia.

Outros métodos usados em dados nao balanceados e co
nhecidos na literatura como método das médias e método das
somas simétricas sao comentados por Searle [197la; 1971bl.
Esses metodos fornecem estimadores nio viciados dos compo-
nentes de variancia, reduzem-se ao método da ANOVA quando u
sados em dados balanceados, e produzem estimativas negati-

vas dos componentes de variancia.

Apés uma rapida enumeracao e comentarios reduzidos
de alguns métodos disponiveis para estimarmos componentes
de variancia, e que produzem estimativas negativas desses
componentes, voltamos ao ponto de partida: que fazer quando
as estimativas negativas ocorrem? ou entao, que métodos al-

ternativos existem que nao produzem estimativas negativas?

Searle [1971a; 1971b1 faz um bom comentario,apesar
de reduzido, sobre o problema acima. Baseado nisto e comple
mentando com algumas idéias que apareceram em artigos poste
riores as publicagdes acima, discorreremos ligeiramente so-
bre o problema.

1.3 - 0 PROBLEMA DE ESTIMATIVAS NEGATIVAS

Devido a desagradabilidade do fato de estimarmos
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como negativos certos componentes de variancia, o problema
de estimativas negativas tem merecido por parte dos estatis
ticos um tratamento especial. Talvez nao seja exagero afir-
marmos que este fato tenha sido o responsavel pelas recen-
tes contribuigoes na area de estimacao de componentes de va

riancia.

Que devemos fazer quando encontramos uma estimati-
va negativa de um componente de variancia? Searle [1971al e
numera varios procedimentos alternativos, e alguns deles s
rao aqui transcritos.

(i) Apresentar a estimativa obtida e aprender a convi-
ver com ela, como ervas daninhas no gramado. Ela po
de ser tomada como uma evidéncia de que o verdadei-
ro valor do componente e zero. Isto ndo & satisfatd
rio quando queremos utilizar uma estimativa da soma
de componentes de variancia, um dos quais tendo es-
timativa negativa. A estimativa da soma incluindo
este componente € entdo menor que a soma sem ele.

(ii) Aceitar a estimativa negativa como uma evidéncia de
que o verdadeiro valor do componente correspondente
€ zero, sugerindo a mudanga da estimativa negativa
pelo valor zero. Isto pode parecer bastante logico,
mas como parte da estimagao foi truncada, isto per-

turba as propriedades dos estimadores.

(iii) Interpretagdo da estimativa negativa como indicacio
de um modelo erroneo. Neste contexto,Anderson [1965]
afirma que quando uma estimativa negativa ocorre,ha
possibilidade de haver problemas nos calculos ou na
especificagao do modelo. Entdo, a primeira etapa se
ria conferir os calculos realizados e a segunda, se
a primeira estivesse correta, seria talvez a recon-

sideragao do modelo. Mesmo assim, permanecendo 0 pro
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blema da estimativa negativa, ele sugere considerar

o valor do componente como sendo zero.

No aspecto de reconsideracao do modelo, Searle §
Fawcett [1970] discutem um procedimento em classificacgao sim
ples, de considerar o modelo em termos de populacoces fini-
tas, em vez de populacoes infinitas, procedimento que nos le
va a encontrar estimativas nao negativas, onde anteriormen-
te, sob a suposicao de populacoes infinitas elas eram nega-
tivas.

Ja Nelder [1954] afirma que existem experimentos
onde temos possibilidade de encontrarmos estimativas negati
vas para os componentes de variancia. Este fato € mostrado
por ele em Blocos Aleatoriazados e em '"Split-Plot".

Searle [1971b] da como conselho final: "Tomar as es
timativas negativas como indicacgao de dados insuficientes,e
ir atras da Gltima esperanca do estatistico: coletar maisda
dos e analisa-los, eles proprios ou combinados com aqueles
que produziram estimativas negativas. Se a estima obtida u-
sando os dados combinados & negativa, temos uma evidéncia a
dicional de que o componente corresponde & zero.

Até a presente etapa dessa monografia, a estimacao
de componentes de variancia foi vista sob a luz dos métodos
que produzem estimativas negativas, e discutimos prbcedimeg
tos varios que tentam contornar o problema. Uma outra abor-
dagem para o problema de estimativas negativas, e considera
da mais fundamentada, € sugerir métodos alternativos de es-
timagao que nao produzem estimativas negativas para os com-
ponentes de variancia.

Nesta linha, talvez como primeiro trabalho, surgiu
o de Herbach [1959], que usa estimadores de maxima verossi-
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milhanca, que sao nao negativos. No seu trabalho ele descre
veu os estimadores dos componentes de variancia para o mode
lo aleatdrio simples em dados balanceados. Eles apresentam
como vantagem o fato de serem nao negativos, e como desvan-
tagem o fato de serem truncados e viciados.

Thompson [1962] na tentativa de resolver o proble-
ma de estimativas negativas desenvolveu um algoritmo, por e
le denominado de 'pool-the-minimum-violator'". Esse algorit-
mo resulta da maximizagao da fungao de verossimilhanga dos
quadrados médios, sujeita a um conjunto de restricoes, que
recebe a denominacao de principio de maxima verossimilhanca
restritivo. Existem aplicacoes desse algoritmo no artigo es
crito por Thompson e Moore [1963]1. Este procedimento provo-
ca um truncamento, e o estimador resultante & viciado.

Supondo um modelo do tipo

yij = u+ai+eij’ i=l,...,m e j=1,...,n

com as mesmas suposicoes dadas em (1.1.1), temos como esti-

madores d 2 o2
e ol e o,

(i) ANOVA

L}

Q)

(QME-QMD) /n

Q)
o N

QME

(ii) Maxima verossimilhanca

r[(m};l ). QME-QMD] /n, se [(m-1)/ml<QME = QMD

| 0, se [(m-1)/ml-QME <QMD
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QME, se [ (m-1)/mJ+QME = QMD

Q)
awn

SQT/ (mn-1), se [(m-1)/m]-QME < QMD
(iii) Maxima verossimilhancga Restritivo

(QME-QMD) /n, se QME 2 QMD

Q>
QwN
]

0, se QME < QMD

QME, se QME = QMD

Q)
.~
i}

SQT/mn, se QME <QMD

onde QME, QMD e SQT significam respectivamente, qua
drado médio entre, quadrado médio dentro e soma de
quadrados total.

Rao [1972] extendeu um novo método de estimagao de
nominado MINQUE (Minimum Norm Quadratic Unbiased Estimation)
ao problema de estimacgdo de componentes de variancia e cova
ridncia. 0s estimadores obtidos,apos uma modificagdo intro-
duzida pelo autor, s3o nao negativos, mas nao viciados.

LaMotte [1973] desenvolveu dentro da classe dos es
timadores quadraticos nao viciados, as condigoOes para obter
mos estimativas nao negativas de combinacgoes lineares dos
componentes de variancia. Devido a clara importancia das i-
déias desenvolvidas no artigo acima citado, destinamos o Ca
pitulo 2 dessa monografia, para o detalhamento e discussao
dos resultados obtidos por LaMotte.

Todos os trabalhos citados até aqui estudaram o pro
blema de estimacao dos componentes de variancia dentro do as
pecto nao bayesiano, isto €, ignorando os métodos bayesia-
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nos quando das inferéncias sobre os componentes de varian-
cia. Em meados da deécada de 60,através de Hill [1965] e Tiao
& Tan [1965] surgiram os primeiros trabalhos nesta area,tra
tando da inferéncia bayesiana sobre 0; e oé, num modelo a-
leatorio simples, em dados ndo balanceados e balanceados res
pectivamente. A grande vantagem pratica do uso dos métodos
bayesianos em componentes de variancia, € que as "estimati-
vas" obtidas sao sempre nao negativas. No Capitulo 3 dessa
monografia discorreremos sobre o problema de fazermos infe-
réncias sobre oé e o; num modelo aleatobrio simples em dados

balanceados.



CAPITULO 2

ESTIMACAO QUADRATICA NAO VICIADA E

NAO NEGATIVA DE COMPONENTES DE VARIANCIA

No capitulo 1 fizemos algumas consideragoes sobre
os varios métodos de estimacgao de componentes de variancia.
Através de exemplos simples, mostramos a possibilidade de es
timar como negativo, um componente de variancia (um parame-
tro sabidamente nao negativo), usando o método da ANOVA.Tam
bém ficou caracterizado, que dentro da abordagem nao baye-
siana, de todos os estimadores que fornecem estimativas nao
negativas dos componentes de variancia, nenhum apresenta a
propriedade de ser nao viciado.

Neste capitulo restringiremos a classe geral dos es
timadores dos componentes de variancia a classe dos estima-
dores quadraticos ndo viciados e, dentro dela, procuraremos
discutir as condicoes de estimabilidade nao negativa desses
componentes.

2.1 - 0 MODELO GERAL

Seja Y uma variavel aleatdéria N-dimensional,com ve
-19~



tor de medias
E(Y) = Xg (2.1.1)

onde B & um vetor de parametros gxl, X € uma matriz de cons
tantes conhecidas Nxq, e Y tem matriz de covariancia.

K

cov(Y) = V(A) = J A.V, (2.1.2)

. i'i

i=1
onde A & um vetor de parametros (chamados componentes de va
riancia) Kx1, v, € uma matriz simétrica NxN de constantes
conhecidas. Sera suposto que A & tal que V(A) & positiva de
finida. Onde nao existir ambiguidade, V(A) sera denotada por
v.

0 modelo caracterizado por (2.1.1) e (2.1.2) & mui
to geral, requerendo apenas que 0os elementos do vetor de mé
dias sejam combinacoes lineares conhecidas de um conjunto de
parametros (B), e que os elementos da matriz de covariincia
sejam combinagGes lineares de outro conjunto de parametros

).

0 nosso problema central & estimar a funcao p'A,on
de p € um vetor de constantes KxI. Desejamos estimar p'Apor
uma forma quadratica das observagdes. Serao consideradas as
formas quadraticas do tipo Y'AY, onde A é uma matriz simé--
trica NxN.

Como estamos interessados em estimacdao quadratica
nao viciada e ndo negativa devemos propor um estimador que
seja

a. quadratico
b. nao viciado
C. nao negativo

A condigao (a) esta satisfeita, ja que propomos u-
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ma forma quadratica para estimador de p'A; a condigao (b) fi
cara satisfeita se tomarmos E(Y'AY) =p'A; e finalmente a con
digdo (c) também ficara satisfeita se A for uma matriz nao
negativa defintida.

Um resultado (ver Searle [1971b]) que nos sera u-
til € o seguinte:

E(Y'AY) = tr(AV) +pBX'AXB (2.1.3)

onde V é a matriz de covariancia de Y e tr(M) € a soma dos
elementos da diagonal da matriz M.

PROPOSICA0 - Uma condicao necessaria e suficiente para que

Y'AY seja um estimador nao viciado de p'A €que
X'AX =0 e tr(AVi) =p;-

(Se) - Se vale X'AX =0 e tr(AVi) =p;
temos

K
E(Y'AY) =i§1xitr(Avi)+ BX'AXBR = glipi= p'A

(S0 se) - Como a condigao € para Y8, tomemos B =0.
Entao, E(Y'AY) =intr(Avi) =T'A onde,
i

T' = [tr(AVl),...,tr[AVk)] ou seja
p; = tr(AVi) entao, E(Y'AY) = p'A+B'X'AXB
e para que seja nao viciado

B'X'AXBg = 0 VB ==> X'AX = 0.

2.2 - CONDICOES PARA ESTIMABILIDADE NAO VICIADA E

NAO NEGATIVA

A forma quadratica proposta (Y'AY) satisfara as con
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digoes (a), (b) e (c) se entre todas as formas da matriz A
escolhermos:
(i) A nao negativa definida, isto &,
x'Ax 20, ¥x,Nx1

(ii) X'AX = 0
(iii) tr(AV) = p'A ou de uma maneira e-

quivalente tr(AVi) =D;-

Mostraremos agora toda uma formalizacao capazde ga
rantir que as condicoes acima sejam satisfeitas.

LEMA - Uma condigao necessaria e suficiente para que (i) e
(ii) sejam satisfeitas € que exista uma matriz C tal
que A=WCC'W, onde W=V l-y"Ixx'v ixy~Ix'y1,

PROVA - (Se) - A=UCC'W, entao A é nao negativa definida
e X'AX =0, pois X'W=0
- A € ndo negativa definida, pois K'=x'WC &
um vetor real == x'Ax =x'WCC'Wx =KK' 20
- X'W=0; para isto usaremos dois fatos:
Fato 1 - Se V'! & positiva definida,
AV IA=0 ms A =0
"Fato 2 - PX'V 1 =PxiyTly mm pxryl .
= QX'V—1 fazendo
P=x'v Ixcx'vixy” e g -1 onde MMM =M te
mos, X'V 1X(x V'IX) X v Ix =xvly =
= X'y Ixxrv iy Txwtt 2 xoyt? entéo,
X'u=x vt ooy ixeev o Txevl -

=x'v'1-x'v 1oo.
(S6 se) - Se A é ndo negativa definida 1B real tq
A =BB'

se X'AX =0 entao X'BB'X =0 == X'B =0
mas X'B =0 se s6 se 3C tal que B =WC
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(se) - se B=MWC == X'B=X'WC=0

(s6 se)~ se X'B=0, seja C =VB, entdo

WC = WYB =V iov ixoov iy x' v tive =
=B-V Ix(x'vix)"x's =B.

Entdo, A € nao negativa definida e X'AX =0 se s6 se
A = BB' = WCC'W

TEOREMA - Uma condigao necessaria e suficiente para que (i),
(ii) e (iii) sejam satisfeitas é que A obedeca as
as seguintes condigoes: existe C tq A =WCC'W e
tr(C'WV,WC) =p., onde W=V Ty ixx v ixy x v i,

Pelo Lema, (i) e (ii) valem se so sc A=WCC'W
(Se) - Se p; = tr(C'WViNC)==tr(WCC'NVi) e como
A =WCC'W ==> tr(AV,) =p,

(86 se) - Se tr(AV;) =p;, como A & nao negativa de-
finida e X'AX=0 pelo Lema,3JC tq A =WCC'W
== p; = tr (AV;) = tr(WCC'WV,) = tr(C' WY, HC)

COROLARIO - Se para algum i (i=1,....,k), v, € positiva defi
nida e P; =0, o UGnico vetor p para o qual exis-
te um estimador quadratico ndo viciado e ndo ne
gativo para p'A € p =0.

Se p; =0 entao tr (CHV,WC) =0 e se Vi € positiva de-
finida == WC=0 = tr(C'NVjWC) =pj= 0, ¥j=1,...,k

2.3 - CONSEQUENCIAS E APLICAGOES

Usando a notagao de Rao [1972] nds podemos escre-
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ver a nossa variavel N-dimensional Y como uma estrutura l1i-
near da forma

Y = XBg + 01£1+ oo * UkEk (2.3.1)

onde X e B sao definidos como em (2.1.1), Ui & uma matriz da
da NXCi e Ei € um vetor ciX1 de variaveis nao correlaciona-
das com média zero e matris de dispersiao Uilci’ i=1,...,k,
onde os c sao desconhecidos e Ics € uma matriz de identida

de CiXCs e Ainda mais, €. e E sao nao correlacionados. Em

i
partlcular, podemos pensar em escrever o modelo da ANOVA de

acordo com (2.3.1), e neste caso, Uk=1<3ck=N.Entao temos que

E(Y) = XB
e - (2.3.2)
cov(Y) = iU1U1+ ceo oil

isto €, nos modelos da ANOVA temos a seguinte estrutura

= ' 1= =
Vi UiUi , 1=1,...,k-1

v, =1 (2.3.3)

Ai 20, i=1,...,k

Uma sequéncia imediata do Corolario da secao ante-
rior € que, nos modelos da ANOVA, o Unico componente indivi
dual que pode ser estimado isoladamente de uma maneira nao
viciada por uma forma quadratica nao negativa & Ai» até
mesmo Ak € assim estimavel somente se todo Vi, i=l,¢..,k=1,
for singular. Outra consequéncia do Teoremd € que nesses no
delos da ANOVA, apenas os p's tais que P; 20, i=1,...,k, po-
dem fazer com que p'A possa ser estimado de uma maneira nao
viciada por uma quadratica nao negativa.

Uma aplicacao de todas as idéias vistas até este
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ponto sera dada através de um exemplo com o modelo aleatd-
rio simples em dados balanceados.

Considere o modelo

yij = U +ai4-eij (2:.3.4)
"~ 2 ~ 2 J = S = -
onde o, (0’?a) eij (0,0e), i 1,.j.,m, j=l,...,n ee ainda
E(uiak) =0, 1=k, E(aiei.j.)= 0, vi,i',j'. Temos que,
2 2 .=.' .=.'
Oy, *og » i=i' e j=j
= 2 P spa !
COV(yij 'yi'j') oa y 151 € J"‘J (2’3'5)
0 , izi!
Entao, para i=1 teriamos
) 2,2 2 27
Y11 0,t0a 0o+ + 94
y _ | o2 o2+02..,02 - 2 2
cov %2 a a e’ o Oeln'FoaJn (2.3.6)
' 2 "2 ‘a4 2
LY 10 -oa % % e
e,
"y ) 2 2 .
Y11 UeIn+GaJn .
Y ‘ 0 m
cov| 12| = : = Z+(021 +g2d ) (2.3.7)
£ - . e n a n
. 0 . 23 i=1 :
_yan » Ge In+°a nj

onde X+ indica a operacao de ''soma direta' de matrizes, In
€ uma matriz identidade nxn, Jn € uma matriz nxn, com todos
os elementos iguais a 1. Indicaremos 'produto de Kronocker"
por @, e um vetor nxl que sO possui uns sera denotado por

]n' Entao,podemos escrever que
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m
* o2 2 - 2 2 -
izl(oeln-+oadn) 1,8(c21 +02d )
Imﬂoe n-flmﬁcadn
= g21 +02(I_-1)8(1.1") =
emen a-m n nn

021 +02(1_8]

em'n ao-m n)'(lme]n)’ N

célm.n+aéKK' (2.3.8)

o que nos faz escrever
Y(A) = A214-A1KK‘ (2.3.9)
onde, K =Im81n.

Seja A, =1 e Aj= 07 Entao,
W=vtovixxv iy xv? o=

= I (1! 1

- - ' =
mn ]mn mn mn) lmn

- -1
R . (2.3.10)

de modo que,

= ! = —.—.———l ———1_- ' =
wv1w WKK'W (Imn mn ]mnlﬁn)KK'(Imn mn ]mnlmn)
= KK' - —=— 11! (2.3.11)
mN mn mn
e
HV,W = WIW = WW = W (2+3.12)

2

observe que se somarmos e subtrairmos {%-KK' de W obtemos
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= L -1 okye
W = wvlw-+(1mn = KK*") (2.3.13)
onde y'Wy, {% y'NVIWy, y'(Imn -%% KK')y funcionam respecti-

vamente como uma soma de quadrados total corrigida, soma de
quadrados entre e soma de quadrados dentro. Vejamos,

Wy = y° -1 s yly-—E_y'l 1!y =
yuy =yl ww Y'Y Y'Y T wmw Y e Y

= y'ly *ﬁln_ [§.§le] " {g;yij] = )l:gyij- mm‘;2=

= SQ TOTAL CORRIGIDA

y'WV, My = y'[KK' "%r 110 Ty = y'KK'y --%- y 1ty =

y' (181 ) (1 e1')y - -,-}()ijiyij) (E:Ziyij) -

' - 2,2 o
y (Im)elnlﬁy mnéy*

y'Im@Jny-mnzif’ =

(07,07 + (15, )% ¢ oot (a5 )% - mny?, =

27,2 2.2
n?Jy? -mn?y?
l .

sty .-111_ y'WY Wy = n §¥? -mny?, = SQ ENTRE
¢ .
y'el. -+ KK'ly = y'y -—= y'KK'y = YYy? - n?jy? =
m n n Y 1% ij n iyi- _

= Ilv}; - n Iy}, = SQ DENTRO
1] 1

Em (2.3.13) como os termos da direita sdo matrizes
nao negativas definidas, para qualquer vetor a,
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a'Va 2 a' (= WV Wa (2.3.14)

Seja C uma matriz mnxmn com vetores coluna C, - Por
(2.3.14),

1

] t
de modo que
] ] 1

-

o termo do lado esquerdo de (2.3.16) € tr(c’NVZWC) e o ter-
mo do lado direito é tr(c‘wVINC)/n. Se a condigao do Teore-
ma esta satisfeita deve entiao ser verdade que

P, 2-p; 20 (2.3.17)

Sen=1lem>1,

—-L V= - f = - = 1 =
Imn = KK Im KK Im Im 0, pois K Imell

entao
tr(C'WY,HC) = tr(C'WV,NC)

> p2=p1=p20
resultando,

A .
1
p'a = [PPJ[AJ = pAy + P, = p(Ay +1,)

isto €, somente miltiplos positivos de (A{ *+1,) podem ser es
timados de uma maneira nao negativa por quadraticas nao vi-
ciadas.
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Sen>1 em=1,
temos que,

' = _1_ ' -
tr(C WV, WC) tr(+ C WVlNC) 0

resultando
A
p'k = [0 0] X = (0

isto &, somente o 0 pode ser estimado de uma maneira ndo ne
gativa por quadraticas ndo viciadas.

Se n>1 em>1, e ainda se (2.3.17) ocorre, entdao existe u-
ma forma quadratica nao viciada e ndo nega-
tiva para p'A.

Escolha uma matriz ¢ com apenas a primeira coluna

1

¢y diferente de zero. Temos que H==€%—NV H-b(I-?r KK'). En

1 1
tao,

ciHcl pode ser particionada em
¢! A Wv.Me, e cf(1-L KkK'ye
1 n 1771 1 n 1
Escolha ¢y tal que

' = ' a.l. . 1 )

cllrlc1 p, e clwvlucl +P1 € Py
Entao se n>1 e m>1, para que p'A seja estimado poruma for
ma quadratica ndo viciada e ndo negativa, & necessario e su
ficiente que (2.3.17) ocorra. Isto €, sempre podemos esti-

mar p'A por uma forma quadratica ndo viciada e ndo negativa
desde que
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Entao,

P'A = A, = [0 ukl
2 A

‘satisfaz a condicao e
P'A = ni,+A, = [n 11].1
1 2 A

também, mas,

p'A = A, = [1 03A1
1 kg

nao satisfaz a condigao.

A conclusdo a que se chega, € que o modelo aleato-
rio simples, podem ser estimados por uma forma quadratica
nao viciada e nao negativa, o componente de variancia A, €
a combinagdo linear dos componentes de variancia dada por
nk1-+12. Mas, infelizmente o componente de variancia Al nao
pode ser estimado de uma maneira ndo negativa através de u-
ma forma quadratica nao viciada.

Em sintese podemos afirmar que, em qualquer modelo
de analise de variancia, o unico componente de variancia que
pode ser estimado isoladamente por uma forma quadratica nio
viciada e ndo negativa & Ak (ou seja, a variancia residual),

2.4 - ESTIMACAO QUADRATICA NAO VICIADA E NAO NEGATIVA DE a:

E O; NUM MODELO ALEATORIO SIMPLES — UM EXEMPLO

Os estimadores dos componentes de variancia, obti-
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dos pelo método de ANOVA em dados balanceados, sao sabida-
mente quadraticos e ndo viciados, pertencendo logicamente a
classe dos estimadores discutidos no artigo de LaMotte [1973],
haja visto a secao 2.3. Mesmo assim, e assumindo o Gnus da
repetigiao as vezes enfadonha, mas com um objetivo maior de
tornar mais simples e mais inteligiveis as idéias ja vistas
neste Capitulo, procuraremos desenvolver em detalhes o exem
plo abaixo,

GRUPO 1 GRUPO 2
) y y
OBSERVACGES 11 21
Yi2 Y22

que tem por modelo matematico

V..

i ="+“i+eﬁ (2.4.1)

onde ai~'(0,0;), eij-'(o,c:),_i=1,2 e j=1,2, ainda mais, u
€ um parametro desconhecido, o, € e sao variaveis aleato-
rias mutuamente independentes com médias zero e variancias
a; e c:, respectivamente. De acordo com Rao [1972] este mo-

delo pode ser escrito como
Y = XB+-U151+ UZEZ (2.4.2)

onde Y € um vetor de variaveis aleatorias 4x1, B € um vetor
de dimensdo 1 de parametro desconhecido, X € uma matriz de
constantes conhecidas 4x1, &, € um vetor 2x1 de variaveis a
leatdrias ndo correlacionadas com média zero e matriz cova-
riancia cilz (como ci desconhecido e I, uma matriz identida
de 2x2), U; & uma matriz de constantes conhecidas 4x2, &, e
um vetor 4x1 dos termos do erro e U2= 14. Entao,
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1 1 0 1 0 0 o
1 1 0 0 1 0 0
V=dqlu*fo 11 %*jo 0 1 of ®© (2.4.3)
1 0 1 0 0 0 1
E como,
. £ 2
cov(Y) alulul-+021 (2.4.4)
temos que
1 1 0 0 1 0 0 0
1 1 0 © 0 1 0 0
cov(Y) = |o o 1 1 a;-* 0 0 1 0 o; (2.4.5)
0 0 1 1 0 0 0 1

Até esta altura procuramos apenas, através de um e

xemplo bem simples (talvez o mais simples possivel) ,mostrar
como podemos escrever o nosso modelo, usando uma formulagao
bem geral para um modelo linear. No entanto, o nosso objeti
vo primeiro € o de verificar o que ocorre com as estimati-
vas de o2 e de c;. Durante todo este Capitulo  trabalhamos
com a classe dos estimadores quadraticos e n3o viciados dos
componentes de variancia, e usando o método da ANOVA em da-
dos balanceados (caso do nosso exemplo) obtemos estimadores
para c; e o; que sio funcdes de formas quadraticas das ob-
servagoes e sao ndo viciados. Os estimadores de o; & o; sao
respectivamente,

~2 . 2 o, 1 _
Oq QME e O n[QMD QME] (2.4.6)

onde, QME representa o quadrado médio "entre' grupos, e QMD
representa o quadrado médio "dentro'" de grupos, sendo que n
€ o nimero de observagdes por grupo.
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Comc na ANOVA, quando preenchemos o quadro da ana-
lise de variancia, obtemos quantidades que representam 0Ss
quadrados médios das diversas "fontes de variacgao", e como
essas quantidades sao as mesmas, quer o modelo seja fixo ou
aleatdrio, desenvolveremos as idéias para o preenchimento do
quadro, a partir de um modelo fixo.

Seja um modelo idéntico a (2.4.1), com excecdo de
G, ser agora uma constante. Entao teremos numa forma matri-
cial, que

Y = Ap+e (2.4.7)

onde Y & um vetor de variidveis aleatdrias 4x1, p € um vetor
de parametros desconhecidos 3x1 e e é um vetor dos termos do
erro 4x1. Entido,

11 0], 1 0 0 0
y=|1 10 o |+ 0 1 0 0j, (2.4.8)
1 0 1 0 0 1 0
e
1 0 1| 0 0 0 1

E o quadro da analise de variincia (ver Searle [1971b]) se-
ria

FONTES DE VARIAGAOQ GL SQ
- .1 SQE
Entre grupos P(A)-1 | YH{AGA'A)AT-NTT 1y | SQE
- SQD
Dentro de grupos| N-P(A) Y'{IN-A(A’A) A'}Y Cgﬁ
=1
TOTAL N-1 Y'Y-Y'N 1N1§Y

onde P(A) € o posto da matriz A, N é o niimero total de ob-
servagdes, (A'A)” € a inversa generalizada de A'A e ]N € um
vetor de uns de dimensio N.
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No nosso exemplo temos que p(A) =2, N=4, e mais

[1/2 1/2 © 0

ACATAYTAY = |1/2 /20 0
0 0 1/2 1/2

0 0 1/2 1/2

Entao,
1 -1 0 0]
52 = Loye =2 1 0 0y (2.4.9)
e T 0 0 1 -1
0 0 -1 1

0 -2 1 1]
-2 0 1 1

1 1 0 -2
1 1 -2 0

oY (2.4.10)

A condigdo para que &Z seja uma quantidade nao ne-
gativa € que a matriz envolvida na forma quadratica (2.4.9)
seja ndo negativa definida (n.n.d.), o mesmo acontecendo pa
ra 8;. Pelo Teorema da Redug¢ao Canonica de matrizes (ver Rao
[19731) sabemos que A € uma matriz simétrica, existe uma ma
triz ortogonal U tal que A =UD'U, onde D & uma matriz diago
nal com os elementos da diagonal iguais ds raizes caracte-
risticas de A, e a matriz U tem como colunas vetores carac-
teristicos (associados as raizes caracteristicas de A) uni-
tarios e mutuamente ortogonais.

No nosso exemplo temos que a matriz associada a
(2.4.9) possui quatro raizes caracteristicas (Al==xz= 0 e
13 =A4 =2) todas maiores ou iguais a zero, possibilitando-
nos escrever,



- 35

Y'AY = Y'UDU'Y =

2'DZ =

=I'pl/2,p1/2; 20, porque € uma SQ de reais

=3 A €& n.n.d.

1/2 = . .
/2 & una matriz diagonal com os elemen

Temos que D
tos da diagonal definidos como a raiz quadrada dos elemen-
tos correspondentes da diagonal D. Em sintese podemos dizer

que, G? sempre sera estimado de maneira nio negativa por u-

e
ma forma quadratica ndo viciada, quando usamos o método da

ANOVA.

Ja a matriz associada a (2.4.10) possui como rai-
zes caracteristicas (AfQ A2¥=A3==2, A4 =-4), Como uma ma-
triz simétrica n.n.d. possui todas as raizes caracteristi-
cas A, 20 (ver Rao [1973]), podemos dizer que a matriz asso
ciada a (2.4.10) ndo € n.n.d., indicando que nem sempre
Y'AY 20, isto &, hi possibilidade de 8; ser uma quantidade
negativa.

Como ja sabemos que podemos estimar o; por uma
quantidade negativa, uma pergunta que talvez surja, seja:
nao seria possivel calcular a probabilidade de obter uma es
timativa negativa para o componente oé,'no modelo aqui dis
cutido? A possibilidade passa a existir a partir do instan-
te em que sao satisfeitas as suposicoes,

e 2 ~ 2
oy N(O,oa) e eij N(O,ce)

no modelo

yij =uta,+ eij’ i=l,...,me j=1,...,n
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fazendo com que

sgﬁ . (m=1)QME__ _»
o+no? X(m-1)

e

SQD _ _m(n-1)QMD 2
E(éﬁﬁj 2 Xm(n-1)

oe
e
(QME) / (02+nc?) a2
R ’%%%“ S——~F (1) m(a-1)
(QMD)/oé og+no; ’
E como,

g2 = n 1 (QME - QMD) < 0 se (QME/QMD) < 1

temos entao que

Pr{8;<0} Pr{ (QME/QMD) <1} =

2 2
o g
M e
Pr{%ﬂ%. 2 : 2 < 2 2 -
* o‘+no
Og"M0, e o
02

e
pr{F(tn-l) sm{n-1) < }

2 2
+10
Ge G

- 1
B Pr{F(m-l),m(n-l)< I-*no}

= q2]n2
onde p Galoe'

Isto significa que se conhecermos a relagdo entre

o2 e of, podemos calcular a probabilidade de obtermos uma es

timativa negativa para o componente c;.
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Voltando ao exemplo discutido nesta secdao, onde m=
=n=2, podemos formar o quadro abaixo,

P 0 1/20 1/10 1/5 1/2 1 2 10 20

Pr{3;<0} 0,58 0,56 0,54 0,51 0,45 0,38 0,30 0,16 0,10

nos indicando que, num planejamento do tipo visto neste e-
xemplo especifico, a probabilidade de obtermos uma estimati
va negativa (usando um estimador quadratico e nao viciado)
para o componente c;, nio € das menores, pelo menos no in-
tervalo 0 sc; <o;.

Usando as mesmas idéias, e apenas a titulo de ilus
tragao,podemos calcular algumas probabilidades decbtengido de
uma estimativa negativa para o componente o;, a partirde um
planejamento do tipo visto no inicio do Capitulo 1, onde m=
n=4; isto nos daria

P 0 1/5 1 2 - 10
Pr{8;<0} 0,57 0,35 0,11 0,05 0,005

Ja aqui, poderiamos dizer por exemplo, que a proba
bilidade de estimarmos como negativo o componente c;, nao &
pequena no intervalo 0 soé<:(1/5)o;.



CAPITULO 3

INFERENCIA BAYESIANA DE COMPONENTES DE VARIANCIA

Nos capitulos precedentes discorremos sobre a esti
magao dos componentes de variancia, dando eénfase ao proble-
ma de estimativas negativas desses componentes. No entanto,
toda a nossa discussdo fez-se a luz da teoria classica.

No presente capitulo nos propomos a estudar o pro-
blema de "estimacdo' dos componentes de variancia dentro do
contexto bayesiano. Como nosso objetivo primeiro, & ode per
mitir um acompanhamento '‘pari-passu'' das idéias, que aqui se
rao desenvolvidas, a nossa abordagem sera feita a partir de
algumas nogGes basicas da inferéncia bayesiana. Em seguida,
tendo por base o modelo aleatdrio simples em dados balancea
dos, "estimaremos", por métodos bayesianos, os componentes
de variancia. |

3.1 - A IDEIA DA INFERENCIA BAYES|ANA

Seja X uma variavel aleatoria cuja funcgao densida-
de de probabilidade(*) (f.d.p.) e £(x/6), onde 6€0. Se 6 for
conhecido, a distribuicdo de probabilidade estara totalmen-

(*) - A terminologia densidade e aqui usada tanto para va-
riavel aleatoria discreta como para variavel aleato-
ria continua.

-38-
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te especificada, e nao havera problemas de estimagao. Mas,
na pratica, o comum € © ser desconhecido, e neste caso,como
proceder?

Até o momento, O NOSsSo problema de estimagao foien
carado da seguinte maneira: "Retira-se uma amostra

X' = (X X_)

120000 Xy
da populagao que tem f.d.p. f(x/9) e, com base nos valores
amostrais x' =(x1,...,xn) estima-se o parametro desconheci-
do 6". Melhor dizendo, o problema & definir uma funcido t =
-t(x) tal que se X' = (x 1 Xos oo, X ) sao os valores amostrais
observados de X' = (xl,xz,...,x ) entao t(x) sera a estimati
va de 6. Tal procedimento faz parte do que sera chamado,por
nos, de estimagao classica.

Na abordagem bayesiana existe uma diferenca funda-
mental, pois 6 ndo mais sera suposto um parametro, mas sim
uma variavel aleatoria, com f.d.p.f(8).

Suponha como anteriormente, que retiramos uma amos
tra aleatdria X'= (Xl,...,Xn) com o intuito de obtermos in-
formagoes sobre 0. Na situacdo classica f(x/6) indicava a
densidade da variavel aleatoria X, com 6 sendo suposto fixo
Agora que 6 € uma variavel aleatoria, f(x/6) representa a
a densidade condicional de X, dado 8 fixado.Temos entao que

£(x]0)£(0) = £(X,0) = £(8]%X)£(X) (3.1.1)

- -+ » P
Dadas as observacoes x, a densidade condicional de

£(8]%) = f(;‘:%;fce) = co£(%]0)-£(0)  (3.1.2)
X
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onde

([£(x]|6)£(0)+d0, se 6 & v.a.

N . 4 continua
£(X) = B{f(x]|6)} = ¢~ = { N )
JE(x|0)-£(8), se 6 & v.a. dis-

creta

.

isto porque E{g(6)} & a esperanga matematica de g(8) com
respeito a distribuigao £(8).

A relacao (3.1.2) ou sua equivalente é usualmen
te referida na literatura como o Teorema de Bayes.Nesta ex
pressao, f(8) representa o nosso conhecimento sobre 6, an-
tes de observarmos os dados, e sera chamada de distribui-
gao "a priori” de 6; correspondentemente, f(eli) represen-
ta o nosso conhecimento sobre 6 apos observarmos os dados,
e seri chamada de distribuig¢do "a posteriori” de 6 dado as
observagoes; c & simplesmente uma constante de normaliza-
¢do, necessaria para que a integral (ou soma) de f(elx) S0
bre 6 seja 1. Por uma questdo de simplicidade chamaremos en
algumas ocasides f(6) de "priori" e f(eli) de '"posteriori't

Como L(0|X) = n £(x;]0) = £(x;]0)...£(x |0) = £(x|0)
- (3.1.3)

podemos escrever a partir de (3.1.2) que,

H : s~ 0" : o] _J
distribuigdo "a posteriori' a veros (3.1.4)

similhanca x distribuicdo "a priori"

Em (3.1.4) temos de uma maneira sintética a ideia
da inferencia bayesina: a "priori” expressa a nossaopiniao
sobre 6 antes do experimento ser realizado, a verossimilhan
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¢a expressa z informagao contida na amostra, e a "pogterio-
ri" expressa a nossa opiniao final sobre © apos a realiza-
¢ao do experimento. Meihor dizendo, £(6) & um modelo proba-
bilistico representativc do nosso suposto conhecimento SO-
bre a variavel aleatéria 6, £(0]X) & o modelo probabilisti-
co que representa 0 nosso conhecimento "calibrado" pela a-
mostra, e L(Siz) & o mescanismo de "calibragdo'. O problema
da inferéncia bayesiana esta resolvido no momento em que en
contramos a distribuigfo "a posteriori”.

3.2 - INFERENCIA BAYESIANA DE COMPONENTES DE VARIANCIA

NUM MODELC ALEATGRIO SIMPLES

Nesta secdo, que abrange praticamente todo o Capi-
tulo 3 dessa monografia, nos fixaremos no modelo aleatorio
simples e adotaremos 2 "abordagem bayesiana' no problema de
vestimacdo" dos componentes de variancia. Para isto,sera ne
cessario especificarmos detalhadamente o modelo, encontrar-
mos a funcdo de verossimilhanca e determinarmos a distribui
¢do "a priori". Com isso em maos, poderemos obter a distri-
buigao '"a posteriori.

3.2.1 - 0 MODELD

e
e

Como preliminar introduziremos um sumario de nota-
cio e suposigdes que serzo utilizadas no modelo que adotare
mos, dado por

.= uto, te,,
yi] LA elj

9 i=1,00|,m, j=1,ooo,n (3.2.1-1)
onde y é um parametro de locagao desconhecida, UyseeesOy ©
€ qreres€y, S3O variiveis aleatdrias nao observaveis,conjun
tamente independentes, com ai'vN(O,oé) e eij'vN(O,c:). E um
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fato conhecido (ver Graybill § Multquist [19611) que

(y.., SQE, SQD)

€ uma estatistica suficiente minimal para (u, o2, o), onde
a’ e

. -1
Y N Zzyij ]
i

SQE = J1(y;.-¥..)? o (3.2.1.2)
1] .

- Ay 2
SQD gg(yij Yi,) .

com y;, = n'lzyij e N = mn.
J

Além do mais, as componentes de (y,.,SQE, SQD) sdo
independentemente distribuidas dado (u,o;,o;) como

Y..~N(u,0?/N) ’

~2 2
SQE ~ 07X, : (3.2.1.3)
o
SQD‘”szs )
e
onde © Ugtno _, v =m 1 e Ve m(n-1).
- Temos também que
QME = SQE/v,
(3.2.1.4)
QMD = SQD/ve

Ja & sabido que
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G2 = n”* (QME-QMD)

é o estimador ndo viciado de minima varidncia para c;. Esse
€ o estimador da ANOVA que foi discutido no Capitulo 1 e que,
também pertence a classe dos estimadores que tiveram algu-

mas propriedades de estimabilidade discutidas no Capitulo 2

3.2.2 - A FUNCAO DE VEROSSIMILHANCA

Para o modelo (3.2.1.1) vimos anteriormente em
(2.3.5) que,

r 2 2 s _xq - P
+ = =
o t0g, S€ i=i' e j=j
2 P =
cov(yjj»Yjrye) = |9, - se i=i' e j#j’
L0 , se i=i’

A fungao de verossimilhanga para yij sera
L@Y) = f(yll,...,yln,yZI,...,yzﬁ,...,yml;...,ymn) w
= f(yll""’yln) f(y21,...,y2n)...f(yml,...,ymn)=
= £(¥)) £(7,).-.£07))

onde 8' = (u,02,02), ¥' = (yq5,-+«+Ypy) -E mais,y; (i=1,....m)
tem distribuigdo N(u*,V*) com u*=1 n e V*=U;In+o;Jn [ver
(2.3.6)]. Entao,

f(;i) = (21[)"11/2. Iv*|‘1/2.exp{_%(§i_u*) ' (v*)“l(;i_u*)}

o que faz com que
1
Emn

> - - m+ -]
L@EIF) = m) 2 T Peexptog JGn) 1) T Gt
1:"-
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Por Graybill [1961] temos que
¢ = 2y0=1_. 2 _ 2
[v*] (0g) (og*noy)
e também que

v > #Y ¢ * o * - 1 v
izl(yi"u ) (V) ()'i'v ) ";Z' IZJ (yij-yi )2+

.. mm(y, ,-u)?
+ ———l——~[I,(yi.-Y..)’ * ]

2 2 2 2
oZ+n 1 +no
e oa J °e o

Entao, podemos escrever

L@ 17)a(02) ™6/ 2 (a2 4ng2) (Ve /2,

nm(y,,-n)?
eexp "%[§%12+ QE__, Far ]

2 4r 2 2,0 2
o?+n +n
% e % Ge™M0g
ou

L3I alo2) Vel 2. (o24ng2)” Vot 1) /2,

+
2 2 2 2
o> 02 +no +n
o Oe™N0y

v,QMD v QME nm(y,,-u)?
oexp —%[ € + o ]
e e

onde Vg €V, sao definidos como em (3.2.1.3).

3.2.3 - A DISTRIBUICAO "A PRIORI'"™ NAO-INFORMATIVA

A partir desse momento, temos como principal obje-
tivo, a determinacdo da nossa "priori" £(8) onde
g = (u,o;,oé).
Partiremos da suposigao de que existe pouco ou nenhum conhe
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cimento sobre 3, e neste caso a nossa "priori" chamar-se-a
ngo-informativa (& aquela que ndo altera a informagao forne
cida pela amostra).

De inicio suponha que nossas opiniodes sobre sao
a priori idependentes daquelas sobre (cé,o;). Entdo,

2 2y = . 2 2
f(u,oa,oe) = f(u) f(oa’de) (3.2.3.1)

Como f(u)a constante (ver Apéndice A), temos,

2 . 2Vn. 2 2
f(u,oa,oe)a f(oa,oe) | (3.2.3.2)

E a priori ndo-informativa para o) e o podera ser obtida a
través da aplicacdo da regra de Jeffreys: "a priori ndo-in-
formativa para o vetor paramétrico (o;,o;) &€ tomada como sen
do proporcional a raiz quadrada do determinante da matriz de
informacdo" (ver Apéndice A). Isto €,

1/2
£(02,0%)a |Inf(0%,0%) | / (3.2.3.3)
onde, - .
vu+1+ Ve n(va+1)
Inf(o?,0%) = B _9%1ogL(8]y) ,’1[ ¢* 2% a*
a’’e ' 2,2 2
30 °j n(va+1) n (va+1)
a" a"
e como,
n?v_(v_+1)
IInf(oé,Gé)l - € 2 . ~— 12 —
2 (oe) (oe+ca)
segue que
1
f(p,02,0%)a (3.2.3.4)
o € 2 2 2
ce(oe+noa)

Maneiras alternativas de obtermos a priori (3.2.3.4)
sio encontrados no artigo de Tiao § Tan [1965[ e no livro
de Box § Tiao [19731].
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3.2.4 - AS DISTRIBUICOES '"A POSTERIOR!"

Por (3.1.4) temos que
£(6]¥)a L(EI7)x£(3)

onde 3'=(u,o;,o;). Pelos resultados de (3.2.2.1)e (3.2.3.4)
podemos escrever

A : _ v_QMD

+

2
e

2 241
(°e+n°a)

= N2
, VaME *nm()’.. M) ]}x(oé)-l

2 2 2 2
g°+no ogoF
e o e M

-(%v +1) -%(va+1)—1
-(g;+na;) b3

MD E mm(y,,-w)?¥]y
% exp{-%[veQ + VoM * b J}.

2 2 2 2 2
+ +
O Og+no Og+no

~®< < o, o;>0, 0;>0 (3.2.4.1)

Mas como nosso objetivo basico & fazer inferéncias
sobre c; e c;, e nio sobre ¥, devemos de inicio pensarem ob
ter a distribuigdo conjunta "a posteriori' de (o;,o;) e as

distribuicoes "a posteriori" de o; e cé.

A DISTRIBUICAO CONJUNTA "A POSTERIORI" DE (orgI o;)

A idéia natural para obtermos a distribuigao "a pos
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teriori" de (o;,o;) é a de integrarmos (3.2.4.1) sobre u, o
que nos dara

2 212y o wore2)y 2
£(0},,0,1y) = K:(0g)

p [VeQMD v, QME

*eXp "z' ’
2 2 2
Ue oe+noa
2 2
Oe>0, 0a>0 (3.2.4.2)

onde |

1 1 I |

v SV (v _+v )
n(veQME)i e. (anMD)Z a.z 2 e O

r(%ve)-r(,}va)-prwv , < QUE/QMD}
a’ e

resultado encontrado por Box § Tiao [1973].

Usando a definigdo da distribuigao x'z (ver Apén
dice B), Box § Tiao [19731 escreveram (3.2.4.2) como

£(o2,02]¥) =

| -(veQMD)'lf(xﬁi-uélveQMD)n(anME)'1-f[x;§=(o;+no;)/anMEJ

s

Pr{Fv % < QME/QMD}
“atTe
2 2
oe>0, °a>0 (3:2:4.3)

onde f(x;2 =x) & a densidade de uma variavel x'z com v g.1l.
avaliados em x.
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A DISTRIBUIGAQ "A POSTERIORI" DE o2

~ Se integrarmos (3.2.4.3) sobre 0;, obviamente obte
TEmos f(aél?). Segundo Box § Tiao [1973] a distribuicdo '"a

posteriori' do componente de variancia c;, e dada por

(v QMD) "t £(x52=02 /v QMD) - PT{x$ <v QME/c2}

Pr{Fva’ve<QME/QMD}

213y =
£(ogly)

o§>0 (3.2.4.4)

A distribuicgao '"a posteriori' de o; e igual ao pro
duto de dois fatores, o primeiro sendo a densidade de uma va
riavel x-2 com v, graus de liberdade e o segundo, a razao
de uma probabilidade sobre a x? e de uma probabilidade so-
bre a F.

A DISTRIBUICAO "A POSTERIORI" DE o;

Chegamos ao ponto que cria mais problemas, quando
usamos a abordagem classica da inferéncia estatistica, que
€ o de fazermos inferéncias sobre o componente da variancia
o;. Como ja vimos anteriormente, na abordagem classica,o es
timador de o; que & mais usado e que apresenta a proprieda-
de de ser nao viciado e de minima varidncia, em algumas si-
tuacoes, produz estimativas negativas.

Na abordagem bayesiana nao temos o tipo de proble-
ma especificado acima, pois a "posteriori' de o; esta defi-

nida no intervalo 0; >0,

A obtengdao da "posteriori" para ¢2? segue,em linhas
a
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gerais, a mesma idéia até aqui adotada. Entdo, devemos inte
grar (3.2.4.3) sobre oé, o que nos dara,

- o2 + no? o2
f(o’él?) = wo[ f[x_2=_§____£}cf{x;2= € ]odo‘é’
‘ 0 e v, QMD

2
g > 0 (3.2.4.5)
onde

n-(veQMD)‘l-(quME)'1

Pr{Fva,ve'<QMB/QMD}

m.

Isto &, usando a '"priori nao-informativa' vista em
(3.2.3.4), a distribuigao f(oél?) contém todo o conhecimen-
to "a posteriori" sobre c;. Observe que f(oél?) esta defini
da no intervalo (0, +«),.

Nao parece possivel expressar f(o;|§) por fungoes
2
_ o
seja obtida por processos numéricos. Em (3.2.4.5) a partir

simples, fazendo com que a densidade para cada valor de o

do momento em que temos as observagoes amostrais, passamos
a conhecer as quantidades a esquerda da integral, e as duas
fungdes que constituem o integrando dependem de aé e o;. Se
dermos valores a o;, e usarmos uma técnica adequada de inte

gragao numérica, obteremos os correspondentes valores de

2 +
£(ally).
Numa etapa posterior voltaremos a este problema quandoda re
solugao de um exemplo.

Box § Tiao [19731, discutem algumas aproximagoes,
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-> -~ .
que podem ser usadas, para expressar f(oély) por fungbes sim
ples. No entanto, aqui nao nos ateremos a esse problema.

Algumas caracteristicas da "posteriori" de c;. da-
da por (3.2.4.5) sao estudadas por Box § Tiac [1973]. Quan-
do da resolucao do exemplo a ser dado discutiremos algumas
delas.

3.2,5 - 0S ESTIMADORES DE BAYES

Quando especificamos a distribuigao "a posteriori"
de 6, temos resolvido o nosso problema de inferéncia baye-
siana. No entanto, as vezes, alguém mais desavisado deseja
representar 0 de uma maneira mais simples, e a idéia natu-
ral € a de procurar uma constante que represente a distri-
buigao "a posteriori". Ou melhor dizendo, desejamos sinteti
zar a informagdo contida na ''posteriori', através ~-de uma
constante. Esta idéia inicial de simplificagdo, torna-se di
ficil, no momento em que desejamos saber qual a melhor cons
tante e qual o método geral de escolha.

A essa constante acima comentada, alguns autores de
ram o nome de Estimador de Bayes. Barnett [1973] caracteri-
za como estimador de Bayes a moda da '"posteriori', ja Mood,
Graybill § Boes [1974] definem a media da “posteriori" como
sendo o estimador de Bayes. Por essas duas definigoes,com a
primeira acompaﬁhada da justificativa: "... uma interpreta-
¢do direta do valor mais provavel para 6.."; e a segunda,
sem maiores detalhes explicativos por parte dos autores,sen
timos a arbitrariedade da ideia do "estimador de Bayes".

A ideia desses "estimadores'" dentro do contexto da
inferéncia bayesiana, nao deixa de ser uma influénciada teo
ria classica. BEsta influéncia da margem a uma abordagem dual
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ao problema, pois especificamente, a '"posteriori" e obtida,
mas nao usada diretamente para fazermos inferencias sobre 9,
e sim utilizada para sugerir constantes a serem usadas como
"estimadores'. Uma discussao detalhada desse problema encon
tra-se em Tiao § Box [1972]1. Procurando dar uma melhor vi-
sao do problema resolvemos o exemplo abaixo.

3.3 - UM EXEMPLO

A partir da situagao discutida em 1.1, obtemos

va=3, \Je=12, n=4, QME =3,7, QMD =54,

0 nosso objetivo aqui € a obtencao da ''posteriori'
do componente de variancia o;. Por (3.2.4.5) temos que,apos
algumas simplificagoes

3 (v_QME) "t (v_qmp) *
fo2($) - Vo QME) Tt (v D) )

Pr{F, , <QME/QMD} r(val2)-2"&’2-r(ve|z)-z“e/2
a’’e
v v v
e | Ve |l e
. [z"l] ) (T”] ° "2‘*1}
° mu ° —m\)e o[ (o'e+no'a) e
0
v .
- e+1
7 ~v_QME -v_QMD
‘(02) : ¢ eXp{ ————} ¢ expy——— -do;.
Zc;+2no; Zo;

Apos a substituicdo dos valores vistos no inicio desta se-
¢ao e notanto o; por X, o; por Z e o integrando por GX(X,Z)
temos

16 %
£(X]y) = 2,31x10 [ Gy (X,2)dZ
. .



que € a '"posteriori' de 0;.

O valor de f para cada valor de X, pode ser obtido
através da integracdo numérica da funcdo G. A técnica de in
tegragao numérica usada foi o método de Simpson,ver Hamming
[19711. Apos a obtencao desses valores, nos defrontamos com
outro tipo de problema: conhecidas algumas ordenadas de

£0X|¥)
e sabendo que 0 sX <», até que o valor da abcissa devemos
ir, para que a integral de f de 0 até esse valor, fornega u
ma aproximagao razoavel da drea total sob a curva. Obviamen
te por f se tratar de uma fungao densidade, a area total de
ve ser 1. Todos esses procedimentos numéricos foram executa
dos num computador IBM/370, modelo
e no Apéndice C encontra-se o “programa" com base no qual
esses calculos foram executados. Nesse programa temos como
‘saida as ordenadas de f a partir de X=0 com incrementos na
abcissa de 0,1, e também a area sob a curva de 0 a 1, 0 a 2,
0 a 3, etc. No primeiro teste com X variando de 0 a 250 ob-
tivemos uma area sob a curva de 0,9781, e na execugao final
apos uma série de testes, trabalhamos com X de 0 a 1.000, o
que nos deu uma area total sob a curva igual a 0,9880, e um
tempo total de computacao de 38 minutos. Resolvemos adotar
esse resultado, porque mesmo que quadruplicassemos esse tem
po, obteriamos uma pequena melhora nesta area total,além de
nao afetar substancialmente as conclusdes que poderiamos ti
rar. Abaixo segue um pequeno sumario de algumas ordenadas da
"posteriori' de o2, assim como a idéia grafica dessa distri
buicao
o? f(oél?)xlos

0 12.860
0,1 12.540
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N

21T 5
o f(oaly)X10
0,2 12.260
0,3 11.970
0,4 11.700
0,5 11.430
1,0 10.240
2,0 8,358
3,0 6.950
4,0 5.869
5,0 4.338
10,0 2.356
20,0 981
50,0 216
100,0 52
250,0 : 4
1.000,00 0,2
2 > FS
£(o 1y
0,150¢
0,075¢
| 1 1 T - T T .- e
L 1] |} { I 1 1 AL b o
0 20 40 60 80 o

DISTRIBUIGAD "A POSTERIORI" DO COMPONENTE o}
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Nesse ponto, conseguimos atingir o desejo maior do
Estatistico, que "acredita" na Inferéncia Bayesiana, que ea
obtencao da '"posteriori'. Com base nela serao feitas as in-
feréncias necessarias.

E claro que, sob o ponto de vista numérico poderia
mos refinar os resultados aqui encontrados, obtendo valores
para as ordenadas de f usando incrementos nas abcissas meno
res que 0,1, e integrando f de 0 a um valor maior que 1.000.
No entanto esse refinamento nao ofereceria maiores vanta-
gens, quando desejassemos tirar conclusoes a partir da ''pos
teriori'".

Tentando caracterizar a inconsisténcia da abordagem
classica em cima da Inferéncia Bayesiana, voltamos a ideia
(nao aceita pelos "bayesianos") de tentar sumariar a infor-
macao contida na "posteriori', através de algumas caracte-
risticas dela (estimadores de Bayes). No nosso exemplo en-
contramos

Moda 0,0
Mediana 7,4
Media = 21,3

E agora, o que fazer?

De acordo com Mood, Graybill § Boes [1974] deveria
mos ter 21,3 como "estimador de Bayes'' para o componente de
variancia c;. Ora, esse valor fica fora do intervalo

0soc? <20,
cuja probabilidade € 0,75, em outras palavras,é umvalor que
esta a direita do 3? quartil da distribuicdo 'a posteriori'l
E convenhamos, nao & razoavel aceitar o fato de que, essame
dida (média) represente melhor a nossa "posteriori' do que
a moda (0,0) ou a mediana (7,4). Vale notar que, nao somen-
te os autores acima recomendam a media como estimador de
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Bayes, mas também uma certa quantidade de autores de livros
classicos na Estatistica.

Longe de nos a idéia de por exemplo, afirmar que a
moda & um melhor estimador de Bayes, apesar de no presente
exemplo, ela ser mais informativa do que a média. E 1ogico
que numa outra situagao, poderiamos ter a média como melhor
representante.

A idéia que temos, que aceitamos, e que sentimos ,é
a de que admitir Estimador de Bayes, é trair a pureza da In
feréncia Bayesiana.



APENDICE A

A PRIORI NAO-INFORMATIVA

Faremos algumas consideracoes sobre situagoes em
que desejamos determinar uma "priori" para o parametro 6 e
que temos pouco ou nenhum conhecimento sobre ele, e nesse ca
so a nossa '"priori' chamar-se-a nao-informativa. Todo esse a
péndice sera desenvolvido a partir dos comentarios  feitos
por Zellner [1971] sobre '‘prioris nao-informativas' ,quando es
se autor baseou-se nas idéias de Sir Harold Jeffreys, desen
volvidas no classico (para os bayesianos, pelo menos) ''Theo
ry of Probability'". Introduziremos alguns complementos ex-
traidos de Box § Tiao [19731.

Das recomendacoes de Jeffreys, de como escolher u-
ma distribuicao "a priori', que represente ignorancia sobre
o parametro do modelo sob consideragao, podemos extrair duas
regras,

REGRA 1 - Se o parametro pode assumir qualquer valor no in-
tervalo (-«,+») sua "priori" devera ser tomada co
mo sendo uniformemente distribuida.

EXEMPLO - Seja o caso de um parametro desconhecido u diga-
-56-
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mos uma média, que possa assumir valores de -« a
+o, Entao, de acordo com a regra,

f(u)duadp, -w<u<e (A.Al)
ou

f(u)a constante.

REGRA 2 - Se o parametro pode assumir qualquer valor no in-
tervalo (0,+), a "priori" de seu logaritmo deve-
ra ser tomada como sendo uniformemente distribui-
da.

EXEMPLO - Seja o caso de um parametro desconhecido o,um des
vio padrao. Para tal parametro Jeffreys sugere
6 = log o, €

£(6)doadd, =-w<f<w (A.A2)
e como d6/do =1/0, segue que
F(o)doal/odo, 0<og<e

Na situacdo da Regra 1 nds vemos que a densidade su
gerida, € obviamente impropria, pois

[: £(n)dn = =.

Do ponto de vista de Jeffreys isto & uma vantagem, pois

Pr{a<u<b}/Pr{c<u<d} = 0/0

¢ indeterminado onde a, b, ¢ e d sao quaisquer numeros fini
tos, indicando que nao podemos fazer qualquer afirmagao so-
bre a chance de que p pertenga a algum par de intervalos fi
nitos. Esta propriedade foi vista por Jeffreys como uma re-
presentagao formal da ignorancia. No entanto, o problema da
f.d.p. impropria persiste. Uma idéia que surge naturalmente
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¢ a de considerarmos uma f.d.p. propria da forma

£(u)du = -5 du, -MspsM (A.A3)

Mas, infelizmente quando assim procedemos, introduzimos uma
informacao "a priori" sobre a amplitude de variacao de u e
entao, deixamos de ter ignorancia completa sobre u. No en-
tanto, se fizermos M-+, podemos olhar (A.A3) como uma boa
aproximacao para (A.Al).

Como o objetivo de complementar o raciocinio de Jeffreys,
Zellner [1971] introduz uma medida de informacao dada por

H = jﬁﬁf(u)log f(n)du (A.A4)
e verifica que a f.d.p. propria que minimiza H € (A.A3), e
conclui dizendo que a f.d.p. uniforme € uma 'priori de in-
formagao minimal", e melhor ainda, quando M+« (A.A3) & uma
boa aproximagao para (A.A.1l). Além disso Zellner [1971] mos
tra através de um exemplo que a combinacao de uma f.d.p. "a
priori" impropria (A.A.1) com uma funcdo de verossimilhanga,
através do Teorema de Bayes, fornece uma f.d.p. "a posterio
ri" propria.

Com relagao 4 Regra 2, a mais importante observa-
cao feita por Jeffreys € que (A.A2) é invariante sobre trans
formagoes da forma ¢ =o", isto &, d¢==no"_1do e entao

d¢/¢ado/o.
Além disso ele mostra que Pr{0<o<a}/Pr{a<o<w} & indetermina
da, pois

o a @
I do/o = o, I do/o=o e f do/g =,
0 0 a

sendo isto uma representacao formal da ignorancia. Zellner
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[1971] mostra que a fungdo H sera minimizada tomando £f(0)a
constante, e isto é uma justificativa tedrica de informagao,
para tomarmos 6 = log ¢ uniformemente distribuida. Pela pro-
priedade de invariancia f(o)al/o implica f(o?)al/o?, que re
presentam a ignorancia sobre o ou o?, respectivamente.

Com respeito ainda as idéias de Jeffreys com rela-
cdo & "prioris ndo-informativas" Box § Tiao [1973] dao a se

guinte

REGRA DE JEFFREYS - A distribuicdo a priori para um parame-
tro 6 € aproximadamente nao-informativa

se é tomada proporcional a raiz quadra-
da da medida de informagao de Fisher.Is
to €,

£(8)a1t/2(0) (A.AS5)

onde medida de informagao de Fisher sobre 6 na amostra y' =
= (Yqseees¥y) ¢ definida como

. 2
321og £(¥]6) 3 log £(¥]6)
1_(0) = - =
n( ) E?le[ 392 E;|e 30

- _3%log f(yleO)|
0 - 22501

entao, quando ; & uma amostra aleatoria In(e) =nl(8). Se a~-
plicarmos esta regra para obtermos "prioris' cam relacao aos
parametros (p,o) da Normal, nos obtemos (ver Box §& Tiao
{19731) quando

— u desconhecido e o conhecido.
1(9) = constante == p(u)a constante
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— o desconhecido e p conhecido

1(8) = —*
(0}

2xconstante ==> p(o)al/c
ou p(logo)o constante.

E teremos como uma extensao multiparamétrica a seguinte

REGRA DE JEFFREYS "MULTIPARAMETRICA" - A distribuigao aprio
ri para um conjunto de parametros € tomada co

mo sendo proporcional a raiz quadrada do de-
terminante da matriz informagio. Isto &

HOMENOI (A.A6)

Jeffreys obteve esta regra, como no caso do parame
tro simples, requerendo Znvariancia sobre transformagoes de
parametros. Esta regra no entanto, deve ser aplicada comcui
dado, principalmente quando parametros de locagao e escala
ocorrem simultaneamente.

Box & Tiao [19731 fazem algumas consideracoes sobre
alguns ''cuidados' que devem r tomados na aplicacdoda Regra
de Jeffreys.E enfatizado por eles anecessidade de investigar-
mos as implicacdes das transformagdes em cada situagao aluz
de qualquer conhecimento a priori sobre independéncia. Quan
do, por exemplo, em termos de um julgamento a priori temos
que 6, em LR =(61,62,..‘,ek) e independente-de (B seees 6y)
aplicamos a regra separadamente para 0, e (62,...,6k).

Alguns autores hesitam em empregar as f.d.p. impré
prias recomendadas por Jeffreys. Em contrapartida eles in-
troduzem "prioris localmente uniformes', que sao prioris''ra
zoavelmente achatadas" sobre o intervalo no qual a verossi-
milhanca assume valores apreciaveis, e nao assume grandes va
lores fora desses intervalos (ver figura na pagina seguin-
te).



verossimilhancga

Como a posteriori o priori x verossimilhanga, para ocaso de
uma "priori localmente uniforme", teriamos

posteriori o verossimilhanga

A grande vantagem da priori localmente uniforme e
que trabalhamos com uma f.d.p. prépria. Ja como desvantagens
temos que a condicdo de Jeffreys para ignorancia completa
nao esta satisfeita, além do fato de termos que conhecer al
guma coisa sobre a verossimilhanga, o que pode nao ser o ca
so em algumas situagdes graficas. No entanto se temos infor
magdo sobre a variacdo de @ e a fungao de verossimilhanga &
disponivel, ela pode ser usada com boa vantagem. Quando es-
se tipo de informagdo ndo existe, pouca diferenga pratica e
xiste se nos usamos uma priori 'localmente uniforme' ou uma
f.d.p. impropria de Jeffreys, Maiores detalhes sobre as i-
deias envolvidas na escolha de prioris que representam pou-
co ou nenhum conhecimento sobre o parametro, podem ser en-
contrados em Box § Tiao [19731.

_n_



APENDICE B

A DISTRIBUIGAO DO y 2

Um dos resultados de importdncia em Estatistica, &
a .
que se X ~N(u,0%), e se uma amostra X'= (Xl,...,xn)dessa po
pulagdo & retirada, a quantidade

n (X, -u)? ns?
x2 = L = (A.B1)
=1 a? o?

Lo

£(x2) = [F(n/Z)Zn/ZJ-I-(x’)(nlz)-l-exp{-%xz}, (A.B2)
x2>0
que é a distribuicdo x? com n graus de liberdade.

Na teoria classica (nao-bayesiana),se desejamos fa
zer inferéncias sobre o?, podemos sem maiores problemasusar
a distribuicio x?.

Na teoria bayesiana, o problema de fazer inferén-
cias sobre o?, nio € tao direto, isto porque deveremos ter
a distribuicdo "a posteriori" de o?, e esta podera nao ser
uma x?2.

No caso de termos n observacoes de X~N(u,0%) e,
-62-
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pouco ou nenhum conhecimento "a priori' sobre o?.

L(czi'f)a(cz)-n/z-exp{- ns: }

5 (A.B3)
£(0%) oo 2 (ver Apéndice A) (A.B4)
e a distribuigao "aposteriori' de o?, sera dada por
£(0?|X)af(02) *L(0?|X) ou  (A.BS)
£(02|%) = k'(oz)[‘“’2)**3-exp{-€§§-}, 9250 (A.B6)

A constante de normalizacdo de k deve garantir que

o
[e -
0

Assim procedendo obteremos

2 n/2
(ns®/2) - 2
f(czl;) - .(Oz) [(n/2)+1].exp{__ll§_}’ g250 (A.B7)
I'(n/2) 20*
0 resultado acima motivou o "yx? invertido" que &
obtido de (A.Bl), fazendo a tranformagdo
X2 = i (A.B8)
Xn

para produzir

£(x;%) = cr(n/z)z“’ZJ'l-(x‘z)‘[(“’2)*1]-exp{-5357}, X250
g
(A.B9)

Se compararmos (A.B9) com (A.B7), veremos que "a posteriori
0?/ns? tem distribuicio X;Z.
-B..



APENDICE

C

UM "PROGRAMA" PARA ENCONTRAR A "POSTERIORI" DE o?

o

: (270 ARIXRY+A ]S (XRTEE24AR659 )42
SanlSt0=11dX3 2 (L-Faah & (6°2~) &2 (Xal¥44)) » 91+31€°2 = €, *%601
7/sYhYCE VO S3CONCI SVQ SIVRESANDL S¥Q CINDIVI«* X0 aTa) AVk¥CI 1
! ’ (IPN) 311UM
VHICd YYISwly¥d V vevg vi¥$
0 = VNI
€ = AN
T = ¥n
) T o= WM
o ¢ = irGOL
1T=7r
°C = &S
*C = hS
T =1
SOdwY3J 3C CVIVZIvIIJINI
§12)dX30% € * ¥V % 9I+3T€*2 = (3‘¢L'v)C
CIWX*WS4EH'ZH TR B » var
ES42SATSAX0 210 1410554549 S 0D gV NACAC A®X B8 » VY
dX3U TVN¥ILX3

PEERBFBURERRRFEFEIL R VLRI STV RLAIIITARIS IRV EFUFS RIS SR A I LRV L IRRGE AR

A 30 VN3 3 CTUVIO3WU3IANT SIRCIVA -~ NACA

X 30 19AI3 3 IVIDIND S3u0IvA - AX4X

4 vC WYSC3UIND - SS

. . 3 CYINN4 ¥Q VIC3h VO XCIVA - kS

4 VO SVOVAICY0 SV bVLINCh Vave SVOVSN ¢ VG SIVa9xiNl - €5'2S*1€4s
VAIEYY3L] NOSJIWIS 30 Ye93r WA USA Sevd 3 ¥Q SYCYMICED ~ €F*ZHCIH
. € VG YUVN30X0 - 99

3IN3WVALL23dS3x *A 3 X 30 SCINIR3IEIND - AC*XQ

9 vQ IVEZAND vV 2 CCO°T 3JULN3 YINSL3IH10 ~ 231G

S V0 IveCaAND v 2 CCS°C 39¥iN3 VIA3w3slc - 1410

9 vl VOQUNIUXC Yo LINJINY VIV SCULIWV¥Ve - 3'C*D48'Y

VhVYO0¥e Ch SVCVZITILN Siv3r SI3AVI¥VA
L L L e T P e
EPOFERT AR RRISBRIBFIFEREADIPIAIBSR RS D ARDR AR K E D END R RIS RR DB D kRN

VUIVS 30 CINZWYAIFE3 GG CY¥IN(N =~ MN
VGVEINS 30 CLNIWVAIND3 CC CYIWIN - ¥N
SVHNIT 30 BOCVINDD ~ YWAIT
SYHNIT 30 W39VINGD 30 YNILOX ¥G ON¥UL3Y D ¥YIOWLNED vave SAWHD = 1
) NId ¥C9Y
A G NO YNYIO3h ¥Q 31S31 0Q (ST € 304CS ¥1G1930 V¥Ve VOVSA 3AVFD = X
- 4 VO SvOVA30zL SVG K3OVINOW VN YGVSE 3AYHD - ¢
SvIel
VI03n¥34NT SIV93LNI 3G CINIWE /¢ 3 VG SVOVNICHO 30 wCGYINGT - INGDI
9 ¥0 VOYN30UC V ¥I1741170h 2C1vd 300 YIGIT30 VEvd 2AVHD - |
VKYBECYd ON SYOYZIVILA SYNIIUNI SIZAVIEVA
lb&&b&*‘ll.l."“ﬁ&.!&&#6“.“0.&.65‘&6&0.&. AR R R AR T RN R R RS AR A A2 R R 2 2 2
1000 39¥d © © @T°€¥°60  3nll 91/90/20  31ve

WEINIVH €~€ ¢LY%-03-N(C9€E

<100

%100

2
€100
21co
To11c0
<100
€CCco
€CC0
1eco
SC00
SCCOo

%¢Co
€000

2eCeo -

1¢00

VLLVLOVLVLUYUOLVUUWLULLUOLOOLLLLLUOULLUVLLLVLLUVLVLLLLJVLLYLYW

A1 Wy¥iyoz spo

=G =



65

2000

saudt

a1 ey a”

LA L4 +h & LN 3TvA a1°24% 34V *3 vV 90S V3IUY V1 XS/) IVh¥Cd LE GOty

SS*X (lE€°MN) 311uM SE 6SC0
GCisCfeEl S~ AINDDI T £¢C0
T + INQ3I = ftedd LSCO
€S » X = 1H $S00
c/(EH + 2H ¢ TH) = XQ + kS = hS © 6600
"ES = 1§ %SC0
£ /7 (€S + 25 + TS) = XQ + S§S = S§ ) £5C0
103w ¥C 5 3 VO IVHO3INI VG CAIL¥Y¥31l €1ND1v2 -9
' 2=T 25C0
€S = X = ER 1500
S = €5 42 csCo -
§C 04 09 C&%L0
£ =0 84 C0
2SS = X = 2H . 4900
S » % = 2% €2 <% 0C
s2 €1 09 S%00
2 =71 %00
1S = X = 1H €400
s = 15 22 ° 2%C0
‘PiivztE2*2T) 04 S %0
3NNTANGD 2% %00
d VO SVAQVA3CY0 SYC W3QVINOW 2
€/ S =S 6700
S % AQ = § FECO
99+ S =5 &1 - ©LEQO
IYEOIINT VO ¥CIvA ¥INIIVT 3 fyavs3aug vkllIn vroIdiay 2 .
L CL 02 9t 0C
1 =1 $€CC
€9 4+ §$ = 8 &€ CO
99 %.2 =99 €1 €€Q0
L 0l 09 Z€C0
2 =1 1800
mw 4 S =9 CEC0
* 4% =99 11 &€200
H._m~.-. Ci1 096 ° €200
L vQ VOYA3QY0 v vOIN4ILINW ¥LLlvd IVNE ¥101230 -9
S1*ST% ¢ NA = A ) 41 Lzeo
A 00 OIVAE3INI OC CIVA OWILIN O NIONIAY Vi 3S V2Id4Iu3aA u
{3%€*vIS =99 W SzZco
¢/ 20=3 €200
A% (X %% 2+ A) = ¢ ' 4200
($°0=) » (X' 2662 + A % 6£9) = 3 - £200
(l=) #2 A = € 2200
ASZ-lxx(Xsv+A)=y . . 1200
AG + A = A 4 €2co
9 3G VCVYM30R0 YO GINITYD - u e :
"0 = ¢ - 8100
*C= A9 ~-8100 -
VNILCY VG OIDINI O :
(0°€34T €34T 9341 Nu.u..l. ivh Y04 ¢ : 4100
NAYAQENX®XO®X (S*¥N) (V3¥ 9100

- NA 3 NX SIVNI4 S3¥CVA SCG 3-u-
A0 w xa mobzm:we‘zn SO0 *IVIJIKI X CC vuni13 u

w0 31ve hOdNIYN "8-E 6i¥- omo7con Al z<¢.—¢°w uoo



GN3 ) €600

. 5 <k . d0lS 0600
£,¥O0H0 V1S3 13NIw:3l JANIKIVNIZ *°°VdNe4XS) Lvhid0d 12 1600
. (YZ4MN)I3LIBH 96G0
(¢00 30000°0 3IYA VOCK Y¥i°®XS)AIVR¥0d ~ 2L €600
(LL*MN)DLINM 61 %600
V494 s H% RECZH) CL €9 €€C0
INKIINGD €S - 26€0
¢ = YENIT © 1eco
(T*MN) 310YM 1S €600
1641¢4€s (S€ - YHNIT) 31 i - 6F00
1 + VHNIT = YHEIT 6% ££CO
SYNISYE 3G 3IC¥ANCD D - -
TE41€%9 LNX - X) 41 LEGO
XC ¢ X = X 62 ae(0
: : 61 Gl C9 4£C0
{/79°013% 3TVA YNVIC3W Ve°XS$//%°013%¢ 3ITVA VIOG3W Vo‘Xs//) 1Vh¥03 19 800
i G3WXSWS {19 emn) 31ivk FECO
3IONIINDD 9% - 2600
bt ey CL 09 18C0
o 9 = 1 ceco
(9°013%: 3IVA +*1°23% 3LV V34V ¥e'XS//) LvbY0a 62 €LC0
i & SSeX 16Z4NMN) 32ilwr 1€ 0200
1€41€%62 (231G - 100°0) 41 1100
$S ~ 00C°1 = ?4IC 82: 8100
TUNI3 YCIVA O ¥YRLNCOND V¥ve 31531 D
' §2 0L C9 €100
2 = Ay %160
INNDANCD ¥4 €100
6% G1 09 2100
€ =1 160 -
. X = (3nX CLCo
s (/2 YNVIC3W T3AVACYE ¥ 3 37208V *s1
45°013%: ¥ IVNSI «*1°S3%s ¥ € 3¢ 1v¥93LNT Vv OGN3Se*X6/) Lvh¥Cd 22 - - 6900
SS4X (ZZ4PN) 31lur 92 £500
$249246¢2 { 1310 - 100°C) A" 1900
SS - 006°0 = 1410 OF 99C0
- Ct e VYNYIO3W ¥ ¥YUINCONI vive 31531 3D
AN (BZ4OE) €L €D $900 -
3INNI INDD 6€ %500
&% €1 C2 €900
Z =1 2500
¢ = ir02I 1900

- €000 33Ve 91°€%*60 EVD S ‘1/907:C  3Lvg WIdNTVH 8- 61%-C3-NOSE I 1velwed SOQ



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ANDERSON, R.L. -1965- Negative variance estimates, Tecnome-
trics, 7: 75-78.

BARNETT, V -1973- Comparative Statistical Inference,N.York:
John Wilsy.

BOX, G.E.P. and TIAO, G.C. -1870- Bayesian Inference in Sta
tiscal Analysia. Reading, Mass: Addison-Wesley.

GRAYBILL, F.A. -1861- An Introduction to Linear Statistical
Models I, New York, McGraw-Hill.

GRAYBILL, F.A. and HULGUIST, R.A. -1961- Theorems concern-
ing Eisenhart's Model II, Ann.Math.Statist. 32:261-269.

HAMMING, R.W. -1971~ Introduction te Applied Numerical Ana-
lysis, New York: McGraw-Hill.

HERBACH, L.H. -1959- Properties of Model II type analysis of
variance tests, Ann.Math.Statist. 30: 839-959,

HILL, B.M. -1965~ Inference about variance components in the
one~way model. J.Amer.Statis.Ass, 60: B806-825,

LAMOTTE, L.R. -1873- 0On non-negative quadratic unbiased es-
timation of variance components. J.Amer.Statist.Ass.68:
728-730. \

MOOD,A.M., GRAYBILL,F.A. and BOES,D.C. -1974- Introduction
to the Theory of Statistics, 3d.ed. Tokyo: McGraw-Hill,
Kogakusha.

NELDER, J.A. -1954- The interpretation of negative components
of variance, Biometrika, 41: 544-548.

RAD,C.R. -1872- Estimation of variance and covariance compo
nents in linear models, J.Amer.Statist.Ass. 67:112-115.
-7~




- 68 -

RAO, C.R. -1973- Linear Statistical Inference and Applica-
tions, 2d. ed. New York, John Wiley
SEARLE, S.R. -1968- Another look at Henderson's methods of

estimating variance components. Biometrics, 2h: 749-788.

SEARLE, S.R. -197la- Topics in variance components estima-
tion, Biometrics, 27: 1-76.

SEARLE, S.R. -1971b- Linear Modaels, New York, John Wilsy.

"SEARLE, S.R. and FAWCETT, R.F. -1870- Expected mean square
in variance components models having finite populations,
Biometrics, 26: 243-254,

THOMPSON, W.A. Jr. -1862- The probiem of negative sstimates
of variance components, Ann.Math.Statist.,33: 273-289.
THOMPSON, W.A.Jr. and MOORE, J.R. -1963- Non negative esti-

mates of variance components. Technometrics, 5:441-450.
TIAO, G.C. and Box, G.E.P. -1972- Some Comments on "Bayes”
Estimations. Univ.of Wisconsin. Dep.of Statistics, Tech.
Report, n® 297. '
TIAO, G.C. and TAN, W.Y. -1965- Bayesian analysis of random-

effect models in the analysis of varlance I.Posterior dis

tribution of variance-components. Biometrika, 52:37-53.
ZELLNER, A, ~1971- An Introduction to Bayesian Inferences in
Econometrics, New York, John Wiley.




