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INTRODUÇÃO

Desde a sua introdução por Sir Ronald A. Fi.sher, a
Analise de Variância tem sido largamente usada para testar
a si.gnificânci.a de efeitos de tratamentos, ou melhor dizen-
do, para testar a existência de diferenças entre médias de
tratamentos, e a maior parte dos usuãtios da Estatl+stica,a
tem como uma técnica específica para este objetivo. lqo en-
tanto, os problemas resolvidos pela Anal i.se de\'ari.anciã são
um pouco mais gerais. Entre esses problemas destacamos a es
timação de aomponentee de uar âlzaÍa, que aqui serão caracte
rizados.

Para uma melhor compreensão do exposto acima,vastos
considerar a técnica da Analise de Variância na solução de
dois ti.pos de problemas.

0 primeiro é aquele no qual estamos interessados ern

testar a significância de efeitos de um número fixo de tra-
tamentos, ou então, está.mar esses efeitos. Esse é o proble-
ma tradi.cional e é resolvido a partir de um modelo, que na
sua forma mai.s simples, recebe na li.teratura a denominação
de modelo /{no com um .fatos, e õ representado por

yij : u +ai + eij '

onde yi:i é a j-õsi.ma observação do i-ésimo tratamento, u é
a medi.a geral, ü.i é o efeito do tratamento i, e:; é o termo
Caleatõri.o) do erro correspondente à (ij)-ésima observação.

l



Estimação e Testes de flipãteses são efeitos sobre esse Rode
lo, usando além da suposição bãsi.ca de que os eei são inde-
pendentes e identicamente distribui'dos (i.i.d) com N(0,a:l) ,
a restrição

0 )

para que os efeitos possam ser funções estimável.s

No segundo problema, menos conhecido. temos repre-
sentado no expert.mento, não mais todos os nz+veis do falar
(tratamento) , mas sim apenas uma amostra de níveis do favor.
Essa modificação de situação torna a: um efeito aleatório,e
a partir do modelo visto acima terl'amos y{4 e u caracteriza
dos como anteriormente e mais E(ai) : 0, va}(cti) :a:, E(eÍj)'
= 0. var(eij) -a', E(aiak) :0(i #k) e E(atei.j') :0 Vi,i' e
j ' . Com isto obteríamos :

var(yj.j) a2 + a2a e

advindo daí a origem da terminologia aompolzentes de oa2'iân-
ada. Neste segundo problema o nosso interesse é o de esti-
mar as variâncias a: e a:. Com as características aqui dis-
cutidas , o modelo vi.sto anteriormente, na l i.teratura recebe
a denominação geral de modelo aZead;arco com m .fat;oz'. As in
ferências a serem feitas sobre o modelo, ou melhor dizendo,
sobre os componentes de variância, exi.gin.am que a variável
aleatÓri.a a: fosse i.i.d. com N(0,a:l) e e;: fosse i.i.d.com
N(o,aâ)

Com o objetivo de motivar o uso de componentes de
variânci.a di.scutiremos a situação abaixo.

Considere a situação em (lue temos uma amostra de m
sacos de lã, selecionados de uma grande população de sacos.
De cada um desses sacos de lã, que farão parte do experimeB
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to, selecionamos n amostras que irão consta.tuir as repeti-
ções. Suponha ainda que a nossa vara.aTeI de interesse seja
a resistência ao rompimento, codificada de acordo com cer-
tos requisitos técnicos. O nosso problema é decompor avara.â
bi.lidado (medida em termos de variância) da variável obser-
vada, em dois componentes, um devido â diferença entre sa-
cos (a:) e o outro devido ã diferença entre as amostras deB
tro do saco (a2). Esse problema é resolvido quando estima-
mos os componentes de variância associados ao modelo aleatg
rio simples .

Uma outra aplicação de componentes de variância é
no campo da Genética, quando estamos interessados em decom-
por a variânci.a de um carãter.medida num ser vi.vo.em corpo'
nentes de variância genética e ambiental

Nesta monografia temos por objetivo precl'puo, dis-
cutir um pz'obZema que acompanha a estimação de componentes
de variânf:ia, que é o de encontrarmos em certas ocasiões,e.g
timativas negati.vas desses componentes. A discussão desse
prol)lema foi dividida em três etapas, correspondendo cada E
ma a um Capítulo.

No Capl+'Lula l fazemos uma abordagem bem elementar
sobre a estimação de componentes de vara.ânci.a, levando a le.i
tor a tomar cantata, de uma maneira bem informal, com o pl'2
bZema de estimar z>a8 tzegatÍz;as

No Capítulo 2 trabalhando com a classe de está.made
res quadráticos e não viciados dos componentes de vara.anciã,
procuramos discutir as condições de estimação não negativa
desses componentes, e encerrados com a resolução comentada
de um exemplo bem simples, procurando tornar mais inteligl'-
vens as i.déi.as lã discutidas.
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No Cap;tule 3 abordamos o problema de estimati.-
vas negativas de uma maneira diferente, buscando uma solu-
ção através da Inferência Bayesiana. Encerrados o Capl'Lula
com a resolução de um exemplo, que no seu desenrolar,por e2
volver integrais de funções não muito simples, necessita de
técnicas de integração numérica, que foram utilizadas.comi o
auxílio do computador. Essa particularidade, serve para en'
fatigar, a importância do computador na solução de certos
problemas através da Inferência Bayesiana.

Além desses três Capl'tules, são apresentados três
Apêndices, com o objetivo de clara.ficar ou complementar al-
gumas passagens existentes no corpo pri.ncipal dessa monogr&
fia

Uma explicação que devemos aos eventuais lei.toros
desse trabalho, é a de que a introdução de certos neologi.s-
mas como estimabi.lidade, bayesiano, bayesianismo, etc. , de-
veu-se ã falta de expressões correspondentes na nossa li.n-
EUd

- a -



CAPITULO l

$g!&E.4 Es11 MAÇÃO DE COí4PONENTES DE VARIÂNCIA

Neste capítulo di.scorreremos de uma maneira tãa sus
ci.nta quanto possz'vel, sobre os métodos de estimação de coB
ponentes cle variância, que produzem estimati.vas negativa.s
desses componentes e, enfecharemos com algumas idéias de co
mo contornar ou resolver este problema. Com o intui'to de tor
nar mais claro o assunto, dividimos o capz+tulo em três se-
ções; nas duas primeiras falamos sobre a estimação de campa.
nentes de variância ei« dados balanceadas e não balanceadas
e, na terceira abordamos o problema das estimativas negati-
vas

1 . 1 - DADOS BALANCEADAS

Suponha a segui.nte situação

5

CLASSES l     lv

  19 2 5 20 30

nRqF DvArnr(:
l\v f\bP JL u

17 5 !8 5

  15 1 5 14 10

  13     15



Suponha ainda que os dados acima seguem o modelo
abaixo

yij : U ''' ai , i:1 ,. . . ,4 j :1 ,. . . ,4 (1 .1.1)

onde u é o efeito médio verdades.ro, a: é um efeito aleató-

rio com E(ai) :0, var(ai) : aa e cavar(ai'aj.) :0 (i#i'), eij
é o termo usual do erro,que também ã aleatório com E(e;;)=0.
var (el{) :a: e covariâncias entre seus termos e,entre seus
termos e a.i , todas supostas iguais a zero.Vale ressaltar que
os efeitos aleatórios a; el: tem significados diferentes no
modelo, pois aj é um efeito que aparece pela introdução de
um fatos.0 modelo recebe a denominação de modelo aleatório
em classificação simples em dados balanceadas.

0 nosso principal interesse é estimar os componen-
tes de variâncias a?. e a:. A maneira usua]. de estimarmos es
ses componentes é através do uso de certas quantidades que
aparecem no quadro de analise de variânci.a (INOVA) .ou mais
especifi.camente, i.gualando os quadrados médios observados
(Q.M.) aos seus valores esperados rn(QM)3. A partir dos da-
dos vi.stos anteriormente temos o seguinte quadro da INOVA,

então,
aa = 54e 8z = 54

e

aÊ'4aã. : S.7 a (3,7-54)/4:- 12 ,6 (1.1 .2)

Obti.vemos uma estimativa negativa para um parâmetro sabida

FONTES DE VARIAÇÃO GL SQ QM E(QM)

Classes

Erro :: .:: 54

3,7 az+4aze a

e

TOTAL 15 6S9    
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mente não negativa, e observe que esse exemplo é uma ilus-
tração bem simples da uso da ANOVA na obtenção de um está.ma
dor para um componente de variânci.a. Observe também que os
estimadores são as soluções das equações lineares nos parâ-
metros. Daqui. por diante di.Tentos que esses estimadores são
obtidos pelo método da INOVA.Note que esses estiinadores são
os mais usados.

Neste momento talvez jã surja a pergunta:''Afora as
fácil i.dados de calculo (pois jã aproveita o quadro da ANOVA),
o que esse estimados tem de interessante para tertzn uso tão
geral e indiscrimi.nado, apesar de produzir em algumas situa
çoes, está.nativas negativas?'' A resposta talvez estejano fg:
to dos estimadores componentes de variância obtidos pe].o mé
todo da ANOVA (em dados balanceadas) apresentarem algumas
propriedades i.nteressantes

(j.) são não z; a adoõ. Suponha que m seja o vetou dos qua
drados médios, aa seja o vetar dos componentes de
variância a serem estimados. Então, se E(m) =Pa2 pg:
ra alguma matei.z não singular P, nÓs tomamos m = Paz
como equações para estimar o2. Então

E (õz) =P'IE(m) : P'lPaa : az

(i.i) são quadrát aoo n.ão oÍc aços de mt'Rima uapiâncÍa.Es
ta propriedade é mostrada por Graybill G Hultguist
[1961]. E]a inda.ca que entre todos os está.dadores de
a2 que são funções quadrãti.cas das observações e que
sao não viciados, os que possuem vara.anciã menor á.o
obtidos pelo método da INOVA.

Essas duas propri.edades não necessi.tam da suposi-
ção de normalidade para os elementos aleatórios dos modelos,
apenas que eles tenham média e covariâncias zero e vara.an-
ciãs .finitcza. Isto porque os valores esperados dos quadra-
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dos médios nos cluadrados da INOVA não usam suposições de nol
validade, e assim os esticadores dos componentes de varian-
ci.a obti.dos pelo método da INOVA não vão depender de exigêB
clãs de normalidade. Entretanto, se fi.dermos suposições de
normalidade, os está.madores dos ccrnponentes de variância ob.
tidos pelo matado da ANOVA em dados balanceadas, são basea-
dos em estatísticas suficientes mini)nai.s, resultado encon-
trado em Graybi]] G Hu]tguist [1961].

Todas as considerações feitas até aqui, são váli-
das para qualquer situação de classificação cruzada ou hie-
rárquica, desde que o mo(leio seja aleatório e em dados ba-
lanceadas. Com relação ã aplicação do método, podemos dizer
que as equações obtidas quando da igualdade entre os quadra
dos médios observados e os valores esperadas, serão sempre
consistentes, e portanto as soluções (estimadores) serão seE
pre encontradas.

0 método da ANOVA para estimar componentes de va-
riância em dados ba].anceados, também é usado em modelos mis
tos .

Apesar das facilidades de calculo, e de algumas pl2
prieda.des õtimas , os está.dadores dos componentes de variân-
cia pelo método da INOVA em dados balanceadas, apresenta uln
incoveniente, que é o de produzir e t; metidas negatiuaa. E
hã possibilidade di.sto acontecer em qualquer modelo (misto
ou a]eatório) e em qual.quer classifi.cação (cruzada ou hie-
rar(luica), e temos que reconhecer que isto é um fato por dÊ
mais desagradável.

1.2 - DADOS NAG BALANCEADAS

Abordaremos agora alguns métodos de estimação de



componentes de variância em dados não balanceadas. Suponha
a situação abas.xo

Suponha ainda que os dados acima seguem o modelo aZeatlr o
eZa66 /'iaczção cruzada em dados não balanceadas,

yi.jk :u+ai+Bj+yíj+eíjk' i:1,'..,3, j=1,2, k=1,...,nij(1.2.1)
onde u é o efei.to médio verdades.ro, a: é efeito aleatório
com E(ai) : 0 e var(ai) : a:, B.i é um efeito aleatório caia
E(Bj) :0 e var(Bj) :a:, a intéração yi.i é um efeito aleatÓ
com E(yij) :0 e var(yij) : aa, eijk é o'termo aleatório doer
ro com E(eijk) : 0 e var(eijk) ; ae e ainda mais, todas as cg.
varianci.as entre os efeitos aleatórios, e entre eles e os
termos do erro são supostas iguais a zero. Na ].inguagem de
Planejamento de Experimentas a; e B; seriam efeitos princi-
pais.

l

O nosso objetivo a partir do conhecimento dos da-
dos existentes no inx'cio desta seção é o de estimar os com-

ponentes de variância aâ, aÊ, al; e aZI. Para isto preencherg
mos inicialmente o quadro da .ANO\rA, e a partir deste, esti-
maremos os componentes de variância

FATOR A A l A2 A3

FATOS B BI B2   B2 BI B2

BSERVAÇOES :=
!0   5

30   20

10

FONTES DE VARIAM T GL      

;;!;:.:;. ,. [iT
E r-o i ZI 929 ,2

::'::l::':i:;':;:;':ê:;. .i.:.«:.}. ;.g..;.E
l:'::l:l''.'+'«:'Ê'":':::;:;;!::

TOTAL l i2 9 92 , 3    
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l
n.. ]/:a-l) (1 . 2 . 2)

Substituindo os.respectivos valores nas fórmulas acima,e re
volvendo o sistema de equações li.neares nos componentes de
variância, obtemos

aÊ:132,74 â;:s9,0ó âÊ:42,sa aâ-'2,s8 0.2.3)

Detalhes de como fórmulas vistas em (1.2.2) podem ser obti.
das encontram-se em Sear]e [1971b]

O método usado acima para estimar componentes de va
riância õ conheci.do na literatura como Mát;odo ] de ezzder-

son e, é essencialmente o mesmo usado para dados balancea-
das. Por este motivo é também chamado de método da anãli.se
de variância para está.mar componentes de vara.anciã. De to-
dos os métodos usados para estimar componentes de variãnci.a
este é o mais uti]izado. O át;odo ] de #endepson quando usp
do em modelos aleatórios produz esticadores não via.idos pg:
ra todos as componentes de vara.ânci.a. No entanto esta pro-
priedade não é valida quando o método é usado em modelos mis

tos, pois neste caso produz estimadares via.aços. Detalhes
destes fatos encontram-se nos artigos de Searle [1968;1971a;
1971b].

Com o objetivo de contornar este problema de ten-
denci.osidade dos está.dadores de componentes de variância em
modelos mistos, surgiu o método conhecido como Mát;odo 2 de
Xendepoon. Em sz+ntese, este método consiste em i.ni.cialmente
estimarmos os efeitos fixos do modelo e, os dados são então
ajustados por esses estimadores e os componentes de variân-
cia são estimados dos dados assim ajustados. Usando este prg
sedimento, realmente produziremos estimadores não viciados ,
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mas em contrapartida, o procedimento não é defi.ni.do de ma-
neira Úni.ca (poi-s envolve uJua inversa generalizada) e taJn-
bém, não pode ser usado quando hã interação entre os efei-
tos fixos e aleatórios. Isto é mostrado eln detalhes por leal
[e [196 8; 1971 a; 1971b].

Outro )método sugerido por llenderson, e que recebeu
a denominação de Método 3 de #enderso?z, é baseado no método
de ajustamento de constantes (denominação motivada pe].o fa-
to de que algumas vezes os efei.tos fi.xos em modelos de efei
tos fixos são chamados de constantes), que tem uso tradi.cio
nal em modelos de efeitos fixos. Este método não usa somas
de quadrados da INOVA como os métodos ] e 2, mas reduções
nas somas de quadrados, devido ao ajustamento de constantes,
e os componentes de variâl-Leia são estimados através do ato
de igualarcada redução calculada ao seu valor esperado sob
o modelo completo. l)etalhes deste método, i.nclusi.ve com a-
plicações podem ser encontrados en Sear]e [1968; 1971b].

Parafraseando Searle [1968] podemos dizer que to-
dos esses três métodos envolvem, cálculos de quadrados mé-
dios de algum tipo, obtenção de seus valores esperados e rg
solução das equações lineares nos componentes de vara.anciã
desconhecidos, obtidos da i.gualdade entre quadrados médios
calculados e seus valores esperados.

Em resumo, poderz+amos di.zer sobre os três métodos
de }ienderson: O Matado ] apresenta como vantagens a- sua ana
lagoa com o mÉ;todo da AF{OVA para dados balanceados e sua re
].ati.va fao.cidade de calculo, e como desvantagem o fato de
produzir estimadores viciados dos componentes de variância.
quando usado em modelos mistos; o /yátodo 2 temavantagem de
produzir estimadores não viciados em modelos mistos e como

desvantagens o fato de não ser unicamente definido e o de
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não poder ser usado quando existe interação de efeitos fi-
xos e aleatórios; o Mátodc2 3 apresenta como vantagens o fa-
to de produz=i.r esticadores não vi.dados dos componentes de
variância em n\odelos mistos e o de ser o mais indicado para
modelos desse ti.po, poi-s não faz restri.ções quanto ãs inte-
rações entre os efeitos fixos e ítleatÕri.os, e como desvanta
gem principal o de envolver cálculos excessivamente tTalJ8-
Ihosos. Como características comuns todos eles apresentam
os fatos de, quando usados em dados balancea.dos, reduzem-se
ao método da INOVA, e o de produza.rem est;Íman z;as negatÍzJas
dos eomponent;es de ardlãncÍa.

Outros métodos usa.dos em dados não balanceados e co
nhecidos na literatura como método das mád a8 e matado das
somas s2lmãt;ricas são comentac]os por Sear]e [1971a; 1971b].
Esses métodos fornccenl esticadores não via.idos dos compo-
nentes dc variância, reduzem-se ao método da INOVA quando g
fados em dados balanceadas, e produzem estimativas negati-
vas dos componentes de vara.anciã

Após uma rtpi.da enumeração e coJnentãri.os reduzidos
de alguns métodos disponz'vais para estimarmos componentes
dc variância, e que produzem estimativas negativas desses
componentes, voltamos ao ponto de partida: que fazer quando
as estilnati.vas negativas ocorrerá? ou então, quc métodos al-
tel'nativos exi.atem que não produzem estimativas negativas?

Sear[e [1971a; 1971b] faz um bom comentário,apesar
de reduzi.do, sobre o problema aci.ma. Baseado nisto e complg.
montando com algumas idéias que .apareceram em artigos posta
Flores ãs publicações acima, di.scorreremos li.gei.lamente so-
bre o problema.
1 . 3 O PROBLEMA DE ESTl14ATIVA$ NEGATIVAS

Devido ã desagradabili.dado do fato de es t ima rmo s
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como nenpativos certos componentes de vara.anciã, o problema
de estimati.vas negativas tcm merecido por ])arte dos estati's
tidos um tratamento especial. Talvez não seja exagero afir-
marjnos (lue este fato tenha sido o responsável pelas recen-
tes contribuições na área de estimação de componentes de va
riancia

(2ue devemos fazer quando encontramos uma estimati-
va negativa de um componente de variância? Sear]e [1971a] e
numera vários procedimentos alternati.vos, e alguns deles s.g
rao aqui transcritos .

(i) Apresentar a está.motiva ot)tida e aprender a convi-
ver com ela, como ervas daninlaas no tramado. Ela pg
de ser tomada como uma evidência de que o verdadei-
ro valor do contponente é zero. Isto não é satisfat6
rio quando queremos uti.lizar uma estimativa da soma
de componentes de variância, um dos quais tendo es-
timativa negativa. A estio\aviva da soma inclui.ndo
este componente é então menor que a soma sem elc

(i.i) Aceitar a está.matina negativa como uma evidênci.a de
que o verdades.ro valor do componente correspondente
é zez''o, sugerindo a mudança da está.mau.va negativa
pelo valor zero. Isto pode parecem' bastante IÓgi.co,
mas como parte da está.mação foi truncada, isto per-
turba as propri.edades dos estimadores.

(i.ii) Interpretação da estimativa. negativa como indicação
de um modelo erróneo. Neste contexto,Anderson ü965]
afi.rma (iue quando uma estimativa negativa ocorre,hã
possibi.li.dado de haver problemas nos cálculos ou na
especificação do modelo: Então, a pri.medra etapa s.g
ri.a conferir os cálculos realizados e a segunda, se
a primeira estivesse correra, seria talvez a recon-
sideração do modelo. flesmo assim, permanecendo oprg



blema da estimati-va negativa, ele sugere considerar
o valor do componente como sendo zero.

No aspecto de reconsideração do modelo., Searle G
Fa\~'cett [1970] discutent um procedimento em c]assificação s:iD
pies, de considerar o modelo em termos de populações fini-
tas, em vez de populações infinitas, procedimento quenos l.g
va a encontrar estimativas não negativas, onde anteriormen-
te, sob a suposição de populações infinitas el-as eram nega-
t i.vas .

Jã Nelder [].954] afirnta blue exi.stem experimentas
onde temos possibilidade de encontrarmos estimativas negat.i
vas para os componentes de variância. Este fato é mostrado
por ele enl Blocos Aleatoriazados e eln ''Split-Plot''

Searle [1971b3 dã como conse]ho fina]: ''Tomar as es
timativas negati.vas como indicação de dados i.nsuficientes,e
i.r atrás da Ú]tima esperan.ça do estatístico: co]etar mais(]a
dos e analisa-los, eles próprios ou combinados com a(lueles
que produziram estimativas negati.vas. Se a estima obtida u-
sando os dados combinados é negativa, temos uma evidência 2
dicional de que o componente corresponde é zel''o.

Até a presente etapa dessa monografia, a está.mação
de componentes de variância foi vista sob a luz dos métodos
que produzem estimati.vas negati.vas, e discutimos procedimeg
tos vários que tentam contornar o problema. Uma outra abor-
dagem para o problema de estimativas negativas, e considera
da mais fundamentada, é sugerir métodos alternativos de es-
timação que não produzem está.mativas negativas para os com-
ponentes de variância

Nesta linha, talvez como primeiro traballlo, surgi.u
o de llerbach [19S9], que usa estimadores de máxima verossi-
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milhança, que são não negativos. No seu trabalho ele descr11
veu os esticadores dos componentes de variância para o moda
lo aleatório simples em dados balanceados. Eles apresentam
como vantagem o fato de serem não negativos, e como desvan-
tagem o fato de serem truncadas e vi.ci.idos

Thompson [1962] na tentativa de resolver o proble-
ma de estimativas negativas desenvolveu um algoritmo, por g
le denominado de ''pool-tlae-minimuin-violator''. Esse algorit-
mo resulta da maximização da função de verossimilhança dos
quadrados médios, sujeita a um conjunto de restri.ções, que
recebe a denominação de pri.ncz'pio de máxima verossimilhança
restritivo. Existem a])licações desse algoritmo no artigo eg.
cri.to por Thompson e ]]oore [1963]. Este procedimento provo'
ca uln truncamento, e o estirador resultante é viciado.

Supondo um modelo do tipo

yij : u +ai+ eij' i:l',...,m e jnl,...,n

com as mesmas suposições dadas em (1.1.1), temos como está
Radares de aã e aÊ,

(i) INOVA

aâ = (QblE-QblD)/n

(ii.) blãxima verossimilhança

a' =a

QbiE-QbIDI/n, se [(m-])/m]'Q]'ÍE 2 QMD

0 , se [ (m-]) /m] ' Qi-IE < QMD
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se [ (m-])/m] 'Q].ÍE 2 QMD

SQT/ (mn-]) , se[(m-])/m].QME <Q]lID

(i.ii) )[ãxima verossillli]hança Restrita.vo

EE-QblD) /n , se QME z Q}FO

se QME < QbíD

se QME 2 QMD

SQ'r/ mn, se QME «QMO

onde Qi-iE, Q}'ii) e SQT significam respectivamente, qug:
doado médio entre, (quadrado médio dentro e soma de
quadrados total

Rao [1972] extendeu um novo método de estimação d.g
nominado briNQUE (bÍinimum Nora Quadratic Unbiased Estimation)
ao problema de estimação de componentes de variância e cova.
riância. Os está.madores obtidos,após uma modificação intro-
duzida pelo autor, são não negativos, mas não viciados

Labtotte [1973] desenvolveu dentro da classe dos es
timadores quadráticos não viciados, as condições para obter
mos estimativas não negati.vas de combi.nações lineares dos
componentes de variância. Devido ã clara importância das i-
déias desenvolvidas no artigo acima citado, destinados o Cg.
pxtulo 2 dessa monografi.a, para o detalhamento e discussão
dos resultados obtidos por Lablotte

Todos os trabalhos citados até aqui estudaramo pr.g
blema de estimação dos componentes de variância dentrodo ag.
pacto não bayesiano, isto é, i.gnorando os métodos bayesia-
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nos quando das inferências .sobre os componentes de variân-
cia. Em meados da década de 60,através de Hi1]. [1965] eTiao
ti Tan [1965] surgiram os privei.ros trabalhos nesta área,tra
tando da inferência bayesiana sobre a: e a!, num modelo a-
leatório simples, em dados não balanceadas e balanceados ies
pectivamente. A grande vantagem prática do uso dos métodos
bayesi.anos em componentes de variância. é que as ''estimati-
vas'' obti.das são sempre não negativas. No Capz'tulo 3 dessa
monografia discorreremos sobre o problema de fazermos jnfe-
rênci.as sobre a: e a: num modelo aleatório simples em dados
balanceadas.



CAPTTUL0 2

ÇS!!M8ÇÃg Qy4PRÃIIÇ4..N:40 V ICIAPA.J

NÃO NEGATIVA DE COMPONENTES DE VARIÂNCIA

No capítulo l fizemos algumas considerações sobre
os vários métodos de estimação de componentes de variância
Através de exemplos simples, mostramos a possa.bilidade de e.g
ti.mar como negativo, um componente de variância (um parâme-
tro sabidamente não negativo) , usando o método da INOVA.Tam
bém fi.cou caracterizado, que dentro da abordagem não baye-
siana, de todos os esticadores que fornecem estimativas não
negati.vas dos componentes de variância, nenhum apresenta a
propriedade de ser não viciado.

Neste capa'tolo restringe-remos a classe geral dos e.g
timadores dos componentes de variância ã classe dos estica-
dores quadráticos não via.aços e, dentro dela, procuraremos
discutir as condições de está.mabilidade não negativa desses
componentes

2.1 - O MODELO GERAL

Seja Y uma variável aleatória N-dimensionar,com vg.
19
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tor de médias

E(Y) - XB (2 . 1 . 1)

onde B é um vetar de parâmetros qxl. X é uma matriz de cona
tantes conhecidas Nxq, e Y tem matriz de covariância.

cov(Y) : V(À) : .}.liVj. (2.1:2)

onde À é um vetar de parâmetros (chamados componentes de vg
riãncia) Kxl, V.i é uma matriz simétri.ca NxN de constantes
conhecidas. Seta suposto que À é tal que V(À) é poe t ua dg
f Ride. Onde não exista.r ambigui.dade, V(1) seta dentada Õor

K

V

0 modelo caracterizado por (2.1.1) e (2.1.2) é mu.!
to geral, requerendo apenas que os elementos do vetar de mé
dias sejam combinações lineares conhecidas de um conjunn de
parâmetros (B) , e que os elementos da matriz de covariância
sejam combi.nações li.neares de outro conjunto de parâmetros
(x)

0 nosso problema central é estimar a função p'À,op:
de p é um vetar de constantes Kxl. Desejamos está.mar p'Apor
uma forma quadrãtica das observações. Serão consi.deradas as
formas quadráti.cas do tipo Y'AY, onde A õ uma matei.z si.mé-
tri.ca NxN.

Como estamos interessados em estimação quadrático
não viciada e não negativa devemos propor um esticador que
seja

a. quadrático
b. não viciado
c. não negativo

A condição (a) está satisfeita, jã que propomos u-
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ma forma quadrãti.ca para estirador de p'À; a condição (b) f.{
cara satisfeita se tomarmos E(Y'AY) =p'À; e finalmente acog
dição (c) também ficara satisfeita se A for uma mata'iz não
nega t'toa def'tn'tda.

Um resu]tado (ver Sear]e [1971b]) que nos será ú
til é o seguinte

E(Y'AY) = tr(AV) + B'X'AXB (2 . 1 . 3)

onde V é a matriz de covariância de Y e tr(M) é a soma dos
elementos da diagonal da matriz M.

pnolQ$1.ç4Q - Uma condição necessária e suficiente para que
Y'AY seja um estimados não viciado de p'À éque
X'AX B 0 e tr(AVi) :p.i

PROVA

(Se) Se vale X'AX B 0 e tr(AVi) :pj
temos

E(Y'AY) = .}lXitr(AVi) + BX'AXB B EXipi' P'l

K

(SÓ se) Como a condição é para VB, tomemos B =0.
Então, E(Y'AY) : Exito(AVi) :T'À onde.

[tr(AVI),... ,tr.(AVk)] ou seja

p.i : tr(AV.i) então, E(Y'AY) : p'À+B'X'AXB
e para que seja não viciado
B'X'AXB = O VB ::-+ X'AX = O.

T'

CQNüiÇQg$ .P4B4.jljjB:8BiUÜAOE NAÇ ViCiAOA E

NAO NEGATIVA

A forma quadrãtica proposta (Y'AY) satisfará as coE
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dições (a), (b) e (c) se entre todas as formas da matei.z
es colhermos

A

(i) A não negativa definida, isto é
x 'Ax 2 0 , Vx ,Nxl

(ii) X 'AX : 0

( i.ii) tr (AV) p 'À ou de uma maneira e

quivalente tr(AV.i) : p.i

blostraremos agora toda uma formalização capaz de ga
rantir que as condições acima sejam satisfez.tas.

liÊEA - Uma condição necessária e suficiente para que (i) e
(ii) sejam satisfeitas é que exi.sta uma matriz C tal
que A=WCC'U, onde W=V'l-V'lX(X'V'lX)'lX'V-l

p RgV4 - (Se) A =WCC'W, então A é não negati.va definida
e X'AX = 0, pois X'W = o

A é não negativa defi.nada, pois K'ux'WC ê
um vetou real ::+ x'Ax = x'WCC'Wx =KK' zo
X'W =0; para i.sto usaremos dois fatos
Fato 1 - Se V'l é positiva definida,

A'V''A = 0 .-:+ A = O

Fato 2 - PX'V'l : PXIV-lX ::..> px'v';l -
= QX'V'i fazendo

P =X'V'lX(X'V-lX)- e Q :l,onde MM'H=M te
mos, X'V-lX(X'V'lX)'X'V'lX :X'v-lx:-+.
-+. X'V-lX(X'V'lX)-X'V'l : X'V-l então.
X'W : XtV-l - XiV-lX(XiV-lX)-XiV'l

: X iV- 1 - X 'V-l : 0.
(SÕ se) Se A é não negativa de:finada 3B real tq

A = BBt

se X'AX = 0 então X'BB'X =0::-> X'B =0
mas X'B = 0 se sÓ se 3C tal que B = WC
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(se) - se B = WC :-» X'B = X'bJC = 0

(só se)- se X'B = 0, seja C = VB, então
WC: WVB : [V-l-V'lX(X'V'lX)'X'V'lJVB

X (X'V'ÍX)'X'B = B.

Então, A é não negati.va definida e X'AX 0 se sÕ se

A : BB' : WCC'W

TEOREMA Uma condição necessária e suficiente para que (i),
(ii) e (iii) sejam sati.sfeitas é que A ol)edeça as
as seguintes condições: existe C tq A=WCC'U e
tr(C'WViWC) :pi' onde W =V'!-V'ÍX(X'V'tX)'X'V'Í

PROVA

Pelo Lema, (i) e(i.i) valem se sÓ se A=WCC'W
(Se) - Se pl:tr(C'WV:WC)=tr(WCC'WV:) e como

A = IICC' W :-+ tr(AV.i)
(SÕ se) Se tr(AVi) :pi' como A é não negativa de

finada e X'AX=0 pe]o Lena,]C tq A =WCC'W

''> pi : tr(AVj.) = tr(WCC'WVi) : tr(C'WViWC)
COROLÁRIO Se para algum i(i=1,...,k), V; é positiva def.i

e pi:0, o único vetar p para o qual exis-
te um esticador quadrático não viciado e não ne
gata.vo para p'À é p = 0.

PROVA

Se pi :0 então tr(CWVj.WC) ' 0 e se V.i é positiva de-
finida:-e' WC = 0 -+ tr(C'WV.iWC) :p.i : 0, Vj=1,.. . ,k

CONSEQUÊNC IAS E APL l CACÕES

Usando a notação de Rao [1972] nÕs podemos escoe
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ver a nossa variável N-dimensional Y como uma estrutura li
near da forma;

Y = XB + Ul€1 + + ukek (2 . 3 . 1)

onde X e B são defina.dos como em (2.1.1), U: É; uma matiz da
da NxC; e e; é um vedor c:xl de variáveis não correlaciona-
das com média zero e matriz de dispersão aalc. , i. = 1,...,k,
onde os a? são desconlleci.dos e lc: é uma matriz de identi.da
de clxcj' Ainda mais, e; e E: são não correlacionadas. Em

particular, podemos pensar em escrever o modelo da ANOVA de
acordo com (2.3.1), e neste caso, Uk'l eck:N.Então temosqu

E(Y) B XB
e (2 .3. 2)

cov(Y) : aÍului .

isto é, nos modelos da INOVA temos a seguinte estrutura

vi ' uiu; , i:l, k-l

vk : l (2 .3 . 3)

X:i à 0 , j.=1,... ,k

Uma sequência imediata do coz'ovário da seção ante-
rior é que, nós modelos da INOVA, o Único componente inda.vi
dual que pode ser estimado isoladamente de uma maneira nãa
viciada por uma forma quadrãtica não negativa é Xv, e até
mesmo À.k õ assim estimável somente se todo Vi, i:l....,k-l,
for singular. Outra consequênci.a do 7'eoz'emã é que nesses mg
delas da INOVA, apenas os p's tais que p.iz0. .i=1,...,k, po-
dem fazer com que p'À possa ser estimado de uma maneira não
viciada por uma quadráti.ca não negativa.

IJma aplicação de todas as idéias vistas até este
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ponto seta dada através de um exemplo com o modelo aleatÓ
rio simples em dados balanceadas.

Cona i.dele o made lo

yij ' p + aj. + eij (2.3.4)

(o,a.i) eij-(0,a'), i:l,...,m, j=1,...,n ee ainda
0, i#k, E(atei'j') : 0, Vi.i',j'. Temos que,

onde ai
E(aiak)

2 2 i:iaa e

2 ].=].a

i#i '

e j :j '

e j #j ' ( 2. 3. 5)cov (yij 'yi 'j ' )

Então, para i l temi'amos

'a2+a2 a2a e a
a2 a2+a2a a e = azl + azJe n a n (2 . 3 . 6)

a2 a2

e,

yll

y12cov =

ymn

'aÉI.'.âJ.

' . :!;bÊI.-aáJ.)
.Êi«''â'nJ

0
(2 . 3 . 7)

onde }+ indica a operação de ''soma direta'' de matrizes, l.
Õ uma matriz identi.dade nxn, J. é uma matriz nxn, com todos
os elementos iguais a l. Indicaremos ''produto de Kronocker''
por 8, e um vedor nxl que se possui 24n8 seta denotado por
ln' Então,podemos escrever que



iul e n + a'Jn) : lm8(a:lln ' aula) '

H l ®a2 + 1 8azJ nm e n m a n

a.i(ln'ln)8(lnl;)

+ aa(ln®ln)'(lmeln)'

azKK'a

= aal +

e n'n

azl=

e m'n

B a21 +m'ne (2 ..3 . 8)

er

V(X) : À21 + ÀIKK'

escrev

(2 . 3. 9)

onde, K = ln81n'

Seja X2 ' l e ÀÍ : 0. Então,

w , v-l - v'tx (x'v'lx) 'x'v'l =

lnn - lmn(IÁnlmn)'l;.
l

l - -...2-- 1 1 l'mn mn 'mn'mn

n

(2 .3.10)

de modo que,

WVl11 ' WKK'W = (lmn- l lmnlmn)KK'(lmn

mn mn

lmnlmn)

(2 . 3. 1 1)KKB

wv.w : wlw : ww

observe que se somarmos e subtrairmos -:i- KK' de

(2 . 3. 12)

W obtemos
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W : -{ WVIU ' (lmn KK') (2 . 3. 13)

onde y'wy, -à- y'wvlwy. y' (lmn - l KK')y funcionam respecti-
vamente como uma soma de quadrados total corrigida, soma de
quadrados entre e soma de quadrados dentro. Vejamos,

y'Wy B y 'tlnn [..1:;.]y : y'y v'l..i.i. y -

- ,',-à 1 1,:;1 ' 1;},::1 - };,í,-«-?:
- SQ TOTAL CORRIGIDA

y'WVINy : y'EKK' lmnlmnly : y'KK'y v'l..l.i.v -

' y'(ln81n) Clmol;)y --}(}iyij) (li21yij) :
' y'(in)81nlny -mnayt. B

y ' i.oú.x - -'j'f

- (nyl.): + (ny2.)' + ' (n?..) ' - m"j'f

«:i9í.- «-:9: .

:-» l yiWVIWy B n tyÍ. -mny?. = SQ ENTRE

v'ti. --à- KK'ly - y'y --à- r'KK'y - 11iy:lj ''r " irai

- }ir:lj ' " }9i' - SQ DENTRO

a

Em (2.3.13) como os termos da direi.ta são matrizes
não negativas defi.nadas, para qualquer vetar-a,
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WV].W)a (2 . 3 . 14)

Seja C uma matriz HHXHR com vetores coluna cj
(2 . 3 . 1 4) .

Por

lclWc z c (-x-i nl WVIW)ci (2 .3 . 1 5)

de modo que

}c;uci : }lc;(-} wvly)ci (2 . 3 . 16)

Q termo do lado esquerdo de (2.3.16) é tr(c'WV?WC) e o ter
mo do lado direito é tr(c'WVIWC)/n. Se a condição do Teore
ma esta bati.afeita deve então ser verdade que

( 2 . 3 . 1 7)

Se n = 1 e m> 1,

ll KK'
nmn 1 - KK'

m pois K ; lmOll

então

tr(C'WV2WC) - tr(C 'HVIWC)

+ P2 :Pl:P zO

resultando,

p'x - [pplFll - pxl 'px2 P(ÀI ' À2)

isto é, somente múltiplos positi.vos de (À.l +X2) podemser eâ
tirados de uma maneira não negati.va por quadrãti.cas não vi-
ciadas.
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Se n > 1 e m= 1,

temos que ,

tr(C'WV9HC)

resultando
c'wvlWC)

P'À : [o

isto é, somente o 0 pode ser estimado do uma nanei.ra não ne
gativa por quadráticas não viciadas.

Se n> le n> 1, e ainda se(2.3.17) ocorre, então existo u
ma forma quadrãtica não viciada e não nega
uva para p'l

Escolha uma matriz c com apenas a primeira coluna
cl diferente de zero. Temos que U=-#- WVIU+ (l - l KK'). Eg
tao,

pode ser particionada en

ci -} WVIHcl e ci(i --} KK')cl

Escolha cl tal que

p2 e clHVIWcl P2

Então se n> 1 e m> 1. para que p'À seja está.made portma fo!.
ma quadrãtica não via.ada e não negativa, é necessário e su
fi.ciente que (2.3.].7) ocorra. Isto é, sempre podemos esti-
mar p'l por uma forma quadrãtica não via.ada e não negativa
desde que
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E 1 1 LH.[) l

P'l : X2 : [0

satisfaz a condição e

p'x 'nÀl+x2 ' [n IIÍXil
também, mas,

:: «]:]P'À : ÀI

não satisfaz a condição

A conclusão a que se chega, é que o modelo aleatÓ-
ri.o simp].es, podem ser estimados par uma forma quadz'ética
não viciada e não negativa, o componente de variância l9 e
a combinação linear das componentes de variânci.a dada por
nll + À?. Mas, infelizmente o componente de variância À. não
pode ser estinado de uma maneira não negativa através de u-
ma forma quadrãtica não viciada.

Em sz'ntese podemos afirmar que, em qualquer modelo
de analise de variância, o único componente de variância qe
pode ser estimado isoladamente por uma forma quadrãtica não
via,ada e não negativa é Xk (ou seja, a variância residual)

2.+ - .E!!!.HAÇ:4Q..gy4PRÁllÇA NÃ0 yiCtAOA E NÃ0 NEGATIVA.PÇ a:

E a? NUM MODELO ALEATÓRIO SIMPLES - UM EXEMPLO

Os esticadores dos componentes de variância, obti-



31

dos pelo método de ANOVA em dados balanceadas. são sabída-
mente quadráti.cos e não viciados, pertencendo logicamente ã
c[asse dos esticadores discutidos no artigo de LaMotte [1973],
haja visto a seção 2.3. Mesmo assim, e assumindo o ónus da
repetição às vezes enfadonha, n\as com um objetivo maior de
tornar mais simples e mais inteligi'fieis as idéias jã vistas
neste Capa'tu]o, procuraremos desenvo].ver em detalhes o exelB
plo abaixo,

que tem por modelo matemãti.co

XÍ.j ' u ' ai ' eij (2 . 4 .1)

al#(0,aa), eÍi-(0,a2), i-1,2 e j=1,2, ainda mais, y
é um parâmetro desconhecido, a; e eii sãa variáveis aleató-
rias mutuamente i.ndependentes com nédias zero e vara.anciãs
ail e a:, respectivamente. De acordo com Rao [1972] este mo-
delo pode ser escrita como

Y - XB'+ UIEI + U2E2 (2 .4 . 2)

onde Y é um vetar de variáveis aleatórias 4xl, B é um vetar
de dimensão l de parâmetro desconhecido, X é uma matriz de
constantes conhecidas 4xl, EI é um vetar 2xl de variáveis g.
leatÓrias não correlacionadas com média zero e matriz cova-
ri.anciã aÍl7 (como a{ desconhecido e l7 uma matriz identidg
de 2x2) , UI é uma matriz de constantes conhecidas 4x2, E7 ê
um vetou 4xl dos termos do erro e Uo = 1.. Então,

  GRUPO l GRUPO 2

OBSERVAÇÕES y l l   y21  
  y12   y22  



'11 0l
l 1 0 0

Y 11 p ' lo l 0

l 00 1

0 0
1 0
ü l

0

0

ol e
l

(2 . 4 . 3)

E como,

cov('r) ' aÍUIUi ' a;l ( 2 . 4 . 4)

temos que

1. 01 1 d
1 1 0 10

0 0 l Q

0 0 l

0

0

l
l

0

0

l
0

0

0

l

cov(Y) (2 .4 . 5)

Até esta altura procuramos apenas, através de um g
xemp[o bem simp]es (ta].vez o mais simp]es possa've]) ,mostrar
como podemos escrever o nosso modelo, usando uma formulação
bem geral para um modelo linear. No entanto, o nosso objeti
vo primeiro é o de verificar o que ocorre com as estimati-
vas de a:l e de a:l. Durante todo está Capa'tule trabalhamos
com a c].asse dos esticadores quadráticos e não viciados dos
componentes de variância, e usando o método da ANOVA em da-
dos ba].anceados (caso do nosso exemplo) obtemos estimadores
para a: e a: que são funções de formas quadráticas das ob-
servações e são não vi.cíados. Os esticadores de a:l e a: são
respectivamente ,

ÕÊ B QME e aã - .à--rQMD- QME3 (2 . 4 . 6)

onde, QME representa o quadrado nédi.o "entre'' grupos, e QMD

representa o quadrado médio ''dentro'' de grupos, sendo que n
é o numero de observações por grupo.
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Como na INOVA, quando preenchemos o quadro da aná-
lise de variância, obtemos quantidades que representam os
quadrados médios das diversas ''fontes de variação'', e como

essas quanta.dades são as mesmas, quer o modelo seja fixo ou
aleatório, desenvolveremos as idéi.as para o preenchimento do
quadro, a partir de um modelo fixo.

Seja um modelo idêntico a (2.4.1), cojn exceção de
ai ser agora uma constante. Então teremos numa forma matri-
cial, que

Y = Ap + e (2 .4 .7)

onde Y é um vetar de variável.s aleatóri.as 4xl, P é um vedor
de parâmetros desconhece.dos 3xl e e é um vetar dostermos do
erro 4xl. Então,

l
l
0

0

1 0
... l o l

0 0
0 0

(2 .4 .8)

E o quadro da analise de vara.anciã (ver Sear].e [1971b]) se
rla

onde P(A) é o posto da matriz A, N é o número total de ob-
servações, (A'A)' é a inversa generalizada de A'A e 1.. é un
vetar de zlno de dimensão N.

FONTES DE VARIAÇÃO GL SQ  
Entre grupos

Dantra de grupos
P (A) -l

N-P(A)
Y ' {A(A ' A) 'A ' -N'ilNIN}Y
Y ' { IN-A (A ' A) 'A ' }Y  

T O T A L N-l Y ' Y -Y ' N'ÍININY  
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No nosso exemplo temos que p(A) 2 , 4, e mais

1/2 1/2 0
A(A'A)'A' = ll/z 1/2 0

0 0 1/2
0 0 1/2

Então,

1 0
1 0
0 1
0 -1

0

o 1 . Y
l
l

(2 .4 .9)

0

-2
l
l' [

2 1
0 1
1 0
1 -2

(2 . 4 .10)

A condição para que â: seja una quantidade não ne-
gativa é que a matriz envolvida na forma quadrãtica (2.4.9)
seja não negatÍoa def n da (n.n.d.) , o nesmo acontecendo pê.
ra â:l. Pelo Teorema da Redução CanãnZecz de matrizes (ver Rao
[1973]) sabemos que A é uma matriz simétrica, existe uma m3.

triz ortogonal U tal que A =UD'U, onde D é uma matriz diagg
nal con os elementos da diagonal iguais ãs raízes caracte-
rísticas de A, e a matriz U tem como colunas vetores carac-
terísticos (associados ãs raízes características de A) uni-
tários e mutuamente ortogonais.

No nosso exemplo temos que a matriz associ.ada a
(2.4.9) possui quatro ral'zes características (Àl:À2: 0 e
À3 'À4 :2) todas mai.ares ou iguais a zero, possibilitando-
nos escrever,
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Y'AY = Y'UDUiY

= Z'DZ

Z'Di/2.DÍ/2Z 2 0, porque é uma SQ de reais

-+ A é n.n.d

Temos que Di/2 é uma matriz di.agonal com os elemen
tos da diagonal definidos como a raiz quadrada dos elemen-
tos correspondentes da diagonal D. Em sz'ntese podemos dizer
que, óá sempre seta estimado de maneira não negativa por u-
ma forma quadrãti.ca não vi.ci.ada, quando usamos o método da
ANOVA.

Jã a matriz associada a (2.4.10) possui como ral'-
zes caracterz'sticas (X14. À2:À3:2, À4:-4). Colrto uma ma-
triz si.métrica n.n.d. possui todas as ral'zes caracterz'éti-
cas Àj zO (ver Rao [1973]), podemos dizer que a matriz asse
dada a (2.4.10) não é n.n.d., indicando que nem sempre
Y'AY 2 0, isto é, há possibi.lidado de õ:l ser uma quantidade
negativa.

Como já sabemos que podemos estimar o2 por uma

quantidade negativa, uma pergunta que talvez surja, seja
nao seria possível. calcular a probabilidade de obter uma es
timativa negati.va para o componente a:. no modelo aqui. dis
cutido? A possa.bilidade passa a existir a partir do instan-
te em que são satisfez.tas as suposições,

ai-N(o,aâ) e eij -N(0,aÊ)
no modelo

yij : u + ai + eÍj' i:l, ,m e j:l,.. . .n
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fazendo com que

SOE
- (n-02

ae

-rt:lÊ' : (--o
e

e

(QME)/(aã''naã)

(QMD)/aÊ
F(n-l) ,m(n-l)

E como,

4

n '(QME QMD) < 0 se (QME/QMD) < l

temos então que

Pita:<0} = Pr{ (QMn/QMO)<i}

Pr{ F <=
n-l),m(n-l)

onde p : aâlae

Isto significa que se conhecermos a relação entre
a: e a:, podemos calcular a probabilidade de obtermos ima e2
timativa negativa para o co
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Vo].tendo ao êxempl-o di.scutido nesta seção, onde m
=n=2, podemos formar o quadro abaixo,

nos indicando que, num planejamento do tipo visto neste e-
xemplo especa'fico, a probabil i.dade de obtermos uma estimati
va negativa (usando um estirador quadrático e não via.ado)
para o componente a:, não é das menores. pelo menos no in-
tervalo 0 s a:l < a:.

Usando as mesmas idéias, e apenas a tt'Lula de nus
oração ,podemos calcular algumas probabilidades de (i)tenção de

uma está.nativa negativa para o componente a:, a partirde um
planejamento do tipo vi.sto no início do Capítulo 1. onde m=
n=4; isto nos daria

Jã aqui. poderíanos dizer por exemplo, que a probâ
bilidade de estimarmos como negativo o componente a:, não é
pequena no i.ntervalo 0 sa: < (1/5)a:l

P 0 1/20 1/10 1/5 1/2 1 2 10 20
Prlâa<0}a ' 0,58 0,S6 0,54 0,51 0,45 0,38 0.30 0.16 0.10

P o VS 1 2 10

PrÍõz<0}a 0 ,S7 0,35 0,11 0 ,05 0,00S



CAPITULO 3

INFERENCIA BAYESIANA DE COMPONENTES DE VARIÂNCIA

Nos capz'tules precedentes di.scorremos sobre a est.i
mação dos componentes de variância, dando ênfase ao proble-
na de estimativas negativas desses componentes. No entanto,
toda a nossa discussão fez-se ã luz da teoria clássica

No presente capítulo nos propomos a estudar o pro'
bICHa de ''estimação'' dos componentes de variância dentro do
contexto bayesiano. Coiro nosso objetivo primeiro, é o de pe!
mitir um acompanhamento ''pari-passu'' das idéias, que ágil sg
rão desenvolvidas, a nossa abordagem seta feita a partir de
algunas noções básicas da in:gerência bayesiana. Em seguida,
tendo por base o novelo aleatóri.o simples em dados balanceâ
dos, ''estimaremos'', por métodos bayesianos, os componentes
de variância

3 . 1 A IDEIA DA INFERÊNCIA BAYESIANA

Seja X uma variável aleatória cuja função densida-
de de probabilidade(+) (f.d.p.) é f(x/0), onde 8€Q. Se 0 for
conhecido. a distribuição de probabilidade estafa totalmen-

(+) A terminologia densidade ê aqui usada tanto para va
Fiável aleatória discreta como para variável aleatõ
tia continua.

38



=

39

te especificada, e não haverá problemas de e8t lapão. Mas,
na prãti.ca, o comum é 0 ser desconhecido, e neste caso,como
proceder?

Até o monento, o nosso problema de estimação íoie2
errado da seguinte manei.ra: t'Retira-se uma amostra

x' : (x. ,...,x.)
da população que tem f.d.p. f(x/Q) e, com base nos valores
amostrais í' = (x. ,....x.) estima-se o parâmetro desconhece.-
d0 8''. Melhor dizendo, o problema é definir uma função t =
=t(;),tal que se '''x' B (xl.x2,''',Xn) são os valores mostrais

..+ . a. " aA ..b

observados de Í' = (XI'X2'...,Xn) ;ntão t(x) seta a eatemat!
ua de 0. Tal procedinento faz parte do que seta chamado.por
nos, de eat mação oZáaaica.

-P

Na abordagem bayesiana existe uma diferença funda-
mental, pois 0 não naus será suposto um parâmetro, mas sim
una variável aleatória, com f.d.p.f(0).

Suponha como anteriormente, que retiramos uma amor
tra aleatória í' B (X. .... ,X.) com o intuito de obtermos i.n-
formações sobre e. Na situação clássica f(x/8) indicava a
densidade da vara.aTeI aleatória X, com 6 sendo suposto fixa.
Agora que 0 é uma variável aleatÓri.a, f(x/0) representa a
a densidade condicional de X, dado 0 fixado.Temos então que

f (;l o) . f(O) f (;,O) : f(ol=) .f(;) (3 . 1 . 1)

Dadas as obsel'vações x, a densa.dade condicional de

f(ol;) : f(;lio)'r(o) - c.f(;lo)'f(o) (3.1.2)
f(í)
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onde

J'í(=lo) .f(Q)'d0, se 0 é v.a
contínua

c =
lllf(;lo)'fCO) , se 8 é v.a. dis

preta

f(;) : Etr(;ll o)}

isto porque Elg(Q)} é a esperança matemática de g(Q) com

respeito ã distribuição f(e).

A relação (3.1.2) ou sua equivalente é usualmep:
te referida na literatura como a Te02'ema de Bagea.Nesta el
pressão, f(0) representa o nosso conhecimento sobre 0. an-
tes de observamos os dados, e seta chamada de dÍot?ibud-
Fãa "a pl.doz'e" de 0; correspondentenente, f(OIÍ) represen'
ta o nosso conheci.mento sobre 0 após observarmos os dados,
e seta chamada de dias;z'ibu ção "a poster o? n de 0 dado as
observações; g é simplesmente uma constante de normaliza-
ção, necessária para que a integral (ou soma) de r(oli) sg
bre 0 seja 1. Por uma questão de simplicidade chamaremosan
algumas ocasiões f(0) de ''priori'' e f(Ol;l) de ''posteriori'!

Como L(ol;) - intf(xilQ) ' f(xtlQ)'''fCxnl0) ' f(;10)
' ' (3.1. 3)

podenos escrever a partir de (3.1.2) que.

'a posteriori'' a veros-içaodistribu
simi.Ihança x distribuição a przorz

(3.1.4)

Em (3.1.4) temos de una maneira sintéti.ca a ideia
da inferência bayesina: a #pz'ioz'e" expressa a nossa(4)inicio
sobre 0 antes do experimento ser realizado, a ueloaaÍmEZhaZ
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fa expressa a in:formação contida na amostra, e a Rpost;e2''do-
!'e# expressa a nossa opinião final sobre 0 após a realiza-
ção do experimento. Melhor dizendo, f(0) é um modelo proba-
bilÍstico I'epresentativo do rlosso suposto conhecimento so-
bre a variãvell a.leatõri.a 0, r(ol;) é o modelo probabilísti-
co que representa o nosso conhecinento ''ca].ibrada'' pela a-
mostra, e L(Ol;) é o mescanismo de ''calibração''. O problema
da i.nferência bayesiana está resolvido no momento em que eB
contratos a distribuição ''a posterior-i''.

3 .2 - 1 NFERÊiiC IA 04y

bum MOREI.a ALEATÓRIO sim?lg}

Nesta seção, que abrange praticamente todo o Capz'-
talo 3 dessa nonagra:fia, nas fixaremos no modelo aleatório
simples e adotaremos a ''abordagem bayesiana'' no problema de
i'estimação'- dos componentes de variância. Para isto,seta ng
cessãrio especilcicarmos dcüu&lh&d&Hente o modelo, encontrar-
mos a função de verossimilhança e determinarmos a distribua.
ção ''a priori''. Com isso em laços, poderemos obter a di.stri-
buição ''a posteriori''.

3 . z. 1 - 9 ]g:n:!!:.2

Como nrelininar introduzi.remos um sumário de nota-
ção e suposições que serão utilizadas no modelo que adotarg
mos. dado por

yj,j p + ai + eij' i:l, .]x, j :l , .n (3.2 .1 .1)

onde u é um parâmetro de locação desconhecida, al'...,a e
e.. ,. .. ,e.. são variáveis aleatórias não observáveis,conju2
temente independentes, com aj. -N(0,aa) e eij 'N(0,a:). É um
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fato conhecido (ver Graybi]] & Mu]tquíst [1961]) que

(9.., SQE, SQO)

é una estatística suficiente mi.ni.mal para (u, ai, a:), onde

N''iiy::

SQE : Zi2i Cj;:.-9. .):XJ

SQD : EE(y: :-9: .)'
tJ

con yi. : n'xljyij e N : mn.

Além do mais, as componentes de (9..,SQE,
dependentemente distribuídas dado (u,aa'ae) como

N(U,&'/N)

SQE

SQD - aaX2
e

aÊ+naâ, vQn m-l e Ve :m(n-l)

Tentes tamb ém ue

QME : SQE/va

QMD : SQD/ve

SQn) sao
in

;' :onde

q

4)23 l

(3 . 2 . 1 . 2)

2 .,2
V

} '
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aâ = n'l(QME-QMD)

é o estinador não viciado de mínima variância para a:l. Esse
é o estinador da INOVA que foi discutido no Capz'fulo l e que,
tanbém pertence ã classe dos esticadores que tiveram algu-
mas propriedades de estimabilidade discutidas no Capz'fulo 2.

3 .2 . 2 A FUNÇÃO PE TE.BQ$.1I H I LHANÇA

Para o modelo (3.2.1.1) vimos anteriormente
(2.3.5) que,

aâ ' aÊ, se i.'i' e j-j'

em

cov(yij'yj.'j') - 'jaa ' se i-i' e j#j'
0 , se i#i.'

A função de verossimilhança para yij seta

L(il?) - f(yll'..,,yln'y21'''''y2a'...'y.l,...,yma) :

f(yl].p .. . pylu) f(y21' ,y2.) fCyo.l,...,y.R)n

f(j:i) r(?2) f(?n)

onde ê' :(u,aa'aã), ?' '(yll'...,ymn).E mais.yi(i.'l.... ,m)

tem distri.buição N(y+,V+) com y+ ' lnli e V+-aeln+aaJn [ver
(2.3.6)]. Então.

f(;i) (2'F)'a/2. IV+ l-1/2.exp {'7(yi'y'y(V')'l(yi-ti ') }
o que faz com que

L(il;) ; (2v) ! 'lv+l-"/Z.expt-4
l

m

E (7: -p ' )
bl

' (V') 'l ('''ys -p') }
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1] temos que

lv'l - (aÊ)n'l.(a.'naã)
e também que

m .

!:(?i.-PD 'WD'i(}:-P') ' :Ç-' :àÜ:j-Ç:.): .

. ahl:l .,:
Então, podemos escrever

L(0 jy) a CaÊ) 've/2 .(ae+naa) ' (ve+1)/2.

'exp -;@'.a.:'kal

i

nn (9 . . -p) :
2 +-y.. a2+na 2

e a

L(ijy)a(aãl) 've/2.(ae+naa)'(v a+ 1)/2.

onde ve e va são definidos como em (3.2.1.3)

3.2.3 - A DISTRIBUIÇÃO ''A PRIORI'' NAO-INFORMATIVA

A partir desse nojento, temos como principal
tido. a determinação da nossa ''priori'' f({) onde

i' - (u,aâ,aã).
Partiremos da suposição de que existe pozzco ou nenhum

'exp F-} :lg3:11 . .1:S13:1:.. . n«l (9 . . -ü 'l
< 'Ê '-.ã .Ê'«.ã J

obje-

Ganhe
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cimento sobre ê, e neste caso a nossa ''priori'' chamar-se-ã
não-ÍnfopmatÍoa (é aquela que não altera a informação forno
lida pela amostra).

De início suponha que nossas opiniões sobre p são
a pr or{ idependentes daquelas sobre (aa'ae). Então,

f(p,aá.,aÊ) : f(u)'f(aâ,aÊ)(3.2.3.1)

Como f(p)a constante (ver Apêndice A) , temos,

í(u,aâ,a:l)a'f(aã,aÊ)

E a prior'{ não-ín.formar zpa para aã e aÊ poderá ser obtida 3.
través da aplicação da regra de Jeffreys: ''a priori não-in-

do proporcional ã raiz quadrada do determi.nante da matriz de
infornação'' (ver Apêndice A). Isto ê,

f(aa'ae)a jlnf(aa'ae)l1/2

(3.2 .3 .2)

(3.2 .3 .3)

onde,
a+l . ve n(Va+l)

. i,l ã' 2aã ã'
7jn(va'i) B:(va'l)

ã" ã"

e como,

ilnfraz ozll n n2\le \a+l). l
i''''-"a'"''' 2 (aÊ):(aã'aâ)'

segue que

r(p,aâ,.'ã:)a --------Ê Uã 'n.â)
(3.2 .3.4)

Maneiras alternati.vas de obtemos a pri.ori(3.2.3.4)
são encontrados no artigo de Tias 6 Tan [1965[ e no ]i.vro
de Box ê Tido [1973] .
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3 .2 .4 4$ PJgB.!!ylÇQ!} 114 PQ511B]QBIJ:

Por (3 .1 . 4) temos que

f(B l?)a L({1;)xf(i)

onde {n (u.aa'aã). Pelos resultados de(3.2.2.1) e (3.2.3.4)
podemos escrever

f(p .aa'aÊ jy)a(a:) 've/2. (ae+naz)'(va+i)/Z.expl-zFJf2MO

+

2a +nae a + i:i:;litt:;i-ll }x (ae) 'l (ae+naa) 'l n

n(aã)(';Ve+l) .(ae+na')'7(Va+i)-l

* .«{-;W.#% .H=?1},
'n < p < n, aÊ > 0, aâ >0 (3 .2 .4 .1)

Mas como nosso objetivo básico é fazer inferências
sobre aÊ e ai, e não sobre i, devenos de início pensaren ok
ter a distribuição conjunta ''a posteriori.'' de (ae'al) e as
distribuições ''a posteriori'' de ai e ai.

.A DISTRIBUIÇÃO CONJUNTA "A POSTERIORI'' DE (a: a:)
9

A ideia natural para obtermos a distribuição ''a poj.
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teriori'' de (aa'ae) é a de integrarmos (3.2.4.1) sobre y, o
que nos data

í(a:,aâj?) - K'(aÊ) (4ve+t).(aa)' 2(va+l)

'exp -;P.n l

.Ê , o, .i , o CS. z.4.2)

onde

)

n(veQME)}ve.(vaQMD)}va. 2 2('Pe+'ya)

I'({ve) 'r('àva) 'PrtFv ,Ve < QME/QMn}

resultado encontrado por Box G Tias [1973].

Usando a definição da distribuição X'2 (ver ApêB
dica B), Box & Tias [1973] escreveram (3.2.4.2) como

f(aã..aÊj}) -

(ÜoQMD) 'lf(Xv:-uÊ/veQMD)n('PaQME) 'Í' ftxv:'(ae+naâ)/vaQME ]

{Fva've QME/QMn}

(3 .2 .4 . 3)

onde f(Xv2 -x) é a densidade de uma variável X'2 con v g.l.
avaliados en x
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A D!$!RIBUIÇÃO I'A POSTERIORI'' DE a:

Se integrarmos (3.2.4.3) sobre a:, obviamente obtÊ.
remos í(aljf). Segundo Box ê Tias [1973] a distribuição ''a
posteriori'' do componente de variância az, é dada por

''.Ê .,, . '".."' ':'''=ll:i:li'::=iii l:;'"'"'"a
Va've

2ae (3 .2 .4.4)

A distribuição ''a posteriori'' de a: é igual ao prg.
duro de dois fatores, o primeiro sendo a densidade de tma VZ
Fiável X'z com v. graus de li.beldade e o segundo. a razão
de uma probabilidade sobre a Xz e de uma probabilidade so-
bre a F.

4.D!$.!BIPglÇÃO J:4 PQS.!EBIQB:111 ]» a:

Chegamos ao ponto que cria mais problemas, quando
usamos a abordagem clássica da i.nferência estatísti.ca, que
é o de fazermos inferências sobre o componente da variância
a:. Como já Tinas anteriormente, na abordagem clássica,o e2
timador de a:l que é mais usado e que apresenta a proprieda-
de de ser não viciado e de mz'numa variância, em algumas si-
tuações , produz estimati.vas negativas .

Na abordagem bayesiana não temos o ti.po de proble
na especificado aci.ma, pois a ''posteriori'' de a: esta defi.
nada no intervalo a:l > 0.

A obtenção da ''posteriori.'' para a: segue,em linhas
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gerais, a mesna ideia até aqui anotada. Então, devemos intg
arar (3.2.4.3). sobre a:l, o que nos data,

''.i - «.C' ;l*;:-l$?1 .'i*;=-lài
a2 > 0a (3 . 2 . 4 . 5)

onde

n'(VeQMD)'l'(vaQME)'l

PrIFv ,v < QME/QMD}

Isto é, usando a ''priori não-informativa'' vista em

(3.2.3.4) , a di.stri.buição f(ó:ll}) contém todo o conhecimen-
to "a posteriori" sobre a.i. Observe que f(a:jy) esta defi.ni
da no intervalo (0, +w).

Não parece possz'vel expressar f(a:j;) por funções
simples, fazendo con que a densidade para cada valor de a:l
seja obtida por processos numéri.cos. Em (3.2.4.S) a parti.r
do momento em que temos as observações amostrais, passamos
a conhecer as quantidades ã esquerda da i.ntegral. e as duas
funções que consta.tuem o integrando dependem de aâ e aâ. Se
dermos valores a a:l, e usarmos uma técnica adequada de intÊ.
gração numérica, obteremos os correspondentes valores de

fCajj}).
Numa etapa posterior voltaremos a este problema quando(b rg
solução de um exemplo.

Box 6 Tias [1973], discutem a]gumas aproximações,
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que poden ser usadas, para expressar f(a:lj;) por funções siE
pies. No entanto. aqui não nos ateremos a esse problema.

Algumas caracterz'éticas da ''posteriori'' de a:, da-
da por (3.2.4.5) são estudadas por Box ê Tido [1973]. Quan-
do da resolução do exemplo a ser dado di.scutiremos algumas
delas.

3 .2 .5 - OS ESTÁ MAIORES DE BATES

Quando especificados a distri.buição ''a posteriori.''
de 8, temos resolvido o nosso problema de inferência baye-
siana. No entanto, às vezes, alguém mai.s desavisado deseja
representar Q de uma maneira mais simples, e a ideia natu-
ral ê a de procurar uma constante que represente a distri-
buição ''a posteriori''. Ou melhor dizendo, desejamos si.nteti
zar a informação contida na ''posteriori.'', através :'de uma

constante. Esta ideia inicial de simplificação, torna-se dj.
fácil, no momento en que desejamos saber qual a melhor cona.
tente e qual o método geral de escolha.

A essa constante acima comentada, alguns autores dÊ
ram o nome de Fat;irado? de Bayeo. BarRetE [1973] caracteri-
za como estimados de Bayes a moda da ''posters.ori.'', ja Mood,
Graybil1 6 Boes [1974] definem a média da ''posteriori'' cona
sendo o esticador de Bayes. Por essas duas definições.com a
pri.beira acompanhada da justificativa: ''. . . una interpreta-
ção direta do valor mai.s provavel para 0..''; e a segunda,
sen maiores detalhes explicativos por parte dos autores,se3.
tidos a arbitrariedade da i.déia do ''estimados de Bayes''

A ideia desses ''esticadores'' dentro do contexto da
inferência bayesiana, não deixa de ser uma influenciada teg
ria clássica. Esta influência dã margem a uma abordagem dual
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ao problema, pois especificamente, a ''posteriori'' é obtida,
mas não usada diretamente para fazermos inferências sobre 0,
e sim uti.lizada para sugerir constantes a serem usadas como
''esticadores''. Uma discussão detalhada desse problema encoB
tra-se em Ti.ao G Box [1972]. Procurando dar uma me]hor vi-
são do problema resolvemos o exemplo abaixo.

3 .3 - Un EXEMPLO

A partir da situação discutida em 1.1. obtemos

va :3, ve :12, n :4, QME :3,7, QMD :54.

O nosso objetivo aqui é a obtenção da ''posteriori.''
do componente de variância a:. Por (3.2.4.5) temos que,após
algumas si.mplificações

n(vaQME) ' l CveQMO) 'l l

PrtFv ,v <QME/QMD} I'(val2)'2va/2.r(Vel2)
F (.ã i '''n

. l.hl - 1} ' :1 . lü..l - 1} ' :1 .í:..:".:,
l).:l.

Após a substituição dos valores vistos no int'cio desta se
ção e notanto aâ por X. ae por Z e o integrando por GX(X,Z)
temos

'exp
-vaQME

2az+2naze a
'exp

-veQMD .daze'..;,-l .:i

r(xl;) ' 2,31xlo [o Gx(x,z)dz
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que é a ''posters.ori'' de a:

O valor de f para cada valor de X, pode ser obtido
através da integração numérica da função G. A técnica de in
tegração numérica usada foi o método de Simpson,ver Hamming

[1971]. Após a obtenção desses va]ores. nos defrontamos com

outro tipo de prol)lema: conhecidas algumas ordenadas de

f (X ly)

e sabendo que 0 sX <w. até que o valor da abcissa devemos

ir, para que a integral de f de 0 até esse valor, forneça g
ma aproxi.mação razoável da área total sob a curva. Obviamen
te por f se tratar de uma função densidade, a área total de
ve ser 1. Todos esses procedimentos numéricos foram executa
dos num computador IBM/370 , modelo
e no Apêndice C encontra-se o ''programa'' com base no qual
esses cálculos foram executados. Nesse programa temos como
saída as ordenadas de f a partir de X = 0 com incrementos na
abcissa de 0,1, e também a área sob a curva de 0 a 1, 0 a 2.
0 a 3, etc. No primeiro teste com X variando de 0 a 250 ob-
tivemos uma área sob a curva de 0,9781, e na execução final
após uma série de testes, trabalhamos com X de 0 a 1.000, o
que nos deu uma área total sob a curva igual a 0.9880, e um

tempo total de computação de 38 minutos. Resolvemos adatar
esse resultado, porque mesmo que quadruplicãssemos esse tem
po, obterx'amos uma pequena melhora nesta área total,além de
não afetar substancialmente as conclusões que poderz'amos t.i
rar. Abaixo segue um pequeno sumário de algumas ordenadas da
''posteriori'' de a:, assim como a idéi.a gráfica dessa dista.i
buição

a2a

0

0 ,1

f(aâ 1;) x10 s
1 2.860
12.540
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a2
Q f(aâ 1}) x10 s

0 ,2
0 ,3
0,4
o .s
1.0
2 ,0
3 ,0
4 ,0
s ,o

lO ,o
20 ,0
50,0

100 .o
2 50 ,0
ooo ,oo

12
11
11
11

8

6
5

4
2

260
970
700
430

.24Ü
,3S8
.950
.8 69
.338
356
981
216

52
4
0

f(a a

0.1 50

,07 5

260 8020 40 a0 a

l 2

DISTRJIBUIÇAO 'A poSTERIoRI' DO COMPONENTE a:
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Nesse ponto, conseguimos atingir o desejo mai.or do
Estatx'suco, que ''acredita'' na Inferênci.a Bayesiana, que éa
obtenção da ''posteriori''. Com base nela serão fei.tas as i.n-
ferênci.as necessãri.as.

É claro que, sob o ponto de vista numérico poderá.g
mos refinar os resultados aqui encontrados, obtendo valores
para as ordenadas de f usando i.ncrementos nas abcissas menu
res que 0,1, e integrando f de 0 a um valor maior que 1.000
No entanto esse refinamento não ofereceria maiores vanta-
gens, quando desejássemos tirar conclusões a partir da ''poj.
teriori''.

Tentando caracterizar a inconsistência da abordagem
clássica em ci.ma da Inferência Bayesiana, voltamos ã i.déia
(não aceita pelos ''bayesianos'') de tentar sumariar a infor-
mação contida na ''posteriori'', através de algumas caracte-
re'stícas dela (esticadores de Bayes). No nosso exemplo en-
cont ramos

Moda = 0,0

Mediana = 7,4
Média = 21,3

E agora, o que fazer?

De acordo com Mood, Graybi]] G Boes [1974] deverá'g.
mos ter 21,3 como ''estimados de Bayes'' para o componente cle
variância a:. Ora, esse valor fica fora do intervalo

0 s a2 < 20 ,

cuja probabilidade é 0,75, em outras palavras,é tmvalor que
esta à direita do 3q quarti]. da distri.buição ''a posteriori''.
E convenhamos, não é razoável aceitar o fato de que, essanEI
dada (nédia) represente melhor a nossa ''posteriori'' do que
a moda (0,0) ou a mediana (7,4). Vale notar que, não somen-
te os autores acima recomendam a média como está.nadar de
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Bayes, mas também uma certa quantidade de autores de livros
clássicos na Estatística.

Longe de nÓs a idéi.a de por exemplo, afirmar que a
moda ê um melhor estimados de Bayes, apesar de no presente
exemplo. ela ser mai.s informativa do que a mádÍa. É lógico
que numa outra situação. poderíamos ter a média como melhor
representante

A ideia que temos, que aceitamos, e que sentimos,e
a de que admitir Estimados de Bayes, é trair a pureza da ID.
ferênci.a Bayesiana.



APENDICE A

A PRIORI NAO-INFORMATIVA

Faremos algumas considerações sobre situações em
que desejamos determi.nar uma ''priori.'' para o parâmetro 0 e
que temos pouco ou nenhum conhecimento sobre ele, enesse c2
se a nossa ''priori''chamar'se-ã não-in/'oz,mat;düa. Todo esse 2
pêndice será desenvolvido a partir dos comentários feitos
por Zellner [197].] sobre ''prioris não-informathns" .quando eg.
se autor baseou-se nas idéias de Sir l-larold Jeffreys, desCE
volvidas no clássico (para os bayesianos, pelo menos) ''The2
ry of Probability''. Introduziremos alguns complementos ex-
traídos de Box G Tias [1973].

Das recomendações de Jeffreys, de como escolher u-
ma distribuição ''a priori'', que represente ignorância sobre
o parâmetro do modelo sob considera.ção, podemos extrair dus
regras,

REGRA l Se o parâmetro pode assumir qualquer valor no in-
tervalo (-n,+m) sua ''priori'' deverá ser tomada cg
mo sendo unifonnemente distribuí'da

EXEMPLO Seja o caso de um parâmetro desconhece.da y diga
56
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mos uma média, que possa assumir valores de -a a
+n. Então, de acordo com a regra,

f(p)duadu , -n<U<n (A.AI)
ou

f(u)a constante

REGRA 2 Se o parâmetro pode assumir qualquer valor no in
tervalo (0,+'.) , a ''priori'' de seu logaritmo deve
rã ser tomada como sendo uniformemente distribuí
ua.+

EXEMPLO Seja o caso de um parâmetro desconhecido a.um de.!
vi.o padrão. Para tal parâmetro Jeffreys sugere

8 = 1og a, e

f (8) dOadO , -n<0<n CA.AZ)

e como dO/da = 1/a , segue que

F(a)dual/ada, 0<ü<w

Na situação da Rega'a l nÓs vemos que a densa.dado sy.
gerida, é obviamente imprópria. poi.s

pU'

l f(p)dp = n
i-H

Do ponto de vista de Jeffreys isto é uma vantagem, pois

PrÍa<p<b }/PrÍc<u<d} = 0/0

é indetermi.nado onde a, b , c e d são qual.squer números fmi
tos, indicando que não podemos fazer qualquer afirmação so-
bre a chance de. que u pertença a algum par de intervalos fl.
netos. Esta propriedade foi vista por Jeffreys como uma re-
presentação formal da ignorância. No entanto, o problema da
f.d.p. imprópria persiste. Uma ideia que surge naturalmente
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é a de considerarmos uma f.d.p própria da forma

f(u)du .MgusM (A.A3)

Fias , infel i.zmente quando assim procedemos , introduzimos uma
informação ''a priori'' sobre a amplitude de variação de u e
então, dei.xamãs de ter ignorânci.a comp].eta sobre u. No en-
tanto, se fizermos M''r", podemos olhar (A.A3) como uma boa
aproximação para (A.AI)

Como o objetivo de complenentar o raciocz'nio de Jeffreys,
Zellner [1971] i.ntroduz uma medida de informação dada por

H = 1 f(p)log f(u)dp
J-M

(A.A4)

e verifica que a f.d.p. própria que minimiza H é (A.A3) . e
conclui dizendo que a f.d.p. uni.forme é uma ''priori de in-
formação minimal'', e melhor ainda, quando M+m (A.A3) é uma

boa aproximação para (A.A.]) . A]ém di.sso Ze]]ner [1971] mog.

tra através de um exemplo que a combinação de uma f.d.p. ''a
priori'' imprópria (A.A.l) com uma função de verossimilhança,
através do Teorema de Bayes, fornece uma f.d.p. ''a posterig
ri'' propria.

Com relação à Regra 2, a mais importante observa-
ção feita por Jeffreys é que (A.A2) é invariante sdx'e trang.
formações da forma q) =an, isto é, dO =nan'lda e então

à.baba.à.ala.
Além di.sso ele mostra que Pr{0<a<a}/PrÍa<a<n} ê indetermin.g
da, poi.s

da/a = n e l da/a = n,
0 Ja

sendo isto uma representação formal da ignorância. Zellner
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[1971] mostra que a função H seta minimizada tomando f(0)a
constante, e isto é uma justificativa teórica de informação,
para tomarmos 8 = 1og a uniformemente distribui'da. Pela pro-
priedade de invariância f(a)al/a implica f(aa)al/az, que rg
presentam a i.gnorância sobre a ou az, respectivamente

Com respeito ainda ãs idéias de Jeffreys com rela-
ção ã ''prioris não-informati.vas'' Box G Tido [1973] dão a sg
guinte

REGRA DE JEFFREYS A distribui.ção a priori para um parame'
tro 8 é aproxi.mudamente não-informativa
se é tomada proporcional ã raiz quadra-
da da medida de informação de Fisher.l2
to e,

f(0) al1/ 2(0) (A.A5)

onde medida de {nfoz'maF.ic> de F soez' sobre 0 na amostra y' B
' (yl'...,yn) é definida como

e

l (o) azlog f 0Evl'

então, quando ''y é uma amostra aleatória in(0) :nl(0). Se a-
plicarmos esta regra para obtermos ''priori.s'' can relação aos
parâmetros (u.a) da Normal, nós obtemos (ver Box G Tiao
[ ].973 ]) quando

desconhecido e a conheci.do,
1(0) = constante :+ p(y)a constante

P
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a desconhecido e p conhecido

1(0) = --A--xconstante :+. p(a)al/a
ou p(Ioga)a constante

E teremos como uma extensão multiparamótrica a seguinte

REGRA DE JEFFREYS ''MULTIPARAt4ÉTRICA'' - A distri.buição aprig
ri para um conjunto de parâmetros é tomada cg
mo sendo proporcional ã raiz quadrada do de-
termi.nante da matriz informação. Isto ê

f(ê) al in (8) 1 1/ 2 (A.A6)

Jeffreys obteve esta regra, como no caso do parãmÊ
tro simples, requerendo nuca? areia sobre transformações de
parâmetros. Esta regra no entanto, deve .ser aplicada comcul.
dado, pri.ncipalmente quando parâmetros de locação e escala
ocorrem simultaneamente.

Box G Tiro [1973] fazem a]gumas considerações sobre

alguns ''cuidados'' (B» deven ser tomados na aplicação da Regra
de Jeffreys.É enfatizado pa' eles anecessidade de ínvestigar-
mos as impli.cações das transformações em cada situação ãluz
de qualquer conhecimento a priori. sobre independência. Qual
do, por exemplo, em termos de um julgamento a priori temas

que 01 em g' : (0.I'Q2'''''0k) é independente de(02....' 8k)
aplicamos a regra separadamente para 01 e (02'...'8k)

Alguns autores hesitam em empregar as f.d.p. imprg.
proas recomendadas por Jeffreys. Em contrapartida eles in-
troduzem ''prioris localmente uniformes'', que são prioris ''iZ
zoavelmente achatadas'' sobre o intervalo no qual a verossi-
milhança assume valores apreciável.s, e não assume grau:les vâ
lotes fora desses intervalos (ver figura na pagina seguin-
te)
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verossimilhança

rlori

Como a posteriori a priori x verossimilhança, para ocaso de
uma ''priori localmente uniforme'', teríamos

posteriori cl verossimilhança

A grande vantagem da priori localmente uni:forme é
que trabalhamos com uma f.d.pi própria. Jã como desvantagens
temos que a condição de Jeffreys para ignorância completa
não está bati.ski.ta, além do fato de termos que conhecer al
guia coisa sobre a verossimilhança, o que pode não ser o cl
se em algumas situações gráficas. No entanto se ternos info11
mação sobre a variação de e e a função de verossimilhança é
disponível, ela pode ser usada com boa vantagem. Quando es-
se tipo de informação não existe, pouca diferença pratica g
xiste se nÓs usamos uma priori ''localmente uniforme'' ou uma
f.d.p. imprópria de Jeffreys, Maiores detalhes sobre as i-
déias envolvi.das na escolha de prioris que representam pou-
co ou nen;zzim conhecimento sobre o parâmetro, podem ser en-
contrados em Box & Tias [ 1973] .



APENDICE B

A DISTRIBUIÇÃO DO )(''

Um dos resultados de importância em Estatística, é
que se X HN(u,at). e se uma anostra í' =(XI...,Xn) dessa pg
pulação é reli.Fada, a quantidade

(xi - y)'
a2

ns2
B

a2
(A.BI)

e

f(xâ) - tr(n/2)Ztt/2J'X.(xa)(n/2)'1.exp'j''Zxz}, (A.B2)

que ê a distribuição Xz com n graus de liberdade

Na teoria clássica (não-bayesiana) ,se desejamos fZ
zer inferências sobre az , podemos sen naiores problemasusar
a distribuição X:.

Na teoria bayesiana, o problema de fazer inferên-
cias sobre az, não é tão direto, isto porque deveremos ter
a distri.buição ''a posteriori'' de az, e esta poderá não ser
uma X'

No caso de termos n observações de X-N(y,az) e,
62



enhz4m conhecimento ''a priori'' sobre az.

L(a2 lx)a(aa)'n/2.expÍ- nsa }

f(az)aa'2 (ver Apêndice A)

buição ''aposteriori'' de az, será dada por

f(a:jx')af(a')'L(a'l;) ou

A constante de normali.cação de k deve garanti.r que

63

ou n

distrie a

(A . B3 )

(A.B4)

CA .B5 )

(A . B6 )

Assim procedendo obteremos

f(a2jx) n (ns /2)n/ .(aa)-[(a/2)+1].expÍ-nSa}. az>0 (A.B7)

Oresultado acima motivou o ''Xz invertido'' que é

obtido de (A.BI), fazendo a tranformação

. 2 1v ' = .....:.

xÍ
(A . B8 )

para produzir

(A.B9)
Se compararmos (A.B9) com (A.B7) , veremos que ''a posters.ori''
aa/nsz tem distribuicão v'2

f(Xa2) =E]'(n/2)2a/2]'1.(X'2)'t(a/2)+1].exp
l , X-2>0

n.



APENDICE C

UM "PROGRAMA" PARA ENCONTRAR A "POSTERIORI" DE a2
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