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CAPITULO 1

"'INTRODUCAO

Para muitos pesquisadores, em areas tais como oceano-
grafia, astronomia, administracao e outras, a possibilidade de
detectar periodicidades ''ocultas'' cuja presenca nao seja sequer suspei-
tada antes de uma analise especifica,poderia ser uma primeira mo

tivacdao para o uso da analise espectral.

Se k termos periddicos de frequéncias wy,w,,...,w, es-
tao presentes nos dados, entdo um estimador espectral mostrara pi
cos nestas frequéncias, e uma simples analise visual nos possibi

litara identifica-1los.

Ao realizar uma analise espectral € normal associar pe
riodicidades a picos do peribdograma, mas nem todos os picos des
te estimador espectral sao necessariamente causadbs pela existen
cia de termos harmonicos, os mesmos podendo ocorrer devido a flu

tuagoes aleatorias.

Torna-se entao necessario, na pratica, decidir se um
pico do periodograma implica a presenca de um termo estritamente

periodico na série observada, ou nao.

Surge entdo a utilizag@o de testes de hipotese estatis

ticos para detectar a existencia de tais componentes.
]



Os primeiros a se preocuparem com este problema foram

Schuster (1898) e Fisher (1929).

Desde entao varios outros testes foram propostos, den-
tre os quais se notabilizaram os de Whittle (1952), Hannan (1561)

e Priestley (1962).

No Capitulo 2, abordamos alguns conceitos basicos da

teoria da analise espectral.

No Capitulo 3, apresentamos um teste para verificar a
existéncia de componentes harmonicas numa série de tempo que tem

espectro puramente discreto.

No Capitulo 4, discutiremos a separacdo de componentes

espectrais discretas e continuas e apresentaremos trés testes.

No Capitulo 5, desenvolveremos o método do correlogra-
ma, proposto por Priestley (1962), que ao contrario dos anterio-

res nao se baseia na andlise do periodograma.

No Capitulo 6, apresentaremos algumas aplicagoes que
consistem na simulagao de séries de tempo com estrutura conheci-

da, cujos programas se encontram no Apendice.

No presente trabalho nao sera abordado o caso multiva-
riado. Mac Neill (1974, 1977) trata do problema de testar se va-

rias séries temporais tem uma periodicidade comum.



CAPTTULO 2

CONCEITOS FUNDAMENTAIS DA TEORIA ESPECTRAL

2.1 - Introducao

Neste capitulo apresentaremos brevemente um resumo da
anélise espectral, que sera utilizada no desenvolvimento dos tes
tes para detectar periodicidades ocultas nos capitulos que se-
guem.

O contetudo deste capitulo pode ser visto em Koopmans

(1974) e Brillinger (1975).

2.2 - Definigoes

Definicao 2.2.1 - Seja T um conjunto arbitrario. Um processo es-

tocastico € uma familia X={X(t,w), t€T, w€R}, tal que para cada
te€T, X(t,w) € uma variavel aleatoria definida num espaco de pro-
babilidades (Q,A,P).

Se T € finito ou infinito enumeravel, temos um proces-

so estocastico a parametro discreto. Se T €& um intervalo de

R=(-®,®), temos um processo estocastico a parametro continuo.

Para cada w fixo, X(t,w) € uma série temporal, isto €,

uma particular realizagao de um processo estocastico.

No que segue denotaremos X(t,w) simplesmente por X(t).
2R



Definicao 2.2.2 - Um processb estocastico {X(t), t€T} diz-se es-

tritamente estacionario sé a distribuicdao conjunta de (X(tl),
X(ty),...,X(t)) € idéntica a distribuigao conjunta de (X(ty+h),

..,X(tk+h)) para quaisquer tl,...,tk,hET.

Definigao 2.2.3 - Um processo estocastico {X(t), t€T} € dito es-

¥ — a - 5 % —
tacionario de 27 ordem (ou simplesmente estacionario), se e so-

mente se:
i) E[X(t)] = u, constante, VteT
qi) E[X%(t)] < =, VteT
iii) Cov[X(t),X(s)] & uma funcio apenas de t-s, t,s€T.

Como E[X(f)] € constante, podemos, sem perda de genera

lidade, considera-la igual a zero, e entao pode-se escrever:
Y(k) = Cov[X(t),X(t+k)] = E[X(£)X(t+k)], (2.2.1)

onde Y(k) & denominada fungao de autocovariancia do processo es-

tacionario de 22 ordem, tendo as seguintes propriedades:
i) v(0) >0
ii) v(-k) = v(k)
iii) [y (k)| <¥(0)
iv) yv(k) € positiva definida, isto €,

n n ‘
E E aia.y(ki-kj) > 0, Vo

121 jo1 3 ,...,anEH{ e k

k €T.

1 1°°°°

Definicao 2.2.4 - Uma série {£(t), t€Z} de variaveis aleatorias




independentes e identicamente distribuidas, tal que E[€(t)]=0,

E[Ez(t)]=02 e E[&(t)&(s)];o, ¥t#s €& chamada ruido branco.

Usualmente E(t)mN(O;GZ), mas nao necessariamente.

Teorema 2.2.1 - Se o processo {X(t), téER} tem funcao de autoco-

variancia vy (t), entao Y (t) pode ser representada por:
Y (1) =[ eTdF ), TER (2.2.2)

onde F(w) € uma funcao nao negativa, nao decrescente, limitada e

denominada funcao de distribuicao espectral de X(t).

Teorema 2.2.2 - Seja {X(t), t€RR} um processo estacionario de 2%

ordem, entdao esta associado a ele um processo Z(w) de incremen-

tos ortogonais, tal que X(t) pode ser representado na forma:

X(t) = [m %37 () (2.2.3)

onde Z(w) € denominado processo espettral associado a X(t) e:
i) E[Zw)] =0
i1) E[12@) (1% = F@)

0, se w#A

iii) E[dZ(w)dz(\)] = {
dF (w), se w=\

Se F(w) € derivavel, com derivada f(w), entao (2.2.3)

pode ser escrita como:

0

() = [ £@e

WTgy, —ecrco | (2.2.4)



onde f(w) € a funcao de densidade espectral de X(t).

Se y(t) € absolutamente integravel, entdo f(w) pode ser

representada como a transformada de Fourier, dada por:

f(w) = f% J Y(T)e’iwrdr; - (< o (2+2:5}

Se a série X(t) € discreta, t€Z, os limites de integra

cao de (2.2.2) serao -m e m, obtendo-se:

m

y (k) =J fw)e®Xay, kez={0,%1,...} (2.2.6)

=T

e se Y(k) € absolutamente somavel, entao:

f(w) = %? k_z Y(k)e'iwk,. ~TSWST (2.2.7)

2.3 - Estimadores Espectrais

Consideremos agora a série de observacoes X(1),...,X(n)
de um processo estacionario de 3% ordem; entao a transformada £1
nita de Fourier & definida por:

n

AR =—‘21 _zlxcj)e‘i‘*’j, ~cw<e (2.3.1)
vZmn o j=

onde T(™) tem periodo 2w e (@)= (@)
M -5 W

Portanto, basta considerar w€(-m,m) e Tén)_seré calcu-

lada nas frequéncias de Fourier, dadas por:

_ 2r€  _rn-1 " rn
vp = [ s L < [F]



Entdo (2.3.1) fica:

T(n) -

1 =] n
e M, <15 2 £« 2.3.2
o¢ " Vom 7 il e

- 2

n~ms

.

Substituindo (2.2.3) em (2.3.2) temos:

T
Téz) = jﬂTA(w—wz)dZ(w)f

onde IA(m—w£)|2 € o nucleo de Féjer (ver Figueiredo, 1977) e por

tanto se comporta como uma fungao delta de Dirac quando n-w.

Entao, pode-se verificar que:
(n) 2, _
E{lTw£ |7} = £(w,),
fato que nos sugefe um estimador assintoticamente nao viciado pa
ra f(mﬂ), denominado periodograma e denotado por I(wﬂ), ou mais

simplesmente por IL’ dado por:

2
1, = T2 -
£ 1w,

nm~mas
..-l

1 L —iw,j 2
Znnlj X(Gle e | (2.3.3)

Pode-se demonstrar'(ver Koopmans, 1974) que os Tgn'séo

assintoticamente independentes e com distribuicdo aproximadamen-

te normal complexa com média zero e variancia f(wﬂ), se L#0, % e

normal real para £=0, %.

Consequentemente, os I(wz) sao assintoticamente inde-

pendentes e tem distribuigao assintotica X%Z) para £#0, % e X%l)

para £=0, 2

5+ ou seja:



N8

% f(wz)xz(z), 240,

I(wz) v
fp)Xfyy, 220,

[SS] )

Ver Koopmans (1974) para detalhes.

Observamos entao que o periodograma tem as seguintes

propriedades:

i) 111-1*2 E[I(wz)] = f(w,)
i1) 1lim Var[I(w,)] =f2m£)
n->-«
iii)_lll_ig cOv[I(mj), I(Aj)] = 0, wjﬂj.

Das propriedades acima vemos que, a menos que f(w) se-
ja zero, a Var[I(m)] nao tende a zero quando n tende a infini-
to, ou seja, o periodograma € um estimador nao consistenfe de
f(w).

Da expressao (2.2.7), um estimador natural de f(w) se-
ra obtido substituindo y(k) por ?(k), definido por:

n- |K|
z

R xeoxee Ik, [k|en-1
k) = et | ' (2.3.4)

0, . |k|>n-1

onde podemos supor E[X(t)]=0, sem perda de generalidade.

Logo, o estimador de f(w) sera:

oo

z e 15 (k) © (2.3.5)

o]

fw) = o .



Um estimador nao viciado de y(k) sera obtido se subs-
tituirmos n por n-k no denominador de (2.3.4), porém ele apresen
ta um erro quadratico maior do que o estimador definido anterior

mente.

Pode-se demonstrar que o estimador de f(w) dado  por
(2.3.5) € o proprio periodograma e portanto tem as mesmas pro-

priedades.

Com o objetivo de eliminar a inconsistencia do periodo
grama e conservar as outras propriedades, vamos,  ponderar a fun-

cao de auto-covariancia através de uma sequéencia de pesos.

Consequentemente, a transformada de Fourier de ?(k)pog

derada sera denominada estimador suavizado de covariancias, e se

ra dada por:

fw) = Do K (0 (k) (2.3.6)

L
2T T
onde, para um inteiro s<n, a sequeéencia de pesos ws(k), KEZ tem

as seguintes propriedades:
i) 0§Ws(k)<ws(0) =1
ii) ws(-k) = ws(k), ¥k

dii) wo (k) = 0, |Kk[>s | | (2.3.7)

onde s é denominado ponto de truncamento ou ''lag number", a fun-
Ggao peso w (k) e denominada ''lag window" e a transformada de Fou

rier de ws(k) é denominada janela espectral, e € dada por:

5 e‘i*kws(k), (2.3.8)

=00

. |
NOLE T
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De (2.3.7) segue que:
3 WS(-A) = WS(A),' ¥A

ii) Jn ws(x)dx s 1
=T

Como f(m) € a transformada de Fourier do produto
ws(k).?(k), podemos obter f(m) através da convolucao das trans-

formadas de Fourier de ws(k) e Y (k), ou seja:

fw) = Jn W, (@-A)I(A)dX (2.3.9)

Aproximando a integral pela soma de Riemann, o estima-

dor
n
oy = 20 [g W I 2.3.10
w) = 2 W ) ,) (2.3.10)
=-[01] *
5
tem a mesma distribuicao assintOtica que o  estimador suavizado

de covariancias. Tais estimadores sdo denominados estimadores sua
vizados de periodograma, € sao eXpressos por:
n
| Z)
fw) = z Wo-w )Iw.) {(2.3.11)
v v
awB-1 :
ve-

2.4 - Largura de Faixa
Pode-se demonstrar, a partir da covariancia assintoti-
ca entre os estimadores suavizados nas diferentes frequencias,

que (ver Jenkins e Watts, 1969):



= 1=

Var[F )] = £ () Zn_“ Jn

w2 (A)dA, (2.4.1)

Seja w(k/s)=ws(k), tal que W(A)=w(-1), O<sw(A)<w(0)=1,

|A|<1; pela relacao de Parseval:

2

Var [f ()] = £°(w). %,

onde

L 2

I =35 [ w” (A)dA
-1

e-% mede a reducao da variancia de acordo com a janela espectral

utilizada.

Um parametro importante na analise espectral € a largu

ra de faixa, ou largura da base da janela espectral utilizada.

Ha varias maneiras de defini-la; uma delas seria tomar
mos uma janela centrada na frequéencia zero e projetarmos no eixo
das frequencias a metade da energia nessa frequencia. A esse inter
valo obtido da-se o nome largura de faixa. Ou seja, € o dominio

de valores de w aos quais € dado um peso consideravelmente alto.

Outra maneira de definirmos a largura de faixa € co-
mo a largura da base de uma janela retangular que forneceria a
mesma variancia que a do estimador suavizado pela janela espec-

tral utilizada, ou seja: .

R : (2.4.2)

1
sI w s (A)dA
=

Temos entao, que a medida que s aumenta, a largura de



faixa diminui.

Como a variancia do estimador espectral suavizado € in
versamente proporcional a largura da faixa, a uma maior largura
de faixa corresponde uma menor variancia; entretanto, aumentando
a largura da faixa aumentara também o vicio do estimador, e vi-

ce-versa.

Portanto deve existir um compromisso entre resolucao e

estabilidade, que se reflete na escolha do ponto de truncamento s.



CAPTTULO 3

0 TESTE DE FISHER E SUA EXTENSAQ

3.1 - Introducao

Em alguns casos notamos a presenca de componentes pe-
riodicas num certo conjunto de dados e nos interessamos em deter

minar as amplitudes a elas associadas.

Neste capitulo e nos seguintes tentaremos verificar a

existencia de componentes periodicas numa série de tempo.

Observamos que o periodograma frequentemente tem um for
mato muito irregular e varios pesquisadores foram tentados a atri

buir significado real a muitos picos do periodograma.

Para que essa tentativa nao seja mal dirigida surge a
utilizacdo de testes para verificar a existéncia de periodicida-
des em uma dada série temporal. Fisher (1929) propos um teste de
significancia para o maior pico do periodograma e nos fornece uma

tabela de valores criticos para varios comprimentos de série.

Em estudos posteriores, Nowroozi (1967) descreve o uso
do Teste de Fisher e publica tabelas a serem usadas com o teste.
Ele aplica o teste e rejéita a um cerfo nivel de confianga toda
amplitude abaixo de um certo valor tedrico, nao ieVando em conta

que o teste se refere somente a maior amplitude. 13 '



Viarios autores estenderam o teste para incluir o segun
do maior pico e outros, dentre eles Whittle (1952) e Shimshoni

(1971).

No presente capitulo apresentamos o teste de Fisher, e
uma extensao dele, a qual surgiu das idéias de estatistica de or

dem, e foi desenvolvida por Grenander e Rosemblatt (1957).

3.2 - 0 Teste de Fisher

Fisher (1929) desenvolveu um teste de significancia,

utilizado quando queremos fazer a analise harmonica de uma série.

Seja X(i), i=1,...,n (=2m+1), uma amostra aleatoria de

uma populacao normalmente distribuida. Quaisquer funcoes linea-

n n

res A= I a.X. e B= I b.X.
n n

e suas médias serao zero, se I ai=0 e I bi=0’ a variancia sera
=1 i=1

serao também normalmente distribuidas,

n.
igual a da populagao se =l e I b§=1 e serao independentes

[ =]
)

se laib 0

1

[ R=]

i

2 2

IU:’

No caso de independencia temos que X ==+ tera dis

m<a|>
[ 3]
[\]

o
tribuigao qui-quadrado com 2 graus de liberdade, a probabilida

-x/c

de de exceder qualquer valor x € e , onde c € duas vezes a va

riincia amostral e o% & a variancia da populacao.

Pode-se verificar facilmente que os coeficientes:

ﬂ Cos 2kmi (S
n

o = n
b. = /z-sen e
i n n



« 18 =

satisfazem as condicoes acima para todos os valores de kEZ.

A decomposigao de X(i) em suas componentes harmonicas

€ dada por:

a m . .
X(1i) = 0,z [a, cos 2kmi g sen Zkﬂlj,
onde
, I
a, = = I X(1i)
0 nyg
n ' A
ay = 2 g X (i) cos Zkgl
M=l
N X(i) sen 2K™ g n (3.2.1]
k=a L ==,  eees w2

onde m € o numero de coeficientes harmonicos.
A amplitude harmonica cy do k-ésimo harmonico & defini

da como:

2 .
cp = @ibHM? k=1,....m (3.2,2)

A estatistica do teste proposto por Fisher € a maior

das ordenadas do periodograma nas frequencias de Fourier dividi-

da pela soma dessas ordenadas, ou seja: A
(1)
g(l) = T—%———T—— (3.23)
1 °°"°""m

onde I(l)=max{1j, s ot SR §



‘- 16 -

Podemos reescrever (3.2.3) em funcao das amplitudes dos

harmonicos do seguinte modo:

2 -
g(l) ) max(ck, k=1,...,m) 5.2, 8]

Dado que as ordenadas do periodograma nas frequeéencias
de Fourier sao aproximadamente independentes, elas flutuam bas-
tante e mostram muitos picos e vales, e como sua distribuicao €
'exponencial, a.maior ordenada tende a ser grande comparada com as
‘adjacentes e.pode indicar a existéncia de periodicidade razoavel
mente forte.

Para propositos praticos, Jeffreys (1929) mostrou que:

2 2

1 J 2m+1 %

[ =]
0
N

[ =]

a
1[X(i)-—2£]2, (3.2.5)

pode ser usada a fim de evitar que todos os <5 sejam calculados

para se obter a soma de seus quadrados, caso seja necessario.

Assim (3.2.4) pode ser escrita como:

- .
g(l) ) max(ck, k=1l,...,m) (3.2.6)

2 n . 40942
s I [X(i)- o]
Z2m+1 2= 2

Como vimos 3%-%x%2), entao a probabilidade de que qual
o

quer particular termo X seja excedido €

P[X>x] = e X/€ | (3.2.7)



Mas se P for definido como a probabilidade de que X ex

ceda o maior dos n valores independentes, temos, de (3.2.7) que:
P = 1-(l-e~X/cyn (3.2.8)
a qual determina o menor valor de n a ser julgado significante.

Proposicao 3.1

Suponha que I ,I_ sejam independentes e exponencial-

EERE
mente distribuidas entre si, isto é:

m

P[Ij<x] = 1o N, §=Ll,..«,0

Entao (sendo 4n m=log_n):
i) P[I(1)<x] = (1-e )M e

P[I(1)<x+£n m]~exp{-e~*}, para m grande.

ii) Para m grande:

Y I.+...+1 =m,
m

m 1

Y
no sentido de que a distribuigao de ﬁ? se torna concentrada arbi

trariamente proximo do valor 1.

()

Y
m

iii) Se (S € a estatistica de Fisher, entao:

P[m Gmgx+£n m]zexp{-e-x}.
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Demonstracao:

i) P W] = PlIjex, .., I <x] = P[1,<])™ = (1-e™H)"

P[I(l)<x+£n m] = (l—e"x°£n mm (1..%;e'x)m

Passando ao limite:

lim P[I(l)sxﬂin m] = lim (1- _Ilﬁe-x)m= exp{-e %}

m-*x M->oco0

Portanto:

p[1 D ¢x+en m] = exp{-e™*},

para m grande, e isto implica que 1) g provavelmente proximo de

£n x.

ii) Sabemos que Ijme(l), j=1,...,m entao ijr(l,l), j=1,

...,m.
Seja Y =I +...+I ~T(m,1), entdo TT?f»r(m,m).
Ym P - = a e
Mas e’ Py onde p € a média de uma I'(m,m).
Y
m P
Logo o =" 1
?ortanto szm, para m grande.
. 1 (1) 5 1(1)
iii) Se Gm- v entao m G_= Y7m
m m
Yo P

De (ii) temos que i? —— 1, entao pelo Tecorema de

mt e
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Slustky:

1) L

Ym7m m4 o Zk’
onde

P[Zk<z+£n k] = exp{-e %},

: (1)
ou seja, %—75 tem aproximadamente a mesma distribuicao que I(ll
m

para m grande.

Portanto:
P[m G <x+&n m] = exp{-e™*},

para m grande.
Fisher (1929) mostrou que a probabilidade, P, de que

(1)

g exceda o parametro g &:

P=n-g)" - a-2e)™ e+ (1) k)™, (3.2.9)

" onde k € o maior inteiro menor que é e que denotaremos por k=[§].

Na demonstracao apresentada por Fisher € utilizado um

argumento geométrico.

" Apresentaremos aqui uma demonstracgao analitica (ver Gre
nander e Rosemblatt (1957) e.Hannan (1970)). Uma demonstragao al

ternativa € dada por Anderson (1971).

Para simplificar a notagao na demonstragao, seja:

L0, 1) Y1,
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Seja ¢, a funcgao caracteristica de —%;7, dada por:

1
g
m
.E yj m
- itd=L - 5y,
b i = i Y1 7y Y1 j=1 J
1 . € dym. d)’l
¥y=0 ¥z=0 "¥p=0
m-1
Z Ys
237 m=1 :
itLl——_ L v, =(1- E)y
= 1 e e dym. dy1
y1=0 y2=0 ym=0
m-1
Zys;
(2443 m~1l
- itl_l__ - 7 _yl
_ Y1 (M1 Y1 3=1"7 (1-e )
= m . e S dyl
1-:35 .
y1=0 ¥g=o Y170 71

Integrando sucessivamente até dyz, temos:

© fa o LAY =1
v=0 - }£
y (-2

Para m>2 a expressao acima € absolutamente integravel

e, entao, pela formula de inversao da funcdo caracteristica, te-

mos que a fungao de frequéncia de 1l _ 3.

;ﬂ‘ °
{- —1(%)— +it-y}

=1 (1-elt-y)m-ldydt
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Desenvolvendo (l-e

f

'it~y)m-1

temos:

¢ |

. m-1 o . :
RS e N e [ G DN CRu AL
J=
Entao:
-ty + G*1) (it=y)
fe) = oLem 3. m‘l)(-ljjm jmeg dyd
1 2T -_0( j -1) .. m-1 yat
Fen) A= -0 (-3
it{j+1--T—T.1 }
m-1 ' . (® (o g 1 .
= 7%:m R (m;'l)(-l)J J [J g T L e_Y(J+l)dy
j=0 -= 0 (1-3ih

Como t=-iy € um polo de ordem m-1, a integral se anula

para j > _f%j'-l’ portanto:

g
1 - =
[—(—)—g 3 - 1 . _ym I(TITT‘J"'U "%TT
£, @en o 1 (DI | ot e & ay
pey) 3=0 0
Fazendo k=j+1, temos:
[15] -
¢ an 35 k-1m-1y 1 _,  m-2 J“’ ele 87 ,
1 (t) =m 2 (-1) (k_l)(_Tﬂ' ) '(m_z): Yy
) g 0
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[—(Ul ]
g
" wpily R DD iy - o™ ™
= g g
1
caoen 1 R 0 D)t

Multiplicando pelo Jacobiano, (_%TT)Z’ e calculando a
g

probabilidade de g(l) exceder g, temos:

1[;%]
PeMsg) = nm-1) [° Tr o 0FIEha-gWionag®) -
g =1
[é] k=1 m-1, (1-ke)" >
- -1 T DG S -

[£]

= DM@ a-kg)™ .
k=1

Fisher (1929) publicou uma tabela para P=0,05 e da os
valores de g para varias situagoes, baseado em (3.2.9) e os obti
dos utilizando somente o primeiro termo de (3.2.9), que diferem

do valor exato somente a partir do 49 digito (ver Tabela 3.1).

Os valores criticos tabelados sao percentis da distri-
buigao da estatistica, sob a hipotese nula de que a série consis

te de variaveis aleatorias independentes.



Tabela 3.1

Tabela para P=0,05 e m=5(5)50

g g
. (pela formula exata) (apenas pelo primeiro termo)

5 0.68377 © 0.68377
10 0.44495 0.44495
15 0.33462 0.33463
20 0.27040 0.27046
25 0.22805 0.22813
30 0.19784 ©0.19794
35 0.17513 0.17525
40 0.15738 0.15752
45 . 0.14310 0.14324
0.13149

Sp 0.13135

Fonte: Fisher, Proc. R.Soc. A, 125, 1929

Os valores criticos que nao se encontram tabelados po-

dem ser obtidos por interpolagao linear.

Em 1963, Fisher estendeu essa tabela para m=5(1)50 e

acreScentou P=0,01.

3.3 - Aplicagoes do Teste de Fisher

Como um exemplo de aplicacdo do teste original, consi-
deremos os dados apresentados na Tabela A.1l, os quais sao a mé-
dia mensal de 24 leituras diarias da temperatura de Sao Paulo, ob

tidas pelo IAG-USP.

A Figura 3.1 mostra o grafico da série original, onde
podemos observar a existencia de um periodo aproximado de doze me

‘ses.
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A Figura 3.2 mostra o periodograma da série de tempera

turas e nos evidencia a presenca de um pico no harmonico 8.

0 valor da estatistica de Fisher & 0,77, e ocorre na 82

ordenada.

A entrada mais proxima na Tabela de Fisher (ver Tabela
3.1) & para 50 ordenadas do periodograma, a qual.ao nivel de 95%
de significancia e 0,13135. BN

J L

~ ; . I ¢ Y
Entao, como g(1)>0,13135, o pico, ébrresponéente a -um

periodo de 96/8=12 meses, tem grande significancia estatistica,
o que nos leva a rejeitar a hipotese de que a série consiste de

variaveis aleatorias independentes.

Num outro exemplo de aplicacao foram utilizados os da-
dos relativos a extingdo dos linces canadenses (Lynx Data) apre-
sentados por Moran (1953 a,b), referentes aos anos de 1821 a

1934, dados na Tabela A.2.

A Figura 3.3 mostra o grafico da série original, onde

- - - - ¢
observa-se a existencia de um periodo de cerca de 9 anos. 19
A6

A Figura 3.4 apresenta o periodograma da série do '"Lynx
Data" e confirma a existéncia de um pico pronunciado no harmoni-

co 12.

0 valor da estatistica de Fisher & 0,505, e ocorre na

122 ordenada.

A entrada mais proxima na Tabela de Fisher (por inter-
polacao linear) € para 60 ordenadas, a qual, ao nivel de 95% de

significancia vale 0,12.
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Entao, como g(1)>0,12Q o pico, correspondente a um pe-
riodo de ;%;-=9,5 anos, tem grande significancia estatistica, nos
levando a rejeitar a hipotese de que a série consiste de varia-

veis aleatorias independentes.

3.4 - Extensao do Teste de Fisher

Whittle (1952) estendeu o teste de Fisher para detec-

tar a existencia de r componentes periddicas numa série de tempo.

Sejam Il”"’Im as ordenadas do periodograma nas fre-
quéncias de Fourier de uma série de tempo Xt, t=1,...,n(=2m+1),
e seja 1) § r-&simo maior termo dessa sequéncia; entao podemos
obter o teste para a segunda maior ordenada pela omissao do ter-
mo I(l) no denominador da estatistica‘g(l), dada por (3.2.4), e
substituindo m por (m-1) na distribuicao de g(l).

-

Entao, se a maior ordenada I(l) € significante, nods po

demos testar a segunda maior ordenada pi2 usando a estatistica:

(2)
g(?) - L : | (3.4.1)
o= m 1)
[ 1I.]-1I
ghLe
e nos referirmos a distribuigao g(l) de Fisher com (m-1) graus

de liberdade.

Se a segunda maior ordenada for significante nos conti
nuamos com o procedimento acima para testar a terceira maior or-
‘denada, e assim por diante até que nao se obtenha um resultado sig

nificante.
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Dessa maneira, nos podemos detectar a existéncia de s

componentes peridodicas numa série de tempo.

Grenander e Rosemblatt (1957) e Hannan (1970), mostra-

ram que a probabilidade P_, de que g(r) exceda o parametro g €:

03 Ta-)"t
] T BIGED R

: k
: ) (3.4.2)

onde k=[%] :

Notamos que (3.2.9) € um caso particular de (3.4.2) pa

ra r=1, e sua demonstracao pode ser obtida de maneira analoga.

Shimshoni (1971) fornece tabelas para varios valores

de m e P=0,01 e P=0,05 (ver Tabela 3.2 e 3.3).

Tabela 3.2

Parametros de Significancia para Componentes Periddicas
P=0,05 e m=5(5)50

m/r 1 2 5 ' 10
5 0.68377
10 0.44495 0.26511
15 0.33461 0.21016 0.10738
20 0.27040 0.17547 0.09559 0.07324
25 0.22805 0.15139 0.08612 0.06768 0.05008
30 °0.19784 0.13360 0.07846 0.06275 0.04777
55 0.175135 0.11986 0.07215 0.05847 0.04540
40 0.15738 0.10890 0.06687 0.05475 0.04315
45 0.14310 0.09993 0.06238 0.05150 0.04108
50 0.13135 0.09244 0.05851 0.04865 0.03918
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Tabela 3.3

Parametros de Significancia para Componentes Periodicas
P=0,05 e m=100(100)3000

m/T 1 2 5 10 25 50
100  0.07378  0.05425 0.03704 0.02702  0.01584  0.00827
200 0.04074 0.03098  0.02234  0.01726  0.01150 0.00760
300 0.02861  0.02211 0.01635 0.01296 0.00909 0.00644
400  0.02222  0.01735 0.01303 0.01048  0.00757 0.00557
500 0.01825 0.01435 0.01090 0.00886 0.00652 0.00492
600 0.01552  0.01228 0.00940 0.00770 0.00575  0.00441
700  0.01353  0.01075 0.00829 0.00683 0.00516 0.00401
800 0.01201  0.00958 0.00743  0.00615 0.00469  0.00368
900 0.01081 0.00865 0.00674 0.00561 0.00431  0.00341
1000 0.00984  0.00790 0.00617 0.00516 0.00398 0.00318
1100  0.00904 0.00727 0.00570  0.00478  0.00371  0.00298
1200 0.00836  0.00674  0.00530  0.00445 0.00348  0.00280
1300 © 0.00778  0.00628  0.00496  0.00417  0.00327 0.00265
1400 0.00728  0.00589  0.00466  0.00393  0.00310 0.00252
1500 0.00684  0.00554  0.00440  0.00372  0.00294  0.00240
1600 0.00645 0.00524  0.00416 0.00353  0.00279  0.00229
1700  0.00611  0.00497  0.00395 0.00336  0.00267 0.00219
1800 0.00580 0.00472  0.00377  0.00320  0.00255 0.00210
1900  0.00553 0.00450 0.00360 0.00306 0.00245 0.00202
2000 0.00527 0.00430. 0.00344 0.00294 0.00235 0.00195
2100 0.00505 0.00412 0.00330 0.00282 0.00226 0.00188
2200 0.00484  0.00396  0.00318  0.00271 0.00218  0.00181
2300 0.00465 0.00380 0.00306 0.00261 0.00211  0.00175
2400 0.00447  0.00366  0.00295 0.00252 0.00204  0.00170
2500 0.00431 0.00353 0.00285 0.00244  0.00197  0.00165
2600 0.00416  0.00341  0.00275 0.00236 0.00191  0.00160
2700  0.00402 0.00330 0.00267 0.00229 0.00186  0.00155
2800 0.00389  0.00320 0.00258  0.00222 0.00180  0.00151
2900 0.00377  0.00310 0.00251  0.00216 0.00175 0.00147
3000 0.00365 0.00301 0.00243 0.00210 0.00171  0.00144
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A distribuicao dada por (3.4.2) nos da um teste apro-
pfiado para o caso em que nos sabemos que se a hipotese nula &
falsa, Xt deve conter exatamente s componentes periodicas, sendo

s conhecido a priori.

Entretanto, se o numero de termos periodicos € desco-
nhecido, nos nao podemos simplesmente aplicar o teste sequencial
mente, desde que a distribuicao dada por (3.4.2) permanece vali-
da somente sob a hipotese nula e se a maxima ordenada do periodo
grama € significante, a hipotese nula para a r-€sima maior orde-

nada do periodograma (r>1) nao € mais apropriada.

3.5 - Aplicagao

Como um exemplo de aplicacao do teste descrito na se-
cao anterior, consideremos os dados da Tabela A.3, referentes a
série de precipitacdo anual de chuvas em Fortaleza, Ceara, no pe
riodo de 1849 a 1979, e vamos testar a existéncia de um certo nu

mero de componentes periddicas usando a proposta de Whittle.

A Figura 3.5 mostra o grafico da série original, para

a qual estudaremos a existéncia de tais componentes.
A Figura 3.6 apresenta o periodograma desta série.

0 valor da estatistica g(l) € 0,136, e a entrada na Ta
bela de Fisher (por interpolagdo linear) para m=65, ao nivel de

-

95%, e 0,0961.

Entao, como g(l)>0,0961, o pico correspondente a um pe
riodo de 131/10=13,1 anos € significante, e nos leva a rejeitar
a hipotese nula de que a série consiste de variaveis aleatorias

independentes.
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Realizando o teste para a segunda maior ordenada obser

vamos que g(2)=0,1012.

A entrada na Tabela de Fisher para m=64, ao nivel de

95%, e 0,0984, e como g(2)>0,0984, 0 pico correspondente a um pe

riodo de 131/5=26,2 anos & significanté.

Realizando o teste para a terceira maior ordenada, ob-

servamos queAg(3)=0,0623.

A entrada na Tabela de Fisher para m=63, ao nivel de

- 95%, vale 0,1008.

- Como g(3)<0,1008, rejeitamos a existéncia de um perio-

do de 131/36=3,64 anos.

Logo, de acordo com este teste, a série de Precipita-
coes de chuvas de Fortaleza, Ceara, apresenta dois periodos, de

13,1 anos e 26,2 anos.

Observacao: Um método alternativo proposto por Shimshoni (1971)

consiste em testar sequencialmente as ordenadas do periodograma
pela ordem de grandeza, sendo m fixo e r variavel em fungao da or

denada a ser testada.

Um fato que foi possivel observar, através da compara-
¢ao dos dois métodos, € que o procedimento de Shimshoni aceita

picos rejeitados pelo método de Whittle acima descrito.



CAPITULO 4

ANALISE DE ESPECTROS MISTOS

4.1 - Introducao

Neste capitulo discutiremos o problema de separar com-

ponentes espectrais discretas e continuas.

O pioneiro em tratar da analise espectral foi Schuster
(1898), cujo método da analise do periodograma & aplicavel a es-

pectros puramente discretos.

Posteriormente, varios métodos foram propostos ao tra-
tar com espectros puramente continuos, que permitissem uma anali
se modificada do periodograma e a estimacgao da funcao densidade
espéctral, dentre os quais temos Daniell (1946), Bartlett (1950),

Grenander e Rosemblatt (1957) e Parzen (1957,1958).

Entretanto, a esfimagiq da funcao densidade espectral
e apenas um aspecto da analise espectral, pois ﬁm processo esta-
cionério-geralmente tem um espectro misto, isto &, contém compo-
nentes discretas e continuas, e os métodos considerados pelos au

tores citados acima sao inadequados nestas situacgoes.

Neste capitulo, nos sugerimos dois métodos para sepa-
rar e estimar componentes discretas e continuas, sem conhecimen-

to prévio da frequéncia ou amplitude das componentes harmonicas,
-36-



as quais constituem o espectro discreto, mas assumindo somente
que a largura de faixa da funcao densidade espectral € conhecida

ou tem um limite inferior conhecido.

Um processo estacionario com espectro misto pode ser
descrito pelo seguinte modelo:

X, = T HE, ' (4.1.1)

onde X, € o processo observado, Y, € o processo estacionario com

t
funcao densidade espectral absolutamente continua e Zt € o pro-

cesso estacionario com espectro discreto.

Assumimos que Yt € um processo linear da forma:

8¢y (4.1.2)

<
)
W™ 8

u=0

onde €, € o processo ruido branco dado pela Definigao 2.2.4.

t
Para garantir a estacionariedade do processo, os coefi

cientes {gu} devem satisfazer:

oo 2 o]
I gi<e e I ulg |<= (4.1.3)
u=0 ¢ u= -

ou (equivalentemente):

g, = oc—Elu1 ), k>2 (4.1.4)

Seja yy(s) a fungao de autocovariancia de Ty s

vy(s) = E[Y Y, (] ‘ (4.1.5)



= 38 =
e f(w) a sua funcgao densidade espectral:

£y ) = o~ s=§wa(s)e‘1“5, —TSWET (4.1.6)

0 processo Z. € a soma de k componentes harmonicas, da

forma:

M=

lAi cos(wit+¢i), (4.1.7)

onde {¢i} sdo independentes e uniformemente distribuidos em (-m,m)

e {Ai}.e {wi}, i=1,...,k sao constantes desconhecidas.
Seja v, (s) a fungao de autocovaridncia de Z., dada por:
(s) = E[2.2 1 =1 3 A2 4.1.8
Yy (s) = tlee|s|d T 3 S cos (sw;), (4.1.8)

Finalmente, YX(S)=EExtXt+|sl] denota a funcao de auto-

covariancia de Xi-

4.2 - 0 Teste de Whittle

Dado o conjunto de observagoes Xl,...,Xn, definimos o

- periodograma (ligeiramente modificado em relagao a (2.3.3)), por:

M3

X, o 10E[2 (4.2.1)

@ = gl Zx

t=1

e IY(w)'e Ie(w) sendo definidos similarmente para Yt e €.
Sabemos que:

IY(w)NZNfY(w)Ie(w) | ; (4.2.2)
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(ver Bartlett, 1955, pg. 279).

' Iy(w)
- b 4
Entao, para n grande e de (4.2.2) temos que ZﬂfY(w po
de ser considerado como o periodograma do processo ruido branco,
e a existéncia de componentes harmonicas pode ser testada apli-
. Iy(w)
cando o teste de Fisher para o periodograma normalizado’——z;———.
2TEy (W)

Se fY(w) fosse uma funcao conhecida, a maneira natural

Iy (w)
de tratar o espectro misto seria calcular as ordenadas I S
ZﬂfY (w)

nas frequencias de Fourier wj e considerar a estatistica g, dada

por:

.=1T?f_,m[lx(“j)/z“fY(“j)]

[1x (j)/2mfy (05)]

(4.2.3)

Mas em geral fY(w) € desconhecida e para utilizar a es

tatistica g € necessario estimar fY(m) do processo observado Xt'

Whittle (1952) sugere o estimador do periodograma trun

cado, dado por:

£-1 _
-~ 1 '
fy(w:) = £  Cy(s) cos(w:s), 4£<n, (4.2.4)
XY 2m s=- (L-1) X i ]
onde
1 Ii-IS|
CX(S) = H z tht+|5|

€ a auto-covariancia amostral de lag s.

Substituindo (4.2.4) em (4.2.3), temos:
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.=1max m;x(wj)/ZHfY(wj) . ;
g:L""’ (4.2.5)

m -
21 L1y (ws)/2nEy (w5)]

j=

Sob a hipotese nula de que o espectro € puramente con-
tinuo, isto €, que Ai=0’ ¥i, g ainda € assintoticamente distri-

buida como a estatistica de Fisher com m graus de liberdade.

Entretanto, se rejeitarmos a hipétese nula, existe uma
componente harmonica na frequéncia w;, que acarreta uma contri-
~ buigdo a E[F,(w;)].

Para determinar essa contribuigéo vamos calcular E[fY(wi)].

De (4.2.4), temos:

' £-1 '
r- - 1 .
E[fY(wi)] = E[z—TT s_=-(Z£-1)CX (s) cos(swi)]

2-1 n-|s] '
= EET— z (%‘ z tht+|s|) cos(swi)]
T s=-(£-1) t=1 _

1 £-1 1 n-|s
ok z cos (sw;).= E[ X, X

]
s=-(£-1) t=1 t+]s|

Substituindo (4.1.1) temos:

£-1 n-|s
1 E 1
= = cos(sw.) = E[ & (Y +Z_)(Y +Z )]
2T 5= (£-1) T E T g e ee]s| s
| . zgl A ) n-|s| - n-|£s|Z . ]
77 s=-(£-1) ©05(su)-m BEL B YeXeugt B Zilees)
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2-1 - 2-1 n-|s| k

1 1 1 1 42 2
= = z Y- (5) cos{(sw;)* z = E 2 A% cos” (sw; )
Como YY(s) tende a zero para.lags muito afastados, te-
mos:
- 2-1 n-|s|
= » 1 1 1l 2 2
Bl:fY(wi)] = fY (“’i)*‘ T z = z -Z—Ai cos (S'wi) .

s=-(£-1) t=1

pois se rejeitarmos a hipdtese nula, existe uma componente harmo

nica na frequencia w;, com amplitude A,#0.

£-1 '
= fy(w;) # L z E-—lilAi cos? (sw,)

AT g=-(L-1) n

Passando ao limite temos:

£-1

: - _ | n-|s| ,2 2
lim E[f,(w.)] = f,(w.)+1lim g — 121 AY cos”(sai;)
AR5 v a T3 e 4 s=-(L-1) n i 1
£-1
1 ,2 2
= f,(w.) +-—A; z cos“(sw.) =
Y i 4 ls=—(£—1) i

1 2
fY(UJi) + ﬁzAi.

" . T8 2
Ou seja, E[fy(w;)] = £y () + 7= LAS.
Isto significa que a contribuigao da frequéncia Wy a
. s 1 5.2
E[fY(wi)] € F-LA].

Entao, o efeito de estimar fY(w) por fY(w) é reduzir a
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altura da maior ordenada do periodograma pelo fator 0(£) e, con-
sequentemente, diminuir o poder do teste de significancia basea-

do em g(l).

Para evitar isto, Whittle (1952) sugere um estimador mo
dificado de fY(m), denotado por %Y(w), obtido a partir de %Y(w)
peia omissao de todos os picos de %Y(w)’ 0S quals suspeitamos que

sejam devidos a presenca de componentes harmonicas.

Este procedimento acarreta um grande risco ao omitir pi
cos em fY(w) e assumir que eles s3o devidos a termos harmonicos,

antes que a existéncia de tais picos seja detectada pelo teste.

A maior dificuldade nesta abordagem € em distinguir pi
cos no espectro continuo e picos devido as componentes harmoni-

\

cas.

4.3 - 0 Teste de Bartlett

Um teste alternativo sugerido por Bartlett (1957) se
baseia na separacao de picos espectrais em fungao de sua largura

de faixa.

Segundo Bartlett, dado um nimero finito de observagGeS
e nenhuma outra informacao, & dificil, qualquer quevseja'o mé
todo, distinguii entre picos'devidos a componentes harmonicas e
picos do espectro continuo cuja largura seja arbitrariamente es-

treita. Esta separacao depende da razao ruido/sinal.

A largura de faixa de fY(w) pode ser definida como a
largura do pico mais estreito, e desde que a base do teste do pe

riodograma para componentes harmonicas esta no fato de que elas
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podem produzir picos no periodograma, € claro que, dada uma amos
tra de n observacoes, € impossivel distinguir entre componentes
harmonicas estritas e picos do espectro continuo cujas larguras

~ 1
sao da O(H)'

Entao, para tornar o problema tratavel nos faremos a su
posicao de que o espectro continuo fy (w) nao tenha nenhum pico
cuja largura seja menor que k', onde k'» %, e cuja largura de fai

xa seja B.

Entao o teste pode ser obtido agrupando as ordenadas

do periodograma.

Seja k=[k'] e dividimos as % ordenadas do periodograma

n : . .
em Efg] conjuntos, cada um com k ordenadas, da seguinte maneira:

Ligsnwyelyizd PPERTY IO P | PP | %
1’ ] k*) k+la ] zk, ’ ’ ’
L] k1 £

Seja Tk dado por:

Ip,/waY(mp,)

k Lk '/ ’
g » I_/27f,,(w_ )

p=(L-1)k+1 P YP

]
]

onde_

) I,

= max I_/21f,, (w_)
z“fy%“p'j (-1)k+1<p<ek P Y P

A estatistica Tk tem assintoticamente a mesma distri-

buicao que a estatistica g(I) de Fisher com k graus de liberdade
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e pode ser usada como base do teste para o espeétro misto, levan
do em conta o fato de termos restringido a largura de faixa de
fY(w), o que torna f(w) aproximadamente constante na regiao con-

siderada.

Entao T, pode ser aproximada pof:

N

g{B) = B (4.3.2)
N |

o™
L

Entao, mesmo quando fY(w) € desconhecida, o teste pode
ser realizado considerando géB) como a estatistica de Fisher com

'k graus de liberdade.

Sejam M' e m' os limites superiores e inferiores de
f(w) na regiao considerada, e como ja assumimos que f(w) nao tem

'
- picos cujas larguras sejam menores que k', entao %%-42, logo:

- M (B) M'
Tk(z ET) < 8y ¢ T o (4.3.3)

k
Mesmo assim géB) pode diferir consideravelmente de Tk’

podendo-se chegar a um géB) quase duas vezes maior que Tk.

Para obter uma boa aproximagao de Tk devemos conside-

rar a escolha de k.

A maneira de obter uma boa aproximagao para Tk seria to
mar k muito menor que a largura de faixa de fY(w) e com isso re-

. - M
duzir a razao e

Entretanto, a menos que fY(w)_tenha uma largura de fail

xa grande, este procedimento nos levaria a um gﬁB) com um numero
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muito pequeno de graus de liberdade.

Entdo, nao parece haver qualquer critério sistematico
para a escolha de k que consiga reter graus de liberdade suficien

tes para dar razoavel poder ao teste e que reduza a razao %—.

1

Mesmo assumindo que nos pudessemos obter um grau de pre
cisao suficiente para testar gﬁB) usando Tk’ restaria ajustar o
nivel de significancia do teste de modo a proceder a escolha do

subintervalo cujas ordenadas estao sendo testadas.

Se nos escolhessemos um nivel de significancia o para
o teste original de Fisher, entdao o nivel de significancia apro-

priado para o teste baseado em géB) seria a'=ak/[% A

4.4 - 0 Teste de Hannan

Hannan (1961) considera o problema de testar se uma com
ponente peridodica corresponde a um salto na fungao distribuigao

espectral F(A).

A diferenga substancial neste método € o uso de um es-

timador suavizado de f(A) para detectar picos no espectro.

Testaremos a hipotese nula de que F(A) € absolutamente
" continua, com derivada f(A), a qual € uma funcgao relativamente

suave, contra a hipotese alternativa de que F(A) tem um salto.
Seja Xt, t=1,...,n um processo linear dado por (4.1.1).

Se f(w) & conhecida a priori e nio tem zeros em [-m,T],

nos podemos formar as quantidades kn(Aj), dadas por:

I(A.)

k(A;) =2_1rf—(i?)_’ j=1,...,m' O (4.4.1)
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Neste caso o teste sera dado por:

max k(xj)
§ = 3=1,$..,m (4.4.2)
T k(A.)
e B

Mas, em geral, f(A) nao € conhecida e precisamos estima-1la.

Entretanto, sob a hipotese alternativa, para A na vizi
nhanga do ponto de salto de F(A), este procedimento pode nos le-
var a um estimador de f(A) que € afetado pela presencga do salto,

cuja existeéncia queremos testar.

Seja f(l) um estimador suavizado de f(A), dado por:

O J“ W(A-0)T(06)de, | (4.4.3)
-

onde W(A-6) & uma janela espectral escolhida adequadamente.

Substituindo (4.4.3) em (4.4.1) temos:

- I(As)
k(r.) = J

- =~ j=11"'am (4'4'4)
J 2mE (A5)

Entao, a estatistica do teste sera dada por:
max E(Aj)

8 = j=l,...,m ; (4.4.5)
k(A.
( J)

n~ms

j=1

que tem aproximadamente a distribuigao de Fisher com m graus de

liberdade.
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Outra maneira de estimar -f(A) seria aplicar uma regres
sao em cada frequéncia Aj’ para todo j, antes de estimar f(Kj),
que denotaremos f*(lj); mas o problema nao sera considerado des-

sa forma, pois o numero de regressoes seria proibitivo.

Neste caso (4.4.5) seria dada por:

v = Itbeen (4.4.6)
L k*(A)
j=1 J
Para n grande verificamos que:
m
Z k*()\.)
j=1 J .
n nte
com probabilidade 1.
Entao (4.4.6) poderia ser escrita como:
max k*(xj)
g* ='J=1""ﬁm (4.4.7)

Para evitar a influéncia do salto em %(A), cuja exis-

téncia queremos testar, Hannan (1961) sugere que f(lj) seja subs

tituido por:

f(A.) === W(0O)I(A.
i 04) -5 WOI0H) e
J 8n2
1--—3— W(0)

onde W(0) € o valor da janela espectral na frequencia zero.



Com isto o teste se torna satisfatdrio quando a hipote
se nula nao € verdadeira, ‘devido a presenca do pico, o qual sera
induzido em %(A), tornando o estimador f(A) aproximadamente nao

viciado.

4.5 - Desvantagens dos Metodos Apresentados

Resumimos a seguir alguns aspectos que tornam insatis-
fatoria a utilizacao do teste de Whittle, de Bartlett e de Han-
nan.

i) O teste de Whittle fica extrehamente limitado ao exi-

gir a estimacgao da funcao densidade espectral.

ij) Pode-se demonstrar que quaisquér cdmponentes harmoni-
cas presentes produiem picos na funcao estimada, os quais, se nao
forem removidos reduzem o poder do teste de tal maneira que ele
nao detectaria a existéncia de componentes harmonicas mesmo para

amplitudes razoavelmente elevadas.

Por outro lado, a remogao destes picos antes do teste
ser aplicado equivale a afirmacao de que os picos sdo devidos a
componentes harmonicas antes que o teste, cujo principal objeti-

vo € detecta-las, seja aplicado.

iii) O teste de Bartlett em geral € mais poderoso que o tes

te de Whittle, mas apresenta grandes dificuldades na escolha de k;

\J

iv) Ha um compromisso entre reduzir %T e reter graus de 1i

berdade suficientes;

'v) Mesmo apos a escolha de k, o erro ao substituir Tk por

géB) pode ser extremamente sério.
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vi) No teste de Hannan, o vicio do estimador de f(A)nos le
va a uma reducgao na estatistica k(kj) e, consequentemente, a um
teste de poder menor.

vii) O salto pode ocorrer entre duas frequéncias Aj = 3%1 e
i . . ” . p .
Ak,zzﬁk’ j#k, e com isso nao seria possivel remover o seu efeito

na estimagéo de f(A), nos impedindo de distinguir entre um salto

em F(A) e um pico agudo em f(A).

4.6 - Aplicacgoes

Para verificar a validade dos trés métodos apresenta-
dos, faremos uma aplicacao as séries de temperaturas, '"Lynx Data"

e precipitacoes de chuvas, apresentadas no Apendice.
A) Teste de Whittle
O teste de Whittle usa a estatistica

ot 2T )

m b
:1 [Ix(wj )/ 21y (05)]

Serie de temperaturas

A maxima ordenada do periodograma normalizado ocorre

em j=8 (w8=-%g%§-=n/6), entao:

i [1g/2mE (wg)]
&7 73 _.
El[lj/ZﬂfY(wj)]

= 0,823

J

Podemos entao nos referir a g como a distribuigao de



Fisher como %-=48 graus de liberdade, e ao nivel de significan-

cia o=5% temos que o valor critico & 0,13135, e representa que o

resultado € significante ao nivel de 5%.

Logo, rejeitamos a hipotese nula de que o espectro € pu
ramente continuo, e concluimos que existe uma componente harmoni

ca na frequencia wg, cujo periodo € 12 meses.
Serie do "Lynx Data"

A maxima ordenada do periodograma normalizado ocorre em
_2TX12 . m

J=12 (wlz -W—g), logO g=0,520.
.Entdo, ao nivel de significancia a=5%, o valor critico
€ 0,12, e como g>0,12 rejeitamos a hipotese nula de que o espec-

tro € puramente continuo, concluindo-se a existéncia de uma com-

ponente periodica, com periodo de 9,5 anos.

Serie de Precipitacoes

A maxima ordenada do periodograma normalizado ocorre em

‘o 2 2mX10 . ™ = ”
j=10 (wlo 31 6), entao g=0,145.

Logo ao nivel de significancia o=5%, o valor critico €
g>0,0964 e como g>0,13135 aceitamos a existéncia de uma componente

periodica com periodo 13,1 anos.

A segunda maior ordenada- do periodograma normalizado o

corre em j=5, e o valor do teste € g=0,092.

Ao nivel a=5%, o valor critico € 0,0699, 1logo como g>
>0,0699 verificamos a existéncia de um periodo secundario de 26,2

anos.

A terceira maior ordenada ocorre em j=36, e o valor de



-

g e 0,056.

0 valor critico € 0,061 e como g<0,061, rejeito a exis

tencia de um terceiro periodo de 3,64 anos.

B) Teste de Bartlett

Aplicamos agora o teste de Bartlett, ou do periodogra-

ma agrupado, para cada seérie, com k=5,10,20.

A estatistica do teste eé:

(B) _
81 mix Ip,/IZ(Ip

éB) sao dados na Tabela 4.1.

Os valores obtidos para g
Escolhendo um nivel de significancia a ao aplicar otes
te de Fisher para k ordenadas, obtemos um nivel de significancia

aproximado para géB), dado por a'=uk/[%].

Tomando a=5% e usando apenas o primeiro termo de (3.2.9),

os valores criticos de gﬁB) sao, aproximadamente, dados por:

0,05xk

k-1
——_ = k(l-g)
11
]

e se encontram na Tabela 4.1.

0 valor géB) € significante ao nivel de 5% para as sé-
ries de temperaturas e Lynx Data, enquanto que os valores de g{g)
e ggg) sao altamente significantes para ambas as séries, fato que
deve ser analisado com cautela desde que sua validade requer que

a fungao densidade espectral seja constante numa regiao muito

grande.



- B9 =

Tabela 4.1

Teste do Periodograma Agrupado

Série k| glP g

5 | 0,9517 | 0,8203
Temperatura 10 0,8997 0.5337
20 | 0,8044 | 0,3033

5 | 0,8391 | 0,8279
Lynx Data 10 | 0,7508 | 0,5425
20 | 0,5746 | 0,1917

5 | 0,5657 | 0,8335
Precipitacgoes | 10 0,4286 0,5492
' 20 0,2893 | 0,3143

A maior ordenada do periodograma para a série de tempe
ratura e Lynx Data ocorrem em j=8 e j=12, respectivamente, acar-
retando a existéncia de um periodo de 12 meses e outro de 9,5

anos, respectivamente.

Portanto, pela natureza geral dos resultados apresenta
dos para a série de temperaturas e Lynx Déta, concluimos que os

dados tem a estrutura de espectro misto.

O mesmo nao ocorre para a série de precipitacgoes, onde

géB) € inferior ao valor critico para k=5,10 e 20, nos levando a

concluir que eventualmente a estrutura da série ndo €& a do espec

tro misto. Isto pode ser explicado pelo fato da série apresentar
(B)

varios picos, fazendo com que a estatistica g nao assuma valo

res muito altos.

Concluimos entao, que o teste de Bartlett se revela

mais poderoso para série que contém uma componente periodica.



Mas, para séries que contém duas ou mais componentes
seu poder cai sensivelmente, podendo nao detectar a existéncia

mesmo da primeira.

C) Teste de Hannan

O teste de Hannan usa a estatistica

max  k(X.)
g _j=1l,s..,m J

k()

m
X
j=1

Serie de Temperaturas

A maior ordenada ocorre em j=8, resultando §=O,823, e
ao nivel de significancia de 5% o valor critico € 0,1313, resul-
tando numa rejeigao da hipotese nula, e aceitando a existéncia de

um periodo de 12 meses.
Serie do "Lynx Data"

A maior ordenada & em j=12, resultando $=0,520 e ao ni
vel de 5%, o valor critico e 0,12, o que nos leva a rejeitar a
hipotese de que o espectro € puramente continuo, donde a existen

cia de uma componente periodica de periodo 9,5 anos.

Serie de Precipitagodes

A maior ordenada ocorre em j=10 resultando §=0,145, e
ao nivel de 5% o valor critico € 0,13135, nos levando a aceitar

a existéncia de um periodo de 13,1 anos.

Testando os picos de menor grandeza pela ordem de mag-

nitude observamos que a segunda maior ordenada & S=0,092, e o va



lor critico correspondente € 0,0699. Com isto aceitamos a exis-

téncia de um periodo de 26,2 anos.
A terceira maior ordenada ocorre em j=36 e o valor de

S & 0,056 e como S<0,061, que € o valor critico, rejeitamos a exis

téncia de um terceiro periodo.

Notamos que o Teste de Hannan apresenta os mesmos re-
sultados que o Teste de Whittle, fato que ja era esﬁerado devido
a escolha da janela W(8) como a janela do periodograma truncado,
e pelo fato que a melhora que Hannan apresenta ao tornar o tes-

te nao viciado € mais no sentido tedrico que no pratico.



CAPTTULO 5

0 TESTE P(2)

5.1 - Introdugao

No capitulo anterior discutimos alguns aspectos da ana
lise de processos com espectros mistos, isto €&, processos cujo es
pectro contém componentes discretas e continuas, e consideramos
trés tipos de testes para detectar a presenca de componentes har
monicas.

Observamos que esses testes, os quais se baseiam naana

lise do periodograma, apresentam varias desvantagens.

Neste capitulo desenvolveremos o método do correlogra-
ma, proposto por Priestley (1962), que se baseia na analise mais

direta da funciao de autocorrelacgio.

5.2 - 0 Teste P(1)

Consideremos um processo estacionario Xt dado por (4.

1.1) e com fungdo de autocovariancia dada por:
Yx(s) = vy(s)*+v,(s), (5.2.1)

onde YY(s) e YZ(S) denotam as funcoes de autocovariancia de Yt e

Z, respectivamente.

t -55~-
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Como Yt tem espectro puramente continuo, entao YY(S)
pode ser expressa como a transformada de Fourier da funcao densi
dade espectral continua, e sabemos que, neste caso, YY(s)—g?;+0,

isto €, valores muito afastados no tempo sdao aproximadamente nio

correlacionados.

Por outro lado, YZ(s) consiste de um certo numero de

ondas seno com a mesma frequéncia que Zt ,» € que Y, (s)—7#0,st=,

Consequentemente, Yx(s) pode oscilar com amplitude va-
riavel na parte inicial da fungao, mas ira se estabilizar a uma
“oscilacao regular, da mesma forma que Yz(s) a medida que s cres-
CEs |

Entao, o fato que nos permite distinguir entre um pro-
cesso com espectro misto de um processo com espectro puramente

continuo € o comportamento de Yx(s) para s grande.

Daniels (1946) mostrou que ha uma relacao entre a lar-
gura de faixa da funcgao fY(w) e sua transformada de Fourier, is-
to €, se YY(s) € a transformada de Fourier de fY(w) entao quanto
maior a largura de faixa de fY(w) mais estreita sera a de YY(s),
isto €, a razao pela qual XY(s) decresce dependerda iargura de

faixa de fY(w).

"No capitulo anterior vimos a necessidade de restringir
a largura de faixa de fY(w) em relagao do numero de observacoes,
e aqui podemos igualmente especificar essa restricao em termos

da razao do decaimento da fungao de autocovariancia Yy (s).

Logo, dada uma sequéncia de n observagoes, podemos as-

sumir que existe um inteiro m<«n, tal que YY(S)NO para |s|>m.
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Como estamos pesquisando a existencia de componentes
harmonicas podemos entao realizar a analise harmonica da cauda
da fungao de autocovariancia.

Seja
n

z Cx(s) cos (sA), (5.2.2)
s|=m

POV = o= |

onde Cx(s) € a funcao de autocovariancia amostral, O<A<T e n'<n.
Iremos testar a hipotese nula Hy de que X, tem um es-

_pectro puramente continuo contra a hipotese alternativa de que

Xt contém uma componente harmonica com frequéncia Ap-

Sob a hipotese nula YZ(S)=O, ¥s e do fato que YY(S)%O,

|s|>m, segue que:
E[P(A)] ~ 0, ¥A (5.2.3)

Pode-se demonstrar também (Priestley, 1957) que:

2
£y (A) , 2
YN ont U 2m
n- 3 am* =) i
Var [P(A\)] ~ - , (5.2.4)
2£,(0) .. 2
Y 2n 2m- -
—a— 3z -+ ). A0
e
cov [P(A), PEA")] ~vo (), AAA (5.2.5)

Entretanto sob a hipotese alternativa temos que:

1
0, |A—80|»>O(ﬁ)

E[P(V)] = {

O(n'-m), ANAO
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Com base nestes resultados € possivel construir um tes
te de significancia baseado em P()A) para detectar a presenca de

componentes harmonicas observando os picos dessa funcao.

Como nao ha necessidade de restringirmos a discussao
da funcao dada por (5.2.2), podemos considerar uma expressao mais

géral, da forma:

n'-1
-1 (1) (2)
P(A) = 5= ) w3, -w Ty (s), (5.2.7)
Zm s=-(n'-1) °=-0 » A ls,m,A X 7
~onde w(l) e w(2) sao duas sequencias de funcoes peso men-
s,n',A S,m,A q < p 2
cionadas no Capitulo 2.
Notamos que (5.2.7) se reduz a (5.2.2) para wélg. )y €
(2) :
We m, A dadas por:
cos(sA), |s|<n'
(1) -
W ' e (5.2-8)
S,Il ,}\ O, Islznl
e
f(cos(s ), |s|<m
wi? - (5.2.9)
9 iil, 0, |5|2m
N . . | (1) - (2)
Para simplificar a notacgao denotaremos e ot 3 BWS oo%

1) . 2 : : s
por Wé ) e W§ ), respectivamente, mas sem esquecer a dependencia

dessas funcoes dos parametros n' e m, respectivamente.

Se as duas sequencias de pesos wgl) e wéz) sao escolhi

das de modo que m=0 (n')——», entao vale o seguinte teorema
nte
(Priestley, 1962 a):
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Teorema 5.1 - Seja um processo linear Xt e duas sequéncias de pe

(l) (2) =3 = ' ©
sos w7 e w "/, tais que m=o0 (n )_H?;* .

Entao, se ZtEO, temos:

i) 1im E[P(\)] = 0

N+

2
ii) var[P(A)] ~ E_nﬂ_) g[ws(l)_ws(Z)]z

i11) Cov[P(A), P(A')] ~ 0(&), onde [x-x']»%.

Seja m' um inteiro tal que m'=o(m)—ﬁ7;+m e vamos subdi
2m

vidir o dominio (0,m) em intervalos de comprimento =

Vamos definir as somas acumuladas normalizadas, Jq, co

mo:
_ n 1/2 4 2T g 1,
Jq‘ (m) EP(TE)’~q_O’°"’[7m]’ (8.2.170)
onde

A

i ® TP P17 0 var 2O

(A)

Em geral, An' m=0(n), de modo que a correlagao entre

P(A) e P(A'") tende a zero quando n tende a infinito.

Como os termos da soma dada por (5.2.10) sao assintoti
camente independentes podemos fazer uma analogia entre eles e o

passeio aleatorio (Bartlett, 1955), obtendo‘assimi



- 60 -

lim P max (Jq)sao = P[ max (n(q))<ag) (5.2.11)
n-+eo 0¢ irgs . _ 0gqgm

onde n(q) € um processo normal com média zero.

Notamos que o lado direito de (5.2.11) pode ser inter-
pretado como a probabilidade que o paséeio aleatorio n(q) nao se

ja absorvido na barreira ag-

Entao:

max (Jq)
0< %H%T—Clsn
lim P 177 S %] © 20 (ag)-1 = A(ao), (56.2.12)

n->-« [7]_F G (‘n )]

onde & & a funcdo distribuicdo da normal padrio e
T, '
G(m) = J fY(w)dw.
0

Podemos utilizar (5.2.12) para determinar se algum Ai
€ positivo e a correspondente frequéncia w;, mas para isso preci

samos estimar G(mw).

Mas

o

(7.2 1 2
6(n) = jofycw)dw =& 1 Dyl
s_—oo
Logo, se Ai=0, ¥i, um estimador consistente de G(m) €
dado por
m-1

G*(m) = & S=_(zm_l)[cx(gs)]z, (5.2.13)
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Entretanto, sob a hipotese alternativa de que A;>0, pa
ra pelo menos um i, G(m) pode ser estimado por:
1 m-1 2 Zm-1 2
GIn) = 7= E [Cx(s)] -2 Cx(s)] ) (5.2.14)
s==(m-1) s=m
Pode-se entao testar que Ai=0; ¥i, contra a hipotese
alternativa de que Ai>0 para pelo menos um i, usando a distribui

gao de Jq,mencionada acima.

Sob a hipotese nula Jq satisfaz a equacao (5.2.12), pa

ra n grande.

]
Entretanto sob a hipotese alternativa Jq=0(/%%—), onde

%%ﬂ-mmi e assumindo An' m=0(n), (ver Priestley, 1962 a).

Entao, com alta probabilidade, Jq ira cruzar a barrei-
ra og.

Notamos que precisamos considerar apenas a barreira sim
ples, uma vez que sob a hipotese alternativa Jq tende a ser posi

tivo e grande.

Ent3o, o teste de significancia pode ser construido es

bogando-se .o grafico de Jq contra q e determinando se J_ cruza a

q
barreira o,, onde o, & determinado pelo nivel de significancia do

teste, isto €, a, & obtido pelos pontos da distribuicdo normal

1-A(a,)
padrao que dao uma porcentagem bicaudal com ;——7—9—'em cada cau-

da.

5.3 - Algumas Janelas Especiais

Muitas das janelas conhecidas poderiam ser escolhidas

para wél) e wéz), nao havendo nenhuma razdo especial para que
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elas sejam tomadas na mesma classe de janelas.
Mas, do ponto de vista de reduzir o vicio de P(A), uma

""boa'"' escolha seria:

s
l1- ——|cos(s)), <n'
wil) -5 Il (5.3.1)

0, |s|>n'

"que corresponde a W(l)(k)=Fn,(A), ou seja, o nlcleo de Fejer e

|s|
[1- ——]cos(sA), |s|<m
wi?) - B (5.3.2)
O, Js|>m
Como m=o(n'), (5.3.2) € equivalente a:
cos(sA), |s|<m
w(?) - , [5.3.3)
S 0, |s|>m

que corresponde a W(Z)(A)=Dm(k), ou seja, o nucleo de Dirichlet.

Com as janelas dadas em (5.3.1) e (5.3.3) podemos es-

crever (5.2.7) como:

PA) =5 £ [1-—JCy(s) cos(sh) (5.3.4)
S=m .

e neste caso P(A) € independente das m primeiras covariancias.

Assim An' n sera dado por:

n'-Zm +—n|—, X#O,TT
(5.3.5)

0,m



Uma vantagem na escolha destas duas janelas € que nos

podemos remover a restricao m'=o(m).

Como vimos, o valor de m € determinado pela razao do
decaimento de YY(S), ou seja, pela largura de faixa de fY(w), e

m< n'<n.

Mas, se a magnitude do pico em P(X) devido as componen
tes harmonicas € muito pequena comparada com a variancia de p S
sera necessario usar o correlograma completo a fim de detectar

esta componente.

‘Neste caso (5.2.7) sera dada por:

B 1 m-1 _
PN(A) = IN,X(A)' e S=_é;-1)cx(s) cos (sA), (6.3.6)

onde Wél% e Wézi sao nucleos de Dirichlet.

Sob a hipotese alternativa, as amplitudes Ai,i=1,...,k

podem ser estimadas por:

~2 _ 8m o -
Ai mp(wl), 11,...,k A (5.3.7)
As vantagens do teste P(A) consistem na utilizagao de
uma estatistica cujo valor esperado € assintoticamente indepen-
dente de fY(w) e no fato de nao requerer o calculo do correlogra

ma completo, na maioria dos casos.

5.4 - 0 Poder Assintotico do Teste P(A)

Antes de discutirmos o poder assintotico do teste P (M),

consideremos brevemente o poder assintotico do teste classico de
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.Fisher.

A estatistica g(l) utilizada por Fisher & dada por:

1) _ 1)
g I PR
(5]

Sob a hipotese nula de que o processo € independente,
g tem distribuicdo assintotica dada por:

X/ 2 h/z_

P[gzxoj v o1-(1-e ) (5.4.1)

Se nos fixarmos o nivel de significancia a, o valor cri

tico de xg € aproximadamente:

o~ .S
X 2 lOge(Za)’ (5.4.2)

para o pequeno.

Mas, se X(t) contém uma componente harmonica na fre-
quéncia'z%£, entao Iy - (p#£) n3o sao afetadas pelo termo harmo-

nico e tém a mesma distribuigdo que sob a hipotese nula.

Entretanto, IX'E tem uma distribuicao xz nao central,

com fator de nao centralidade A, dado por:

2

nA

k= g (5.4.3)
2oy :

onde AE € a amplitude da £-€sima frequéncia.

Aproximando essa distribuicao por uma pxs, onde p & um

2 2
v

tley, 1949), dados por:

fator escala e x° € uma x“ central, com v graus de liberdade (Har



2
_ 242X _ (2+))
p = — V= T (5.4.4)

(¢}

e o poder do teste dado assintoticamente por:

n
-XO/Z —1

P(XO) = P(g>x0) = 1<i{1—# ) pl(XO’A) (5.4.9)
‘onde

%——1 XO/p g 1v-l
py(xgoA) = 2% T(w/2) [ e PP ar.
0 ‘

O teste de Whittle, que emprega a estatistica dada por.

(4.2.13), tem poder assintotico (ver Priestley, 1962 II):

¢x0 n _
- 7 1 '
P, (xy) = P[gzxoj = 1-(1-e ) Py (6xp,1") (5.4.6)

2
- n A 1 = boed - 2
onde ¢ = 7 TT “g) e A' € o fator de nao centralidade da x".

O teste do peridograma agrupado, baseado na estatisti-
ca géB) dada por (4.3.2), tem o poder assintotico igual a (ver
Priestley, 1962 I]):

. p(g(B)axo) = 1-(1-e 2) pp (Bxg,A") (5.4.7)

PB(x L

0)

1
onde B==%T e \' € o fator de nao centralidade da xz.

A fim de comparar o poder assintotico do teste de Whit
tle e do teste do periodograma agrupado, notamos que para n e K

grandes, e a pequeno, (5.4.6) e (5.4.7), respectivamente, se re-

duzem a:
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Py(xg) v 1-(1-a)p, (bxy,A"), (5.4.8)

PB(XO) v 1—(1—a)p1(8x0,l'). (5.4.9)
Como pl(.,k') cresce monotonicamente, temos que:
Py (9x4,A") > py (Bxy,A"), se ¢>B

- - 2
Entdo, Pp(x )>Py(x), se 7 A“>87E(w,).

O teste de Priestley se baseia nas quantidades normali

zadas Jq, dadas por (5.2.10).

De (5.2.12) temos que:

max Jq
0< %§9<sw
p = lim P|0<— 177 $%o| ©
neo 7= G (m)] |
1
gy (7) 2me (0g AT-x)/ (n/mAy, m')z—m!_1
_ p, x, 2250 ——2 de 8410
-0 £
onde
1 _ 1 f*.2
Y(t) = 5= G(t) = jﬁ'Jof (s)ds
e

1 20 &
) - 7 [ T Jeexple a0 )]
P, (x,t) = [2my(t)] “[exp ) '?XP T TN
e ® € a fungao de distribuigao da normal padrao.

Seja ¢ (n) a fungao densidade da normal padrao, entao:
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1 ;
p = agn J-;Bwaouy)-¢ﬂﬁgu(Y-Z)]]¢(ay+b)dy
onde
= . Y(m 1/2
w=[ (gg%—J
Y5
. 1/2
. ooy (mm'a . 1
nl/zoz

sendo my, e 0, respectivamente a média e o desvio padrao da distri

-buicao assintotica de P(wp).

" Expandindo ®(ay+b) em série de Taylor e ignorando a va

riacao de é(n), temos:
G(m) ~ 2my(m).

Ent3o, o poder do teste P(A) € dado assintoticamente

por (ver Priestley, 1962 II):

2

a. vy (m) . _b
P, v 1-{%(b) J 0 pz(x Elﬁ)dx _EES;ES
i ik /T

- 0O

o(-apu)  (5.4.11)

b2

~Como e 7r=0(-e-n), podemos escrever (5.4.11) como:

P, v 1-(1-a)% (b)

0

Observando P Pp e Py, podemos comparar a eficiéncia

W’ °B
Vw, VB e V0 dos tres testes, respectivamente, em relagao ao tes-
te classico de Fisher.

De (5.4.1) temos:



X = 2 logé(ﬁ%) =_O(10g n)
Entao:

_ O(m lo n)

W nl 2

V. = 0(121 1y
n

Entao, em geral VB=0(VO), e o teste do periodograma

agrupado € mais poderoso.

Entretanto, se n'=n e m=log n, entao V0=0(VB) e o tes-

te P(A) €& mais poderoso.

5.5 - Aplicacoes do Teste P(A)

Faremos agora uma aplicacgao do método de Priestley as
séries de temperaturas, "Lynx Data' e precipitacOes de chuvas de

Fortaleza, Ceara, listadas no Apéndice.

Lembramos que ao aplicar o teste nos selecionamos opri
meiro pico (em ordem de frequéncia) de P(}), digamos'A=AO, e se-
lecionamos a ordenada de P(A) onde ela ocorre, e que os valores

criticos para max Jq sao obtidos da variavel normal padronizada.

Para remover a contribuigdo do termo harmonico signifi

cante da fungao de covariancia, foi usada a formula:

Cx () = Cx(5)- % Agcos(séo), (5.5.1)

onde Ki-é dado por (5.3.7).
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Verificamos que ela nao & suficientemente precisa devi

do ao fato da funcao de correlacao ser instavel em sua cauda.

Uma explicacao para este resultado (ver Bhansali, 1979)
esta no fato de que o uso da correcao dada por (5.5.1) &€ valida
somente para n grande. Para séries pequenas, como € o Caso das
que apresentaremos, a funcao de covariancia CX apos remover o
.efeito desta componente harmonica em &0 seria melhor estimada

por:

1 n-lshy
z Xix.

=0 tnh-
L A R (5.5.2)

Cx(s) = 3
onde

X} = Z;-A cos(w;i)-B sen(v4i)

)
[}
Sl
n~ms

Zi cos(wol)

i=1

)
N
n~ms

2 .
= Zi sen(wol)

i=1

sendo Zt a série de tempo observada corrigida pela média.

-~

Neste caso, a amplitude Ag da componente harmonica se-

ria estimada por:
A, = J(A) 2%+ (B)2 (5.5.3)

Serie de Temperaturas

Nesta aplicacao tomamos m=15 e n'=35. A escolha foi
devido ao fato de ter sido o ponto de truncamento com o qual ob-
tivemos melhores resultados (também testamos com m=10 e 20) e pa

ra n' obedeceu-se a relagao: n'>2m,
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Observamos que P(A) tem picos ocorrendo em: 5%, %%1 e

9 °
Para X==%%, o valor de (5.2.10) sera dado por:

_1,6x2,139 _

J2 = T8

1,83

Tomando-se a=1%, obtemos o valor de max Jq como aNQ,BS.

Como J,<2,33, o pico observado em %% nao acarreta a

existéncia de um periodo.

Entretanto, para A =%§;-o valor de (5.2.10) é dado por:
_1,6X7,413 _
s 5 W

Tomando-se %-=0,5%, obtém-se a0=2,58, o que nos leva a
rejeitar a hipotese nula de que o espectro € puramente continuo,
devido 3 existéncia de uma componente harmonica de periodo doze
meses.

Os valores de A=-3,019 e B=-0,394, nos permitem esti-

mar a amplitude desta componente. Entao de (5.5.3) temos:
A1.= 3,04‘.

Recalculando CX apos eliminar o efeito desta componen-

te harmonica, observamos na Figura 5.2 o novo grafico de P(A), on

de observamos um pico em %%1,.logo:

_ 1,6%1,373 _

z = iz 2,103

Ao nivel %-=0,33%, temos a,=2,71 o que nos leva a re-

jeitar a existéncia de outro periodo.
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Série do "Lynx Data"
Nesta aplicacdo aplicaremos o teste P(A) ao logaritmo

na base 10 dos dados observados.

Utilizamos m=10 e n'=25 (também foi testado m=15 e n'=35,

e m=20 e n'=45), o qual apresentou mais estabilidade na fungao de

-auto-covariancia.

Observando a Figura 5.3 verificamos que P(A) apresenta
6m  24m 447 '

picos em: 117> 114 © TI4
N de A e temos:
O caso e 114° 0Ss:
 _2,387x0,902 _
Jz e 1,199 1‘796

Ao nivel de a=1%, temos a0=2,33, o que nos leva a re-
jeitar a existéncia desta componente harmonica.

_24nm

No caso A 117 temos:
_ 2,387x8,014 _
J2 = 1,199 15,954

“Fixando %-=0,5%,.temos a0=2,58 logo aceitamos a exis-

tencia de uma componente harmonica de periodo 9,5 anos.

" Os valores de R=0;3427 e §=—0,3003, nos permitem esti-

mar a amplitude desta componente:
De (5.5.3) temos:

A, = 0,456

Eliminando o efeito desta componente e recalculando Cy»

observamos na Figura 5.4, o grafico de P'()A), o qual apresenta um
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pico em A =ﬁ%%, logo:

2,387x1,863

J2 = 1,462 = 3,041
Ao nivel %-=0,33%, temos a0=2,7l o que nos levaria a
aceitar o pico existente em A= %%% como significante.

Entretanto, observando o periodograma da série do '"Lynx

Data'" (ver Figura 3.4) verificamos que ele nao apresenta pico na

44
114°

pico ndo se deve a uma componente harmonica.

frequéncia )= o que nos leva a concluir que a existencia do

A sugestao de Priestley de sé testar os picos de P(X)
em ordem de frequencia é feita de maneira a evitar este tipo de
problema, essencialmente pela interacao entre dois picos diferen

tes ocorrendo em frequéncias AO e Al’ digamos, onde 0<A0<A1<n.

Entretanto, a analise apresentada sugere que mesmo quan
do os picos de P(\) sao testados em ordem de frequéncia, o teste

pode ser afetado pela interacao entre o pico em Ao digamos, e,

por simetria, o correspondente pico em —AO.

Para maiores detalhes ver Bhansali (1979).

Serie de Precipitacoes

Foram utilizados m=25 e n'=55 (também testamos com m=20 e
n'=45).

Observando o grafico de P(A) (ver Figura 5.5) verifica

41 10m 20w 30w 40

mos a presenca de picos em: A= 131’ 131° 131’ 131 © 131"

A

137+ temos:

Para A =
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1,144%1,059 _
J, = g agy— = 1,225

Realizando o teste ao nivel a=1%, temos a0=2,33 e como

J2<2,33 concluimos que o pico observado em %%T nao € significan-

te.
. _ 10w ;
Testando o pico observado em A =137, temos:
_ 1,144%2,226 _
J2 T 770,989 2,603

Ao nivel %==0,5% temos a0=2,58, o que nos leva a acei-

tar a existéncia de um periodo de 26,2 anos.
Dos valores R=-83,089 e E=—184,747, podemos estimar Al’
De (5.5.3) temos:

A1 = 202,57

Recalculando CX apos eliminar o efeito desta componen-

te, podemos observar que o grafico de P'(A) apresenta picos em:

- 20m _72m
A=13T ¢ AT 13T

Para A==%%%, temos:

_ 1,144%2,6099 _
J2 = 0,987 3,026

Como %—=0,33%, temos a0=2,71, o que nos leva a aceitar

a existéncia de outra componente harmonica de periodo 13,1 anos.

Como A=-151,98 e B=-205,57 podemos estimar a amplitude

desta componente.

De (5.5.3) temos:
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A, = 255,65

Recalculando CX ap6s remover o efeito desta componente,

observamos na Figura 5.7 o grdafico de P'"(A), onde verificamos pi

467 54w 66T 2 72T
131 1317 131 131°

cCos em A\ =

_46m .
Para )\ 131° temos:
_1,144%x0,735 _
J2 = =2 1,038 = 0,810

Ao nivel %—=0,25% temos a0=2,81, o que nos leva a re-

. jeitar a existéncia deste periodo.
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CAPITULO 6

SIMULAGAO

6.1 - Introducao

Neste capitulo verificaremos a validade dos metodos
descritos nos Capitulos 4 e 5 quando aplicados a amostras fini-
tas, simuiando séries de estrutura conhecida e observando o com-
portamento de cada teste para dois comprimentos diferentes de si
mulacao.

Apresentamos a seguir os principais resultados.

6.2 - 0 Processo Y, & Ruido Branco

O processo simulado foi:

Xt = Yt+A cos(wt), T=l,essh . (6.2.1)

onde Y. =E.» sendo Et um processo.normal independente e identica-
mente distribuido com E[§(t)]=0 e E[£2(t)]=1, A=60, w=2m/12,5 e

n=100 e 500.

0 Teste P())

Aplicamos o teste P(A) com a escolha usual das fungoes

peso como sendo o nucleo de Féjer e Dirichlet,

Os valores de m e n' foram 20 e 45, respectivamente.
«§2=
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0 grafico da fungao P(A) se encontra na Figura 6.1 e ne

le podemos observar a existencia de um pico na frequéncia wg =<~
Entao:

[27P (16m/100)+27P (547/100)]x1,2
2 1,816

J = 9,068

Ao nivel de 0,1% temos max Jq=3,3 e portanto o resulta

do € altamente significante a este nivel.

A amplitude da componente harmonica detectada pode ser

estimada por:
A = 65,277
Para n=500, obtemos de maneira analoga:
J, = 308,065

Novamente ao nivel 0,1% o resultado € altamente signi-

ficante e neste caso a amplitude estimada € dada por:

A = 65,435

0 Teste do Periodograma Agrupado

Aplicaremos agora o teste do periodograma agrupado as
mesmas séries. Para cada uma aplicaremos o teste para trés valores di

ferentes de k, o intervalo de agrupamento.

Para o calculo do fator de correcao (gT) foi utilizada

a funcao densidade espectral do processo ruido branco, dada por:

9’

£(3) = 5, 0si<

[N

onde j ==, sendo i o numero harmonico de interesse.
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Os valores de géB) e (M,)g(B) sao dados na Tabela 6.1,
abaixo.
Tabela 6.1

Teste do Periodograma Agrupado

B

n k g]EB) (M—r) g (B) g
510,958 0,958 0,933
100 10 { 0,942 0,942 0,699
20 [ 0,940 0,940 0,434
510,967 0,967 0,955
500 10 | 0,966 0,966 0,749
20 | 0,965 0,965 0,480

Observacao: Na determinagao dos valores criticos para
para um nivel a=0,1% e um intervalo de agrupamento k, basta
mar:

ok -k

T
para os diversos valores de k e n.

Através -dos valores apresentados na tabela acima,
servamos que tanto para n=100 como n=500 todos os valores

8£B2 e (M )g(B)_se mostram altamente significantes.

0 Teste de Whittle

Utilizamos n=100 e £, o ponto de truncamento, igual

20.

NS

to-

ob-
de

a

A maior ordenada do periodograma normalizado ocorre em

wg=16T/100, com:
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I, = 14.293,751 e 2mf (0g) = 11.289,841

logo:

ax I_/2mf(w_) = 1,266.
mp p/ ( p)

Podemos entao calcular g e nos referir a distribuicao
de Fisher com 50 graus de liberdade ou, alternativamente, reali-
zar o teste atraves da distribuigao assintotica apresentada no

capitulo anterior, dada por (5.4.2).

Para n=100 e o=0,1% temos que o valor critico € dado
aproximadamente por 21,639. Entao, o resultado nao € significan-

te ao nivel de 0,1%.

"Para n=500, temos analogamente:

max I_/27f(w_) = 6,330.
a p/ ( p)

Neste caso, o valor critico & 24,858, donde concluimos

que o resultado nao € significativo ao nivel de 0,1%.

0 Teste de Hannan

Utilizamos n=100'é £, o ponto de truncamento, igqal a
20. |

A maior ordenada do periodograma ocorre em w8=16ﬂ/100

e nos fornece g=0,67.

Calculando o valor critico pela distribuicao de Fisher
com 50 graus de liberdade e o0=0,1% temos g=0,198, o que nos leva

a aceitar a hipotese do espectro misto.

Para n=500, temos g=0,683 e o valor critico g=0,049,
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para a=0,1% e 250 graus de liberdade, que confirma o fato do es-

pectro ser misto.

6.3 - 0 Processo Y, e Auto-regressivo de Primeira Ordem

As séries geradas foram da forma:

Xt = Yt+A cos(wt), t=1,...,n, . {(6.3.1)

onde A=60, w=2m/12,5 e Yt_0’7Yt—1=€t’ €, como definido em (6.2.1).

0 Teste P())

Os valores de m e n foram 20 e 45, respectivamente.

Observando o grafico de P(\) dado pela Figura 6.2, ve-

rificamos a existencia de um pico na frequéncia A=16m/100.
Logo, J2=9,536.

Ao nivel de 0,1% o valor critico € 3,3 e o resultado se

confirma altamente significante.

A amplitude da componente detectada pode sér estimada
por:
| A = 65,25

Para n=500, analogament¢ temos: J2=806,57, que € alta-

mente significante ao nivel a=0,1%.

0 Teste do Periodograma Agrupado

Aplicando o teste do periodograma agrupado as mesmas sé&
ries e com diferentes valores de k obtemos os resultados apresen

tados na Tabela 6.2.
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Para o calculo do fator de corregao (gr) foi utilizada
a formula da funcao densidade espectral do processo auto-regres-

sivo de primeira ordem, dada por:

£(5) = —5—2 . 0<i< 7,
1+¢1—2¢1 cos (27j)

.__i - - W g - =
onde i = sendo i1 o numero harmonico de interesse,

Os valores criticos apresentados na Ultima coluna fo-

ram obtidos através de: £%L-=k(l-g)k-l, onde a=0,1%.
2
Tabela 6.2

Teste do Periodograma Agrupado

(B) m', (B)
n klog Gr) gy g
5| 0,957 0,519 0,933
100 | 10 | 0,941 0,233 0,699
20 | 0,939 | 0,083 0,434
5| 0,972 0,855 0,955
500 | 10 | 0,941 0,714 0,749
20 | 0,928 0,490 0,480

Através da tabela aéima observamos que para n=100 to-
dos . os valores nao corrigidos de géB) sao significantes, mas quan
do o fator de corregao € aplicado nenhum valor permanece como
significativo. |

A Entretanto, para n=500 todos os valores nao corrigidos
de géB) sao significantes e quando o fator de correcao € aplica-

do um deles ainda € significante (k=20), nos levando a hipodtese
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de que o espectro € misto.

0 Teste de Whittle

Nesta aplicacao utilizamos n=100 e £=20.

A maior ordenada do periodograma normalizado ocorre em

w8=16n/100, com:

I, = 14.315,760 e ZnE(wS) = 11.310,001

logo:

I_/2nf = 1,265.
mgx p/ m (wp) ,

Calculando g através da distribuicdo assintotica, dada
por (5.4.2), podemos realizar o teste, que para n=100 e o=0,1%

apresenta o valor critico g como sendo aproximadamente 21,639.

Concluimos entdo que o resultado nao € significativo ao

nivel de 0,1%, rejeitando a hipotese de que o espectro € misto.

Para n=500, temos analogamente

max I_/2nf = 6,327.
;x p/ (wp)

De (5.4.2) temos que o valor critico & dado por 24,858,
o que nos leva a concluir que o resultado nao € significante ao
nivel de 0,1% e portanto rejeitamos a hipGtese de que o espectro

é misto.

0 Teste de Hannan

Tomando-se £=20, observamos a maior ordenada do perio

dograma ocorrendo no harmonico 8, que nos fornece g=0,999.
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Ao nivel de 0,1% e com 50 graus de liberdade obtemos da
Tabela de Fisher o valor critico 0,198, que nos confirma o fato

do espectro ser misto.

Para n=500 ainda temos g=0,999 e ao mesmo nivel mas com
250 graus de liberdade obtemos o valor critico 0,049 que confir-

ma o fato anterior do espectro misto.

6.4 - 0 Processo Y € Auto-regressivo de Segunda Ordem

As séries geradas foram da forma:

Xt = Yt+A cos(wt), t=1,...,n,

-onde A=60, w=27/12,5, n=100 e 500 e Yt-0,7Yt; +O,49Yt_2=e(t),seg

B
do e(t) como definido em (6.1.1).

0 Teste P(A)

Observando o grafico de P(A) dado pela Figura 6.3, ob-

servamos um pico na frequencia w8=16n/100.
Logo: J2=56,32.

Ao nivel de 0,1% o valor critico € 3,3 e o resultado €

altamente significante.

A amplitude da componente harmonica pode ser estimada

por:
A = 65,19.

Para n=500, analogamente: J,=806,570, que também € al-

tamente significante ao nivel de 0,1%.
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0 Teste do Periodogramé Agrupado

Aplicando o teste acima as mesmas séries e para k=5,

10,20, obtém-se os resultados apresentados na Tabela 6.3 abaixo.

'
Para o calculo do fator de correcgao (%T) foi utilizada
a formula da funcdo densidade espectral de um processo auto-re-

gressivo de segunda ordem, dada por:

2
1+92+¢5-2¢_ (1-9,) cos 271j-26, cos 27j

£() = 0<j< 3,

, sendo i o nuimero harmonico do interesse.

=3 IR

onde j =

Para o calculo do valor critico g, utilizamos: %\;=k(l-g)k'l,

onde aﬁo,l%. 2

Tabela 6.3

Teste do Periodograma Agrupado

(B) m', (B)
n k| g Gi) 8y g
5| 0,957 | 0,797 0,933
100 | 10 | 0,941 | 0,681 0,695
20 | 0,931 | 0,429 0,434
5| 0,967 | 0,934 0,955
500 | 10 | 0,958 | 0,889 0,749
20 | 0,954 | 0,827 0,480

Através dos Vaiores apresentados na Tabela 6.2, obser-
vamos que para n=100 todos os valores nao corrigidos de gﬁB) sao
significantes, mas quando o fator de correcao € aplicado nenhum
valor se revela significante ao nivel de 0,1%.

Para n=500, observamosque todos os valores nao corrigi
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Bl e o we ' '
ﬁ ) sao significantes, e mesmo quando o fator de corre-

dos de g
gao € aplicado todos continuam significantes, nos levando a acei

tar a hipotese do espectro ser misto.

0 Teste de Whittle

Nesta aplicacao utilizamos n=100 e £=20.

A maior ordenada do periodograma normalizado ocorre em

w8=16ﬂ/100, com:

I, = 14.278,225 e 2n%(w8) = 51,628,714
lbgo:

max I /2nf(w.) = 0,276.
2 p/ ( p)

Calculando o valor critico por (5.4.2) para n=100 ¢
a=0,1% temos 21,639, o que nos leva a hipétese de que o espectro

nao & misto.
Para n=500, temos analogamente:

max I_/2nf(w_ ) = 6,327
m; p/ ( p)

Neste caso temos que o valor critico € dado por 24,858,

0 que nos leva a rejeitar a hipotese do espectro ser misto.

| 0 Teste de Hannan

Utilizando £=20, observamos que a maior ordenada do pe

riodograma ocorre em w,=167/100 e obtemos g=1,0.

8
Calculamos o valor critico pela distribuicao de Fisher

com 50 graus de liberdade e a=1%, e obtem-se gcritico=0’198’ )



que nos leva ao fato do espectro ser misto.

Analogamente para n=500, temos g=0,999 e o valor criti

co para a=1% e 250 graus de liberdade, donde =0,049 que

Ecritico
confirma o fato do espectro ser misto.

6.5 - Conclusoes

Analisando os resultados para as séries simuladas con-
cluimos que o teste P(A) e o teste do periodograma agrupado sao
razoavelmente eficientes, enquanto que o teste de Whittle falha

a0 nao detectar a existéncia de uma componente periodica muito
" forte.

Comparando o teste P(A) com o teste do periodograma
agrupado observamos que o teste P(A) € ligeiramente mais eficien
te, pois todos os valores nao corrigidos de géB) sao significan-
tes ao nivel de 0,1%, enquanto que ao utilizar os valores corri-
gidos (ﬁ;)géB) alguns deles falham ao detectar a eiisténcia de

tais componentes.

(B)
€10

nao sao significantes, enquanto ggg) € significante no caso do

Surge também uma divida ao constatar que g§B) e

processo auto-regressivo deé primeira ordem, pois ao tomar k=20
estamos admitindo que a funcao densidade espectral seja constan-
te numa régiio grande, e quando dimimuimos esta regiao (k=5, 10)

o teste nao mais acusa a existéncia da componente harmonica.

Um ponto que fica claro nesta andlise € a importancia

do fator de correcao gT.

Embora o verdadeiro valor da estatistica do teste seja,
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- g By,

em geral, majior que (37 8k nos parece perigoso basear o tes-

te puramente no valor de géB).



DISCUSSAO E COMENTARIOS

Dos testes apresentados concluimos que o teste P(A) e
o teste do periodograma agrupado sao os que obtém melhor desempe

nho na detectacao de termos periodicos ocultos.

Ao aplicar o teste do periodograma agrupado devemos ob
servar com cautela a suposicao de que a funcao densidade espec-
tral seja constante numa regiao de largura k, pois em funcao do

valor escolhido para k esta hipotese pode ser muito restritiva.

Também, ao rejeitarmos a hipotese nula para k=kle acel
tarmos para k=k,, k;<k,, devemos levar o fato acima em considera
gao.

Outro detalhe importante € o fator de correcgao (g;) da
estatistica géB);’apesar de (%;)géB) superar o valor da estatis-
tica Tk do teste, seria perigdsorbasear o teste apenas em gﬁB),

pois aceitariamos valores que nem sempre corresponderiam a compo

nentes periodicas.

Ao realizar o teste de Priestley, um aspecto a ser ana
lisado € a escolha de m e n', os pontos de truncamento das jane-
las escolhidas (geralmente m=15% de n e n'=30% de n), a fim de

se obter estabilidade na fungao de covariancia e, consequentemen
=) 7=



te, em P()).

Um outro aspecto a ser considerado € a utilizagao do
método de minimos quadrados para recalcular a covariancia  apos
remover o efeito de uma componente harmonica detectada pelo tes-
te P(A), para séries pequenas a fim de evitar instabilidades em
P(A)s

O teste P()A), apesar de mais poderoso € mais trabalho-
so para ser aplicado, pois devemos remover o efeito da componen-

te observada antes de realizar o teste para um novo pico.
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TESTETF 0N 2 I S K
= s = =% =

ESTE PROGRAMA CALCULA O PERIODIGRAMAL,UTILIZANCO O ALGORITMO DE* ¢=2e
TUKEY CFFT) E O9TEM A ESTATISTICA DE FISHER PARS CITECTAR swxaraen
PERIONDLCIDADES DCULTAS a2 F A X AL & ERRTFRAREF A A RLAAAXNCRXRARRE AN S ON
X = SERIE ORIGINAL

N = COMPRIMEATO DA SERIE QRIGINAL

OO0

DIMENSICON XC10264)eY(SCO)e INK(S13)»KK(S513)» ICHARC10)»ITITLE (144)
DIMEASICHN IMAG4(S151)+RANGECL),ZC(S513)

COMPLEX XT(513) '

DATA PI/3.14159/+,ICHARCL) /1 He /s RANGE/420.0/+P/0.20/

REAS(5,1) CITITLECJ)»J=1,144)

READ(5»/) 11,12
002:0017:1 IS THE LGCATICN FO? EXCEPTIONAL ACTION CN THE I/0 STATEMENT
READ(S.,/) N
002:0G20:1 IS THE LOCATION FO2? EXCEPTIONAL ACTION ON THE TI,0 STATEPRENT
READ(Se /) {(X(T)rI=1sN)
0NZ2:002F:1 IS THE LOCATICN FOR EXCEPTICNAL ACTION CN THE I/0 STATERENT
L0 5 I=1,N

S 2(I12=1
CRLL USPLTLZ,XsNoMNs1s1,ITITLE,RANGE, [CHAR, 1+ IMAGL, TER)

= SUAYIZA A SERIE ATRAVES DA JANILA COSEND

CALL DBZYRYED{X»ie0) N

CALL TAPERCPI»X.N»?)

CALCULLA C PERIODOGRAMA INTRODUZINDO O ALGORITND TFT

CALL FRTRCOXaNeXToIwKseWX)

NPGu=Ms2+1

CON==2aP L&}

DO i1GC I=1»NPGHM

XTCI)=CONJIGIXTLI))

XCI)=(RFTALCXTCI))»+24 ATMAGUXTC(I))*x2)/CON

Yeri=I

10 PRINT+#/eI-,XCI)

o

CALL USPLT(Y,XsNPGHsNPGMe 1, 1 ITITLE,RANGE>»TCHARS 1, I¥A G4, TER)
S0¥=0.0
09 15 I=11,12

15 SO¥=SC¥+XCI)
D0 20 I=f1-,12
KXCI)=X(1)75CH"

20 PRINTIs/zoloWKCI)

c CALCULA A ESTATISTICA DE FISHER

SONA=9.L0
DO 30 I=1,NPGM

30 S0#A=50¥A«XCD)
00 4C¢ I=1,HPGH
XCI)=XCId/sSaPA

’ 10=1-1

40 WRITEC(H.3) I0.XCI)

PRINT=/.S0MA
1 FORMAT(72A1)
3 FORMATLLX,"G("eI3e")="sFT7.3)

STOP
END

SUBRCUTINE DETRNOCX»NeX)
DIMEASICN x(C1024)
SUHX=0-0
00 200 I=1.N

200 SUMX=SUMXex(I):
XBAR=SUMX/FLOAT(N)
DO 300 I=1.N
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300 xCI)=xC(I)-X3AR
IF(X.LE.0) RETURN
TBAR=FLOAT(N+1)/2.0
SUXYT= FLOAI(NG(N-N 1))/12.0
SUKTX=0
D0 609 I=1.N

400 SUMTX=SUNTX+XCI)*(FLOAT(I)~T34R)
BETA=SUMTIX/SUMTT
DO 500 I=t.N

S00 XCId=XCI)=-BETAs(FLOAT(I)=T34R)
RETURN
END

SUBRGUTINE TAPER(PI»XeN»P)
DIMENSION X(1024)
IF((P.LlE.0).0Ra(P.GTo1.0)) RETURN
M=INT(P*FLGAT(N)+2.5) /2
00 600 I=1.H
WEIGHT=045=0.5+CAS(PI*«C(FLOAT{II~0Q.5)/FLOAT(N))
XCI)=XCI)« NEIGHT
XCN+1=I)=XIN+1=I)«WEIGHT

500 CONTINUE

" RETURN

END

-
L]
-
N m

CIXENSIGON X(ch)ruX(3CC),CXX(’CO) FC3CC),THK (SCCIeAK(ECT)
CCMPLEX xT(S13)

DATA PI/3a161597

REAC(S,7) Nsi

0C€2:¢06321 IS THE LCCATICON FOR E£XCEPTIINAL ACTICMN CN THE 1/0 STATEVINT
REAL(S,/7) (X([)sI=1,y)
002:0CiAzL IS THE LOCATICN FOR EXCEPTICNAL ACTICN CN THE $/0 STATEMENT
CALL FISHMUCXxsX»N»L)
CALY [TFTATUXsN,XTsIWHns 5K)
NFCF=N/2¢)
COiL=&%iT«h
00 19 I=1,NPGM
XTII)=CChILZAIZI N
10 XUID=(REALCYICID ) w24 ATMAGCXTCI) ) %&2)/CCN
L0 20 LtL=1,iL-1
20 CXXCLL)=CX(L#1)
SC¥0=C.,0
L 4C 1=zsMhPCM
SO0EA=0.0
006 30 K=1,LL
30 SOMA=SOMA¢CYXXCK)I*COSCI2*PT*TaK)/N)
FCI)=CxC1)424SLMA
FCI)=x(T)/1 (1)
40 SCMC=SU%utf i)
D3O 54 [=C»NP0HN
FCI)=F(I)/ss040
Il=1=-1
S0 WRITL(Z,1) I[»FC])

1 FORMATCUA, "G, 12,")="»F7.3)
sree
END



100

200
300

SULZRGUIINE FISEY(TxeX»Nel)
DIPENSION CXI3801,%x3600)
x.”.=9.0 ’

D0 1¢C Ii=1l»a

X¥=Xs4+¥CI 1)

RV=XMIN

00 362 Ti=1,L

Cxt{i3=0.0

DG 205 MK=1sN-11¢)

al=faelT=1
CXCIID=CXxCET)#CXCERI=XH) e CXCKI) =X¥)
CALTZN=CXIII/N

RETURK

ENO

nx
i X
n
"=
"=

o
", =

[
"o
nwm
[N

n
I .

DIXENSION X(8600),CX{360),CXXC300) ,FC35C), IHKC(SCO»hKC(SCC)
CONPLEX XTZI5133 -

DATA PI/3.14159/

READCS»/7) N»L

'>002=0003: I5 THE LOCATION FOR EXCCPTIONAL ACTION ON THE I/7C STATEMENT

10

20

30

40

50

READ(S,»/) (X(I1)sI=1,N)

002:=C01A:1 IS THZ LCCATION FOR EXCIPTIONAL ACZTION ON THE I/0 STATEMENT
CALL FiSAM(CxsYsN»L)

CALL FFTRCCXsipXTrLlans WK)

NPEF=H/2+1

COh=z4P[ *N

DO 10 I=1,NPGH

XTOID)=C2RICGOXT (D)) .
XCLI)=CREALCXTCL) ) 2a2 ¢ ATMAGIXTLI)) x*2)/CON
00 20 LL=1,L.=1

CXXCLL)=CX(L+1)

SONMC=0.0 g

06 49 I=2,KFCM

SAHA=0.0

DU 30 K=1,LL
PESE=C1=n/N)2(1+COSCPI«FLOAT(X)I/FLCATIL)))
SOFA=SOMA+CXXIK) *PLSO*CCSII2*PIxX*1)/N)
FCI)=Cx{1)+50M4a

FCId=F(1)=(L/7(22N))aX(])
FILY=FITY/ =L /0)

FCII=X(ID/r (1)

SOKC=SUMO+F 1)

00 5S¢ 1=2.-ulUM

FII)=FIT)/5CH0

I[=1-1

WRITECE»1) TI.FCI)

FORMATZLX,»"CL" »12,™)=m,FT7_3)

sTae
END

SULFUUTINE FISEMICYeXsN,L)
DIXENSION CX(3(n)r%(600)
XM=0.0
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D0 100 II=1,N
100, X4=XM4+xz11)
XA=xXM/N
00 300 TI=1,L
CX271)=C.0
0D 260 XG=leN=I1I%1
Ap=Kis1I-1
200 CX(Iil=CXCIT)#CYIRRI=XMIaCXCKII=XY)
300 SX2I1)=CKIITIZIN
RETURG
END

DIMEASICN XUY00),CxC30D),LNK(2CG)» TCICO),INHARLIC)PTTITLECTEY)
DIMENSIONN IMAGH(S2S2)2»QANGL(4)-RC(20D)

DATA PI/3.16315G/7,ICHARCII/IV ./, aNCl/4sC D/

READCS»E£0) (ITITLIC(T)»T=15144) :

REAZ{S5»/) LisLE

T 0023001731 I3 ThT LUCATION FON IXCEPTICAAL ACTION ON THE T/3 STATEMENT
READ(S,/) N
004902l IS Thi LCCATION FOR EXTLOTICAMAL ATTITION QM IFE 173 STATEVENT
REALLH ,/) (XCI2,1=1,%)
002:C02F:1 I35 TBE LLCATILN F33 EACEPTICAAL ACTION ON TEE I/G STATEMENT
CALL FISHM{CX»X,NoLY)
NP=HN/2+1
PRINT*/»N»L1,L2

¥IITE(G.70)
D3 32 I=1,\0-
56A1=C.0C
DC 13 K=¢Z.,L!
ARG=P I#FLCATC(2%I=(K=1))/FLAAYCN)
CXX{X)=LX(RKI*CUS(AKG)

10 SOuL=5U0d +CI=FLUATCK=1) Z/FLOATCNDIDI*#CYX(K)
SCk2=0.0 '
D2 2C K=%2,L?

20 50#2=50M2+CYX(K)
XT(Id=1
SAIMYI=CACL1)/(2*PT)+50NM1/T]
SAN2=CXC1)/(2=rT)e5UM2/F]
FLII=CS0BN3I=50%2)7€C% (1)

30 PRINI®/»I1,F(Z)
CALL USPLTCXC,F»NP>AP» L1, I TITLL»RANGE, ICHARSP1» IMACGLLTER)
SJH2=0.0
03 4G X=2,221L2
CACKI=CX(RrI/CX(1)

40 SOM2=5UmZ2slX(R)xu2
SGMI=Cay
20 S8 K=2,L2

S0 SO0M1=SUML+CX(K)*#2

’ GPI=144+50C81=-2aS(N2
FRINT*/,GP!
GPI=G21/2
SECPI=54nT(NFI)
PRINI®=/, 50671 .
DELTA=(22L1)/3=-2aL2+(2x(L2#%#%2)) /L1
PIINT*/»CLLTA

60 FOAMAT(7ZA1)

70 FOKMATC10X,"VALCRES DE F LAMPIA™)
sTa°?
END

LR R R A R A e e L A R P R R A s e R
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SULIGHTING FISE*{ZRsY¥sel)

SIMENSI0H CXE30D),X {003

AM=0.0

00 100 II=1
100 Xv=xn¢a(II)

LM=ANU/K

D3 3s2 lI=1»L

CX(If)=C.C

OC 202 HKn=1sN=-11+¢L

(I=x+il-1
200 TXCIL)=CXCiT)# A XANKI=XMI2LXCATDY=XY¥)
300 CX(IID)=CXA(II)/N

REILAN

END

N

SUSRIUTINE FATCR(MN,LLI-W2PTeXsCR)

DISENT X{oHC)»CX(300),XC(500)

FH=TLDATLN)

ASFLCAT (222 T2 ) /RN

SCH1=5.4

DI 15 I=1,N
10 SShl=5aM1+4XTL)D

SGr1=S LML /RN

DU 20 I=1l."
20 XCL)=NU(1)-5iC¥M1
25 CoAalltiE

"SChi=0.0

S3Mx2=C.C

G0 30 I=1,8

ARG=FLUATCI-1) 2N

SCMI=50NI+CCSCARCI®X(T)
30 3w2=5aY2+LINLARGIRXL(T)

A= 2.0 500170 '

5=2e0tbTM2/5N

PHINI®/5A03

C3 50 J=1,L1

CX(J)=0.0

DU &40 I=1l,h=0+1

L Rd=Tvd-1

AXGI=FLIATCI=1) =4

ARG2=FLUATI(KI=1)dwi .

ASCII=KCI)=A2CCS(A=T1)~Pa3IN{ANEGL)

YO=Y(KJ)=A«CI0C0ARG2)=R2SIN(ARG2)
40 CR()=CX(#YC#LC{ D)
50 CX(J)=CTX{ J)/2AN

00 60 I=1.,N
60 AC(1)=XC(I)

RETURN

END
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DIPENSICN Y(200),2X(300),CXX(302),FC30C8)»IrHARCLI0),IT
DINMEASIGN IMAGG(SIS1)»RANRE(SL)

CINENSEOSH ARPS(2), START(ZY,3AC710),P825(22

DOURLE PAECTISIUN DSELES

DATA PE/3.146355/7,TCHARCLY/ 1N/ RANITD/620 0/
RELCGS,50) GITITLECI),I=1r144)

=

-
-

m

~
-
o
o~
~

RELACCS /) L1sL2.
QN2:5017:1 IS THE LOCAVIEN FOR EXCEPTICNAL ACTICN CN THE 1/C STATEMENT

PHASGE)=0.0
PHAS(2)=C.0
ARPSCU1)=0.7
ARFSG2)==0.49
[F=1

N=130

A=30

INF=0

$=12:5
S=(2+P1) /S
PRINT® /s ARPS

DG 430 II=1,4

IHe=1hits 1

DSEEU=342225.00

STARIC1) =10 7
START(2)=4

NN=K+2CD

CALL FISEN{AXPS» PNAS»0.0,5TART»1.CHOSEED,IP»Zs NNs XeHAR)
00 5 I=1,N
XCTI=XCTv200) ¢ A*CDS(S*1)

CALL FLSHAHICZ XS X» NsL1)

NP=N/Z¢1

PRINT® /s oLl 2

RIITelb, 70)

DG 3C I=1,LP

SCNI=0U.0

00 10 K=2,L1 . '
CXXUR) =2 X(KI&«CO0SU(2#P [ xT*xK)/N)
SOHI=SUMIE(I=K/NI*ZXXC(K)
SGii2=0.0

20 20 K=2,L2

Suti2=SLM2¢CXX(K)

xt1)=1

SONI=CR{1)/02=PT1)e3GR1/P]

SUM2=CX(1)/(2*PI)+33u2/P1

FCL)=(SLA1-50M2)/CXC1)

PALnTe /e Lot (IO

CALL USPLTUX»71sNPs 8P»sLlele ITITLE» RANCE-TICHAR, 15 IMACL, 1ERN)
50¥2=0.0

30 40 K=2,2+L2

CXURI=CXCKI/ZCXCL)

SIAL=SLY 2rLX( L) v a?

59u1=C.9

20 50 h=2.L2

SOMI=SCY1eCXIK)I*»2
GPI=1+4%S271-2%5C4%2

PRINT*/r 0?1l

GPI=CP1/2

SQGPI=533T(CpT)

PRINYI*/» 52521
DELTA=(2#%L1)/3-24L2¢(2%(L222)) /L1
PRINT*/,0ELTA

[FCINP=2) 400+, 35Cs 400

oo

nw

=
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*350 Ip=2
N=100
L1=4S
L2=20
GO T2 450
400 N=5%0
Pr=fFL3)
- FﬁLL FATCRIL1I» L2,PToPH»CX)
L1=225
L2=1G%5
450 COLTIINUE
PR=FL40)
CALL FATORIL1,L2,PI,P4-,CX)
60 FORMATI(7241)
70 tOAMATCIOX»"VALORES 28 P LAMZ2DA™Y
stTup :
END

SUSRQUTIND FISaM(CXsXe NeL)
DINENSION CX(3CD)»x{0602)
¥XH4=0e0
20 180 II=1»N
100 XM=Zd+X(IT)
Lit=Xu/d
20 3CC Ii=1,L
CX(Ii3»=0.0
A0 2060 Ah=1ed=LI¥l
KRI=xi(r]i~1
200 CXLID)=CXUIT)+IX(KKI=XM)«XL{KI)=XM)
300 CACITI=CKCITI/ZN
Rt TUXN
END

SUCRJUTINE FATARCL1,L2,PI#PH,CX)
QIMENSION TX(3CQ)

PH=PA«CX(1)

A=(CxPI*Pd)/(LL-L2)

SCGA=SIRTCA)

PRINT=*/» A

PRILT® /2504

RETURN

ENJ





