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SINTESE

0 objetivo deste trabalho & estudar o metodo de inferéencia
fiducial e suas extensoes, que sao os modelos estrutural e fuhcio-
nal. No entanto nao pretende esgotar o assunto, mas esclarecer e
apresentar reunidos os principais resultados referentes a esse tema.

A introdugao se ocupa em expor as principais tendencias da
Inferencia Estatistica com a finalidade de tentar clarificar as di-
ferencas entre elas e mostrar de que forma se posiciona a Inferencia
Fiducial neste contexto.

0 capitulo 2 descreve o metodo da inferencia fiducial no ca-
so uniparametrico e chama a atencao para detalhes significativos des
se metodo, como a propriedade de confianca e os subconjuntos relevan
tes.

0 capitulo 3 discute as circunstancias em que a inferéncia
fiducial e a Bayesiana coincidem. Mostra a diferenca l0gica que ha
entre a metodologia dos intervalos de confianca e a fiducialista, am
bas baseadas na propriedade de confianc¢a; mostra tambem, de que for-
ma atua a propriedade de confianga na verificacao da validade de uma
inferencia fiducial.

0 capitulo 4 apresenta varios exemplos no qual o metodo fidu

cial se aplica com sucesso.

No caso multiparametrico a metodologia fiducialista e ainda
pouco burilada. Algumas condicoes gerais foram estabelecidas mas os
resultados necessitam de uma maior discussio. As principais condi -
¢Oes sao apresentadas no capitulo 5, |

0 capitulo 6 e 7.tratam das extensges do método fiducial: mo
delo estrutural e funcional dando uma visao geral dos resultados obti
dos por essas extensoes.
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CAPTITULO 1

Introducao

A inferencia fiducial, introduzida por Ronald A. Fisher em
1930, foi alvo, desde o seu surgimento, de interopretacoes confusas e
controvertidas devido a forma imprecisa como foi apresentada e desen
volvida. Mesmo no livro "Statistical Methods and Scientific
Inference" de 1956, onde Fisher abordou o assunto de forma mais com-
pleta, muitas questoes foram deixadas em aberto. Ccmo consequencia,
este tema que suscitou polemica durante muitos anos foi caindo aos
poucos no esquecimento. Mesmo assim, a]guns'pesquisadores se dedica
ram a esclarecer e estender esta ideia. 0 objetivo deste trabalho e
estudar o metodo de inferencia fiducial e suas extensoes. Para ilus
trar o contexto que motivou o desenvolvimento deste metodo, uma dis-
cussao das principais tendencias de Inferencia Estatistica e anresen
tada nesta introducao. O metodo propriamente dito e suas extensoes

vem descritos nos capitulos seguintes.

‘0 passo decisivo para o desenvolvimento teorico da Inferen -
cia Estatistica esta associado a fundamentacio do calculo de probabi
lidades ocorrida no seculo XVIII. Apesar de alguns pesquisadores ja
terem utilizado modelos probabilisticos para a analise estatistica
no seculo XIX, foi no seculo XX que a Inferencia Estatistica como &
conhecida hoje teve seu maior desenvolvimento. Esta consiste na ob-
tencao e no desenvolvimento de tecnicas que permitam,atraves das ob-
servacoes dos dados, induzir para o universo (populacao) avaliando
ao mesmo tempo o grau de incerteza., Essa avaliacao e feita em ter -

mos de probabilidade.



Apesar de o calculo de probabilidades ser uma disciplina ma-
tematica bem fundamentada, o conceito de probabi]idade; basico para
a construcao e interpretacao dos resultados estatisticos, e contro -
vertido e possui diversas interpretacoes. Essas diferentes interpre
tacoes foram em parte as responsaveis pelo surgimento e desenvolvi -
mento de diferentes metodologias de inferencia estatistica, que po -
dem ser essencialmente classificadas em dois grupos: o$ subjetivis-
ta e o objetivista.” A descricao desses dois grupos que apresentare-
mos a seguir e importante para que se entenda em qual contexto sur -
giu o metodo fiducial. Alguns entes envolvidos na descricio.sao

listados na sequencia.

0 presente trabalho esta restrito ao contexto da inferencia
estatistica parametrica, ou seja, desejamos inferir sobre o valor
de uma quantidade desconhecida, o paramethro e; cujos valores possi-
veis estao restritos a um conjunto conhecido ® , 0 espaco panamét&£
co. O ponto de partida para o processo de inferencia consiste em se
realizar um experimento aleatorio cujo resultado (05 dados)

X = (x1,...,xn) correspondem a uma observacao da variavel (vetor) a-
Zeatonia X = (X1""’Xn)' O0s possiveis valores x, pertencem ao espa-
co amostral x e a distribuicao de X @ caracterizada por wuma funcao
de probabilidade pertencente a familia {f(x/0): 0 ¢« ®1} ., No caso
discreto f(x/0) e a funcdo de probabilidade e no caso continuo e a
funcao derdensidade de probabilidade. Note que uma outra classe de
funcaes pode ser definida como {f(x/0), x € %¥} e cujos elementos sao

funcoes definidas em ®® ., 0 elemento desta classe correspondente ao

valor observado x, denotado



L(e;x) = f(x/0)

e denominado funcao de verossimilhanca e cujo conceito foi introduzi
do.por Fisher em 1920. Convem notar que a funcao de verossimilhanca

L(6;x) n3o define necessariamente uma distribuicao de probabilidades
em ®, os elementos da classe {L(0;x);x ¢ X} sdo apenas funcoes de ©
para cada x ¢ x. Esta & de importancia fundamental no contexto do me
todo de inferencia fiducial, pois e nela que esta contida toda a in-

formacao que x pode nos dar sobre o (esse aspecto foi apontado por

Fisher em 1921). Se .a funcdo puder ser fatorada em

L(63x) = h(e,t(x))m(x)

onde h e m sao funcoes quaisquer, a funcao t(x) dos dados e denomina
da estatistica suficiente com relacdo a 6. Em outras palavras a es-

tatistica suficiente resume todaa informacao sobre o contida nos dados X,

A inferencia Estatistica consiste em tirar conclusdes sobre
0 universo partindo de fatos observados na amostra, ou como no nosso
caso, tirar conclusoes sobre uma quantidade desconhecida © partindo
dos dados x. Essas conclusoes podem estar expressas em termos de
proposicoes do tipo "e pertence ao intervado (a,b)" ou resumidamente
fe € (a,b)". Relativamente a essas proposicoes levanta-se contudo,
uma dificuldade: nao se pode dizer, contrariamente ao que sucede
com as proposicoes "deduzidas", que sdo falsas ou verdadeiras. Tao
pouco e de admitir-se um estado de completa ignorancia. Existe, por
tanto, emrelacao a uma. proposicao "induzida" uma posicao intermedia ;
ria entre

falsa-verdadeira



posicao de incerteza que leva a dizer que a proposicdo e mais ou me-

nos provavel.

Em resumo pode admitir-se que ha um grau.:de incerteza em to-
da a inferencia em contraste com o carater de certeza absoluta que e
atribuido as dedugoes matematicas. A avaliacao do grau de incerteza

e medida em termos probabilisticos.

‘Tanto subjetivistas como objetivistas tem como ponto de paf—
tida os dados x e o modelo de probabilidades associado a eles,
f(x/0). No entanto, a forma como os utilizam esta fundamentalmente
relacionada ao conceito de probabilidade subjacente e consequentemen

te os processos de inferencia resultantes serao diferentes.

A divisao em dois grupos subjetivistas e objetivistas, e bas
tante generica e tem como referencia as duas tendencias mais conheci
das: a Bayesiana e a Classica (a primeira e visualizada como subje-
tivista e a segunda como objetivista). No entanto, o aspecto que di
ferencia ambas, Bayesiana e Classica, para alem do subjetivismo e ob
jetivismo esta fundamentalmente associado a utilizacdo ou n3ao da pfg
babilidade como medida de inducao (probabilidade indutiva). Procura
remos esclarecer na exposi¢ao que seqgue o significado de probabilida

de indutiva.

Sob a Tuz de certos fatos conhecidos, que chamaremos de A, e
xiste uma posigcao de incerteza com relacao § proposicao "o ¢ (a,b)"
que chamaremos de B. Para os subjetivistas o grau de incerteza que
um individuo tem sobre a veracidade da afirmacgo contida em B pode
ser expressa em termos numericos. Esse valor numerico e a probabili

dade. Entdo p = P(B/A) e uma medida do grau de incerteza que uma



pessoa pode ter sobre a ocorréncia .de B dado o conhecimento de A. Em
casos extremos p=1 se B decorre de A e p=0 se A e B se contradizenm

mutuamente.

A interpretacav subjetivista trata a probabilidade em termos
de sentimentos de certcza e incerteza, com base na experiencia pes-
soal do individuo (os "fatos conhecidos”, A.é a éxpresséo dessa expe-
riencia) , Ramsey e de Finetti, independentemente e simultaneamente,
no periodo de 1925 a 1935 contribuiram para a construcao de uma defi
nicao formal de probabilidade subjetiva com base em criterios de con
sisténcia e coerencia, desenvolvida mais tarde por outros como

Savage e Good.

A chave do metodo subjetivista e dizer que embora o- verdadei
ro valor de 0 seja desconhecido, os possiveis valores que ele pode
assumir e que estao em ® podem ter diferentes graus de incerteza ba
seado em conhecimentos a priori de cunho pessoal. A essa incerteza
associamos uma distribui¢do de probabilidades de natureza subjetiva
no espa¢o parametrico chamada distribuicao a priori. Essas probabi-
lidades sao probabilidades condicionais (condicionadas pela experien

*

cia pessoal) (Lindley, 1965 e Good, 1950)( ).

Associando o modelo proposto, f(x/0), com a distribuicao a
priori<de © e usando o teorema de Bayes chegamos a uma distribuicao
de probabilidades sobre o espa¢o parametrico, dita distribuicao apos
teriori que e uma "calibragem" da nossa incerteza inicial sobre 0 ja
que considera a informacao inicial (a priori) e aquela adicionada pe

los .dados.

(*) Lindley, D.V. (1965) - Introduction to Probability and Statistics from a
Bayesian Viewpoint, Part 1, Probability - Cambridge: C.U.P.

Good, I.J. (1950) - Probability and the Weighing of Evidence. London: Griffin



Com efeito, se denotarmos a distribuicdo a priori por g(0)
podemos obter a distribuicao a posteriori de © atraves da formula de
Bayes:

f(x/0)g(0)
f(x/0)g(0)do

g(o/x) =

onde [ e a integral sobre o espaco paramétrico e g(9/x) & a distri-
o _
buicao a posteriori de o.. Esse mecanismo sera ilustrado pelo seguin

te éxemplo:

Exemplo 1.1: Considere uma variavel aleatdria X com distribuicio U-
niforme em (6-1/2; 0+1/2) onde © & desconhecido e pertencente ao es-
paco paramétrico® = [10,20]. A funcido de verossimilhanca &

n
L(es;x) = f(x/0) = [T 1 (x;)

i=1 Toody |
(O"?:O'}'?)

1.0: 1
Ise x; ¢ (6-7,@+.?)

onde I (x;) =

0 caso contrario

Assumindo como distribuicao de probabilidades a priori uma distribui-

cao Uniforme em [10,20] e usando a formula de Bayes obtemos

1 .
T g () x [qgox 1 (0)]
el - i=1 ( _7;fo?)il - [10,20]
J 20 n f
I (%) X [qhox (0)1do
_ 1,00 1, (4) x [

o 1= (05304 ) [10,20]
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que corresponde a uma distribuicao Uniforme em (yn-1/2;y +1/2) onde

1

Yy e a i-esima estatistica de ordem.

Nossa informacao inicial sobre 0 e modificada pelos dados
x . atraves dessa operacao que funciona como uma forma de "atualiza-
cao"dessa informacao. A utilizacao formal do conhecimento a priori

e um dos pontos mais polemicos desse argumento.

Algumas das criticas feitas a utilizacao de uma distribui-

¢ao a priori vem na forma de perguntas como as que seguem:

1) mesmo aceitando o fato de que a "incerteza" pode ser descrita a-
traves de uma distribuicao de probabilidades, como encontrar o mode-

lo adequado para traduzir essa informac¢ao?

2) qual distribuicao apriori deve ser utilizada quando nac se tem
informagcao? Nesses casos, alguns adotam a distribuicdo Uniforme
quando o espaco parametrico e um conjunto limitado, como no exemplo

1.1. Mas e se o espaco parametrico nao e um conjunte limitado?

A maior critica esta relacionada com o fato de a distribuicdo a prio
ri ser.uma medida subjetiva (personalizada): duas pessoas com infor-
macoes diferentes poderao considerar diferentes distribuicoes a prio
ri e consequentemente obter diferentes distribui¢oes a posteriori.

Assim, com os mesmos dados, dois estatisticos poderao fazer diferen-

tes inferencias sobre o mesmo parametro.

Mas, essa abordagem que utiliza a formula de Bayes nao exi-



ge obrigatoriamente o uso do conceito subjetivista. E tambem compa
tivel com o conceito l1ogico de probabilidade desenvolvido porJéffreys
(1961)(1)

Keynes em (1921)(2) motivado por principios de 10gica ma-
tematica, na qual a proposicﬁo A impl{ca-ou refuta outra proposicao B,
modificou e ampliou esse conceito medindo pela probabilidade a exten-
sao em que A verifica B. Essa medida de probabilidade & uma probabi-
lidade condicional e mede um grau de crenca racional, que em distin-
cao da ideia de probabilidade subjetiva & assumida como anica. E uma
quantidade de confianca que e adequado conferir a uma proposicao B, a
luz da informacao ou conhecimento que obtemos de A. H3 um e so um
grau de implicacao p = P(B/A) e e uma medida tdo objetiva quanto o
conceito frequentista que veremos adiante. Popper (1975)(3) conside-
ra o conceito logico de probabilidade uma variante do conceito subje-

tivista interpretando os enunciados nao psicologicamente,mas logica-

mente,

Nas palavras de Good (1965)(4): A Togical probability, or..
"credibility" (in the terminology of early writers) is a rational
intensity of conviction, implicit in the given information, and such
that if a person does not agree with it he is wrong" (pag. 77).

As criticas ao conceito logico de probabilidade ressaltam

(1) Jeffreys (1961) Theory of Probability, 3rd Edn. Oxford Clarendon Press.
(2) Keynes, J.M. (1921) Treatise on Probability. London: Mac Millan

(3) Popper, K.R. (1975) -A logica da pesquisa cientifica: traducio de L. Herberg e
0. Silveira da Motta. Sao Paulo, Cultrix. Ed. da Universidade de S3o Paulo

(4) Good, I.J. (1965) The Estimation of Probabilities: An Essay on Modern
Bayesian Methods. Cambridge, Mass: M.I.T. Press.



em primeiro lugar uma insatisfacao com a base de obtencao do valor
numerico para a probabilidade. Perguntas do tipo: como medir o grau
de crenca racional? E como obter uma medida Unica (ndo pessoal)? -

tornam esse conceito impopular entre os estatisticos modernos.

Existe uma variante entre os trabalhos de Keynes e
Jeffreys. No contexto deste estudo citaremos apenas as ideias de
Jeffreys no criterio para escolha das distribuicdes que representam

ignorancia a priori sobre ©.

Jeffreys, utilizando o principio da razao insuficiente de

(1)

Bayes-Laplace que conduz a distribui¢do uniforme para conjuntos
fechados na reta e mantendo certas propriedades de invariancia dos
modelos propostos sugeriu que a distribuicao a priori dependesse da

natureza de®. Para isso propos os seguintes criterios:

a) ® = (-»,®): distribuicao uniforme continua, assegurando invarian-

cia face a qualquer funcao linear de o.

g(0) « constante -» < 0 < «

(1) 0 principio da razao insuficiente diz que a probabilidade de dois eventos ira
ser igual se nos nao temos razio para acredita-los diferentes. 0 primeiro a usar
esse pr{nchio foi Thomas Bayes em 1763 que postulou que o parametro da Binomial,
p, tem distribuicao Uniforme em (0,1) se nada e conhecido sobre ele,oque & conhe-
cido como postulado de Bayes. Laplace em 1814 usou o principio citado acima para
outros parametros alem daquele da Binomial. 0 principio ficou conhecido como prig
cipio da rézio insuficiente de Bayes-Laplace.



b) ® = (0,=): distribuicdo uniforme continua para ¢= 1090, ¢ e (-, =),
0 que garante coerencia com a) e invariancia face a qualquer po

tencia g(g 20) de o

9(0)«110 0<O<co

Vale notar que g(o) em a) e b) 550 distribuicoes de natureza im-

propria, pois J gle)do = += e podem ser visualizadas como "funcoes de
ponderaéio" operando na funcao de verossimilhanca f(x/e), originando,
apos normalizacao, uma distribuicao a posteriori. 0 exemplo abaixo

ilustra este metodo.

Exemplo 1.2: Consideremos a mesma situacao do exemplo 1.1, com exce-
¢do que aqui ® = (-=,=) e a distribuicio a priori e aquela proposta
por Jeffreys

g(O).—_1 - < QO < o

obtemos como resultado

n
R . (Xi)
g(0/x) = f(x/6) x1 _ _ i=1 (0-1/2;0+1/2) _
® © N
-L f(X/e)K1dO J 1:I;:l-I(O__1/2,9+1/2)(X])d@

= 1 (0) 1
(y =1/25y,+1/2)  y -y +1
Com a aplicacao do principio da razdo insuficiente, f(x/o)
e proporcional a g(2/x) o que revela completa "submersao” da informa-

cao a priori pelos dados amostrais.



Ate este ponto descrevemos as abordagens subjetiva e obje-
tiva que utilizam o argumento de Bayes o que & em geral conhecido
como método Bayesiano. Ate aqui a probabilidade e utilizada como me
dida indutiva (probabilidade indutiva) que gera distribuicoes a prio
ri’ no espaco parametrico, subjetivas ou objetivas (neste contexto,

probabilidade indutiva e uma medida "induzida" no espaco parametri

co).

No entanto, nem todos sao partidarios da utilizacao de dis
tribuicoes a priori, subjetivas ou nao. E o caso da escola de
Neyman-Pearson. Nesta escola isto e reflexo da visao de que probabi
lidade nao pode ser utilizada no sentido indutivo descrito anterior-
mente. Para os seguidores da escola de N.P. a' probabilidade de um e-
vento e uma medida unica, masvencarada apenas no sentido frequgntis-
ta que descrevemos a seguir. Em um experimento repetido um grande
numero de vezes, imagina-se que um evento cuja probabilidade "verda-
deira" e 0,6 ocorra aproximadamente sessenta vezes em cem. Segundo
esta interpretacao frequentista o enunciado "a probabilidade de ob-
ter 5 em um dado e 1/6" nao e efetivamente uma afirmacao acerca do
proximo lancamento; e antes uma afirmacao acerca de toda uma classe
de Tancamentos do qual o proximo e apenas um deles. Nos termos des-
sa concepg¢ao, 0s enunciados de probabilidade numerica (como o de ob-
ter 5 em um dado) so sao admissiveis se pudermos oferecer uma inter-
pretacao frequentista para eles. E como o parametro © e uma quanti-
dade fixa nao devemos associar qualquer probabilidade diferente de
zero ou um a proposicao "o € (a,b)". Portanto, a probabilidade indu

tiva ndo e admitida nessa versao de N.P. da inferencia, o que torna



inaceitavel qualquer distribui¢io de probabilidade sobre o espac¢o pa

rametrico.

Com base apenas na visao frequentista da proBabi]idade e
nos dados X como unica informacao relevante que permite uma quantifi
cacao, alem do modelo f(x/o0), as inferencias mais comuns da inferén-
cia de N.P. sao: estimacao pontual, onde se encontra um particular
valor 6 para e; estimacao por intervalo, encontrando-se o fnterva]o
(04,9*) contido no espaco parametrico e associando-se a este um grau
de confianca; testes de hipoteses, no sentido de "verificar" se

0 EC)O c® e associando ao resultado os "erros" de inferéncia.

Dentro desse contexto nosso interesse esta voltado para a
teoria de estimacao objetiva que se desenvolveu de 1930 a 1935 tendo
dois eixos distintos: o de Neyman-Pearsoneo de Fisher (responsavel

pelo metodo fiducial).

Neyman-Pearson desenvolveram a teoria de testes de hibBte-
ses e de intervalos de confianca (estimacao por intervalo) por volta
de 1930. Como ja mencionado, o uso 10gico da probailidade & aqui i-
naceitavel e portanto distribuicoes de probabilidades sobre o espago

parametrico sao impensaveis.

0 processc de estimacao por intervalos de confianca consis
te em encontrar um intervalo do tipo (A(X),B(X)) que, pode ser consi-
derado como um conjunto aleatorio contido em®. Para um dado valor
% € @ nos podemos calcular a probabilidade de (A(X),B(X)) conter 90

como segque:

P(A(X) £ 6, < B(X)/0 = 0



para uma e (0,1) conhecido e onde

P(A(X) = ogle = 0,) = | f(x10,)dx

{x;A(g)éoo}

Suponha que esta. probabilidade (1-0) e a mesma para tode % €C),

entao _
PLCACX),B(X)) 2 ©,[0 = 05) = 1-a, para todo O e®. 0 in-

tervalo (A(x),B(x)) onde x corresponde ao valor observado de X e cha

mado intervalo de confianca para © com coeficiente de confianca

(1-a).

Exemplo 1.3: Considere X ,...,X variaveis aleatorias (v.a) indepen

dentes identicamente distribuidas (i.i.d.) com distribuicao uniforme
em (0-1/2,0+41/2). Definimos A(X) = Y1 = min{X1,...,Xn} e
B(X) = Yo = méx{X1,...,Xn}. Calculemos a probabilidade de

0 € (Y1’Yn)’ ou melhor calculemos a probabilidade de (Y1,Yn)conter 0.

Entao
n-1 n K n-K
P(Yy <0 < Y,/0) = (K)[P(X < 0)I[1-P(X <0)]1""
K=0
N1 n K An K
= 1 (Qre-2+1/21%1-040-1/21""
K=1 .
n

1 2“"1

n n -1
(Qr1/21" =

oh-1

]
n oS~

K=1

para qualquer que seja © €¢®, Dessa forma,-[y1,yn] e um intervalo

n-1
de confianca para © com coeficiente de cornfianca E—ﬁ—%l = 1-o
. 2 -

aqui Yy &Y, sao os valores observados de Y1 e Yn’ respectivamente.

.
s

Suponha agora que n=2, entao @=1/2 e (1-2) = 1/2. Suponha tambem
que os valores observados sejam Yq = 2,3 e Yy = 3,0, entao (2,3;3,0)

e um intervalo de confianca para © com coeficiente de confianca 1/2.



Mas, note que 3,0-2,3 = 0,7 > 1/2 o que significa que

(2,3;3,0) « (0-1/2;0+1/2) contem © com centeza. Pode-se entio con -
cluir que o coeficiente de confiangca (1-a) associado ao intervalo de
confianca, nao e uma medida da probabilidade do intervalo amostral
conter 0. Ou seja, dizer que (A(x),B(x)) @ um intervalo de confian-
¢ca com coeficiente de confianca (1-0), significa dizer que quando X
€ observado ou o intervalo contem © ou X & um evento com probabilida
de a, Se repetirmos esse procedimento varias vezes, ou seja, obser-
varmos varias amostras. x, espera-se que a frequéncia de vezes que o
intervalo amostral gerado ira conter © seja de 100(1-a)%. Portanto,
(1-a) e uma medida de erro do procedimento e nao de um especifico in

tervalo observado.

0 uso exclusivo do conceito frequentista de probabilidade
e principalmente a falta de um critéerio que permita medir a precisao
final da inferencia (a ndo ser em termos de repeticdes hipoteticas)
sac algumas das criticas a esse método. Uma outra critica esta rela
cionada com o fato de que esse procedimento n3o utiliza a informacao
a priori, mesmo nas circunstancia em que esta e facilmente quantifi-

cavel,

A maior divergencia entre as escolas Bayesiana e a de
Neyman-Pearson (€lassica) esta no fato de que para os primeiros a re

gra de parada e irrelevante, efeito direto do principio de verossimi

* -
1hanca( ) » enquanto que para os seguidores de Neyman-Pearson isto &

(*) 0 principio de verossimilhanca diz que se duas amostras x e y tem verossimi -
Thancas que sao funcoes do mesmo parametro 0 e estas sao proporcionais, as
duas contem a mesma informacao sobre o parametro O.



absurdo, pois estes nao aceitam nenhum metodo inferencial que nao
considere a tecnica de amostragem; segundo essa abordagem a funcgao
de verossimilhanca e simplesmente um instrumento para a construc¢ao

de metodos especificos de estimacdao e testes de hipotese.

As varias atitudes em face do conceito de probabilidade sao
evidentemente as causadoras basicas dos diferentes principios de In-
ferencia Estatistica. =~ Assim, entre a inferencia Bayesiana e a
Classica,a diferenca fundamental esta no fato que a primeira usa a
probabilidade no sentido indutivo (subjetiva ou objetiva) e a segun-

da nao.

Quando se utiliza a probabilidade como grau de crenca de
“uma proposicao, "o ¢ (a,b)", este grau de crenca,seja pessoal ou ra-
ciona];ekige que se encare o conceito de probabilidade alem dos Tlimi

tes frequentistas.

R.A. Fisher ao propor a probabilidade fiducial, procurou
unir o conceito frequentista de probabilidade com o uso da probabf]i
dade no sentido indutivo. No entanto, Barnett (1973), por exemplo,
chamou a atencao para o fato de que Fisher foi muito mais estimulado
pela construcao de um principio de Inferéncia Estat?sticé do que pe-

la tentativa de propor uma nova visao de probabilidade.

Fisher, cuja contribuicgo para a moderna Estatistica e uma
das mais importantes, era adepto do conceito de probabilidade frequen
tista; no entanto a formulacdao proposta por Neyman-Pearson lhe pare-
cia insuficiente: "wooden attitude". (Fisher, 1956, pg. 9). Nas
palavras de Fisher (1956, pg. 44): "all expressions of incertain
Knowledge must have the some logical form, namely that a statement of

probability". No entanto para ele um metodo de inferéncia "do not



generally lead to any probability statements about the real world,
but to a rational and well-defined measure of reluctance to the

acceptance of the hyphotesis they test".

Em outras ba]avras, Fisher acreditava que nossa incerteza
sobre © poderia ser traduzida em termos probabilisticos sem a utili-
zacao de distribuicoes a priori (tendo como base somente os dados).
Em primeiro lugar, porque ndo acreditava que pudéssemos expressar
‘nossa crenca racional em hipoteses competitivas atraves de valores .
numericos, somente com base em conhecimentos anteriores, sem que es-
ses valores numericos fossem subjetivos (e para Fisher, que era obje-
tivista,isto era inaceitavel). Em seqgundo lugar, mesmo a proposta
de dfstribuiCSes a priori, segundo uma perspectiva objetiva de
Jeffreys que e a escolha de distribuicdes a priori Uniformes (usando
o principio da razdo de insuficiencia de Bayes-Laplace) Fisher ques-

tionou apontando o que chamou de "inconsistencia" do metodo Bayesiano.

Sobre essa inconsistencia Fisher (1930) coloca: "se p & a
probabilidade de sucesso de uma Binomial e esta & "completamente des-
conheéida", atribuir distribuicao a priori para p, nao significa "des
conhecimento total", pois tomando ao pe da letra, se p e "totalmente
desconhecida", p2? tambem o e. Sendo assim, p? tambem deveria ter dis
tribuicao a priori Uniforme em (0,1). Mas se supusermos p com distri
buicao Uniforme, utilizando o calculo de prcbabilidades, p2 tera ou -

tra distribuicao."

Nesse artigo de 1930, cujo titulo e "Inverse Probability", onde, por
probabilidade inversa entende-se a distribuicao a posteriori Bayesia-

na, Fisher combatia o metodo Bayesiano por considerid-lo inconsistente



(devido ao uso de distribuicoes a priori) e definiu um método que pro

curou levar em conta os seguintes principios:

1) Distribuigoesa priori sao inaceitaveis
2) Nossa informacao sobre @, vinda dos dados, pode ser expressa em

termos de probabilidade (frequentista)

Com base nessas ideias formulou o argumento fiducial.

As primeiras exposicoes do argumento fiducial foram vagas e
informais baseadas em exemplos especificos, sem mencao aos requisitos
essenciais para a sua utilizacao. Na verdade, acredita-se que a meto
dologia fiducialista seja mais uma colecao de exemplos do que uma teo
ria. A abordagem mais completa sobre o assunto encontra-se em um 11-
vro de Fisher publicado em 1956 cujo titulo e "Statistical Methods
and Scientific Inference". Neste livro encontra-se, pela primeira
vez, 0s requisitos para o uso do metodo fiducial. Mas, mesmo assim
algumas questos permaneceram em aberto, como por exemplo: o metodo
passo-a-passo ao qual Fisher se refere como uma forma "rigorosa" de
obter inferencias fiduciais para o caso mu]tiparémétrico, nem sempre

produz resultados Unicos.

Em Vista disto e da falta de consenso com relacao a defini-
cao da probabilidade fiducial, nao e de surpreender que este metodo
tenha sido alvo de interpretacoes confusas e controvertidas, desde o
seu surgimento em 1930. Este e talvez o capitulo de menor sucesso
do trabalho de Fisher, devido a polemica que suscitou e ainda hoje

suscita.



Desde a morte de Fisher em 1962 o interesse sobre o metodo
fiducial vem declinando. Alguns de seus seguidores procuraram es-
clarecer e extender essa ideia (por exemplo, Bunke (1975), Fraser
(1961, 1964, 1968), Hacking (1965), Pedersen (1978), Seidenfeld
(1979), Wilkinson (1977)).

0s modelos estrutural e funcional sao extensoes do metodo fi
ducial. Sao definidos em situacoes nas quais x pode ser expresso co
mo uma funcao de O e e, onde e e uma variavel aleatoria erro, que &
a expressao de "fontes indefinidas de variacao". Por exemplo: Supo
nha que X pode ser expressa como X = O+e; entao e pode ser visualiza
" do como a diferenca entre o valor x (que & observavel) e o parametro
® (desconhecido). A variavel aleatoria e nao e observavel, portanto
tem valor desconhecido, mas tem-se informacao sobre o seu comporta -
mento atraves de uma distribuicdo de probabilidades que independe de

© . O0s modelos funcional e estrutural sao compostos de duas partes:

1) A funcao que relaciona x com 0 e e.

2) A distribuicao de probabilidades de e, que e independente de 0.

A base da inferencia estrutural e funcional & reverter a re-
lacao inicial expressando © como funcao de x e e. Como o mecanismo
probabilistico de e e conhecido e o valor de x e observado obtemos

uma "distribuicao deprobabilidade" para o.

Asinferencias fiducial e estrutural sao descritas nos capitu-
los 6 e 7, somente nos aspectos mais significativos que as rela-
cionam com a ideia que gerou o seu surgimento (a fiducial). O0s deta-
lThes especificos da inferéﬁcia proposta para cada umadessas extencoes

do argumento fiducial sao omitidos deste trabalho.



CAPITULO 2

METODO FIDUCIAL: CASO UNIPARAMETRICO

Para facilitar a compreensao do metodo fiducial e a conse -
quente interpretacao do conceito de probabilidade envolvida, passa -
mos a expor o mecanismo no qual ele se fundamenta. Em seguida intro
duzimos o correspondente conceito de probabilidade e os requisitos

necessarios para sua utilizacao.
2.1. 0 mecanismo

0 metodo fiducial consiste em encontrar uma distribuicao de
probabilidades sobre o espaco paramétrico,(D; baseado na informacao
fornecida pelos dados k e pelo modelo f(x/0). O resultado, a "dis -
‘tribuicéo de probabilidades" para © quando o valor de x e observado,
recebe o nome de distribuicao fiducial de 0. 0 termo distribuicao
fiducial foi adotado por Fisher para diferenciar esta distribuicao

da distribuicao a posteriori obtida pelo metodo Bayesiano.

Existem duas formas de se encontrar a distribuicao fiducial
de 0: atraves de funcoes de distribuicdo mondotonas e através de quan

tidades pivotais. Descrevemos a seguir estas duas formas.

2.1.1. 0 metodo da Funcao de Distribuicao Monotona

Desejamos inferir sobre o (parametro) que assume valores em ®

(espaco parametrico) contido em R.

0 unico ente que relaciona 0 (desconhecido) com os dados x

(observado) e a funcao L(0;3;x)=f(x/0). Assim esperamos que ao Se va-
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riar o valor de © o valor de L(@;x) se altere. Como consequencia in-
tuitiva, ao fatorarmos f(x/0), todo o fator que ndo se altera com a
variacao de ©, pode ser abandonado e somente aqueles fatores que sao

funcoes de © precisam ser considerados no processo de inferéncia.

Seja t: X » t uma estatistica, onde t={t;t(x)=t e x e x}
Como resultado f(x/9) = f(x/t,0)f(t/0). Alem disso se t e uma esta-
tistica suficiente f(x/t,0) = f(x/t) e portanto, independente de ©.
Dessa forma, para efeito de inferencia,no lugar de trabalharmos com

f(x/0) trabalharemos com f(t/0) ou com

P(t <= té/O) = F(ta/e) = [f(x/o)dx , t e
{nt(x)gta}

De forma generica F(t/0) indica a funcdo de distribuicao de probabi-
lTidades de t. Um valor conhecido de t, sera denotado por ta e de ©

o_.
por @,

0 proximo passo para que possamos usar a inferéencia fiducial

e considerar as sequintes condicoes:

a) T <R, ou seja t tem a mesma dimensiao de 0.
b) F(t/9) e continua em t e tem mesmo dominio ® para todo t.
c) F(t/o) e monotona (crescente ou decrescente) em O, com

F(t/e)+1 se o+ e F(t/0)+0 se o+

Mestas condicoes existe uma relacao de ordem entre t e 0 e @
possivel encontrar atraves de F(t/6) uma distribuicdo de probabilida-

des fiducial para © quando t=ta.
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Descrevemos a seqguir a construcao da distribuicao fiducial.

Para cada valor de o € (0,1) vamos definir:

i) ta(O):() -~ 1 tal que para cada o, (), ta(ea) assume um valor
t ext , tal que F(t/ea) = a
ii) o conjunto de valores de © e tal que ta(Oa) =t sera denotado

por Oa(ta).
Se as condicoes

1) Vo€ (0,1) e t, conhecido, @a(ta) € unitario e

2) V ae€ (0,1), ta(o) e uma funcao crescente (ou decrescente)

sao satisfeitas, entdao F(t/0) e continua em t e monotona decrescente
(crescente) em ©. Na verdade,as condicoes 1) e 2) sao uma outra for

ma de escrever as condicoes a), b) e c) iniciais.

Desejamos saber qual a probabilidade de © < 0, para todo
B e®. Na figura 2.7 representamos a funcao t,(e) (crescente) para

alguns "valores" de o € (0,1).
Figura 2.1: Grafico da funcdo t (©) para o = Gy y0,y 50, T =® = (0,x).

to=t (o)

2
t1=ta (0)
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Observe que o, < a,=>t (0) =t, <t, =t (0) para todo © onde
1 2 oy 1 2

F(t1/o) = a, e F(tz/e) = o,

Podemos concluir que

—
no
—
—
S
(©)
IIA
(0]
—
+
e
P
v
(-f
—~
(0]
~

Como t tem distribuicao indexada pelo parametro 0, a afirma

O
Q0
o
‘+
v

t, (6) nos da como resultado- que
2

Pt ozt (0)/0) = 1 - Flt, (0)/0) = 1 - a,
2 2

Portanto,a afirmacao t <t (0) e satisfeita com probabilidade (1-a2)
2
e como e valida a expressao em (2.1.1), ent3ao a primeira desigualdade

de (2.1.1) e satisfeita com a mesma probabilidade (1-a2). E assim

P(o =6 (t)) =P(t 2t (0)/0) = 1-a,
2 2

Note que (vide figura 1)

; y - . -
F(t, (e)/e) = F(t/oa (t)) = a,
2 2
Entao para todo t € v podemos definir

P(o =0 (0)/t) = G(Oa (0)/t) = 1-F(t/ea (t)) =1 -

o
%5 2 2 2

onde, G(0/t) e a funcao de distribuicao fiducial de © para t e r.

Chamamos a atencao para o fato que P(+/t) nao e uma probabilidade

comum,pois t e a unica v.a. Quando t:ta

G(O/ta) =1 - F(ta/O)
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—

A construcgcao anterior foi feita para o caso em que ta(@) e
crescente; no caso em que ty (9) e decrescente,analogamente teremos
60, (t) <=t s t, (o)
2 2
G(e/t) = F(t/o0)

Resumindo:
- F(t/9) decrescente em 0 <« ta(e) crescente e

G(O/ta) =1 - F(ta/O) , quando t = t_

- F(t/9) crescente em 0 < ta(e) decrescente e

G(e/t) = F(t/0) , quando t = t,

Se além disso F(t/0) & derivavel com relacdo a ©, podemos
obter a densidade fiducial de © que e, para os dois casos acima,

igual a
aF(ta/e)‘

o/t ) = ‘
g(e/t, -

Vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 2.1.1: Seja X1""’Xn v.a. mutuamente independentes com a

mesma distribui¢ao (i.i.d) exponencial com parametro 6 desconhecido,
assuminde valores em ®= (0,2). Uma estatistica suficiente com rela-
cao a 0 e t=nX. A distribuicdo de t & Gamma com parametros (n,1/0)

e portanto

nx

Fig/o) = | L1L0)T (n--s/0y
0 (n—1)!



que e uma funcdo monotona decrescente em®. Ent3o, a distribuicio

fiducial de 0 e
G(e/nx) =1 - F(nx/0)

Derivando F(nk/0) com relacdo a ©, atravées da regra da cadeia obtemos

a densidade fiducial de ©,

_hx
Q

(0}
v
o

1
g(o/nx) = ( — (3)
(n-1)1 °
Quando substituimos nX pelo respectivo valor observado nia,teremos a

densidade fiducial de © quando nX = nX,-.

Como o caso mais comum e aquele em que F(t/©) & monotona de-
crescente em 0, toda referencia subsequente sera feita considerando
este caso, a nao ser quando mencionado explicitamente. As seguintes

observacoes sao de interesse:

[) E fundamental que t tenha a mesma dimensdao de ©. No caso descri-
to t e suficiente completa.

IT1) A condicao que estabelece que Oa(t) e unitario pode ser "relaxa-
da". Nestes casos teriamos uma relacao entre t e © como indicado

na figura abaixo.

Figura 2.2: Grafico de uma funcao t,(©) tal que a condicdo
¢, (t) unitario ndo e valida




Naturalmente;continua valida a expressdao (2.1.1). A unica diferenca
nos casos em que Oa(t) nao e unitario e que substituTmos.@a(t) por

0 = max Oa(t).

ma x 5
0 raciocinio e analogo nos casos em que t,(9) assume o mes-

mo valor para diferentes valores de ©.

III) Nem sempre o espac¢o parametrico ®, quando t=t_, € 0 mesmo
inicial, as vezes o dominio da distribuicao de probabilidade
fiducial depende do valor de t.

IV)- Para variaveis aleatorias discretas nao e aconselhavel o uso do
metodo fiducial, pois nestes casos a func¢do t,(®) ndo e defini-
da para todo o € (0,1) e todo © e ® e esta condicdo & fundamen-
tal (vide discussdo cap. 3).

V) Nos casos em que F(t/©) ndao converge para zero quando © decreﬁ-
ce para o limite inferior de ® e/ou F(t/0) nio converge a unida
de quando o cresce para o limite superior de(D, a distribuicao
fiducial resultante e dita incompleta. Neste caso,tambem nao

se aconselha o uso do metodo fiducial. (Note que neste caso

Plo e®) < 1).

2.1.2 -Quantidades Pivotais

Na secao anterior obtivemos a distribuicao de probabilidade
fiducial de o quando t=t_, para situacoes em que a funcao dedistribui
cao de uma estatistica suficiente (completa) com respeito a © & mono-

tona em o.
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Com o uso de quantidades pivotais, generalizamos o mecanis-
mo das funcoes de distribuicao monotonas para os casos em que t tem

a mesma dimensao de ©.

Uma quantidade pinotal e(e;t) e uma funcdo do parametro 0e da

estatistica suficiente t, cuja distribuicao de probabilidades, P, in

depende do valor de © ou seja

P(e(e,5t) « A/oy) = P(e(o,3t) € A/o,)

onde A e um evento qualquer contido em E=conjuntos dos possiveis va

lores de e(0;t) = e.

As quantidades pivotais podem ser utilizadas para encontrar
a distribuicao fiducial de © quando t=ta,desde que as sequintes con-

dicoes sejam satisfeitas: Para todo t e =,

a') e(t;0) tem o mesmo dominio ®©

b') e(t;0) e monotona ou inversivel em ©

c') e(t;o) e derivavel em 0.

Nestas condicoes a densidade fiducial de © sera

g(o/t) = p(g(é;t)/e)!ggégiil‘

onde p(e(o;t)/e) e a funcao densidade de prbbabi]idade de e,

0 seguinte exemplo serve para ilustrar essas condicoes:

Exemplo 2.2.1: Sejam Xy,...,X, v.a.i.i.d com distribuicao normal com

média © e variancia 1; neste caso se ® =R. A estatistica X o sufici
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ente para © e e(x;0) = Xx-0 @& uma quantidade pivotal, cuja distribui
¢ao e normal com media zero e variancia (1/n), para todo © € R. As
condices necessarias para a obtencao do método fiducial estao satis

feitas. Portanto, a funcao de densidade fiducial de © e

- - de /n “Niz ay2
(e/x) = ple(x;0)/0)|=%| = exp{>-(x-0) } , © €R
g p I 0 | m _2_

que eadensidade de uma normal com média X e variancia (1/n). Quando

X = ia’ © tem densidade fiducial normal com media ia e variancia % :

Note que e(t;0) = F(t/0) e uma quantidade pivotal com dis-

tribuicao Uniforme em (0,1) e as condicoes

a) F(t/0) tem o mesmo dominio ®), para todo t.
b) F(t/0) e monotona em o.

c¢) F(t/o) e derivavel em oO.

sao praticamente as condi¢oes da secao anterior, necessitando-se a-
crescentar apenas que F(t/0) e continua em t e que F(t/0)+1 se 0t e

F(t/0)+0 se o+

A construcao da densidade fiducial se da de forma analoga a
secao anterior. Assim, a equivalencia (2.1.1) no caso da quantidade

pivotai e(t;0) = F(t/0) com F(t/0) monotona seria
05 0,(t) <>t 2t (0) « F(t/0) 2 F(t_(0)/0).

A segunda equivalencia e imediata, pois F(t/0) & uma funcido de distri
buicao. A probabilidade fiducial associada a © s oa(t) € a mesma que

satisfaz F(t/oe) = F(ta(e)/e). Como F(t/0) tem distribuiciao Uniforme
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em (0,1), para todo 0, a desigualdade F(t/0) 2 F(ta(e)/e) tem a probabi

lidade fiducial de 0 = oa(t). A densidade fiducial de © sera

g(o/t) = p(F(t/e)/e) |35<§g0’ l » 00
onde .. 1, F(t/e) e (0,1)
p(F(t/e)/0) =
0 , caso contrario
entao .
g(O/t)=’—8£(—§é—O) R oe@,

Nos casos em que existe e(0;t) que nao e a funcao de distri-

buicao, mas que satisfaz as condigcdes iniciais vale a relacao

00 <= e(t;o) = g(t;ea)

no caso em que e(e;t) e mondotona crescente em 0, para todo t e t. E
a probabilidade de e(t;o0) < g(t;@a) e a probabilidade fiducial de

oa , ¥ Oa e® .

0

IIA

0 raciocinio e analogo para e(0;t) monotona decrescente em ©

e para e(03;t) inversivel em o, para todo t e t.

E importante observar que as equivaléncias
0 50, « e(t;o) < g(t,ea)

resultam na probabilidade fiducial de 0 < ea quando t = ta

Antes de prosseguirmos a discussao vejamos um exemplo em que

a quantidade pivotal nao seja uma funcdo de distribuicio.
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Exemplo 2.2.2: Consideremos X1,...,X v.a. ii.d com distribuigao

n

Normal com media zero e variancia o? desconhecida. Neste caso

® = (0,=). A estatistica suficiente com respeito a o? &
2

(x,=X)
s2 = g._T%W——n A quantidade pivotal e(s2;0?) (n-1)s2

tem dis
i=1 o

tribuicao quiquadrado com (n-1) g2, denotada x;;1 .

Como e(s2;0?) satisfaz as condicoes 1), 2) e 3), o resulta-

do sera
, (n-1)s2
-1)s2 O |l———
g(o?/s2) = p[iﬂ—a}§~/021 x ( gcz =
(n-1) }(n-S)
. (1/2) 2 (n-1)sz| 2 exp{ -(n—1)s2}[(n-1)s2}
r(®%) a o (o?)2
il e BT flellef) (1,
> T o o ag
com o> 2 0 :

Ate agora, descrevemos o metodo fiducial no caso em que t &
suficiente completa com respeito a ©. Discutiremos a seguir o meto-
do fiducial em casos mais gerais, mas antes faremos uma descri-

cao do conceito de probabilidade fiducial.
2.2, Conjuntos de referéncia e o conceito Fisheriano de probabilidade

2.2.1 Propriedade de Confianca

Como ja foi dito inicialmente o argumento fiducial foi apre-
sentado de forma vaga e imprecisa. Por exemplo em Fisher (1935) co-

locou o argumento da seguinte forma:
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"Suponha que uma amostra aleatoria de tamanho n €& retirada
de uma populacao normal com média u e o® desconhecidos. Temos que
X e s2 s3o estimadores n3o viciados de u e o® respectivamente. En-

tao a estatistica t-Student e

(X-u)/n
S

£ =
que tem distribuicdo conhecida t-Student com (n-1)g.2. Entdo a desi
gualdade t > t1, que tem .probabilidade conhecida, pode ser reescrita
como '

(1) m<X - t1//ﬁ

e que, portanto, e satisfeita com a mesma probabilidade que a primei
ra desiqualdade t > t1. Para cada valor de t1 teremos a probabilida

de fiducial de (1)."

Segundo a versao acima, o que significa a probabilidade fi-

st
ducial do intervalo p < X - —~ 2 Segundo Fisher, a proposicao
’ n
_ st1
u < x - —— tem chance de ser verdadeira com probabilidade igual a
n
de t < t

x
Fisher no seu artigo de 1930 encontrou a distribuicao fidu-
cial do coeficiente de correlacao populacional, p, de uma normal bi-
variada com medias iguais a zero e variancias iguais a um, tendo como
base a distribuicao do coeficiente de correlacao amostral, r. 0 tre-
cho abaixo reproduz a interpretacao de probabilidade fiducial que

Fisher da para o exemplo referido acima.



"Whereas apart from any sampling for p, we know that if we
take a number of samples of 4, from the same or from different
populations, and for each calculate the fiducial 5 per cent value
for p, then in 5 per centof cases the true value of p will be less

than the value we have found".

Note que Fisher usa a mesma linguagem frequentista dos in-
tervalos de confianca e de fato durante muito tempo confundiram-se
esses dois conceitos de probabilidade fiducial e de coeficiente de
confianca. Muitos pesquisadores interpretaram os intervalos fidu -
ciais (-m,ea(ta)) com probabilidade fiducial (1-a) quando t=t_ , como
intervalos de confianca com nivel de confianca (1-a). Fisher era
frequentista, mas havia uma diferenca fundamental entre sua interpre
tacao e a dos criadores do metodo dos intervalos de confianca,
Neyman-Pearson; esta diferenca estava no fato de que ele acreditava
na probabilidade indutiva. A proposicao "© pertence ao intervalo
(-w,oa(ta)),quando t=ta" tem a seguinte interpretacao no contexo de
intervalos de confianca: ou a proposicao e verdadeira ou ela e fal-
sa, mas nesse caso um evento com probabilidade o foi obtido, parale-
lamente a interpretacao fiducialista e "a proposicdo e verdadeira com

probabilidade (1-a)".

A diferenca entre o intervalo de confianca e o fiducial, no
caso uniparametrico nao parece evidente, a nao ser com relacao a forma
como os intervalos sao obtidos e a interpretacao de probabilidade in-
dutiva associada ao caso fiducial. A diferenca entre ambos fica mais
clara no caso multiparametricoe o casc doteste de Behrens discutido no

cap. 5.
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Voltamos a comparar os intervalos fiduciais e de confianca

uniparametricos no capitulo 3.

No momento cabe ressaltar que:

.1) se observarmos varias amostras de tamanho n, a frequéncia com
que um intervalo (a,b), gerado pela amostra, ira conter © & a pro
babilidade fiducia].‘

2) Essa frequencia e usada como medida de chance da proposicao "o
pertence ao intervalo (a,b)" ser verdadeira.

3) A probabilidade fiducial e definida sobre o conjunto de referin-

cia (definido na sequencia).

2.2.2. Conjuntos de Referencia

Muita confusao se originou dofato de o metodo fiducial favo-
recer a interpretacao da densidade fiducial como uma densidade condi-
cional em t=t_ . Esta e uma interpretacao errada, pois g(e/ta) nao e

uma densidade condicional em ta, no sentido comum da palavra.

Vimos, na exposicao inicial da Secao 2, que quando t tem dis

tribuicao F(t/0) satisfazendo determinadas condicdes, como monotonici

A

0 (t_.) eram

dade em 9 e continuidade em t, as afirmacoes do tipo © oty

equivalentes a t 2 t, para todo a € (0,1), onde Oa(ta) e o conjunto

dos valores de @ que satisfazem F(ta/e) = a. A probabilidade fidu-

A

cial de © Ou(ta) e a probabilidade de t = t

2
Observe que as funcoes ta(o), a € (0,1), dividem o plano

(t,0) em regioes. Quando t=t_, para cada o e (0,1) existe um o (t,)

(t,)

que satisfaz F(ta/ea(ta)) = a. Se a, >a,, existe 9a1(ta) e eaz



= 33 «

(Suponhamos 0, (t.) =0 (t.) , V¥ oy # az). A probabilidade fiducial

1
de0a1(ta) <0 s Oaz(ta) e a, - a, que e uma "projecao” no eixo t=ta

como indicado na figura abaixo

Figura 2.3: Grafico de duas funcoes t (0) e t, (o). A
i 2

probabilidade fiducial do intervalo

Como ta(e) e definida para todo o« € (0,1), e possivel encon-
trar a probabilidade fiducial de qualquer intervalo (—w,oa(ta)) para
um dado ta e consequentemente, qualquer uniao ou interseccao de inter-

valos desse genero o que resulta na distribuicao fiducial de © "con-

dicionado" em t=ta.

Definimos, portanto as probabilidade fiduciais parao tendo
como base o conjunto D dos pares (t,0) onde t tem distribuicao
F(t/0), que e chamado conjunto de neferencia. . De forma generica D @

um subconjunto de T x ® .

Exemp16 2.2.2.1: Suponha t=x tendo distribuicao normal com media ©

e variancia 1/n, onde Tt =R e ® = R. 0 conjunto de referencia D &



0 conjunto dos pares (x,0) tal que X tem distribuicdo normal com me-

dia 0 e variancia 1/n e portanto, neste caso, D =1 x®,

Exemplo 2.2.2.1: Suponha t = Yn = max {X1""’Xn}’{xi} um conjunto

de v.a. i.i.d.com distribuicido uniforme em (0,0). Temos t = (0,0) e

- - _ Y
®= (0,=). A funcdao de distribuicio de Yn e dada por F(Yn/O) = [7§]q.
0 conjunto de referencia neste caso e

Yn f v
D= {ly,.0); Flyy/e) = [51" y, ¢ (0,0) , 0 > 0}

Note que o conjunto de referencia D e composto de todos os
possiveis valores de t.e de ©, com t tendo distribuicao F(t/e). E so
bre D que a distribuicao fiducial e definida.‘ Quando assumimos t=ta
a densidade fiducial de o, g(e/t=ta), e uma "projecao" de g(eo/t)
quando t=t_. Ou seja, para todo t=t  existe ea(ta) tal que

9 < @a(ta) tem probabilidade fiducial (1-a).

E importante ressaltar que no conjunto de referéncia D a equi -

valéncia (2.1.1) deve ser valida para todo t e t, todo 8 «¢® e todo

@ ¢ (0,1). Se existe algum subconjunto do conjunto de referéncia onde,
narequivaléncia‘(2.1.1), e = ea(t) nao resulta em probabilidade fiduci-
al igual a (1-a) para algum t ¢ 1, este subconjunto & chamado subconjun
to nelevante. Note que se para algum © a relacdo (2.1.T7) tem probabili
dade fiducial diferente de (1-0), este 0 e "diferente" dos demais e por
tanto, e "reconhecivel”. A existencia de subconjuntos relevantes signi
fica que ha um "acrescimo" ou uma "perda" de informacio sobre o |, para
alem do que os dados fornecem. Isto contraria a imposicao de Fisher da
nao existencia de outra informacdo (a priori) que ndo seja aquela forne
cida pelos dados. Na secao 3.2 enfocamos novamente o problema dos sub -

conjuntos relevantes.



Nos casos que vimos ate agora, onde t e uma estatistica su-
ficiente e completa com respeito a © e tem a mesma dimensao do para-
metro, aparentemente nao temos problemas se as condicoes necessarias
para o uso do metodo fiducial estiverem satisfeitas. Nos casos em
que t nao e suficiente completa e nao tem a mesma dimensao que 0, a
utilizacao do metodo fiducial deve ser cuidadosa, pois deve-se evi -
tar a existencia de subconjuntos relevantes. Como o metodo fiducial
esta baseado na utilizacdo de estatisticas suficientes e natural que
estudemos qual a implicacao deusarmos essa "reducao" no lugar dos da

dos originais.

2.3. Suficiencia e Exaustividade

Como a ideia de Fisher era fazer inducdao sobre 0 baseado na
informag¢ao contida nos dados x, era natural que pensasse em estatis-
ticas suficientes como forma de resumir a informacao sobre © contida
em x. No entanto para estabelecer uma relacao de ordem entre t e ©
e necessario que ambos tenham a mesma dimensdo, permitindo estabele-
cer equiva]éncias do tipo expresso em (2.1.1). Mas, e suficiente en
contrarmos uma estatistica t de mesma dimensao de © e fazermos nossa
inferencia com base em F(t/0)? O0s exemplos apresentados por
Robinson (1975) mostram que podemos encontrar subconjuntos relevan -
tes se nao observarmos com cuidado o tipo de estatistica t que estamos

considerando.



A ideia e a seguinte: se existe uma estatistica u tal que
a distribuicao condicional de t dado u e diferente da distribuicao
de t sem condicionamento, utilizar a distribuicao de t sem condicio-
namento e perder informa¢do sobre ©, pois nesse caso faz com que o
conjunto dos pontos (x,0) onde x tem distribuicao com parametro © e
u(x) = u(xa), onde X4 e a nossa mostra, seja um subconjunto relevan-

te.

Suponha que nao tenhamos uma estatistica t unidimensional e
completa ‘com respeito @a©, mas exista uma transformacao bijetora que
transforma o conjunto das estatisticas de ordem, (Y1""’Yn) em
t* = (t,u) onde u e uma estatistica (n-1) dimensional com distribui-
cao independente de © (ou seja, e ancilar) e t e unidimensional e tem

distribuicao condicionada em 0 e u. Entao

f(x1,-.-,xn/9) « f(y1,...,yn/6)

flyys. oy /0) = flt,u/e) = f(t/o,u)f(u).
(Fisher, 1941)
Mestas condicoes, t e dita suficiente exaustiva ou condicional com
respeito a 0. A densidade fiducial de 6 sera encontrada tomando como

base

f(t/e,u).

Assim temos a mesma ideia exposta na Secdo 2.1, em que toda funcdo que

nao varia com 6 pode ser eliminada,(que chamaremos de principio de re-

lTevancia ou condicionalidade), como e o caso de f(u).
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Restringir nossa atencdo a f(t/o,u) ndo acarreta perda de in
formacao sobre 0 e nos permite estabelecer uma relacao de ordém entre
t e © ja que ambos tem mesma dimensao. 0 papel de u e determinar o
que Fisher chama de configuracao da amostra. Lembremos que

f(t/©,u), ou melhor,
t
F(t/0,u) = J f(t/0,u)dt

[ee]

deve satisfazer as condicoes da secao 2.1, para todo u € U, onde
U= {uju(x) = u com x ¢ x}.
Para ilustrar e proporcionar uma melhor compreensao, veja-

mos um exemplo

Exemplo 2.3.1: Sejam X1""’Xn v.a.i.i.d com densidade

f(xi/o) = (%) exp{—|x1-@|} , x; e R

onde © & desconhecido e ® = R.

A densidade conjunta de (X1""’Xn) e

_ ,1yn n .
10 0%, /0) = (3) exp{—izllxi-el}, x; € R, i=1,...,n;

f(x
i=1,..,n ; 0 € R desconhecido.

Uma estatistica suficiente com relacdo a o, neste caso, € a

mediana amostral. Consideremos, para simplificar n=3 e assim t=y2

Suponhamos que nao levassemos em conta que Yo nao e sufici-
ente completa e encontrassemos a distribuicdo fiducial de o com base

em
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n
lw

fly,/0) exp{-2|y2-e|}{2-exp[-|y2-e|]}

o resultado seria

(2.3.1) g(e/yz)

2 expl-2]y,-0|} (2-expl-|y,-0]1} .

Agora, levemos em conta que Yy nao e suficiente completa,

mas que existe uma transformacao bijetora de (Yl’YZ’Y3) em

(YZ,YZ—Y1,Y2-Y3) tal que

f(y1:yzaY3/O) = f(y2:Y2‘y1syZ'Y3/0)
Note que t=y, e suficiente exaustiva e u = (y2-y1,y2-y3) e ancilar
com relacao a ©. Portanto |

f(yzsyZ‘y1»Y2'Y3/o) = f(y2/93y2‘Y1ayZ‘Y3)f(yZ"y]oyZ'Y3)
0 que nos permite restringir nossa atencao apenas a
f(yz/e,yz-y1,y2-y3) que & proporcional a

IEXP{'IYZ‘OI"IYZ'U1'OI - |y2‘uz‘6|}
onde Uy = Yo-¥y & Uy= Yo-¥q

A distribuicao fiducial de 9 sera proporcional a

exp{—|y2-61 - |y2-u1-o| " |yé~u2-e|}

Quando o valor observado e (ta,ua) temos:

(2.3.2) gle/t_,u_) = gle/y, ,u, ,u, ) =
a’ a 2a 1a 2a

K expl-ly, -o|-ly, -uy -o|-]y, -u, -o|}
a a a a “a

3
K expl-} |X1 -0}
i=1 a
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que e proporcional a verossimilhanca do modelo e onde K € a constan-

1.

te de proporcionalidade que faz com que I g(e/ta,ua)de

A densidade fiducial obtida em (2.3.1) e evidentemente
diferente de (2.3.2). E e facil ver que
I f(t/o,u)f(u)du = f(t/0)
u
onde U = {uzu(x) = u, x e x}.

Vejamos numericamente qual a importancia de considerar-
mos o condicionamento relativamente a u. Suponhamos que tenhamos

duas amostras de tamanho n=3, diferentes:
(2:;3;6) e (2,7; 3 3 3,5)

Para essas duas amostras o grafico da densidade fiducial obtida so-

mente com y, esta representado na Figura 2.4.

Figura 2.4: Grafico de g(e/y,) com Y, = 3,0

No entanto, no caso da distribuicdo (2.3.2), onde a configuracao e
levada em conta, teremos duas densidades distintas como representa-

das na Figura 2.5.



Figura 2.5: Grafico de g(e/yz,u,uz) para duas amostras

diferentes.

g(o/yz,ui.uz)

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5" 6
3 ] t 3 } .

amostra (2:;3;6) amostra (2,7; 3; 3,5)

Asgim um intervalo do tipo (a,b) que contem © com probabilidade fi-
ducial 0,95 tera seu comprimento determinado pela configuracao u (a

soha das probabilidades das areas hachuradas corresponde a 0,05). Is
to ja nao ocorre com g(G/yZ) onde qualquer que seja a amostra, um in

tervalo (a,b) com probabilidade 0,95 tera sempre o mesmo comprimento.

Essa situacao leva a delicada discussao sobre estatisti-
cas ancilares. Nao ha duvida que toda a informacao relevante esta
em f(t/@,u) e que se u e ancilar nenhuma informaciao com respeito a ©
pode ser extraida de u. No entanto essa estatistica da uma me-
dida da “precisao" de t e abandona-la significa perder essa medida.
Consequentemente havera perda de infdrmacao sobre ©, o que correspon-
de na inferencia fiducial a gerar conjuntos de referencia contendo

subconjuntos relevantes. No exemplo acima e correta a densidade fi-
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ducial de 0 expressa em (2.3.2) e incorreta a de (2.3.1).

Dessa forma estamos diante do problema de encontrar es-
tatisticas ancilares adequadas. Lembremos que em alguns problemas a
classe das estatisticas ancilares ndo ¢ um conjunto unitario, o que difi
cultaa procura da estatistica mais apropriada. Fisher (1956) suge-
riu que a estatistica ancilar fosse encontrada por qualquer metodo
adequado e posteriormente a distribuicao fiducial fosse obtida base-

ando-se em f(t/o,u).

Nao e do escopo deste trabalho discutir formas de obter
estatisticas condicionalmente suficientes e ancilares. Algumas refe
rencias interessantes sobre esse tema sdao Buehler (1959, 1979),

Dawid (1980), Fraser (1979)

Algumas observacoes importantes referentes ao condiciona

mento sao:

I) Pelo Teorema de Basu: t suficiente completa e u ancilar <

t e u sao independentes, Nestes casos f(t/o,u) = f(t/o). E o

caso dos exemplos da secao 2.1.

I1) A estatistica ancilar quando existe pode nio ser unica. Se
duas transformacoes bijetoras, (t,u) e (t*,u*) de (Y1,.u
existem de tal forma que
f(t/o,u) = f(t*/o,u*)
onde t e t* condicionalmente suficientes, u e u* ancifares,

entao

g(o/t,u) = gle/t*,u*).
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Portanto, para encontrar a densidade fiducial, tanto podemos partir

de f(t/o,u) como de f(t*/o,u*).

Tomando como base o exemplo 2.3.1 se,ao inves de termos
usado (yz,yz-y1,y2-y3), tivessemos usado (x1,x2-x1,x3—x1) chegaria-
mos ao mesmo resultado para a densidade fiducial de ©6. Nos casos

em que isto nao ocorre nao e aconselhavel o uso do metodo fiducial.

I11) E importante que o principio de re]evahcia seja levado em con
ta, ou seja, que consideremos apenas f(t/o,u) (somente a in -
formacao relevante e levada em conta). Um exemplo apresenta-
do por Pedersen na discussao do artigo de Wilkinson (1977),
mostra porque devemos nos restringir apenas a informacao re-

levante, e e apresentado na sequencia.

Exemplo 2.3.2: Considere a funcao densidade de probabilidade

0,8¢(x-0) x <0
(2.3.3) f(x/0) = 10,2 0 £ x s 1
10,8¢((x—1)-0) x > 1

onde ¢(+) e a densidade da normal padrao.

Observamos um unico valor X=X Se considerarmos apenas
a monotonicidade em o da funcao f(x/0) a densidade fiducial resultan
te e
0,8¢(6—xa) + 0,2 x_ < 0

(2.3.4) g(e/xa) = 0,8¢(@»(xa-1)) x_ > 1

IA
—

algo entre 0,84 e 0,8¢+0,2 se 0 < x
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No entanto, respeitando o principio de relevancia a dis-
tribuic¢do fiducial sera
¢(O”Xa) x, <0
(2.3.5) gle/x ) = § ¢lo-(x,-1)) x> 1

Sy
o
IA
>
o
I
"

IA

Note que se O x £ 1 , nada se pode dizer sobre o. A conclusao e

que (2.3.5) e a densidade fiducial correta.

IV) Nos casos em que u nao e ancilar, encontrar a distribuicao fi-
ducial de © com base em f(t/o,u) e incorreto, pois estamos dei
sando de levar em consideracao f(u/e) e nestes casos u ira ge-

rar subconjuntos relevantes.

Nas situacOes em que mais de um parametro esta envolvido
e estamos interessados em apenas um deles existem propostas para se

encontrar estatisticas condicionalmente suficientes e ancilares. Ve

ja Dawid (1980) e Mariotto (1982), por exemplo.

0 exemplo do coeficiente de correlacao populacional »p, foi
durante algum tempo, considerado inadequado, pois existem outros pa-
rametros envolvidos (se bem que Fisher considera o caso de medias ze

ro e variancias um).

Fisher em 1915 obteve a distribuicao de r, coeficien-
te de corre]acao amostral de uma amostra de tamanho n dado p. Em ou
tras palavras ele mostrou que a distribui¢cao de r depende somente de
p (e nao das medias e variancias). Barnard (1963) introduziu umé

definicao formal de suficiencia de uma estatistica para um parametro
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na ausencia de conhecimento dos demais parametros. Essa definicdo e
a G-suficiencia (Dawid, 1980). Nesta definigdo, r & suficiente para
p e portanto a distribuicao de r dado p pode ser uti]%zada para en -
contrar a distribuicao fiducial de p dado r (que se encontra tabela-

da em muitos livros de estatistica).

Este assunto voltara a ser considerado no caso multipa-

rametrico.

000



CAPITULO 3

DISCUSSAO DA DISTRIBUICAO FIDUCIAL

"Por ter surgido em um periodo em que Inferencia Estatistica
estava iniciando e devido a forma imprecisa como foi apresentado o

metodo fiducial gerou durante muito tempo varias polemicas.
g p

Atraves da distribuicao fiducial podemos associar a um in -
tervalo no espac¢o parametrico a probabilidade deste conter o parame-
tro. Esses intervalos sao chamados intervalos fiduciais. A primei-
ra dificuldade com relacio ao método fiducial de Inferéncia surgiu
quando os intervalos fiduciais foram confundidos com os intervalos
de confianca. Na discussao do artigo de Neyman (1934), Fisher dei -
xou claro, pela primeira vez, a diferenca entre ambos. Apesar dos
intervalos fiduciais possuirem a propriedade de confianca (secao
2.2.1) esses sao essencialmente diferentes dos intervalos de confi-
anca. A propriedade de confianca e a uti]i;ach desta na verifica -
¢ao da validade de uma distribuicao fiducial uniparametrica sao o as

sunto da secao 3.2.

OQutro ponto controvertido do metodo fiducial teve origem no
fato de Fisher afirmar que a probabilidade fiducial e probabilidade
como qualquer outra. 0 fato de a distribuicao fiducial do parémetro
coincidir, em algumas situacoes, com a distribuicao a posteriori
. Bayesiana,quando a priori utilizada e nao informativa, contribuiu pa
ra que houvesse confusao. Kendall (1947/51) e Lindley (1957) ob-
servaram que € um erro dizer que a distribuicao fiducial e uma dis -
tribuicao de probabilidade no sentido comum. Lindley (1958) mostrou,

para o caso uniparametrico as condicoes em que ambas, distribuicio



fiducial e posteriori Bayesiana, coincidem. Somente nos modelos de
locacao e escala (ou no caso mais-gera1, em modelos invariantes) e
que ocorre a coincidencia mencionada;- nesse caso a distribuicao fi-
ducial pode ser utilizada como distribuicao a priori para novas ob-.
servacoes sem resultados contraditorios. A discussao desse aspecto

da distribuicao fiducial esta na secao 3.1.

Na secao 3.3 apresentamos algumas propriedades que auxiliam
na identificacao e interpretacao de uma estatistica ancilar u. Para
que o modelo resultante F(t/o,u) possa ser utilizado para encontrar

a distribuicao fiducia1 de 0. Essas condigoes foram estabelecidas
por Buehler (1979).

Finalmente apresentamos em 3.4 uma rapida discussao sobre a
inadequacao do metodo fiducial no caso em que F(t/o0) e a distribuicao

de uma variavel aleatoria discreta.

3?1. Comparacao dos resultados Bayesianos e Fiduciais

Um aspecto interessante do método fiducial esta relacionado
com a comparacao dos seus resultados com os resultados obtidos pelo
metodo Bayesiano, ja que em ambos encontramos uma distribuicgo de pro
babilidades para o parametro o dadas as observacoes x. Em alguns ca-
sos 0s metodos fiducial e Bayesiano resultam na mesma distribuicgo
para © dado x. Isto ocorre quando se consideram distribuicoes a pri

ori n3ao informativas (do tipo priori impropria proposta por Jeffreys).



Como introducao consideremos dois exemplos relevantes

Exemplo 3.1.1: Sejam X1,..‘,Xn v.a. i.i.d. com distribuicao N(u,1),

We R, A distribuicao de ¥ condicionada aos dados x=(x1,...,xn) po-

de ser obtida atraves de:

(A) Metodo Fiducial - X & uma estatistica suficiente para x com re
lacao a u tal que X ~ N(",1/n). Consequentemente a distribuicao de

e N(x,1/n) (vide exemplo 2.2.1)

(B) Metodo Bayesiano - -A verossimilhanca neste caso &

L ) Mexpi- 1[% (x;-%)2 + n(x-u)2)
o Ziz

2w i=1

L{usx) = (

Assumindo para u a distribuicao a priori nao informativa g(u) = 1,

e R, a distribuicao a posteriori de u sera
g(u/x) = L(us;x)g(u) = exp{%§ (x-u)2}

que coincide com aquela obtida em (A)

Exemplo 3.1.2: Suponha X1,...,Xn v.a. i.i.d. com distribuicao uhifoi

me em (0,0), © € (0,+«). Entao a distribuicio de o dado x=(x1,.",xn)

pode ser obtida atraves de:

(A) Metodo Fiducial - Yn = mEx{X1,...,Xn} e uma estathtica.sufici-

- Y -
ente com distribuicao F(Yn/e) = (jg)n. A distribuicao fiducial de ©

dado Yn e
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y
glo/y,) = (gu-g)"x(yn,w)(e)

(B) Metodo Bayesiano - A verossimilhanca associada, neste caso, e

Llosx) = ()™ TTT g 4y (xp) - @y i) (©)

i=1

Utilizando uma densidade de probabilidade a priori nao informativa

g(e) = % para o0 > 0 , a posteriori sera igual a

Y
gle/y,) = (%)(79)"I(yn,+m)(e)

que coincide com aquela obtida em (A).

0 seguinte resultado devido a Lindley (1958) estabelece, no
caso uniparametrico, as condicoes nas quais os dois metodos coincidem,

usando uma priori nao informativa.

Teorema 3.1: A condi¢ao necessaria e suficiente para que a distribui

cao fiducial de e e a distribuicao a posteriori de Bayes com priori
nao informativa, coincidam, e que exista uma funcao bijetora H da es-
tatistica suficiente t, t,=H(t),e uma funcao bijetora N do parEmetfo
0,0, = N(o), tal que o, seja um parametro de locacao para t,, ou seja,

exista uma quantidade pivotal e(t;e) = t,-o

A demonstracao desse teorema encontra-se no apendice B.

3F (t/o)
30

funcao distribuicao de t, obedecendo as restricoes da secao 2.1). A

(com F(t/o),

A distribuicao fiducial de o e g(o/t)

distribuicao a posteriori Bayesiana com priori nao informativa, n(o),

g g (o/t) « 2ELE/0) (g
2t
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Se existe e(t;e) = H(t)-N(o), uma quantidade pivotal com funcao den-
sidade de probabilidade

ple(t;0)) = p(H(t) - N(e)) « EEL%{O)

entao a densidade fiducial de o e

g(o/t) = ple(t;o))|2eltse)] . sF(t/e) (aN(e),
Para que g(0/t) = g*(e/t) e necessario que Bgée) . nle}. Estho nes-

tas condicoes os modelos de locacao onde H(t) =t , N(o) = @ e por-

tanto,n(0) = 1, que e a priori nao informativa neste caso.

"No caso dos modelos de escala,onde H(t) = log t e

~ . . - a e
N(e) = log(e), a priori nao informativa e n(0) = % (= ﬁ%%ﬂg—).

No caso uniparametrico nao existe outro modelo que esteja
dentro das condicoes do Teorema 3.1, alem dos modelos de locacao e

escala.

Alem disso, Lindley (1958) mostrou,ainda no caso uniparame-
trico, que as afirmacaos de Fisher de que a "probabilidade fiducial"
e "probabilidade" como qualquer outra (Fisher, 1956, pg. 51) e que a
"distribuicao fiducial nos da informacao da mesma forma que uma dis-
tribuicao a priori" (Fisher, 1956, pg. 125) sao afirmacoes falsas.

Para tal conclusao, Lindley observou que

(1) Para que a distribuicao fiducial possa ser considerada-uma
distribuicao de probabilidades deve obedecer as regras ba-

sicas do calculo de probabilidades.
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(2) Se a distribuicao fiducial nos da informacido da mesma forma
que uma distribuicdo a priori, deveria poder ser utilizada

como tal.
e assim, propos o seguinte processo:

a) observamos duas amostras x, e X, (independentes)

b) wusando a amostra x=(x1,x2) obtemos a distribuicao fidu-

cial de o, g(o/x) = g(O/x1,x2).

c) wusando apenas a amostra X obtemos a distribuicao fidu=
cial de o, g(O/x1); usando g(O/xl) como priori para f(xz/e) encontra-

mos a posteriori Bayesiana g?(O/x1,x2).

d) realizamos o mesmo processo descrito em c) trocando a

ordem de Xy e x, e encontrando a posteriori Bayesiana gﬁ(o/x1,x2).

Concluiu que somente nos modelos de locacdao e escala e que

vale a igualdade
QT(O/XPXZ) = gE(G/XAI:Xz) = 9(9/X1,X2)

Se a densidade fiducial de © fosse uma densidade condicional no senti

do comum esperar-se-ia que

g¥(0/x,,%,) = f(xz/e)g(e/x1) « f(x,/0)g(0/x,) = g5(e/x,,x,)

ou seja, a ordem das amostras nao deveria ter efeito sobre o resul-
tado final. 0 que implicaria tambem na igualdade acima com g(e/x1,x2).
Como istonao ocorre em geral, podemos concluir que o metodo fiducial

e inconsistente (no sentido de nao obedecer os axiomas basicos do cal

culo de probabilidades).



0 seqguinte exemplo foi utilizado por Lindley para ilustrar

esse fato:

Exemplo 3.1.3: Seja X uma v.a. com densidade

02
f(x/0) = orT (x+1)exp(-x0) com x > 0., 06 20
Consideremos duas observacgoes independentes, Xy € Xo, de X. A distri
buicao da estatistica suficiente z=x14-x2 e representada pela densi-
dade

2

f(z/0) = (é%T)Z(Z+ZZ'+% z®) exp(-z6).

A distribui¢cao fiducial de © com base em f(z/0) e a densidade

[

3
9 z*)+0(z2423 ‘g z")] exp(-ze)

(3.1.1) gle/z) = —2 (222 +3 22 4]
(0+1)2

Por outro Tado a distribuicao fiducial de © com base em f(x1/e) e

g(0/x,) = ~—Jl——[1+(1+6)(1+x1)]x, exp(-0)
(0+1)2 '

e a densidade a posteriori de Bayes utilizando g(e/x1) como priori

e f(xz/e) como modelo e

93
(0+1)3

(3.1.2) gT (0/x1,x2) ocf(xz/e)g(e/x1) « x1(1+x2)L1+(149)(1+x1)]exp {—(x1+x2)0}

Trocando a ordem de Xy € X, teremos de forma analoga

3

(3.1.3)  g5(0/xy,x,) = f(x,/0)g(0/x,) = X (14x )[1+(140) (14x5) Jexp {-(x+x,)0)

(0+1)3
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Note que os resultados (3.1.2) e (3.1.3) sdo diferentes; a ordem das
amostras tem efeito no resultado. Alem disso, tanto g?(e/x1,x2) co-

mo gg(e/x1,x2) sao diferentes de g(o/z) expressa em (3.1.1).

0s resultados de Lindley (1958) podem ser estendidos ao ca-
so multivariado. Nesse sentido Fraser (1961a) mostrou que para mode
los com propriedades de invariancia sob um grupo de transformacgoes G,
a distribuicao fiducial e a distribuicao a posteriori Bayesiana com
pribri nao informativa coincidem. Ainda neste mesmo artigo, Fraser
mostrou que a distribuicao fiducial de © condicionada na observacao
Xy pode ser utilizada como priori para o modelo de uma nova observa-
¢ao. Xo s produzindo resultados coerentes (no mesmo sentido que

Lindley adotou na sua discussao).

A invariancia e apresentada no capitulo 6, dentro do contex
to dos modelos estruturais. A demonstracao de alguns dos resultados

citados acima encontram-se no apéndice B,

3.2. Propriedade de Confianca e Funcoes Parametricas

3.2.1 Intervalos de Confianca e a Propriedade de Confianca dos

Intervalos Fiduciais

Segundo a expressao (2.1.1) 5 afirmacao 0 < Oa(t) associamos
a probabilidade fiducial (1-a) que tem a interpretacao apresentada na
secao 2.2.1. O0s intervalos fiduciais (-m,@a(t)) tem, pela propria
construcao, o que chamamos de propriedade de confianca, como & o cdso

dos intervalos de confianca, ou seja,



PL(-=,0, (t)] > o/o,) =If(t/oo)dt =1-a ,¥o @
{tyo e(-=,0 (t)))
o

onde eét) = A(t), tal que (-»,A(t)) e um intervalo de confianca com
coeficiente de confianca (1-a). Ressaltamos, no entanto, que o0s me -
todos de intervalos de confianca e o fiducial podem produzir inter-
valos para O com a mesma propriedade de confianca, mas que sao essen
cialmente diferentes,nao apenas pela forma como sao obtidos, mas
principalmente pela interpretacao que se faz da probabilidade asso-

ciada ao intervalo (mesmo nos casos em que ambos coincidem numerica-

mente).

Vejamos um exemplo para mostrar a diferenca entre esses me -

todos e suas interpretacgoes:

Exemplo 3.2.1: Consideremos o exemplo 1.2, com n=2; a distribuigao

de X, ,X, e uniforme em (0 -% 10+ %). Vamos supor que a amostra ob-

servada e (2,3;3,0).

(A) Intervalo de Confianca - Vimos no exemplo 1.2 que o intervalo
de confianca (Y1,Y2) tem coeficiente de confianca 1/2. Para a amos-
tra acima esse intervalo e (2,3:;3,0). Como ja foi comentado, a pro-

1

babilidade do intervalo conter © nao e 75 neste caso (2,3;3,0) con-

tem 0 com certeza.

(B) Intervalo Fiducial - Usando a tecnica descrita na sech 2.3 te-

mos (Y1,Y2-Y1) = (t,u), onde u=Y2—Y1 @ uma estatistica ancilar com



T T

relacdo a o, com distribuicao uniforme em (0,1) e t=Y1-é uma estatis

tica com distribuicao condicionada em u e 6. Assim

f(y1,y2/o) « f(y1.y2-y1/e) = f(t,u/e);

no entanto

f(y1,y2/e) « f(x1,x2/e) =1 (x1) I p 1(x2).

1 (e-7w+7)

(@.-'2", 0 +"12')

f(t,u/o) « T - (x,) 1 (x,)
' (e—%;e+%) | (o-%;o+%) 2

Alem disso f(t,u/e) = f(t/y,0)f(u) , onde f(u) = I(O 1)(u). ‘Para

‘encontrar a distribuicao fiducial de o notemos que

f(t/u,0) =1 : ! (x1) I (x2) =

: 1., .]
(0 ~30 +7) (6 -530 +7)

=1 1 1(e) I

(0) = 1,(0)
(x) -z3%y +2)

1y ]
(3 -2%p +7)

| 1, 1 1. 1
onde A = (x1 - Xy * ) n(x2 - Xy 4 ?)

Entao a densidade fiducial de ‘0 dado (t,u) e

gle/t,u) = g(o/y1,y2) " IA(e).

Para a amostra acima: A = (1,8;2,8) n(2,5;3,5) = (2,5;2,8). A pro
babilidade fiducial associada ao intervalo (2,3;3,0) e igual a 1 (um).
Alem de os resultados obtidos em cada um dos casos serem di-

~ferentes, a probabilidade associada a cada intervalo tem interpreta-

cao diferente: no caso dos intervalos de confianca o coeficiente de



confianca nao pode ser interpretado como a probabilidade de o inter-
valo conter ©, ao passo que no caso da probabilidade fiducial essa

interpretacao & valida.

A propriedade de confianca serve como indicador da validade
de uma distribuicao fiducial. Se um intervalo (-w,ea(t)) nao possue
propriedade de confianca, ou seja, nao tem probabilidade fiducial
igual a (1-a) para qualquer que seja t e€ 1, isto indica a existencia
de subconjuntos relevantes (secao 2.2.2). Portanto, distribuicoes
fiduciais sem a propriedade de confianca, em geral nao sao validas.
No céso multiparametrico essa questao sera analisada no problema de

Beherens (capitulo 5).

Na proxima sec¢ao a relacao entre a propriedade de confian-

¢a e a validade da distribuicao fiducial sera analisada.

3.2.2. Funcoes Parametricas

Nesta secao mostramos empricamente que em qualquer modelo,
inclusive nos modelos de locacdo e escala, nao podemos encontrar a
distribuicao de uma funcao qualquer, 2(©), tomando como base a dié-
tribuicao fiducial de ©. Wilkinson (1977) mostrou que se tivermos a
distribu1c56 fiducial de o, g(o/t), nem sempre podemos usar o calculo
de probabi]idades para encontrar g(2(0)/t), onde 2(0) & uma funcao

parametrica generica.

Considere o exemplo 3.1.1, onde a-distribuicao fiducial de

w e N(x,1/n). Suponhaque estejamos interessados na distribuicio de

u?, Utilizando o calculo de probabilidades se u . N(X,1/n)s entdo

2 . . .~ . ~ - o2 .
u® tem distribuicao quiquadrado nao central com parametro de nao cen
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tralidade X2 e n g.?%., x;(iz). Por outro lado, como X2 ~~X:(Pz) po
demos encontrar a distribuicao fiducial de p? com base nesta distri-
buicao, obtendo um resultado diferente do anterior, como podemos ver
atraves de um exemblo numerico devido a Wilkinson (1977): Se n=50 e

i; = 100 os intervalos fiduciais centrais com 95% de probabilidade _

descritos acima sao (valores aproximados):

(1) 109 < u® < 196 utilizando o fato de u? _ x2(x2)

(2) 21 < u® < .89 wutilizando o fato da distribuicdo de 2

ser obtida de X2 _ x;(pz)

Esse exemplo surgiu como uma reinterpretacao da demonstracao
de Stein (1959). Esse autor produziu um exemplo no qual a distribui-
¢ao fiducial resultante era c]arémente absurda se julgada pela sua
propriedade de confiancga: obteve a distribuicao fiducial marginal de

n _
) 6% da distribuicio fiducial de PRI dado XpseonsX onde
i=1 ! n n

Xy - N(@i,1) e mostrou que nesta distribuicao marginal os intervalos

fiduciais nao possuiam propriedade de confianca.

Pedersen (1978) demonstrou que os intervalos gerados por

"

1 . x;(i%)néo tem a propriedade de confianca. 0 que significa que

o intervalo obtido em (1) e incorreto. Atraves da demonstracao que

apresentaremos a seguir podemos entender melhor porque a distribuicao

2 - = - - .
de u° . x;(xz) nao e valida.
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Demonsiracao da nao exdistincia da propriedade de confianca dos Anten
valos fiduclais para y* | XE(QZ) - A distribuicao de probabilidades
uz . x2(X?) foi obtida da distribuicdo fiducial w .N(X,1/n). Entdo

para um valor Wy pertencente ao espaco parametrico teremos

=
IA

Wi = - u, s wos

Para simplificar facamos n=1 e suponhamos wyoum valor tal que fixan-

do o € (0,1) seja verdadeira a igualdade

M

Uy )
(3.2.2.1) 0 =P(-yq 55y /x)- J a i/ Vel _LI expl- 0¥ g,

V2
Y ~Hy

= ¢(111"X) = d>(-u1-x) =@ = 0y .

onde ¢(+) e a funcao de distribuicdo da normal padrdo. Entéo

¢ (uy-x) = ¢(ua1) =@y W = U+ x e analogamente -p, = U_ +X,
] 2
com a=o,-a, , onde p, € a sao valores conhecidos. Queremos mostrar
1T 72 1

que os intervalos do tipo (-u1,u1) com probabilidade fiducial « nao

sao intervalos de confianca com coeficiente de confianca o, ou seja,

(3:2.2.2.) P{ue (-p1,p1)/p] =J. f(x/u)dx > o » V¥ v €R
' A(x)

=?

onde A(x) = {xe ity = UZ(X)-FX e yg=u

1(X)~Fx . a1(X) - az(x) = -a}

Podemos reescrever a expressao acima da seqguinte forma

(3.2.2.3) P{ua:z(x) < p-X < ua1(x)/“}=_J¢(”’x)dx' , YueR
B(x)

onde B(x) = {x € yx; a1(x)-a2(x) = a}
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Agora notemos que

(1)

(2)

Yoy (x) = My-x € “az(x) = -u,+x sao funcoes decrescentes

de x; alem d1sso;ua1(x) = -uaz(x)-Zx
Como a1(x)-a2(x) = a entao a1(x) > o e az(x) < 1-a, ¥ X €x
e a representacao dos respectivos quantis Ua (x) e Ua (x)
1 2

com relacao a u e u, ~esta indicada na figura abaixo.
Figura 3.1: Grafico da funcao densidade da normal padrio

com os respectivos quantis ua,u1_a,ua1(x) ’uaz(x)
onde a1(x)-a2(x) = a, ¥ Xx e¥x

u u -0 uoou
~a2(x) 1-a o a1(x)
2 /
a1(X) > Uy e uaz(x) < Uy, 5 VY X e x
o =ua2(x) + X 3 quando x decresce (x » -=) e -u, e um va

lor fixado, isto significa que ua (x) cresce e como

2

u ) S Up_go ¥ x e x,entao uaz(x) * My o quando X > -« ,

az(x



0 raciocinio & analogo para u (x)" Entao u (x) » U quando x > + o,
gt X o i X "o ‘

(4) Por outro lado, como uu1(x) = -uuz(x) - 2x entao

(i) quando x » -, Uaz(x) T U g © ua1(x) 1-a

(i1) quando x + +« , ua1(x) ~u e uaz(x) & -ua-2x

(5) Quando X=0,LL1(O) = u e ua2(0)= g = -u

0 que significa que a1(0) = 1—a2(o). E como

1+a

a(0) - ay(0) = @ entdo ay(0) = 3% e ay(o) - L 3

(6) = = -1 eu
3X X

—

€ convexa e u e concava.

az(x)
Com base nos Ttens (1) a (6) acima podemos construir os gra
ficos das funcgoes ua1(x) = Hytxooeu (x) = ~HqtX representados na

~ 2
Figura 3.2 (com ug e a conhecidos).

5 . —~r2 = e 3
Figura 3.2: Gr§f1co das funcoes ua1(x) u (x) com uy € « conhecidos

o
2
ua1(x) tu
u1+a
T\
_________________________________________ T
Ca

S e e o e S S S S e S S Sm S D SN e S S G S e S A e e S e S e S e e e e e e G A S G e S S e G S G . e e e T S e G e S G -

uaz(X)
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Com base nesse grafico vamos provar que a expressao (3:2.2.2.)

e valida.

ra ¥y € R, estar entre u

az(x)
Caso 1: Facamos u1_a Sy §u1+a
T 2

u=u-X esta entre ua1(x) e uaz(x)

que P(uaz(X) < ]J"X < Ua1(x)/u)

Caso 2: Facamos u > u14a Pela fi
' 2 7

que quando X > u-g entao u <

Gz(x)

Devemos mostrar que a probabilidade

da

reta u p-X pa-

Uy (x) e maior do que a.
1

Pela figura 3.3 vemos que a reta

para todo x ¢ x. Entao concluimos

1 > a,para Uy o
“Z

WU

7

gura 3.4 vemos que existe um g tal

p—X < u0L1(X)

e u

Figura 3.3: Grafico das funcgoes Uy (x) anlx) © da reta
‘ 1 2
u = p-X quando Uy_o S M S Uy o
2 e

A

u
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Figura 3.4: Grafico das funcoes U, (x)° Yao(x) © da reta
' 1 2
U=u=-X, quando u > Uy o

2

ua1(X)

uocz(x)
Nestas condicoes quando u > UL
7
P(UGZ(X) . 1_1-X - ua1(x)|_“) >P(X > Pf‘gl’rl) = P(u-X < Q|U)

Se supusermos sem perda de generalidade que g > u, > entao
1
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u
o
Pu-X < glu) > Pluex < uglu) = sluxdax = @

- 00

consequentemente

A

P(uaz(x)iu-X )Iu)>a,u>u .

u+a

"2

u
a1(x

Caso 3: Facamos u <

: numa demonstracao analoga ao caso 2 con-

u
1-a
2

cluimos que

P(u

IA
=
1
>
IA

Ua1(x)|u) > P(U'X > u1_a|1-l) = 0, uo> u1-CL

a,(x)
2™ 7

Com base nos tres casos descritos acima temos que

IA

P(-uy 5w < u1|u) = P( y S u-X =u (X)|u) > a, ¥ u € R.

uaz(x o

ou seja, ("”i’u1) nao e um intervalo de confianga com coeficiente de
confianca « (note que por simplicidade usamos « ao inves de 1-o para
a demonstracao)

€:q.d.

Em outras palavras, os intervalos (-w,u?) nao possuem propriedade de
confianca, indicando a existéncia de subconjuntos relevantes e portan
to de valores parametricos "reconheciveis". Neste caso; o valor zero
e "reconhecivel", pois todas as probabilidades fiduciais de p? 530
obtidas da distribuicao u . M(x,1) e tém como ponto de referéncia es -
te valor, ou seja, a probabilidade fiducial de (—w,u?) € a mesma de

intervalos centrados no zero, (-uy,u,), ¥ u, ¢ R. A probabilidade
1> N
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fiducial desses intervalos e obtida a partir de x. Devemos observar
que a estatistica X e suficiente para p , mas nao para p>. A esta -
tistica suficiente para u? e x2 e a distribuicao fiducial de u? que

e encontrada a partir da distribuicao de x2 . xé(uz) tem a proprieda
de de confianca. Portanto,esta ultima e a distribuicao fiducial de

u? valida.

Observamos que a propriedade de confianca vem tambem da re-
lagao de ordem entre o parametro e a estatistica suficiente. Se ti-
vermos uma estatistica suficiente que possui uma relacao de ordem
com o parametro (secao 2.1.1), em geral teremos uma distribuicao fidu
cial valida. No caso discutido aqui, a relacao de ordem existente

‘entre 1 e X ndo existe quando confrontamos £(u) = u® e X. No entan-
to, a]guMaé funcao 2(0) mantem a relacao de ordem inicial, Somenté

quando £ e inversivel ou monotona e que podemos calcular a distriui-

cao fiducial de 2(0), com base na distribuicao fiducial de o.

Teorema 3.2: Seja t uma estatistica suficiente com respeito a 0 (no ca:—

so mais geral t e condicionalmente suficiente) e que tem uma relacao
de ordem com ©. Entao funcoes monotonas ou inversiveis de o,2(0),

mantem esta relacao de ordem.

A distribuicdo fiducial de © & definida sobre o conjunto de
referéncia D = {(t,0); F(t/0)}. Naturalmente quando obtemos a distri
buicdo fiducial de 2(0) com base na distribuicao fiducial de o nao
podemos alterar a re]acao de ordem estabelecida inicialmente em D.
Assim se um intervalo (-w,oa(t)) tem probabilidade fiducial (1-a),
para todo t € v e todo « € (0,1), a funcao 2 deve preservar esta re-

lacao. Dessa forma se t < ta(@) = 0 < ea(t), entao a cada intervg'
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1o (ta(e),w) no espaco amostral associamos um intervalo (-w,ea(t))
no espaco paramétrico. Para que a relacdo se mantenha €& necessario

que a funcao ¢ satisfaca uma das duas condigoes abaixo:

1) 2(0) e inversivel

2) 2(e) e monotona (crescente ou decrescente).

Em (1) a cada intervalo (-m,ea(t)) associamos um uUnico conjunto
2[(-=,0 _(t))] = {2(0); 0 € (-=,0_(t))}. Em (2) a cada intervalo
(-w,eu(t)) associamos ou (-w,z(ea(t))) (se 2(©) e monotona crescente)

ou (l(ea(t)),m) (se 2(0) e monotona decrescente).

Para ilustrar vejamos dois exemplos, o primeiro envolvendo

funcoes inversiveis e o segundo envolvendo uma funcao monotona.

Exemplo 3.2.2.1: Sejam X1""’Xn v.a.i.i.d. com funcao densidade de

probabilidade

_ n
f(X1,-..,Xn|O) « exp {- % 1_Z1|x1.—®|} X. € R, i=1,...,n

0 e ®=R., A funcao de densidade fiducial de o &, segundo o exemplo
2.3.1,

' n
glo|x) « exp {- % ! x;-elr . eeRr
1

.

T=
Se desejamos fazer inferencias sobre 2(0) = 20 ou 4(0) = exp (0),
como ambas sdo funcdes inversiveis podemos nos basear em g(0|x) usan

do o calculo de probabilidades. Assim

(1) Se 2(8)=20=0* entdo g(0*|x) = % expi- » )
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n
(2) Se 2(0) =exp(0) = 0* entao g(0*|x) « — exp {—% ) |x1~£n(e*)|},e*eR+
0 i=1

Exemplo 3.2.2.2: Consideremos a mesma distribuicdo g(o|x) do exem-

plo anterior e a seguinte funcao monotona de o:
0 se 6 <0
2(0) =
1 se 020
Entdo a distribuicdo fiducial de 2(e) pode ser obtida de g(o|x) e &
dada por
G(0|x), se & =0
P(2(0) = 2]x) =

1-G(0|x), se o= 1
0
com G(0|x) = J g(e|x)do .

0s resultados contidos nesta secao indicam, mais uma vez que a proba
bilidade fiducial nao e probabilidade no sentido comum da definicao

de Kolmogorov.

3.3. Algumas propriedades uteis para a identificacao de uma estatistica ancilar

Suponha que t seja uma estatistica suficiente com relacao ao
parametro 6 e de mesma dimensao deste. Se esta estatTstica nio e com
pleta, entao segundo a discussao da secao 2.3, e necessario encontrar
uma estatistica ancilar u de tal forma que a distribuicao condicional
F(t|o,u) possa ser utilizada para encontrar a distribuicio fiducial

de 0. No entanto, para determinados problemas a estatistica ancilar
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nem sempre existe ou nem sempre e unica. Neste ultimo caso, diferen
tes estatisticas u, e u, que geram F(t[e,u1) e F(t|e,u2),podem produ

zir diferentes distribuicoes fiduciais.

Nesta secao discutimos algumas propriedades devidas a Budﬁer
(1979) que auxiliam a verificar se a estatistica ancilar u escolhida
pafa um determinado problema e minimamente adequada. 0 modelo
F(t|O,u) deve satisfazer as condicoes da secao 2.1.1. para todo va-
lor de u, entao a distribﬁic&o fiducial de o & G(o|t,u) = 1-F(t|u,0)

e a densidade fiducial de o, que Buehler (1979) chama de densidade in

duzida no espaco parametrico e

glo]t,u) = i?ﬂ_t_lM

30

0s quantis (1-o) denotados por Oa(t]u)séo analogos aqueles definidos
na secao 2.1.1 quando consideramos F(t|e) e onde os quantis (1-a) sio

denotados por ea(t).

Propriedades: P1) (t,u) e suficiente minima

P2) Var (t|u,e) depende de u, mas nao de ©

P3) para dois valores de u, u_ e u, e quaisquer dois valo-

a
res de "o, ea e @b

Var(thﬁ,ea)< Var(th%,ea) ==>Var(tlua,eb) < Var(t]ub,eb)

: 3 2 _
P4) 1(elu)v;.E[56 log f(t|u,0)1 depende de u, mas nio de o
P5) para qualquer (1-a) e u conhecidos o sinal de
o (tlu) - Oa(t) € o mesmo para todo t.

{

oL
P6) P(o = @a(t)lu,o) depende de u, mas nao de o
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A propriedade P1 & a condicdo basica imposta por Fisher pa-
ra o uso de F(t|e,u) (vide secdo 2.3). As propriedades P2, P3 e P4,

formalizam a afirmacao de que a estatistica ancilar determina a "pre

cisao" de t. Este fato pode ser ilustrado pelo exemplo 2.3.1.

As propriedades P5 e P6 nos mostram como evitar subconjun-
tos relevantes. A propriedade P4 nos mostra que se u e adequada a
"informacao" que foi acrescida por ela e a "mesma" para todo 0. A
propriedade P5, quando valida, indica que a estatistica u e realmen-
te ancilar. Em outras palavras, considerar a informacao de u nos
quantis oa(t) altera o valor da probabilidade fiducial associada a

(-m,oa(t)) em funcao de u,mas nao de ©O.

Se alem das propriedades acima o modelo satisfaz as condi-

coes abaixo

C1) o€ R, F(t+c|o+c,u) = F(t]|o,u) para ¥ ¢ € R e para todo valor

de u.

C2) Existe uma priori impropria g*(e) tal que qualquer que seja a
estatistica ancilar escolhida u

gle|t,u) = g*(e|x) onde g*(o|x) « f(x|o)g*(o)

Quando o modelo satisfaz a condicao C1 este modelo e de locacao. Se
gundo Lindley (1958) temos que C1 <= C(C2. Alem disso, nao e difi-
cil mostrar que C1 = PI , I = 2,3,4,5,6. | |

Prova: (i) A prova da implicagcao C1 = PI, 1=2,3,4 e imediata.
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ii) €1 = P5H

Temos que P(o s oa(tlu)lu,e) = P(o = o_(t+clu)|u,0+c), ¥ ¢ ¢ R (no-
te que t @ a v.a.). Denotando a funcdo densidade de u por f(u) e U o

conjunto dos possiveis valores de u, temos que

Plo < 0 (t)]e) = f Plo = 0 (t|u)]u,0)f(u)du
a u Q
que por sua vez e igual a
P(o < o (t+c)|o+c) = I P(o < 0 (t+c|u)|u,0)f(u)du.
o u a

Entao, ea(t]u)-oa(t) tem o mesmo sinal deea(t+c|u)—ea(t+c) ¥ ¢ €R.

iv) C1 == P6

Sabemos que P(o < ea(t)|e) = P(o < ea(t+c)|e+c),¥ c € R (note que

F(t|u,0) = F(t+cju,0+c) e valida para todo valor de u, portanto

A

Ft]z) = F(t+c|o+c)). Entdo P(o < 0,(t)|u,0) = P(e = o (t+c)|u,0+c)

depende de u mas nao de 0.

Entao para os modelos de locacao e escala onde P1 e valida, esta ga-
rantido que a estatistica ancilar u determina a "precisao" de t e nao
forma subconjuntos relevantes. Em outros modelos nao podemos garan- -
tir que exista uma estatistica ancilar que satisfaca as propriedades

Ply 1=2,.4.,8.

0 exemplo apresentado a sequir e de um modelo que nao satis-

faz a condicao C1. Portanto a escolha de u deve ser cuidadosa, pois



o modelo resultante pode nao satisfazer as propriedades listadas nes

ta secao.

Exemplo 3.3.1: Considere uma observacao (x1,x2) de uma normal biva-
riada com medias zero, variancias unitarias e correlacao @'(desconhg
cida). Uma estatistica suficiente com relacdo a © e t=x,x, e uma
estatistica ancilar e u=x, (ou x2) (vide Mariotto (1982)). E «cla-
ro que f(t|u,0) « f(x1x2|x1,e). Pode-se mostrar que

Var (x1x2|x1,o) & x7(1 - 02) (De Groot, 1975 pg.250)(1xoque contraria
P2. Portanto, U=X nao e uma estatistica ancilar adequada ao proble

ma.

Alem disso, se existir uma transformacao 2(©) (a mesma para
todo u) podemos definir PI2, I=1,...,6, tal que PI2 & analoga a P
substituindo 0 por 2(0). 0 mesmo pode ser feito com relacao a condi

¢ao C1. Dessa forma,incluimos nesta discussao os modelos de escala.

3.4. Metodo fiducial para Variaveis Discretas

Na secao 2.1.1 vimos que para que o metodo fiducial possa
ser utilizado e necessario que a condigao t (o), tal que F(ta(9)19>=a
esteja satisfeita para todo © e® e todo o € (0,1). Em outras pala-

vras,.isto significa que t tem distribuicao continua.

(1) De Groot, M.H. {1975) Probability and Statistic. Addison - Wesley:
California, 321 p.
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Suponha que consideremos 0s valores de a estejam contidos em
A= {0,1;0,2;...;0,8;0,9} ; as funcoes ta(O), a € A dividem o plano

(t,e) em 10 regioes. Nestas condicoes quando t=t o intervalo

(e, (t ), o, (t )) onde, por exemplo, o, = 0,3 e e, = 0,1,tem probabi

OL2 a a1’
lidade fiducial como indicado na figura abaixo (que e aruzﬂL3-0J=0,2)

Figura 3.6: Grafico das fungoes ta(O) com a € A, onde

A= {0,1;0,2;...,0,9}

v

9,30ty 9,1(ty)
Como ta(e) e definida para todo o se incluirmos todas as funcoes ta(e)
para ¢ ¢ (0,1), entao duando t=ta podemos encontrar a probabilidade

fiducial de (Gﬂi(ta);eaj(ta)) que e (ai'aj)’ Vv ajsay < (0,1).

No caso em que t tem distribuicao de probabilidades discreta
ta(a) nao ¢ definida para todo « € (0,1) e todo 9e¢® . Ou seja, para
valores fixados de o e de ©, nem sempie ¢ posslvel encontrar um ta(e)

dentre c¢s possiveds valones de t tal que F(ta(e)|9) = a. A figura
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abaixo ilustra esta situagao.

Figura 3.7: Grafico de trés funcoes t (0) para
a=a,,0,,a3 N0 Caso em que ta(e) so esta defi-

nida para valores inteiros

t‘\
t  (0)
(o]
1 t  (0)
y 2 TP ,(./ ........ ,/.‘-El_?__ e t0L3(6)
/ // /
6 |eemrmmemm e [ e = pwanis mae x o e ﬁf ------
// / /
o S S—a
/
L S R 7/ -------- 7‘~/—-- 2=
/ / /
< RS S ISR PO
to, (0 ) —fmm- S — i
/ / )
3 SRS SO AR SR
s
e A AL by LISt
: > 0
Oa ’

Por este motivo, usar o metodo fiducial nestas condicoes nao e acon-
selhavel. No entanto, em alguns casos solugoes aproximadas foram

propostas como & o caso do exemplo abaixo, apresentado por Fraser

l(1968):

Exemp1o 3.4.1: Considere que X;,...,X, v.a.i.i.d. com distribuicao de

Poisson com parametro® desconhecido. A distribuicao da estatistica

n .
suficiente com relacao a 0 , t = 2 Xi’ tem distribuicao de Poisson
i=1
com parametro no . Entao
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(no)X
K!

P(t=K) = exp (-no) , K=0,1,...

Esta distribuicao esta fora das restricoes do metodo fiducial. No
entanto, se fizermos uma "aproximacao de continuidade" para este ca-
so, onde t e visualizada como uma variavel aleatoria continua com

funcao densidade dada pela expressao abaixo

i} (no)*

(3.4.1) f(t]o)
r(t+1)

exp {-no} , t >0

(segundo Fraser, 1968, pg. 260) entdo a funcao densidade fiducial

de 6 pode ser encontrada tendo como base a expressao (3.4.1).

Solucoes como esta sao aceitaveis, segundo Fisher (1956), se

o valor de n e grande.

000



CAPITULO 4
EXEMPLOS

0 objetivo deste capitulo e apresentar as densidades fi-
duciais relacionadas com os modelos estatisticos mais comuns. Na
maioria das vezes, o parametro envolvido ou e de locagao ou e de es-
cala. Mesmo quahdo este nﬁo e 0 caso, a]gumaé vezes as técnicas de
calculo sao semelhantes. Os exemplos aqui relacionados apresentam
estas caracteristicas e servem para ilustrar os tipos de problemas

onde o metodo fiducial se aplica com sucesso.

0s calculos das densidades fiduciais nao estao apresenta
dos por acreditarmos que estes sao simples exercicios de aplicacgao

dos procedimentos descritos nas secoes precedentes.

Para os modelos nos quais o parametro o e de locacao ou
de escala (mesmo certos casos onde 0 = (61,@2) sendo o, de locacao e
é2 de escaja), Lindley (1958) mostrou que a densidade fiducial e uma
densidade a posteriori quando a densidade a priori e nao informativa
(impropria). Assim, nestes casos, a densidade fiducial e proporcio-
nal ao produto da verossimilhanca pela priori g(e). No caso em que

0 e de locacao,

g(e)

"
—
-
@
m
=

No caso em que 0 e de escala,

1/6 se © > 0
g(e) =
0 se 06 = 0.,
Recordando a notacao, temos que x = (x1,...,xn) Sao 0s

—

dados, (Y1""’Yn) & 0 vetor das estatisticas de ordem e e(x;0) e

uma quantidade pivotal cuja densidade comum a todo ¢ e denotada por
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p(e); isto &, ple) = f(e(x;0)]o).

4.1. Parametro de Locacao

Nos modelos onde © e um parametro de locacao, o vetor
(x1-e,...,xn-e) e uma quantidade pivotal e a densidade conjunta sa-.
tisfaz a igualdade

f(x|e) = p(x1-0,...,xn-e)-

Assim, com a observacao de x, a densidade fiducial de © & dada por:

-0,...,%Xx =0
g(@]x) = p(x1 i 0%

( p(x1-e,...,xn-o)de

s

Mo caso em que X L X saoc observacoes i.i.d,

o

- n_

g(ejx) = T]plx;-0)
i=1

onde agora p e a densidade comum de Xi_@’ i=1,...,n. Uma outra re--
presentacao pode ser obtida ao se considerar o vetor
( - _ \ - . -+ . -
(Yisvo=yysesy -y (y1,u2,...,un). A estatistica (u2,...,un) u
e ancilar e a estatistica ¥y e condicionalmente suficiente dado u.

&
o n

Note que |ip(xi-®) = p(y1—o)'rrp(y1-e+ui).
i=2

Exemplo 4.1.1: Sejam XysnensXy observacoes independentes de uma uni

forme em (o - (1/2), 9+ (1/2)), onde © ¢« R. Neste caso

gle]x) «

u:j:

n
I (x.-0) = I L (e) = 1,(0)
T (- 1) ! {EE (xi—%;x.+%) A

2

N —

1
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onde A

n
M (x -(172 )%+ (172) = (y -(1/2)5y,+(1/2)).
i=1

Assim, g(o]x) [1-(yn-y1)]"

n

I(e).

Consideremos agora o caso de duas amostras independentes
de tamanhos r e n-r. Suponha que a dens1dade conjunta de x seja da-

da por p(x,-0,...,x _-0) = 'rrp X;-0) TT P x.-e) onde p, € p, sao
1 n 0 jer+ | 0 1

as densidade pivotais, respectivamente, das r primeiras e das n-r
restante observagcoes. O0s exemplos a seguir estao relacionados com

prob]emas de comparacao de dois instrumentos de medida.

Exemplo 4.1.2: Suponha que para 1 £ 1 £ r, Xi - U(e-1;0+1) e que

para r < j £ n , Xg U(206-13;20+1). Neste caso

g(o|x) = I, o(0)

i
onde A= M (x.-13x.+1) = (y fiy,+1)
i=1
B = (ﬂ\ (XJ—1;XJ+1 _ Y —1’yr+1 1)
J=r+1 2 2 ¢ ¢
e Y e min(y. qoe-eny,) ey =max(y 4...05y,)

Exemp]é 4.1.3: Suponha que para 1

A

)

IA

-
-

S N(o,1) e que para

r<jsn, xj . N(30,1). Entao

g(ox) « exp‘{——[ E (x; o)+ Z (x. -36) 1}« exp {——(—zrﬂ(e-t)z}
J=r+1 J

: | -
onde t = (9n-8r)'1(t0+3t1) » b= Yx. e t, = X Xq

1 1 1 J= r+1J i
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Exemplo 4.1.4: No exemplo anterior, no lugar de N(o;1) e N(303;1) con

sidere, respectivamente, N(o,oé) e N(e,oi). Entao, escrevendo

1 E 1 g
Xg = ¥ X: € X, = —— X. , temos
i bomr e
1 | 2 n-r,- 2
0
(- Jtigm1,)(0-8)" 1)
« expt- 7[ 0~y 0-t) ]
. TgXy + 14X
onde10=L,11=_'l-_'et_00 171
06 0? g t 1y
Isto e, olx . N(t, 1 )

Como generalizacao do exemplo 4.1.3, vamos considerar
o modelo de regressao normal uniparametrico.

Exemplo 4.1.5: Considere a estatistica ancilar u = (u1,...,u ) que

n

com x = (X1""’Xn) formam os dados d = (x,u). Dessa forma temos o

modelo estatistico.
f(x,ule) = f(x]o,u)f(u).

Como apenas o primeiro fator depende de o, a inferen-

cia se restringe ao uso deste. Supondo entao gue

;N >
f(x]e,u) = exp(- % ) (x.-ou.) }
. i i
i=1
Tusxs )
temos que t = e uma estatistica suficiente condicional a es-
Tuz

i
tatistica ancilar, u. Neste caso,



glo]|x,u) « exp{- k

isto &, of (x,u) . N(t,——).

Note que, como u e ancilar, ndo sao necessarias res

tricoes sobre sua distribuicao.

4,2. Parametros de Escala

Nos modelos onde © e um parametro de escala, o ve-
X X
tor (7},...,7¥) = e @ uma quantidade pivotal. A densidade conjun

ta satisfaz a igualdade

fyn_/x Tyn
f(x[0) = (5)"p(5) = (5)"ple)
onde (%)n e o determinante do Jacobiano da transformacao e = % .
Assim, apos observar-se x, a densidade fiducial de 0 e dada por
Tyn_/x
(5) p(3)
0
<.r|(@|><)=<,<,1 -
n_/x
(6) P(g)d@
0
Note que, ao considerar-se x? = log X e
0% = log®, o modelo associado a x* = (x*,..,,x;) e um modelo com

parametro de locacdao 6*, A partir da distribuicdao de x* obteriamos
a densidade fiducial de 0* e assim a de 0, que coincide com a densi

dade g(0|x) obtida por f(x|o).

Ao considerarmos observacoes i.i.d. temos que
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n X,
g(o]x) « o= (M) TTp(ch) .
i=1
X .
1
e b
sentacao pode ser obtida ao se considerar o vetor

onde p aqui e a densidade comum de €= i=1,..,n. Uma outra repre

Zl (yn_1 ) (u u ) A estatistica e condicio
ns 5 yn ’ .yn.f 13---s.n_13yn o .Vn e
nalmente suficiente dado a estatistica ancilar u = (u1, ,un_1),
Teriamos entao
y. n-1 vy y
-n -n n n i
07" TTples) = 07 "'p(=) TTpl—= x —) ,
o a1 0 Yy
0 que mostra que o modelo
1 fly |o,u Hoo)
§ T nlPaHpae iy
cqntém toda informacao sobre 0. A densidade fiducial sera, pra-

porcional ao produto da verossimilhanca por , que e a densidade a

)
posteriori do metodo de Bayes quando se considera a priori impropria,
i

e

Exemplo 4.2.1: Considere n observacoes independentes de uma distri-

buicdo uniforme em (0,0), 0 < @ < . A densidade fiducial sera:

y n
glelx) « (™ TT1,

i=1 i

,°°)(O) ;

(nG)'1(G)yn)'n se 0 >y

isto e, glo|x) =



Como no caso de parametros de locacao,
rar o caso de duas amostras independentes de tamanhos r e n-r.
a densidade -conjunta de x seja especificada por

- Mg 17

J r+1

i=1
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by ()

vamos conside-

Suponha que

onde Py © Py sao as densidades pivotais comuns, respectivamente, das

r primeiras observacoes e das n-r restantes,

do como modelo de Fisher-Pitman.

sera

g(o]x) « o~ (n+1) TTpO -1) o

J=r+1

Exemplo 4.2.2:

X5 - U(0,9) para 1 £ 4 £ r

e

X
J

A densidade fiducial sera

g(elx) o« O—(n+1)1

AnB(e)

onde, representando y. = méx(x1,...,x ) e

ne )

1(20)-n se

se

1( J

~ U(0,20) para r < j

A

Este modelo e conheci-

Lembremos que a densidade fiducial

Considere o caso de n observacoes independentes onde,
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0 exemplo seguinte e uma extensao do modelo de Fisher-

-Pitman.

Exemplo 4.2.3: Considere a estatistica ancilar u = (u1,...,un) que,

ao lado de x = (x1,...,xn) formam os dados d = (x,u).
Como no exemplo 4.1.5, a inferencia sobre exige apenas o uso de den

sidade condicional de xlu. Suponha agora que, XpseeesX sao condicio

n
nalmente independentes onde xilu . N(O,uie). Isto e, a densidade con

dicional de x dado u pode ser expressa como

n
2 1D xe
fx[o,u) = 0 “ explyzs ) T} -
i=1 i
noxj
Note que t = ) T condicionalmente suficiente dado u e a quanti-

i=1 71

s

dade pivotal —% tem distribuicao qui-quadrado com n graus de liberda
5 4

de. A densidade fiducial sera entao:

Q(GIX,U) = g(@lt,u) « 0 2 exp{-— _z;té}

Se U tomar apenas dois valores (1 ou 2) temos o modelo normal de

Fisher-Pitman. MNete que ¢ @ escala para t e Yo e escala para X.

A proxima secao apresenta alguns exemplos especiais on

de © nao e (apenas) parametro de locagao nem parametro de escala.



4.3. Outros Exemplos

0 seguinte exemplo e semelhante aos casos onde o mode

lo de Fisher-Pitman esta envolvido.

Exemplo 4.3.1: Suponha que XqseoosX sao n observacoes independen-

n

tes exponencialmente distribuidas com parametro © nas r primeiras e

parametro (1/0) nas restantes. Assim, a densidade conjunta de x e

dada por
f(x|e) = — exp{-oy - % b,
0
e ) }
onde y = X. € z-= X .
iz ] j=r+t

Note que % e o parametro de escala para as r primei-
ras observacoes e 0 e o parametro de escala para as restantes. A

densidade fiducial neste caso e dada por:

2r-n-1 z}

g(o|x) « o exp{ -0y - &

Os dois exemplos a seguir incluem um parametro © que
atua como parametro de 1oca§50 e proporcionalmente como de escala. Isto e, 6 e
co SSQ 0s paramétros de locacao e escala, respectivamente. Note que
.0 valor conhecido de ¢ informa sobre o sinal (+ ou -) de &, visto

que, como co6 e de escala, co > 0 .

Considerando n observacoes i.i.d. a quantidade pivotal
X.=0 X .
1

e ='(e1,...,en) e definida por By = =gg~ = 2§ =% 3 i=1,.e,n. As -

sim, a densidade conjunta de x se expressa como
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A densidade fiducial neste caso sera

Lynel 14 i
glox) = (5) 1.Tj;p(c—e - &
~ _ _ X X

Uma outra representacao pode ser obtida atraves da utilizacao de (x],§~3.“,§ﬂ)

1 1
X X
ondemp%§$,m,§ﬂ) e ancilar e Xq e condicionalmente suficiente dado u.
: .
Exemplo 4.3.2: Suponha que x e composta por n observacoes i.i.d. de

uma distribuicao uniforme (¢,2¢), © > 0. A densidade fiducial neste
_ y
caso e uma uniforme no intervalo (—g 5 y]).

Exemplo 4.3.3: Suponha, no exemplo anterior, que no lugar de U(0,20)

temos uma normal com media © e desvio padrao ce. Evidentemente, o si
nal de o depende do coeficiente de variacao, conhecido, 6. Assim, se
c <0, 9<0 ese ¢c>0, 06 >0, Neste caso, a dénsidade fiducial
e dada por

' -(n+1)

glo]x) « |eof expl- 7 Z 77 - 1)2} I,(e)

onde A = {o;co > 0} . Ou seja, A = (0,=) ou A = (-=,0).

0 seguinte exemplo generaliza em parte o exemplo
4.3.1. Efron and Hinkley (1978) denominaram o modelo envolvido de

Hiperbole Gamma de Fisher, o qual foi introduzido em Fisher (1956).

Exemplo 4.3.4: Suponha que x & composto por n observacSes i.i.d do

vetor (y,z) cuja densidade conjunta e proporcional a exp{-o0y - —}
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A densidade conjunta de x e entdo expressa como
t
f(x|o) « exp{-oty - —}
n n
onde tg = Ly; ety = )z,
A densidade fiducial, como antes, sera

t,

- 1
glo[x) « o expl{-ot, - g}

0 exemplo a seguir foi considerado por Sprott (1961)

e envolve dois diferentes tipos de distribuigoes.

Exemplo 4.3.5: Suponha que y e z sao duas observacoes independentes

onde z @ normalmente distribuida com media 0 e variancia 1 e z tem

. vr o a ~ -ko
distribuicao gama com parametros m e e .. Note que ej =y - o e

-ko
8 e

1 z sao duas quantidades pivotais independentes onde

ey - N(D,1) e e, - G(m,1), onde G(m,1) representa a distribuicao

gama com parametros m e 1. N&o e dificil ver que o & parametro de
locacao para (y,z') onde z' = % logz. Para isto basta lembrar que
log e
. 1 = . ..
_ 5 ) - o £iApeda
log e, = k(o-z'). Assim, se ey ——Tr——-entao, a densidade ficucial

-

de 0 sera

Q(Oly,Z) = poleglpyler),

onde Pg © Py sao as densidades de eg @ ei, respectivamente.

000






CAPITULO 5

~METODO FIDUCIAL: CASO MULTIPARAMETRICO

A proposicao deste capitulo & apresentar as condigoes ne
cessarias para a utilizacao do metodo fiducial multiparametrico e dis

cutir alguns exemplos importantes dentro do contexto desse metodo.

Tambem aqui e necessario encontrar t=(t1,...,tk) uma es-
tatistica suficiente com relacao a ©. Abordaremos apenas o caso em
que a dimensdo de t & igual a dimensao de © e t e suficiente completa
com relacao a ©. No caso em que as dimensoes sao diferentes e n e o
tamanho da amostra e necessario encontrar uma estatistica ancilar
u=(u1,...,un_k) e proceder de forma analoga ao que foi descrito no ca

so uniparametrico (secao 2.3).

Na secao 5.1 fazemos a extensao, para 0 caso mu]tiparam§
trico, do metodo de quantidades pivotais e apresentamos as respectivas
implicacoes. Na secao 5.2. apresentamos outra forma de encontrar dis
tribuicoes fiduciais multiparametricas: € o método passo-a-passo. Es
ta segunda alternativa de metodologia e indicada por Fisher como sen-
do mais adequada. Alguns comentarios a respeito dessa adequacao sao
feitos\no decorrer da exposicdo. Uma discussao mais detalhada e apre

sentada para o caso biparametrico.

Finalmente, na secao 5.3. apresentamos um dos exemplos
mais conhecidos de distribuicoes fiduciais: a distribuicao de Behrens

-Fisher e o principio de Difusao.



5.1. Quantidades Pivotais

A ampliacao do conceito de quantidade pivotal para o caso
multiparametrico consiste em considerarmos e como funcao de
t- = (t1,...,tk) e 0 = (01”"’Ok) onde t e uma estatistica suficien-
te com respeito ao parametro © e de mesma dimensao deste. Lembremos

que a distribuicao de e & independente de o.

A quantidade pivotal e(o;t) pode ser utilizada péra encon
trar a distribuicao fiducial de ©, g(0o/t),se satisfizer condicoes a-
nalogas aquelas apresentadas na secao 2.2.2, considerando na condi -
¢do (ii) apenas a inversibilidade de e(©;t) em © e substituindo (iii)

por

(iii) e(o;t) tem derivadas parciais continuas com jacobiano

diferente de zero.

o entanto, no caso multiparametrico podemos ter diferentes quantida
des pivotais que se encontram dentro das condicoes acima e qualquer
uma delas pode ser uti]izada para encontrar g(o/t). 0 exemplo a ée-
guir ilustra esta situacao e foi um dos primeiros apresentados para

este metodo. (Fisher, 1941),

Exemplo 5.1.1: Sejam X1,...,Xn v.,a.i.i.d. com distribuicao N(u,o?)

/n, - (n-1)s2 2
Sabemos que e, = —(x-u) . N(0,1) e e, = - ; © X7 (po) © aue

g

D

e, e e, sao independentes.



- 87 -

Assim a quantidade pivotal e(x,s2;u,0%) = (e1,e?) pode ser utiliza-
da para encontrar a distribuicao fiducial de (u,0?) que tem a seguin

te expressao:

, ) |

- S 2 _ 2 2

g(u,0%/%,s2) = -lii-exp{ B, (%= 2} 1é§ (n- 1 2 exp{ )s }
2o 202 (

Como o metodo pivotal nao estabelece que e(X,s?,p,0?)
deve ser unica, podemos encontrar g(u,o?/X,s2) atraves de outra quan
tidade pivotal E'(x,sz,u,q2)=(ei,eé) onde

v 1
e ey =—

[(n-1)s2 + n(&-u)2] . %’
o

e'(X,s2,u,0%) produz a mesma densidade fiducial encontrada com

e(X,s2,u,0%).

Em geral, o metodo pivotal multiparametrico e pouco atrativo
porque exige uma grande quantidade de operacoes complicadas. Alem
disso, dpeendendo das quantidades pivotais escolhidas, os resulta-
dos podem ser diferentes. Mauldan (1955) apresentou o seguinte exem

plo onde isto ocorre:

Exemplo 5.1.2: Considere a seguinte densidade de x,y,z

~1 1
F(%¥,2/01,05,03) = 1010, co03xy exp (- 7 (03x%+20,0,xy sen o5 sen z + 07y%))

com x >0 , y >0 e - 35<2Z <5, 91 > 0 ,~92 > 0 e -5 < <

Usando as quantidades pivotais ey = O1x coée3, e, = 0,y cosz e

ey = o1x seno, + 0,y senz a densidade acima pode ser reescrita como
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-1 1 ;
m (O1xcoscg)(010§cos o4y)exp {- Z»EO%xz(cos363+-sen3O3) +

+ ®§y2(coszz + sen2z) + 20,0,xy sen O3sen z ]}
donde resulta que a distribuicao de €,58,,85 pode ser representada

atraves da densidade

(5.1.1) p(e1,e2,e3) =-% e exp {-(e%+e§+e§)} com e, >0 ,e,>0 e -w<eg<o

Como e = (e],ez,e3) e uma quantidade pivotal com densidade (5.1.1) e
satisfaz as condicoes indicadas no inicio desta secao, entao a distri

buicao fiducial conjuﬁta de 0,:0,,05 e obtida atraves de

9(@] ,@2,93/X,Y,Z) = p(el ,92 ,93)|J|

% coso3 0 ~G1x sene1
onde o] = 0 y cos z 0 = X2y0,C05 2
X sen o, y sen z 0, X coso,

ou seja

(5.1.2) 9(61,62,93/x,y,2) =

9%%%y €09, oS Z exp {-%(O?Xz + 052 + 20,0,Xy sen 0, senz)}

| —

Observe que a natureza simetrica de f(x,y,z/o1,02,e3) nos permite:de-
finir tambem as seguintes quantidades pivotais

= O . ¥co< a!l - 0 I = B -
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e procedendo de forma analoga, a distribuicao conjunta de e{,eé,eé

pode ser escrita como:

p'(e1,e2,eé) = % e, exp {- %(e1 + e, + ey )}

A distribuicao fiducial de 0,,0,,0, resultante e

(5.1.3) g(91,62,63/x,y,z) =

1

- e§xy3cose3 cos z exp {- —12 '(012x2 + G)Ey2 + 26102xy sen 0;5en z )}

pois, neste caso |J']| = Xxy?0,cos z . Note que (5.1.2) e (5.1.3) sao
diferentes, o que mostra que o argumento fiducial nestas condicoes
nio esta bem definido. Outros exemplos como este constam de

Fieller (1954) e Creasy (1954).

Devido a exemplos como este acima,Fisher (1956) definiu
um metodo para encontrar a distribui¢cao fiducial multiparametrica
a qual dey o nome de metodo "passo-a-passo" e que segundo ele & um
processo "rigoroso" de construcao da distribuicao conjunta dos para-

metros.

5.2. Metodo Passo-a-Passo

Esse metodo & definido para situacoes onde temos as sequin

tes condicoes:
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1) A funcdo densidade de t pode ser fatorada como

f(t1,..,tk/e1,...,ek) = f1(t1/e1)f2(t2/t1,®1,02) X ,,. X

X Fy B My sesnnby. Opnes o)

2) A funcao distribuicao de probabilidades, Fi’ associada a fi sa-
tisfaz as condicoes estabelecidas no caso uniparametrico para a

obtencao da distribuicao fiducial (secao 2.2.1).

Cada fi e utilizada para encontrar a distribuicdo fiducial

de Oi condicionada ao conhecimento de t ’ti e 0,,...,0. . As

Rk 1> i-1
densidades condicionais serao denotadas por gi(ei/t1,.”,ti,e1,.“,ei_p.

0 seu produto resulta na distribuicao fiducial conjunta de 01,...,Ok.

0 seguinte exemplo devido a Fisher (1956) ilustra esta si-

tuacao:

txemplo 5.2.1: Considere o caso de uma normal bivariada com media

(u,,u,), variancias (o%,03) e coeficiente de correlacao p. Da amos-
1 2 1°72

tra (x1,y1),...,(xn,yn)) obtem-se o valor da estatistica suficiente
(21,22,5?,$§,r). Nosso interesse e obter a distribuicido fiducial con

junta de (H1,U2,0?,G§,p).

Passo 1: Fisher em 1915 obteve a distribuicao de r, coeficiente de

correlacao amostral que so depende de p. Assim
n-4
filr/e) = ———— (1-p%) ¢ (1-r2)°¢

N 2
w(n-3)! a(

n-1
2

- (-2 )dr
_pr)n-z sen®

onde cos0 = -or e 00 <



Como a distribuicao de r nao depende de outro parametro a nao. ser de

p, entao a distribuigao fiducial de p &

F1(r/o)

P
onde F1(P/p) = I f1(r/p)dr
Bp -0

g1®/r) ='

Passo 2: A densidade condicional de (51,52) dado r sera

f (5132/r;0901902) =

n-1 S; S ' 52 S S S2
In-1) (1222 oy =07y 12, 72
(1-p2)"" %1 %2

-1
) 95,95, { JN=2 0 )]
0409, (seneae)n'2 seno

Com base nesta densidade, f2, encontramos a distribuicao

fiducial de 01,02cond1cionadaa PsS Syl Isto e,

S, S

—_
nNo

|
|

92(61,02/51,32,r,p) o f2($1,52/r,p,01,02)

o o

— N
O~

Passo 3: A distribuicao condicional de (21,22) dado (51,52,r) e nor-
mal com media (uyamy),s variancia ((c?)/n,(o;)/n) e coeficiente de
correlacao p. A distribuicao fiducial de (u1,u2) condicionada em
0130550 € XysX5sS,,5,,r @ normal com media (x1,x2) variancia

((o?)/n,(cg)/n) e coeficiente de correlacao p e e denotada por

93(U1,U2/X1,X2,S1,52ar,01,02,0)
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Passo 4: g(u1,;2,c1,oz,p/x1,x2,s1,sz,r) =

91 (D/Y‘)gz(01 ,02/51 ;52 ,Y‘,D)g3(u1 ’u2/)-(1 s)_<2 551 552 3P0 ’01 :02)

Incluimos este exemplo, por ser um dos mais conhecidos da

inferencia fiducial multiparametrica.

No entanto, nao apresentamos todas as condicoes necessa-
rias para que a distribuicao fiducial conjunta seja valida. Faremos
isto a sequir, onde o metodo passo-a-passo e apresentado em detalhes

para o caso onde k=2,

Caso Biparametrico: A funcdo densidade de (t1,t2) estatisticas sufi

cientes para (91,02),pode ser fatorada como
f(t1,t2/e1,ez) = f1(t1/e1) fz(tz/t1’@1’92)'
Entao a distribuicao fiducial de (91,@2) sera

g(0,,0,/t,,t,) = g (0,/t,)g,(0,/0,,t,,t,)

onde ¢
aF1(t1/o1) 1
100,/6) = | gt con Fy(eys0p) = [ (e an
| 1 e
) ( )
aF(t,/t,,9,,0
, i 2/ 1150150
92(02/01’t1’t2) _l 3, l cem
ts

F(tz/t1 ,(—)1 ,02) = I,_mfz(\//t1 ,61 ,Oz)dv

Evidentemente para obtermos 9(91,92/t1,t2) € necessario que
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I) Os dominios dos parametros devem ser de variacao independente,

ou seja, (01,02)E GD1 x(>2 ondeO1 ec>2 sao os dominios de 0, e

1
0, respectivamente.

a

. . a . —
II1) Definindo 0, =o1(t1) ={@1 : F1(t1/e1) = a} e

o

0, = Og(tzlt1,01) ={o, ; Fo(t,/t,,0,,0,) = o}, os intervalos fi
duciais (-w,o?) de F, , i=1,2,com probabilidade fiducial (1-a)

possuem a propriedade de confianca (secao 3.2)

IIT) A distribui¢ao fiducial marginal de 0, tambem deve possuir a

propriedade de confiangca, ou seja, se

Gy(0,/t,t,) = f Gy(0p/ty,t,,0,)g,(0,/t,)do,
1
%
onde G,(0,/t,,0,,0,) =[_w92(v/t1,01,02)d02
entao, os intervalos fiduciais de GZ devem possuir uma "proprie

dade de confianca esperada"

Quanto as restricoes acima fazemos as seguintes observa-

'a) Ao encontrar g2(62/t1,61,t2) consideramos‘o1 como um valor conhe-
cido. Nestas condicoes (t1,61) nos déva "“configuracao" de 0, is
to é,(t1,01) faz o "papel" da estatistica ancilar u, no caso uni-
parametrico (secao 2.3), contudo 0, e um parametro e nao uma esta

tistica.
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b) E interessante notar que se a restricao (I) nao estiver satisfei
ta, entao 91 contem informacao relevante sobre 02 e assim devido
a observacaoc (a) o conjunto de referencia de Ozconténsubanuuntos
relevantes (secao 2.2)

c) A restricao III indica que alem de 0, e 8, terem variacao inde -

1
e

pendente, o quantil (1-a) de 52 que Og(t1,t2) e tal que

(_mﬁg(t1xz))posmﬁ apropriedade de confianca ".independente" de

o,. Em outras palavras, ¥ o, ¢ ® ;o 3 (1(61) e (0,1) tal que
| o ' a(01)
(5.2.1) 0 (t1,t2) = 02 (tz/t1,91)

2

a(e,)
onde 9, I (tz/t1,e1) e o quantil (1-a(61)) de 62(92/01,t1,t2). Quan

do (5.2,1) e valida temos
N . _ . & . 1
(1-a) = Tled(t,,t,)/t ) = G[) 6y (85 (t5,t, )/t 5,0, )a 0, /5, e,
1

- [ -ato,atoy /e e,
1

o que induz uma propriedade de conglanca esperada aos intervalos de

n 14

EZ’ ou seja, se "eliminamos" 04 62 tem toda a informacao relevante
sobre 0, Nesta condicoes, o conjunto de referencia de (61,62) apa

rentemente nao possui subconjuntos relevantes.

Pedersen (1978) apresentou uma condigcao suficiente para

que III1 esteja satisfeita: ©Existem duas funcoes m e h tais que
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ah(t1,t2;92)

(5.2.2) f(t1,t2/e1,92) = m(t1,h(t1,t2;92)/o1) )

Contudo, aparentemente nao se conhece uma forma de assegurar que a

restricao IIT e ou ndo valida, quando (5,2.2) nido e verdadeira.

d) Se f2(t2/t1,01,02) = fz(tz/t1,®2) entao III e imediata. Logo as
_ (!1 (12
regioes (O,I 0., 0, 50, ) tem probabilidade fiducial

(1-a1)(1-a2).

Um exemplo que caracteriza esta situacao e apresentado a sequir

Exemplo 5.2.3: Considere o caso de uma distribuicio N(u,0?). Entao

f(X,s/n,0%) =f2(§/52,u)f1(52/62). Note que

fz(i/sz,u;o§=f2(i/sz,u) ent&)gzhdi,sz)e g,(0?/s2) sao densidades fi-

1
duciais tais que u e o® sao condicionalmente independentes (condicio-
nal a X e s2), E portanto, a distribuicio conjunta de (u,s) nao apre-

senta subconjuntos relevantes.

e) Em muitas situacoes a densidade de (t1,t2) pode ser fatorada de

duas formas diferentes:

(5.2.3) f(t1,t2/e1,02)

I

f(t1/e1)f(t2/t1,o1,92)

(5.2.4) f(t),t5/04,0,) = f(t,/0,)F(t,/t,,0,,0,)

Nem sempre (5.2.3) e (5.2.4) produzem o mesmo resultado. Para deci-
dir entre uma delas e importante verificar se estao satisfeitas as

condigoes (I), (II), (III).

0 seguinte exemplo (Dempster, 1963) ilustra a observacao e):
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Exemplo 5.2.4: Considere novamente o caso da distribuicao N(u,02).

Desejamos inferir sobre p/oc e o. A estatistica suficiente neste

caso e (g,s), cuja funcdo densidade pode ser fatorada como em (5.2.3)

e (5.2.4), ou seja,

-

(5.2.5) f(si,s/‘g,o)

]

f(X/5, 4 0)F(s/o)

ou

X X
(5.2.6)  f(.s/E,0 = F(Z/E)F(s/

wn|xi

,%,0)

No primeiro caso a distribuicao condicional de dado s e

w|x1

ns? : ; _ — . .
N(% % s 7?~) e a distribuicao de s e encontrada a partir da quanti-

(n-1)s2 2

dade pivota1~—gr~—-que tem distribuicao X" No segundo caso a

distribuicao condicional de s dado

wn >t
v |x!

e N{ZSE [ (o2%s2)/%2e /il

%
tem distribui¢ao t nao central com (n-1) graus de liberdade e para-

)

metro de nao centralidade /ﬁ(%).

Dempster (1963) mostrou que a densidade fiducial marginal
de (%) ¢ a mesma em ambos os casos. 0 mesmo nao ocorre com a densi-
dade fiducial condicional de ¢ dado % encontrada atraves de (5.2.6)que

e (%) vezes a aquela encontrada atraves de (5.2.5). Assim a densi-

dade fiducial conjunta g(% ,o/g , s) obtida em cada um dos casos e

igual a
n-1 n-1
. 2 2 -
/n (1/2) 2 [(n-1)s2 (~(n-1)s2  n,s % 2
(5.2.7) = [ expi—— 42 . (=2 . By
V2T I‘(E%l L 20* 205 "o

(originaria de (5.2.5))
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n-1 n
(5.2.8) A (1/2) & 2 ((n=1)s? Zex (n-1)s _n (s X
o ven F(ﬂijd/n—lo o* ) 207 2708
(originaria de (5.2.6))
Se assumirmos t, = % ;0 = % , t, = s, 0, =0 a fatora-

¢ao proposta no seqgundo caso, (5.2.6) verificamos que esta satis-
faz a condicao indicada em (5.2.2) quando h(t1,t2;®2) = % . 0 mes-
mo nao ocorre no primeiro caso, (5.2.5). Com base nestes resultados
a indicacao e que a fatoracao do primeiro caso nan apresenta subcon

juntos relevantes e portanto e razoavel utiliza-la.

f) Nos modelos que possuem com proriedade de invariancia sob um gru-
po de transformacoes G (capitulo 6) nao existe problema de unici-
dade nas distribuicoes fiduciais resultantes. Alem disso, essas
distribuicbes fiduciais sdo identicas as distribuic¢oes a posterio

ri Bayesiana com priori nao informativa.

A distribuicao fiducial conjunta obtida no exemplo 5.2.1,
nao satisfaz a restricao III e produz uma distribuig¢ao marginal de
oy e oy incorreta(*)(Dammter,1963). Quanto a distribuicao fiducial
de p dado r, Fraser (1961a) mostra, utilizando invariancia (capitulo
6) que esta & uma distribuicao fiducial valida, ou seja, possue a pro

priedade de confiancga.

(*) Incorreta no sentido de nao possuir propriedade de confianga esperada, pois
depende de p (quando p=0, essa distribuicao fiducial marginal se altera).
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5.3. Distribuicao de Behrens-Fisher

A distribuicao fiducial da diferenca entre medias de duas
normais independentes com variancias ndao necessariamente iguais e des
conhecidas, tem interesse historico como um primeiro exemplo no qual
lTimites fiduciais nao sao limites de confianca. Esta distribuicao e

conhecida como distribuicao de Behrens-Fisher.

5.3.1. Duas abordagens da distribuicao de Behrens-Fisher

Consideremos duas amostras de tamanhos n, en, de~duas po-
pulacoes normais independentes; a primeira com media u% e varianéia
o% desconhecidas e a segunda com media Hy € variancia oé tambem desco-
nhecidas. Desejamos inferir sobre Hy=Ho. A densidade fiducial de

Hy =y pode ser encontrada usando as seguintes abordagens:

(I) abordagem proposta por Fisher (1935)

(§1,s§) e uma estatistica suficiente completa com relacao

a (p1;0?) . Definimos

x1+s1t1 onde t1 ~ tn-1'
1

otSot, onde t, ~ t"2'1 e e independente

Xt

Analogamente, temos u2'=

de t1.

Sejam Hy=Hy = § e Xy=Xy = d entao € = 6-d = s1t1-52t2,og
de s1 e 52 sao conhecidos atraves da observacao da amostra. Fazendo

S
tg R = gl , podemos escrever
2



« B0 <

(5.3.1) e* =

= t1cosl2-t25enR

que esta representada na Figura 5.1.

Figura 5.1: Grafico de €* como funcao de t, e t,

t e

/ i ;
/ 2

Fisher (1935) encontrou a distribuicao fiducial de e* que e apresen-

tada pela densidade abaixo:

at1 atz
(5.3.2) fe*) « .
~t2 n "E2  Nyut2
(ot 7 (et

Quando n, e n, crescem,a distribuicao de €* tende para uma distribui-
cao normal, independente de R e quando R e 0° ou 90° a distribuicdo

definida por (5.3.2) e t-Student . Tabelas com valores de n,,n

| wity €

52 . .
E% (ou o equivalente angulo R) dao o valor de e* correspondente a pro
2 : : 2

babilidade fiducial fixada (por exemplo, Fisher (1941)).

0 teste de Behrens pode ser descrito da seguinte forma:

para testar u,=p, podemos calcular d = - e consul-
e [(s3/ny)+(s3/n,) 1"/

tar a distribuicao de e*/s%+s§ para verificar se o desvio com rela. -

cao a zero e Adgnifdicante.



- 100 -

(II) Abordagem proposta por Fisher (1939)

Neste caso, Fisher utilizou a distribuig¢ao fiducial con-
junta de u1,u2,0% e 0;.

(n,-1)s2 (n,-1)s2
1 LA X; BRI _2 2 X2 _1 & que

Sabemos que
1 0; Ba

g

! =

essas quantidades pivotais sao independentes. Portanto, podemos defi

Alem disso, sabemos tambem que
! = 2= L2
[(X1'U1) - (Xz‘UZ)] ~ N(O)O1+02)
Entao, de (5.3.3) juntamente com o resultado acima, temos que

‘ {(X,-1,) - (X,-u,)}/02+0}
(5.3.4) 171 2 "2 172 t2

{£n1-1)s-§ (n,-1)s} }
2 2
01 ) 02

_ - - g _
onde t ~ t(n1+n2~2) . Lembremos tambem que {(x1-u1)—(x2-u2)} =

= €¥ (sﬁ+s§) (e* € o mesmo definido em 5.3.1). A expressao em

(5.3.3) pode ser reescrita como segue

{(n1-1)s§ (ny-1)s5 }= o

>

- _ 1) P_
m—{(n11)+(n21) R'}

2
©= 2 2 <
2

9 9, 51

onde p = (of)/(og) e R' = (sﬁ)/(s%). Com essa modificacao (5.3.4) pode ser rees-
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crita como

k) 2 (c2,c2 *) 2 i
(e ).(n1+n2-2)(u1+52) _ (e*) (n1+n2—2)(1-+ET) e
(1+2)s3 000y =1)4(np=1)F1 (1 + D) Eng=1)+(np=1)-E5]

produz a distribuicao fiducial conjunta de €* e p. 0 valor de p e
desconhecido, no entanto integrando. a distribuicao fiducial conjunta
com relaci2o a p o resultado & equivalente aquele encontrado em (I) e

¢ chamada distribuicdo de Behrens-Fishexn.

A diferenca entre o metodo fiducial e o método dos inter
valos de confianca se torna clara na distribuicao de Behrens-Fisher.
Olhando a distribuicao fiducial conjunta de €* e p os intervalos que
esta determina para My =W nao sao 1nterva1os de confianca. 0 inter-

valor abaixo da uma ideia deste fato:

YR, - 2 < - < (% =¥ " /s2 g2
(X1 X2) €2¢s%+5§ < Myl < (x1 x2) b €,vVs34s5

nao e satisfeita independente de p, pois € e €, sao funcoes de
p = (of)/(og). E assim os limites para Hy=u, Na distribuicao de
Behrens-Fisher nao sao limites de confianca, pois "dependem" de

parametros que no caso sao desconhecidos.
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5.3.2. Principio da Difusao

Na teoria dos intervalos de confianca, um intervalo (ou
regiao) de confianca n3o deve depender de nenhum parametro desconhe-
cido. No caso uniparametrico; vimos (secao 3.2) que um intervalo fi
‘ducial deve possuir a propriedade de confianca, o que implica que um
intervalo fiducial com probabilidade fiducial (1-a) deve ser um in=
tervalo de confianca com nivel de confianca (1-a). No entanto isto
nao e necessariamente verdade no caso multiparametrico e a distribui

cao de Behrens-Fisher e um exemplo disto.

Alguns autores como Bartlett (1936) criticaram a distri-
bui¢ao de Behrens-Fisher alegando que os intervalos fiduciais desta
distribui¢ao nao sao intervalos de confianc¢a, pois dependem de 01/02,
(como foi observado na abordagem (II). Podemos concretizar isto atra

ves da seguinte observacdo: considere ny=n,=n, entao a estatistica a

baixo
(uy=us)-(X,-X,)
(5.3.1) d -1 2 7172
/I
/si + Sé

quando o,=0, tem distribuicao t-Student com (2n-2) g.2. Esta mesma es
tatistica, quando consideramos a distribuicao de Behrens-Fisher depen
de fortemente de s%/si quando n e pequeno e assume valores que sao a
proximadamente iguais ao de uma t-Student com (n-1) g.2. Ha, portan-

to uma "perda" de (n-1) g.2.

Observando que a distribuicao de Behrens-Fisher e uma dis

tribuicao marginal, Fisher (1939) utilizou as seguintes consideracoes:
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a) Intervalos fiduciais devem ter a propriedade de confianca mas
tem interpretacao diferente dos intervalos de confianca, pois a

probabilidade fiducial e encarada como uma probabilidade comum.

b) se o, & J, sao conhecidos a distribuicao fiducial de Wy-H, CON-
dicionada em gy T 0 tem a propriedade de confianca. A probabi
lidade fiducial associada aos intervalos fiduciais, neste caso,

depende de o € 0,

c) Se desconhecemos Oy € 0y e razoavel que nossa informacdao sobre
My Hy seja mais "imprecisa" do que em b). No entanto, essa "im
precisao" nao invalida, em principio, o fato de que podemos as-

sociar probabilidades fiduciais aos intervalos parametricos.

Com base nisto, conclui que as distribuicoes fiduciais
marginais que possuem "propriedade de confianca esperada", como mos-
tra a restricao III da secao 5.2, sao validas como distribuicces fi-
duciais, e justifica atraves da seguinte argumentacdo: e plausivel
que a estatistica d perca (n-1)g.2 ﬁuando se retira a informacao de
que 0,=0,, isto e interpretado como uma medida de acrescimo de "in-
certeza" sobre u1-u2- Portanto, a distribuicao de d e menos "concen-
trada" quando desconhecemos o valor de g, € 0, Esse acrescimo de in
certeza se refletindo no fato da distribuicao marginal ser "menos con
centrada" ou com outras palavras, "mais difusa" e chamado de Princi-

pio de Difusao.

Desde que uma distribuicao marginal possua a "propriedade
de confianca esperada" o principio de difusao justifica a sua valida-

de.
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0 caso do coeficiente de correlacao o (Fisher, 1930), apa

rentemente se enquadra dentro desse principio.

Entao, no caso multiparametrico, temos que levar em-conta
as mesmas restricoes do caso uniparametrico acrescentando a essas con
sideracoes o principio de Difusdo. Acrescentamos que no caso multipa
rametrico, ainda ha muita controvérsia e nao se consequiu estabelecer

uma forma de trabalhar coerentemente com essas distribuicoes fiduciais.

00o



CAPITULO 6

EXTENSAO DO METODO FIDUCIAL: MODELO ESTRUTURAL

Fraser (1968) desenvolveu a teoria dos modelos estrutu -
rais aparentemente como uma extensao do argumento fiducial. Esses
modelos sao adequados as situacdoes onde a variavel observavel X, &
considerada como fun¢ao do parametro © , e de uma variavel aleatoria
e, cuja distribuicao e conhecida e nEo depende de 6. Sendo assim,

este tipo de modelo e composto de dois elementos:
(1) ' X = h(03e), x ex , 0ece®, ec€E

(2) a distribuicao de probabilidade P,de e tal que

¥ Oj’ez e ® e A cE

P(e « A/@1) = P(e « A/Oz):
que representaremos resumidamente por (6.1) <x = h(e;e), e ~ P> A a
plicabilidade desse tipo de modelo pode ser ilustrada atraveés do se -

guinte exemplo

Exemplo 6.1: Considere um instrumento I péra medir uma certa quanti-

dade fisica. Suponha que os erros de medida que I produz podem ser

descritos por uma variavel aleatoria erro e ~ N(0,1). 0 "valor" da
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v.a. erro e a diferenca entre a leitura no instrumento x, e o valor

da quantidade fisica ©. Entdo, o modelo e descrito da seguinte forma:
<x = O+e, e ~ N(0,1)>

Situacoes como esta do exemplo 6.1,sdo imaginaveis em pro-
blemas nos quais e & visualizada como uma "fonte indefinida de varia-
cio" do tipo erro de medida (exemplo 6.1), variacao na qualidade dos
produtos de uma linha de fabricacao, efeitos de aleatorizacao em expe
rimentos e assim por diante. O termo variavel erro deve ser interpre
tado em um sentido amplo e & esta variavel que determina a estrutura

probabilistica do modelo.

A base da inferencia estrutural & inverter a relacao ini-

cial, x=h(0;e) expressando © como funcdo de x e e ou seja, 0=h*(x;e).

Como a distribucio de probabilidades de e & conhecida e x e um valor

observado, atraves da relacao © = h*(x;e) obtemos uma "distribuicao

de probabilidades" para o (distribuicao fiducial). O exemplo abaixo

ilustra este fato:

Exemplo 6.2: Considere o exemplo 6.1 onde, se observamos x=3,0 pode-

(*)

mos escrever @ = 3,0-e, donde resuita que o tem "distribuicao” normal

com média 3,0 e variancia 1, o ~ N(3,031).

Esta "distribuicdo de probabilidades" para © & chamada na

inferencia estrutunal de distribudicao estrutunral.

(*) Colocamos "distribuicdo" para © entre aspas, pois esta distribuicao e a distri-
buicao fiducial, que nao e uma distribuicao no sentido comum (Capitulo 3).
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Nao basta encontrar uma relacao x=h(0;e) e a respectiva
distribuicao de probabilidades de e para definir um modelo estrutu-
ral. Esté tipo de modelo tem sentido apenas para a classe de mode-
los que respeitam o principio de invariancﬁa que descrevemos na pro-
xima seg¢ao. Modelos mais geraiS'sao discutides no capitulo 7 onde a-

bordamos os modelos funcionais.

Nas proximas secos procuramos dar subsidios para que um
modelo seja identificado como estrutural (secao 6.1) e de que forma
nesses modelos a distribuicao estrutural e encontrada (secao 6.2 e

6.3).

6.1. Invariancia e grupos de transformacao

Esta secao tem por finalidade apresentar em que condigoes
um modelo e invariante:-, a formalizacao da invariancia atraves de
grupos de transformacao e como esses grupos atuam sobre os espac¢os GD,

x e E .
Iniciamos enunciando o Painedpio de Invaridancda:

Dois experimentos aleatorios, I, e 12, sao definidos da
seguinte forma: o experimento Ii consiste em observar o valor X5 cor

respondente a uma v.a. Xi

com distribuicao Fi(xi/O) e espaco amostral
Se existe uma transformac¢ao g: Xq ™ Xo tal que
F1(x1/6) = F2(g(x1)/9), ¥ x,ex e VO e ® , entao os dois experi-

mentos contem a mesma informacao sobre o .
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0 principio de invariancia nos diz que os experimentos a
cima sdao identicos com relacao a informacao que possuem sobre 0. Is

so implica que a mesma inferencia deve resultar de Xq € Xy e
g(x1) € X20
0 exemplo a seguir ilustra uma situacdo onde o principio

de invariancia se verifica.

Exemplo 6.1.1: Considere que X e Y representam o tempo de decaimento

de uma certa particula atomica, medido em segundos e em minutos, res-
pectivamente. Suponha que X e Y/60 tem distribuicao exponencial com pa
rametro 6 . Entao, os dois experimentos, que consistem em observar x

e y, respectivamente, contem a mesma informagcao sobre O,

A formalizacao do principio de invariancia utiliza as se-

quintes propriedades dos grupos de transformacoes:

Definicdo 6.1.1: Um grupo de transformacoes G de x & um conjunto de
funcoes g: X * X, bijetoras, tal que

(i) se 9159y © G entao g,0g, ¢ G

(ii) se g € G entao a inversa 9-1 e G

Note que de (i) e (ii) concluimos que a funcao Ldentidade g, pertence

a G. (gi(x) = X).

Exemplo 6.1.2: Considere x = R e G - {ga p: @ €eReb > 0} onde

.. (x) = ax + b. Este grupo G e chamado de grupo de locacao-escala
ga,b

ouU grupo ag4im.
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Se X @ uma v.a. definida no espaco amostral x e com fun-
cao de probabilidade pertencente a classe F = {f(x/0);0 @} e @

um grupo de transformagoes de X, entao:

Definicao 6.1.2: F e dita Lnvaxniante com relacao a G se para todo

g6 e 0c® existe um Unico 0, <® tal que Y = g(x) tem densida-

de f(y/0,). Em tais situacoes 0, ira ser denotado por g(0) e

P(g(x) e A/@) = P(X e A/g(0)) VA < x.

Pode-se mostrar que G = {g; g ¢ G} e um grupo de transformagoes em @,

Esta definicdo formaliza e generaliza o principio da in-

variancia. Este fato e ilustrado. pelc exemplo abaixo:

Exemplo 6.1.3: Considere a situacao do exemplo 6.1.1: para cada

g(x) = x/60 existe um g(0) = ©0/60 de tal forma que se x tem distri
buicao exponencial com parametro ©, g(x) tem distribuigao expohencia]
com parametro g(©). Ambos, f(x/0) e f(g(x)/g(0)) pertencem a familia
F = {0 expl-x/0) I(O’m)(x), 0c®@} . Pportanto, F & invariante, com

ré]acéo ao grupo de transformacoes G = {ga; a > 0} onde ga(x) = x/a.

As proximas definicoes mostram de que forma o grupo de

transformacoes atua na identificac¢ao dos elementos do espaCC)GbiX e E.

Definig¢ao 6.1.3: Dois elementos 0,,0, ¢ ® s3o ditos equivalentes

se para algum g € G, 0, = §(62). Uma onbita em ® com relacdo a gru-

po de transformacoes G e ao elemento Ooes() e o conjunto
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® (0,) = {g(o,) 5 g e G}

Cada orbita & um conjunto de pontos equivalentes. As or-

bitas formam uma particao de ®,
Analogamente, podemos definir orbitas em x com respeito

ao grupo G e denota-las por x(xo), Xg € X

Definicao 6.1.4: Um grupo de transformagoes G de ® & dito transitivo

em® se C)(OO) =0, V'Ooe O equivalentemente, ¥ © 026 ® existe

1 3
algum g ¢« G tal que 0, = §(@2).

Nestas condig¢oes, todos os elementos de ® se equivalem
com relacio a G e dessa forma ® consiste numa Unica orbita . 0 mes-

mo pode ser definido com relacao a x e E.

Cada orbita € uma parti¢ac do espaco original; podemos
tentar distinguir essas particoes associando uma constante aos elemen
tos de uma particdo e constantes diferentes a diferentes particoes.
Com base nisto, podemos comparar dois elementos do espac¢o original e

saber se sao ou nao equivalentes.,

Definicao 6.1.5: Seja G um grupo de transformacoes em ¥X. A funcgao

t(x) em x e

(1) invariante com respeito a G se t(g(x) = t(x) para todo x e€Xx e
g e G

(ii) dinvariante maximal com respeito a G se e invariante e satisfaz

t(xy) = tlx,) == x, = g(x,) para algum g € G.
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Assim, uma funcao invariante ¢ uma funcac constante nas orbitas,
X(Xo)’ x € X. E e invariante maximal se alem de constante nas orbi
tas, associa valores distintos i diferentes orbitas. Note que se G
e transitivo em X, X e composto de uma uUnica orbita, entdo as Unicas

funcoes invariantes maximais sao as funcoes constantes.

0 exemplo abaixo concretiza uma funcao invariante maxi-

mal na situacao em que G e o grupo afim.

Exemplo 6.1.4: Suponha X = R" e G = {ga ps @ €¢R, b > 0} onde

ga’b(x1,...,xn) = (a+bx1,...,a+bxn).

-1y L § (x50
Se X = — X e s2 = — ) (x:-X .
uma funcao invariante maximal e
0 se sX =0
(6.1.1) t(x) = t(x1,...,xn) = i i
(x1—x X=X
5 eer 3 ) se s, =0
S, Sy X

Note que o valor de t(x) identifica uma orbita. Por exemplo, se

t(x) = 0, entdao isto significa que x e{x;x1=”»mn,xie R}. O cbnjunto
dos pontos tais que t(x) = 0, forma uma orbita especifica em x; to-
dos os elementos de X que nao pertencem a esta orbita tem valor

t(x) # 0. Valores distintos da funcao invariante maximal identificam

orbitas distintas.

A fungao invariante maximal ndo e unica. Para o caso do
exemplo acima podemos definir outra fung¢ao invariante maximal fazen-

do: Y1 = an{x1,u.,xn} e Yn ={max x1,".,xn} se y * 0.
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(6.1.2) t(x1,...,xn) =

Em qualquer uma das duas funcoes, (6.1.1) e (6.1.2), asso-

ciamos a diferentes orbitas, valores diferentes.

Definida a funcao invariante maximal t, identificamos as
orbitas. Identificando-um ponto de referencia ou origem wu, de uma
orbita podemos identificar os outros elementos dessa orbita como

transformagoes dessa origem.

Definicao 6.1.6: Seja G um grupo de transformacoes em X. 0 ponto de

referencia ouw origem u, de uma orbita de x e tal que ¥ x pertencente
a orbita, ELC G tal que x = tx(u). ¥ assim, segue a definieao abaixo.

Podemos identificar a orbita como x(u).

Nada mais natural que identificar a orbita pela sua origem
u. Entao,a relacao entre a origem e a funcao invariante maximal e
t(x) =u(t associa a cada orbita a sua origem). Por outro lado, ¥ x
pertencente a orbita x = tx(u), t, €6 u-= t;1(x). Entao

t(x) = 31 (x),

Assim, chamamos t;1 de transformacao invariante maximal, Essa transfor

macao, que e uma funcao de x, mostra a relacao que ha entre x e a ori-



gem u. Dessa forma, conhecendo a origem de uma orbita, basta saber

1

quem e t; para conhecermos x e vice-versa.

Exemplo 6.1.5: Considere a situacao do exemplo 6.1.4. A funcao in-

variante maximal t, pode ser reescrita como

x

t(x :

- X -
X n X "
"g‘—w--a—s;“——) =t - (X1,...,X’)

snreaX ) =
1 n SX ¥ S (-X5'1—) il

X

onde t 51 € G, grupo afim. Nao e dificil ver que

(==
Sx  O»
t-X 1, = t7} e G .
7= 7 (X,s.)
X X
_ x1-§ xn-i o
Entao,conhecendo a origem u = (‘3;"'~'> 3 ) t(i,sx) especifica

qual a relacao entre u e (x,,...,xn). De forma geral, para o grupo

|
, -1 ) -1 -
| t
afim, t pode ser escrito como t(b(x),s(x)) , onde b(x) e s(x) sao

funcoes de X.

Ate o momento descrevemos alguns resultados referentes a
invariancia e aos grupos de transformacao. Na proxima secdo esses

resultados sao uti]izados na identificacao de um modelo estrutural.

6.1.1.- Condicoes para a identificacao de um modelo estrutural

Considere G um grupo de transformacoes transitivo em GD,
ou seja, fixando @06 ® um ponto de referéncia, para todo outro ele-
mento 0¢ @ existe um g € G tal que © = (6 ) e assim a cada O ¢ ®
associamos g € G. Portanto, se existe uma transformacao biunivoca

entre os elementos de @ e & entdo @ e G sdo isomonfos.
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Alem disso, se G € um grupo de transformacdes definido
como um conjunto de funcoes §a com a mesma “forma" e "parametro" a,
definido sobre ® tal que G e® s3o isomorfos, entdo dizemos que ®& po

de ser identificado com G.

Exemplo 6.1.6: Considere a relacao (1) x = 0,+0,e. 0 espac¢o parame-

)

trico 8 ® {(91,62); 0, ceR e 0, > 0} . As transformacoes
§(a b)(g) = a+be tem todas a mesma "forma" (linear) e diferem entre

si pelos "parametros" (a,b) que estao definidos em ® . Entio a rela

ol |

cao (1) pode ser reescrita como Xx = 9(01,@2)(2) , onde 9(@1,@2) €

grupo afim. Neste grupo podemos mostrar que

(1) § (o g. = §
(a1,b1) (az,bz) (a1+b1a2,b1b2)
. -1 -
17 (- 1
by by

Fazendo 90 = (0,1), entao V¥ (61,62) e ® associamos um

90 0,) e G. Entdo, G e ®sao isomorfos e () pode ser identificado
1,

com G.

0 grupo afim,por ser bem simples,sera utilizado mais adi-
ante para mostrar como se processa a inferencia estrutural e a partir

dele generalizar para situacoes mais complexas.
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Descrevemos a seguir as condicoes nas quais um modelo e
identificado como estrutural. A exposicao esta dividida em duas par
tes: a primeira diz respeito a relacao entre x, © e e chamada de
equacao estrutural; a segunda aborda as condicoes impostas a distri-

bui¢cao de probabilidades de e.

6.1.1.1. Equacao Estrutural

Se a relacao da variavel observavel.x, com o parametro @,
e a variavel aleatoria erro e, puder ser expressa na forma x=§e(g) !
onde é@ e uma transformacao pertencente ao grupo de transformacoes

G com o qual ® pode ser identificado, entdo
(i) G e um grupo de transformacoes de x e E

(i1) se X =.§O(g) => x e e sao equivalentes com relacao a

G, ou seja, pertencem a mesma orbita
(ii1) necessariamente x e E tem a mesma dimensao

0 item (ii) pode ser demonstrado da seguinte forma: x(u) e uma orbi-

ta de x com origem u, entdo x(u) = {x = tx(u); tx € G}, onde x = tx(u)
vem da definicao 6.1.6.¢e ée cG

-1

No entanto, x = g@(e) - gO(g) =t (u) = e = (QO otx)(X) onde
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0 item (iii) e conclus3ao imediata do item (ii).

6.1.1.2. Medidas invariantes (ou Haar)

Para definirmos um modelo estrutural e necessario: (1) a
relacao x=gg(e) e (2) a distribuicao de probabilidades de e. As
condicoes relativas a (1) foram definidas na secao anterior. 0 assun
to desta secao e referente a (2). Procuramos expor as condic¢oes im -
postas a distribui¢ao de probabilidades de e. Estas condigcoes asso-
ciadas as condicoes da secdo anterior configuram as situacoes nas

quais podemos definir um modelo estrutural.

Uma das restricoes necessarias para a utilizacao do mode-
To estrutural e que as medidas utilizadas sejam invariantes. Em ou-
tras palavras: temos uma medida de probabilidade definida sobre E;
quando uma transformagao de grupo g, e efetuada sobre um elemento
e de E, o valor da medida associada a g(e) e proporcional ao valor da
medida associada a e. A constante da proporcionalidade e dada pelas

transformacoes de grupo.

Para que isto aconteca @ necessario que tenhamos medidas
de probabilidade absolutamente continuas, ou seja, para as quais uma

funcao densidade de probabilidade possa ser considerada.

Como a intencao & encontrar a "distribuicao de probabili-.
dades" (estrutural) de ©, deve ser valido para ® a mesma restricao im

posta a E ou x : @ n3o e um conjunto enumeravel e a medida associada

v

a qualquer subconjunto e positiva, (e subconjunto de rP p 1~ com

\
.



medida de Lebesgue positiva)(Halmos, 1950)(*).

Representaremos a distribuicao de probabilidades de
e = (e1,...,en) por p(e1,...,en)de1---de.n > onde p(e1,...,en) e
a fun¢ao densidade de probabilidade de (e1,...,en) e de, e o diferen
cial de e, s i=1,...,n. Entdo a distribuicdo de probabilidades de

(x1,...,xn) = g@(e1,...,en) pode ser expressa como

1 * ;
p(gO (x1,...,xn)ﬂdéldx1.‘.dxn

*i . . " - -~
onde[J§| e o jacobiano da transformacao de (e15,..,en) em go(x1wwxn).

Exemplo 6.1.1.2.7: Seja G o grupo afim; entao para §(@1562) e G ,
(X1""’Xn) € X e (e1,...,en) e E temos

(i) (x1,...,xn) = 9(91’62)(e1,...,en) = (O1+62e1,...,e1+®2en)
(i1) (e1venene,) - §Eé1,02)(x1, ) - (X1éj1’ ’xné:1)

0 jacobiano da transformacao de E em ¥ éldgl = (T/Oz)n. Analogamente,

a transformacéo de x em E tem jacobiano igual a |Jg| =@2

As medidas invariantes (ou Haar) definidas em um grupo de trans-

formacoes G ou seja, transformacoes de g em G sao consideradas no apen-

dice A. Aqui basta saber que transformacoes de g em §o§0, onde g, e

(*) Halmos, P.R. (1950) - Measure Theory, New York; D. Van Nostrand
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um elemento fixado de G, tem jacobiano denotado por |J§[, e densidade
de Haar igual a |J§I-1 (vide apendice A).
0 modelo estrutural e a inferencia resultante desse modelo

sao descritos na sequencia.

6.2. Inferencia Estrutural: distribuicao estrutural de ©

Seja G um grupo de transformagoes em x € E,com o qual ®)
e identificado. Considere o seguinte modelo estrutural, utilizando a

notacdo indicada no inicio deste capitulo (exemplo 6.1):

<X

g(e); e ~ p(e)de>
A elde

(x1,...,xn) ex,e=(e1,...,e ) € E,
Podemos inverter a relacao

(672.1) (x1,..},x ) = ggley,....e )

' == '
obtendo (e1,...,en) = Jp (X1""’Xn)' Quando o valor de (X1""’Xn)

e observado (e1,...,en) e funcao do parametro O (atraves de §é1).
Num processo analogo ao da inferencia fiducial devemos "transferir" a
medida de probabilidade de (e1,...,en) para 0. No entanto, as dimen-
soes de (e1,...,en) e © podem ser diferentes, o que dificulta essa
"transferencia". Lembremos que no metodo fiducial (secao 2.3) neces-
sitavamos encontrar yma estatistica suficiente minima (t,u) onde u e

(n-k) dimensional e ancilar com relacao a 0 e t e suficiente condicio
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nal com relacao a © e tem a mesma dimensao deste (K). A distribui-
¢cao fiducial e encontrada tendo como base f(t/0,u) que e uma "redu-

¢ao" do modelo original f(x1,...,xn/e) « f(t,u/0). Aqui a ideia e

analoga:
(1) Devemos encontrar uma fung¢ao invariante maximal t em
G (definicao 6.1.5)
(ii) A funcao t, define um ponto de refereéncia na orbita a

qual pertence x ¢ X (que e a mesma de e, secao 6.1.1.1).

Lembramos que u e definida de tal forma que t(u) = u =
= (u15...,un). Segundo a defini¢ao 6.1.6, ¥ x € yx, existe uma trans-
formacao t, e G tal que x = tx(u) e entao t(x) = t;1(x), onde t;1 e

chamada transformacao invariante maximal. Da mesma forma, tu(u) =

=u= t, = §,i = identidade.
Podemos reescrever a relacao (x1,...,x ) = §@(e1,...,e )

em funcao da origem u, da seguinte forma:

(6.2.2) t*(u1,...,un) = §O(te(u1,...,un))

(1embramos que x e e pertencenm a mesma orbita, portanto faz sentido

t (u

& 1,,..,un) = (e1,...,e ), t. € @)

n e
A expressao (6.2.2) pode ser reescrita como

(6.2.3) tx(u1,...,un) o (§Oote)(u1,...,un)
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onde (§Oote) € G. Portanto, conhecendo a origem (u1,...,un) podemos

reduzir (6.2.1) a uma relacao entre tx, 9dg € tg,.

Fazemos inicialmente essa discussao para um caso simples, no qual G e
0 grupo afim e em seguida generalizamos para situacoes mais complica

das

6.2.1. Modelo de Locacéd-Escala

0 modelo de locacao-escala e representado da seguinte

forma:

<(X1”"’Xn)= (@1+ 2el,...,91+02+en) ;(e1,"“en)‘vp(e1,"”en)de1."den>
onde G = {é(a b)s @ © R e b > 0} onde §(a b)(x) = a+bx.
Podemos reescrever a relacao (x1,...,xn) = (@1+62e1,...,61+62en) em
| Y 1 0 1....1]
(6.2.1.1) = |
| XpeeeXp 01 9yileq...ep)

(6.2.1.2) § =
, Ia

As operacoes entre os elementos de G obedecem as regras de operacoes
entre matrizes. Essa notacao matricial facilita a visualizacao das

operacoes entre os elementos do grupo e permite que mais adiante (se-
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cao 6.2.2) facamos a generalizacao dos resultados encontrados nes
ta secao. (observe que (a,b) sao os "parametros" das transformacoes

pertencentes a G).

Uma transformacao invariante maximal definida para o

grupo G em (6.2.1.2) @€

[1 0
t a
(+) b(e) s(+)

onde b(+) e s(¢) sao funcoes definidas em x (ou E). Assim,

o exemplo 6.1.5 pode ser representado por

b(x) s(x) Xgonoos X

que para b(x) = x e s(x) = s e reescrito como

b
(2]

A crigem u = (u1,...,u ) da orbita € encontrada fazendo a trans-

formacao t;1(x) = U que na notacao matricial e descrita como segue

(6.2.1.3) =
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onde (b(x),s(x)) descrevem a "posicao" de (x1,...,xn) relativamente a

(u1,...,un).

Analogamente, (e1,...,en) tambem pode ser representado em funcao da

origem

(6.2.1.4) =

Assim a relacio (6.2.1.1) pode ser reescrita em funcao da (u1,...,uh)

utilizando (6.2.1.3) e(6.2.1.4), tal que

1 0 Y[1..... 1]1010(1 ..... 1

(6.2.1.6) =

A distribuicao de probabilidades de (e1,...,en)

(6.2.1.7) p(ei,...,en)de1...den
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pode ser colocada em funcao de (u1,...,un). Da equacao (6.2,1.4)

concluimos que (e1,...,en) = (b(g)+s(g)u1,...,b(g)+s(g)yn), entao

a partir de (6.2.1.7) encontramos a distribuicgo de probabilidades
de b(e),s(e), (u1,...,u ) que e

n

(6.2.1.8) p((b(§)+s(g)u1,...,b(g)+s(g)un))]Jé]db(g)ds(g)du1,...,dqn

ko
onde p(+) & a densidade de probabilidade de (e .,en)JJ§| e o jaco

(e

biano da transformacdo (e1,...,en) em (b(g)+s(g)u1,...,b(g)+s(g)un)

n

que € igual a (s(e)) (vide exemplo 6.1,1.2.1) e db(e), ds(e),

dui sao os diferenciais de b(e), s(e), u, resnectivamente.

A partir de (6.2.1.8) encontramos a distribuicdo con-

dicional de (b(e), s(e)) dado (u1,...,un) que e igual a

(6.2.1.9) Khﬁp(bﬁﬂ,s(g)/u1“..,%Qs(g))WJg|'1db(g)ds(g)

onde K(u) e uma constante de proporcionalidade que faz com que a inte
gral em b(e) e s(e) seja igual a 1 e_|J§|Jdb(g)ds(g) e a medida de Haar
a direita associada a (b(e),s(e)) com |J§r1 =(s(gﬂ'2,denskmdede Haar

a direita (vide apendice A).

As expressoes (6.2.1.6) e (6.2.1.9) juntas formam o mo-
delo estruturnal de Locacao-escala reduzido, E este modelo que utili-
zamos para encontrar a distribuicao estrutural de ©. Note que no mo-
delo reduzido nao temos o problema inicial da dimensao de (e1,...,en)
e (@1,02) serem diferentes, pois (b(e),s(e)) tem a mesma dimensdo de
(64,0,) (e nenhuma informacdo & perdida, pois a distribuicdo de proba
bilidades e condicionada a u que & o ponto de referéncia de todas as

relacoes).
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Chamamos a atencao para o fato de que u = (u1,...,un) pode ser iden-
tificado como uma estatistica ancilar. A orbita e o conjunto de re-
ferencia (secdo 2.2.1) associada ao modelo e os "parametros"

(b(+),s(+)) da transformag¢do invariante maximal formam uma estatisti

ca condicionalmente suficiente com relacao a © (condicional a u).

6.2.1.1. Distribuicao Estrutural resultante do modelo de

locacao-escala

Quando (X1”"’Xn) e observado, (b(x),s(x)) tem valor co
nhecido. Da mesma forma, devido a (6.2.1.3), U = (u1,...,un);tamb§m

tem valor conhecido. A "reducao" (6.2.1.6) pode ser reescrita como

(6.2.1.10) =

L-—. — jib(x) s(x)
0

Como a distribuicao condicional de (b(e),s(e)) dado (u & conhecida e
(b(e),s(e)) e uma funcao de (b(x),s(x)) (valor conhecido) e (91,@2)
(desconhecido), utilizamos a ideia do metodo fiducial (secdo 2.2.2)
"transferindo" a medida de (b(e),s(e)) para (61,62) encontrando a "dis

tribuicao de probabilidades" de (01,02) que e a distribuicao estrutural.



Como de (6.2.1.10) sabemos que (b(e),s(e)) =

b(x)-0,  s(x) .
= — y = ) , entao utilizando (6.2.1.9) encontramos a dis-
2 2 '

tribuicao estrutural de (61,@2) que @€

(6.2.1.11) g(61,Oz/b(x),s(x),u)d61d92 =

b(x)-06 n-2
< K(u)p(—y 1 S(g)/u>(sg:)> |95 do, do

2

onde |J§j "8 0 jacobiano da transformacao de (b(e),s(e)) em

b(x)-o1 s(x) o s (x) -
( 5, S, ) que e igual a (_63—) e de1 e d32 sao os diferenciais
de 01 e 02.

Note que a igualdade (6.2.1.11) e valida qualquer que sefa a densida-

de de probabilidades p(ei,...,e ) associada e (e1,..,e )

n n

0 exemplo abaixo ilustra este fato:

Exémp1o 6.2.1: Considere um modelo de locagao e escala tal que

p(e1a---aen)

1]
o
—
@
-
~—
o
f=s
oo
®
o
—
@
~
!

0 caso contrario

Uma transformacao invariante maximal neste caso e



(b(x) s(x)

sugerimos

rios para encontrar a distribuicao condicional

origem u = (u1,..

| 1 0
(1) =
L(x) R(x)
onde L(x) = m1n{x1, ,xn}
(2) p(L,R/U)dLdR =
1 se
onde

essa transformacao pois ela facilita
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—
o

—
1]

min{e1,...,en}

, onde

el
1

m.a-X{E1 99 ,en}" L
os calculos necessa -

de (b(e),s(e)) dado a

.,un) (estatistica ancilar) que e igual a

n-2

n(n-1)I(L,R)R dLdR

caso contrario



AR 1
9(01 502)/L(X)3R(X)9U) = n(n“l)("gz ) ('@E) I(L()’),R(X))de1d02
1 se 02 L(x) £ L(x)+R(x) £ 1
oude HL(x),R(x)) =
0 caso contrario

Com base nos resultados desta secao podemos gerneralizar para modelos

mais complexos, como € o caso da proxima Secao.

6.2.2. Modelos Lineares

Considere o modelo linear

(6.2.2-') y_i = 61)(11 -+ L -+ Br‘Xr‘_i G Oe]'
onde Y = (y1, ,yn) e o vetor de observacoes e R"
X11 ..... X1n 4
Xe= | ” e uma matriz de valores conhecidos
Xpqoooos X pn (matriz de planejamento)

(81""’BY"O) = (B o) e o-vetorde parametros ¢ R" x rY

- n
e = (e,,...,e ), e ovetor dos erros € IR
= 1 n
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entao, (6.2.2.1) pode ser reescrita como

(6.2.2.2) =
y B og)(e

onde Ir e a matriz identidade de dimensao r,

Associando a (e1,..,,en) uma distribuicao de probabili-

dades p(e1,...,en)de1.‘..den e identificando um grupo de transformacaes

em (6.2.2.2) que e

IIY, 0
¢ = ,BEIRn e geRY
1(5 OJ
Fazendo a analogia com os resultados da secao 6.2.1 de-
finimos:
(i) a transformacao invariante maximal
Ir' 0
onde b(-) = (b1(’),...br('))
b(+) s(-)
(i1) a origem da orbita
X Ir 0 X
= onde u = (u1,...,un)

o) ble)  s(e)le
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E assim podemos definir o modelo reduzido que & composto dos -itens

abaixo

(6.2.2.3) (1) =

b(y) s(y) B o) (b(e) S(E)J

(6.2.2.4)  (2)  K{u)p(b(e),s(e)/x,u)(s(e)™ "1 x xr|Zdb(e)ds(e)

onde (2) e a distribuicao condicional (em u) de

p(b(e)X+s(e)u/x)s(e)) ™ [x x|/ 2db(e)ds(e)du
com (s(e))n|X'X|1/2 o jacobiano de transformacao de ( 31 em

i

b(e) s(e)jluj

Em (6.2.2.4) K(u) e a constante de proporcionaldiade (que
faz com que a integral seja igual a 1 e (s(g))"(r+1)db(g)ds(g) € a

medida de Haar a direita associada a (b(e),s(e)).

Com base neste modelo reduzido a distribuicao estrutural

resultante e

(6.2.2.5) g(B,0/x,b(y),s(y),u) =

n-.'( 1) - n
K(u)p(b(ygx~8 s S(é)lJ/X,U)(Eéll) T IXX'11/‘(S£{%kmdo
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I 0
onde (ELX%) e o jacobiano da transformacao J em
ol * b(e) s(e)
-1 -
Ir 0 Ir -0
B o b(y) s(y)

Chamamos a atencdo para o fato que nao e necessario que
(e1,...,en) sejam independentes e/ou identicamente distribuidas. 0
resultado acima e valido ¥ p(e1 ,...,en), como pode ser visto atraves

do seguinte exemplo onde nao existe independencia entre os erros:

Exemplo 6.2.2.1: Considere o modelo linear (6.2.2.2) com

1
p(e1,...,e ) = lBl—;—— exp {-% e R"1e‘}

n
(Zﬂ)n/Z
’1 0 p2 . pn"'1 3\
P 1 P o2
onde R = :n~2
p . | 0
Lpn-1 pn-2 5 : J
e a matriz de correlacao de & = (e1,...,en).

0 modelo reduzido e representado pelos dois itens abai

X0:
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(1) A expressao (6.2.2.3) onde
bly) = YX(xx' )™ s2(y) = Y'LI-x'(xx)" X3y

analogamente para b(e) e s(e)

(2) Com base em (6.2.2.4) encontramos a distribuicao de

probabilidades
1

2
K(u) %-)n—/, expl H(b(eXrs(e)u) R (b(e)xs(@w) x| P(s(e)™ ™ Van(e)ase)

a distribuicao estrutural resultante e

g(B,o/b(y),s(y),X,u)dpdo =

( b(y sz B (o) )R"1(b(}’g(“"3 Sgy) u)} x

exp{-

P
—~
=
~—
—
N S
o)
N
N —
N

(S(y))n_(r+1)|x 125W)) apao
O

6.2.3. Generalizacoes

Podemos estender os resultados da secao anterior no

‘caso em que

Yoge oYy SRR
(6.2.3.1) Y = |: : e e = | :
Vet Yn €1 kn/
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Um exemplo desta situacao e o chamado modelo normal de progressao com
posto de

(1) Y =ul' + ye onde Y e e estao indicadas em (6.2.3.1)

' = (u1,...,uk) e 1'=(1...1)

Y1 Yk2 o Yk.k-1 o Ok

(2) a distribuicdo de probabilidades de e e
Kn

(2n)'2'exp{- %tr(e'e)} onde tr(e'e) e o traco da

matriz (e'e).

0 grupo estrutural associado a este modelo e
0
G = _;ueIRk , Y € M

H Y
onde M & o espaco das matrizes triangulares inferiores (k x k) tais
que os elementos da diagonal sao positivos, os elementos acima da dia

gonal sdo zero e os elementos abaixo da diagonal sao reais.

0s procedimentos para a inferencia sao analogos ao que

foi descrito no caso em que k=1,



Para modelos mais gerais como e o exemplo de distribui
coes no circulo e na esfera (Fraser, 1979, capitulo 9) a generaliza-
¢ao dos resultados descritos aqui e possivel se pudermos encontrar

uma fung¢ao linear que relacione os dados, o parametro e 0S erros.

6.3. Discussao

0s modelos que possuem a propriedade de invariancia co-
mo € o caso dos modelos estruturais tém diversas vantagens: Por exem
plo, o caso usual de modelos lineares pode ser analisado sem a suposi
cao de normalidade e de 1ndepend§ncia dos erros; alem disso nao ha ne
cessidade da existéncia de estatisticas suficientes; tambem nao ha ne
cessidade de suposicao do tipo variancia minima ou poder maximo para
conseguir resultados unicos. Basta a estrutura de grupo para garan -
tir a existéncia e a unicidade dos resultados (Fraser, 1968). A]ém
disso, os resultados obtidos por este modelo sao identicos aqueles
correspondentes 5 distribuicao a posteriori Bayesiana pfovenientes de
distribuicﬁes a priori nao informativas. Esse tipo de priori coinci-

de com a medida invariante a direita definida em G (apendice A).

As distribujcﬁes estruturais sao distribuicoes sobre o
espaco. parametrico no mesmo sentido da distribuicac fiducial. No en
tanto Fraser (1968) faz uma interpretacao dos resultados que nao e
indutiva (como para Fisher); Fraser coloca a inferencia proposta pe

1o seu modelo como algo entre as escolas de Fisher e Neyman-Pearson
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encontrando nao apenas a distribuicao estrutural para 0 como propondo

testes de hipoteses e regioes de confianca para a tomada de decisdes.

A distribuicao estrutural encarada como distribuicao fi
ducial possue outras propriedades vantajosas: as distribuicoes margi
nais e condicionais dos problemas multiparametricos tém propriedade
de confianca (Fraser, 1961b); restricﬁes no espaco parametrico, OO ,
podem ser efetuadas simplesmente multiplicando a distribuicao estrutu
ral, g(0/x) pelo indicador

1 se 0O € C%

(0 caso contrario
e normalizando o resultado atraves de:

I®0(@)g(@/x)

JI®O(®)9(O/x)dO

Sendo assim, apesar do modelo estrutural ser aplicavel
a um numero restrito de problemas, nos casos em que a sua utilizacao

faz sentido & vantajoso usa-lo.



CAPITULO 7

EXTENSAC DO METODO FIBUCIAL: MODELOS FUNCIOHAIS

0s modelos funcionais introduzidos por Bunke (1975)
sao definidos em situacoes analogas a dos mcde]o; estruturais e po-
dem ser representados por (6.1). Enquanto o modelo estrutural & de-
finido apenas em condicaes onde se verifica o principio de invarian-
cia (secdo 6.1), o modelo funcional se propfe a ser mais geral. Pa-

ra concretizar este fato apresentamos o seguinte exemplo:

Exemplo 7.%1: Considere x =@ =R e E =R" xRY* xR ¢ o0 modelo fun

cional composto por:

(—)e1 + 82
(1) X = eedoet X,0 € R
3
(eys...5e,) €
(2) ers€,,€, 550 v.a. independentes tal que

Uma situacao como esta esta fora das restricoes do modelo estrutural,

pois aqui a dimensao de E e diferente da dimens3ao de y .

A inferencia dos modelos funcionais e realizada da mes-
ma forma que nos modelos estruturais: expressando O como funciao de x
e e e obtendo a distribuicao fiducial de ©, através da distribuicio

de probabilidades de e para um valor observado de x.
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Bunke (1975) chama a atencao para o fato que dois mode-
los funcionais distintos podem gerar a mesma distribuicao de probabi-

lidades de X dado ©, como indicado no exemplo abaixo:

: 2
Exemplo 7.2: Considere x = E = 1R e @= R dois modelos funcionais

(1) e (I1), tais que a relacao entre x,0 e e @ expressa como

~No| —

(1) (X,.%,) = (e,,0e, + (1-02)%e))

1
((1_02)2e1 + eez,ez)

onde 4,85 sao v.a. independentes, ambas com distribuicdo normal pa-
dr3ao. Em ambos os modelos determinamos a mesma distribuicao de proba
biiidades para (X1,X2);

Este exemplo mostra que ignorar a relacao entre x,0 e e
nos casos em que ela e determinavel, implica em perda de informacao
sobre as relagoes entre os dados e o parametro que pode ter implica -
¢6es na conclusdao final. Este fato foi enfocado por Fisher quando de
ffniu o método passo-a-passo em detrimento do metodo de quantidades
pivotais, dizendo que este ultimo e incompleto, pois mais de uma quan
tidade pivotal pode ser definida em um-determinado problema, cada uma
produzindo um resultado diferente. Portanto, e necessario saber qual
delas & adequada (Fisher, 1956, pg 257 ). Encarando cada distribui -
cao Fi(ti/oi’""ei’t1""’t1~1) como uma quantidade pivotal, i=1,..,n"

determinou condicoes sobre elas como criterio de adequacao.
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Neste capitulo reunimos alguns resultados importantes
do modelo funcional e alguns exemplos da inferéncia fiducial sao ana
lisados dentro do contexto do modelo funcional, visualizando a quan-
tidade pivotal como a variavel aleatoria erro e e vice-versa, fa-
zendo a analogia das condicaes impostas por Fisher com as condigoes

expostas aqui.

A-secao 7.1 se ocupa de resultados preliminares que fa-
cilitam a compreensao e a expressao dos resultados futuros. A secgao
7.2 aborda o modelo funcional no caso uniparametrico e a segao 7.3 a-

borda o caso multiparametrico.

7.1. Preliminares

Para x € x e e € E diremos que x e e sao compativeis
se x = h(0;e) para algum 6 «e®. Denotamos por EX 0 conjunto
{e;x e e sao compativeis}. Analogamente, definimos x(3e<3x. Denota-
mos por D o conjunto {(x,0) e ¥ #(); x e © sao compativeis}. Esse
conjunto D corresponde nos modelos funcionais ao conjunto de referen-

cia definido na inferencia fiducial (secao 2,2.1).

Admitimos tambem a Lnventibilidade da relacao x=h(0;e),

ou seja, para x € x e e ¢ E a solucao para © em x=h(0;e) e unica.

Para simplificar a notacao escreveremos a relacao
' O+e1

x=h(0;e) como x=0e, por exemplo x=0e = <, (exemplo 7.1); de forma
analoga o parametro ©@ expresso como funcao de x e e sera denotado
por 0 = xg'1 (no exemplo 7.1, 0 = xg'1 = xe2-e1). Quando x e e sao
conhecidos 0 = xg'1 expressa a solucao unica de © .
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A distribuicéo de probabilidades associada a e sera de-
notada resumidamente por P, entdo P(e ¢ A) & a probabilidade associa-
daa ¥Ae E. A distribuicao fiducial de 0 sera denotada por
P(-/x), tal que P(0 € A/x) & a probabilidade fiducial de & < ® dado o
valor de X=x. Analogamente, a distribuicdo de X sera denotada por
P*(./0), tal que P*(X ¢ B/0), ¥ B < X"Ressa1tamos que P(X € B/O) =
P(ee € B/o) e P(o ¢ A/x) = P(xef1 e A/x).

As definicoes abaixo estabelecem condicoes sobre um mo-

delo funcional e serdo-utilizadas nas proximas secoes.

Definicao 7.1: Um modelo funcional e monotono se:

IN

VO1,62€®CIR , 0y S0, <> 048 £ 0,8 .

Definicio 7.2: Um modelo funcional monGtono e regular se:

(i) v e ® sdo intervalos abertos

(ii) para cada x_ € X, P(oe 2 Xa) e uma funcao de ©, conti-
nua estritamente crescente, assumindo todos os valores

possiveis no intervalo (0,1)

(iii) para cada @, e ®, P(Oag > x) & uma funcao de x, conti-
nua, estritamente decrescente, assumindo todos os valo-

res possiveis no intervalo (0,1).

Quando os dados x sao observados,E\< e o conjunto dos va

lores de e compativeis com x. Se E & diferente de E e x, e um valor
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observado, para ¥ 0 ¢ ®, P(0e 2 xa) esta restrita a EX . Entdao encon
a : -

tramos a distribuicdo fiducial de © atraves de O = xag'1 e da distri-

~buicdo de e "restrita" em Ex que denotaremos por Pa'
a

0 texto esta dividido em partes. Inicialmente dividi -
mos a apresentacao do modelo em: caso uniparamétrico e caso multipara

metrico.

7.2. Caseo Uniparametrico

0s modelos funcionais uniparamétricos serdo analisados
em duas fases: primeiramente os modelos funcionais simples e poste-
riormente os modelos funcionais particionaveis. 0s primeiros sao de-
finidos quando Ex = £ e os modelos particionaveis sao definidos em
situacoes onde EX # E para cada x € X e {EX; x ¢ x} forma uma par

ticao de E.

7.2.1. Modelo Funcional Simples

A relacao entre um modelo funcional simples e a corres-

pondente distribuicao fiducial pode ser expressa pela definicao abai-

X0:
Definicdo 7.2.1.1: A um modelo funcional simples <x=6e,e ~ P> 'assg
ciamos o modelo fiducial simples que e dado por . < O = xg"1, e ~ P>

Assim, o modelo fiducial & em si mesmo um modelo funcional, permutan-
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do x e @. Esta implicito no modelo fiducial acima que e € distribui-
do independentemente de x. Essa definicao procura mostrar que assu-
mindo um modelo funcional < x=0e, e ~ P > faz sentido encontrar que a
distribuicao de x em funcio de 03 no modelo fiducial simples

-1

<0 = xe~',e ~ P> faz'"sentido" encontrar a'"distribuicdao”"de © em funcao

de x.

As condicoes para que um modelo funcional resulte numa
distribuicao fiducial valida (com propriedade de confianc¢a,secao 3.2)
serao indicadas durante a exposicao que sera dividida em duas etapas:

(1) modelo pivotal (2) modelo funcional monotono,

7.2.1.1. Modelo Pivotal

Suponha que em um modelo funcional simples para todo

(

x,0) € D a solucdo para e de x=0e @& uUnica; entao podemos encontrar
e=e'(x;6) e chamamos e': D » E de funcao pivotal. Se um modelo funcio
nal satisfaz essas condicaes e chamado de modelo pilvotal simples e po-
de ser expresso na forma alternativa <e=e'(x;0),e ~ P> . 0 exemplo a

seguir ilustra uma situacao como esta.

Exemplo 7.2.1.1.1: Considere a situacao em que X =® = E =R e o
modelo funcional @ <x = O+e, e ~ P> . Este modelo funcional e pivo=
tal e portanto pode ser expreséo como <e = x-0, e ~ P> . Aqui
D=x*x®.

Un exemplo peculiar de modelo pivotal & apresentado a

seqguir.,
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Exemplo 7.2.1.1.2: Considere a situacao em que X c IR, ® <R e
E = (0,1). A distribuicao de e -& uniforme em E e a relacao x = Oe

satisfaz as condicoes

(i) x = Oe e uma funcao estritamente crescente de e para
cada O,
i1 o - < =30 <
(i1) se 01 62 O1g Ozg s Ve e (0,1)
(ii1) V (e,x).€ E x x existe um Gnico © satisfazendo x = Oe,

Figura 7.1: Grafico de uma relacao x=0e e da correspondente
funcao pivotal e=e'(O;x) para um valor de @=®0 e@®.

— e ——— - - — = - - ——

X = 0e e=e'(0;x)

F(X/@O)

A figﬁra 7.1 ilustra uma situacao em que uma relacao x=0e que satis-

faz as condicdes (i), (ii) e (iii) “"gera" uma funcio pivotal e'=F(x/0)

que satisfaz: (1) e' = F(x/0) e estritamente crescente em x para ca-
da 0=>F(x/0) & continua em x; (2) €=F(x/0) & estritamente crescente
em 0 para cada x=>F(x/0) & continua em © e portanto e derivavel em O,

Uma F(x/0) nessas condicoes satisfaz as restricoes de Fisher para a

utilizacao do metodo fiducial (secao 2.2.1).



- 142 -

A finalidade deste exemplo & mostrar que modelos funcio
nais pivotais que satisfazem as condicoes (i), (ii) e (iii) produzem
uma distribuicao fiducial para © idéntica aquela obtida pela inferen-

cia fiducial que parte diretamente de F(x/0).

Uma distribuicao fiducial e valida se tem propriedade
de confianca (secao 3.2).. Nos modelos pivotais, podemos mostrar que

a dﬁstribuicéo fiducial de 0 tem propriedade de confian¢a da seguinte

forma:
- Considere o modelo pivotal <e=e'(x3;0), e ~ P> tal que
Y AcE comP(ee A) = 1-a. Entao, quando. x=x_ € X podemos escrever
-1 -1, _ . | .
X AT = {x,e7 5 e e A} = {0 ¢ C&a’ e'(x,30) € A}
i - -1 ) R -1 )
Assim P[O € AaA '/Xa] = P[{gsxae € XaA }/xa] = P(e ¢ A)

que & a probabilidade fiducial de © pertencer ao conjunto XaA-1

Por outro lado, xA'1 = {xA_1; x € x} = {0 € C&; e'(x;0) € A} entao

P (0 ¢ xA™1/0) = P(e'(x;0) ¢ A/O) = P(e € A) = 1-a

que @ a probabilidade de © pertencer ao conjunto xA-1, ¥ 0 e®. Por-

tanto, quando X=X, O conjunto xaA'1

e uma regiao de confianca com coe-
ficiente de confianca (1-a). Dessa forma a distribuicao fiducial de O

originaria de um modelo pivotal tem a propriedade de confianca.
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7.2.1.2. Modelo Funcional Monotono

Quando para (x,0) ¢ D a svlucao e de x=0e nao e
unica, o modelo nao e pivotal. O exemplo abaixo concretiza uma situ-

acao de modelo nao pivotal.

Exemplo 7.2.1.2.1: Suponha X = (>= R, E=RxR" = (e1,e2) e o mode

O+e
1o e expresso. de tal forma que X = s 1 , onde e, e e, sao v.a. in-
2
dependentes com e, ~ N(O,1/n) e (n—1)e§ ~ x;_1 e (e1,e2) nao pode

ser expressa como funcao de 0 e X.

Nesses casos, para que a distribuicao fiducial resultan

te de <O = ng1,e ~ P> tenha a propriedade de confianca € necessa-

rio que o modelo funcional simples <x = Oe, e ~ P> satisfaca as con-

dicoes do teorema abaixo:

Teorema 7.2.1.2: Se um modelo funcional simples € monotonoc regulat,

m

entao V¥ a (0,1), existe uma funcao @X: x + (& tal que

P(o = @X/x) = 1-a , ¥ x e x

*

P(osex/o)=1-a , Voe®

Em outras palavras, se um modelo funcional simples & monotono regular
(definicao 7.2), entao a distribuicao fiducial de © tem a propriedade

de confianca.

Antes de demonstrarmos o teorema acima consideremos O0S

seguintes resultados:
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Lema 7.2.1.2: Se o modelo e funcional monotono (definicao 7.1) en-

*

tao P(o < 0,/x,) = P (x 2 x,/0,)
. ) ) -1 .
Prova: P(o < 0,/x,) = P(x,e”" <0,/x,) (por definigao)
= P(x, < 0,e/x,) (pela monotonicidade)
*
=P (x 2 xa/ea) (por definicgao)

(observe que 0.e = x).
Deste lema resulta o seguinte corolario

Corolario 7.2.1.2: Se Oy e uma funcao conhecida e estritamente cres

cente de x com valores em C), entao

*
Plo <o, /x.) =P (6, <0,/0,)
Aaa Xa a

Prova: Observando que 0, = X,& e 0, = X& entao
4 _

*
P (o, <0,/0, ) = P(x_e <
Xy | x"Ux,

IA
x
o]
~
x
Qo
|
~
]
-0
L)
x
AV
=<
fel]
~
(©]
o
~

que pelo Lema 7.2.1.2 e igual a P(o < 0, /X ).
Com esses resultados vamos provar o teorema 7.2.1.2:

Definimos o, por P(x_ < 0, e/x.) = 1-0 que € uUnico por
Xa o, a X, =2
regularidade (definicao 7.2)( ). 0 Lema 7.2,1.2, nos mostra que para

(*) Como P(x < Oxe/x) e uma funcao de O continua, estritamente crescente, entao fi
xando o valor (1-a) existe um e so um o, que satisfaz a iqualdade
P(x < Oxe/x) = 1-a .
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A

v Xg € X5 O intervalo © OX tem probabilidade fiducial igual a

a
(1-0), ou seja, P(0 s o, /xa) = 1~0. Por outro lado, pela propria

a
regularidade, 0, e estritamente crescente em x e {0.: x e y} =( .

X
Entdo, pelo Corolario 7.2.1.2, P(0 < 6.,/0) = 1-a , ¥ 0 ¢ (3 donde se
conclui que {0 £ OX; X € x} define, quando X=X, uma regiao de

confianca com coeficiente de confianca (1-a).

Portanto, concluimos que somente modelos pivotais ou mo
delos funcionais monotonos regulares produzem uma distribuicao fidu-
cial para O com propriedade de confianca. Cabe observar aqui, que
os modelos estruturais sao um caso particular de modelo pivotal, pois

‘a relacao X

e = §é1(x)

§O(g) (secao 6.2.1) pode ser invertida e assim

D1\

uma funcao piLvotal.

7.2.2. Modelos Particionaveis

Retiremos a suposicao de que EX = E. Definimos um mode
To funcional particionavel como aquele em que {Ey; x € x} forma uma

particao de ¥

Definicao 7.2.2.1: Um modelo e particionavel se e somente se para al

guma funcao h em x e alguma funcao u em E , a compatibilidade entre

X e e e expressa atraves da igualdade h(x) = u(e).

Em outras palavras, u(e) e h(x) sao identificadores de partic5es; is-
to e, se u(e1) # u(ez) isto implica que e, e e, pertencem a parti-
coes diferentes e vice-versa. Se x e compativel com e entao e « Ex
uma particao de E , entao h(x) tambem identifica as particoes. Como
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h(x) = u(e) e e . P (independente de 0) entdo essas funcdes sdo
chamadas funcionais ancilares. Sao equivalentes as estatisticas an-
cilares definidas no metodo fiducial (secdo 2.3); no modelo estrutu-
ral a origem da uma.6rbita e um caso de funcional ancilar (cathu]é

6).

No caso em que E nao e particionavel e EX = E es
tamos na condicao em que nao e possivel encontrar um funcional anci-
Tar (uma estatistica ancilar). 0 caso em que E, = E e uma situacao
particular de modelo particionavel (equivalente as estatisticas sufi

cientes completas secdo 2.1).

A inferencia nos modelos funcionais particionaveis
e realizada substituindo-se o modelo original <x = oe, e . P> por

<X = 6e, e . Ph> onde Ph e a distribuicao condicional de e dado

u(e) = h(x)

Exemplo 7.2.3.1: Suponha y = E = R" (n22), =R e

X = 0e = (Xy,...,%x,) = (e+e1,...,o+en). A distribuicao de e & arbi-
traria. Entao, fazendo u(e) = (e1—é,...,en-é) = (x1,—§,...,x -Xx)=h(x)

n
teremos o modelo funcional que pode ser expresso como <x= e; e Ph> R
onde Py e a distribuicao condicional de e dado h(x). O modelo fidu-

cial, neste caso pode ser expresso como <@ = X-e; & . P> (por analo-

r

gia com o que foi discutido na secdo 2.3 e 6.2).

Para que se verifique a propriedade de confianca
distribuicao fiducial de O deve ser resultado de um modelo funcional

particionavel pivotal ou monotono regular.
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7.3. Caso Multiparametrico

No caso multiparametrico para que a distribuicao. fidu-
cial de © tenha propriedade de confiangca & necessario que a distri-
buicao conjunta dos componentes de © satisfaca algumas condicoes co

mo as que serao descritas nas secoes seguintes.

7.3.1. Marginalizacao Consistente

Suponha o modelo funcional M,l = <X=0e; €& ~ P> e as

seguintes consideracoes:
(i) nos estamos interessados somente no subparametro A=x(0).

(ii) Existe uma funcao z = z(x), tal qué a relacao entre
z,\ e e constitue, juntamente com & distribuicao de e,

um modelo funcional simples, expresso por M2=<z:xg,g~P>.

Chamamos M2 uma reducao de M1. 0 exemplo a seguir ilutra este fato.

Exemplo 7.3.1: Considere o modelo funcional abaixo

<(X,s) = (uroe,,oe,); (e .e,) ~ P>

onde ei e e, sao v.a. independentes e ey ~ N(O,1/n) e (n-1)e§ ~ X
Suponha que desejamos inferir sobre A = %, entao existe
u/0+e1 'A+e1

= > 7 =

€ | €2

wn|x1
wn|Xx1

tal que que e uma reducao

do modelo original. (a reducao e uma funcado do modelo original):
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Observe que a reducao do modelo original implica em mu
dancas no espaco y e mudancas no espaco ® , mas ndao necessariamente

implica em mudancas no espac¢o E, como @ 0 caso do exemplo acima.

A distribuicao fiducial marginal de X dado X=X, em M1
e a distribuigao dex(xaQJ) com ‘e . P. No modelo reduzido, M,, a
distribuicao fiducial de x» e a de 23'1 onde z=z(xa). A relacao en-
tre a distribuicao fiducial manrginal de x em M1 e a distribuicao fi-
ducial de X em M2 e dada pelo Lema abaixo:

1

Lema 7.3.1: A(xg'1) = z(x)e” s ¥ X e x.

Prova: A(xg'1) = x(0) = A = 29'1 = z(x)g"1 .

Entao forcosamente a distribuicao fiducial marginal de ) em M1 e igual
a distribuicdo fiducial de A em M2 0 que significa que a marginalizacao e consisten
te. E claro, entao, que no exemplo 7.3.1 a distribuicdo fiducial de %-é igual a dis

tribuicao fiducial de-% obtida pela reducao. A consistencia e apropriedade de confianca.

0 exemplo de Stein (1959) (secao 3.2) colocado sob o pon
to de vista de modelos funcionais-e uma situacao em que nao e possivel

~marginalizacao consistente, como indicado abaixo:

Exemplo 7.3.2: Considere o modelo funcional

<(X1,X2) = (®1+e1,@2+e2); (e1;e2) ~ P>

onde e, e e, sao v.a,i.i.d. com distribuicao N(9,1). Desejamos in-

ferir sobre X = 0}+03 , mas como e nao possivel encontrar z=z(x) tal que
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z=he entao a distribuicao marginal de X obtida da distribuicao con-
1 8 2 cy 2 2 = 2 2 .
junta de O,l e 0, que vem do modelo <X§xh = (O1+e1) +(92+e2) ;e ~ P>

nao @ consistente (nao possui a propriedade de confianca).

" 7.3.2. Consistencia Condicional

Suponha que desejamos fazer inferencias sobre © condi-
cionado e X, e no valor de A(0) = X conhecido. Ha duas formas dis-
tintas de encontrar a distribuicao fiducial de © condicionada em

)\(O) g X3

(I) Encontramos a distribui¢ao fiducial de @ e em seguida condicio

namos de forma usual em A encontrando P(</A,x).

(I1) Usamos a restricao.() e()k = {0352(0) = A} e consideramos z=Xe,
tal que a(x) = z e u(e) = Ae. Isto e, x=0e com O € @ & um
modelfo funcional particionavel com é ~ Pz’ onde PZ e a distribuicdo
de e condicionada em Ae = z(x). Entao, a distribuicdao condicional
de © dado A & P,(+/x). -

Dempster (1963) estudou o exemplo 7.3.1 onde ) = % e

Z = é-,nessas duas situacoes (I) e (II) e mostrou que produzem resul

tados diferentes para a distribuigcao fiducial condicional de o dado

%. Em cada caso a distribuicao de (e1,e2) e condicionada:
(1) nos valores de X da funcao A = 29'1 = ze,-e,

_ A+e1
(I1) nos valores de z para a funcao z = le =



- 150 -

que levam em diferentes particoes do espago C), como mostra a Figura

7.25
Figura 7.2: Grafico da particao de (e1,e2) obtidas do condiciona
mento nos:
>e2 Arez
(1) Valores de A da funcao (I1) Valores de z da funcao

1 >\+e1
A=ze ' = ze,-e, | z=\e = 5
A+e

= ) < ze2-e1 < AHA N "E?;L < 74
2

0 exemplo 7.3.1 pode ser estudado de forma alternativa: en-
contrando a distribuicao fiducial condicional de u/oc dado o atraves
de (I) e (II). Nesse caso, os dois resultados coincidem. Isto se da
segundo Dawid e Stone (1982), devido ao fato de o modelo reduzido,

A = o e z=s, ser pivotal. De fato, <z = re, (n-1)e§ - x: ,> & um
~modelo pivotal e e, e uma"contracao" de (e1,e2). Dawid & Stone (1982)
acreditam que somente quando o modelo reduzido e pivotal e que (I) e
(I1) produzirao os mesmos resultados. No entanto, admitem nao ter uma
prova dessa afirmacao. Contudo, demonstram que quando a distribuicao
fiducial condicional de © dado A coincide para (I) e (II) e o modelo

reduzido de A & pivotal, essa distribuicao fiducial condicional tem a
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propriedade de confianca: Considere o modelo reduzido pivotal
<z-= Af, f . P> onde f e uma "contracao" de é, e f=f'(z,2) e a fun
cao pivotal. Se a distribuicdo fiducial condicional de o dado A coin

cide para (I) e (II) e (x,0) ¢ A © x x®, entdo

(7.3.1) PL(x,0) € A/x,2) = P [(x,0) ¢ A/x]

Se (x,0) e Ac y x® —> 3 BcExZ tal que (e,z) e B quando
f=f'(z,)) entdo o lado direito de (7.3.1) & igual a -«
P((e,z) ¢ B/f=f'(z,x)). Por outro lado, em modelos pivotais, a pro-

priedade de confianca se verifica, entao
P[(e,z) € B/f=f'(z,x)] = P*[(x,0) € A/z,0]

Conclusao: P[(x,0) ¢ A/x,2] = P*[(x,0) ¢ A/z,0]. Mostra-se tambam
que P[(x,0) e A/x] = J FA[(X,G) € A/xJdP(x/z) o que da a essa distri
buicao marginal uma propriedade de confianca esperada, ou seja, que
so depende de z e e realizada como uma esperanca em relacao a distri-

buicao fiducial de A dado z (Principio da Difusio, secao 5.3.2).

Nas distribuicoes condicionais cujo elemento que condi-
ciona A nao provem de um modelo reduzido pivotal nao acredita-se na

validade da propriedade de confianca. Contudo, nao ha provas disto.

Quando mencionamos inicialmente que a relacao x = eg e
um acrescimo importante de informacao, pois determina as "relacoes in
ternas" de x e o esse comentario tinha o proposito de esc1arecer-a di
ferenca entre a 1nfer§ncia doS modelos funcionais e a inferencia fidu

cial exposta nos primeiros capitulos deste trabalho. 0 exemplo 5.2.4

mostra uma situacao em que duas fatoracoes alternativas do modelo ori
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ginal f(t1,t2/01,62)'produzem resultados diferentes. Isto ocorre,
pois em cada uma dessas fatoracaes ha diferentes quantidades pivo-
tais envolvidas e e necessario escolher dentre uma delas com base em
critérios de validade (secdo 5.2). No modelo funcional isso nao ocor
re, pois estabelecendo inicialmente qual e a relacao entre x, 6 e e,
ja escolhemos uma "quantidade pivotal" e toda inferéncia resultante e
decorrente dessa escolha. Por isso, entre as duas abordagens ha in-
terseccéo, mas nao coincidencia necessariamente dos resultados. Por

esse motivo, Fraser chama a distribui¢ao encontrada pelo seu modelo

de distribuicao estrutural e nao de distribui¢cao fiducial.

000



APENDICE A

MEDIDAS BE HAAR (OU INVARIAKTE)

/ Considere G um grupo de transformag¢oes. Definimos uma
transformacao a direita em G, tal que a cada g € G associamos gog,, G -
onde 9, © G e uma transformagao fixa. Analogamente, a transformagao

a esquerda em G associa a cada g € G o e]emento-goog € G.

Existe um espaco ® que pode ser identificado com G (se- -
¢ao 6.1.1), ent3ao a cada © € ® associo um gg € G. Assim as transfor-
macoes a direita e a esquerda definidas podem ser identificadas em ®

‘da seguinte forma: GO e ® & um elemento fixo entao

(1) a transforma¢ao a direita associa a cada O um 6,0 relativo
a 960960'

(2) a transformacao a direita associa a cada © um 60, relativo a
9@009@-

Exemplo A1: Considere G um grupo afim em mp. As transformacgoes

9a.p € G de x ¢ X sao 94 b(x) = ax+b, portanto existe
®= {(a,b); a R, b >0} que pode ser identificado com 6. Entao,
"segundo o exemplo 6.1.6 a transformacio a direita em ® @

(a,b) » (a,b)(ao,bo) = (bao+a,bo) onde (ao,bo) e um elemento fixo de

Analogamente, a transformacao a esquerda e

(a’b) g (aosbo)(asb) = (boa"ao;bob)
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Portanto, daqui em diante quando nos referirmos a uma
transformacao a direita e a esquerda em G estaremos nos referindo a
uma situacdo analoga a descrita acima, ou seja, existe um subconjun-
to de Rp, p 21, com medida de Lebesgue positiva que pode ser identi
ficado com G de tal forma que as transformacoes a direita e a esquer
da em G implicam em transformacﬁes 5 esquerda e a direita neste sub-

conjunto.

Definicao Al: Seja Hg (g) o diferencial (isto e, a matriz das deri-
! o . h

vadas parciais) da transformacao g +gog . Seja tambem

Jg (g) = ldet(Hg (g))| o jacobiano dessa transformacao. Analogamente
0 0
definimos H;(g) e Js (g) como o diferencial e o jacobiano da trans-
0

formacao g ~+ 9,9-

Exemplo A2: Considere o exemplo B1, a transformacao a direita

(a,b)—‘*(a,b)(ao,bo) = (a+ba0,bb0)

pode ser representada pela funcdo t em ®, tal que

t(a,b) = (t1,t2) = (a+bao,bbo)

gue tem diferencial

( t1(a,b) ty(a,b) ‘
o 1 a
H ((a,b)) = - { 0
9o 0 b,
tz(a,b) tz(a,b)
L a b )




cujo jacobiano e Jg-((a,b)) = ldet(Hg.(g))I = b . Portanto, quando
0 0

nos referimos ao jacobiano de uma transformacao a direita estamos

nos referindo a uma situacao analoga a esta.

Analogamente, para o exemplo B2, a transformacao a

-esquerda g - 9,09 tem jacobiano Ja ((a,b)) = bg.
0

Quando - nos referirmos a um subconjunto A < G estamos
nos referindo ao. conjunto das transformacaes 94 € G, tal que a < A c®
Analogamente com Ago e gOA . Entao, a cada {ga € Gja € A} asso-
ciamos A c® e sobré A definimos diferenciais, jacobianos e a medida.
de Lebesgue correspondente. No entanto, trabalharemos como se G fos-

se o proprio ® e cada {ga e G; a ¢ A} se fosse 0 proprio A

Definicao A2: Uma densidade de Haar a direita em G € denotada por

h(g) e ea densidade (com respeito a medida de Lebesgue) a qual para

todo A < G e todo 9o € G.

Jh(Y)dy = [h(x)dx

Ago A

onde Ag0 = {gogo;g e A} . A correspondente medida de Haarn a diredita

em G e denotada Vv(A) = I h(x)dx e entao
A :

v(A) = v(AgO), ¥ 9y © G e dv(g) = h(g)dg

Analogamente, a medida de Haar a esquerda em G & h* e

a densidade de Haar a esquerda em G sao tais que:
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sggh) = [ hendy < | hH00dx = uh), vgye6 e =G

g, A
alem disso du(g) = h*(g)dg

Mostra-se que (Berger, 1980)

1
Jqlay)
onde g, & a transformacao identidade de G e Jg(x) e o jacobiano da

Resultado A1: A densidade de Haar a direita em G e h(g) =

transformacao X - Xg.

Resultado A2: A densidade de Haar a esquerda em G e h*(g) =

onde J;(x) e o jacobiano da transformacao x - gx

txemplo A3: No caso do Exemplo A2 a relacao entre as medidas invari

antes ou Haar e os diferenciais e

dadb
b3

dU(asb) =

d\)((a9b) = '—'b—_‘

Propriedade: As medidas de Haar a direita e a esquerda existem e sao

Unicas com excecao de uma constante multiplicativa.

A existénﬁia e dada pelos resultados Al e B2, quanto a unicidade Haalmos
(1950) mostra que

W(Ag) = Agu(A) e v(gA) = Ag"TV(A) ¥ A <G e Vg e G-

onde Ag & chamada funcao modular e estabelece a relacao entre as medi
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didas de Haar a direita e a esquerda onde

J (1)
Ag = g 1.
I3 (i)

e alem disso wu(A) = Agv(A).

Observacoes: 1) No capitulo 6, utilizamos uma notacao simplificada

(i)

dos jacobianos onde (Ja(i))"1 esta representado por |J§|—1 e'JS
esta representado por |J3|.

'~ 2) As medidas de Haar coincidem com a distribuicao a priori impro -

pria proposta por Jeffreys.

000
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APENDICE B

MODELOS INVARIANTES E A DISTRIBUICAO A POSTERIORI DE BAYES

. Seja g(o/x) a funcgo densidade fiducial e g*(e/x) a funcao
densidade a posteriori Bayesiana com priori nao informativa. Vamos
mostrar que quando a funcao densidade f(x/0) pertence a uma familia
F invariante sob um grupo de transformacoes G (sec3do 6.1)sentao
g(e/x) = g*(e/x). Além disso, mostramos que essa igualdade no caso
uniparametrico € valida somente para os modelos de locacio e escala e
vice-versa (Teorema 3.1.1). Faremos as demonstracoes em duas par-
tes: primeiramente o Teorema (3.1.1) e posteriormente abordaremos os

modelos invariantes.

Parte I
X

Teorema (3.1.1) - Sabemos que para uma F(x/0) =J f(x/0)dx satisfézeg

~3F(x/0)
20 *

se n(o) e a densidade a priori nao informativa de 0, entao

g*(e/x) = aF(éie) EES; onde h(x) =J'£i%§91 n(e)de e assim .se

do as condicoes da secao (2.1.1) g(o/x) = Por outro lado,

gle/x) = g*(o/x) isto significa>que

OF(x/0) _ 9F(x/0) n(0)
- 90 - 9X h(x)

(BI.1) e entao

oF(x/0) 1 oF(x/0) 1

(BI.2) ax  hixy * 56 T(e)-0
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Como F(x/o) satisfaz as condicoes da secao (2.1.1); existe uma funcao
que relaciona x e 9. Denotamos essa fung¢do por e = e(x;0), e assim

ha uma funcdo P tal que F(x/e) = P(e(x;0)).

Dessa forma, a expressao (BI.2) pode ser reescrita como

p s 1 P 1 et et e
3e 9x h(x) 3e 30 n(oe) ax h(x) 230 n(e) ax

donde se conclui que: ou e(x;0) & uma constante (o que e inadimissi-

: de

vel dado que F(x/e) e uma fungcao de distribuic¢ao), ou 3? = h(x) e.
se ' i

5% = -n(o) e assim e(x;0) = H(x) - N(e), tal que H(x) = Ih(X)dx e
N(o) = In(e)do, onde H e N sao funcoes bijetoras dado que x pode ser

expressa como funcao de o e vice-versa (devido as condicoes da secao

2.1.1).

Como n(e) € a priori ndo informativa (proposta por Jeffreys)

entao
(1) n(e) =1, para -« < 0 < =
(2) n(e) = % , para 0 > 0

Isto caracteri?a: (1) os modelos de locacao, onde H(x) = x
e N(e) = o, n(o) =1 e (2) os mode]ds ~escala, onde H(x)=2n(x)
e N(o) = 2n(o), n(e) = é E somente nesses modelos e valida a igual-

dade (BI.1).



- 161 -

Parte 11

Seja G um grupo de transformacoes em X com o qual pode
ser identificado (secao 6.1.1). Nessas condicoes as transformacoes
de G sao do tipo gy, por exemplo, go(x) = @+x. Alem disso, a v.a. x
tem funcao densidade f(x/0) € F, onde F & invariante sob um grupo de

transformacoes G.

Com base na invariancia de F e usando os resultados da se-

cao 6.2, vamos mostrar que g(6/x) g*(0/x).

a) Existe uma quantidade pivotal e = 951(x) (secao 6.2.1) tal que

f(x70) = f(951(x)/e)|d*_1(x)], onde |J _1(x)l s Qé1 e G

9 9

*
e 0 jacobiano da transformacao de x em gé’(x).

b) Existe uma transformacao invariante maximal tx € G associada a uma
orbita u (Defini¢cao 6.1.6) tal que. podemos obter a distribuicio condi

cional de tx(u) dado u

K(u)f(gg' (t, (0))/0,u) 0", 0l la, |
99 X

onde K(u) e uma constante de proporcionalidade e |J e a densida

|-1
tx

de de Haar associada a t, (Apendice A).

Observacao: Lembramos que uma inferencia fiducial quando f(x/0) =
f(t/0,u)f(u) devemos utilizar apenas f(t/0,u). No contexto do item b)
a origem u faz o papel da estatistica ancilar e a densidade f(u) asso-

ciada a u & proporcional a |Jt | que & o jacobiano da transformacio de
y v

t, (u) em t, 9;(u), com g; = identidade de G. Portanto

f(t/o,u) = f(x/0) |, [K'(u).
x "
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c) A densidade fiducial de © e igual a

(BIT.1) g0/t ,u) = K(Wile™ (e (w)/ou]a”_j0a]13 71107 y(e(w)]
99 X 99
onde |J (e
o
g5 (t, (1)),

X(u))l € o jacobiano da transformacao de tx(u) em

d) Sequndo Berger (1980), para qualquer que seja tx integravel

*

-1 1

(s11.2)  [rlo3 (2, (/010" 00 9y [71do = [K(W]a it (w137
. 9y X q; .
e) Segundo a metodologia Bayesiana

£g " (x)70) [0, (x)|n(e)
9o

(BI1.3) g*(e/x) =
| £(g7 (x)70) 0", (x)|n(e)de
90

" I"1 seque de (BIT.2) que (BII.1) e igual a
X

entao, se n(e) = |J

(BII.3) e assim a distribuicSO fiducial de o coincide com a dis
tribuicdo a posteriori Bayesiana com priori impropria igual a

densidade de Haar a direita definida em G.

Péra mostrar que as densidades marginais e condicionais de B coincidem
com aquela obtida no metodo Bayesiano,basta considerar um subgrupo de

G e trabalhar com esse subgrupo da mesma forma com que trabalhamos com
6 (uma referéncia desse topico & Fraser (1968)). Devido a essas consi
deracoes a distribuicao fiducial de 0 pode ser utilizada com priori pa

ra novas observacoes referentes ao modelo de distribuicao F.
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