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Resumo

Muitos fenomenos podem ser representados por meio de modelos estatisticos de forma
satisfatéria. Para validar tais modelos é necessario verificar se as suposicoes envolvidas
estao satisfeitas e se o modelo é sensivel a pequenas perturbacoes; este é o objetivo da
analise de diagnéstico. Neste trabalho apresentamos, discutimos e propomos técnicas de

diagnodstico em modelos lineares mistos e as ilustramos com um exemplo pratico.



Abstract

Many phenomena can be represented through statistical models in a satisfactory way.
To validate such models it is necessary to verify whether the assumptions are satisfied
and whether the model is sensitive to small deviations; this constitutes the objective of
diagnostic analysis. In this work we present, discuss and propose diagnostic techniques

for mixed linear models and illustrate them with a practical example.
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Capitulo 1

Modelos Lineares Mistos

1.1 Introducao e motivacao

Muitas técnicas estatisticas sao fundamentadas sobre a hipdtese de independéncia entre
as observagoes. Tal hipdtese é razodvel em muitos estudos do tipo transversal (“cross-
sectional”), em que apenas uma observagao é considerada para cada unidade experimental.
Estudos com medidas repetidas se referem a casos nos quais cada unidade experimental
é observada pelo menos duas vezes. Por essa razao, espera-se uma dependéncia entre as
observagoes referentes a mesma unidade experimental. Esses estudos abrangem, entre
outros, os delineamentos com parcelas sub-divididas (“split-plot”) e delineamentos
com intercambio (“crossover”), além dos estudos longitudinais. A caracteristica que
distingue os estudos longitudinais é a ordenacao (ao longo do tempo, por exemplo) com
que os dados sao coletados. Para maiores detalhes sobre estudos longitudinais, veja por

exemplo Singer & Andrade (2000) ou Diggle et al. (2002).

Estudos longitudinais sao comuns em pesquisas de diversas areas, como Ciéncias Sociais,
Economia, Educacao, Medicina, etc. Como ilustracao consideramos um estudo realizado
na Faculdade de Odontologia da Universidade de Sao Paulo, que visa comparar dois
tipos de escova: monobloco e convencional [Parizzoto (1999)]. Uma avaliacao da eficicia
dos dois tipos de escova na remocao de placa bacteriana, utilizando ou nao dentifricio,
estd apresentada em Singer et al. (2004). Outro objetivo do estudo é comparar os tipos de
escova quanto a manutencao da capacidade de remogao da placa bacteriana (durabilidade)
sob uso didrio. Com esta finalidade, foram observadas 32 criancas em 4 sessoes quinzenais,
uma das quais correspondente a avaliagao inicial. As criancas foram alocadas a dois grupos
de tamanhos iguais, cada um submetido ao tratamento com uma das escovas. Durante o
periodo de observacao, cada crianca utilizou a mesma escova que lhe foi dada na primeira

sessao. Em cada sessao de avaliagao, mediu-se um indice de placa bacteriana antes (pré-
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tratamento) e depois (pds-tratamento) da escovagdo. Os dados encontram-se na Tabela
1.1. Nas Figuras 1.1 e 1.2 estao apresentados graficos de dispersao entre os indices de placa
bacteriana pré-tratamento (x) e pds-tratamento (y). O que caracteriza os dados desse
estudo como longitudinais é a observacao das mesmas unidades experimentais (criangas)
ao longo das quatro sessoes de avaliagao. Conforme nomenclatura indicada em Singer &
Andrade (2000) consideramos tal estudo como longitudinal e balanceado com respeito ao

tempo.

Figura 1.1 Diagrama de dispersdo entre os indices de placa bacteriana pré-escovacdo e pos-
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1.1 Introducao e motivagao 3

Tabela 1.1 Indice de placa bacteriana.

1? sessao 2% sessao 3% sessao 4* sessao
Crianga Escova Antes Depois Antes Depois Antes Depois Antes Depois
1 Convencional  1.05 1.00 1.13 0.84 1.15 0.86 1.13 0.94
2 Convencional  1.07 0.62 0.92 0.62 1.02 0.57 1.15 0.85
3 Convencional  0.82 0.62 1.52 1.07 1.39 0.97 1.78 1.39
4 Convencional  1.37 0.90 1.65 1.20 1.75 1.40 1.92 1.67
5 Convencional  1.97 1.52 1.30 1.07 1.50 1.15 1.65 1.37
6 Convencional  1.30 0.82 1.17 0.70 0.75 0.50 1.47 1.12
7 Convencional  1.61 1.19 1.52 1.13 1.22 1.00 1.63 1.22
8 Convencional  1.02 0.73 1.08 0.64 0.94 0.73 1.14 0.97
9 Convencional  1.62 1.25 1.45 1.10 1.10 0.75 1.70 1.32
10 Convencional  1.65 1.22 1.57 1.22 1.47 1.10 1.62 1.17
11 Convencional — 1.02 0.78 0.60 0.47 0.88 0.75 1.36 1.08
12 Convencional  0.71 0.60 1.13 0.39 0.84 0.65 1.65 1.31
13 Convencional  1.70 1.55 1.85 1.37 1.87 1.55 1.60 1.30
14 Convencional  1.30 1.02 1.65 0.97 1.72 1.20 1.37 1.22
15 Convencional  1.40 0.80 1.83 1.03 1.76 1.38 1.96 1.15
16 Convencional 1.40 1.12 1.25 0.67 1.50 1.10 1.50 1.22
17 Monobloco 1.66 1.63 1.36 1.16 1.52 0.88 1.41 1.20
18 Monobloco 1.02 0.80 0.92 0.82 1.10 0.76 1.28 1.15
19 Monobloco 0.75 0.67 1.00 0.92 1.00 0.87 1.15 1.10
20 Monobloco 1.29 1.23 0.91 0.76 1.14 0.94 1.35 0.97
21 Monobloco 1.27 1.20 1.20 0.95 1.10 1.00 1.37 1.17
22 Monobloco 1.07 0.85 1.39 1.25 1.39 1.25 1.28 1.21
23 Monobloco 1.35 1.21 1.42 1.17 1.42 1.19 1.42 1.23
24 Monobloco 1.32 1.02 1.60 1.40 1.35 1.02 1.50 1.25
25 Monobloco 1.66 1.61 1.50 1.36 1.72 1.41 1.69 1.44
26 Monobloco 1.30 1.07 0.84 0.61 0.88 0.61 0.96 0.57
27 Monobloco 1.57 1.20 1.50 1.07 1.15 1.00 1.25 1.05
28 Monobloco 1.67 1.50 1.47 1.32 1.07 0.97 1.50 1.37
29 Monobloco 0.91 0.67 0.96 0.62 1.09 0.53 1.12 0.37
30 Monobloco 1.06 0.70 1.00 0.85 1.15 0.93 1.12 1.00
31 Monobloco 2.30 2.00 1.37 1.25 1.40 1.32 2.15 1.90
32 Monobloco 1.15 1.00 1.23 1.11 1.15 1.07 1.26 1.00
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1.1 Introducao e motivagao 4

Grande parte do esforco empregado na analise de dados com medidas repetidas esta
relacionada com a modelagem da estrutura de correlagao intra-unidades amostrais. Com
essa finalidade, Laird & Ware (1982) e Ware (1985) propoem a utilizagdo de modelos
lineares mistos. McCulloch & Searle (2001) sugerem a inclusdo de varidveis latentes
(ndo observéveis) em modelos lineares (ou nao lineares) como alternativa para modelar
a estrutura de correlacao intra-unidades experimentais. Os modelos lineares mistos tém
como casos particulares o modelo linear classico, o modelo de componentes de
variancia e também os modelos hierarquicos (multiniveis) [Natis (2000)].

Outras alternativas para andlise de dados com medidas repetidas consideram modelos
lineares generalizados com a inclusao de uma matriz de correlagao de “trabalho” para
modelar a matriz de covariancias intra-unidades amostrais [Liang & Zeger (1986)]. A
analise sob esses modelos utiliza as chamadas equagoes de estimagao generaliza-
das (EEG). Para detalhes e aplicagoes, veja por exemplo, Heyde (1997), Artes (1997),
Hardin & Hilbe (2003) e Venezuela (2003). Uma terceira alternativa é utilizar os modelos
lineares generalizados mistos [McCulloch & Searle (2001)].

Assim como os demais modelos estatisticos, esta classe de modelos é utilizada como
aproximacao para processos complexos. Dentro desse contexto é preciso avaliar se tal
aproximacao ¢ aceitavel. Um item de suma importancia na andlise de tais modelos é sua
“validacao”, usualmente concretizada por meio da analise de diagndstico, que consiste
de duas etapas: avaliagao do ajuste e andlise de sensibilidade. A primeira etapa
corresponde a verificagao de possiveis afastamentos das suposicoes adotadas. A segunda
etapa tem por objetivo estudar a variacao dos resultados da analise quando se modifica
discretamente a formulacao considerada inicialmente. Se esta variagao é “substancial” no
sentindo de mudar conclusoes, diz-se que o modelo nao é robusto, pois sob pequenas mo-
dificacoes leva a resultados significativamente distintos. Neste caso, as conclusoes devem
ser tomadas (se tomadas) de forma cautelosa, ou entao deve-se decidir pelo uso de outro
modelo.

No caso de regressao linear, existe uma gama de propostas de medidas e testes para ava-
liar o ajuste do modelo. Para detalhes, veja, por exemplo, Cook (1977), Hoaglin & Welsch
(1978), Belsley et al. (1980), Cook & Weisberg (1982), Atkinson (1985), Chatterjee & Hadi
(1986, 1988), Johnson & McCulloch (1987), Gray (1989) e Besley (1991). Paula (2003)
traz um resumo das técnicas de diagnéstico utilizadas no caso linear e nos modelos line-
ares generalizados; Venezuela (2003, Cap.3) apresenta técnicas de diagndstico utilizadas
em modelos lineares generalizados para analise de dados com medidas repetidas.

Rocke (1983) e Fellner (1986) desenvolveram métodos robustos de estimagao dos parame-
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tros do modelo de componentes de variancia; este tltimo autor mostrou como seu método
pode ser utilizado para identificar dados discrepantes (“outliers”). Beckman et al. (1987)
e Lesaffre & Verbeke (1998) desenvolveram métodos de diagnéstico para modelos lineares
mistos com base no conceito de influéncia local. Christensen & Pearson (1992), Hilden-
Minton (1995), Banerjee & Frees (1997) e Tan et al. (2001) estudam a influéncia em
modelos lineares mistos, causada pela eliminacao de observacoes enquanto que Fung et al.
(2002) estuda este tipo de influéncia em modelos lineares mistos semiparamétricos.

O objetivo deste trabalho é apresentar métodos de diagnodstico em modelos lineares
mistos visando sua utilizagao pratica. Nesse capitulo fazemos uma revisao da teoria de
modelos lineares mistos. No Capitulo 2, sao discutidas formas para avaliar se as suposicoes
do modelo sao satisfeitas, por intermédio da andlise de residuos, enquanto que no Capitulo
3, daremos énfase a analise de sensibilidade. Uma aplicacao a dados reais esta apresentada

no Capitulo 4.

1.2 Especificacao do modelo

Um modelo linear misto pode ser escrito na forma
Yi :XZ,@+ZZ’YZ+€Z, 1= 1,...,6, (11)

em que Y; representa um vetor (n; x 1) de respostas da i-ésima unidade experimental, 3
é um vetor (p x 1) de parametros (efeitos fixos), X; é uma matriz (n; x p) de especificagdo
(conhecida e de posto completo) dos efeitos fixos, 7, é um vetor (¢x 1) de varidveis latentes,
comumente denominadas efeitos aleatorios, que refletem o comportamento individual da
i-ésima unidade experimental, Z; é uma matriz (n; X ¢q) de especificacdo (conhecida e de
posto completo) dos efeitos aleatérios e g; é um vetor (n; x 1) de erros aleatérios. Fazendo

Y = (YI’ 7Y2—)T7 X = (XIXZ)TJ Z:dlag(Zh 7ZC>7 v = <’YIJ 7’7;)T €

— T T
5_(517...756

)T, podemos reescrever o modelo (1.1) compactamente como
Y=XB+Zv+e. (1.2)

Em geral, assume-se que FE|vy] = 0, FEe] = 0 com

A Oc n
Cov v = 7
€ 0n><cq by

em que Oy, xx, representa uma matriz nula de ordem ky X ky, A e 3 sao matrizes quadra-

: (1.3)

das de ordens c¢q e n = Y ;_, n;, positivas definidas, que correspondem respectivamente,
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1.2 Especificagao do modelo 6

as matrizes de covariancias dos vetores aleatdrios v e €. No modelo (1.2), os efeitos fi-
xo0s sao usados para modelar o valor esperado da varidvel resposta Y, enquanto que os
efeitos aleatorios sao utilizados para modelar sua estrutura de covariancia. Usualmente,
assume-se que 7 (&) segue distribuigdo normal ¢q (n)-variada, com v, ..., . S N,(0,G),
implicando que A = I, @ G, com I representando a matriz identidade de ordem ¢ e )
o produto de Kronecker. Quando se atribui uma distribuicao a priori para -, o modelo
(1.2) é denominado modelo linear geral de Bayes [Lindley & Smith (1972)]. Fazendo

& = Z~ + e, obtém-se
Y = Xp3+¢&, (1.4)

e essas especificacoes implicam que & tem distribuicao normal n-variada com vetor de

médias 0,, e matriz de covariancias
V=ZAZ +%.

Em geral, supoe-se que A e X sao fungdes de poucos parametros (desconhecidos) 8 que
independem dos parametros de localizagao 3. As vezes é comum colocar um parametro
de dispersao o? em evidéncia, ou seja, fazer A = 02D(0) ¢ ¥ = 0?R(0), com D e R

denotando matrizes positivas definidas, e entao
V =0"(ZDZ" +R). (1.5)

Diferentes estruturas para D e R podem ser encontradas na literatura; veja por exem-
plo, Rao & Kleffe (1991), Searle et al. (1992), Verbeke & Molenberghs (1997), Singer &
Andrade (2000), Littell et al. (2000), Pinheiro & Bates (2000) e Rocha (2004). Quando
R é uma matriz diagonal, o modelo (1.2) é denominado modelo de independéncia
condicional; se além disso, R = I,, ¢ A = O¢yx¢q, 0 modelo (1.2) corresponde ao mo-
delo linear homocedastico usual. No presente trabalho, daremos enfase ao modelo de
independéncia condicional homocedastico [R = I,,].

Os modelos lineares mistos podem ser generalizados da mesma forma com que o modelo
linear geral foi generalizado por Nelder & Weddeburn (1972). Em particular, podemos
citar os modelos lineares generalizados mistos (MLGM) ou modelos lineares
generalizados latentes (MLGL), em que se inclui um vetor de efeitos aleatérios
no preditor linear; tais modelos sao muito utilizados em andlise de dados com medidas
repetidas quando a variavel resposta pertence a familia exponencial. Nessa classe, modela-

se uma funcao ¢ do vetor de médias condicionais p = IE[Y |7y] por meio de um preditor
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linear da forma

o(p) = XB+ Z~; (1.6)

além disso assume-se que a distribui¢ao condicional de Y; dado v pertence a familia ex-
ponencial e que a funcao ¢ é diferenciavel e monétona. Para detalhes referentes a esses
modelos, veja, por exemplo, Schall (1991), Breslow & Clayton (1993), McGilchrist (1994),
Kuk (1995) e McCulloch & Searle (2001, Cap. 8). Sob o enfoque Bayesiano, Lee & Nelder
(1996) propuseram modelos lineares generalizados hierdrquicos em que nao é ne-
cessario supor uma distribui¢gao normal para -, mas sim uma distribui¢ao conjugada da
distribuigao da varidvel resposta Y. McCullogh & Searle (2001, p. 224) mostraram como
a inclusao de efeitos aleatérios no preditor linear pode ser 1til em casos com superdis-
persao, quando a distribui¢ao condicional de Y; dado «y é Poisson. Costa (2003) apresenta
aplicagoes dos MLGM para dados longitudinais. Outras aplicacoes desses modelos podem
ser encontradas em Breslow (1984), Williams (1992) e Tempelman & Gianola (1996), por
exemplo.

Algumas notas histéricas a respeito de modelos lineares mistos, podem ser encontradas
em Rao & Kleffe (1991), Searle et al. (1992) e Pinheiro (1994).

1.3 Inferéncia Estatistica

Varios métodos de estimagao dos parametros do modelo (1.2) estdao disponiveis na
literatura; dentre eles convém destacar os métodos Bayesianos [Tountenburg (1982), Ma-
ritz & Lwin (1989) e Searle et al. (1992)], o método de Méxima Verossimilhanga (MV) e
Maéxima Verossimilhanga Restrita (MVR) [Patterson & Thompson (1971), Harville (1977),
Robinson (1991), Searle et al. (1992) e Jiang (1996)] e o método de Minimos Quadrados
(MQ) [Searle et al.(1992), Draper & Smith (1998) e Hoffman & Vieira (1998)].

Supondo que 3 (R) e A (D) sao conhecidas todos esses métodos sdo equivalentes, desde
que no método Bayesiano seja atribuida uma distribuicao a priori nao informativa para ~y
[Hilden-Minton (1995) e Jiang (1997)]. Através do teorema de Gauss-Markov para efeitos
aleatérios Harville (1976) obtém o melhor estimador linear nao viesado (“BLUE-
best linear unbiased estimator”) para 3 e o melhor preditor nao viesado (“BLUP-
best linear unbiased predictor”) para o vetor de efeitos aleatérios ~.

Na prética ¥ (R) e A (D) sao desconhecidas, e neste caso existe uma série de di-
vergéncias sobre os procedimentos de “estimacao” [Searle et al. (1992) e Hilden-Minton

(1995)]. O método mais utilizado para estimar o vetor dos parametros de covariancia
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0" = (OT, 02)T é o de MVR, pois o correspondente viés dos estimadores dos parametros
de covariancia é menor do que aquele obtido sob os demais métodos.

A estimacao de 8" geralmente envolve equacoes de estimacao nao lineares sendo ne-
cessi-ria a utilizagdo de métodos iterativos, tais como o EM [Dempster et al. (1977)],
Newton-Raphson [Lindstrom & Bates (1988)], entre outros, para obter as estimativas. Nes-
ses procedimentos alternam-se iteracoes para a estimacao dos parametros de covariancia
e parametros de localizacao, 3. Dempster et al. (1977, 1981), Laird & Ware (1982) e
McLachlan & Krishnan (1997, p. 191) utilizam uma abordagem unificada, via algoritmo
EM, para estimar todos os parametros de interesse do modelo (1.2). Propostas de imple-
mentagoes alternativas do algoritmo EM podem ser encontradas em Liu & Rubin (1994),
McLachlan & Krishnan (1997) e Meng & van Dyk (1998). Propriedades assintéticas dos
estimadores de MV e MVR dos parametros dos modelos (1.2) sdo discutidas em Miller
(1977), Harville (1977), Pinheiro (1994), Jiang (1996) e Verbeke & Lesaffre (1996b), por
exemplo.

A seguir apresentaremos um resumo dos principais resultados envolvendo estimadores
e preditores obtidos sob o modelo (1.2) dada sua importancia para as técnicas de diag-
nostico.

Sejam v e B, respectivamente, o BLUP e o BLUE de ~ e 3 entao:
e ye B sao funcoes lineares de Y,

e F[y—v]=0ce E[B — B8] =0, ou seja, ¥ e 3 sao nao viesados, respectivamente,

para 7y e 3;

e 4 é o melhor preditor de « e ,@ ¢ o melhor estimador de 3 dentro da classe dos

preditores (estimadores) lineares, no sentido de que minimizam o erro quadrético

médio (EQM) de previsao (estimacao) E[(7 —~)" (¥ — )] (JE[(B — B)T(B -B)]).

Na sua génese o BLUE e o BLUP foram descritos como os “EMV” de 3 e « obtidos
através da densidade conjunta do vetor aleatério (Y, ), sob a suposigdo de normalidade
de v e g, tratada como uma “verossimilhanga” [Robinson (1991)]. Grenander (1981) define
o BLUE e o BLUP dentro de um contexto bem mais abstrato e apresenta condigoes
suficientes para que eles sejam unicamente definidos. Diferentes formas de obtencao, tanto
do ponto de vista cldssico como Bayesiano, e aplicagoes do BLUP e BLUE podem ser
encontradas em Robinson (1991), Searle et al. (1992), Hilden-Minton (1995), Doganaksoy
& Balakrishnan (1997), Jiang (1997) e McCulloch & Searle (2001), por exemplo.

Hilden-Minton (1995) e Hodges (1998) comentam que existe uma série de vantagens
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em se utilizar os casos com restrigao (“constraint-cases”) para a obten¢ao do BLUE e
BLUP. A idéia bésica ¢ reexpressar o modelo linear misto (1.2) na forma de um modelo
linear geral através da inclusao de “casos artificiais” com variancias desconhecidas [Hodges
(1998, segao 2.2)]. Dentre as vantagens citadas em Hodges (1998), destacam-se a obtengao
“imediata” das equacoes de estimacao utilizadas para determinar o BLUE e o BLUP e
a consequiente analogia que pode ser feita com as técnicas de diagnostico existentes para
modelos lineares. Vamos adotar esse efoque a seguir. Consideremos o modelo (1.2) com a

inclusao do seguinte “caso artificial”,

0cq><1 = 0cq><1 - Icq7 + n, (17)

simultaneamente com Var[e] = 02R, Var[n] = 02D e Cov(e,n") = 0,,x¢q, em que 1 é um
vetor de dimensao cq x 1 que faz o papel do “erro” na segunda equacao [Hilden-Minton

(1995)], e reescrevendo as equagoes (1.2) e (1.7) em forma matricial, temos

Y X Z €
= P + : (1.8)
0 0 -1 ~ n
Pré-multiplicando (1.8) por R™Y2@ D~'/2, (para detalhes, veja Apéndice A.1) tem-se

Y- X8 C (1.9)

B = (BT, 47)", tal que

R71/2Y R71/2X Rfl/QZ
em que, Y* = XY =

0 0 -D'?
Var[¢] = 01 44,. Desta forma, (1.9) pode ser considerado como um modelo linear “ho-

mocedastico”. Portanto, o BLUE para B e o BLUP para v podem ser obtidos por meio

da equagao (1.9), usando o método de MQ, sob o qual se obtém
ou seja,

X'R'X X'R'Z

X'R'Y |
| ZTR'X Z'R'Z+D!

Z'R'Y

[?] . (1.10)
2

Essas equacoes sao conhecidas na literatura como Equacgoes de Henderson. Note que,
se D™' = 0 (o que implica que v é um efeito fixo) entdo (1.10) coincide com a equagio de
estimacao obtida via método de minimos quadrados generalizados (MQG) [Hoffman
& Vieira (1998, cap. 7)]. O BLUP e o BLUE sao obtidos resolvendo-se as equagoes (1.10),

que independem da distribuicao de v e €.
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Definindo
M=0V'=(R+2ZDZ")'=R'-R'ZC'Z'R™, (1.11)
com
C=D'+Z'R'Z, (1.12)
mostra-se (ver Apéndice A.2) que o BLUE de 8 é
B=(X"MX) X'MY = (XVX) XTVY. (1.13)
Também pode-se observar que
Y - XB8=M"'QY, (1.14)
comQ=M-MX (XTMX)f1 X "M. A matriz Q é simétrica de ordem n , e tal que

QM 'Q=Q (1.15)

QX =0. (1.16)
Além disto, posto(Q)=n — p. O BLUP de v (Apéndice A.2) é dado por

5 = (Z’R'Z+D")'Z'R\(Y - XB) (1.17)
= C'Z'R (Y - XP). (1.18)

O BLUP e o BLUE satisfazem (veja Apéndice A.1)
X'R'Y=X"R'XB+X R 'Z7. (1.19)
Uma outra identidade 1til é (veja Apéndice A.1)
DZ'"M=C'Z'"R™. (1.20)

A identidade (1.20) fornece uma férmula alternativa para o calculo de 4, pois conside-
rando simultaneamente (1.14), (1.18) e (1.20), tem-se

3=DZ'M(Y - XB) =AZ' V(Y - XB3)=DZ' QY. (1.21)

Propriedades de 83 e ¥, sio dadas em Henderson (1975), McLean et al. (1991), Robinson
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(1991), Searle et al. (1992), McCulloch & Searle (2001). Algumas delas sdo apresentadas
no Apéndice A.3.
Henderson (1975), mostrou que

Cov[ﬂ_ﬁ

-1
,| X'R'X X'R'Z
~ =0 . (1.22)
Y=

Z'R'X Z'R'Z+D!

Utilizando os resultados classicos de regressao obtemos (1.22) diretamente no modelo
(1.9). Discussoes a respeito do processo de estimagao quando X néo tem posto completo
e as matrizes D e R nao sao positivas definidas, podem ser encontradas em Henderson
(1975) e Harville (1976).

No Apéndice A.1, mostra-se que
EYTQY] =on—p), (1.23)

ou seja, que Y ' QY /(n—p) é um estimador nao viesado para . Esse estimador coincide
com o0 EMVR de 02 no caso linear homoced4stico, uma vez que

Y'QY Y'[I,—H]Y SQRes

n—p n—p n—p

Como D e R dependem de um vetor de parametros de covariancia 8 desconhecido, é

= QMRes.

razodvel calcular o BLUE e BLUP com base num estimador 8 de 0*; esses “estimadores”
sdo denominados BLUE e BLUP empiricos (EBLUE ¢ EBLUP). Se 6 ¢ o EMV de
0", entdao o EBLUE e EBLUP, sao respectivamente, o EMV de 3 e o preditor empirico
de Bayes dos efeitos aleatorios sob a hipdtese de normalidade de v e €. Sob algumas
condigoes, tanto o BLUP quanto o BLUE empiricos continuam nao viesados [Kackar &
Harville (1984) e Jiang (1999)]. Harville & Jeske (1992) fornecem expressoes aproximadas
para o EQM nesse caso. Verbeke & Lesaffre (1996b) mostram que o EBLUE e o EMV
de 8" sao assintoticamente normais, mesmo quando a distribui¢ao de « é incorretamente
especificada. Jiang (1998) obtém algumas propriedades assintéticas do EBLUP e EBLUE
nos modelos de componentes de variancia, considerando o EMVR para 6" sem supor
normalidade dos efeitos aleatérios e do “erro”. Entre outras propriedades, ele mostra que,
sob certas condicoes de regularidade, os EBLUP sao assintoticamente independentes, o

que é muito 1til para diagndstico do modelo [Jiang (1998)].

1.4 Testes de hipdteses e critérios de informacao

Em geral os testes de interesse sd@o baseados no modelo marginal Y ~ N, (X3,V) e

utilizam estatisticas de Wald ou da Razao de Verossimilhangas (RV).
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Assintoticamente, sob a hipétese nula, a estatistica de Wald tem uma distribuigao x?,
com r representando a correspondente reducao no nimero de parametros; tal estatistica
nao é apropriada para casos em que o tamanho da amostra é pequeno, a distribuicao
dos efeitos aleatdrios é assimétrica ou a hipdtese a ser testada encontra-se na fronteira
do espaco paramétrico. Quando o interesse ¢ testar contrastes do tipo C3 = 0, com C

representando uma matriz de dimensao k; X p, a estatistica do teste é
&w = (CB)T[CVar(B)CT|'CB, (1.24)

e sua distribui¢ao aproximada é X;()Sw(c). Dividindo-se (1.24) por posto(C'), obtém-se uma
estatistica com distribuigao aproximada F{,osto(c),k), cOm o numero de graus de liberdade
do denominador k sendo obtido através de aproximagao. Diferentes aproximacoes para k
sao discutidas em Fai & Cornelius (1996) e Verbeke & Molenberghs (1997), por exemplo.

O teste da RV pode ser utilizado para testar a hipétese nula de que o modelo com mais
parametros nao se ajusta significativamente melhor do que um modelo restrito (com um

numero reduzido de parametros). A estatistica da RV é dada por
Ery = —2(L1 — Lo), (1.25)

com L; representando o maximo da log-verossimilhanga sob o modelo restrito (encai-
xado) e L a respectiva fungao correspondente do modelo com r parametros adicionais.
Quando o modelo reduzido nao se situa na fronteira do espaco paramétrico, tem-se que
Ery ~ X2 Self & Liang (1987) mostram que quando o modelo reduzido se situa na
fronteira do espaco paramétrico, entao a distribuicao assintética de (1.25) é uma mistura
de distribuicoes y2. O teste da RV nao é apropriado para testar hipdteses referentes
aos efeitos fixos quando se utiliza a log-verossimilhanca restrita, uma vez que ela exclui
tais efeitos. Recentemente Verbeke & Molenberghs (2003) utilizaram o teste “Score” e
observaram os mesmos “problemas” dos testes de Wald e da RV.

Quando os modelos nao sao encaixados ou quando a hipotese de interesse situa-se na
fronteira do espaco paramétrico, podem-se utilizar alguns critérios de informacao fun-
damentados na teoria da decisao que penalizam os modelos com um grande ntmero de
parametros. Alguns desses critérios sdo baseados nas estatisticas AIC (Akaike Informa-
tion Criterion), o BIC (Bayesian Information Criterion) e o CAIC (Consistent Akaike "s

Information Criterion) definidos como

AIC = =-20+2d (1.26)
BIC = —-2/+dlnn (1.27)
CAIC = —-2l+d(Inn+1), (1.28)
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com [ representando o maximo da log-verossimilhanga (completa ou restrita), d o niimero
de parametros do modelo e n o niimero de observagoes. Quanto menor for o valor dessas
estatisticas, maior evidéncia favoravel ao modelo em questao.

Detalhes sobre testes de hipdteses e critérios de selecao para modelos lineares mistos
podem ser encontrados em Bozdogan (1987), Andreoni (1989), Ofversten (1993), Stram &
Lee (1994), Suyama (1995), Christensen (1996), Verbeke & Molenberghs (1997), Pinheiro
& Bates (2000), dentre outros.
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Capitulo 2

Analise de Residuos

Residuos sao utilizados para avaliar a validade das suposicoes de modelos estatisticos.
Por exemplo, no caso linear normal, utilizam-se os residuos padronizados para verificar
homocedasticidade, existéncia de pontos discrepantes, normalidade e independéncia dos
erros. Cox & Snell (1968) apresentam uma forma geral para definir residuos para modelos
com uma unica fonte de variagdo. Como no modelo linear misto, existe mais de uma fonte
de variagao, e conseqiientemente mais de um tipo de residuo, tal definicao nao pode ser
utilizada. No presente capitulo discutiremos algumas propostas de utilizacao dos diferentes
tipos de residuos associados ao ajuste do modelo (1.1) para avaliar possiveis afastamen-
tos das suposicoes e detectar a existéncia de observagoes e/ou unidades experimentais

discrepantes.

2.1 Tipos de residuos
Sob o modelo (1.1) podemos definir trés tipos de vetores de erros:
e Erros condicionais: e =Y — FE[Y|v| =Y — X3 — Z~;
e Efeitos aleatérios: Zv = E[Y |y] — E[Y];
e Erros marginais: £ =Y —FE[Y|=Y — X8 =Z~v +e.

Os correspondentes valores preditos, denominados residuos, sao dados respectivamente
poré =Y —-XB—Z7, Zyec & ==Y — X, com 3 e J representando, respectivamente,
o BLUE de B8 e o BLUP de «. Cada tipo de residuo é 1util para avaliar algum tipo
de suposi¢ao do modelo (1.1). Por exemplo, para avaliar a suposi¢ao de linearidade da
relacdo entre IE[Y] e as covaridveis X, Hilden-Minton (1995) sugere construir um gréfico
dos residuos é contra os valores das covariaveis. Espera-se que os elementos de é variem
aleatoriamente em torno de zero sob a veracidade dessa suposigdo. Como Varl[§] = V,

entao o residuo & também pode ser util para avaliar a validade da estrutura de covariancias
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[Weiss (1995) e Rocha (2004)]. Lesaffre & Verbeke (1998) utilizaram £ para esse fim, como
veremos adiante.
Utilizando (1.11) e (1.14) podemos concluir que
RQY = RM(Y — X(3)
= I,-ZC'ZTRYWY -XB)=Y -XB-Zy=¢ (2.1)

e que £ = M~'QY. Utilizando (1.15), (1.16) e (1.21) tem-se também que

Var[g] = o’RQR, (2.2)
Varlf] = o?M'QM™, (2.3)
Var[Z7] = ¢°ZDZ'QZDZ'. (2.4)

Para Hilden-Minton (1995) o residuo puro, é aquele que depende apenas das componen-
tes fixas do modelo e do respectivo erro do qual ele é preditor. Ja um residuo que depende
de dois ou mais erros é denominado residuo confundido. Note que (Apéndice B.1) sob a

validade do modelo, temos

¢ = RQe+ RQZ~, (2.5)
Zy = ZDZ'QZ~+ ZDZ'Qe, (2.6)
E—¢ = - X(X'"MX)'X"M¢. (2.7)

De (2.5) e (2.6) concluimos que & e Z7 sao residuos confundidos pela presenca de v e
g, respectivamente. Se Z € C(X), com C(X) representando o subespago gerado pelas
colunas da matriz X, entao QZ = 0 e nesse caso os residuos sao puros. Quando o
interesse é verificar a suposicao de normalidade para o erro €, nao é aconselhavel utilizar
€, porque ele é confundido por ~y; logo, quando « se afasta muito da normalidade, € pode
nao apresentar caracteristicas de normalidade, mesmo quando & segue uma distribuigao

normal.

2.2 Utilizacao do residuo condicional

Pinheiro & Bates (2000, p.175) sugerem o uso de graficos de & versus Y e Q-Q para
avaliar as suposi¢oes de homocedasticidade e normalidade do erro condicional. O residuo
€ também pode ser utilizado para identificar observacoes discrepantes. Propostas seme-

lhantes para avaliar homocesdaticidade por meio do residuo condicional sao dadas em
Weiss & Lazaro (1992) e Oman (1995).
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Como os elementos de & podem ter variancias distintas, sugerimos padroniza-los, ou

seja, considerar

e
e = ——, 2.8
= T (2.8)

com &; representando o i-ésimo componente de €, ¢; o i-ésimo elemento da diagonal
principal de @ e R = I,,. Para motivar o uso de (2.8) na identificagdo de observagoes
discrepantes, considere o estimador nao viesado para o2, obtido quando eliminamos da
amostra um conjunto I = {iy, 49, ....0t} (1 < i3 < iy < ... < < n), denotado por &%I).

Com base em (1.23), obtém-se

o

, Y (Q-QU,(U/QU)'U/Q)Y
; | (2.9)

h— n—p—=~k
com Uy = (wi)nxk = (U, Uy, ..., U;, ) em que U; denota a i-ésima coluna da matriz
I,,. Quando eliminamos a i-ésima observagao, lembrando que R = I,,, tem-se (&;)?/q; =
Y'QU(U;QU;)"'U;QY, e por (2.9)

(n— p)[f2 B (n—p-— 1)6?1') n (&:)?
2

o? o 02%‘7

implicando

A2 ~9
9 () n—p—&;/q
- =|—], (2.10)
o n—p—1

que é uma fungao decrescente de |€]|. Assim, os residuos condicionais padronizados (2.8)
sao lteis para identificar observacoes com alta influéncia na estimativa de o2. No caso
linear normal tal residuo serve para testar se a i-ésima observagao ¢é discrepante [Cook
& Weisberg (1982)]. Para o caso em que eliminamos um conjunto I com k observagoes,

tem-se que

o) - (w) (2.11)
n—-p—k )’ '
com M; = Y'QU;(U;QU;)"'U; QY. Equivalentemente ao caso anterior, um valor
grande de M, sugere a existéncia de ao menos uma observacao aberrante no conjunto /.
Uma vez que nao conhecemos o2 e @, os residuos acima definidos sao calculados com base
nas suas respectivas estimativas.

Podemos avaliar a suposicao de homocedasticidade por meio do grafico dos elementos

(2.8) versus os correspondentes valores preditos. Para avaliar a hipétese de normalidade
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2.2 Utilizacao do residuo condicional 17

de £ a partir de (2.8) o problema é mais complicado, dado que ele é confundido por
~. Considerando (2.5), Hilden-Minton (1995) comenta que a habilidade para avaliar a
normalidade de & diminui quando Var[RQZ T’y] = 02RQZDZ"QR cresce em relacio
a Var[RQe] = c?RQRQR. Esse autor define a fracio de confudimento para &; como

U/RQZDZ ' QRU,; - U/ RQRQRU; <1

0 S CE = T T -
U, RQRU,; U, RQRU,

(2.12)

que representa a proporc¢ao da variabilidade de &; devida ao confundimento com o BLUP.
Quanto maior for (2.12) maior ¢é o grau de confundimento de &;.

Hilden-Minton (1995) sugere utilizar uma transformacio linear L'&, que minimize o
confundimento em algum sentindo. Denotando as linhas de L por I; (1 = 1,...,n), uma

sugestao é minimizar o confundimento de liTé, ou seja maximizar

Il RQRQRI,
N\ = e TQ Q , (2.13)
l, RQRI,
sujeito a restricao Var[liTé] x liTRQRli > 0. Como a matriz R tem posto completo, o
foco é o espaco nao-nulo da matriz semi-positiva definida Q. Considerando a decomposi¢ao

espectral [Harville (1997, p. 515)]
R1/2QR1/2 — KHKT,

com K denotando uma matriz n x (n — p); K' K = I,_, e II denotando uma matriz
quadrada diagonal de ordem (n — p) . Além disso, seja l; = R 2K %y, para algum
vetor v; de dimensao (n — p) X 1; entdo (2.13) pode ser escrita como
T
v, v,
)\i = 2 T ’

(2.14)

que implica [Graybill (1983, p. 409)] m,—, < A; < 7, com m,—, < --- < m < 1 represen-
tando os elementos ordenados de IT (auto-valores nao nulos de RY2QR"?). Considerando

v; igual a i-ésima coluna de I,,_, tem-se que
=R 'K Vv, =7 ""R'’K; (i=1,...,n—p), (2.15)

em que K; representa a i-ésima coluna de K. Note que (Iy,...,1,_,) formam uma base

ortogonal do espago nao nulo de Q. Pode-se mostrar que (Apéndice B.2)

l'l¢ = mK]R 'Y, (2.16)
Covll}&,1;6] = 0% (i,j=1,...,n—p), (2.17)

Nobre, Juvéncio S. IME-USP



2.3 Utilizacao do EBLUP 18

com d;; = 1 se i = j e zero em caso contrario. Assim, (I} &)/o sdo residuos padronizados,
nao correlacionados com fracao de confundimento (2.12) igual a 1 —7;. Denominaremos es-
ses residuos por residuos com confundimento minimo. Hilden-Minton (1995) sugere
avaliar a hipotese de normalidade do erro condicional através dos residuos com confun-
dimento minimo (I, &)/o (i = 1,...,n — p) por intermédio do grafico Q-Q com envelope
simulado [Atkinson (1985)].

2.3 Utilizacao do EBLUP

Considerando o modelo (1.1), Z;7, reflete a diferenga entre o valor predito e o valor
médio populacional predito para a i-ésima unidade experimental; logo pode-se utiliza-
lo para encontrar possiveis unidades experimentais discrepantes, conforme sugerido em
Waternaux et al. (1989), Verbeke (1995), Verbeke & Lesaffre (1996a), Pinheiro & Bates
(2000) e Longford (2001), por exemplo. Pinheiro & Bates (2000), por exemplo, suge-
rem utilizar os graficos dos elementos dos 7;, digamos 4;; (j = 1,...,q) versus o indice
das unidades experimentais. Tal grafico é 1til para identificar unidades experimentais
que apresentam um valor discrepante para o j-ésimo elemento do seu respectivo BLUP.
Levando em consideragdo que os 7, (i = 1,...,¢) sdo comparaveis apenas quando as
covariaveis de Z; sao iguais para todas as unidades experimentais [Verbeke & Lesaffre
(1996a)], podemos utilizar o gréafico dos elementos de Z;7,, ou entao utilizar a distancia
de Mahalanobis, (; = '7:\//a\rﬁl — ~,]7; proposta por Waternaux et al. (1989) para en-
contrar unidades experimentais discrepantes. Sob a validade do modelo, tem-se (; ~ Xii
para n; suficientemente grande.

Para verificar a plausibilidade da estrutura adotada para a matriz de covariancias G dos
efeitos aleatdrios, Pinheiro & Bates (2000, p.187) sugerem utilizar o gréfico de dispersao
multiplo dos elementos dos BLUP. No Capitulo 3, é proposto um meio para avaliar quais
unidades experimentais sao sensiveis a hipdtese de homogeneidade entre as matrizes de
covariancias dos efeitos aleatérios.

Os EBLUP também servem para avaliar a suposi¢ao de normalidade do vetor de efeitos
aleatérios 4. Lange & Ryan (1989) sugerem a utilizacdo de um gréfico Q-Q ponderado
pelas variancias dos elementos de « para avaliar a hipétese de normalidade dos efeitos
aleatérios. Algumas criticas a respeito da proposta de Lange & Ryan (1989) sao fei-
tas em Hilden-Minton (1995), Verbeke (1995) e Verbeke & Molenberghs (1997). Jiang
(2001) propoe um teste de aderéncia para avaliar a hipétese de que as distribuigoes de

~ e € sao como especificadas; ele mostra que a distribuicao nula assintética do teste é
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uma mistura de distribui¢oes qui-quadrado. As propostas dos dois artigos supracitados
sao validas assintoticamente. Para obtencao do BLUE (1.13) e BLUP (1.17) néo utili-
zamos a suposicao de normalidade; tal suposicao sé é utilizada para encontrar o EMV
dos parametros de covariancia e seus respectivos erros-padrao. Uma alternativa é utilizar
a funcao score obtida sob a suposicao de normalidade de « e € para obter o respectivo
EMV; tal procedimento é utilizado no método de MVR [Jiang (1996)].

Considerando que o vetor de médias X3 e a matriz de covariancias V' estao corre-
tamente especificados, Butler & Louis (1992), mostraram via simulagao, que o BLUE
nao ¢é afetado pela ma especificacao da distribuicao de ~. Tal resultado foi confirmado
teoricamente por Verbeke & Lesaffre (1996b) que mostraram que as estimativas do mo-
delo (1.1) obtidas sob hipdtese de normalidade sao assintoticamente consistentes mesmo
quando a distribuicao de ¥ nao é normal mas tem terceiro momento absoluto finito, sendo
necessario apenas uma corre¢ao na matriz de covariancias; essa condicao ¢ valida para as
distribui¢oes gama, log-normal, Weibull, -Student (se o nimero de graus de liberdade for
maior que 3), Poisson, dentre outras.

Denotando por L()) a log-verossimilhanga do modelo (1.1) sob a hipétese de norma-
lidade, 1, o respectivo vetor de parametros, U () = OL(v)/0v, o vetor score, A(y) =
O*L(1p) /0 0 e B(vp) = U(xp)U(vh)7, entdo um estimador robusto da matriz de co-
variancias do EMV ) [Verbeke & Lesaffre (1996b)] é Var[tp] = A(¢p) "' B(ep)A(ep)~.
Esse estimador é conhecido como “estimador sanduiche”.

Se o modelo é corretamente especificado, tem-se que A(’L?J) ~ B(3), implicando @[@Ab] ~
A(v,/l\))*l que é a estimativa usual da matriz de covariancias de @//; Assim, se Apin & Amax &
1, com Apin € Amax denotando, respectivamente, o menor e o maior autovalor da matriz
B(1)A(%)~!, temos indicio de que o vetor de efeitos aleatérios tem distribuicdo normal.
Em geral os erros-padrao robusto e nao robusto (nao corrigido) sdo muito similares para
os BLUE, o que nao ocorre para os erros-padrao dos estimadores dos parametros de co-
variancia que tendem a serem subestimados pelos erros-padrao nao corrigidos [Verbeke
& Lesaffre (1997)]. Outras aproximagoes para os erros-padrao das estimativas das com-
ponentes de variancia, obtidas sem a suposi¢ao de normalidade, estao implementadas no
procedimento MIXED do SAS [SAS Institute Inc. (1997)].

No contexto de EEG, o estimador A(@Ab)‘1 ¢ conhecido como estimador “baseado no
modelo” (model-based) ou “ingénuo” (naive) e é consistente apenas quando o modelo esta
corretamente especificado; ja o estimador robusto (sanduiche) é sempre consistente, porém

pode apresentar um alto vicio quando o nimero de unidades experimentais é pequeno.
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Capitulo 3

Analise de Sensibilidade em Modelos

Lineares Mistos

3.1 Introducao

A analise de sensibilidade consiste em estudar o comportamento do modelo ajustado
quando ele estd sujeito a algum tipo de perturbacgao, ou seja, sob alguma mudanga nas
hipéteses ou nos dados. Avaliar a influéncia das observacées no modelo ajustado é im-
portante; todavia sabe-se que uma observacao nao tem a mesma influéncia em todos os
resultados. Uma pergunta natural é “avaliar influéncia em que?”. Esta pergunta deve
ser respondida por meio da definicao do objetivo da pesquisa; por exemplo, se o obje-
tivo é fazer previsoes, entao é razoavel medir a influéncia nos valores preditos e nao nos
parametros de localizagao [Chatterjee & Hadi (1986, 1988)].

Existem medidas de influéncia baseadas nos residuos, na curva de influéncia, na verossi-
milhanca, no volume dos elipséides de confianca, em um subconjunto do vetor de parame-
tros de localizagao (influéncia parcial) e nos pontos remotos do espago vetorial gerado
pelas colunas da matriz de especificacao X . Para detalhes e exemplos, dentro do contexto
de modelos lineares, veja Belsley et al. (1980), Cook & Weisberg (1982) e Chatterjee &
Hadi (1986,1988).

Dentre as abordagens mais utilizadas na pratica, para medir influéncia em modelos line-
ares mistos, destacam-se as andlises baseadas em influéncia local [Cook (1986)] e aquelas
obtidas via eliminagao de observagoes (influéncia global). Nas préximas segoes discu-
timos algumas propostas de andlise de sensibilidade no contexto dos modelos estudados

aqui.

3.2 Inclusao de efeitos fixos

Considere o modelo (1.1), com as matrizes D e R conhecidas e contendo inicialmente
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apenas os efeitos fixos 3, isto é

em que £ = Z~ + €. Ha interesse em adicionar novos efeitos fixos 3, ao modelo (3.1), ou

seja, ajustar o modelo

Y = XB+¢
= X1B,+Xof, +€, (3.2)

com 3 = (BIT, B;)T e X = [X;:X5] de posto completo e tal que posto(X )=p=posto(X)
+posto(X2)=p1 +pa. De (1.13), tem-se que o BLUE de 3, relativamente ao modelo (3.1),
¢ dado por

B, = (x]MXx,) x] MY, (3.3)
enquanto que o BLUE de 3, (veja Apéndice C.1) referente ao modelo (3.2) é
B, = (X;QiX2) XJQ)Y, (3.4)
com Q, = M — MX, (X]MX,)" XM tal que
QX =0c QM 'Q,=Q,. (3.5)
Considerando a expressao (1.19) sob o modelo (3.2) e as propriedades (3.5), obtemos

XIMY = X[ MX B, + X{ MX,3,, (3.6)

com 3, representando o BLUE de 3, sob o modelo (3.2). Pré-multiplicando (3.6) por
(XlTMXl)_1 e considerando (3.3), temos

~0 -1 -~
Bi=06+(XIMX,) X|MX,0,, (3.7)

de onde se obtém a seguinte férmula de atualiza¢ao para o BLUE de 3,

—~ ~0

B, —B,=—(XIMX,)" X MX,5,. (3.8)

Denotando por 4° ¢ 4 os BLUP referentes ao vetor de efeitos aleatérios dos modelos

(3.1) e (3.2), respectivamente, mostra-se (vide Apéndice C.2) que

¥ - '?0 = _DZTQ1X262- (3.9)
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As férmulas de atualizagao (3.8) e (3.9) do BLUE e BLUP, respectivamente, para in-
clusao de novas variaveis com “efeitos fixos” no modelo linear misto foram obtidas por
Hilden-Minton (1995, cap.3).

Para incluirmos um efeito aleatério, o procedimento é bem mais complicado, uma vez
que devemos atualizar (aumentar) a matriz de covariancias dos efeitos aleatérios D e
para isso é necessario conhecer sua estrutura [Rocha (2004)]. Além do mais, este processo
de atualizacao envolve equacoes nao lineares, ao contrario do processo ja discutido. No

presente trabalho nao trataremos desse caso.

3.3 Grafico da variavel adicionada para efeitos fixos

E comum utilizar gréficos de varigveis adicionadas [Johnson & McCulloch (1987)] para
se ter idéia sobre a sua inclusao no modelo, estudar o tipo de relagao (linear/nao linear)
existente com a varidavel resposta, avaliar se o respectivo coeficiente é significativo devido
a influéncia de poucas observagoes, etc.

Considereremos o caso em que X5 sob (3.2) tem uma tnica coluna, ou seja em que ha

interesse em incluir um tnico efeito fixo. Mostra-se que (Apéndice C.3)

M2Q,Y = MY2(Y — X.8,) = M ?R\(Y — X3, — Z3") (3.10)

M 2Q, X, =M (X, - X8, = M '?R (X, - X8, — Z5%), (3.11)

com Bi e 4" representando, respectivamente, o BLUE e o BLUP de 3, e v sob o modelo
X, = X 18] + Z~* + €, com v* e &* distribuidos como 7 e € sob o modelo (3.2).
Considerando (3.4), (3.5), (3.10) e (3.11) temos

©XJQX: X;QM QX
_ (M™12Q,X,)T(M~12Q,Y) _ T (3.12)
(M_1/2Q1X2)T(M_1/2Q1X2) riry’

5, - XiQY  X[QMQY

com r = M '2Q, Xy = M V?R Y (X, — X8, — Z3*) e 1 = M '2Q,Y =

~0 R . .
M~ '2R™YY — X8, — Z7"). Portanto, (3.12) pode ser interpretado como o coefici-
ente da regressao linear sem intercepto do residuo 75 sobre o residuo r;. Se existir alguma

relacao linear entre r; e 7o, a varidvel X5 deve ser incluida no modelo de forma linear.
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Quando X tem uma tunica coluna, Hilden-Minton (1995) sugere utilizar o grafico de
MY ’Q,Y versus M - ’Q, X, como gréfico da varidvel adicionada.
Sey=0e¢R=1I, o grificode M~Y2Q,Y = M1/2(Y—X131) = (Y — X, 8,) versus
M '2Q, X, = MY?*(X, — Xlﬁi) =(Xo— Xlﬁj) coincide com o grafico da variavel
adicionada utilizado no caso linear cldssico [Johnson & McCulloch (1987)]. Apés a decisao
sobre as variaveis a serem consideradas no modelo, Besley et al. (1980, p.30) e O "Hara-
Hines & Carter (1983) sugerem, dentro do contexto de modelos lineares e MLG, respec-
tivamente, construir graficos da variavel adicionada para cada varidavel do modelo; tais
graficos sdo denominados graficos de alavancagem parcial (“partial leverage plots”) e
tém por objetivo avaliar a relacao existente entre a variavel resposta e as variaveis expli-
cativas (no caso do modelo linear normal, tal grafico fornece uma idéia sobre o coeficiente
de correlagao parcial entre a varidvel resposta e cada varidvel explicativa). Para mode-
los lineares mistos tais graficos podem ser utéis para avaliar a possivel relacao existente
entre a variavel resposta e as variaveis explicativas em questao, uma vez que se espera
uma relacao linear entre os residuos considerados quando a respectiva variavel explicativa
tem uma relacao linear com a varidavel resposta. Outra utilidade seria identificar possiveis

observacoes influentes nos coeficientes das variaveis explicativas.

3.4 Decomposicao do grafico da variavel adicionada

Hilden-Minton (1995) propoe decompor o grafico da varidvel adicionada discutido an-
teriormente para avaliar o efeito da inclusao de um efeito fixo na predicao dos efeitos

aleatérios do modelo (3.1). A idéia bésica consiste em substituir M ~'/2

A de dimensdo (n+q)xn tal que M ' = A" A nas expressoes M_l/QQlY e M_1/2Q1X2

utilizadas no grafico da variavel adicionada. Em particular, ele sugere utilizar

por uma matriz

O grafico da variavel adicionada decomposto corresponde ao grafico das componentes

de AQ,Y versus AQ,X,. Considerando (1.21), (C.6) e (3.11) temos
—| ™ (3.13)
T12

R'?Q, X, B RV (X, - Xlﬁ: -Z¥) | | ra (3.14)
Dl/ZZTQl.XQ o D71/25\/* . .

A0y - [ R'2Q,Y ] - [ RAY — X.\B, - Z9)
v - _

D1/2ZTQ1Y D—1/2j7\

AQ1X2 = [

T22
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O grafico de r1; versus r9; é chamado por Hilden-Minton (1995) de grafico da varidvel
adicionada intra-unidades (“within-unit”), pois leva em consideracao as mudangas
no BLUE e BLUP. Tal grafico é similar ao grafico da variavel adicionada proposto na
subsecao 3.3. O segundo grafico, de r15 versus ryy é denominado grafico da variavel
adicionada entre-unidades (“between-unit”), uma vez que considera apenas a relagao
existente entre os BLUP.

A principal vantagem da decomposicao proposta é que ela possibilita avaliar o efeito
da inclusao de um efeito fixo no BLUP, enquanto que o gréfico da variavel adicionada
“puro” fornece uma idéia a respeito da inclusao do efeito fixo e de observacoes influentes

no coeficiente do efeito fixo a ser incluido.

3.5 Pontos alavanca

Define-se como observagao (ponto) alavanca (“high leverage”) aquela que tem uma
forte influéncia no correspondente valor predito. No caso linear, uma observacao ¢é dita
ser alavanca se o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz H = X (X "X IX T
hi, € “grande”. Nesse caso, a respectiva observacao representa um ponto discrepante
(“outlier”) no subespago gerado pelas colunas da matriz X. Desta forma destacam-se
aqueles pontos em que os valores das varidveis explicativas sao mais atipicos [Cook &
Weisberg (1982) e Wei et al. (1998)]. Para maiores detalhes sobre as propriedades da
matriz H, veja Cook (1977), Hoaglin & Welsch (1978), Besley et al. (1980), Cook &
Weisberg (1982), Atkinson (1985) e Chatterjee & Hadi (1988).

Para modelos lineares mistos, Christensen & Pearson (1992) sugerem avaliar a alavan-

cagem da i-ésima observagao através do valor h} = h;/s;, em que

h = z (X'VIX) 'z, (3.15)
B o= w X[V (310
S; = Uii—’U;rV&)l’UZ‘, (317)

com x; e v; representando, respectivamente, a i-ésima coluna das matrizes X e V', en-
quanto X ;) e V ;) representam, respectivamente, as matrizes X e V' com a i-ésima coluna
removida e v; representa o i-ésimo elemento da diagonal principal de V. No caso linear
normal, tem-se que &; = x;, 5; = 02, El = 0%hy; e hi = hy. A grande desvantagem de tal
abordagem ¢é a necessidade de calcular ‘7(;)1 para os n valores amostrados.

Recentemente, Wei et al. (1998) definiram a matriz de alavancagem generalizada
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(“generalized leverage matrix”) para uma gama de modelos estatisticos. Quando Y =

—

ElY] = u(,@), a matriz de alavancagem generalizada definida por

~ 9y Oy
GL(B) = B A (8_%> ; (3.18)

reflete a taxa de mudanca instantanea no respectivo valor predito quando a variavel res-

~

posta ¢ acrescida de um infinitésimo. No caso linear normal, GL(8) = H. A alavancagem
generalizada da i-ésima observagao corresponde ao termo GL(,B)ii = 0y;/dy;, ou seja, o
i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz (3.18).

Considerando V' conhecida no modelo (1.4) e lembrando (1.13), mostra-se que (3.18)

se reduz a
cL@) - 2 _ OEY] 0XB 0X(X'V'X)X'Vy
I ZEEC) ) S oY"
- X(X'V'X) XV (3.19)

Tal matriz fornece informagoes sobre a alavancagem das observacoes com relagao as
estimativas dos efeitos fixos [Fung et al. (2002)]. Puterman (1988), Martin (1992) e Ba-
nerjee & Frees (1997), sugeriram utilizar H* = V2X(X'V1X)"'XTV~2 com
V= (V_1/2)TV_1/2, como matriz de alavancagem. Uma vez que V% nao é uni-
camente determinada, fica a duvida referente a sensibilidade do resultado em relacao a
decomposicao utilizada para obter V /2.

Dentro do contexto de medidas repetidas, Banerjee & Frees (1997) definem uma matriz
de alavancagem para cada unidade experimental. De forma semelhante, podemos definir
a matriz de alavancagem generalizada referente a i-ésima unidade experimental como
H, = X;(X'"V'X)"'X/V: ! com V, representando a matriz de covariancias (1.5)

para a unidade experimental em questao.
Considerando (3.19), tem-se

r [GL(B)} — uX (XV X)XV

S [(XTV*lx)’1 XTV*XT] = tr[I,] = p. (3.20)

~

Definindo h}; = GL(B):, segue que h* = n=t 3"  hZ = p/n. Como Hoaglin & Welsch
(1978), no contexto do modelo linear normal, consideraremos o i-ésimo ponto como “ala-
vanca” se hj; > 2p/n. Usando a abordagem de Banerjee & Frees (1997) podemos definir
uma unidade experimental como alavanca se
S0
Jj
tr(H;)  jer

n; n;
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com [ representando o conjunto das n; observacoes da i-ésima unidade experimental.
Proposta semelhante foi apresentada por Venezuela (2003, p.27).

As propostas comentadas anteriormente referem-se apenas a pontos alavanca relati-
vos as estimativas dos parametros fixos. Uma vez, que no modelo (1.2) uma observagao
pode influenciar tanto as estimativas dos parametros fixos como as predicoes dos efeitos
aleatdrios, é aconselhavel medir esta influéncia de forma conjunta. Desta forma, para incor-
porar informacoes a respeito dos efeitos aleatorios, sugerimos considerar Y = ]E/[YT)/] =
X3+ ZA~. Derivando Y com relacdo a Y| obtemos

GL(B,7) = g:; = a;:T + gIZ/Z — GL(B)+ ZDZ" Q. (3.21)

o~

O termo GL(3) leva em consideragao apenas os pontos alavanca referentes as estima-
tivas dos efeitos fixos e ZDZ ' Q leva em consideracio a estrutura de covariancia D e a
matriz de especificacao Z dos efeitos aleatérios. Nesse caso, definimos a alavancagem gene-
ralizada da i-ésima observacao relativamente as estimativas dos parametros fixos (BLUE)
e as predigoes dos efeitos aleatérios (BLUP) como o i-ésimo elemento da diagonal prin-
cipal de (3.21), ou seja, GL(8,7); = hl + (ZDZ'Q);. De forma semelhante ao caso
anterior, definimos uma observagao como alavanca se GL(B,’Ay)ii > 2tr(GL(B,’7)) /n e
uma unidade experimental como alavanca se (n;)~" Y-, GL(,@,*?)]-J- > 2tr(GL(,/B\,§))/n.
Como nao se conhecem D e V', devemos avaliar todas as medidas obtidas com base em

estimativas D e V'; como conseqiiéncia todos os resultados obtidos sao sensiveis a sua ma

especificacao.

3.6 Eliminacao de observacoes

Uma pratica simples e de facil interpretacao consiste em avaliar a influéncia de uma
particular observacao, ou de um conjunto de observagoes, por intermédio dos efeitos pro-
vocados por sua eliminacao do conjunto de dados. Tal pratica foi introduzida por Cook
(1977) e pode ser adaptada a uma diversidade de modelos. Diversas medidas de influéncia
baseiam-se no conceito de eliminacao de observacoes. Para o caso linear normal, veja
Besley et al. (1980), Cook & Weisberg (1982), Atkinson (1985) e Chatterjee & Hadi
(1986, 1988), por exemplo.

Sob essa abordagem, ¢é essencial obter expressoes que relacionem o estimador do parametro
de interesse obtido com base em toda amostra com o respectivo estimador obtido quando

se elimina um conjunto de observagoes, sem a necessidade de reajustar o modelo. Quando
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as estimativas sao obtidas iterativamente como na classe dos modelos lineares mistos o pro-
cedimento apresenta inconveniéncias. Algumas propostas de aproximacao para esses casos
sao dadas em Pregibon (1981)[aproximacao por 1 passo|, Jorgensen (1993), Mak (1993),
Tsai (1994) e Haslett & Dillane (2004). Uma alternativa muito utilizada [Christensen et al.
(1992), Hilden-Minton (1995), Banerjee & Free (1997), Haslett (1999), Fung et al. (2002)
e Fei & Pan (2003)] é considerar a estrutura de covariancia conhecida, a menos de um
parametro de escala o2, de forma que o processo de estimacao seja linear, permitindo en-
contrar a relagao existente entre os estimadores. Entao, os estimadores sao avaliados com
base nas estimativas dos parametros de covariancia. Por conseguinte, torna-se essencial
especificar tal estrutura de forma correta [Fei & Pan (2003)].

Geralmente as formulas de atualizacao sao obtidas quando se exclui uma tunica ob-
servacao. Existem situacoes em que hé interesse em obter tais formulas quando se exclui
um conjunto de observagoes, principalmente quando esses conjuntos sao definidos pela
estrutura dos dados. Em estudos com medidas repetidas, por exemplo, esses conjuntos
podem ser definidos pelas observagoes associadas a uma mesma unidade experimental. Um
outro exemplo envolve a avaliacao da influéncia conjunta de duas ou mais observagoes,
pois a eliminacao de uma tinica observacao pode mascarar o efeito de observagoes que sao
conjuntamente influentes (masking effect) [Cook & Weisberg (1980, fig.1)]. Hilden-Minton
(1995) e Fung et al. (2002) consideram o modelo de deslocamento médio para pontos
discrepantes (“mean shift outlier”) e usam a sua equivaléncia com o modelo de elimi-
nacao de observagoes [Cook & Weisberg (1982)] para encontrar as férmulas de atualizagao
do BLUE e BLUP quando eliminamos um conjunto de observagoes. Apresentaremos aqui
a formulagao dada por Hilden-Minton (1995).

Se supusermos que D e V sao conhecidas e que temos interesse em eliminar os casos
indexados pelo conjunto I = {iy,ig,...,15} (1 < i3 < iyp < ... < i < n), o modelo

considerado é

Y = XB+ Zy+U;¢, +e¢, (3.22)

com ¢; representando um vetor de parametros de dimensao k£ x 1 e U definida como em
(2.9). Hilden-Minton (1995) e Fung et al. (2002) mostram que o BLUE de 8 e o BLUP
de v sob o modelo (3.22) sdo equivalentes ao BLUE de 3 e ao BLUP de « sob o modelo
(1.2) quando eliminamos as observagoes do conjunto I (veja Apéndice C.4).

Usando os resultados da secao 3.3, podemos encontrar o BLUE de 3 e o BLUP de ~
sob o modelo (3.22). Nesse contexto X, Uy, B e ¢; fazem o papel de X1, X, B e B,
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respectivamente. Portanto, o BLUE de ¢, obtido via (3.4) é dado por
~ -1
¢, = (U[QU,) U[QY. (3.23)

Similarmente, pelas equagoes (3.8) e (3.9) obtém-se

~

B-By=(X"MX)" X"MU¢, (3.24)

3 -44 =DZ'QU;¢,. (3.25)

com B(I) (¥(1)) representando o BLUE (BLUP) de B () quando se eliminam as ob-
servagoes do conjunto I. O resultado (3.24) apresentado por Hilden-Minton (1995) genera-
liza os resultados (3.3) e (4.1) obtidos por Fung et al. (2002) [quando desconsideramos a
fungao nao-paramétrica f e o processo estocéstico U(t)], obtidos quando se exclui uma
Unica observacao.

A expressao (3.25) estd relacionada com o segundo termo de (3.21); a expressao (3.24)
mantém uma relacao com (3.19). Se o interesse se concentra na mudanga em Z5 e X ,/3\,
quando eliminamos as observagoes do conjunto I, pré-multiplicamos (3.25) por Z, obtendo
ZDZTQUI(EI que é uma submatriz de ZDZ"Q multiplicada pelas componentes de
(3.23). Um resultado analégo é vélido para (3.24).

Por (3.8) e (3.9) tem-se diretamente que

Var[g,] = o> (UTQU,) ™, (3.26)

VarlB - By) = o* (X MX) " XTMU, (U QU)) " UTMX (X MX) ! (321)

Var[y — 5] = ’DZ' QU (UITQUI)_1 U,QZD. (3.28)

Além disso, mostra-se que

~ ~ -~ o~

Var[B )] = Var[8] + Var[B — B(;)] (3.29)

Var[y) —~] = Var[y — 4] + Var[y = 5(;]. (3.30)
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As demonstragoes dos resultados (3.26), (3.27), (3.28), (3.29) e (3.30) encontram-se no
Apeéndice C.5.

Uma das medidas mais utilizadas para avaliar a influéncia de um conjunto de ob-
servagoes, via eliminagao, é a distancia de Cook [Cook (1977), Cook & Weisberg (1982) e
Chatterjee & Hadi (1986, 1988)] definida como

~ o~ T ~ o~
(6-00) U (601

Dy = 3.31
1 c ) ( )

~

com 0 e 0 1) representando, respectivamente, a estimativa do vetor 8 com todos os dados
da amostra e com a eliminacao do conjunto de observagoes I, U denotando uma matriz
positiva definida e ¢ um parametro de escala. A medida D; mede a influéncia das ob-
servagoes do conjunto I na estimativa de @, segundo a métrica definida por U e c¢. No
caso linear normal, costuma-se utilizar U = X' X e ¢ = po~ [Cook (1977)]. Para modelos

lineares mistos, uma proposta é utilizar

(B — B(I))T(XTVAX)(B - B(I))
¢

Y-Y,) VY -Y
_ () C ( ). (3.32)

D; =

para medir a influéncia das observacgoes do conjunto I nas estimativas dos parametros
fixos. Christensen & Pearson (1992) sugerem utilizar (3.32) para medir a influéncia de
uma unica observagao, enquanto Banerjee & Frees (1997), dentro do contexto de anélise
de dados longitudinais, utilizam (3.32) para medir a influéncia das unidades experimen-
tais (nesse caso, I refere-se as n; observagoes da unidade experimental em questao). Fung
et al. (2002) consideram ambos os casos. As abordagens sao fundamentalmente distintas,
uma vez que a primeira tem por objetivo encontrar observagoes influentes, enquanto que
a segunda destina-se a encontrar o impacto das unidades experimentais sem se preocupar
com as observagoes particulares. Desta forma, Banerjee & Frees (1997) sugerem utilizar a
segunda abordagem para detecgao de unidades experimentais influentes. Banerjee (1998)
e Tan et al. (2001) mostram como a distancia de Cook (3.32) tem uso limitado em mo-
delos lineares mistos, pois ela pode falhar na deteccao de observacoes que tenham grande
impacto em 4 [Tan et al. (2001), Teorema 1]. Tan et al. (2001) consideram um modelo
semelhante a (1.1), no qual as matrizes Z; sdo consideradas submatrizes de X ;. Levando
em consideragao que uma mudanca no BLUP causada pela eliminacao de um conjunto
de observagoes I nao tem a mesma influéncia em todos os elementos de B, esses autores

sugeriram abordar o problema condicionalmente aos BLUP 4, (i = 1, ..., ¢), pois o efeito
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de eliminar uma observagao na estrutura de covariancia é equivalente aos efeitos causados
nas componentes de 7; (j = 1,...,c)[Tan et al. (2001)]. O modelo condicional utilizado é

da forma
Y =X"G"+¢€", (3.33)
em que
X" =[X:Z], (3.34)

com X e Z matrizes de posto completo definidas como em (1.1) e 8* = (8",4")". Além
do mais, €*
modelo (1.1).

O modelo (3.33) nao é identificavel, dado que a matriz X™ ndo tem posto completo.

= € uma vez que usualmente € e v sao considerados independentes sob o

Desta forma, os autores sugerem o uso do BLUE e BLUP nao condicionais de 3 e ~,
res-pectivamente. Assim, a distancia de Cook condicional é comparavel a (3.32). A
distancia de Cook condicional a = foi definida por Tan et al. (2001) como

c T _
Df;ond _ Z PJ(Z)Var[Ykﬂ IPj(i)
' (n—1)c+p

j=1

c Pl .P.
_ Z—Mk @ (3.35)

j=1

com
P;iy=Y; =Yy =(X;8+Z7;) — (X;Bu,+ZYu) (3.36)

em que B(i) e '?j(i) representam, respectivamente, ,@ e 'ij obtidos quando eliminamos da
amostra a i-ésima observacao e k = o([n—1]c+p). Podemos decompor (3.35) da seguinte
forma (Apéndice C.6)

Dicond _ Dﬁmd + Dgcimd + Dg;-md, (337)

em que

3-3.)T(xT 38— 3. Y V. (Y — V..
Dﬁmd _ (ﬁ /6(1)) (Xk: X)(/B ﬂ(l)) _ (Y Y(l))k(Y Y(Z))’ (338)

F-30)"2'Z3 -7

cond __
DQZ —_— ]{ 9

(3.39)
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208 - Bu)) X Z({A - 74)
- .

O primeiro termo, D", é uma medida 1til para avaliar a influéncia da i-ésima ob-

Dt = (3.40)

servacao em B e é comparavel a (3.32), nao incluindo a padronizacdo pela matriz de
covariancias de Y. O segundo termo, D5", ¢ uma medida 1til para avaliar a influéncia
da i-ésima observacao em 4. J4 o terceiro termo, D5, é uma medida de covariancia, entre
a mudanga nas estimativas do BLUE e BLUP, quando eliminamos a i-ésima observagao.
Geralmente (3.40) tem um valor desprezivel [Tan et al. (2001)], que de certa forma, re-
produz a propriedade de “independéncia”’ entre o BLUE e o BLUP (veja Apéndice A.3,
propriedade 6). A grande vantagem de (3.37) é que podemos avaliar a influéncia de uma
observagao por intermédio de sua influéncia nos efeitos fixos e aleatérios. Tan et al. (2001)
sugerem utilizar (3.39), para avaliar a influéncia da i-ésima observagao nos parametros da
estrutura de covariancia 6", ao invés da proposta de Christensen & Pearson (1992), que
sugeriram avaliar a influéncia em B e no EMVR de 0" separadamente, uma vez que os
mesmos s6 sao assintoticamente independentes [Miller (1977), Harville (1977) e Lesaffre &
Verbeke (1998)]. Desta forma, é mais sensato avaliar a influéncia por meio da abordagem
proposta por Tan et al. (2001).

Dentro do contexto de analise de dados longitudinais, se o interesse é avaliar a influéncia
de um conjunto de observagoes, basta calcular (3.35), (3.38) e (3.39) com relagdo ao
conjunto de interesse, ao invés de uma simples observacao. No entanto, quando eliminamos
todas as observagoes de uma unidade experimental, alguns BLUP nao podem ser obtidos.
Desta forma, nés propomos avaliar a influéncia da i-ésima unidade experimental através
da média das distancias (3.35) referentes a todas as suas observagoes, ou seja,

D = (n)™'y D5 (3.41)
jel
com [ representando o conjunto das n; observacoes da i-ésima unidade experimental.

Com base na expressao (3.29), Hilden-Minton (1995) sugere avaliar a influéncia das
observagoes pertecentes ao conjunto I a partir do volume dos elipsdides de confianca
[Chatterjee & Hadi (1988, p.134)] da matriz de covariancias de B. Considerando a pro-
priedade 4 do Apéndice A.3 em conjunto com (3.27) e (3.29) tem-se

VarBo)| ot (X TMX)T (L + X MU, (U] QU T UTMX (XTMX) )|
Varld]] o2 (X TMX)

I+ X"MU, (U]QU,)” UTMX (X"MX) | = COVRATIO}, .
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Tal medida coincide com aquela denominada COVRATIO proposta por Besley et al.
(1980) quando se conhecem o? e V. Uma outra proposta, seria considerar conhecida

apenas a matriz V' e avaliar o efeito da eliminacao do conjunto I na matriz de covariancias
do BLUE por meio de

Var[B,;)]]

|Var[3]|

oin(X {nMnXm) ™|
F(X'TMX)

COVRATIO ;) =

n—p-— MI P *

com M; =Y 'QU(U;QU;)"'U;QY.
Christensen & Pearson (1992) sugerem avaliar a mudanga na variancia total da matriz

de covariancias dos efeitos fixos, quando se elimina uma tunica observagao, através de

hi
L—ny|

t = Jer (Ve B VarlBi ) - 5] = (3.43)

que é uma funcdo crescente de hf(veja Apeéndice C.7). Desta forma, h} é 1itil para dar
idéia a respeito da mudanca ocorrida na matriz de covariancias de B, quando eliminamos
a 1-éstma observacgao.

Recentemente, Fei & Pan (2003), baseados no artigo de Zhu et al. (2001), propuseram
medir a influéncia da eliminagao das observagoes do conjunto I por meio de uma distancia
de Cook generalizada baseada na funcao Q(v/ p) = n f(Y,v)|Y, 1,~b] utilizada no
algoritmo EM, com 1,Nb sendo a solucio atualizada de ¢» = (8", (6*)7). A medida proposta
por Fei & Pan (2003) ¢é

D; = [Qun @) {~EO@mI} [n @), (3.4
com Q(fp / 1}) e Q({ﬁ / 1//;) representando, respectivamente, a primeira e segunda derivada de
@ calculada no EMV 17), enquanto que () representa a fungao () quando eliminamos as
observagoes referentes ao conjunto /. Analogamente a (3.35), (3.44) pode ser decomposta

da seguinte forma:

com Djg e Djg. tendo interpretacdo semelhante a (3.38) e (3.39), respectivamente [Fei
& Pan (2003)]. Esta medida de influéncia também é condicional a «. A vantagem de se

utilizar (3.35) é que néo é preciso supor uma distribuigao especifica para = e €.
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3.7 Influéncia local

O conceito de influéncia local foi proposto por Cook (1986) com o objetivo de avaliar
a mudanca nos resultados da analise quando incorporamos “pequenas perturbacgoes” ao
modelo. Dentro desse contexto, pode-se perturbar a matriz de covariancias, os parametros,
a variavel resposta, etc. A abordagem original baseia-se na andlise do afastamento da
verossimilhanca (“likelihood displacement”) [Cook & Weisberg (1982), Cook (1987) e
Cook et al. (1988)]

LD(w) =2 {L(@) - L(@w)} , (3.46)

em que L(-) é alog-verossimilhanga do modelo postulado, 8 é um vetor px 1 de parametros
desconhecidos, L(-|w) é a log-verossimilhanga do modelo “perturbado”, w representa
um vetor ¢ x 1 de perturbagoes, restrito a um intervalo aberto Q0 C IR?, 0 e 4/9\11, sa0
respectivamente, os EMV baseados em L(-) e L(-|w). Assume-se que wy € €2 (auséncia de
perturbacao) ¢ tal que L(8|wy) = L(0), VO € © e que L(0|w) possua as duas primeiras
derivadas continuas na vizinhanga de (éT, wy ). Nesse contexto LD(w) ¢ utilizada para
comparar 6 e 6, com respeito aos contornos da log-verossimilhanga L(-).

Cook (1986) considerou o gréfico de influéncia (LD(w) vs. w) como uma superficie em

IR formada pelos valores do vetor
-
a(w) = (w',LD(w)) , (3.47)

com w variando em ). Tal grafico contém informacao essencial da influéncia do esquema
de perturbagdo em questao. O método proposto por Cook (1986) consiste no estudo do
comportamento local (influéncia local) do gréfico de influéncia na vizinhanca de wy. Para
medir a sensibilidade do afastamento da verossimilhanca, ele utilizou a curvatura normal
[Araujo (1998)] de (3.47) ao redor de wy na diregdo de um vetor d (¢ x 1) de norma
unitaria, que doravante serd denominada Cjy.

A curvatura normal [para detalhes veja Souza (1999)], nesse caso é dada por [Cook
(1986, eq.16)]

Cy=2 ‘dTHTIled , (3.48)

com L = {02L(6)/00700} |,_p ¢ H = {9°L(0|w)/08 dw} | w—wp:0—b- A curvatura
normal (3.48) ¢é essencialmente equivalente a segunda derivada de LD(w) ao redor de
wy [Billor & Loynes (1993), Wu & Luo (1993b) e Araujo (1998)]. Pode-se mostrar que
Crin < Cq < Cpag, com Chipy < Cs... < Cyq < Chey representando os ¢ autovalores da
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matriz F = —H TIJ_IH . O autovetor normalizado d,,,, associado com C),,,, é extrema-
mente 1til, uma vez que indica o tipo de perturbacao no modelo postulado que produz
maior troca em LD(w), ou seja, indica que combinagao dos elementos de w s@o mais
influentes na diregao de maior curvatura (contorno) de LD(w).

Desta forma, d,,.. pode ser utilizado como uma ferramenta util na analise de dia-
gnostico. O gréfico dos elementos de | d,,q, | pode revelar qual o tipo de perturbagao tem
a maior influéncia em LD (w) na “vizinhanga” de wq [Cook (1986)], é importante também
investigar quais as causas especificas desta sensibilidade. Na literatura, outros tipos de
graficos sao sugeridos para diagndstico. Cook (1986) propoe inspecionar as componentes
de d,,.., independentemente do valor de Cg4, uma vez que ele pode indicar observagoes
que sao conjuntamente influentes.

Pode-se usar o conceito de influéncia local utilizando outras medidas de influéncia, veja
por exemplo, Cook (1986), McCulloch (1989), Wu & Luo (1993a) e Lee & Zhao (1996) ou
outras abordagens, vide Billor & Loynes (1993). Por exemplo, quando o interesse é avaliar
a influéncia parcial em um subconjunto de @ = (0,0, )", digamos 6, Cook (1986) sugere

utilizar
LDy(w) =2 {L(@l, 0,) — L(01a, g(alw))} , (3.49)

ao invés de (3.46). Nesse caso L(al, g(@l)) representa a log-verossimilhanga perfilada de
0, [Cordeiro (1992)]. A curvatura normal do gréfico de influéncia na diregdo de um vetor

d (de norma unitaria) associado a (3.49) é

Ca(6)) =2 ’dTHT(L b BQQ)Hd’ , (3.50)

com

0O O
By = .1 | (3.51)
0 L.,

e Ly = {0%L(6)/00, 00} |5_p- Fung & Kwan (1997) mostram que a curvatura normal
é invariante com relagao a escala quando a derivada da medida de influéncia avaliada no
EMYV é nula (vélido, para (3.46), por exemplo); desta forma eles sugerem a aplicagao da
metodologia de influéncia local, baseada na curvatura normal, apenas quando a referida

derivada é nula. Expressoes dos elementos da matriz L sao apresentadas no Apéndice
(C.13).
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3.8 Influéncia local emm modelos lineares mistos

Nesta segao iremos discutir as propostas apresentadas em Beckman et al. (1987) e
Lesaffre & Verbeke (1998). Ambas baseiam-se na verossimilhan¢a marginal de Y ~
N,.(XB,V) sob o modelo (1.1). Por conveniéncia, nao colocaremos um parametro de
dispersao em evidéncia, ou seja, consideraremos Var[y| = D(0) com 6 representando um
vetor de dimensao [ X 1 contendo os [ < ;] + ¢ parametros de covariancia. Nesse caso, o
vetor de parametros é ¥’ = (87,0%,0") = (8",(0")7). A log-verossimilhanca, a menos

de uma constante, é
Lp)=X=—-1/2) {In|V|+(Y - XB8)'V (Y - XP3)}. (3.52)

Beckman et al. (1987) consideram o modelo de componentes de variancia. Obteremos
nas duas proximas subsecoes a respectiva matriz H, para os esquemas de perturbacao

propostos por eles, baseado no modelo geral (3.52).

3.8.1 Perturbacao na matriz de covariancias do erro

Podemos avaliar a sensibilidade do modelo de independéncia condicional homocedastico
com relagao a essa suposicao, incorporando um vetor n x 1 de perturbagoes, de tal forma
que Varle] = o?A(w), com A(w) representando uma matriz (n x n) diagonal e wy, de-
notando o k-ésimo elemento dessa diagonal. Neste caso, wg = 1,, representa um vetor de

dimensao n x 1 com todos os elementos iguais a um. A log-verossimilhanga perturbada é
L(3py,) = Mw) = —(1/2) {n [V (w)| + (Y = XB) 'V (w) (Y — XB)}, (3.53)

com V(w) = ZDZ" + 0*A(w). A k-ésima coluna da matriz H é dada por

o { <82)\(w)>T PAw) PAw) 82>\(w)} | (354

OwdB ) T Owydo? dwydl,  wy,d,

com as respectivas derivadas calculadas em w = wqg e ¢ = 1//\;, com 17) representando o
EMYV de 9. Entao para k = 1,...,n (veja Apéndice C.8), temos

2
I*Mw) _ XD, 555)
8wk813 w:w(];’l/):'g
O’ Mw) ! - = - N
Gy oy 2 {tr [DkZDiZ } — 2D, ZD,Z r}, (i=1,..,1) (3.56)
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O?ANw)

— L[5 D77 T O e | A-2.T P 5
oot = {cr tr [DkZDZ }—21“ DV i+ 6% Dkr}, (3.57)

w=wo;th="1

com  — Y — XB> D, = 8V(w)_1/8wk|w:wo;¢=’6b e DZ = 0D /00|

esquema de perturbagao mostra-se que (Apéndice C.9)

wewyap—tp L AT €sse

~k ~k

D, =-6*V (V)T (k=1,2,..,n), (3.58)

com V* representando a k-ésima coluna de V1. Portanto, juntamente com L (Apéndice
C.13), através das expressoes (3.55) a (3.58) pode-se obter o méximo de (3.48) e avaliar

a influéncia local referente ao particular esquema de perturbacao.

3.8.2 Perturbacao na variavel resposta

Beckman et al. (1987) sugerem perturbar o vetor da varidvel resposta da seguinte forma
Y (w) =Y + sw, (3.59)

com s representando um fator de escala e w um vetor n x 1 de perturbacoes. Nesse caso

wy = 0 e a log-verossimilhanga perturbada é dada por
Mw) = —(1/2)(Y +sw — XB)' VY +sw— XP). (3.60)

Considerando (3.60) tem-se (vide Apéndice C.10)
H —sv ' [X, V' ZDZ'V # . ,leszf’lff] . (3.61)
No caso linear normal Schwarzmann (1991) mostrou que observagoes sensiveis a esse
esquema de perturbacao apresentam um valor alto para o erro de predigao |y; — ;. O
esquema de perturbagao acima tem uma forte conexao com o conceito de alavancagem
em modelos nao lineares [St. Laurent & Cook (1993) e Wei et al. (1998)].

3.8.3 Perturbacao na matriz de covariancias dos efeitos aleatérios

Para avaliar a sensibilidade do modelo com relagao a suposicao de homogeneidade
entre as matrizes de covariancias dos efeitos aleatérios, sugerimos perturbar a matriz de
covariancias de =, da seguinte forma: Var|y,] = w;G. Nesse caso, o vetor de perturbagoes

w é de dimensdo (¢ x 1) e wy = 1.. Considerando o modelo perturbado, tem-se que
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Viw) = VarlY;] = wZ,GZ, + 0°I,,, com a log-verossimilhanga perturbada sendo
dada por

c

AMw) = L(gplw) = > (=1/2) {In |V ;(w)| + 7 V;(w)"'r;}, (3.62)

i=1
com r; = &, =Y,; — X, representando o vetor de erros marginais referente a i-ésima

unidade experimental. A k-ésima coluna da matriz H é dada por

e ()T PAw) PAw)  PAw) ! .
N kaaﬁ ’ 8wk602’ 8wk861’ ’ 8wk861 ’ ’

com as respectivas derivadas calculadas em w = wye Y = Q,Ab Parak=1,...,cej=1,..,1

(veja Apéndice C.11), temos

O2\(w) fel o
— XV, Z,GZ]V, i 3.64
3101986 w:’wo;’l/):'g g g ‘ " k Tk ( )
=t Z\GZ,V, Z,G,Z,
A v |V 262V, 2,6, 2]
WV, ZGZIV, 2,G,ZTV, (3.65)
c
32/\(’10) 1 ~—1 ~ 5T T ~ TS 1lao—1,
Pudo? |y 2 {w[v.'z:62]| - 20V, 2:G2[V, 'V, i}, (360

com iy =Yy — XiB e Gj = 0G /00|, b

Outros esquemas de perturbagao sao sugeridos em Beckman et al. (1987). Esses autores
comentam sobre a inadequabilidade da abordagem de influéncia local, quando utilizada
sem modificagdo no caso em que a primeira derivada de (3.52) avaliada em {b nao é
nula. Tal preocupacao deve-se ao fato de que estimativas negativas das componentes de

variancia nao correspondem aos EMV das mesmas.

3.8.4 Caso ponderado

Recentemente, Verbeke (1995) e Lesaffre & Verbeke (1998) abordaram o problema de
avaliar a sensibilidade no ajuste de um modelo linear misto via influéncia local. Considere
o modelo (1.1) com G representando uma matriz simétrica nao estruturada. Sob a hipétese

de normalidade, a log-verossimilhanca do modelo marginal é dada por

L) = 3 Lilw) = > (=1/2) {n [Vi| +-r[Vir}, (3.67)

=1
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com L;(1)) representando a log-verossimilhanga referente a i-ésima unidade experimental.
Uma vez que em (3.67) todos os L;(¢p) (i = 1,...,¢) tém a mesma importancia, Verbeke
(1995) e Lesaffre & Verbeke (1998) surgeriram perturbar esta log-verossimilhanga da se-

guinte forma,
Li(plw) =Y wiLi(th), (3.68)
i=1

em que w é um vetor ¢ X 1 de perturbacoes. Nesse caso tem-se wg = 1.. Esta aborda-
gem é adequada para avaliar a sensibilidade referente a uma unidade experimental
(individuo).

Considerando a curvatura normal (3.48) do afastamento da verossimilhanga (3.46) na
direcao do i-ésimo individuo, ou seja, com d; representando um vetor com valor 1 na

1-ésima posicao e zero nas demais, entao a curvatura normal calculada nessa direcao ¢é

C,=2|d H'L™ Hd, : (3.69)

—9 ‘Hji‘lﬂi

com H; representando a i-ésima coluna da matriz H. C; é denominada influéncia local
referente ao i-ésimo individuo[Verbeke (1995) e Lesaffre & Verbeke (1998)]. Verbeke (1995)
mostrou que C; é assintoticamente (¢ — o0) igual a 2p;, com p; = —(@—@L))Ti(w)*(fp—
@EZ)) representando a proposta de Pregibon (1981) para medir a influéncia da i-ésima
observagao, via aproximacgao por 1 passo de 1,/5(1-). Nesse sentindo, um alto valor de Cj
indica que o i-ésimo individuo tem um grande impacto na estimativa de 1), tanto no
sentindo de influéncia local como global.

Uma escolha muito utilizada consiste em considerar a direcao de maior curvatura
(dmaz). Os componentes de d, ., € a medida de influéncia (3.69) podem conter informagoes

distintas, uma vez que (vide Apéndice C.12)

Ci=2) \o%, (3.70)
j=1
com Ay > Ag > --- > A\, denotando os ¢ autovalores de —HTi_IH e dpur = V1,0, U,

os autovetores ortogonais normalizados correspondentes, com v;; representando o 4-€simo
componente do vetor v;. Os casos individuais podem apresentar um valor alto para C; sem
que o i-ésimo componente de d,,.. seja elevado. Assim, é razoavel investigar os autovalores
intermedidrios de —H L™ H , quando eles nao sao muito menores que ;.

Se o interesse é avaliar a influéncia local do i-ésimo individuo apenas nas estimativas dos

parametros fixos ou somente na estimativa dos parametros de covariancia, entao (3.50)
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. 0 0
HI{L - | Y H;
-1
it o (e O Ly

0 0

Diferentemente da regressao linear classica, o BLUE de 3 depende da estrutura de

fica dada por

Ci(B) =2 (3.71)

ou

Ci(8,0°%) =2 (3.72)

covariancia envolvida, e conseqiientemente, a influéncia de um individuo na estimativa
dos efeitos fixos envolve aspectos referentes aos parametros de covariancia. Lesaffre &
Verbeke (1998) argumentam que para avaliar a influéncia das observagoes nesse caso, é
preciso considerar caracteristicas distintas dos métodos utilizados na regressao classica.
Esses autores reparametrizam os elementos da diagonal principal de G, denotados por
ik, substituindo-os por v/2gy, com o objetivo de simplificar as expressoes das derivadas
da log-verossimilhanga. Podemos escrever C; como

L

C; =2||L || cos ;|| H,||%, (3.73)

em que ¢, representa o angulo entre Vec(—L_l) e vec(HH ) e ||A|| = |vec(A)| denota a
norma de Frobenius da matriz A [Graybill (1983, p. 94)]). A idéia de Lesaffre & Verbeke
(1998) foi decompor ||H;||* como a soma dos quadrados das normas da contribuigao
da i-ésima unidade experimental para o vetor score de 3, @ e o?. Assim, tem-se que

C’Z:aﬁ—bﬁ—dl com

a; = 2||L | cos 6| | XTV, 742, (3.74)
b= |L | cos || 2]V, Z,— ZTV, #il V, Zi||? (3.75)
e
1 . . JURP
ds = SIIL | cos o, [or{ V) = #] V.V (3.76)
L, L, 2
Uma vez que 0 5(¢) = X;V;lri, ‘8 5(01’0) = % HZIV;lZi — ZIV;lnr;V;lZi
L;
e 88;21)) =1 (t{V;"} =7/ V'V 'r,) tem-se

R e |
’T‘Z"T‘ZTV- Z7J||2

2

-~ — 1 ~— —
B[P = XV P+ 5120V, 2 2V,

(2

-1

R (3.77)

1 ~ ~
+ eV -7V
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por (3.77), garante-se a validade de (3.74), (3.75) e (3.76). Definindo R; = v,

i T,

A

(3.76) como

i = 2 {eos oy cos v | 17|} 1026 IR 2, 379
b; = {cosgbi cos IQZHL_IH} 1Z: 2T 12|, — RRT|] (3.79)
e
1 . .
di = 5 {COS QSZ COS2 V’L||L 1||} ||‘/Z 1||2H1—ni i RzRIHQ, (380)

com 1), representando o angulo entre vec(X; X ) e vec(R;R; ), vi o angulo entre vec(V, 1)
e vec(I, — Ri/R]) enquanto que k; representa o angulo entre vec(Z;Z;] ® Z:Z/]) e
vec [vee(I,, — RyR; Jvec(I,, — R;R;)"] [Verbeke (1995)], que constituem os termos
nao interpretaveis de a;, b; e d;, respectivamente; ||L_1|| é a parte comum a todas as
componentes. Os angulos em questao nao sao utilizados, nao pelo fato de que os mesmos
sejam neglegecidveis, porém pelo fato de ndo possuirem uma interpretacao clara [Lesaffre
& Verbeke (1998)].

Desta forma, Lesaffre & Verbeke (1998) sugerem utilizar os termos interpretaveis de a;,
b; e d;

12212 (1R 22| 1, - RRTIP, VLI (3.81)

para avaliar a influéncia do i-ésimo individuo para o modelo linear misto considerado.

Os termos interpretéveis de a; consistem de ||&; X ||?, o comprimento das covaridveis
padronizadaspara os efeitos fixos, e ||R;||?, o comprimento ao quadrado dos residuos
padronizados. Se C; é alto devido ao a;, entao a influéncia da unidade experimental em
questao pode ser causada por um valor alto de ||X; X ||? e/ou de ||R;||%. Um alto valor
de a; pode estar associado por uma unidade experimental que tem muitas observagoes ou
que ndo é bem predita pelo modelo. Quando, se tem um estudo balanceado, ||X; X ||* é
diretamente comparavel para todos os individuos.

O termo b; tende a assumir um valor elevado quando ||Z;Z] ||? e/ou ||I,, — R;R; ||
assumem valores altos. Similarmente, ao caso anterior, || Z;Z/ ||? tende a assumir um valor
elevado para uma unidade experimental com muitas observacoes. Por outro lado Lesaffre
& Verbeke (1998) argumentam que ||I,, — R;R; ||? tende a ser préximo de zero quando

V; é “préxima” de ryr). Uma vez que Var[Y;] pode ser estimada por r;#] quando o
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vetor de médias é corretamente modelado por X;3, podemos interpretar ||I,,, — R/R; ||?
como um residuo que mede a validade da estrutura de covariancia adotada. Portanto, b;
tende a assumir um valor alto para uma unidade experimental com muitas observacoes
com a respectiva matriz de covariancias mal ajustada.

Por outro lado, d; tende a ser alto quando ||I,, — R;/R;||* e/ou ||‘7;1||2 assumem
valores altos. Porém, ||‘A/Z_ 1||2 tende a assumir um valor alto quando V; tem pequenos
autovalores, ou seja, quando a variabilidade referente a i-ésima unidade experimental
¢ baixa [Lesaffre & Verbeke (1998)]. Portanto, d; tende a assumir um valor alto, para
um individuo com pequena variabilidade e com respectiva matriz de covariancias mal
ajustada.

Verbeke (1995) mostrou que Y  C; = —Qtr{f)_lz;l HZHZT} converge para 28
(s: nimero de parametros). Desta forma, ele considera a i-ésima unidade experimental
influente se C; > 2C =~ 4s/c, quando tem um nimero suficientemente grande de unidades
experimentais. J& para os termos em (3.81), é dificil definir pontos de corte, entao sugere-
se a comparagcao dos termos supracitados associados as unidades experimentais e define-se
um ponto de corte de forma totalmente descritiva.

Notando que as quantidades em (3.81) podem ser afetadas pelo valor de n;, Lesaffre &

Verbeke (1998) sugerem cautela ao analisd-las. Em estudos nao-balanceados, os autores

[|> com os

sugerem o uso da proposta de Waternaux et al. (1989), que comparam ||R;
quantis de uma distribuicao Xi Uma sugestao dada pelos autores é construir graficos das
quantidades em (3.81), juntamente com o gréfico de n;, devido a incerteza com relagao
ao tipo de correcao a ser feita com relagao a dimensionalidade.

De forma similar, Lesaffre & Verbeke (1998) decompoem C;(3) e C;(6,0?). O processo
¢ andlogo ao anterior, trocando apenas a matriz L por uma matriz A~ apropriada [veja
(3.71) e (3.72)] e ¢, por ¢}, que é o angulo entre vec(—A ™) e vec(H,; H, ). Ao contrario
de Christensen et al. (1992), Lesaffre & Verbeke (1998), sugerem avaliar a influéncia

conjuntamente nas estimativas dos efeitos fixos e das componentes de covariancia, pois

eles s6 sdo assintoticamente independentes. Para ¢ — oo, 3 e * sdo ortogonais, e C; ~

Cl(ﬂ) + CZ(O, 0'2), com

Ci(B)

Q

. 1
—oHIL H,~R/X, (Z X[V, IXZ) X R,
i=1
~T 1 71 Tl
- FV. X, (X 1% X) XV, 7, (3.82)
e Ci(0,0%) ~ —QH;:f/Q_;H% com H; (1311) e Ho; (1322) representando as particoes da

matriz H (L) referentes a 3 e 8, respectivamente. A decomposicao de C;(3) apresenta
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somente ||X; X || e ||R;||? como termos interpretéveis, enquanto que a decomposicio de
C;i(0,0?) inclui os demais termos de (3.81). Na prética, se o interesse maior ¢ a influéncia
em relacdo a B3, condicionada A estimacdo de 8, entdo ¢ suficiente analisar l|x:x] |2
e ||R]|?. Por outro lado, se o objetivo principal é analisar a influéncia nos parametros
de covariancia, basta concentrar a atencao nos termos interpretaveis de C;(@,0?). Para
definir os pontos de corte para C;(3) e C;(0,0%) basta utilizar uma idéia semelhante a
usada anteriormente, considerando que Y i, C;(B) = 2pe Y i Ci(0,0%) ~ q(g+ 1)+ 2,
quando ¢ — oo [Verbeke (1995)] .

Tendo em vista que (3.82) é uma combinagado dos residuos 7;, da alavancagem do i-
ésimo individuo e da matriz de covariancias ‘A/'l para ¢ grande C;((3) tem caracteristica
semelhante ao da regressao cléassica, no sentindo de ser uma combinagao da alavancagem
e do residuo [Cook (1986) e Beckman et al. (1987)].

A principal vantagem da abordagem utilizada por Lesaffre & Verbeke (1998) é a de-
composicao de C; em termos interpretaveis, facilitando assim a identificacao das razoes
da alta influéncia. Como d,,, nao tem expressao analitica para este problema, esse termo
nao fornece idéia a respeito da alta influéncia de uma observagao. Além disso, Lesaffre &
Verbeke (1998) comentam que a abordagem proposta por eles difere da proposta apre-
sentada em Beckman et al. (1987) e deve equivaler a abordagem de Christensen et al.
(1992), quando aplicada dentro do contexto de medidas repetidas, para um nimero muito
grande de unidades experimentais.

Todos os termos de (3.81) dependem diretamente de V; e por conseguinte devem ser
especificadas de forma correta para garantir a validade do processo de diagndstico pro-
posto. No presente trabalho, assumimos que as covaridaveis e a matriz de covariancias
ja tenham sido previamente especificadas e nao nos atentaremos a este fato. Para de-
talhes referentes a métodos de especificagdo dos efeitos (fixos e aleatdrios) e da matriz
de covariancias, veja, por exemplo, Wolfinger (1993), Pinheiro (1994), Verbeke (1995),
Keselman et al. (1998) e Rocha (2004).

Todos os resultados obtidos por Lesaffre & Verbeke (1998) baseiam-se no método de
maxima verossimilhanca. Esses autores comentam que tal decomposicao nao pode ser
feita, quando consideramos o método de maxima verossimilhanca restrita, uma vez que a
log-verossimilhancga restrita nem sempre pode ser escrita como uma soma de contribuigoes
individuais independentes. Eles também consideram a matriz G nao estruturada. Porém
decomposicao similar é valida quando admitimos uma estrutura particular para a referida
matriz.

Outras propostas sao dadas em Ouwens et al. (2001) e Zhu & Lee (2001, 2003) que
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discutem a aplicacao da metodologia de influéncia local em MLGM. Dentro do contexto
do modelo linear geral de Bayes, pode-se utilizar a proposta de McCulloch (1989) para
analisar a sensibilidade do BLUE e BLUP sob o modelo (1.2) quando se perturbam as

distribuicoes a priori do erro e dos efeitos aleatérios.
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Capitulo 4

Aplicacao

4.1 Introducao

No presente capitulo aplicamos as propostas de diagnéstico discutidas nos capitulos 2
e 3 ao modelo ajustado aos dados do estudo descrito no capitulo 1. Pelas Figuras 1.1
e 1.2 temos indicacao de existéncia de associacao entre os indices de placa bacteriana
pré-escovacao () e pés-escovagao (y), para os dois tipos de escova.

Singer & Andrade (1997) analisaram um problema semelhante e apontaram as seguintes

caracteristicas que o modelo para esse tipo de dados deve apresentar:

(i) Um indice pré-tratamento nulo implica um indice pés-tratamento também nulo;
(ii) Os indices pré-tratamento e pds-tratamento sao nao-negativos;

(iii) Os dados sao possivelmente heteroceddsticos (pois sdo nao-negativos e satisfazem a

desigualdade y < z);

(iv) A relagdo entre os indices pré-tratamento e pds-tratamento é possivelmente nao-

linear;

(v) As observagoes realizadas numa mesma unidade experimental sdo possivelmente

correlacionadas.

Os autores propuseram o seguinte modelo:

y = fa’t, (4.1)

em que z é o indice de placa bacteriana pré-escovacao, y ¢ o indice de placa bacteriana
pos-escovacao, 3 > 0 é um coeficiente de placa bacteriana residual, § é um coeficiente
de uniformidade da taxa de placa bacteriana residual esperada e £ é um erro aleatério
nio-negativo. Sob a validade do modelo (4.1), IE[Y]/x = Ba°'IE[{] representando a

taxa esperada residual de placa bacteriana pods-escovacao por unidade de indice de placa
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bacteriana pré-escovagao. Se § = 1 essa taxa é constante, por outro lado,sed > 1 (0 < 1) a
taxa é crescente (decrescente) com o indice de placa bacteriana pré-tratamento, indicando
uma menor (maior) eficdcia da escova. Quanto maior for o coeficiente de [ menor serd a
eficacia da escova na remocao do indice de placa bacteriana.

Note que, sob o modelo inicialmente proposto, as condigdes (i) e (ii) sdo automatica-
mente satisfeitas. Além disso, tem-se que Var[Y] = (B8z°)*Var[¢], satisfazendo a possivel
heterocedasticidade mencionada em (iii). Se § # 1, tem-se uma relagao nao linear, satisfa-
zendo a suposicgao (iv). J& a possivel correlagao existente entre observagoes de uma mesma
unidade experimental, pode ser imposta no modelo através da especificacao de uma estru-
tura de covariancia adequada para £. O ajuste do modelo (4.1) pode ser feito via modelos
lineares para medidas repetidas se considerarmos a transformagcao logaritmica. Vantagens
e desvantagens desta transformacao sdo discutidas em Singer et al. (2004), que apresen-
tam também modelos alternativos ajustados via metodologia de equagoes de estimagcao

generalizadas.

4.2 Especificacao do modelo

Utilizando as propostas de Singer et al. (2004) sugerimos o seguinte modelo para os

dados apresentados na Tabela (1.1):

Yijd = 53'#;;;;@]'517 (4-2)
com 3;; > 0,1 =1,2,..32, j = 0,1, d = 1,2,3,4, em que y;jq (;a) ¢ o indice de
placa bacteriana poés-tratamento (pré-tratamento) relativo a i-ésima crianca com a j-
ésima escova (j = 0: escova convencional e j = 1: escova monobloco) na d-ésima sessao
de avaliagao, (3, ¢ um coeficiente de placa bacteriana residual relativo a j-ésima escova
e a d-ésitma sessao de avaliacao, 0,4 ¢ um coeficiente de uniformidade da taxa de placa
residual esperada relativo a j-ésima escova e a d-ésima sessao de avaliagao e §;;4 € um erro
aleatorio nao-negativo relativo a i-ésima crianca com a j-€sima escova na d-ésima sessao de

avaliacdo. O modelo (4.2) pode ser linearizado por intermédio da seguinte transformacao

Inyi;q = In 5jd +0jqInz;jq +In §ija
(4.3)

que pode ser reparametrizado por

y:jd = Aja+ 5jdx;<jd + gjjcb (4.4)
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. *
em que Y5, = Inyija, Nja = InBy, i, = Inz;je. Assumimos que Ing;;;, = &, tem

distribuicao normal com parametros a serem especificados. Para satisfazer a caracteristica

(v), consideramos
G}-d = ¥; + €ija, (4.5)

com ¢; ~ N(0,72) e g;4 ~ N(0,0?), denotando respectivamente, o efeito aleatério da
i-ésima crianca e o erro de medida. Com essas especifica¢oes, podemos escrever o modelo

(4.4) na forma matricial
Y, =X,8+Zy; + e, (4.6)

em que B8 = (In By, In By, -+ ,InB5, In G4, do1, d02, - - - ,(513,514)T e Z; = 1,. Para i =

1,...,16, temos

-
Y, = yi017yi027yi037yi04) )

(
o T
€ = (52‘01, €i02, €i03, 51’04) )

4
Xi = [I4®(1,0) @lnxiod 04><4]7
d=1

4
com @ In z;0q=diag(In 01, In 02, In 2503, In 2;04). Para i = 17, ..., 32, temos
d=1
-
Y, = (%’11, Yi12, Yi13, yi14) )
T
ei = (ci1,€n2, €13, €i14)

4
Xi = [I4®(0,1,0) @lnxﬂd
d=1

Adotamos uma estrutura auto-regressiva de primeira ordem, AR(1) para a matriz de co-

variancias associada ao vetor de erros €;, visando contemplar a expectativa de correlagoes

maiores para observacoes adjacentes. Com as suposicoes supracitadas tem-se que

2

R

Vi = Zi*Z] +3, =141, + 07 : (4.7)

L p
p 1
P op
,03 2

2P
P2
p
p 1

T =D

em que p representa o coeficiente de correlacao entre duas observagoes adjacentes. Tentou-

se simplificar a estrutura de covariancias (4.7) sob o modelo saturado (4.2) conforme
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sugerido em Diggle et al. (2002). Primeiramente, nao se rejeita a hipétese de que p = 0

dado que p = 0. Portanto, ¢é razoavel reduzir (4.7) para

72 4 02 72 72 72

2 2 2 2 2

T T +0 T T

2 2 2 2 2

T T T +0 T
72 -2 -2 72 4 o2

Neste caso, estamos sob o modelo de independéncia condicional, ou seja X; = 02I,. Os
logaritmos das log-verossimilhangas maximizadas correspondentes ao modelo (4.2) sob as
estruturas de covariancia (4.7) e (4.8) sao ambos iguais a 65.5. Quando nao estruturamos
3};, o logaritmo da verossimilhanca maximizada é 67.2, indicando assim a plausibilidade da
reducao. A seguir descrevemos a estratégia da analise utilizada para simplificar o modelo

saturado (4.2) com estrutura de covariancia (4.8):

(i) Testar a homogeneidade entre os coeficientes de uniformidade para as duas escovas
nas quatro sessoes de avaliacdo (0,4 = 6,7 = 0,1 e d = 1,...,4;), ou seja, reduzir o

modelo (4.2) para
Yija = 6jdx?jdfijd; (4.9)

(ii) Testar a significancia da interacao e dos efeitos principais dos tipos de escova com

relacao aos coeficientes de placa bacteriana residual, ou seja,

501/511 - 502/512 = 503/513 - 504/ﬁ147

ou equivalentemente,

>\01 - )\11 = /\02 - )\12 = )\03 - )\13 = >\04 - )\14

/de = Bja
ou equivalentemente,

)\jd:)\ja d= 1,2,3,4, j:O,l

(iii) Ajustar o modelo que incorpora as conclusdes obtidas em (i) e (ii), ou seja, reduzir

o modelo (4.9) para

Yijd = jxfjdfz‘jda (4.10)
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Os testes utilizados basearam-se nas razoes de verossimilhancas e teste F aproximado,
ambos implementados no procedimento MIXED do SAS e discutidos na se¢ao 1.4.

Na Tabela 4.1, estao apresentadas as estimativas de MV dos parametros dos modelos
(4.2), (4.9) e (4.10) considerando a estrutura de covariancia (4.8). Para encontrar os erros-
padrao de Bij utilizou-se o método Delta (Sen & Singer, 1993). Para os parametros de

covariancia, foram construidos intervalos com 95% de confianca.

Tabela 4.1 Estimativas (£ EP) dos parametros dos modelos (4.2), (4.9) e (4.10) com estrutura

de covariancias (4.8).

Parametros Modelo (4.2) Modelo (4.9) Modelo (4.10)
Bor =exp(Ao1) 0.76 £0.04  0.74 £ 0.03 0.72 £ 0.02
Bos = exp(Ao2) 0.65 £ 0.03  0.65 £ 0.03 -

Bos = exp(hos)  0.74 £ 0.04  0.74 % 0.03 -
Bos = exp(Aos)  0.86 £ 0.08  0.78 & 0.03 -
B =exp(A11)  0.82+0.04 0.84 £0.04 0.81 + 0.02
B1o = exp(A12) 0.83 £0.04 0.83 £0.03 -
B13 =exp(A3)  0.79 £0.04  0.79 &+ 0.03 -
By =exp(A) 071 £0.05  0.79 & 0.03 -
do1 0.88 +£0.13  1.01 £0.07 1.06 £ 0.06
Soo 1.00 + 0.13 ; -
003 1.02 £ 0.13 - -
8o 0.79 + 0.21 - -
011 1.11 £ 0.14 - -
012 1.02 £ 0.17 - -
013 0.97 £ 0.21 - -
514 1.40 + 0.20 - -
2 [0.004;0.021]  [0.004;0.022]  [0.004;0.022]
o 0.013;0.022]  [0.013;0.023]  [0.016;0.028]

Tendo em vista que Bo < Bl, o modelo (4.10) sugere que a escova convencional é
mais eficaz do que a escova monobloco na manutencao da capacidade de remocao de
placa bacteriana. Como 6> 1 podemos concluir que a taxa esperada residual de placa
bacteriana pods-escovacao por unidade de indice de placa bacteriana pré-escovacao é uma
funcao crescente do indice de placa bacteriana pré-escovacao. A Figura 4.1 representa o

ajuste do modelo final.

IME-USP
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Figura 4.1 Ajuste do modelo final.
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As observacoes representadas por e referem-se as criancas que utilizaram escova do tipo

monobloco.

4.3 Diagnoéstico do modelo ajustado

Os residuos definidos no Capitulo 2, referentes ao modelo ajustado estao apresentados
nas Figuras 4.2 e 4.3.

Analisando a Figura 4.2 (a), temos indicagoes da validade da hipdtese de linearidade,
pois nao se observa nenhum tipo de tendéncia do residuo marginal conforme o valor de
Inz;;4. Uma andlise da Figura 4.2 (b) mostra que a unidade experimental #29 apresenta
um comportamento atipico comparado com as demais; tal comportamento produz uma
acentuada assimetria na distribuigao observada dos EBLUP e deve também influenciar a
estimativa de 72.

Pela Figura 4.3, nao se percebe nenhum afastamento da normalidade por parte do
residuo com confundimento minimo, indicando a plausibilidade da suposi¢ao de norma-
lidade por parte do erro condicional; duas observacgoes 12.2, a observagao referente a
segunda sessao da crianca 12, e 29.4, a observacao referente a quarta sessao da crianca

29, destacam-se perante as demais no que tange ao valor do residuo condicional padro-
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Figura 4.2 Residuo marginal e EBLUP do modelo final (4.10).
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Figura 4.3 Residuo condicional padronizado e envelope simulado com 95% para o residuo com

confundimento minimo.
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nizado; por conseguinte, tais observagoes sao consideradas como possiveis observagoes
discrepantes e influentes com relacao a estimativa de o2.

Na Figura 4.4 mostramos a alavancagem generalizada por observacao e por unidade
experi-mental para os efeitos fixos e para os efeitos fixos e aleatorios. Com base nas referi-
das figuras, as unidades experimentais #11 e #12 sao consideradas unidades experimentais
alavanca nos dois casos.

A seguir consideramos todos os tipos de perturbagao discutidos no Capitulo 3. As Fi-
guras 4.5 (a), (b) e (c) correspondem, respectivamente, aos graficos dos elementos |d,,q.|
versus observagdes (ou unidades experimentais) quando perturbamos a matriz de co-
variancias do erro, a variavel resposta e a matriz de covariancias dos efeitos aleatérios. Ja

as Figuras 4.5 (d) e (e) correspondem respectivamente, ao gréfico de C;, definido em (3.69),
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Alavanca Generalizada
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Figura 4.4 Alavancagem generalizada.
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e o grafico dos elementos de |d,,q.| versus unidades experimentais quando consideramos a
perturbagao proposta por Lesaffre & Verbeke (1998) (subsecgao 3.8.4). As Figuras 4.5 (f),

(2) e (h) representam, respectivamente, os graficos dos termos interpretéveis ||A; X ||?,

[|R|1? e || I, —RiR; ||>. Uma vez que no modelo ajustado, a matriz de covariancias intra-

unidades experimentais e a matriz de planejamento dos efeitos aleatdrios sao iguais para

~ 1
todas as unidades experimentais, entdo os graficos de ||V, [|? e || Z;Z, ||* ndo fornecem

informacoes a respeito da influéncia das unidades experimentais.
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Figura 4.5 Influéncia local.
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Pela Figura 4.5 conclui-se que as unidades experimentais #12 e #29 sao as mais influen-

tes no modelo ajustado, principalmente no que tange as estimativas dos parametros de

covariancia. As observagoes mais sensiveis a pequenas perturbacoes na variavel resposta

e na matriz de covariancias do erro condicional sao #12.2 e #29.4 que correspondem as

observagoes que apresentam, em moddulo, o maior erro condicional, concordando com o

resultado obtido por Schwarzmann (1991) no caso linear normal. A unidade experimental
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#29 é a mais influente a suposicao de homogeneidade entre as matrizes de covariancia

2 essa unidade experimental deve

dos efeitos aleatdrios; como neste exemplo, Var[d;] = 7
apresentar uma alta influéncia na estimacao de 72. Na Figura 4.6 apresentamos os valores
da distancia de Cook condicional por observacao e seus respectivos valores decompostos.
Na Figura 4.7 mostram-se os valores da distancia de Cook condicional, e sua respectiva

decomposigao, referente as unidades experimentais, conforme sugerido no Capitulo 3.

Figura 4.6 Distancia de Cook condicional por observagao.
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Figura 4.7 Distancia de Cook condicional por unidade experimental.
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Nas duas abordagens utilizadas (influéncia local e eliminagao de observagoes) destacaram-

se como influentes as unidades experimentais #12 e #29 principalmente com relacao as

estimativas dos parametros de covariancia, uma vez que o segundo termo da decomposicao

da medida de Cook condicional é que dé a maior contribuicao. A seguir descrevemos suas

caracteristicas, visando entender os motivos dessa alta influéncia.

e # 11: Essa crianca utilizou a escova convencional e apresentou o menor indice de

placa bacteriana pré-escovagao (0.60) e o terceiro menor valor do indice de placa

bacteriana pds-escovacao (0.47), ambas na segunda sessao;

e # 12: Essa crianga utilizou a escova convencional e apresentou o segundo me-

nor indice de placa bacteriana pré-escovacao (0.71) e pés-escovagao (0.39), am-
bas na segunda sessao; apresenta também um alto indice de placa bacteriana pds-
escovacao, entre as 25% contradizendo o modelo ajustado, que prever maiores indices
de placa bacteriana pds-escovacao para criancas que utilizam a escova monobloco;
essa crianca também apresenta a maior variabilidade entre os indices de placa bac-
teriana pds-escovacao e a segunda maior variancia entre os valores de indice de placa
bacteriana pré-escovacao para as quatro sessoes de avaliacao além de apresentar o

segundo menor indice de reducao de placa bacteriana (y/x);
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e # 29: Essa crianca apesar de ter utilizado a escova monobloco, apresentou todos
seus indices de placa bacteriana pds-escovacao entre os 25% menores indices, in-
clusive o menor (0.37) obtido na quarta sessdo; este resultado contraria o esperado
sob o modelo ajustado, que prever menores indices para criancas que utilizaram
a escova convencional; apresentou também dois entre os trés menores, incluindo o

menor, indices de reducao de placa bacteriana (y/x).

A seguir, estd apresentada a andlise confirmatéria, obtida reajustando o modelo sem as
unidades experimentais #12 e #29 para avaliar o impacto nas estimativas dos parametros
do modelo (4.10). Entre parénteses apresentamos o impacto percentual na estimativa do

parametro, quando eliminamos a respectiva unidade experimental.

Tabela 4.2 Estimativas dos parametros do modelo (4.10) ao eliminar as unidades experimentais
#12 e #29.

Parametros Ao A1 ) 72 o?

Modelo Completo 0.72£0.02 0.81£0.02 1.06+0.06 0.006+0.003 0.021+£0.03
Excluindo #12 0.72£0.02 0.80+0.02 1.06+0.06 0.00740.003 0.015+0.02

(0.00) (-1.23) (0.00) (16.67) (-28.57)

Excluindo #29 0.724+0.02 0.83+£0.02 1.0740.05 0.001:£0.001  0.01740.02
(0.00) (2.47) (0.94) (-83.33) (-19.05)

Excluindo #12 ¢ #29  0.72+£0.02 0.83£0.02 1.0740.05 0.003+0.001  0.012:0.01
(0.00) (2.47) (0.94) (-50.00) (-42.86)

Pela Tabela 4.2 percebe-se que as unidades experimentais #12 e #29 exercem uma alta
influéncia nas estimativas dos parametros de covariancia, por outro lado nao se detecta
nenhum tipo de influéncia na estimativa dos parametros fixos, conforme foi indicado
pelas medidas de diagndstico anteriormente utilizadas. A influéncia esperada na retirada
de uma unidade experimental é de (1/32)x100== 3,13%. Quando eliminamos a unidade
experimental #29 a estimativa de 72 decresce 83.33%, implicando uma alta influéncia da
respectiva unidade experimental na estimativa da variancia do efeito aleatorio da crianca,
conforme esperavamos segundo a Figura 4.5 (c).

No exemplo considerado, quando se excluem as unidades experimentais influentes, toda
inferéncia realizada com base na amostra completa, continua valida, indicando que o

modelo ajustado é robusto.
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Comentarios

5.1 Recursos computacionais

A difus@o do uso das técnicas de diagndstico estd intimamente relacionada com a facili-
dade em que elas sao implementadas computacionalmente. Por exemplo, para se obter os
diferentes tipos de residuos definidos no Capitulo 2 pode-se utilizar o PROC MIXED do
SAS ou a biblioteca NLME (http://nlme.stat.wisc.edu) desenvolvida em linguagem
S-Plus. Pinheiro & Bates (2000) indicam, através de exemplos praticos, como utilizar a
referida biblioteca para ajustar modelos lineares (nao-lineares) mistos e como extrair os
diferentes tipos de residuos. Com relagao ao caso ponderado (influéncia local), Verbeke
& Molenberghs (1997) disponibilizam uma macro desenvolvida no SAS para calcular C;,
Ci(B), C;(0,0%) e as respectivas quantidades intepretaveis (3.81) para cada unidade ex-
perimental. Tal macro esta disponivel na pagina: www.springer-ny.com.

Uma sub-rotina em linguagem R para calcular o residuo com confudimento minimo,
distancia condicional de Cook e respectiva decomposicao, matrix de lavancagem genera-
lizada e alguns gréficos referentes a influéncia local esta sendo desenvolvida. A sub-rotina
poderd ser obtida brevemente nas paginas www.ime.usp.br/~juvencio e www.ime.-
usp.br/~jmsinger. Os programas e o banco de dados utilizados nesta dissertagao podem

ser solicitados via e-mail: juvencio@ime.usp.br.

5.2 Pesquisas futuras

Neste trabalho, apresentamos, discutimos e propomos algumas técnicas de diagndstico
para modelos lineares mistos. Para pesquisas futuras, ainda existem tdépicos a serem ex-

plorados, como:

e Propor um grafico da variavel adicionada para efeitos aleatérios.
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e Utilizar o EBLUP com confundimento minimo como ferramenta para avaliar a su-

posicao de normalidade dos efeitos aleatorios.

e Estender as técnicas de diagnéstico aqui apresentadas para os modelos lineares mis-
tos sem se restringir ao modelo de independéncia condicional, modelos nao-lineares

mistos e para os modelos lineares generalizados mistos.

e Estudar a sensibilidade das medidas de diagndstico apresentadas, com relagao a ma

especificacao das matrizes R e D.
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Apéndice A

Expressoes do Capitulo 1

A.1 Identidades (1.9), (1.19), (1.20) e (1.23)

A.1.1 Identidade (1.9)

Pré-multiplicando (1.8)

HEE I HEH o

R 0
por RTV2@ D12 = o D2 com @ representando a soma direta [Searle et
al. (1992) e Magnus & Neudecker (1988)], obtém-se:
R'2 0 Y | RV 0 x z||n
~1/2 - ~1/2 +¢
0 D 0 | 0o D 0 —T||~
Rfl/QY T i Rfl/QX R71/2Z ,3
0 - 0 -D e
_ L B
YT = X8 +C
em que,
i} R—1/2Y . R_1/2X R—1/2Z .
o P A EEE
R'2 0 IR O || R 0 )
Var[(] = [ 0 D ] o o D 0o D\ =0T oq4n
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A.1.2 Identidade (1.19)

Considerando que R™' — M = R™'ZC'Z"R™, (1.14), (1.16) e (1.18), entao

X'R'XB+X 'R 'Z¥

+

I |

A.1.3 Identidade (1.20)

DZ"M

Note que (A.2) segue de (1.12).

A.1.4 Identidade (1.23)

Lembrando que

EY'QY]

X'R'XB+X R 'ZC'ZTR V(Y — XP)
X'"RY Y -M'QY)
X'R'ZC'Z'"R'M'QY
X'"R'M (M -Q)Y
X"(R'-M)M'QY
X'R'M'M-Q+QY -X'QY
X'R'M'MY =X"R'Y.

DZ'(R'-R'ZC'Z'R™)
D(C-Z'R'Z)C'Z'R

DD 'Y)C'Z'R! (A.2)
C'Z'R.

FE [tr(Y'QY)]
E[tr(QYY )] =tr(E [QYY)). (A.3)

Levando em consideragao (1.2) e (1.16),

FE[QYY']

+

QXE[BB'] X'

Q(ZE '] Z" + E [ec'])

’Q(ZDZ" + R) =’QM ™’

o* |1, - MX (X MX) "' X7| (A.4)
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Substituindo (A.4) em (A.3), temos
BEYTQY] = or|I,- MX (X MX) ' X|
= o*(nlr) - [ [ MX (X MX) ' X7||)
= o (n- |o[(x"MX)" XTMX]|)
= o (n-ti(I) = P —p).

C
A.2 BLUE e BLUP
Por (1.10), tem-se:
X'"R'XB+X R'Zy=XR'Y (A.5)
Z'R'XB+(Z'R'Z+D "“V49=2ZRY. (A.6)
Por (A.6),
5=(Z"R'Z+D ") 'ZTR (Y - XB). (A7)
Substituindo (A.7) em (A.6),
X'R'XB+X'R'Z(Z'TR'Z+ D) Z"R"! (Y . Xé) — X"R'Y.
Reescrevendo & equagao acima e considerando (1.11) temos
X'MXB = X'MY. (A8)

Uma vez que X é posto coluna completo e M ¢é positiva definida, implicando que

X "M X é nao singular; por conseguinte, o BLUE de 3 ¢ dado por
B=(X"MX) XMy = (X'V'X) ' XVy.

Substituindo (1.13) em (A.7)

(ZTR'Z+D Y 'ZTR (Y - XP)
- C'Z'TR(Y - XB).

2)
|
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A.3 Propriedades do BLUE e BLUP

Propriedades de 8 e ¥, sio dadas em Henderson (1975), McLean et al. (1991), Robinson
(1991), Searle et al. (1992), McCulloch & Searle (2001), etc. Dentre elas convém destacar:

1.

Var[f] =0 (X TMX) ;

Na classe dos estimadores lineares, o BLUP 4 maximiza a correlacio entre v' e

qualquer outro preditor v*, cujo valor maximo € p(,v g);

. Se K3 é estimavel sendo K um vetor n x 1 conhecido, entdo o BLUE de K'3 é

K'B;

ERx/A =

~

1

. Var[y — ] =0 [D - DZ'QZDJ;

Cov[B3,7] = 0;

Cov[B,5 —~] = —Cov[B,7] = —0* (X TMX) ' XTMZD.
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Apéndice B

Expressoes do Capitulo 2

B.1 Identidades (2.5), (2.6) e (2.7)

Sob a validade do modelo (1.2) e considerando a propriedade (1.16), temos

E=Y-XB = (I,- X(X"MX)"'X"M)Y
= (I, - X(X'MX)"'X"M)(XB+¢)
= (I, - X(X"MX)'X"M)¢

= (- X(X'MX)'X"M¢,

X
X

ZN=ZDZ'QY = ZDZ'Q(XB+ Zv+e¢)
ZDZ'QZ~+ZDZ' Qe

>

Il
Y,
O
|-<

Il

RQ(XB+ Z~v +e)
— RQZ~ + RQe.

B.2 Identidades (2.16) e (2.17)

Considerando a decomposigao (2.14) e (2.15), temos
e = n,PK]R "¢ ="K R '?RQY

= =, '’K]KINK 'R 'Y
= JmK/R'?Y



B.2 Identidades (2.16) e (2.17) 63
€
Cov[l]&,1;¢] = o°1] RQRI;
= ¢l RV’KTIK ' Rl
= o', ’K]R*RVKIK "=, *R'?K,
2
- . _K/KIOK'K,
T
= 0-251'1"
|
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Apéndice C

Expressoes do Capitulo 3

C.1 BLUE (3.4)

Considerando X = [X1:X 5], no modelo (3.2), tal que posto(X )=p=p; +ps=posto(X;)
+posto(Xs), tem-se [Searle et al. (1992, p.450)]

~1
_ X/MX, X/MX A B’
(XTMX) = | DL LR o . I PR (eR )
XJMX, X]MX, B (X]Q,X,)
Ccom
B=—(X]Q,X,) X]MX, (X MX,) . (C.2)
Por (1.13) tem-se que
. [ B . A BT x]
B - |7 (XTMX) ' X MY = . . L My
| B, B (X,Q,X:) X,
[ AX| +BX,
= S . | MY. (C.3)
| BX, +(X,Q,X,) X,

Portanto, considerando (C.2) e (C.3) simultaneamente, obtemos
B, = (X]QX;) ' X] (M- MX, (X]MX))' X[M)Y
-1
= (X;Q:X:) X;Q,Y.

C.2 Foérmula de atualizagcao do BLUP (3.9)

Por (1.21) temos que 4 é dado por:
5 = DZ'M (Y . XB)
— DZ'M (Y X8, — X2BQ>

— DZ'M (Y - X, (Bl -~ 3(1)) ~ X8, - X2B2> , (C.4)



C.3 Identidades (3.10) e (3.11) 65

considerando (3.7) em (C.4),

7 = DZ'M (Y - X\3))
+ DZ'M (X, (X[ MX\)" X MX.8, - X,)
= %+ DZ'M (X, (X]MX,)” X[ M - I,) X,
= J,-DZ'Q,X.B,.

Desta forma,

’/7\’ - %0 = _DZTQ1X2BQ- (C-5)

C.3 Identidades (3.10) e (3.11)
Por (1.11), (1.14) e (1.18) temos

QY = M(Y-XB)=(R'-R'ZC'ZTR ) (Y — XP)
= R “'ZzC'ZTR (Y — X33)
-1

Y - X8 -R
= R Y -XB)-R'Zy=R (Y - XB- Z7). (C.6)

Analogamente, tem-se que

M2Q,Y = MY — X,B3,) = M~ YV?R™ (Y — X8, — Z7") (C.7)

M2Q, X, =M (X, - X,8,) = M '?R (X, — X8, — Z3*).  (C.8)

C.4 BLUE e BLUP do modelo (3.22)

Fung et al. (2002) [Teorema 2, quando desconsideramos a fungao nao-paramétrica f e
o processo estocastico U(t)] demonstraram este resultado quando o conjunto I tem uma

tunica observacao. Hilden-Minton (1995) apresenta a seguinte prova heuristica.
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C.5 Identidades (3.26), (3.27), (3.28), (3.29) e (3.30) 66

Considere que [X:U;] tem posto completo no modelo (3.22). Pertubando o vetor de

variavel resposta do conjunto I da seguinte forma
Y(w)=Y +Uw,
obtemos o seguinte modelo
Y(w)=XB+Zy+U;¢; +e, Yw, (C.9)

em que B e 7 , bem como seus respectivos BLUE e BLUP, sao idénticos a do modelo
(3.22), pois reparametrizando ¢; = ¢; + w em (C.9) obtém-se (3.22). Deste modo, o
BLUE de 3 e o BLUP de 7 do modelo (3.22) independem das observagoes (y;)ics, ou seja,
podemos interpretar as estimativas de B e v do modelo (3.22) como sendo as respectivas

estimativas do (1.2) quando eliminamos as observagoes do conjunto I. m

C.5 Identidades (3.26), (3.27), (3.28), (3.29) e (3.30)

Por (3.23) tem-se diretamente que

-~

Varlp,] = (U/QU,)  U[QVQU,;(U[QU,)"
— S (UJQU,) ' UIQM'QU, (UJQU,)™
— 2 (UIQU,) " (UJQU,) (UTQU,)™"
- 2 (UjQU,) ", (C.10)

que prova (3.26). n
De forma semelhante, para provar (3.27), basta considerar (3.24) e (C.10) pois

-~

Var[B — Bwl = (XMX)™" X MU Var[¢,JU] M X (X"MX)
— @ (X'MX) ' X"MU,(U;QU,)  U/MX (X' MX) .

|
Analogamente,
Var[y — 3] = DZ' QU Var|$JU] QZD
— ¢’DZ'QU, (UJQU,)”' U] QZD. (C.11)
]

Nobre, Juvéncio S. IME-USP



C.5 Identidades (3.26), (3.27), (3.28), (3.29) e (3.30) 67

Por (1.13), (3.23) e (3.24) temos
Bon=(X"MX)"' XM (In ~U, (UjQu,)™ UIQ> Y = WY,
com W = (X"MX) "' XM (I, - U, (UQU,) "' U,Q). Portanto,
Var[B )] = WV W', (C.12)

Considerando V' = 0>M e as propriedades (1.15) e (1.16), temos por (C.12) que

VarB )] = o> (X'MX)"
+ 2 (X"TMX) ' X"MU,(UQU,) U MX (X'MX)"
= Var[8] + Var[B(I) - 3. (C.13)
]
Por (3.25) tem-se que
3 -%n=DZ'QU,(UQ,U;) U,Q,Y, (C.14)
por outro lado, considerando (1.21)
¥y-~v=DZ'QY —~. (C.15)
Como ¥y =y =~ — 7+ (¥ — ), temos
Var[y ) —v] = Var[y) — 7]+ Var[y — 4]
+ Cov[yy =77 =)+ Cov[yy) — 7,7 — AT (C.16)

Mas, por (C.14) e (C.15)
Cov[A ) — 7.7 — 7] = Cov[-DZTQU, (U] Q,U;) ' U[QY,DZ' QY —~],(C.17)
usando o fato de que o operador Covl|,] é bilinear tem-se que (C.17) fica dado por
Covliy ~7.7 -7 = -DZTQU:(U[Q,U:) U[Q{V (QZD)
—Cov|Y,v]}. (C.18)

Considerando as suposigoes referentes ao modelo (1.2) tem-se que Cov|[Y,v] = 02Z D.

Logo, lembrando (1.15), (C.18) pode ser escrita como
Covi) —7.7 - = —o*{DZ'QU,(UJQ,U;)  U]QM™'QZD
-DZ'QU, (UJQ,U,) 'UQZD)
- —o¥{DZ'QU,(UJQ,U,) ' U;QZD
-DZ'QU, (U[Q,U,) ' U]QZD}
= 0 (C.19)
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Usando (C.19), a propriedade 5 do BLUP (veja apéndice A.3 ) e (C.12), temos
Vary ) —v] = Var[y —~]+ Var[y — 7,
— ¢{D-DZ'QZD+DZ'QU, (UJQU,) U] QZD)C.20)

C.6 Decomposicao da medida de Cook condicional

(3.37)

Considerando Pj(;) definido em (3.36) tem-se que

PloPjoy=B-B8)"X]X;8-B)+F-70) 2] Z;7; - 7,u) +
208 B8)"X]Z;7;, - 7,,) (C21)

Somando (C.21) para j = 1,2, ...c, obtém-se (3.37). n

C.7 Identidade (3.43)

Considerando o item (2) da Proposic¢ao (2) de Christensen et al. (1992), tem-se que

(XpHViyXe) '=XVvix)™! [I +xE (XTVIX) (s — Ei)} , (C22)

com as respectivas matrizes e vetores definidos na secao 3.5. Desta forma,

£ = o AXTVIX)AX VX)) I, + &@, (X VX)) (s — hy)) — p‘

= |o{r e(@E] (X TV X)) (s R

= |trf{z (XTVviXx)! z}/(Sz—Ez)

h;
S; — Ez

(C.23)

|
C1—hy)

C.8 Derivadas (3.55), (3.57) e (3.57)

Seja A uma matriz n X n simétrica positiva definida e ¢ um escalar, entao [Searle et al.

(1992)]

OA~! 0A
= A=
ot ot

Al (C.24)
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C.8 Derivadas (3.55), (3.57) e (3.57) 69

oln|A| L0A

Derivando a log-verossimilhanga perturbada (3.60) com respeito a 3 obtemos

ONw)

= X"V(w)"HY - X13), (C.26)
e
derivando (C.26) com respeito a wy, e calculando em w = wy e Y = 1,//; obtém-se
2\
TAw) = XDy (C.27)
OWLOB |y p=bp

Usando os resultados (C.24) e (C.25) tem-se que (Vi =1,...,1)

)\ 1 oD
8(91;) - —itr{V(w)IZagiZT}
+ %(Y - XB)TV(w)‘lng; Z'V(w)"H(Y - XP) (C.28)
€
)\ 1
W) V) Aw))
bOLY - XB) TV (w) Aw)V (w) (Y~ Xp). (C.29)
Derivando (C.28) com relagao a wy temos
PANw) 1 [(oV(w)' oD -
- xp) V08 gy - x)
1,0D _+0V(w)!
+ (1/2)(Y — XB) "V (w) 12(% z' o (Y — XB)
1, _(oV(w)' oD -
- 5“{ w206, 2 }
OV (w)™' oD
+ (Y -XpB)" (;ZZ Z 9, Z'V(w) (Y - XB). (C.30)

Calculando (C.30) em w = wy e Y = 1 obtém-se (Vi=1,..,1)

O*AMw)
awk892

1 . .
=3 {tr [DkZDiZT} . ZfTDkZDZ-ZTf“} . (C.31)

w=wo;p=1

Nobre, Juvéncio S. IME-USP



C.9 Identidade (3.58) 70

Uma vez que V(w) = o?A(w) + ZDZ". Portanto,

—1 -1
IV (w)"ANw) _ 0V(w)™ oo+ (C.32)
owy, Owy,

Por outro lado temos também (considerando C.24 e C.32)

OV (w) "A(w)V(w)™' IV (w)™! . . oV (w)~!
Jur = " om Aw)V(w)™ + V(w) A(w)—awk
+ V) 22y ) (C.33)

Derivando (C.29) com rela¢do a wy, considerando (C.32) e (C.33) e calculando em

w=wye Y= @, percebendo que A(wy) = I,,, obtemos

A 1 ~ .
ON(w) S {&*%r [DkZDZT} % DV it &*2f'TDkf'} . (C.34)
Owpdo? w=wo; =1 2
Por (C.27), (C.31) e (C.34) mostram-se os resultados (3.55), (3.56) e (3.57). .

C.9 Identidade (3.58)

Por (C.24) temos

_ V() 0Aw)

D
F (9wk 8wk

V—l
avaliada em w = wq; ¥ = 17) Notando que %\g:’)

a uma matriz A = (0;50)ij, com 0;; = 1 se ¢ = k e zero em caso contrario, o resultado

calculada em w = wg; Y = 17) é igual

segue. ]

C.10 Matriz (3.61)

Derivando (3.60) com relacao ao vetor de parametros 3 tem-se

A
%;”) = X"V (Y +sw— Xp). (C.35)
Derivando (C.35) com respeito a w' e calculando essa derivada em w = wg e 9 = 17)
obtemos
O*AMw) ~ 1
=sV X. C.36
aw—ralg ’w:wo;sz ’ ( )
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C.11 Derivadas (3.64), (3.65) e (3.66) 71

Considerando o resultado (C.25) tem-se que (Vi =1, ...,1)

1 D
Nw) _ —(Y + sw — Xﬁ)TV*lza—ZTV*l(Y +sw — X0) + k. (C.37)
Derivando (C.37) com relacdo a w e calculando essa derivada em w = wg e ¢ = 1,7)
obtemos
2 A~ — .
O Nw) — sV ' ZD,ZTV ', (C.38)
0w891 S *@
w=wo;h=
Analogamente ao caso anterior temos
A 1
aa(’f) = 5(Y +sw—XB)' VIV Y +sw— XB) + k. (C.39)
o
Derivando (C.39) com relagdo a w e calculando essa derivada em w = wg e ¢ = P
obtém-se
2 o~ — o~ —
I Mw) — sV VR (C.40)
dwdo? w=w;0=b
05
Por (C.36), (C.38) e (C.40) segue o resultado (3.61). .

C.11 Derivadas (3.64), (3.65) e (3.66)

Derivando a log-verossimilhanga perturbada (3.62) com respeito a 3 obtemos
o\ -
% =-> X/Viw) ;. (C.41)
i=1

Derivando (C.41) com respeito a wy, e calculando em w = wq e P = 1 obtém-se

82)\(11)) 751 ~ TS5
— =X,V, 2,.GZ,V : C.42
0Wi0B | ity kVie 254V Tk ( )

Usando os resultados (C.24) e (C.25) tem-se que (Vj =1, ...,1)

Nw)  wy o, 0G o
5 = izltr{vl('w) Zi— 7,

L7 1, 0G 1 -1

ag((::) - —% {;tr{wa)‘l}—2rfvi(w)—lvi(w>—1m}. (C.44)

Derivando (C.43) e (C.44) com relagao a wy e calculando em w = wg e ¥ = ;b obtém-se
(3.65) e (3.66). "
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C.12 Identidade (3.70)

-
U
Note que C; = —2dZTHTi_1HdZ~. Como d; = Pa, com P = : representando
ol
uma matriz ortogonal e @ = (vy;, - - - , v). Usando resultados matriciais [Morrison (1976)],
temos
C; = —2a'P"H'L 'HPa
= 2a'diag(\i,- -, \)a
= 2) vl (C.45)
j=1
n
C.13 Matriz Hessiana
Temos que
’L(y)  O’L(¢)
FL) _ | 9pTop  0(0")TB
POy FL(p)  PL) |’
oBTo0* 0(67)T00"
com a log-verossimilhanga L(1p) dada por (3.52). Tem-se que (i,j =1,...,0 + 1)
L
0 8(;) X'V (Y - XpB), (C.46)
agéff’) —% {or(vV) = (v - X8 VIVV Y - XB)}, (C.47)
2
L
0 T(w) - X'V1x, (C.48)
0B 0B
0’L(v) 17 ]
-X ; Y - X 4
00703 VvV B), (C.49)
*L(9) 1 -1y, vy, vy B Tv-v v-lv v-lv
50 90" 2[tr(V V,V7V,-V7V,,)-2Y - XB) V'V,V ' V,V (Y - X03)
79U,
Y -XB8) 'V 'V,V (Y - XP)], (C.50)
(C.51)
. . 2 ..
comV,; = 8_V eV = nd Para encontrar L basta calcular todas as derivadas acima

00 00;00;
noEMVzZ?eemw:wo.
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Considerando a reparametrizagao utilizada por Lesaffre & Verbeke (1998) para o caso

em que G é nao estruturada, temos [ = ;] + ¢. Denotando os parametros da diagonal

principal de G por ggi, todas as derivadas parciais de primeira ordem que envolvem g,
ou as derivadas parciais de segunda ordem que envolvem exatamente um elemento da
diagonal de G, devem ser multiplicadas por v/2. J4 as derivadas de segunda ordem da

log-verossimilhanga com respeito a gi € g;;(7,k = 1,...,1) devem ser multiplicadas por 2.
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