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Resumo

Nosso trabalho considera o processo de exclusao simples do vizinho mais proximo evoluindo com
taxas de salto aleatérias § = {3, : * € Z} . Demonstramos o limite hidrodinamico deste processo.
Este resultado é obtido através do limite hidrodinadmico do processo de exclusao onde as taxas de
salto {8, : * € Z} sao substituidas pelas taxas {c; v : © € Z} que tem a mesma distribui¢ao que
{Bz :x € Z} para cada N > 1.

Fazemos algumas suposi¢bes no meio ¢y e consideramos que as particulas estao inicialmente
distribuidas de acordo & medida produto de Bernoulli associada a um perfil inicial pg : IR — [0, 1].

Palavras-chave: limite hidrodinamico, meio aleatério, sistemas de particulas.
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Abstract

Consider a Poisson process with rate equal to 1 in IR. Consider the nearest neighbor simple
exclusion process with random jump rates § = {8, : * € Z}, where §, = A, A > 0 if there is a
Poisson mark between (z,x + 1) and (3, = 1 otherwise. We prove the hydrodynamic limit of this
process. This result follows from the hydrodynamic limit in the case that the jump rates {3, : = € Z}
are replaced by an array {c; y : * € Z} having the same distribution for each N > 1.

Keywords: hydrodynamic limit, random environment, interacting particle system.
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Capitulo 1

Introducao

Passeios aleatérios em meios aleatérios tem sido muito estudado nos iltimos anos. Nosso trabalho
considera o processo de exclusao simples do vizinho mais préximo evoluindo num meio aleatério que

chamaremos de 3. Isto é:

Considere um processo de Poisson com taxa 1 na reta IR. Vamos denotar suas marcas por
e Ve < Y1 < <Y1 <0< < <

Considere o processo de exclusao simples com taxas = {, : * € Z}, onde B, = \,A > 0
se existir uma marca de Poisson entre (z,z + 1) e 3, = 1 caso contrario. Denotamos por 7 as
configuracdes em {0, 1}Z tais que n(x) = 1 se o sitio  estd ocupado e n(z) = 0 caso contrario. Com
taxa [, os valores das varidveis n(x) e n(z + 1) sdo intercambiados.

Dada uma fungao f cilindrica e um campo aleatério 8 = {3, : * € Z}, o gerador L do processo
pode ser escrito como:

Lf(n) =) Be{f(e™" ') = f(n)}, (1.1)
x€Z
onde %% 1y é a configuracdo obtida de 1 ao intercambiar as varidveis n(z) e n(x + 1), isto é,
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2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

n(z+1) sey=u,
J$7$+1n(y) — 17(3;) sey=ux + 1’
n(y) caso contrario

O resultado principal neste trabalho consiste na demonstracdo do limite hidrodinamico deste
processo.Enunciaremos este resultado na sequéncia.

Vamos substituir as taxas de salto {8, : © € Z} pelas taxas cy = {cu v 1@ € Z}, N > 1 que
tem a mesma distribuigao que {8, : © € Z} para cada N > 1, e a partir do limite hidrodindmico
obtido para este processo vamos obter o limite hidrodinamico ” annealed” para o processo de exclusao
em {0,1}Z tal que com taxa (3, os valores das varidveis n(z) e n(z + 1) sdo intercambiados.

A seqiiéncia {c; y : ¢ € Z} é construida da seguinte maneira:

1
- N{W(E) - W)}

Cy,N

onde W : IR — IR é definida como
1 1,
W(ﬁ) =57 U(’f)(x - N) j;o Loy ieok/Ny

eo(k)=1sek>0eo(k)=—-1sek<O.

Assim, a seqiiéncia {c; v : * € Z} definida como funcao de W tem a mesma distribuigao de
{Br 1w € Z}.

Portanto, o processo que iremos estudar se comporta da seguinte maneira: Seja x € Z e N inteiro
positivo, consideramos o processo de exclusao simples do vizinho mais préximo onde uma particula
que estd em x (respectivamente z + 1) vai para z + 1 (respectivamente x) com taxa ¢, y = N? se
nao houver marca de Poisson entre os sitios x e x + 1, e caso contrario salta com taxa c; v = AN,
para algum A\ > 0.

Sob algumas suposicoes no meio ¢y provamos que se as particulas estao inicialmente distribuidas
de acordo com a medida produto de Bernoulli associada ao perfil inicial pg : IR — [0, 1], entao o perfil
de densidade,p = p(t, x), evolui como a solugao da equacao de difusdo com fronteiras

Op = Ap nos intervalos (v, vj+1)
p(t,vi+) = Ouplt,vi—)
8xp(t77j+) = A[p(tvﬁyj_) - p(t>7j+)]



onde Ap é o Laplaciano de p.

Este resultado permite, entre outras coisas, uma aplicacao no estudo da formacgao de conglom-
erados no nosso processo. Especificamente, apresentamos uma cota superior e uma inferior para a
distribuicao do que chamamos de tempo de escape da particula na origem. Mais precisamente, dado
que consideramos um perfil inicial onde, com probabilidades altas as particulas sao posicionadas
nos sitios —j,—j + 1,...,7 — 1,7 , j inteiro positivo e com probabilidades préximas de zero fora
desses sitios, determinamos uma estimativa da distribuicao do tempo em que a particula que estd
inicialmente na origem consegue se movimentar pela primeira vez.

Alguns resultados existentes na literatura serdo necessdrios para o desenvolvimento de nosso
trabalho, que serao referenciados ao longo do texto como Resultados, em quanto que as nossas
contribuicoes serao referenciadas como Lemas, Proposigoes e Teoremas.
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Capitulo 2
Limite Hidrodinamico

Considere o espaco quociente II'y = Z /NZ, onde N é um inteiro positivo. Os pontos de II'y
serao representados pelas letras x,y,z. Considere um processo de Poisson com taxa 1 na reta IR.
Vamos denotar suas marcas por ..., v—p < Yont1 < ... <71 <0<y <7 <...

A dinamica que iremos estudar é um processo de exclusao simples evoluindo em Z que pode ser
descrito informalmente como segue. Denote por 7 as configuracoes de {0, 1}Z tais que n(x) =1 se o
sitio  estd ocupado e n(z) = 0 caso contrario. Se nao existir uma marca de Poisson entre os sitios +
e ’”T‘H a particula se comporta como um processo de exclusao simples simétrico evoluindo com taxa
N?; caso contrério, com taxa AN, A > 0, os valores das varidveis 7(z) e n(x + 1) sdo intercambiados.
O principal objetivo é descrever o limite hidrodindmico do processo.

Utilizaremos as seguintes notagoes: dado um intervalo I C IR, D(I,IR) indicard o espago das
fungbes f : I — IR tais que os limites laterais f(z+) e f(z—) existem e f(z+) = f(z), para cada
x € I, munido com a métrica de Skorohod (veja defini¢do a seguir); estas fungdes sdo importantes
no estudo de processos estocdsticos que admitem ou requerem saltos. ID(f) indicard o conjunto das
discontinuidades de uma funcao f: I — IR e f~! indicard a inversa de f, definida por

FHy) =sup{z e I: fz) <y}

Finalmente, para x,y € IR, o maximo e o minimo entre x e y serao indicados por z V y :=
maz{x,y} e x ANy := min{z,y}.

A métrica de Skorohod dg em D(I, IR) é apresentada na seguinte defini¢ao:

5



6 CAPITULO 2. LIMITE HIDRODINAMICO

Defini¢ao 1 Para f,g € D(I,IR), a métrica no espaco D(I,IR) é dada por

ds(f,9) = ntlo() v [ € a7, .5, 0)dul
0

onde
a(s) — a(t)

1
o8 s—t

¢(a) = sup
s>t>0

’<oo

d(f,g,c,u) = Sup q(f(t Au), g(a(t) Au))

com a: [0,00) — [0,00) fungdo (estritamente) crescente e q a métrica definida por q(x,y) = min{|z—
yl, 1}

Da definigao acima temos que duas trajetérias na topologia de Skorohod estao préximas se em
qualquer intervalo de tempo limitado, estas trajetérias estao uniformemente préximas depois de uma
pequena distorcao a no eixo do tempo. No subespaco de fungbes continuas, convergéncia na métrica
dg, é o mesmo que convergéncia uniforme nos intervalos compactos.

Definigao 2 Considere um movimento Browniano B(t,w) definido num espago de probabilidade
(X, B, IP). Definimos o tempo local L : IRT x IR — IR" por

t

/1{3(3, Ve Adds = /L(t,x)d:v

0 A

para todo conjunto de Borel A C (—o0,00) e todo t > 0. Isto €, o tempo local é uma medida de
quanto tempo B(s,.) permanece no conjunto A no intervalo de tempo [0, t]

Por simplicidade, escreveremos B(t,w) = B(t). Para todos os processos definidos na seqiiéncia
deste trabalho, que sdo fun¢do do movimento Browniano B(t), usaremos esta mesma notagao.

Considere a fungao de salto W : IR — IR definida por

k k 1 1.
W(ﬁ) =5 U(k‘)(x - N) ]Z; 1o el0.6/N7}

onde o(k) =1se k> 0e o(k) =—1 caso contrario.



Fixe N > 1,2 € Z e uma realizacao de WW. Considere o passeio aleatério Xy (¢, z) definido nos
inteiros comecando no ponto x que salta de x a x+1 e de z+ 1 a z com taxa N? se ndo houver uma
marca de Poisson entre x e x + 1. Caso contrario salta com taxa AN. O gerador deste processo, para
f cilindrica, é dado por

(Lnf)(/N) = N2con{f(z+1) = f(2)} + N2co i n{f(z = 1) = f(2)} (2.1)
onde

1
- ON{W(E) - W)}

Cy,N (2.2)

Por simplicidade omitiremos a dependéncia de N em ¢, n e escreveremos c,,.

Vamos descrever o comportamento assintético deste passeio aleatério e, para isto, alguns resul-
tados obtidos por Stone [16] (1962) serao tuteis:

Seja v a medida de Lebesgue em IR. Considere a medida v 1{E} := vg, para E de Borel, onde
E¢ = { (W (%) W (%)) : existe pelo menos
r—1 =z
~ N
A medida vg tem suporte, denotado por supp(vg), dado por

supp(vg) = {W(z), W(z—) : z € IR}

uma marca de Poisson no elo (

onde W(xz—) := lim W(y). Para cada u € supp(vg) e t > 0 definimos

y—z—

pltlu,ve) = [ Lty = wos(dy),
R
gp_l(t|u, vg) = sup{s > 0: p(s|lu,vg) < t}

Z(tlu,vg) = B¢ (tlu,vg)) + u.

Observagao: Para toda func¢do f continua em IR com suporte compacto, temos

b wW—1(b)
/ fu)vg(du) = / f(W (2))de.

W=1(a)
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Considere as seguintes definigoes

Definicao 3 Seja X (f) = f(t) para f € D(]0,00), M), onde IM ¢é um espago métrico separdvel.
Considere o processo de Markov Py, onde {Py : x € IM} sao as medidas de probabilidade no espago
D([0,00),IM). Para g mensurdvel e limitada em IM, seja S(t)g(z) = IE*g(X;). O processo P, é
dito processo de Feller se S(t)g € Cy(IM), para todot >0 e f € Cp(IM).

Definicao 4 Considere o processo de Feller P, definido acima. Vamos definir a propiedade forte de
Markov. Seja T : D([0,00), M) — [0,00] um tempo de parada com respeito a filtragio Fy = o(X5 :
s<t), edefina 0.f(x):= f(r(f) +x). Py é fortemente Markov se e somente se

Px[a;lALFT](f) = Pf(T)(A)

para Py-quase toda f tal que 7(f) < oo, para todo x € IM e A € F.

Temos que, para cada u € supp(vg), ¢(t|u,vg) é ndo decrescente e continua em ¢, estritamente

1 ¢ uma funcdo nao decresecente continua & direita com limite

positiva para t > 0. A fungéo ¢~
A esquerda e p 1(0,u) = 0. Como funcio de t o processo Z = {Z(tlu,vg) : t > 0} é continuo a
direita com limite & esquerda, definido no mesmo espago do movimento Browniano B(t), o espago
(supp(vg), B, IP). Além disso Z é um processo forte de Markov com espago de estados supp(vg) e
estado inicial u. Como o supp(vg) é um conjunto enumeravel, entdo Z é um processo de nascimento

e morte.

Para N > 1, seja vy = % > dw (z/N); N coloca uma massa de % em cada ponto W (z/N).
<y A
Observe que vy converge fracamente para vg, pois A}im [ fdun = [ fdv 1{E}.
—00

Como conseqiiéncia dos resultados de Stone (1963)[16] temos que se {u; }icz é uma seqiiéncia de

numeros reais estritamente crescente tal que lirin u; = £00 e definimos v = ) w;d,, onde {w;}icz
1— 100 icZ

sao pesos fixados. Entao Z(.|uj,v) é um passeio aleatério a tempo continuo em {u;}icz comecando
em u;, e dado que estd na posicao u;, salta para u;_1,u; 41, respectivamente, com taxas

1 1
e
w; (w; — wi—1) w; (Wip1 — u;)

Pela definigao de vy e pelo resultado, acima o passeio aleatério Xy (., x)/N tem a mesma lei que
o processo W= Z(|W (z/N),vn)).



Para todo z € IR, seja

Yu(t,z) = W1 <Z <t|W ([%ﬂ) ,UN)>

onde [xN] é o maior inteiro menor ou igual a xN. Segue que

Xn (. [2NT)

N tem a mesma lei que Yyn(.,z)

para todo N > 1.

Observacao: Uma medida p é dita uma medida de Radon se todo ponto do espago da medida
tem uma vizinhanga com medida p finita, e se a medida do conjunto A, u(A), pode ser aproxi-
mada por subconjuntos compactos mensuraveis {K, : n > 1}. Isto é : u(A) = sup{u(K,)|K, C
A compactos}.

O seguinte resultado foi obtido por Stone [16] (1962)

Resultado 1 Seja {jn }n>0 uma seqiiéncia de medidas e p uma medida de Radon em IR com suporte

nao limitado nem por baizo nem por cima, tais que

® [, — i fracamente

o sey, € supp(un) € uma seqiiéncia convergente quando n T 0o, entdo limptoo Yn € supp(p)

Seja xy, € supp(p) uma seqiténcia convergente com limpyoo p, = x. Entdo

Jim, ds(Z(.|zn, pn), Z(Jz, 1)) =0 pg.c (2.3)

Temos que supp(vy) consiste dos valores de W(x/N). Sejayy = W([uN] /N). Como W ([uN] /N) —
W (u) na métrica dg quando N — oo; existe uma seqiiéncia de func¢oes continuas hy : IR — IR tal
que, para todo conjunto K C IR compacto, temos:

lim sup |u — hx(u)] =0
N—ooyeK

lim sup |[W([ulN]/N)—W(hy(u)) =0.

N—ooyeK
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Isto implica que yy — y, onde y = W (u) ou W (u—), e portanto y € supp(vg).
Dado que limyjo W([zN] /N) = W(z) e que vy converge fracamente para vg, segue do Resultado
1 que, com probabilidade 1,

dim ds(Z(|W([2NT/N), vn), Z(|W (x), v1{E})) = 0.
Considere agora o processo Y (t,z), com t > 0 e x € IR definido por:

Y(t,x) = W Z@t|W(z),v1{E})).

Segue também de [15] que para todo x € IR, com probabilidade 1,
A}im ds(Yn(,,z) =Y (.,z)) =0.

Além disso, Y(.,z) tem trajetérias continuas quase certamente e, para todo x € IR e T > 0, com
probabilidade 1, temos

lim sup |Yn(t,z)—Y(t,z)] =0.
N—oog<t<T

2.1 O Processo Z(t|u,vg)

Como definido anteriormente,
Z(tlu,vr) = Ble™ (t,u,vE)) +u

tem espaco de estados supp(vg) = {W(z), W(z—) : € IR}. Um dos objetivos aqui é descrever como
sdo as fungoes que pertencem ao dominio ng do gerador do processo Z. Para isto vamos descrever
o gerador Egv do processo Z:

Seja {S(t) : t > 0} o semigrupo de Markov associado a Z(t|u,vg), isto é, seja

S(t)f(u) = E[f(Z(tu, vg))],

para f funcgao real, continua, limitada em {W(x),W(z—) : x € IR} e tal que, para todo € > 0,
a funcdo f tem mddulo menor que € fora de um subconjunto limitado F' do espago de estados de
Z(t,u,v1{E}).
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Vamos denotar por
C(A) ao espago de fungoes reais continuas em A,
Cy(A) o espago de fungoes reais continuas e limitadas em A,
C.(A) o espago de fungoes reais continuas em A com suporte compacto e

Co(A) o espago de fungoes reais continuas, limitadas em A, tais que para todo € > 0 a fungoes ten-
ham maédulo menor que € fora de um subconjunto limitado F' C A (fungdes que se anulam no infinito).

Considere a fungao de densidade de transi¢ao p do Processo de Markov Z(t|u,vg) definida em
(0,00) x supp(vg). A seguir, coletamos alguns resultados relacionados com processos de Markov,
que serao utilizados na sequéncia. A demonstracao desses resultados pode ser vista em Petr Mandl
(1968) [17].

Para u € supp(vg) e § > 0, p satisfaz as seguintes propriedades:

1. lim¢! [1 - p(t,u,w)vE(dw)] =0

=0 lu—w|<d

2. limt™' [ (w—uw)p(t,u, w)vg(dw) = b(u)
t=0 |lu—w|<d

3. %in(l) =t [ (u—w)?p(t, u, w)vE(dw) = 2a(u)
- |lu—w|<d

4. Para toda funcgao f € Cy(supp(vg)) e com segunda derivada continua,

lim ¢! [/ fw)p(t, u, w)ol{E}(dw) — f(u) | = au) f”(u) + b(u) f'(w),

t—0

onde a e b sdo os coeficientes de difusao e o drift, respectivamente.

Comparando a defini¢ao de gerador com o item 4 acima, tem-se que, num processo satisfazendo
as condicoes 1,2, e 3, existe uma estreita relacao entre o gerador Eﬁ, e o operador diferencial
d? d d d

a(u) gz oW =g
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Sejam f, g € Cy(supp(vg)) tais que

glu) = - Fu) = Ly ()
Entdo, .
://g(a)UE(da)dw+f(0)+Uf/(0)‘
34
Segue que

u w

://g Jug(da)dw + ¢+ ue, (2.4)
0

onde na equagao acima ¢ = f(0) e e = f/(0). Assim, o dominio do gerador do processo Z, denotado
por DZ,, é o conjunto de fungdes f € Co(supp(vg)) tais que f'(u) é derivavel com respeito a vg, e
para as quais existe uma funcao g € Co(supp(vg)) que satisfaz a equagao (2.4).

Portanto, LZ, : DZ, — Co(supp(vg)) é o gerador do semigrupo {S(t) : t > 0} e
z _ 4 4
dvg du’

Observagao. Dada uma fungao continua, (estritamente) crescente W e uma funcao real f,
definimos a derivada generalizada de f em relacao a W por

Y 1) = lim fly) = f(z)
dW y—z W(y) — W(x)

sempre que este limite exista.

2.2 O Processo Y (t,u)

Observagao. Dos resultados obtidos em [15], temos que o processo Y (¢, u) = ¥; nao é fortemente
Markov com respeito & filtracio FY = o(Y; : s < t) e, em particular, ndo é um processo de Feller.

Denote por {z; : j > 1} os pontos de salto de W. Temos que
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W=H W (25)) = WHW (2 -))-

Para achar o gerador do processo Y;, vamos colocar mais pontos dividindo em dois pontos, os
pontos de salto de W, e assim obteremos uma funcao bijetora Wj. Isto é, seja {x; 1> 1} e Wy tal
que

Wy o RU{z; : j > 1} — supp(vg) tal que Wy(z) = W(x) para z € IR, e Wy(z;) = W(x;—)
para j > 1.

A funcdo inversa W, ' : supp(vg) — R\ U{z; :j > 1}, é dada por W, (W (2)) =2, W, {(W(z;—)) =

ZL‘j.

Considere os espagos (IR U{z; : j > 1},dw,) e (supp(vg),d), onde dw, é definida da seguinte
maneira:

dwy (w5, x) = [Wlj=) = W(ze=)l, dwy(z),y) = [W(zj—) = W(y)l.

Entdao W), é uma isometria entre os dois espagos métricos acima definidos, pois conserva as
distancias entre os pontos. Assim, os resultados obtidos no processo Z valem também para o processo
Uy = W, 1(Z;) com espago de estados R U{z; :j =1}

Vamos estudar o gerador E%/ do processo U;. O dominio D%,]V do gerador do processo U; é dado
por
DY, = {foW,: feDE},

onde f o W} denota a composicao de f com Wj,.

Sejam f, g € Co(supp(vg)) com ¢ = f(0) e e = f'(0) tais que

U

f(u):/]}g(a)vE(da)dw—i-c—i-ue.
00
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Uma simples troca de varidveis permite escrever

Wi (z) Wh(y)

F(Wi(z)) = / / G (Wh(2))dW L (Wi(2)dWi(y) + ¢ + Wi(x) .
0 0

Assim, para x € IR, f o W}, é dada por
z Yy
fowita) = [ [ 9o W))W () + e+ W) e
00

e, escrevendo F' = fo Wy e G = g o W, segue que

x Y
Fz) = / G(2)d(2)dW (y) + ¢ + e W (). (2.5)
00

A continuidade em x permite escrever

Segue que DY, é o conjunto de fungdes F € Co(IR U {x; : j > 1}) para as quais existe G €
Co(IRU{z; : j > 1}) satisfazendo a equagao (2.5). Segue que

v d d

_d d U

Retomando o processo Y; = Y (¢, z), denotamos por {T'(t) : ¢ > 0} ao semigrupo do processo de
Markov Y;, cujo dominio sao as fungoes Borel mensuraveis limitadas f : IR — IR.

Seja Cw,0(IR) o conjunto das fungdes continuas a direita com limite a esquerda, limitadas e que
se anulam em +o0, tais que o conjunto de discontinuidades é um subconjunto do conjunto formado
pelos pontos de salto de W. Seja ¢ : IR U {:c; :j > 1} — IR tal que p(x) = x para todo = € IR e
¢(z; ) = zj para todo j > 1. Entao podemos escrever Y; = ¢(Uy).

Dada a funcao H : IR — IR, defina a fungao

Hoga:]RU{:L‘j_:jZI}H]R.
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Temos que
LY H=7LY Hog, H e DYy, (2.6)

onde mf : IR — IR é definida por mf(z) = f(z) e f : IR — IR. DJ, é o conjunto de fungdes
H € Cw,(IR) para as quais existe G € Cyo(IR) e constantes c, e € IR satisfazendo a equagao

x

H(x) = O/O/G(z)d(z)dW(y) +c+eW(x), z € IR. (2.7)

Assim, considerando o operador linear ,C%,/V : D%)/V — Cwo(IR) dado por

d d
Y = —— g

Lot =G awH =6
de (2.7) temos que H satisfaz

OH OH

%(%’ﬂ = %(%’*) (2.8)
e

OH

Mais algumas definigoes e resultados sao necessarias para o desenvolvimento de nosso trabalho:

Definicao 5 Seja My o espago de medidas positivas, finitas em II' = [0,1) e D([0,T], M4) o
espaco das fungdes continuas a direita com limite o esquerda tomando valores em My. Uma tra-
jetoria deterministica € definida como o suporte de uma medida de probabilidade de Dirac no espago
D([0,T], M) concentrada nesta trajetoria.

Definicao 6 Um conjunto € relativamente compacto se toda seqiiéncia de pontos do conjunto possui
uma subseqiiéncia convergente (cujo limite ndo precisa pertencer necessariamente ao conjunto).
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Resultado 2 (Prohorov). Defina uma métrica no espago My introduzindo uma familia densa

enumeravel de fungoes continuas {fi : k > 1} em II', e definindo a distancia 0(.,.) por:

o
Zi | <, fo >— <, fr, >
k14| < fo>—<v fi>]

onde < u, f > € a integral de f com respeito a p.

Uma seqiiéncia de medidas de probabilidade {Q™, N > 1}, no espaco D([0,T], M), é relativa-
mente compacta se e somente se para todo € > 0 e todo t € [0,T], existe K¢y C My, conjunto
compacto, tal que

QN(K.)>1—¢, N>1

lim limsup  sup QM [0(tr, fir10) > €] =0 (2.10)
70 Nooo T€TT,0<vy

para todo € > 0, onde Tt € a familia de tempos de parada limitados por T.

Observacgao. Convergéncia fraca induz uma topologia sobre o espaco de probabilidade, e aparece
na literatura com o nome de topologia fraca. Certas propriedades do espaco métrico induzido na
topologia se transferem para o espaco de probabilidade, e uma aplicacao desse conceito é demonstrar
que uma seqiiéncia de probabilidades converge a uma probabilidade especifica. O método geralmente
empregado para demonstrar este resultado é caracterizado por 3 etapas:

e Mostrar que a seqiiéncia é relativamente compacta.
e Mostrar que o limite é nico.
e Caracterizar o limite.

Resultado 3 ([7], capitulo 2) Seja {gi;k > 1} uma subfamilia densa em C(II') com g = 1. A

famdlia de medidas de probabilidade (QN)n>1 em D([0,T], M) ¢é relativamente compacta se para

1

todo inteiro positivo k, a familia QNg]; € relativamente compacta. Aqui QNg,;1 € definida por

QY g Al = QN[N < N g >€ Al
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Definicao 7 Seja {Tn(t) : t > 0} o semigrupo associado ao processo {Yn(t) : t > 0}. Temos que
para toda F' € C.(IR) e a > 0, o resolvente associado ao semigrupo {Tn(t) : t > 0}, que denotaremos
por RN, ¢ definido por

RNF = / e T (t)Fdt.
0

O resultado a seguir estabelece algumas propriedades e resultados de convergéncia do semigrupo
{Tn(t) : t > 0}.

Resultado 4 ([15]) Fize F € C.(IR). Entao

hmhmsup—Z\TN F(z/N)—F(z/N)| =

t—0
N—oo T€EZ

e para todo o > 0,
lim limsup — Z |aRYF(x/N) — F(z/N)| =0,

T N—oo er

— Z |aRY F(z/N)| Z |F(z/N)|.

:):EZ zeZ

Resultado 5 (Scheffe) Para h € L'(IR), seja h, € L*(IR),n € INT, uma seqiiéncia de fungies
satisfazendo,

e h, >0

e hp(x) — h(z), ze€lR

o [hy(z)dz — [ h(x)dz
R R

Entao lim [ |hy(z) — h(z)|dz =0
/I’L*)OOR

Resultado 6 ([7/) Considere uwma func¢dao limitada F : R, x E — IR,
suave, isto €; com a primeira derivada continua e a sequnda derivada quadrado integravel. Para
cada v € E, F(.,x) € C?, onde C? € o espaco das funcdes duas vezes diferencidveis, existe uma
constante finita C' > 0 tal que

sup |(9F) (s,2)| < C
(s,7)
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para j = 1,2. Denote por {Fi,t > 0} a filtragao canénica do processo de Markov Xy, isto é,
Fi =0(Xs,8 <t), e por L o gerador de tal processo. Os processos MY (t) e N¥(t) definidos por

t
ME(t) = F(t, X;) — F(0, Xo) — /ds (0s + L)F (s, X,)
0

NF( t) = /ds [LF(s,Xs)” —2F(s, Xs)LF (s, X5)]
0

sao Fy martingais relativos a esta filtragado.

2.3 Estudo do Limite Hidrodinamico

Apresentamos a seguir a demonstragao do limite hidrodinamico do processo em estudo, sendo
este o principal resultado de nosso trabalho.

Teorema 1 Seja po : IR — [0,1] um perfil de densidade inicial, continuo, limitado e que se anula
no infinito e seja pN wma seqiiéncia de medidas produto de Bernoulli tais que:

pN{n;n(x) = 1} = po(z/N).

Entao, para todo t > 0, a seqiiéncia de medidas empiricas

Znt m/N du

converge em probabilidade a medida m(du) = p(t,u)du cuja func¢ao de densidade p é a solugdo da
sequinte equagao:

Oep = Ap nos intervalos (v, Vj+1)
aﬂ?p(t7xj+) = aﬂﬂp(tv”rj_) ) (2.11)

onde p(t,u) = T(t)po(u) e Ap é o Laplaciano de p.
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Estratégia da Demonstracao

Vamos demonstrar o teorema em duas etapas. Primeiro demonstraremos que a medida empirica
dada no Teorema 1 converge em probabilidade & medida 7 (du) = p(t, u)du cuja fungao de densidade
é a solugao da equacao (2.11). Depois demonstraremos que existe uma tunica solucao fraca de (2.11).

Etapa 1:
Para uma medida positiva 7 de massa total finita e para fungées G € C.(IR), denotamos por < 7,G >
a integral de G com respeito a , isto é,

<mG>= /G(u)w(du).

Vamos provar que a medida empirica resolve a equacao (2.11) em sentido fraco. Isto é, vamos provar
que

¥ =71 quando N — oo

em probabilidade, onde
i (du) = 7 (1, du)

= = @) (). (2.12)
reZ

Fixe uma realizacio de W e T > 0. Para cada medida de probabilidade p € {0,1}%, denote
por @Zv a medida no espaco D([0,7], M) (espaco das fungoes continuas a direita com limites a
esquerda tomando valores em M), induzida pela medida pu. Considere o processo de Markov |,
evoluindo segundo o gerador

(La ) (x) = can(@)(L =+ D)){f(e™ ) — f(n)} +
co—1n(@)(L = n(@ = 1)){f(@™*'n) — f(n)},
(2.13)

z,x+1

acelerado por N2 e comecando em pV. Aqui o 7 é a configuracao obtida de 7 ao intercambiar

as varidveis n(x) e n(x + 1), isto é,

n(z+1) sey=u,
O'Jf7x+1n(y) — n(x) sey=ux + 1’
n(y) caso contrario
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Seja @' a medida de probabilidade em D([0,T], M) concentrada no caminho deterministico
m(du) = p(t,u)du, onde p(t,u) = T(t)po(u). Vamos provar que para cada t fixado, 7} converge em
probabilidade para p(t,u)du, onde p(t,u) = T(t)po(u) é a solugdo da equagao (2.11) com condicao
inicial pg. Isto é, se ]PEJ/QN é a distribuicdo no espago D([0,77],{0,1}%) do processo de exclusio

{n : t > 0} com distribuigao inicial N e gerador L acelerado por N2, vamos mostrar que

lim IIDI/LIJ/\’,N [ sup > €

N—oo 0<t<T

¥ &GN (o) = [ Gladplt-uyda

é igual a zero para toda fungao G € C.(IR) e todo € > 0.

Para levar a termo nosso objetivo, vamos provar que 7} converge em distribuicio & medida

de probabilidade @" concentrada no caminho deterministico {p(t,u)du,0 < t < T}, e com isso
argumentar, que convergéncia em distribuicao, a uma trajetéria deterministica continua implica con-
vergéncia em probabilidade para 0 <t < T .

Provar o comportamento hidrodindmico do processo entao é mostrar que @ZV converge para a
medida de Dirac concentrada na solugao da equagao (2.11). Para isso, vamos seguir os seguintes
passos:

1. Mostrar que @ZV é relativamente compacta (usando o criterio de Prohorov) e, depois mostrar
que todas as subseqiiéncias convergentes convergem ao mesmo limite.

2. Examinar os subconjuntos compactos de D([0,7], M) onde precisamos que seja factivel con-
siderar medidas de Dirac concentradas numa trajetéria. Para caracterizar todos os pontos
limite de @ZV usaremos o fato de que, sob @/%, é satisfeita a seguinte identidade:

t
(7 o) = (7 o) + / N2 L (a2, fa ) ds + MOV,
0

onde Mta’N é martingal com respeito a filtracio F; = o(ns, s < t) e fan = RYF.

Etapa 2: Para concluir a prova, devemos mostrar que M;* N0 quando N T oo, e que existe
uma solucdo unica para a equagao (2.11). A prova do limite hidrodindmico termina com a prova de
unicidade para as solucoes fracas da equacao diferencial parcial que descreve a evolucao macroscépica
do sistema.
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Segue que d)XV tem um tnico limite @', que é a medida de probabilidade concentrada na tnica
solugao de (2.11).

Demonstragao do Teorema

Seja T > 0, fixe uma realizagdo de W e considere uma seqiiéncia de medidas de probabilidade @Efv
em D([0,T], M), correspondentes ao processo de Markov 7;¥ definido na equagio (2.12), acelerado
por N2 e comecando em pV. Assim como consideramos duas escalas de espaco: Z, Z y, considera-
mos um tempo macroscopico ¢ e um tempo microscopico acelerado por N? com respeito a t, isto é
tN2.

e Primeiro vamos demonstrar que @;% é relativamente compacta. Do Resultado 3, é suficiente
estudar a compacidade relativa para < ', gy >, onde {gy,k > 1} é uma subfamilia den-
sa enumeravel de C'(IR). Assim, introduzimos o operador linear limitado em C.(IR), RY =
(o — /L;/‘?’)_l, o resolvente de /L;f{)’, onde E%/?,V é o gerador associado ao processo {Yn(t) : t > 0}.

Para toda F' € C.(IR) e a > 0, temos

RNF = / e Ty (t) Fdt.
0

Pelo Resultado 3 basta mostrar que a seqiiéncia de medidas correspondentes ao processo
(r¥, RYF) é relativamente compacta em D([0,T], M) para toda F € C.(IR).

Fixe F' € C.(IR) e considere fo v = RY F. Denote por @% fojjl\, a medida de probabilidade em
D([0,T], IR).

Temos que N2Lxs <7er, F> = <7rgV,JLNF>, onde Ly é o operador definido na equagao (2.13) e
ILy é o operador definido na equagdo (2.1). Seja f(n;) = & Y. F(&)m(z). Segue que
z€Z

<;e>]
1)] (x4 1)
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Portanto,

Ly {n) F) = Nzcz{ (x+1>—F<;)}m($)+
S () )

z€Z
= N 2(n),ILyF) (2.14)

Temos que, sob @%, a seguinte identidade ¢é satisfeita
(7N, fa) = (7 for) + / N L (2, fo) ds + MY, (2.15)

onde Mta’N é um martingal com respeito a filtragao F; = o(ns, s < t). A equagao (2.14) permite

escrever

¢
(7, fan) = (7, fan) -l-/ ENfaN>d8+MaN
0

= fan) + / {a(n, fan) — (N, F)}ds + MY,
0

(2.16)

Para verificar o limite que corresponde & equagao (2.10) vamos estudar o que acontece com o
segundo e o terceiro termos da direita da equagao (2.16).

t
Defina NN = (M™M)2 — [ A3V ds onde
0

Ata’N = N2L./\f <7T1{V’fa,N>2 —2N? <7T2£V7fa,N> L <7T£V,fa7N> ’

Da equagao (2.16) e pelo Resultado 6, segue que N;* N6 um martingal.

N .
Agora, AS"" pode ser escrito como

- <7T£V7 fa,N> <7T£V,1LNfa7N> .
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Segue que

APY = [Z Co{fan(z+1/N) = fon(@/N)H{ns(z) —ns(z + 1)}

reZ

X !Z fa,N(x/N)US(x)]

reZ

S (V)N sl + 1) — () 217)
T€Z

onde Vy é o Gradiente discreto definido por:
(Vng)(z/N) = N{g(z +1/N) — g(z/N)}.
Para 7 € 77 e 6 < ~y, como na equagao (2.10), temos

746
N a a
B (M) — M) = B / AON ). (2.18)

T

Como fq N € a solucao de

afon — LN fon = F,

! 7 — . . . . .
onde IL% é o gerador do processo N™'Xy(t), se multiplicarmos a identidade acima por
N1 fa,N € somarmos em x obtemos

SN T /NP~ S fan /NN fun (/)

T€EZ reZ

_ % S fan(@/N)F(z/N). (2.19)

reZ

Além disso

1 /
N Z fa,N(x/N)E])\{f foa,N(a;/N)
zeZ
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é igual a
Nzcxfa,N(x/N) X {foz,N(%H)_fa,N(x/N)}—}_
Tz€Z
o1 S (/N o () = fan (/M)
- - 3 eI a)lo/NY. (220)

onde ILY' é o gerador do processo N1 Xy (t).

Substituindo (2.20) em (2.19), segue que

SN Fa /NP + 0 S (Vv fan)(@/N)? =

reZ T€EZ

3 fan(@/N)F (/).

z€Z

Do Resultado 4 e aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

N fanla/NY 4 % S (T fon)(@/N)? < 5 S F(a/N)?.

T€Z reZ x€Z

Agora, como F € Cc(IR), temos que % > F(z/N)? é limitada uniformemente em N. Logo,
T€EZ

Sl]ifp;[ Z (VN fan)(z/N)? < @, (2.21)

(6
T€Z

onde C(f) > 0 é uma constante finita que depende s6 da funcao f.

Substituindo (2.17) em (2.18), e fazendo uso da desigualdade (2.21), segue que (2.18) é limitado
superiormente por

T+60

Ew| / AN ds] < cie
KN

aN

(2.22)

Por outro lado, retomando o segundo termo da direita da equagao (2.16), o Resultado 4, nos
permite afirmar que



2.3.

ESTUDO DO LIMITE HIDRODINAMICO 25

T4+60
/ ’ {a{nl, fan) —(xN, F)}ds| < C(f)6. (2.23)

Assim, como 7 € Tp, o segundo termo da direita da equagdo (2.16)
satisfaz a segunda parte do resultado de Prohorov.

Com isto, e usando a desigualdade de Doob e as desigualdades (2.22) e (2.23), provamos (2.10).
Temos que

limlimsup sup @[ (7, RYF),(xllg, RYF)| > ¢ =0. (2.24)
=0 N—o TETr ,0<~ K’

Além disso, como sup 57 > |fa,n(z/N)| < C(F), segue que
N xeZ

F
sup sup | (7}, RY F)| < ¢l )
>0 N>1 «

Portanto, da desigualdade acima e da Equagao (2.24), o Teorema de Prohorov permite afirmar
que <7er ,RNF > ¢ relativamente compacta.

Do Resultado 3, segue que @m é relativamente compacta, pois para toda f € C.(IR), con-
siderando que existe no maximo uma particula por sitio, segue que,

[ BY (@) — (xi¥, 1)1 < v 3 lofan(/N) = f(a/N)].

reZ

Do Resultado 4,

N—oo 0<t<T

lim IPmN [ sup }(ngjRéV(af)>—<7rgv,f>‘ >e] =0.

e Vamos agora caracterizar os pontos limites de @m. O objetivo é demonstrar que dada F' €

Ce(IR),

lim PN
N—o0o KN

<7rgV,F> — /RF(x)p(t,x)dac

> e} =0, (2.25)

para todo 0 <t < T, e > 0, onde p(t,z) = T(t)po(x) satisfaz a equacao (2.11).
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Lema 1 Fize uma realizag¢io do processo W. Para F € C.(IR) et > 0,

2
1 W,N = - 0.
NEnOOIE ZF z/N)n(z ZTN F(z/N)no(x) 0
zEZ zEZ
Demonstracao

Considere um conjunto de processos de Poisson independentes (N, (t) : © € Z) com parametro

Cy.

Os resultados de K. Nagy em [18] (2002) afirmam que o processo 7; pode ser escrito como
dny(x) = (- (x + 1) = ny=(2))dNg (t) + (= (2 — 1) = 1= (2) ) dNp—1 (). (2.26)
Seja M = MY — M2 com M =0 e
M = (i (@) = mi— (2 = 1))d(Na(t) = st).

A equagao (2.26) pode ser escrita como

t
= sz{/v(%y)no + /pt s dMy (227)
yEZ yE 0

onde para x,y € Z, p) (z,y) = P[Xn(t,z) = y] sdo as probabilidades de transi¢do do passeio
aleatério X . Como pfv é simétrica,

3 Fla/Nym(a) = NZTN )/Nyno() +
reZ €z
N / (T (t — 8)F)(y/N)dM?. (2.28)
0

Para demonstrar o lema basta demonstrar que

ngnoozEWN Z/ (Tn(t — s)F)(y/N)dMY)? =
yEZO
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Temos que

o Df (T (t — $)F)(y/N)d(MY ™ — Mpv+h) =

& 5 [1(Twle = $)F)@/N) = Tt = $)F) g+ 1/ b1
y

Além disso, N, (t) é um processo de Poisson com parametro c;; logo, N, (t) —c,t é um martingal
para todo z € Z. Como (n;- (x+1)—n;— (x)) é previsivel com respeito a F; = 0{Ny(s)—czs,s <
t}, MZEM também é um martingal e portanto M7 também. Observe que Ny(t) — cyt,x € Z
sao JF; martingais independentes, com incrementos independentes, e com variagao quadratica
igual a cyt. Segue que

BN Zzof [T (t = s)F(y/N) — Tn(t — s)F(y + 1/N)]
ye

< (n(y +1) = n(y))s-d(Ny(s) — cys) }*

ZZ JE f (Tn(t = 5)F)(y/N) — (Tn(t — s)F)(y + 1/N))?
ye

X (Ns-(y + 1) = s~ (y))* ds

<S¢, / (Tw(t - $)F)(y/N) - Tn(t — $)F)(y + 1/N)*d (2.29)

yeZ 0

A equagao de Kolmogorov para T (t)F permite escrever

WTN()F(z/N) = N2, (Tn(t)F(x +1/N)—Tn(t)F(x/N))
+N2c, 1 (Tn(t)F(z — 1/N) — T (t)F(z/N)).

Portanto,
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0 (Tn()F(z/N))?> =2 Tn(t)F(2/N)OTn(t)F(z/N)

€L yeZ
= 2N?) o [Tn()F(2/N) (Tn(t)F(x + 1/N) = T (t) F(2/N))
x€eZ

+ (In(t)F(z/N) = Tn(t)F(z + 1/N))]
= —2N?) ¢ (Tn()F(x/N) = Tn(t)F(z + 1/N))°

x€Z

e segue que

j 5 6 (T(t = )P)u/) ~ (Tt = 9Py + 1) ds

= 5 LT F(/N))? ~ (Tw()F (/M)

yeZ

< 2ZTN F(z/N))?

yeZ

. % S F2(a/N). (2.30)
yeZ

Como F € C.(IR), A}gnooﬁ EZZ F%(z/N) = 0. A equacio (2.30) e a equagdo (2.29) sdo sufi-
y
cientes para provar o lema.

|
Voltemos agora a equagao (2.25)
A}i_rr)loo leN [ <7riN,F> - /]RF(u)p(t,u)du > e} =0.
Nosso objetivo é demonstrar que para F € C.(IR) e para todo
0<t<T,e>0, o limite acima ¢ satisfeito. Isto é, do Lema 1, precisamos mostrar que
lim pn Z Tn(t)F(x/N)n(z) — / F(u)p(t,u)du| > €| =0. (2.32)
N—oo zGZ B
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Sem perda de generalidade, assuma que F' > 0. Note que

/F(u)p(t,u)du = /T(t)F(u)po(u)du.

Como a configuragao inicial do processo de exclusao satisfaz
. 1
dm 5 3 Fla/Nm(o) = [ P
x

em probabilidade, para toda F' € C.(IR), e um perfil inicial py dado, é suficiente mostrar que

R Z [ Tn () F(x/N) = T(t)F(x/N)|no(x) = 0. (2.33)
T€Z

Como temos no maximo uma particula por sitio,
B,y ZZ TN () F (x/N) = T()F(x/N)|n0(x)
e

<w ZZ!TN(t)F(fE/N) —T(t)F(x/N)|.

TE
Temos que Tn(t)F e T(t)F satisfazem as hipoteses do Resultado 5, pois Tn(t)F > 0 e
Tn(t)F(z) converge ponto a ponto para T'(t)F(z), para todo x € IR, onde Tx(t)F(z) =
Tn(t)F([xN] /N) (do Resultado 2.6 temos que T(t) é um semigrupo de contracao fortemente

continuo em Cyyo(IR)). Como T(¢t)F(z) = [ pi(z,y)F(y)dy, onde pi(z,y) é a funcdo de tran-
si¢ao do processo Yy, entao [ T(t)F(u)du = [ F(u)du, e portanto ¢ satisfeito o terceiro item do
R R

Resultado 5, pois

[rv@F@ = 5 30 S Fa/N e ) /)

R r€Z yeZ
= LS FN) Y ) = = 3D F/N).
yeZ z€Z yeZ

Tn(t)F e T(t)F satisfazem as hipoteses do Resultado 5 e, portanto

lim —Z|TN F(z/N)=T@#)F(x/N)| =

z€Z

Provamos, portanto (2.33), (2.32) e (2.25).
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Como provamos que @Bf\, é relativamente compacta e além disso caracterizamos os pontos limite
desta seqiiéncia, segue que QZK, converge para @®" quando N 1 co.
A demonstracdo do Teorema 1 segue da convergéngia de QK‘J/\, para @" quando N 1 oo pois,

como [ F(u)p(t,u)du é uma funcao continua em t > 0, e se G : [0,7] — IR é também uma
R

funcao continua, a aplicacao de D([0,T], M) — IR que associa a trajetéria {m,0 <t < T} o

nimero sup |< m, F' > —G(t)], é portanto continua na topologia de Skorohod. Segue que
0<t<T

Q" {r : 7y (du) = m(u)du} = 1.

A demonstracdo do comportamento hidrodindmico precisa da demonstracdo de unicidade para
as solugoes da equacao diferencial parcial que descreve a evolugao macroscopica do sistema.

Para tanto, considere o espaco das funcdes quadrado integraveis que notaremos por L?. Considere
um perfil inicial pg € L? e seja Ry = (o — E}v;,)_l, o resolvente de LY, onde ['}V;/ é o gerador associado
ao processo {Y (t) : t > 0}.

Sejam p' e p? duas solugdes de (2.11). Seja p; = p; — p?. Segue que

O (pt, Rapr) = 2{(pt, ExvaRap_Q
= (p*) + a{pr, Rapr)
Isto é,
Ot (pts Rapr) < a{pr, Rapr) -

Portanto,

(prs o) < {po, po) €™

Assim, concluimos que p' = p?, o que define a unicidade.
|

Do Teorema 1 podemos obter o limite hidrodindmico ”annealed” para o processo de exclusao em
{0,1}Z tal que, com taxa f3,, os valores das varidveis n(x) e n(z + 1) sdo intercambiados.

Dado T > 0 e uma medida de probabilidade y em {0, 1}%, seja ]Pﬁ’N a lei no espago D([0, T, {0,1}%)
do processo de exclusao {n; : t > 0} com distribuigao inicial u e gerador L dado na equagao (1.1)
acelerado por N2. A esperanca com respeito a ZPg’N sera denotada por IEg’N .
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Teorema 2 Seja py : IR — [0,1] uma funcao uniformemente continua e seja {un : N > 1} uma
familia de medidas de probabilidade em {0,1}% associadas a py. Isto ¢,

Jim (| 1)~ [ Hwp(u)dul > 5} =

para toda H € C.(IR) e todo 6 > 0. Entao, para todo T >0, 6 >0 e todo H € C.(IR),

Jim [ PPN sup |(x¥, ) = [ H@)E O[N] N > 0] D@5 =0, (230)
- R

onde T]e(t) é o semigrupo de Markov associado ao passeio aleatdrio X][\i,(t|.)/N e (A, A, D) € o espaco
de probabilidade onde estao definidas as taras By, x € Z.

Demonstracao
Seja K um subconjunto compacto de IR que contém o suporte de H. Da definicao de semigrupo
temos que

sup | [ HH{T@)m(w) ~ Ty (Om(u)}du

0<t<T

¢ limitado superiormente por

C(H) sup / B po(Y (¢, 0)) — po(Y (t,))] Jdu,
0<t<T

onde C'(H) é uma fungao que depende sé de H.

Como pg é uniformemente continua, existe § > 0 para o qual a equag@o acima é menor ou igual a

C(H)e+ C(H, Po)/]P[Oi?ET\Y(t, u) — Yy (t,u)| > 6]du

onde C(H, pp) é uma funcao que depende de H e do perfil inicial.

Dos resultados obtidos para os processos Y (t,u) e Yn(t,u) e do Teorema da Convergéncia Dom-

inada temos que

lim C(H, po /ZP sup Y (t,u) — Yn(t,u)| > &]du =0,
N—oo 0<t<T
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para todo § > 0.

Portanto,
tim_sup | [ HO){T(0)p0(u) ~ T (O)pa(a)du] =0 (2.35)
R

N—ooo<i<T
Da equagao (2.35) e do Teorema 1 segue que

lim PmN[ sup |<7T1{V,H> - /H(u)(TN(t)po)(u)du| > 6] =0.
R

N—oo 0<t<T

Como, para cada N > 1,{cy n : ¢ € Z} tem a mesma distribuicao que {3, : € Z}, temos que

PN sup |(m¥ H) ~ [ H@)(@x @p0)@du] >
0<t<T A

= PN sup | (w1~ [ HO)@0m) )] > o
T R

em distribuigao.



Capitulo 3

Conglomerados

Vamos obter uma cota superior e uma inferior para a distribuicdo do que chamamos de tempo
de escape da particula na origem. Mais precisamente,fixe j e considere um perfil inicial C; que da
probabilidades muito altas para as particulas estarem posicionadas nos sitios —j, —j+1,...,7— 1,4
, J inteiro positivo, e probabilidades muito préximas de zero fora desses sitios, neste caso o tempo de
escape da particula na origem é o tempo no qual a particula que esta inicialmente na origem consegue
se movimentar pela primeira vez. Considere o seguinte perfil de densidade inicial pg) : IR — [0,1],
dado por

—1 -1 . ,
pl(u/N) = exp{ ez T 1 —eP{gmpt J-1<u<j+1
’ 1= eXp{(j%ll)\u\} caso contrario

para j > 1 um inteiro fixado.

Seja pV uma seqiiéncia de medidas produto de Bernoulli tais que:

pN{msn(x) = 1} = p)(z/N).

Temos que o comportamento hidrodindmico do processo de exclusao é descrito pela equacao (2.11)

Oipj = Ap; nos intervalos (v;,vj+1)
Oupj(t,wjt) = Oupj(t,z;—)

Oupj(t,zj+) = Api(t,z;—) — pi(t,z+)]
pi(0,.) = p();

onde pj(t,u) = T(t)ph(u) .

33
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Para uma realizacao de W, seja pévgw(a;) = IE,,~[n:(z)]. Como anteriormente, para simplificar a

~ L A NW
notacao omitiremos a dependéncia de W em p; ;" (2) e escreveremos pévt (x).

pj-v’t : Z — [0,1] é a solugao da equacgao linear discreta dada por:

{ apl (@) = N{eVnp (@) — conr Vg (a — 1)}
AN@) = pha/N)

onde para h: IR — IR, (Vn h)(xz) = N[h(x + 1) — h(x)] e ¢, a fungao definida na equagao (2.2).

Resultado 7 ([5]) Fize um perfil ug : IR — IR com a quarta derivada limitada. Seja u : IR, x IR —
IR a solugdo da equacdo do calor com perfil inicial ug,

{atu(t,x) = O%u(t,r)
u(0,z) = wp(x)

Para cada N € IN, defina u{v(a:) como a solucdo do sistema de equagoes diferenciais ordindrias

{(d/dt)uiv(w) = (Ayui)(2)

u (x) = ug(z/N)
onde AN representa o Laplaciano discreto. Entao, existe uma constante finita Coy > 0 tal que
Cot
(@) — u(t, 2/N)] < O (3.3)

para todo N > 1,t > 0,x € Z

Em [5], esse resultado é colocado como uma aproximagao da equacao do calor por solugoes da
equacio de calor discreta. Este resultado afirma que u¥ aproxima w na ordem N 2.

Vamos considerar uma aproximagao a tempo discreto da equacao (2.11).

Para cada N € IN,6 > 0, defina p?’N(k), k€ Z, | > 0 pela seguinte férmula de recorréncia

oy (k) = oM (k) + SN [eanp)™N (B +1) + comr )™ (k= 1)
_(Cx,N + Cx—l,N)p?’N(k)]
oy (k) = po(k/N) 34
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Portanto, se existir uma marca de Poisson entre os sitios k e k 4+ 1, temos

A A
pr (k) = o™ (B) + SN[y ™ (k4 1) 4 ™ (k= 1) = (1 )0 (K)

A A
P (1) = 0" (B) + SN[ (k o+ 1) + 5oy (k= 1) = (L )0y (R).

Caso contrério, cx v = ¢x—1,N = Cx+1,8 = 1 na Equacao (3.4).
Proposicdao 1 Tome 6N? < 1/2. Entdo existe uma constante finita C(po) tal que

1
7™ (k) = p(3L k/N)| < Clp0)ol {5 + 575} V=0

onde p(.,.) € a solugcdo da equagdo de difusdo com fronteiras (2.11).

Demonstragao

Vamos denotar por k; e (k; + 1) aos sitios tais que a marca de Poisson ~; esta entre eles. Primeiro
vamos considerar os sitios pertencentes ao intervalo ((ki—1 + 1), k;). Observe que o Resultado 7 para
os sitios pertencentes a estes intervalos, permite afirmar que

1
1™ (k) = (3L k/N)| < Ci(po)SU{S + 5} VL= 0.

Vamos estudar o que acontece nos sitios k; e (k + 1);.

Definimos os quocientes de diferencas para frente e para trds para todo x € Z:

0.V (x) = N(V¥ (z +1) = ViV (x)
0.V, (x) = N(V¥ (x) = V¥ (z = 1))
Assim a equacao de diferencas pode ser escrita como

0:[0:V,N ()] = N[V (z+1) + V(@ 1) -2V (2)].
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Segue que,
A A
Oy (ki) = NP (i + 1) 4 pp ™ (ki = 1) = (L $)0p ™ (ki)
= A
= 0ul0ap™ (k)] + N2(55 = Dlop™ (ke + 1)i) = 0™ (k). (3.5)

Vamos considerar o operador Esp2 tal que, para todo x € Z,

5N 5N SN 5N N
Esnapp™ () = o (@) + N [0) N (x4 1) + oV (2 — 1) — 20 ().

Quando §N? < 1/2 os coeficientes do operador E;sy2 sdo todos positivos e a soma deles é um.
Logo, pela definicao do operador Esn2 e de p?’N nos sitios k; e (k +1);, temos que

oI (k) = B (ki) + N (5 = DI ((k -+ 1)) — ™ (ko) (3.6)
PN (k4 1)0) = Boneo?™ (k4 D)+ N2~ DN (k) — g2 (k4 1)) (87

Por outro lado, para todo x € (vi—1,7) UV, vi+1), p(t, z) satisfaz a equacao do calor
{ op(t,z) = 0%p(t,x)
p(0,z) = po(z)

Portanto, temos, por expansao de Taylor, que para y € {k;, (k+ 1);},

p(5(6+ 1), u/N) = p(dt,/N) + 651 p(51,5/N) + O(F)

%
2
= D01, /N) + 855 pl6t, y/N)) + O(F)
= p(0t,y/N) + 6(0:0:p(5t,y/N) + O(N~2)) + O(5%).

Segue que,
pl6t, y/N) — 0,8,p(6, y/N) = O(N~2 4 9). (3.8)

Agora, para y € {k;,(k + 1);}, seja z(0l,y/N) = p?’N(y) — p(dl,y/N). Logo, das equagoes
(3.8),(3.6) e (3.7), segue que
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0201, i/ N) = 2,020 ki/N) = N2 = DI (0 + 1)) = 7 ()] — O(N 2+ 0).
Além disso,

2(6(1+1),ki/N) = E(smz(éaﬂ),m/zv)wzv?(%—1>[p?’N<<k+1>i>—p?’N<kz~>J
—0O(N~2 +6)

= ELL2(0,k/N) - 6ZEé]\f2O N7246)+

l
5N2 N~ DB (e 100) = 5 (k). (3.9)
7=0
Portanto,
-1 \
2(8(1), ki/N)| < 520|o N2 4 6)| 46N — 1) x

J
Z Ef s 0N ((k +1):) = )™ (k)|
j=0

< Oy )51(5+i)+5N2(£_1)

= 2(Po N2 N

67
IZEngjglp] ((k+ 1)) = o (k)]

(3.10)
e, com o mesmo argumento usado para y = (k + 1);, segue que
1 5 A
[2(6(D), (k +1)i/N)| < Ca(po)dl(d + 57) + N (5 — 1)
x| ZEfsN% N (ki) — 2N (K + 1)) (3.11)

Finalmente, para y € {k;, (k + 1)},
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12(0(D),y/N)| < [2(0(1), ki /N)| + |2(3(1), (k + 1)i/N)|
1
< Gs(po)dl(6 + 55) V20,
|
Da Proposigao 1 segue que para N > 1,
_ N
}l_r,r(l)plt/ﬂ (k) = py (k).
Do limite acima, da Proposicaco 1 e do Resultado 7 segue que para
o : IR — [0,1] um perfil com a quarta derivada limitada; existe uma constante finita Cy > 0
tal que
Cot
o @) = plt2/N)| < 5% (3.12)

paratodo N > 1,t > 0,x € Z.

Do resultado acima segue que pé-v aproxima p; na ordem N 2. Isto é

(@) = oyt /)] < S

paratodo N > 1,t > 0,5 > 1,z € Z,Cy > 0 finita.

Para x € Z et > 0 defina of = A\t/N se existir uma marca de Poisson entre (z,z+ 1) e of =t

caso contrério e seja b(i, k,a,s) = > f,o] s,i/N)dak.
i={1,-1}a

Proposicao 2 Fize j € IN.Considere o perfil inicial pg. Denote por T; o tempo em que a origem
fica vazia pela primeira vez. Seque que para todo t > 0

IP{T; >t} > p}(0) Z /1+Cosdoz + b(1,1,0, s).
= {1—1}0
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Proposicao 3 Fize j € IN.Considere o perfil inicial pé. Seja

A(b(i,k,a,8)) = 1—p0 Z / —1—% da' —b(i, k,a,s).

i={1,-1}

Para todo t > 0,

(A(b(3,4,0, 5)))?

P{T; >t} <1- — : :
Ab(i,i,0,8) +2 [ [ S (14 S)daidak —2[ Y bk,i,s,u)dak
0 s ik={1,—-1} 0 i={1,-1}

3.1 Demonstracoes das proposigoes

Demonstragao da Proposigao 2

Definimos processos independentes de Poisson {T,ix’y) : k > 0} nos elos (z,y) onde {Tlgm’y)} sa0
instantes aleatérios nos quais a particula tenta-se movimentar de x a y = x + 1 com taxa c, e de =

ay=x—1com taxa c;_1.

Para y,z € Z tal que |x — y| = 1, seja

Nt{x,y} = ZI{T<I’y><t}
>0 T

parat > 0e N{x’y} 0.Logo, N{ “¥} conta o nimero de ocorréncias de {Tk } no par {z,y} em

N{:c z+1}

[0,t]. Assim, se nao existir nenhuma marca de Poisson -, entre (z,z + 1), é um processo

. A~ . . w, .
de Poisson de parametro (intensidade) 1. Portanto, Nt{ " tem uma distribui¢ao de Poisson com
parametro t. Por outro lado, se existir ao menos uma marca de Poisson entre (z,x + 1);0 processo

1
N, 2ot} ¢ um processo de Poisson com parametro /]\\}t
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Seja {m,} a superposi¢ao dos processos de Poisson 7',;{0’1} e T,jo’_l}. Defina o processo Y Ci[s, ]

como

YCils.t] =1 ¢, I . )
s 1] {nfﬂ(o>:0}+; {s<me<tin? (0)=0}

Temos que Y% [s,t] conta o niimero de vezes que a origem ficou desocupada no intervalo [s, ¢].

Definimos as seguintes funcoes para i = 1, —1.

i,C;
=1 )
& {0y (i)=0}

Seja V = {1, —1} Segue que,

t
C; _ i,C; i,0
YO0.1 =T 0, 000 +z;/¢sdes{ }
1€ 0

onde ¢;— = liJTrItl O

7Cj

x, , . ,q- . 7 ~ . .
Observe que Nt{ vk _ ai € martingal de média zero, e para cada ¢ € V os ¢, sao previsiveis respeito

a filtracao F (—oo,t—).

Temos que,

t ¢ :
> [eCanior = 3 [aCawio —al)+ 3 [ oraal,

iev eV Y €V
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€ segue que

t
EYS[0,t] = P{n%0)=0}+ ) / 1E¢§,deag
i€V

i€V
FC
< 1—p(0) + Z/(l + N—Oj)dag — b(i,i,0, s) (3.13)

onde a tltima desigualdade se deve a equacao (3.12). Pela desigualdade de Markov temos que
P(Y%i[0,t] > 1) < IEY [0, 1]. Segue que

IP{T; <t} = IP(YY[0,1] > 1) < IEYY[0, 1.

Logo,

t
: C, )
PIT =0 200~ 3 [ (el + bGi0.5).
0

i={1,—1}
[ |
Demonstracao da Proposicao 3
Observe que,
FEY)?
PlY > 1] > EE(Yg) onde Y =Y[0,¢] (3.14)
pois pela desigualdade de Cauchy-Schwars segue que
(EY)? = [E(Y-I{Yzl})]Q < EY?)IP(Y > 1).
Como Y é uma soma de fungoes indicadoras, segue que
(Y)? =Y 42 D G ol dNpTTANE VT, (3.15)

o<s<u<t TYE{l,—1}
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Temos que

E [ ¢° ¢! dNy"HANPYT 6 igual a
O<s<u<t

B[ sel @t - daanyt e [ oo dazanye

O<s<u<r O<s<u<r

Como I{nscf 0)=0} = I{nfi(y):o} é uma fungao previsivel respeito a filtracao (F (—oo,u™)) e

1 5 ' adi
(Ni®t — o) é martingal de média zero, segue que

E(Y%)2 = EY% +2IF | I ¢ datdNYYT1 3.16
¥™) * 2. 0% @)=0} " 7 (=0 TV (3.16)

0<s<u<t T:y€{l,—1}

Seja B(n, s) = fI cj( = O}dau\ns = n]. Como B(ns, S)I{ncj (2)=0) é (F (—o0,s™)) mensuravel,

e (NYYT — oY) ¢ martingal. Segue que,

IE I _ I _ d :dey,y—i—l — IE / I ] s, S dNy y+1
/ % (@)=0p 07 =0y TS 1% @)=y B )
O<s<u<t O<s<u<t
= IE B s, 8)da?
| 1 oy Bl
O<s<u<t

t t
= IE I ¢ I ¢, das da¥
/ / (I (@)=0y {n7 (y)=0p" v I
0 s

Portanto,

t t
IEY? = [EY +2IE E I o [ g .
+ vell 1}// {nfz(x)zo} {Wfi(y)zo} «,, dos ( )
z, —1} 7

s

Além disso,
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ZE[I } = ZP(US— ($) = 0,7~ (y) = 0)

1—1IP(n,(y) =1
< 1=1IP(n,-(y) =1)=1-p}, ().

) I )
{n? (2)=0} " {n.? (v)=0}

Portanto, das equagoes (3.17) e (3.18) segue que

EY?

(VAN
S
b.<
_l_
o
o
—
-
|
e
=
=
Q
e
<8
Q
S

IN
5
k<
_l_
[\

t
C
Ja+ S5 = pitwy/N)dada

¢
Cou, ,
= IEY—|—2// Z (1+]\(;2)daudag—2/ Z by, z,s,u)doy

0 s x,y:{l,—l} 0 i:{lv_l}

onde na segunda desigualdade acima, usou-se o resultado (3.12).

Portanto, substituindo a desigualdade (3.13) em (3.19) segue que

. t .
EY?<1-p)(0)+ > [(1+5%)dal —b(i,i,0,5)+

S

i={1,-1} 0
t ot c ¢
u xT
2// (1+]\(;2)dauda§—2/ Z b(y, x,s,u)da?
0 s zy={1,-1} o i={1,-1}

43

(3.18)

(3.19)

(3.20)

Substituindo as equagoes (3.20) e (3.13) na equagao (3.14), temos que uma cota superior de

IP{T; >t} é dada por

. (A(b(4,4,0, 5)))?

¢t t :
Ab(i,i,0,8) +2 [ X 1+ S)dazdal -2 X b(y.z,s,u)dod
0 s

z,y={1,—-1} 0 z={1,—-1}
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