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Resumo

Nos apresentamos o processo K numa arvore, que é um processo de Markov com estados
instantaneos e generaliza o processo K no grafo completo, como o limite do modelo de

armadilha numa arvore, e aplicamos esse resultado para derivar um limite de escala para o

modelo de armadilha do GREM.

Palavras chave: modelos de armadilhas, processo K, limite de escala, GREM.
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Abstract

We present the K process on a tree, which is a Markov process with instantaneous states
and generalises the K process on the complete graph, as the limit of the trap model on a

tree, and apply this result to derive a scaling limit to the GREM-like trap model.

Key words: trap model, K process, scaling limit, GREM.
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1 Introducao

Esta tese aborda o modelo de armadilhas numa arvore. Grosso modo, um modelo de arma-
dilhas é um passeio aleatdrio a tempo continuo num grafo G = (V, E') em ambiente aleatério,
onde (G é nao-orientado e conexo, e pode ser finito ou infinito. As armadilhas sao dadas por
variaveis aleatérias i.i.d. na bacia de atracao de uma lei a-estavel, 0 < a < 1, isto é, a cada
sitio x € V associamos uma varidvel aleatéria positiva 7(x) que representa a profundidade
da armadilha em x, e as taxas de salto entre dois sitios x,y dependem de algum mecanismo
relacionado a ' e ao ambiente. Modelos de armadilhas sao propostos como protétipos para
estudar o comportamento de dinamicas em tempos grandes de sistemas desordenados; sur-
giram primeiramente em [5] como um modelo inicial bom para o Random Energy Model
(REM), um modelo de vidro de spin introduzido em [7]. O artigo de revisao [3] e suas re-
feréncias nos dao uma ideia de quanta atencao tem sido devotada na literatura matemaéatica
a esse assunto nos ultimos anos.

[12] trata do modelo de armadilhas no grafo completo a baixa temperatura, também
conhecido como modelo de armadilhas do REM, e seu limite de escala é obtido. O processo
limite é chamado de processo K e é um processo de Markov num espaco de estados enu-
meravel, cujos elementos sao estaveis, com a excecao de um unico estado, a partir do qual o
processo entra em conjuntos finitos de estados estdaveis com distribuicao uniforme. No con-
texto de vidros de spin, os estados estaveis representam as configuracoes de baixa energia, ja
o estado instavel representa as configuragoes de alta energia. Resultados de envelhecimento
sao obtidos. O envelhecimento é um fenomeno que tem sido intensamente estudado por
fisicos e, apenas recentemente, tem estado na agenda dos matematicos. Ele ocorre longe do
equilibrio, e de modo geral, um sistema desordenado apresenta envelhecimento se existe o
limite de uma funcao de correlacao dependente de dois tempos, quando ambos os tempos di-
vergem mantendo uma razao fixa entre eles. Grande parte dos resultados de envelhecimento
foram obtidos em conexao com os modelos de armadilha, e [4], [14], [13] sao alguns exemplos
dessa ligacao.

Nesta tese estudamos o processo K numa arvore, um modelo que generaliza o processo
K no grafo completo apresentado em [12], e sua relacdo com o limite de escala do modelo
de armadilhas correspondente ao Generalised Random Energy Model (GREM) [8] a baixa
temperatura, o modelo de armadilhas do GREM. Como o préoprio nome diz, o GREM é uma

generalizagao do REM que leva em conta as correlacoes entre os diferentes niveis de energia, o



que nao ocorre com o REM, de forma hierdrquica, com uma estrutura de arvore. O interesse
no regime de baixa temperatura em ambos REM e GREM vem do fato de que, neste caso, a
medida de Gibbs é essencialmente concentrada em um pequeno nimero de niveis de energia,
ou seja, ela da massa as configuragoes de spin de valores extremos minimos, ao passo que
no de alta temperatura a distribuicao de Gibbs é concentrada em um nimero de niveis de
energia que cresce com n quando n tende ao infinito. A fim de ampliar o trabalho desta tese,
o0 seu passo seguinte deve ser o entendimento do fenomeno de envelhecimento relacionado ao
processo de K numa arvore.

O texto esta dividido da seguinte maneira. No capitulo 2 apresentamos o modelo de
armadilhas numa 4rvore e o chamamos de Z}". No capitulo 3 construimos um processo X}
que, sob uma escolha especifica de parametros, tem a mesma distribuicio de Z". No capitulo
4 noés definimos o processo em volume infinito X, chamado o processo K numa &arvore. No
capitulo 5 permitimos que todos os parametros do processo em volume finito dependam de
n, ou seja, mudamos o sobrescrito “F'“ por “(n)“ para enfatizar a dependéncia em n e entao
consideramos o processo X ,§") do capitulo 3. Entao, sob determinadas condicoes assintoticas
desses parametros quando n — oo, mostramos que a distribuicao de X ,En) converge para o
de Xk

Finalmente, no capftulo 6, consideramos um caso particular de X{', onde o parametros
sao definidos em termos de varidveis aleatdrias com cauda pesada. Entao, tomando uma
escala adequada do processo, que inclui uma relacao de escala particular entre os volu-
mes My, ..., My, estabelecemos sua convergéncia gracas a redugao deste caso a situagao do

capitulo 5 e a verificacao da condigoes de seu teorema da convergeéncia.



2 O modelo

Primeiramente descrevemos o modelo de armadilhas numa arvore. Comecemos com a arvore.
Ao longo do texto k serd um inteiro fixo em N, := {1,2/...}. Considere k nimeros
M, ...,M, € N,, algumas vezes chamados volumes, e defina M; = {1,...,M;},j =
1,..., k. Consideremos entao a arvore Tj de raiz (), cuja primeira geragio ¢ dada por
My, e tal que, dado um vértice z|; da i-ésima geragao de Tj, 1 < i < k, o conjunto de
descendentes de z|;, pertencendo a i + 1-ésima geragao de TE, é dado por {z|;} x M;y;. O

conjunto de vértices de TE pode assim ser representado como se segue

VE={0,zli=ar. @ my e My, 1< j<i <k} (2.1)
Usaremos também a notacao
"= . .xp, Mli=Mix.. o x M;, M|"=M; x ... x My, (2.2)

T

1 <4 < k. Abaixo identificaremos z|; and x|* com vetores (com respectivamente i e k —i+ 1

dimensoes).

11 12 21 929

112 123 212 221

Figura 1: k:?), M1 :M2 :2, M3:3

TE é claramente uma 4rvore finita e isso é enfatizado na notacio pelo uso do sobrescrito
“F”. Mais tarde definiremos um processo analogo para uma arvore infinita (com k geragoes),
e neste caso nao haverd sobrescrito. Entendemos a raiz como a 0-ésima geracio de T%, e
x|; € M|; como um elemento de sua i-ésima geracao, 1 < i < k. Por vezes usaremos

simplesmente z em vez de z|,. Nos capitulos abaixo, consideraremos a arvore inifinita,



denotada por T}, com conjunto de vértices

e estrutura de geragoes paralela a TL de modo 6bvio, com notagao paralela, sem o “F”
sobrescrito, para objetos paralelos.
Nosso processo é uma processo de Markov a tempo continuo cujo espaco de estados é o

conjunto de folhas de T, ou em outras palavras, o conjunto de vértices da k-ésima geragao

de TF, a saber

Lf ={z|p : ol € VI'}. (2.4)

Da identificagao em (2.1), é claro que Lf pode por sua vez ser identificado com M.

Descrevemos agora o mecanismo de transi¢do de nosso processo. Haverd um conjunto
de parametros para isso. A fim de diferenciar a descricao da arvore finita da posterior
arvore infinita, por um lado, e para enfatizar a analogia entre os dois casos, por outro lado,
continuamos a recorrer ao uso do sobrescrito “ F” também para o conjunto de parametros
do processo em volume finito.

Para j=1,...,k — 1, sejam

pi i M|; — (0,1), (2.5)
e
T Mg = (0,00). (2.6)
Para z € M|y, seja g, € {0,1,...,k — 1} uma variavel aleatéria definida num espago de
probabilidade (€', A, P) tal que
k—1
P(g. = i) = [L=pf ()] 1] »f (=), (2.7)
j=it1

onde por convencao H?;;pf (z|;) =1 and p{ = 0.

Seja ZI" uma cadeia de Markov a tempo continuo em M|, como se segue. Quando Z}
estd em x € M|;, espera um tempo exponencial de média i (z) e entdo salta da seguinte
maneira. Ele primeiramente olha para uma cépia ¢/, de g, (independente a cada vez das
outras olhadas anteriores). Se ¢, = j, entdo, denotando por a,(j) o Gnico ancestral de x na
geragio j de TE (a saber a,(j) = z|;), Z& salta com lei uniforme para um dos descendentes

de a,(j) em M|,. Em outras palavras, dado que ¢/, = j, entao as coordenadas z|;(= a,(j))

de x sao mantidas pelo salto, e as demais coordenadas sao escolhidas uniformemente em



Py (@) =0

75 (112) 75 (123)  ~5(212)  5(221)

Figura 2: k=3, My = My =2, M3 = 3.

M7t Podemos entao dizer que a distribuigao de transi¢io da cadeia de Markov a tempo
discreto imersa de Z{ que parte de z é a distribuigao sobre os descendentes de um ancestral

de z cuja geragao é aleatoriamente escolhida conforme a distribuicao de g, .

Observacao 2.1. Podemos entender a varidvel aleatoria g, como se seque. Anexemos moe-
das aos sitios da drvore que nao sao folhas, ou seja, M|,_1, de tal forma que a probabilidade
de cara da moeda no sitio x|; € M|; seja pf(x\j), j=1,....k—1. A moeda da raiz tem
probabilidade p§ = 0 de dar cara. Quando decide saltar do sitio x € M|y, em primeiro lugar
ZE lanca sucessivamente as moedas de x|y_1, ..., x|1, 0 (nessa ordem) até obter coroa pela
primeira vez, e entao ele pdra no respectivo sitio. Observe que esse procedimento estd quase
certamente bem definido jd que p§ = 0. Dado que z|;, 7 =0,...,k—1 (onde x|o =0), foi o

sitio de parada do procedimento,entao g, = j.

Defini¢ao 2.1. Chamamos Z{ um modelo de armadilhas em T¥, ou modelo de armadilhas

k-1

com k niveis, com parametro de tempo de espera vyt e parametros de ativagdo (pf)jzl.

Notagdo: Zf ~ TMy(Ty; v (pf)iz1)-
Observagao 2.2. A cadeia de Markov Z{ ¢é reversivel e sua medida invariante é dada por

6F(y) = — 2t Ty pwl) 17!

A fim de tornar claro (2.8), detalhemos as tazas de transicio de Z{. Dados x,y € M|y

(2.8)

(x #vy), ponha m = irk1: 1{i; x; £yt e m=min{} = k. Se denotarmos por Q a matriz
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de taza de transi¢do e por q(-,-) seus elementos, entdo

q(z,y) = ;m_l[l — i (];)] ﬁ P (o) (2.9)
7 Y () My i=0 o j=it1 M; .

¢ a taxa de transicio do estado x para o estado y, e so nos resta verificar a equagao de

balanceamento.

Estamos interessados em tomar os limites de Z}" quando My, ..., M} — oo (sob condigoes
apropriadas sobre seus parametros). Para isso, serd conveniente considerar uma construcao
particular desse processo. No préximo capitulo nés o faremos. Defineremos um processo X7
em V! de um modo ticul t amet fim d t

fs particular, com certos parametros, e no fim demonstraremos que com
a relagao correta entre esses parametros e os de ZI', obtemos que X} e ZI' tém a mesma

distribuicao.



3 Uma representacao do modelo de armadilhas com £k
niveis

Sejam N, = {1,2,...}, N, = N,U{oc} e R, := [0, 00). Dados My, ..., M}, € N,, e recordando

a notagao do Capitulo 2 acima, sejam 7 : M|; = (0,00), j = 1,..., k, e defina
3 (@ly) = (@h) x93 (el2) x . oox ) (z]). (3.1)
Abaixo identificaremos "yf com uma medida em M|; para j =1,...,k, com 7yf (+) fazendo o

papel de 7/ ({-}).

Neste capitulo construiremos um processo Xy em M|, de um modo indutivo e consi-
deraremos todas as varidveis aleatdrias subsequentes definidas num espaco de probabilidade
(€Y, A, P). Primeiramente definimos o processo X7 . Ele é uma cadeia de Markov a tempo
continuo em M|; que quando estd em z; € M|; espera um tempo exponencial de média
vE(x1) e entdo salta uniformemente para um sitio em M|;. Construiremos X{ da seguinte

maneira.

Sejam N; = {(Nr(xl’l))rzo, z1 € N,} i.i.d. processos de Poisson de taxa 1, e seja o7
(xlzl).

7 )

a
i-ésima ocorréncia de N1 > 1. Chamaremos SF = {o 1 € My, i > 1} o conjunto
de marcas do primeiro nivel de X{'. Sejam Ty = {Ts(l), s € Ry} varidveis aleatérias i.i.d.

exponenciais de taxa 1. Considere N; e T; independentes.

’Yf(Ml)T
M l N@n,n
M1 Ml
()T’ j
Ty N”(.ftl‘l)
Il X1
A I "
1,1
) N!
1 1 1
r

Figura 3: Marcas de Poisson para k = 1 e M; qualquer.



Para s € SF, seja

F(s) =z, e s = a;“’l para algum x; € M; e j > 1.

Note que & estd bem definido quase certamente, ou seja, para si, s, € Sf° temos s; # so

quase certamente. Agora definamos uma medida aleatéria yf” em R, como se segue:

VE(EF () T, se s € SF

i ({s}) = { 0, se s e Ry \ SF.

Observagao 3.1. Notamos que &F'(s), s € 8§, sao uniformes i.i.d. em M.

Para r > 0, seja

LY (r) =i ((0,7]) = ) > (@) T, (3:2)

z1=1 36{0511’1);i21}ﬂ[07r}

ri(r)
! AT
; | Xf(t):azl
1 M, T 1 M 1 X1 7

Figura 4: Uma realizagao de X'

Para t > 0, seja
ol (t) == (T 7H(t) = inf{r > 0; T¥(r) > t} (3.3)

a inversa continua a direita de I'}".



Definimos o processo (X{, Y[I') em (M|, R, ) como se segue. Para t > 0

(X{,Y)(®) = (&7 (91 (1), 1 (1)) (3.4)
Suponhamos que (X, Y;") esteja definido para j =1,...,0 =1, £ < k.

Definigao 3.1. Um intervalo I C Ry € um intervalo de constincia de (X, Y}") se (X[, Y])

for constante sobre I, ou seja,
(X]F,YjF)(r) = (X]F,YjF)(s) para todo r,s € I, (3.5)
e I for maximal com essa propriedade.

A condigao de maximalidade e a continuiudade & direita de (X', Y]") implicam que
I = [a,b) para algum 0 < a < b. Agora estamos prontos para definir (X[, V) para
2<(<k.

Seja ZF' | a colecio de intervalos de constancia de (X7, Y/F,). Sejam Ny = {(NS),50,
(w¢,0)

xy € N,} i.i.d. processos de Poisson de taxa 1. Considere o,

) a i-ésima ocorréncia de

N@h j > 1. Chamaremos S = {af””); xy € My, i > 1} o conjunto de marcas de Poisson
do ¢-ésimo nivel, e RY = {b; I = [a,b) e [ € ZI" |} o conjunto de marcas extras do ¢-ésimo
nivel. Note que RY é o conjunto de extremidades & direita de intervalos de Z,_;. Chamamos
SFUR! o conjuntos de marcas do (-ésimo nivel. Sejam T, = {Ts@), s € Ry} varidveis
aleatdrias i.i.d. exponenciais de média 1. Assumimos N; e 7; independentes e também
independentes de Nj e T; para j < {.

Para cada s € R, associamos uma varidvel aleatéria uniforme Uy(s) em {1,..., M,}.
Assuma que {U(s), s € RE, ¢ > 1} sao mutualmente independentes e independentes das

outras variaveis aleatérias do modelo. Seja

(1‘[,6)
Xy, se s=o; para algum z, € Mye l > 1,
& (s) = { ) (3.6)

Ui(s), seseRL.

Chamaremos & (s) o rétulo de s € RY USE, 1 < ¢ <k (onde RY =0).
Note que no primeiro caso acima s € S, e que &/ estd bem definida quase certamente.

Definamos agora uma medida p)” em R como se segue:

VEXE (), 8 () T, se s € SF

rteh = { W (X (5=) 66 () T, se s € RY

e ul (Ry \ (SFURE)) =0. Note que S N RE(w) = () para quase toda realizagao w € €.

10



A
M, [ l N (Mik)
Mk; Mk
p;f (Xja(s),2n)T |
Th N](':ka)
T, Xk
| l | AL
1 "
1 1 1
a a—
I 5 Iy I3 rs Xity
XE—l(S)

Figura 5: Marcas de Poisson e extras para k > 1 e M} qualquer.

Observagao 3.2. Ressaltamos que & (s),s € Sf, sao uniformes i.i.d. em M;,j=1,... L.

Para r > 0, seja

Ly (r) = pg ((0,7]). (3.7)

Para t > 0, seja

of (t) = (D) Yt) =inf{r >0: TJ(r) >t} (3.8)
inversa continua & direita de I'}".
Definimos o processo (X7, Y}) on (M|, RL) como se segue. Para t > 0
(X1 (e (1), 60 (00 (1)) (VL (0 (1)), 02 (1)) se o (£) €S
(X1 (07 () =), & (0 (D)) (Y (7 (1)), 07 (1)) se oy () €RY
Observacao 3.3. Notamos que cada intervalo I de IJF,j > 2, pode ser identificado com
um salto de TY, isto é, I] = {[CF(r—), T (r)); r > 0} = {If(s) := [[f(s—),I'F(s)); s €

SFUREY, e {|IF(s)], s € SFUREY} sio varidveis aleatdrias exponenciais independentes

(X7 Y)(t) :{

com média

{7 (X[21(5),& (5)), s € S5 7 (K11 (=), & (s)), s € R’}

11



jump from extra mark

iy B
1 (7) — Yi(Xp—1(s"), Un(s") T
t :
V(X1 (8),2)T
o
- * RN
- el \ A
S S

Xi(t) = (X (s),2n)

Uk(s") ~ Uniform(My)

Figura 6: Uma realizagao de X/

respectivamente.

Neste ponto podemos observar que nosso interesse estd em X{. Y, é introduzido exclusi-
vamente por nos permitir distinguir pontos s € S UR} no caso de duas marcas consecutivas
com os mesmos rotulos, o que como veremos no capitulo seguinte nao ocorre no caso de vo-
lume infinito. De fato, no Capitulo 4 abaixo introduziremos uma versao em volume infinito
de X7 para a qual a versiao respectiva de Y;!" nao serd necessaria explicitamente, e portanto

nao explicitamente introduzida.

Observagao 3.4. Advertimos que o nimero de marcas de SJFURf em cada intervalo fechado
I, com I €I, éigual a 14+ uma varidvel aleatdria geométrica de média Myl (X[ (s)),
onde s € SjF_l U Rf_l € tal que I = ]jF_l(s), e cada intervalo fechado tem exatamente uma

marca de Rf, em sua extremidade direita.

Defini¢ao 3.2. Chamamos X{ definido acima o modelo de armadilhas em T}, ou modelo
de armadilhas com k niveis, com conjunto de parametros vf = {~vF;i=1,... k}.

Notagdo: X ~ TM(Tg; ().

Agora fazemos a conexao entre os modelos do Capitulo 2 e Capitulo 3, o qual em particu-

lar estabelece que o tltimo modelo é uma representacao do primeiro sob a relacao apropriada

12



de seus respectivos conjuntos de parametros, assim justificando a terminologia comum. Seja

k:—l)

XF como acima, e seja Zf' como no Capitulo 2, isto é, Zf' ~ T M, (M|; i, (pf)jzl .

Lema 3.1. Suponha
1

F
Pl = G (39)
para todo z|; € M|j e j=1,....k—1. Entio X{ e ZI tém a mesma distribuicdo.
Demonstracdo. Antes da prova em si tornamos claro um ponto. Seja Z,fi, 1=1,...,k ai-
ésima coordenada de Z{" = (Z\,..., Z[}), eseja Z[|; = (Zi,... Zf;), 5 =1,..., k. Como
apontado no Capitulo 2 acima, a cadeia imersa de Z}', chamemo-la JF' = (J,fl, e J,fk),
com J{|; = (J5y, ..., J), 5 =1,...,k, pode ser descrita em termos de langamentos su-
cessivos de moedas dos vértices JF|r_1, J|k_2,..., JI'|1 (veja Observagio 2.1). Considere

o evento Aj_; = {lancamento da moeda de J/|;_; é o primeiro a dar cara}. Em termos de
varidveis aleatérias g,r, temos Ay = {g;r < k —1}. Agora abservamos que, dado Aj_1, a
distribuicdo do salto de JF|;_; é a mesma que aquela de J{ ;. J4 que a distribui¢ao de salto
de .J;'; é sempre uniforme em My, temos que, dado A,_y, a distribuicao de salto de J;" é a
mesma que a distribui¢do conjunta do salto de JI”; e uma varidvel uniforme independente
em M k-

Para k = 1, observamos que as probabilidades de transicao de X! sdo sempre uniformes
em M, j4 que os rétulos dos sucessivos pontos de SI tém essa propriedade e sdo inde-
pendentes ums dos outros. Assim, X" e ZI" sdo processos com o mesmo espaco de estados
e probabilidades de transicao, e os tempos de espera claramente podem ser casados. O
resultado se segue para k = 1.

Agora procedemos por inducgao sobre k. Suponhamos que o resultado valha para k = K —
1 para algum K > 2. Para mostrar que X£ ~ ZE é suficiente identificar os mecanismos de
transigao de ambos os processos. Fixemos um tempo ¢ > 0 e um ponto z|x € M|g. Dado que
ambos processos estao em x| no tempo ¢, entdo ambos tempos de salto sdo exponencialmente
distribufdos com média v (z|x). Até aqui, temos uma identificagdo. Agora identifiquemos
os mecanismos de salto dos dois processos.

Como discutido no primeiro pardgrafo acima, dado Ax_; temos que J& |1 salta como
Jk_1, € Ji i salta uniformemente em M, e os saltos de Jf|x_1 e Ji j sdo independentes.
Identifiquemos um mecanismo de langmento de moedas no salto de X£. Para isso, definamos

para I € ZE | a varidvel N; que conta o nimero de marcar de SE U RE no fecho I de I,
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ou seja, Ny = [I N (SE URE)|. Relembramos da Observacio 3.4 que N; iguala-se a 14+ uma
varidvel aleatdria geométrica de média Mx~E_(XE_(s)), onde s € I (recorde que X% _| é
constante em [).

O mecanismo no processo X & que desempenha o papel do primeiro langamento de moeda
é se ou nao @i (t), o ponto de SE U RE no intervalo de constancia corrente de X%, é um
ponto de S§ ou de RY. Considere o tiltimo caso o evento Ax_; = {¢k(t) € R}, o qual
corresponde & cara, e significa que X% | fard um salto, que identificamos como um salto
de Xf_,, independente do (uniforme em M) salto acompanhante de Xj .

Neste ponto devemos salientar que um elemento particular da construcao de X% de-
sempenha um papel chave nesta identificagao, a saber, a inclusao das marcas de RL. Isso
garante que cada intervalo de constancia I de Z{ | tem ao menos uma marca (na verdade
colocada em sua extremidade direita, que de fato nao pertence a ele, mas devemos imaginar
essa marca como ligada a ele). Sem essas marcas, o salto de XE|x_; pode nao coincidir com
aquele de XE | — isso aconteceria se (e somente se) o primeiro intervalo de ZX | vizinho a
direita de I nao tivesse marcas.

Pela hipétese de inducdo, Xi_; ~ Zj_; ~ Zf|x_1; claramente X ;o ~ Z[ ;. Termina-
mos o argumento em dois passos. O primeiro é mostrar que

1
1+ Mrvge o (2l -1)’

P(Ax-1) = B(Ax_1) = (3.10)

e entao usar a hipétese. Mas (3.10) segue da falta de meméria de Ny, onde I é o elemento
de ZE | que contém g (t). Com efeito, considere o evento D; = {(k(t) é o i-ésimo ponto
de SEURE em I contando da esquerda} e p; = P(D;). Entao

1
1+ MK7§_1($|K—1)’

P(Ag_1|D;) = P(N; = i|N; > i) = P(N; = 1) =

que implica

1
1+ Mgk (xlko)’

P(Ag-1) = Z]P(AKfllDi)pi
i>1
e (3.10) segue. E o derradeiro passo é argumentar que, dado A% _,, entdo XE | nao se
move, e temos somente o salto uniforme em Mg de X f; 5+ 0 que concorda com o movimento
correspondente de ZE& dado AS_,, o que é imediato.

]
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4 O processo K numa arvore

Processos K em N, foram introduzidos em [12] no estudo de limites de modelos de armadilha
no grafico completo. FEles aparecem como limites de escala do modelo de armadilha de
Bouchaud no grafico completo. Abaixo apresentamos uma extensdo desse modelo em N¥,
para o qual olharemos como as folhas de uma arvore com k geracoes, da mesma forma como
é feito nos capitulos anteriores (veja o paragrafo de (2.3) acima). O objetivo é, da mesma
forma como em [12], estabelecer resultados limite para os processos dos capitulos anteriores
quando o volume diverge.

Para j = 1,....k, seja v, : NJ — (0,00), j = 1,..., k, tal que, se fizermos

Yi(@l;) = m(zli) x ya(zl2) x ... x y5(x);), (4.1)
entao
D F(a]) < o (4.2)
xleNi

Estendemos ~y; a N/ declarando
75(z];) = 0 for z|; € NJ \ NI, (4.3)

Aqui abusamos da notacao ao identificar 4;({-}) com 7;(-).

Construiremos um processo X; em N¥ indutivamente, da mesma forma como no capitulo
3. Inicialmente definimos o processo X;. Ele é cadeia de Markov a tempo continuo sobre N,
descrita como se segue.

Todas as variaveis aleatérias subsequentes neste capitulo estao definidas no espaco de

probabilidade (€', A,P). Assim sejam N; = {(N,gxl’l))rzo, x1 € N,} processos de Poisson

de iid. de taxa 1. Seja of"' a i-ésima ocorréncia de N@tD i > 1. Chamaremos de
S = {ai(xl’l); ry € Ny, 7 > 1} o conjunto de marcas do primeiro nivel de X;. Sejam
T = {Ts(l) , s € Ry} varidveis aleatdrias i.i.d. exponenciais de média 1. Assume-se a

independéncia entre N; e 7T;.

Para s € &y, seja
&1(8) =1 se s = afl’l para algum z; € N, e i > 1.

Note que &; estd bem definido quase certamente. Definamos agora uma medida p; em R

COImo se segue
p({s}) =1 (&(s) T, se s € 81, e pu(Ry \ &) = 0. (4.4)
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Para r > 0, seja

Li(r) = m((0.7]) = ) > n(e) Y, (4.5)

z1=1 SE{O’,EILD;Z'Z].}O[O,T]

e, para t > 0, seja
o1(t) :=T7 () =inf{r > 0: Ty(r) >t} (4.6)
a inversa continua a direita de I';.

Observacgao 4.1. Observe que p; € uma medida puramente atomica cujo conjunto de dto-
mos, 81, € enumerdvel e denso em R,. FEssas propriedades implicam que I'y : Ry — R, é
estritamente crescente e que sua imagem I'1(Ry) € um conjunto cuja medida de Lebesque é

nula. Também pode ser verificada que ¢1 : R, — R, € continua.

Definimos X; sobre N, como se segue. Para t > 0

Xife) = { A el & 5

00, caso contrario.
Chamemos de R; a imagem de I'y, ou seja, Ry = I'1(Ry) = {t > 0;'1(r) = ¢ para algum
r > 0}.

Proposicao 4.1. Vale quase certamente que X;(t) = 0o se e sd se t € R;.

Demonstrag¢ao. Dada uma realizacao de nosso processo, tome ¢t € R;. Como I'y ¢é estrita-

mente crescente hd um unico r > 0 tal que I'y(r) = ¢. Suponha que X;(t) = z < oo, entao
(z,

existe s = o D¢ S; tal que Fl(afx’l)—) <t< Fl(crgx’l)). Ja que I'y é estritamente crescente

(z, (z,1)

Por outro lado, tome ¢ > 0 tal que X;(t) = oo e defina s; = inf{r > 0;T'y(r) > t}. Por
definicao, I'1(s;—) < t e I'1(sy) > t. Se I'1(sy) > t, entdo temos I'1(s;—) < t < I'y(s¢) e

temos r < o\ Mas isso significa I'y(r) < T'(o;7’—), o que contradiz a suposicao.

como antes, pelo fato de que os pontos de descontinuidade de I'; sao dados pelas marcas de
(w7

Poisson, s; = o, Ve S para algum x < 0o, 0 que corresponde a dizer que X;(t) = = < oo,

mas isso contradiz a suposicao. O
Suponhamos que X estd definida para j =1,...,0—-1,2</(<k.

Definicao 4.1. Um intervalo I C Ry é um intervalo de constancia de X; se tem compri-

mento positivo e

X;(r) = X;(s) para todo r,s € I, e I é mazimal. (4.7)
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A condicao de maximalidade e a continuidade a direita de X implicam que I = [a,b)
para algum 0 < a < b. Agora estamos prontos para definir X,.
Seja Z,_1 a colegao de intervalos de constancia de X, ;. Sejam N, = «{(N7W’£))7 r >0,

¥

7y € N, } processos de Poisson i.i.d. de taxa 1. Seja 07*" a i-ésima ocorréncia de N@e9) § > 1.

Chamaremos de &y = {UZW’Z)

; 2y € N,, i > 1} o conjunto de marcas de Poisson do ¢-ésimo
nivel. Sejam 7, = {Ts(g), s € R, } varidveis aleatérias i.i.d. exponenciais de média 1. Assume-
se a independéncia entre A e Ty e e a independéncia de ambos em relagao a N; e T, para
g <Vt

Para s € Sy, seja &(s) = xp se s = aj(xé’e) para algum x, € N, e j > 1. Observe que &

estd bem definida quase certamente. Definamos agora uma medida g, on R, como se segue:

pe({s}) = (Xer (), &) T, se s € Sy, ¢ Ry \ ;) = 0.

Vi(X—1(8), 2)T

A
7 7
\L \ J/ N7§17k)
Lo 1
N[ N [ \
J L /S/ L / r, Xp 1
Xk_l(S

Figura 7: Marcas de Poisson para k > 1.

Para r > 0, seja

Lo(r) = pe((0,7]), (4.8)

e para t > 0, seja

we(t) == F[l(t) = inf{r > 0; Ty(r) > t} (4.9)
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a inversa continua a direita de I'y.

Observacao 4.2. A Observacao 4.1 vale com “17 substituido por “0”. Em particular, a

imagem de I'y tem medida de Lebesque nula, £ =1,... k.
t eT‘\’ﬁ
| | Ve X—1(s), xp)T
| .

Xi(t) = (Xp-1(8),xx)

Figura 8: Uma realizacao de Xj.

Definimos o process X, sobre N¢ como se segue. Para t > 0, seja

X(t) = { (Xe-1(pe(t)); €l (1)), se e(t) € S,

(Xo—1(pe(t)), 0), caso contrario.

Definigcao 4.2. Chamamos de X}, definido logo acima o processo K em Ty, ou processo com
k niveis, com conjunto de parametros y, = {vi; i =1,...,k}.

Notagao: Xy ~ Ki(Tx, ).

Observagao 4.3. Segue das defini¢oes acima que X1(0) = oo quase certamente e, conse-

quentemente, que X;(0) = (00, 00,...,00) g.c..

O proximo resultado torna a construcao acima bem definida. Para sua demonstracao,
introduzamos a notacao

Xe = Xp1,. o, Xig), E>1,

que torna explicitas as coordenadas de Xj.
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Lema 4.1. P-quase certamente I'y(r) < oo para todo r € (0, 00).

Demonstragao. Como I'; é nao decrescente e ilimitada para j = 1,..., k, basta mostrar que

['yolk_q10...0I1(r) < oo para todo r € (0,00) quase certamente. Seja
@k(?“) = FkOkalo...OIH(T'). (410)

Mostraremos por inducao que

E©k(r) =7 Y ... mh) . owlale) =r > (x), (4.11)
=1  zp=1 zeNk
que é a massa total de medida 7, que por hipétese é finita (veja pardgrafo de (4.2)), e isso
obviamente encerra o argumento.
Isso é claramente verdade para k& = 1. Suponhamos que valha para k£ — 1, k& > 2.
Consiremos os intervalos de constancia de Xy ;. Seja Z = { intervalos de contancia de X1 C

[0,04(r)]}. Podemos entdo enumerar os intervalos de Z como Z = {I(s); s € St N [0,7]}.

Assim,
o) N(I1
Oy = > Is) =Y > L&, (4.12)
s€81N[0,7] z1=1 11=1
onde Lgxl = |I(o (xl’l))|. Agora note que, para cada x; € N,, N@) e L@ {L

i1 > 1} sdo independentes, e L(*1) ¢ uma familia i.i.d. de varidveis aleatérias com Li1
@,(::11 (m (:L’l)T(ml)) onde @ " =Tg_10...0I é o correspondente de O} para um processo
GKp1(7™)), onde 4\™) = {yi(xy, ) s i =2,... k).

Entao

E(O(r) —rZE{&?”H(%(mI ) —TZ% (@)Y nelal) .. wlzle),  (413)

r1=1 z1=1 L2, Tk

(z1)

onde usamos que 7777, i3 > 1 sdo exponenciais i.i.d. com média 1 e independentes de

qualquer outra variavel aleatéria, e na segunda igualdade, a hipdtese de inducao. O]

Observagao 4.4. Como podemos ver diretamente da Proposi¢io 4.1, X ;(t) = oo para um
dado t se e sd set € I';(Ry) = R;. Ademais, uma vez que X,;;(t) = oo para algum t > 0 e
i=1,...,]j, entao X;,(t) = 00 q.c. ji queTyo...0T;11(R;) € um conjunto de medida de

Lebesgue nula e Tjo...oT; 1 (R)NS, =0 gc. parai+1<1<j.
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Observacgao 4.5.

1. Das Observagoes 4.2 e 4.4, seque que para j = 1,...,k, os infinitos de X;, isto €, o
conjunto {t > 0: X;,(t) = oo para algum i =1,...,j} tem medida de Lebesgue nula.

2. Seque que X, ;(s) <ooparas € Sjy1,i=1,...,j, ej=1,...,k—1 quase certamente.

O proximo resultado afirma, grosso modo, que uma vez que uma coordenada de um
processo K ¢é grande, entao também sao as subsequentes coordenadas. Isso estda de acordo
com a propriedade mencionada na Observa'l'(;%'ig)%o 4.5.3. No proximo capitulo estabelecemos

um resultado andlogo em volume finito (veja Lema 5.3).

Lema 4.2. Seja X, o processo K com k niveis. Dados e > 0, T > 0 e m > 1, existem

m(k), i=1,...,k—1, tais que se Xy ;(t) > mgk)

)

et € [0,7], entio Xy j(t) > m para todo
j=14+1,...,k com P-probabilidade maior que 1 — €.

Demonstra¢ao. Dado € > 0, seja T" > 0 tal que P(Ox(T") > T) > 1 —¢/3, e para m € N,
seja

S,gm) = {agwk’k) cxp=1,...,m,i>1}. (4.14)

(7
Para j = 1,....,k — 1 el € Ny, seja Tp_1;({) = {r € (0,0,1(T")); Xy—1,(r) > £}. J&
que |Tr—1,;(€)] = ©x_1(T") q.c. quando ¢ — oo, pode-se ver prontamente das propriedades

elementares de processos de Poisson que
(Ui T (0} NS =0 (4.15)

quase certamente para todo ¢ suficientemente grande. Assim, dado m € N, podemos encon-
trar mgk) tal que se Xy ;(t) > mgk), 1 =1,...,k— 1, para qualquer ¢t < T, entao segue que
Xk x(t) > m com probabilidade maior que 1 —¢€/3. Isso em particular estabelece a afirmagao

para k = 2 através da escolha m?). Assumamos que a afirmacao seja valida para k — 1 com

€/3 em vez de € e T” em vez de T tal que P(O,_1(T") < T") > 1 —¢/3. Entao fazendo a

(k) (k=1) (k)

escolha m;”” = m; V my’, observamos que ela satisfaz a afirmagao com probabilidade

maior que 1 — €. ]

Lema 4.3. Seja x = (v1,...,7,) € N¥ tal que x; = oo para algum i € {1,....k}. Entdo
P(X(t) = x) = 0 para Lebesgue quase todo t > 0.
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Demonstracao. Fixe t > 0 e tome T > 0 tal que, dado € > 0, P(©4(T") > t) > 1 — ¢/2t,
onde Oy estd definida em (4.10), e chame F = {O(T") > t}. Param > 1e j € {1,...,k},
bote

S;m)c = {Ji(x’j) s >m, 1> 1} (4.16)

e como antes defina
™({s}) = 3 (Xjo1(5), ()T, se s € S, e ™R\ S ) =0
e parar > 0
(m) o (m)
Hj (r) = v; ([0, 7]). (4.17)

Usaremos a mesma estratégia empregado para obter a igualdade em (4.11).

Se 1 = oo, temos
t

/ 1,(Xp(2))dz <Tpo...0oTy0 H™(T1p +t 1pe,
0

ondeI'yo...0ol0 Hl(m) (T") equivale ao tempo passado por Xy, de 0 até O (T") em estados
z cuja primeira coordenada z; é maior que m. Também notamos que I'y0...0I'y 0 H 1(m) (T")

tende a 0 quase certamente quando m — oo. Aplicando o teorema de Fubini obtemos

B /0 ,(Xp(2))dz) = /0 P(X,(2) = 2)d

<E (rk o...0Ty0 Hfm(r)) + tP(FF)

ST YYD Aklalk) +e/2. (4.18)

x1>m xo=1 =1

Por (4.2) a soma no primeiro termo do membro direito de (4.18) é menor que ¢/27" para
m suficientemente grande, logo o membro esquerdo de (4.18) é menor que €, o que implica
P(Xy(t) = x) = 0 para quase todo ¢ > 0.

Se 71 < 00, seja a = min{i;x; = co}. Ja que x|,_; € N¢~! entdo existe um conjunto q.c.
finito (um conjunto de marcas de Poisson) A C S,_1 N[0, 0,_2(7")] tal que para cada s € A
temos fta—1({s}) = Va1 (#a1)) TV e E(JA]) = T" 3 (21) . .. Ya1(2|a_1). Entdo

t
/ 1o(Xp(2))dz <Y Tpo.. 0Ty 0 H™ (y;(x|e—t) T )y + tlpe
0 se€A
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para cada m > 1. Observe novamente que 'y, o... 0,10 Hém) (r) — 0 quase certamente

quando m — oo para cada r > 0 e que pelo teorema de Fubini
t t
E( / 1, (Xa(2))dz) = / P(X,(2) = z)dz
0 0
STac1(zlam1) D D o D Yalzla) - () + €/2,

Tq>M Ta+1=1 =1

e com o mesmo raciocinio aplicado a (4.18) concluimos que P(X(t) = x) = 0 para quase
todo t > 0.
0
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5 Convergéncia:

Neste capitulo consideramos uma sequéncia de modelos de armadilhas X ,5”)

sequéncia de &rvores finitas Tén), com volumes M; = M™, ... My = M ,En), e conjunto de

parametros 'y,(f"), respectivamente, and provamos a convergéncia em probabilidade ao processo

, n > 1, numa

K numa arvore X para essa sequéncia sob a topologia de Skorohod em D(N¥ [0, 00)), o
espaco das funcdes cadlag de [0,00) a N¥. Recomendamos ao leitor o apéndice A a fim de
encontrar a definicao dessa métrica e um exemplo de como ela funciona. Como antecipado no
fim do Capitulo 1, substituiremos o sobrescrito “F” por “(n)” em toda parte para enfatizar

a dependeéncia em n.

5.1 Resultados

Nesta secao anunciamos o principal resultado até aqui e, com o proposito de usar a métrica

de Skorohod (veja (A.2)), comecamos dotando N¥ da métrica

d(z,y) = max |z;" —y;'|, x, y € NI, (5.1)

onde co™! = 0, sob a qual (N¥,d) ¢ diretamente compacto e assim completo.

A fim de obter nosso resultado de convergéncia, imporemos as seguintes condi¢oes sobre

os volumes e parametros. Para j = 1,...,k, suponha que quando n — oo
(n)
M;™ — oo, (5.2)
'y](.n) (z) — 7;(z) para cada z € N/ e Z ;ngn) (r) — Z ¥i (), (5.3)
xEN‘l IENZ:

onde 7;, 4; sdo como no inicio do Capitulo 4 e satisfazem (4.2-4.3), e fyj(") =0em N/ \ M|;.
Nosso resultado necessitara de condicoes adicionais que parecerao bastante obscuras.

Enunciamo-las agora e discutimo-las, juntamente com as outras acima, apds estabelecermos

o resultado de convergéncia. Nos ainda supomos que para j = 2,...,k
) SST : )

; n) Z ’Y]n (x];) ZHM q x|q 1) H (1+M(§") ’yqfl(w|q,1)) —0 (5.4)

q= 2 | GNJ p=1 q=2 q=p+2
e

1 =1 p ) J
s S ST M A ) TT M A (al)) 0 (55)
a=2Ma alj_1eNi T p=1 =2 q=p+2
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quando n — oo, onde por convengao

1 1
HM H1+M 7q1x|ql HM 7q1$|q 1) 17
q=2 q=2

q=j+1
Estamos prontos para enunciar nosso resultado maior.

n) (n)

o modelo de armadilhas em T,”, com volumes

Ml(n), ey M,g"), e conjuntos de parametros v,i"), respectivamente, satisfazendo as condi¢oes

(5.2-5.5). Seja Xy o processo K em Ty com conjunto de pardmetros vy,. Entao X,g")

Teorema 5.1. Para n > 1, seja X,g

— X

em P-probabilidade no espaco de Skorohod quando n — oo.

Neste ponto explicamos o significado das condigoes (5.2-5.5). (5.2) quer dizer que fazemos
o limite dos volumes ir a infinito. (5.3) implica que as contribui¢bes vindas das marcas de

") convergem uniformemente as respectivas contribuigoes

Poisson para a construcao de X ,&
das marcas (de Poisson) de Xj. (5.4-5.5) implicam a negligibilidade da contribuicao total

das marcas de X ,gn)(como serd visto em detalhes abaixo).

5.2 Preliminares

" X r € mostraremos a

Para provar o Teorema 5.1, consideraremos versoes acopladas de X ,g
convergéncia em probabilidade. O acoplamento serd dado pelo uso dos mesmos processos de
Poisson {N@) 2, € N,,i = 1,...,k} e mesmas varidveis exponenciais {Ts(i), seRT =
1,...,k} na construgao de X,En) e X

Como parte da prova do Teorema 5.1, mostraremos que a contribuicao das marcas extras

(n)

e seus descendentes para X, é negligenciavel quando n — co. Esse ¢ conteido do Lema 5.1.

Precisamente, seja £ = R{" e para 3 <i < k
EM =RMWU{se8™: " (s) e &M (5.6)

n . s . ,
Si( ) representa as marcas extras do i-ésimo nivel e os descendentes das marcas extras dos
niveis anteriores ao i-ésimo nivel (ou seja, marcas de Poisson que pertencem aos intervalo
de constancia originarios de marcas extras de niveis anteriores ou descendentes de marcas

extras de niveis antes desse).
Lema 5.1. Para cadar >0 and j =2,...,k
a) min{«fj(-n)(s) s € SJ(") N[0,7]} = oo em P-probabilidade quando n — oc.
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b) ug-")(c‘f;n) N [0,7]) = 0 em P-probabilidade quando n — oo.

Demonstragao. Antes de provar os itens a) e b) precisamos de introduzir algumas ideias.

Dado o = 1 ... 2, € N¥ observe que por (5.3) para n suficientemente grande

Z ~ ) (2)T™ > 71(2371) Z TW — 00 q.c. quando r — co.

se{o"1Vi>130[0,7] se{o"5i>13n[0,r]

Isso em particular mostra que Fg") (r) — oo a.s. as r — oo, uniformemente em n. Ponha

FO (a)) = {s € 8™ 5 = 0" i > 1, e X! (s) = a1}
Segue diretamente do fato de que N\™Y — 0o q.c. qunado r — oo que |F™) (2]1)] = oo
q.c. para todo n. Suponhamos que |F™(z|;_;)| = oo q.c. para todo n. Entdo novamente

por (5.3) para n suficientemente grande
n j— Yj—1(x]j-1) i—
Yoo AT > A 5 Y, TP V=cqe,
s€F M) (z]j-1) s€F M) (z]j-1)

o que implica que, quando olhamos para o eixo auxiliar » do j-ésimo nivel, a soma dos
intervalos de constancia com rétulo x|;_; ¢ infinita. Combinando isso as propriedades dos

processos de Poisson implica que |F™(z|;)| = oo q.c. . Assim

s -

an) (r) > 7§")(x|j) Z TY) > 75(215) Z TY) = 00 q.c. quando r — oo,
sEF() (z[;)N[0,r] sEFM) (x];)N[0,r]
uniformemente em n.

Para r > 0, seja

W) =" o™ o.. oTM(r). (5.7)

(n)
J

considerar 5;70 N [o, @;@1(7“)] em vez de SJ(”) N [0,7]. Defina

Ja que I''(r) — oo q.c. quando r — oo para j = 1,...,k uniformemente em n, basta

N @) =18 n 0,0 (n)]].

J

Uma avaliagao de NV ](”) (r) terda um papel crucial na prova. Comegamos com ela. Para avaliar a
cardinalidade desse conjunto assim como sua contribuigao a ,ug.n)([O, @g@l(r)]), iniciamos pela
descricao da estrutura de Sl("), SJ(”) URén) para j = 2,...k; ao mesmo tempo, rerrotularemos

esses pontos convenientemente.
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Cada s; € Sf") pode ser identificado com seu rétulo & (s1) e seu indice i1(s1) = i3 € N,
(1'17

i1

Y. A cada marca s; = (w1,7,) de Sl(") corresponde um intervalo 75"

de R, de comprimento L) = 4" () T@11)  Tajs intervalos formam uma particio de

para o qual s; = o

R, , e as variaveis aleatorias envolvidas sao independentes, quando variamos s;.
Agora a cada s; € 81(n) correspondem de 82(") que pertencem ao respectivo intervalo

17" cuja cardinalidade é uma varigvel aleatéria geométrica G de média Mo ™ (21),

mais uma marca de Rg”) na extremidade direita de 1", Tal marca seré identificada com
(z1,4]2), onde (x1,11) é o identificador de sy, e iy € {1,..., G141} e associamos a ele uma
variavel aleatéria U@1712) com distribuicao uniforme em My, o que corresponde a &(s2), para
(z1,i]2) = s2 € S URLY. Identificaremos a tinica marca de RY” na extremidade direita
de IS com (1,41, G@) + 1). Note que dado S\, as varidveis {G@1#) U@} 50
independentes.

Procedemos agora indutivamente. Para 3 < j < k, assumimos que identificamos cada
marca de S](ﬁ)l U Ryi)l como (zy,il;_1), com x1 € My, iy > 1,4 = 1,...,GEvl-0 4 1)
1 =2,...,5 —1, onde G@rili-1) ¢ geométrica de média M, yl(f)l(xl, Ulesilz) @iy

com U@l ~ Uniforme(M,). As variaveis aleatérias de
U =T =92 51, 2y, 0 > 1}
sao independentes, e também sao as de
{GEvil-v) 1 =3 =1, @iy, .0 > 1),

desde condicionemos a U; ;. Aqui i, ; = 1 + G@ili-2) significa (zy,i];_1) € Ryi)l; caso
’o. ~ . . 1,15
contrario, pertence a S;ﬁ)l. Entéao a cada marca (z1,4|;_1) corresponde um intervalo [7(L ili=1)

de R; de comprimento

Lglfflﬂ;‘jfl) = 7(71)1(1317 ylevil) U(-’El,i|j—1)) T(@15il5-1)

Vi Y

com {T@li-1)} v.a. iid. exponenciais de média 1 independentes de {G@1ili-1) @)}
l=2,...,5— 1L {]T(Lxl’“j’l)} ¢ uma particao de R,. As marcas de SJ(”) e Il g
houver, serdo rotuladas (z1,il;), i; = 1,...,G@i-1) com G@1ili-1) uma varidvel aleatéria
geométrica de média M, ’7](‘71)1 (z, U@l2) g@eili-1) - Condicionadas a U;_1, as varidveis
aleatérias em {G®1i-1)} sdo independentes. A marca de Rgn) localizada na extremidade

direita de I"" ") ¢ rotulada (z1,i];-1, 1+ G@1ili-). Finalmente, atribuimos a cada (1, i|,)

uma varigvel aleatéria U1:) uniformemente distribuida em M, correspondendo a &;(s;),
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para (z1,i|;) = s; € Sj(") U Rg-"), com {U®:)} independentes e independentes da varidveis

aleatérias prévias.

Com esta representacao, temos as marcas de (SJ(") U R§n)) N [0, @5-@1(1”)], j=2...,k,
rotuladas (z1,4;), 1 = 1,...,My; 43 = 1,... NG =1, Gl 112 < <
4, com G@ili-1) geometricamente distribuidas com média M, 71 (x1), quando | = 2, e
My (2, U@l U@Li-10) quando [ = 3,. .., 7, respectivamente. U@L & unifor-
memente distribuida em M;, [ = 2,...,7. As varidveis aleatérias na familia

Z/[j = {U(Il’lh), Il,il,...,’il > 1, = 2,,]}
sao independentes, e também sao as em
{G(xl’i‘lfl); Qll,il, .. ,7;[ > 1, [ = 3, R ,j},

desde condicionemos a U;.

As marcas de £™ N[0, 0™ ()] sdo aquelas para as quais i; = GEHli-1) 4 1 .= Gl

J 1 -1
para algum [ = 2,...,j. Para escrever uma expressao para V. ](n)(r) primeiramente vemos
5](") N[0, @g@l(r)] como uma floresta, ou seja, uma unido disjunta de arvores, cujas arvores
distintas tém as marcas rotuladas (xq,i|,_1, GEVil-10) [ =2 ... j. como raizes. O nimero
7 ) ) 7 ) )

de raizes no [-ésimo nivel é

My NEUY g genili-)

DD D DI Y (5.8)

z1=1 i1=1 ip=1 i_1=1

G#15i0) M NELD
onde Y =1leotermo ) 'l >

i1=1

¢ mantido em (5.8) para cada l € {2,...,7}, e

i1=1
a arvore de raiz (zq,1);-1 G(“’Z'H)) consiste da, além da raiz, marcas cujos rétulos formam

o conjunto
FErili-0) = Ly iy, GOV gy ) = 1, GO = 1)

Portanto o nimero de elementos de Sj(") n[o, @5@1 ()] nas folhas de T@uili-1) ¢

G(1yilp) Glr1iili—1)

oY 1 (5.9)

ip1=1 i=1
e sua contribuigao a M§n)([0, @5@1 (r)]) é

Crley,ily) G=1ili—1)

S ) e, Utk ey o), (5.10)

fp1=1 ij=1
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onde {7111} 30 i.i.d. varidveis aleatérias exponenciais de média 1, independentes de todas

as variaveis aleatérias. Assim, o tamanho de 5]@) N[0, 9??1 (r)] é

i M N(zl D Gla1.1) GEili—2) Gzl G(r1ili—1)

UHOEDI) DD IED DENED DEED DINITED DS (5-11)

1= 2 x1= 1 ’61 1 12 1 Zl 1= =1 Zl+1 1 ’L]:1

e sua contribuigao a ,u] ([0 @ ( )]) é

uEM N 0,0, () = (5.12)
j M NT(‘Ilvl) G(zl,il) G(Ilvl|l—2) G(acl,lh) 6(117“]’—1)

SY Y Y Y T X sl i) e

=2 z1=1 i1=1 i2=1 1=l dy1=1 =1
Gl ,
onde por convengao ZZ o1 =1lsel4+1>7.
Ao condicionar em N G(Ilv“ o, GlEvii2) o gde) o (eili-2) e integrar nas

varidveis aleatdrias remanescentes, obtemos de (5.11)

i My GErili-2) Gleil)  GEnilj-2)

ZZ Z Z Z M Z (14 Mjrjoa(wy, U U2 )

e procedendo indutivamente, achamos

J

E(N;"(r)) = Z 3 H A @lgm) TT @+ Mol @) (5.13)
H M, =2 x|, ;eM|;_, q=2 g=l+1
Similarmente,
E(u" ’(6; " no,8" () =
j ~ j
T n

2 2 " el) H o (@le) [T @+ Mpgi(alem)). - (5.14)

q=2""9 |=2 z|;eM|; q=2 g=l+1

Agora estamos prontos para demonstrar nossas afirmacoes.

a) Fixe 5 € {2,...,k},r > 0e L > 0. Entao, pela desigualdade de Jensen

P (min {g§">(s> L se &M, @§i>1<r)]} > L) - i <1 - %)ip (N;m (r) = z)

LA\N) 7\ B @) E(N(n) (r))
=E|(1-— >(1—-— > —L——=
( Mj) - ( Mj) -0 M; 7
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onde a ultima desigualdade vale para cada ¢ € (0,1) fixado contanto que n seja suficiente-
mente grande e se usa (5.2). Utilizando (5.13), o quociente no expoente acima é exatamente
a expressao (5.5), que vai a 0 quando n — co. Entao

lim inf P (min {f(")(s) ICRS 53(") N0, @;@1(7')]} > L) > ¢ para todo ¢ € (0,1),  (5.15)

n—oo J

e a parte a) do lema segue.

b) Dado ¢ > 0, pela desigualdade de Markov
P (1 (£ n[0.0 () > ) < E (1" (£ n10,6(,(1)]))

e o resultado segue de (5.14) e (5.4).
O

Para os proximos resultados desta segao, supomos que X ,571)1 — Xk_1 g.c. no espago de

Skorohod quando n — oo.

Observagao 5.1. Se X,Eﬁ)l — Xy_1 g.c. quando n — oo no espago de Skorohod , entao,
pela Proposicao A.1, temos que

lim X" (s) = lim X" (s—) = X3_1(s) (5.16)

n—oo n—oo
para todo s > 0 que € ponto de continuidade de Xj_1.

n)

Lema 5.2. Seja r € [0,00) fizado. Suponha que X,i_l — Xp_1 q.c. quando n — oo. Entao

F,(Cn)(r) — Tx(r) em P-probabilidade quando n — oo.

Demonstracao. A estratégia é simples. Separamos a contribui¢do da marcas extras e marcas
de Poisson com rétulos altos. A convergéncia do resto, principal (como se vera) contribuicao,
a correspondente contribuicao do volume infinito é facil de mostrar, ja que ha somente um
nimero finito fixado de contribuigoes envolvidas. Mostrar a negligibilidade da contribuicao
total das marcas extras e de rétulo alto ou é facil ou segue diretamente das condicoes esti-
puladas. Agora, os detalhes.

Seja U (r) = 1™ ([0, 7] N (ST \ £)). Entao

Di(r) = TV ()] < |Tu(r) — U7 ()] + ([0, 7] N EM). (5.17)

Sabemos pelo Lema 5.1b) que o segundo termo tende a 0 em probabilidade quando n — oc.

Resta provar que o primeiro vai a 0 também. Relembre a notagao x|* = z;...x; e de
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(z,k)

novo ponha 8™ = {0

;e =1,...,mi > 1}. Assim, dado € > 0 e por (4.2), escolha
my, Mo, ...,mi € N, tal que

Yo > Al <elk,

r1>my 1“2€N]j_1

Z Z Z ﬁk(l‘|k)<€/k,

x1=1 x2>M2 x|3€N572

mEg—1
Z Z Z Ye(z|p) < e/k. (5.18)
x1=1 Tp_1=1xK>Mmg

Em seguida observe que

Dur) =T < | S {Xaa(s), & () — 2 (X (s), &)} T

seé,imk)m[o,r}

+ Y w(Xaals) &(s) T + > WX (), x(s)) TH).

s€8:\8" Y n[0,r] se(SIN S URM))N(0,r]
(5.19)
Mostraremos que os 3 componentes do membro direito de (5.19) convergem a 0 em pro-
babilidade e entao afirmacao segue do teorema de Slutsky. De nossa hipotese, Lema A.1 e
Proposicao A.1, temos X,Si)l(s) = Xi-1(s) q.c. para todo s € S’,T‘“ N [0, 7] para n grande o
suficiente. Entao deduzimos que o primeiro termo a direita de (5.19) converge a 0 em pro-
babilidade quando n cresce pois é uma soma sobre uma quantia de termos quase certamente

finita e 7" (-) = (). Seja

Bi= Y, wl(Xea(s),&(s) TP (5.20)

s€S\S"H n[0,7]

o = > (X, (), E(s)) T (5.21)

s€(SIN\ S URM))N[0,r]
Agora tome rg > 0 tal que, dado € > 0, P(©4_1(rg) > 1) > 1 — ¢, e defina os subsequentes

conjuntos
Ao = (8 \ S™) N[0, 041 (rp)),
A ={s € Ay: Xp_1.1(5) >my},
Ay ={s€Ay: Xp_11(s) <my e Xp_12>ma},...,

Ay ={se€ Ay Xp_11(5) <ma, ..., Xpmip—1 <M1}
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Em seguida ponha

He =33 lXica(5). & () 79,

i=1 sc€A;

e, dado § > 0, chame Fp, = {O)_1(rp) > r}. Entao

Ligesoy = Loy le,, + ]l{Bk>6}]lF§k < Lmy>oilpg, + ]lFBg

< Igm>ey + Lrg

o que implica P(By > §) < P(Hy > J) + €. Seguindo os mesmos argumentos usados para

provar (4.11) e (5.18), temos

E (Z > (Xia(s), &(s) TS(’“)> —

i=1 s€A;
mi m1 mrg—1 o]
re | Y0 Y @)+ D0 D> D ) D)D) el
xr1>my x\zeNl,f_l x1=1x9>mM2 m|3€Nf_2 r1=1 xp_1=1x>my
<Tpég, (522)

e da desigualdade de Markov concluimos que By — 0 em probabilidade quando mj — co.

A fim demostrar que C’én) — 0 em probabilidade, mostremos que an)(s) — I'1(s) em
probabilidade para todo s € [0,00). Por causa do que fizemos até aqui, basta provar que
Cf") — 0 em probabilidade quando n — oco. Assim

=3 Y A @)1, (5.23)

T1>m se{l

(n)

srsm Y1 (1) vai a 0 uniformemente em n por (5.3) quando m — oo, e isso

cuja média é r
completa a prova. Suponha agora que I' Z(-n) (s) — I';(s) em probabilidade para todo s € [0, c0)

paral,...,k—1. Parat=1,... .k —1, seja

0" (s) :=TM™ o™ o.. oTM(s). (5.24)
Dado ¢ > 0, como F,E@l(s) — I'k_1(s) para todo t > 0, existe ry_o > 0 tal que F,(:L_)l (Tk—2) >
com probabilidade > 1 — ¢/k para n bastante grande. Igualmente para i = 1,... k — 2
ha r;_1 > 0 tal que FE") (ri—1) > r; com probabilidade > 1 — ¢/k para n bastante grande.

Portanto

P(@é@l (ro) > r) > 1 — ¢ para n suficientemente grande . (5.25)
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Com tal rg > 0 e escolha de my, ..., my apresentada em (5.18), defina os conjuntos

AS” = (8 (S URE)) N 10,61 (o),
A(n) {s€e -A X,@Ll(s) > my },
_{SEAO : k:n)11< ) <my and X,gi)172>m2},...,

'Al(gn ={s¢€ -’40 3 X/@1,1(5) < my, - >X1£71)1,k71 < Mp-1}

Aqui aplicaremos as mesmas ideias empregadas para mostrar que By, — 0 em probabilidade.

Assim ponha

ZZV 8), &k(s)T)

=1 sEAEn)

e, dado d > 0, call FC;E = {@k 1(7“0) > r}. Entao
Liowmsn = Lapse T LE wr

o que implica IP’(C,E") >0) < IP)(G;”) > 0) + €. Como consequéncia de (5.3), tome n suficien-

temente grande tal que

|§1j ST - Y Y Aol < ¢/k,

z1>m1 z|2e M|? r1>my z|2e Nk 1
my
p § > 3 () § > > Azl < e/k,
z1=1z2=ma+1 z|3e M|3 z1=la2>ma g3eNk—2
mg_1 mE—1
\ E E E " (x]y) — E E E e(x|k)| < e/k. (5.26)
xr1=1 zp_1=1zK= mk—i-l r1=1 Tp—1=1x)>mMy

Seguindo os mesmos argumentos usados para provar (4.11), (5.18) e (5.26), temos

Z Z '7k Xlinl ), €k(s)) T =

=1 seal™

mi mrE—1
AD I SECIERES 3 SHD DECERESINS SIh il SRR
z1>mi1 z|2eM|? z1=1z2>m2 z|3c M|3 z1=1 xp_1=1zK>mg

< T028,
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e da desigualdade de Markov concluimos que C,g”) — 0 em probabilidade quando primeira-
mente fazemos n — oo e apds my — co.

]

Corolario 5.1. O resultado do Lema 5.2 ainda vale se substituimos o r do lado esquerdo

por r, com r, — r quando n — 0.

Demonstracao. Escrevamos
D8 (1) — Di(r)| < [0 () — DY ()] + (D87 (1) — Dy (7)] (5.27)

O segundo termo de (5.27) vai a 0 em probabilidade quando n — oo pelo Lema 5.2. Para
provar que ocorre 0 mesmo com o primeiro, argumentamos como se segue. Dado n > 0, ja
que r é q.c. um ponto de continuidade de Ty, existe ¢’ > 0 tal que |r — s| < ¢ implica
ITx(r) — Tk(s)| < n/2 quase certamente.

Dada uma subsequéncia (n”) de (n) podemos achar outra subsequéncia (n') para a qual
o Lema 5.2 valha quase certamente. Como Fé",) ¢ nao-decrescente e ['y, é crescente temos que
para n’ bastante grande |r,, —r| < ¢'/4 e F,(Cn/)(rn/),l“,(gn/)(r) € (Tp(r —08/3),Tr(r+48/3))
q.c.. Entao

[0 (1) = T ()] < Ta(r +8'/8) = Tu(r = 8'/3) <, (5.28)
0 que prova que F,(j')(rn,) — I'k(r) g.c. quando n’ — oco. Ja que ndo hé restrigao sobre a

primeira subsequéncia (n”) a afirmagao segue. ]

Observacao 5.2. No resultado acima r,, e r podem ser pensados como deterministicos, mas

. s n
o mesmo arqumento claramente funciona no caso aleatdrio contanto que (r,,r) e (F,(c ),I‘k)

sejam independentes e r, — 1 q.c. quando n — oo. Isso pode ser aplicado para estabelecer

que sob a assuncao do Lema 5.2, temos que
O(T) = Ox(T) asn — o, (5.29)
em probabilidade para cada T > 0.

O seguinte resultado é uma versao em volume finito do Lema 4.2 no capitulo acima.
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(n)

Lema 5.3. Seja ngn) o modelo de armadilhas em T;”, j,n > 1. Para k > 2 fizado, suponha

que as hipoteses do Teorema 5.1 valham e que X,@l — Xg_1 q.c. quando n — oo. FEntao
dados m > 1 e e > 0, existem mgk), e ,m,(gl?l > 1 tais que o evento

A — {IfX,g?(t) > m® para algumi=1,....k—1 et € [0,T],

%

entdo X,g;.)(t) >mparaj=i+1,...,k.} (5.30)
tem probabilidade limitada inferiormente por 1 — € uniformemente em n.

Demonstracao. Argumentamos como na prova do Lema 4.2. Pela Observacao 5.2 e quase
certa finitude de ©,(r) para cada j e r, podemos escolher 7" > 0 tal que IP’(@,(C”)(T’) >T) >

1 — €/4, uniformemente em n. Agora para m € N, seja
S,gm) = {Ui(m’j) cx=1,...,m;i > 1}

Para j =1,...,k—1 and ¢ € N,, seja ’7;(273.(6) = {r € (0, @,E@I(T’));X,&)Lj(r) > (}. Segue
do Lema 5.1.b que a contribuicao das marcas extras e seus descendentes desaparecem em

probabilidade quando n — oco. Isso, o fato que \ﬁ(ﬂj 0 — @,(Cn_)l (T") q.c. quando ¢ — oo e

(5.29) junto com propriedades elementares de processos de Poisson implicam
U0 n S =0 (5.31)

com probabilidade arbitrariamente grande ( maior que 1—¢€/4 para nosso propdsito) contanto

que /¢ é bastante grande, uniformemente em n.

Assim, dado m € N, encontramos m&k) (de fato tomamos o mesmo valor do Lema 4.2) tal

que fora um evento de probabilidade menor que €/2; uniformemente em n, se X ,S? (t) > mgk),

1 =1,...,k — 1, para qualquer ¢t < T, entao X,ﬁ",j (t) > m. Isso em particular estabelece
a afirmacao para k = 2 pela escolha mf). Assumamos que a afirmacao valha para k — 1
(com 7" em vez de T' tal que IP’(@,(:_)l (T") < T") > 1 —€/4, uniformemente em n). Por nossa
hipétese e Proposicao A.1 vemos que X,gﬁ)l(s) = Xj-1(s) q.c. para todo s € S,im) N (0,7
para n bastante grande. Como temos uma intersecao de 4 conjuntos com probabilidade

(k) (k)

maior que 1 — €/4, a escolha m; ' = mgkfl) V my "~ satisfaz o enunciado. ]

5.3 Prova do Teorema 5.1

Teorema 5.2 de [12] estabelece a convergéncia em probabilidade para & = 1. A fim de

provarmos o Teorema 5.1 para k > 1, consideraremos versoes acopladas de X ,in) e Xi e
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mostraremos convergéncia em probabilidade para uma subsequéncia. O acoplamento sera
dado pelo uso dos mesmos processos de Poisson {N@9 1z, € N,,i = 1,...,k} e varidveis
exponenciais {Ts(i),s € RT,i = 1,...,k} na construgao de X,g") e Xi. A notacao estd
detalhada no comego do Capitulo 5, até o enunciado do Lema 5.1. Ficara claro que o mesmo
pode ser feito para cada subsequéncia de (n), e que o limite da subsequéncia nao depende
da subsequéncia. Isso entao implica convergéncia em probabilidade da sequéncia original.

Para j = 1,2,...,k, sejam Xj(") ~ TMj(']I‘lg"),'y(")) e X; ~ K;(Ty,~;) e, para k > 2

fixado, suponha que X,Si)l — Xj_1 em probabilidade quando n — oco. Suporemos entao

indutivamente que
X,gﬁli — Xj_1 q.c. quando n' — oo, (5.32)

para uma subsequéncia (n’). Dado € > 0, lidemos com T, 7" e T" tais que P(Ox(T") > T) >

1—€/2eP(Or_1(T") <T") > 1—¢/2. Recorde que T” vem da hipétese de indugao de Lema
(k)

4.2 e Lema 5.3. Escolheremos também m;”, ¢ =1,...,k —1, que satisfacam as condigoes do

(k)

Lema 4.2 e assuma que m; ~ > m, ¢ =1,...,k —1. Também assumiremos que as afirmagoes
de Lema 5.1 e de (5.29) valham quase certamente sobre (n').

Considere o conjunto Y = {Ox(T") > T} N {O(T") < T"}. Dado § > 0, mostraremos
que para (n')
lim P ({p(Xk, XMy > 510 y) —0, (5.33)

n’/—00

onde p é a métrica de Skorohod definida por (A.2), que implica X ,(C",) — X} em probabilidade
quando n’ — oo visto que P()°) < e.

. . ~ ’ .
Agora procedemos para definir uma distorcao de tempo A™). Comecemos por considerar

os intervalos de constancia de Xj_1; em [0, ©4_1(T")) para os quais Xj_1; < mgk). Esses sao

definidos os intervalos de constancia da classe m(1 ) do primeiro nivel para X;_;. Continuando

indutivamente, dado 2 < ¢ < k—1, para cada intervalo de constancia I de classe mé’i)l do nivel

¢ —1, consideramos os intervalos de constancia de Xj_; , dentro de I tais que X;_1, < mgk).

A colecao de todos tais intervalos obtidos de todos intervalos de constancia de classe myi)l

do nivel £ —1 para X;_; forma o conjunto de intervalos de constancia de classe mék) do nivel

¢ para Xj;_1.
Denote aq, ..., asr, a colecao de todas as extremidades de todos os intervalos de constancia
de classe ml( ) do nivel i para Xy 1,7 =1,...,k—1, em ordem crescente, e denote by, ..., by

a colecao de todas as extremidades de todos os intervalos de constancia de classe mgi)l do
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nivel k — 1 para X, 1 em ordem crescente. Note que {by,...,bos} C {as,...,asr}. A razao
para essa notacao ficara abaixo.
Consideremos também os intervalos de constancia de classe m ) de nivel 4 para X ,g i, com
definicao paralela a de acima. Pela hipdtese de que o Lema 5.1 vale quase certamente sobre
(n') (n)

('), e para n’ grande o bastante, existe uma correspondéncia um-a-um entre a; ', ..., a,; (.,
(n")

eay,...,ay, com L") = [ para todo grande n’ e a;"’ corresponde a a;, e de (5.32),
— a; (5.34)

quando n’ — oo para cada i =1,...,2L.

Sejam A; = ['y(a;) e Ag”l) = F,(C"/)(a("/)) ,i=1,...,2L. Segue do Lema 5.2 que
A 4, (5.35)

em probabilidade n’ — o0, e podemos assumir a convergéncia q.c. tomando uma sub-
sequeéncia.

Agora seja {s],...,s,} a enumeragao em ordem crescente de U;. 1{8 N [boi—1,b2)}, €
sejam A7 = [y(si—) e Af = T4(s!). Observamos que os intervalos [A;, A7), i =1,...,Q
sao intervalos de constancia de classe m,g ) de nivel k para Xj, com m,(f) =m, enquanto que
A;,i=1,...,2L, sdo as extremidades de todos os intervalos de contancia de classe m ) de
nivel ¢ para X, i1 =1,..., k— 1.

Enfatizamos neste ponto que sob nossas hipdtese até aqui, temos que para todo ¢ =
1,...,J

S (1 [baic1, ba) = ST N b, 65) (5.36)

para todo n’ suficientemente grande, onde bg",) = agnl) tal que a; = b;.

Sejam A; (n') = F(n (si—), Af(n') = F,(Cn/)(s’»). Entao para todo n’ suficientemente

)

grande, [A; (), Af(n')), i = 1,...,Q sdo os intervalos de constancia de classe m,(f) de
nivel k para X, (") , com m](ck) = m, enquanto que A(n,) 1=1,...,2L, sao as extremidades de
todos os intervalos de constancia de classe m ) de nivel 4 para X( ") Ji=1,...,k—1.

Argumentemos agora que

AE(n') — AF (5.37)

em probabilidade n’ — oo (e de novo podemos assumir a convergéncia ¢.c. tomando uma

subsequéncia). De fato basta primeiro notar que quase certamente A; (n') = l:,(cn/)(s’-) A =

Ti(s)), Af (') = TP () +9" () (50), Gu(s)) T € AT = T+ (X1 (s)), &k (s)) TS,
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onde I'") e T'; sdo obtidos de ") e ji como T'™) e T sdo obtidos de ™) e iz, respec-
tivamente, onde g,(c"” = NI(C”/) e fir = ug em toda parte exceto em s;, onde ambos ,L],(c"/) e [l

desaparecem. Pelos mesmos argumentos acima obtemos I’ ,(gn/)(s;) — I'k(s}) em probabilidade,

e o resultado segue, observando que X ,Si?(s;) = Xj_1(s;) para todo n’ grande o suficiente e

usando (5.3).
Estamos agora preparados para definir nossa distor¢do de tempo. Seja A : [0,00) —
(n')

1l A
[0, 00) tal que A™)(t) = ;1 tsetel0,4],
1

A (A) = A A AT = A (), AM(AD) = A (n), (5.38)

e faca-a linear entre pontos sucessivos de A := {A4;,i = 1,...,2L, A]-_,A;T, j=1...,Q},
e linear com inclinacdo 1 de max.A em diante. Entdo A(™) estd bem definida para todo
n/ bastante grane e prontamente se vé que a condicdo (5.38) implica que A™®) mapeia os
intervalos de constancia de classe mgk) de nivel ¢ para X} aos correspondentes intervalos de
constancia de classe ml(k) de nivel ¢ para X ,ﬁ"’), t =1,...,k, dados pelo acoplamento. Em
particular, X, ;(A™)(:)) = X;Zl)(-), Jj =1,...14, nesses respectivos intervalos. Das hipéteses
do paragrafo de (5.32), temos entao que (veja a expressao em (A.3))

sup p(X,in/),Xk,/\("l),u) <1/m (5.39)

0<u<T

e por (5.35) e (5.37) e nossa construcao e hipdteses segue que (veja (A.1))
P(A™)) =0 (5.40)

quando n’ — oo para todo w € ).
Segue de tudo acima que para cada T' > 0 fixado e m € N encontramos uma subsequéncia

(n') tal que
lim sup p(X,gnl), Xi) <

1
n/—oo m

+e T (5.41)

para todo w € Y, e isso diretamente implica que existe uma outra subsequéncia (n”) tal que

lim p(X™), X)) =0 (5.42)

n/’—o0o0

para todo w € ). Isso prontamente implica (5.33), que por sua vez implica a afirmacao do

Teorema 5.1.
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5.4 Medida invariante

Provemos que sob as condigoes (5.2-5.5) o limite de

(n) k-1 _(n) -1
(M) () — Ve (@) [Ty pi (i) ] 543
S e % @) LTS 7 ) ] o4

a expressao (2.8) na Observagao 2.2 com “(n)” em vez de “F”, converge a medida invariante

do process K X em T}, com conjunto de parametros ;. Para z € N*_ definamos

7 ()
Gr(z) = . (5.44)
> pend i(Y)
Proposicao 5.1. A medida dado por (5.44) é a medida invariante do processo K Xy em Ty,

com conjunto de parametros .

Antes de apresentarmos a prova da Proposicao 5.1, anunciemos e provemos dois resulta-

dois auxiliares.
Lema 5.4. Sob as hipdteses do Teorema 5.1, o processo K com k niveis é markoviano.

Demonstragao. Dados h,t > 0, fixamos p € N, e 0 <t <ty < ... <t, <t. A prova do
Teorema 5.1 nos da a convergéncia em probabilidade, logo podemos tomar uma subsequéncia
(n') para a qual o Lema 5.1 e Xlgn) — X} na métrica de Skorohod valham q.c. quando
n’ — oo. Para cada um dos pontos ti,...,t,,t,t + h suas coordenadas sdo ou todas finitas
ou ao menos uma delas é co. No ultimo caso o Lema 4.3 diz que q.c. isso ocorre com
probabilidade zero. Assim a partir de agora consideramos todas as coordenadas finitas
q.c., ou seja, para um ponto t entdo t € I = [['y(s—),'k(s)), onde s = af”’“’“) e S
Argumentemos agora que ¢ pertence ao interior de I. Dado que I'y(s—) é uma varidvel
aleatoria continua e uma realizacao de S tem um ntimero enumeravel de marcas, temos
P(Ty(s—) =t Vs € S¢Sk = u) = 0, o que por sua vez implica

P(Ti(s—) =t Vs e S) = /P(Fk(s—) =t Vs € S|Sk = u)dP(Sp = u) =0, (5.45)

u

e afirmacao esta provada. Com isso em mente e pelo acoplamento de X, e X ,ﬁ")

se Xi(t;) = 2 € N¥ entdo para n’ suficientemente grande X,g"l)(ti) =z, 1=1,..,p. Logo

temos {Xy(t + h) = 2, X(t) = y, Xp(t:) = 2,0 = 1,....p} = {X!" )t + h) = 2, X" (1) =

, é claro que
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y, X ,gn,)(ti) = 2,1 = 1,...,p} para n’ bastante grande. Usando a propriedade de Markov de

X ,ﬁ”/), portanto, podemos escrever

P(Xk(t+h) = 2| Xp(t) =y, Xp(t;) = z;,i =1, ..., p)

—P (X i+ h) =2l X)) =y X)) = i =1, ---,p)
P

(
k
(X0 -+ R) = 21X (1) = y) =P (Xt + ) = 2l Xu(1) = v).
o que estabelece o enunciado. O]

Lema 5.5. Sejaa; > 0,1 =1,.... k. Entao

k+1 p—1 k

k
1_[1—1—0LZ ZHCLZ H 1+ a;). (5.46)

p=1 i=1 i=p+1

. . . - k
Demonstracao. Para k = 1 a igualdade segue facilmente da convencao ngl a; = Hi:p+1<1 +
a;) = 1se p+1> k. Suponha que (5.46) valha para & > 1. Provemos que (5.46) vale para
kE+1.

k+2 p—1 k+1 k p—1 k k+1
ZHai H 1+ a;) ZH@z H 1+ a;)(1 + agy1) Haz Haz
p=1 i=1 i=p+1 p=1 i=1 i=p+1
k p—1 k k kE p—1 k
= [ [ 0 +a) —|—Haz+ak+1{z a; [T (1+a) —|—Haz
p=1 =1 i=p+1 p=1 =1 i=p+1
1 p-—1 k

k+
_ZHGZ 1+az +ak+1{H1+a’z

p=1 i=1 i=p+1
k k+1

= (14 ap) [JA+a) = (1 + a).

i=1 i=1

]
Prova da Proposi¢do 5.1. Considere P(X}(t) = 2| X;(0) = y) = py.(t). Como consequéncia
do Lema 5.4, o Teorema 1 da Secao 1 da Parte II de [6] implica que p,,(-) é uma funcao

continua, logo podemos estender o Lema 4.3 para todo ¢t > 0. Para x € N*\ N* Lema 4.3 e

hipdtese (4.3) implicam

O—Qk ng pyx

yENk

para todo t > 0.
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Agora considere x € N¥. Da Observacao 2.2 sabemos que

> G wn), (5.47)
yeM|{™
onde P(X," (1) = #[X{"(0) = ) = 2 (1)
Para obter a medida invariante de X}, inicialmente mostraremos que Q,g") () = Gi(z)

quando n — oo e depois provaremos que a soma no lado direito de (5.47) tende a

Z Gr(y)py.(t) quando n — oo. (5.48)

yeNk
1
1+ M5 (2))

6 () = — @) TL (L4 M (al,)

ZyeMI;@ %g )(y) Hk 1(1 + M(El% (yls ))

Parai=1,...,k — 1, relembre que pZ ( l;) = e assim (5.43) torna-se

(5.49)

Usando o Lema 5.5 com ¢+ 1 = ¢, para qualquer y € M],g") reescrevemos ambos os produtos

no numerador e denominador de (5.49) como

k—1 p k k
TT M2 =) TT @+ MO (lg-1)) + T MR, (ylg-)- (5.50)
p=1 q=2 q=p+2 q=2

Note que o membro esquerdo de (5.50) é exatamente a expressao dentro da soma de (5.4)
para j = k (que vai a 0) e o limite do membro direito dividido por H§:2 Mq(n) é
szg Yg—1(ylg—1). Pelas condi¢oes (5.2-5.4), apds dividirmos numerador e denominador de

(5.49) por H];:g M™ | temos
g,in) (z) = Gr(x) quando n — oo.

Tratemos agora do membro direito de (5.47). Relembre a notacao y|" = y;...y,. Como

na prova do Lema 5.2, por (4.2), tomamos my, ..., my € N, tais que, dado £ > 0,

mi—1

YYELY Y Y e 551)

=1 y1=1 Yyi—1=1ly;>m; y|1+1ENk @

Em seguida dividimos o componente direito de (5.47) em k + 1 termos para obter o seguinte

limitante superior

mi—1
SIS SICTITTIUES 35 S SED D SEN- TN
=1 y=1 =1 y1=1  yio1=1yi>m; y|i+1eNkE—
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Entao olhamos para o termo direito de (5.52). Por (5.49), seu numerador pode ser escrito

CcOomo

mi—1

TELY Y Y o) TI0+MEA"0) 65

Hk 1M(n
i+1 =1 y1=1 yi—1=1y;>m; y|z+1€Nk v

e assim seu denominador é

e 5 W [T+ ML), (554

Hk 1
i=1 i+1 yeMl(") i=1

Aplicamos agora o mesmo raciocinio prévio. O Lema 5.5 e condigoes (5.2-5.4) implicam
que (5.53) converge a (5.51) e que (5.54) tende a > 5 ¥;(y) < oo. Portanto, para n
suficientemente grande, o componente direito de (5.52) é menor que € vezes uma constante.

O passo subsequente ¢ cuidar de Y 7" ... 37 G ()pS(t). Seja

D(Xy) = {t = 0; P(Xy(t) = Xi(t—)) = 1}. (5.55)

Como implicagdo do Lema A.1 concluimos que o complemento D¢(X}) é no maximo enu-

merdvel. Pelo Teorema 3.7.8 de [10], concluimos que
X\"(t) = Xi(t) para quase todo t > 0.

Observe agora que, fixado t > 0, X,gn) (t), Xi(t) sao elementos aleatérios de (N¥ d), onde d
é dado por (5.1), e que uma funcdo f : N¥ — R é continua se e s6 se, para x € N¥ com

Ty =Ty = ... =1, =00, 1 <p <k,

onde x; = y; para j € {1, ...k} \ {i1,...,ix}. Para z € N¥ a fungao g(z) = 1,(z) ¢ limitada

e continua, entao

p(t) = E,(g(X (1) = Ey(9(Xi(t) = pyalt) (5.56)

quando n — oo, onde E,(-) significa E(-|X;(0) = y). Consequentemente, para quase todo

t > 0 temos

Z Z an) y7 Z Z Gr(y)py,»(t) quando n — oo. (5.57)

=1 yp=1 y1=1 yp=1
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Devido a continuidade de p, ,(+), a convergéncia em (5.57) vale para todo t > 0, e isso finda

a prova de que

= Z Gr(y)py . (t) para todo t > 0.

yeNk

]

Na Proposigao 5.1 provamos que o processo K tem uma medida invariante, porém ainda

resta-nos mostrar que ela é tinica, o que é o tépico da proxima proposicao.
Proposicao 5.2. O processo K numa drvore tem uma unica medida tnvariante.

Demonstragao. Utilizamos aqui a mesma abordagem usada para demonstrar a Proposigao
4.12 em [18]. A ideia é discretizar o tempo. Inicialmente classificamos os estados. Dados
h > 0en € N,, tratemos da cadeia de Markov a tempo discreto Y,* = X (nh). Para
r € NF\ N

por sua vez implica que x é um estado transiente.

¥ o Lema 4.3 e o Lema 5.4 implicam P(Xy(nh) = z) = 0 para todo n > 0, que
Para z € N, seguimos o mesmo argumento no fnicio da prova do Lema 5.1 para concluir
que para cada realizacao de X o conjunto F(z) = {s € Si;s = Ji(m’“’k),i >1, e Xp_1(s) =

k)>h

zlp_1} é tal que |F(z)| = co. Pelo lema de Borel-Cantelli resulta que que 4 (z)7T%
infinitas vezes para s € F(x). Isso e o Lmma 4.1 implicam que Y,* = z para algum n, logo
x € recorrente.

Dado que N* forma uma classe fechada e irredutivel de estados, para cada h > 0, Y,* tem
uma tinica medida invariante p®. J& que p = pWP™ para cada m € N,, concluimos que
ph = o que prontamente implica que pY = ™ para todo h > 0 racional. A fim
de obter u(V = ™ pra todo h > 0, para cada h > 0 tome uma sequéncia (h,) de nimeros

racionais tal que h, — h as p — co. Entao, pelo teorema da convergéncia dominada e pela

continuidade de p, ,(-) temos

1) = 37 ul® (y)P = 3 1M )y (hy)

yeNk yeNk
= > 1M pya(h) = 1" ()P, (Y = 1)
yeNk yeNk

quando p — oo, e afirmagao segue.
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6 Aplicacao ao modelo de armadilhas do GREM

Neste capitulo aplicamos o Teorema 5.1 para obter um limite de escala do modelo de arma-

dilhas do GREM. Primeiramente definimos esse processo.

6.1 Modelo de armadilhas do GREM

Para j =1,..,k, seja &; := {7(z;); z|; € ./\/l|§-")} uma sequéncia de familias independentes
i.i.d. de varidveis aleatérias na bacia de atragdo duma lei aj-estavel (veja defini¢do D.3 e

(D.4) para mais detalhes) num espaco de probabilidade (2, F, P), isto é,

Pry(aly) > 1) = 222, (6.1
onde L; é uma funcao de variacao lenta no infinito, ou seja,
tllglo IZ]((C:;;) = 1 para cada a > 0. (6.2)
Supomos
0<ag <y <..<ap<ap<l. (6.3)
Assumiremos de agora em diante que
M™ =n (6.4)
epara j=1,...k, n>1, seja
A" = (inf{t > 0: P(ry(x];) > ) < (M)~ (6.5)
e
M = (™) (6.6)

Para cada j, rerrotularemos ¥;, assim obtendo E;n) = {T;n)(l‘b‘);l’b‘ € M|§n)}, de modo
que {T;n) (x]);z; € Mgn)} é estatistica de ordem decrescente de {7;(x|;);z; € Mgn)} para
cada x|;_; € /\/l|§-ri)1 ej=1,..,k fixado.

Paraj=1,...keuz|; € Vk(n), sejam

7" (aly) = ¢ wly), (6.7)

as variaveis aleatdrias reescaladas e suponha que a rela¢do (3.9) valha.
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Observagao 6.1. Pode-se diretamente verificar do Lema 3.1 que, em termos da descri¢ao
de lancamento de moedas, X,in) ~ TMk(T,(Cn);Tk; (pg-n))]?_l), onde para j = 1,...,k —1 e

j=1
z|; € M|;

) = (6.5)

Definicao 6.1. Com essa descri¢io e wvalores finitos gerais My, ..., My (nao necessaria-
mente satisfazendo (6.6)), chamamos o modelo de armadilhas X,i”) em Té") com conjunto

de parametros aleatorio 'y,(f) = {”yjn);j =1,...,k} o modelo de armadilhas do GREM.

6.2 Processo K em N* em ambiente aleatério

Antes de apresentarmos o processo K em N*¥ em ambiente aleatdrio, precisamos de introduzir
um tépico. O objeto a seguir, chamado de cascata de Poisson, fornece-nos o conjunto de

parametros aleatorio de que precisamos para definir nosso processo estocastico.

6.2.1 Cascata de Poisson

Aqui apresentamos a cascata de Poisson seguindo [2]. Sua definigdo é dada em termos de
processos pontuais, e o leitor encontrara uma breve introducao ao assunto e alguns resultados
no apéndice B.

Seja k > 1 um inteiro e sejam 0 < a; < ... < ap < 1 numeros reais. Relembre
a notacao zlo = 0 e, para j = 1,...k, seja {Aj,_,,z[;-1 € NJ7'} uma sequéncia de
familias independentes de processos pontuais de Poisson em (0,00) definidas no espaco de

probabilidade (€2, F, P) tal que:

i) para j € {1,...k}, z[;-1 € NJ7', a medida de intensidade de A;, _, é dada por
wji(dt) = a;t~17%dt, e seus pontos sdo denotados por v;(z|;) e postos em ordem de-

crescente. Em outras palavras

Nja = 3 Ll (6.9)

117]':1

ii) para j € {2,...,k} e z|;_ € NJ7* fixados, os processos pontuais (A;,,_,,z;—1 € N,)

sao independentes.
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Seja
Pe= D Lo Llin) - Lonth) (6.10)
L1, T
O processo pontual definido por P, é chamado de cascata de Poisson com k niveis e

parametros oy, s, ..., Q.

6.2.2 Processo K em N* com parametros aleatérios

Os pontos aleatérios v;(z|;), z|; € NI, j = 1,..., k, que vém da cascata de Poisson formam

conjunto de parametros aleatorios que é aplicado a definicao que se segue

Definigao 6.2. Chamamos X}, em Ty com conjunto de pardmetros aleatorios v, = {7;;j =

1,....,k} o processo K com k niveis.

A fim de mostrar que o processo K X} estd bem definido, provemos que a condigao (4.2)

vale quase certamente. Recorde que

k
Ye(xl) = H%(ﬂz) (6.11)
i=1
Queremos provar que
> Alal) < oo as. (6.12)
T1,.., Tk

Tratemos dos casos k = 1 e k = 2. Pelas hipSteses prévias Ay (z]p = 0) é um
PPP(a t~'"*dt) e A9y, 71 € Ny, é um PPP(aqt™17%2dt). Para a € {1,as}, observamos

que

00 1 00
/ (v* A D)du(y) = / Yoy T dy + / Y M dy < oo, (6.13)
0 0 1

entao pelo Teorema B.1

Z 71 (21)* < 0o quase certamente, (6.14)

r1=1

e (6.12) vale para k = 1.

Ponha C(az) = -7 71(21)** e defina o processo pontual ®; em (0, 00)

®y = Z Lo ) aln)/Claz) /o2y (6.15)

1,72
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e tome f: (0,00) — (0,00) mensuravel. Entao o funcional de Laplace de @, (veja (B.5)) é

dado por

Vo, (f) = Eexp{ S of (’Yl T ’721/951 ))}

1,2

=5 {HEzexp{ > (A ))}}
/:° H—D}}

—exp{ /0 (1—e 10y ¢ a“dt}, (6.16)

onde E;,i = 1,2, é a esperanga com respeito aos pontos aleatérios 7;(x;). Portanto, pela

Proposicao B.3, @y é um PPP(ayt™*271dt) e

Z T (x1)y2(x)2) < 00 q.c. (6.17)

Z1,T2

O caso geral k segue por inducao. Supomos que

Z o1 (2]5-1)™ < 00 q.c., (6.18)
e consideramos P}, o seguinte processo pontual

Oy, = Z ]l{’Yl(961)’YQ($|2)...’yk(x|k)/0(ak)1/ak}' (6.19)

Entao fazemos o mesmo célculo como em (6.16) com ~yx(zx) em vez de Y2(x2) € r_1(x|k_1)

em vez de 71(z1), o que implica que ®;, é um PPP(axt~*~1dt) e (6.12) vale.

6.3 Convergéncia fraca de processos pontuais

(n)

Em seguida nos voltamos para as familias ¥, = {7;(z];);2|; € M|§n)} de varidveis

aleatdrias da Secao 6.1 e construimos os processos pontuais a seguir

(71)
]xb . Z ﬂ{ () (n) (al,)} (6.20)

ZL‘J—
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Com (6.9) em mente, verifiquemos que A Jly

= Aj,z‘j_l quando n — oo para cada x|;_; €
Vk(") fixo, onde A; |, sdo processos pontuais de Poisson da Se¢ao 6.2.1. Para fazé-lo usamos
o fato de que M ;n) — 00, cuja prova encontra-se no comeco da Secao 6.4. Primeiramente

mostremos que

M;n)P[Tj(SL’b’) > MJ@I] — 1asn— oo, (6.21)

Pela definigao (6.25) de M](") temoij(")P[Tj (z];) > M)

i11] < 1. Dado € > 0, entdo

P |7i(aly) > (1+20) MY, /(1 +2)| < Plry(el;) > M)
and P [Tj(x]j) > M](i)l/(l —l—a)] > 1/Mj(”)‘

Essas desigualdade e (6.2) implicam

P [ri(al;) > (1+2)M /(1 + <))
(14+2¢)"% = lim
P [naly) > MO/ + o)

P mal) > M
< lim inf o) . (6.22)
Ja que € ¢é arbitrario, entdo (6.21) vale. Usando (6.2) de novo obtemos
M](n)P [Tj(x|j) > tM](Z)l] — 7% = p;((t,00)) as n — oo, (6.23)

que ¢ a medida de intensidade de Aj,, ,. Seguindo (6.23) Proposicao B.5 afirma que

M;R)P[Tj (z];) € ] = py, 0 que equivale a dizer que

A

-1

= Ajg),_, quando n — 00 (6.24)
pela Proposicao B.8.

Observagao 6.2. Com efeito, como se pode ver na prova, a convergéncia fraca (6.24) nao
depende da estatistica de ordem dos pontos aleatorios de nossos processos pontuais. Esse €
somente um modo conveniente de representar 0s processos pontuais para o acoplamento que

serd introduzido no prorimo capitulo.

6.4 Verificagao das condigoes (5.2-5.5)

Nesta subsegao conferimos a validade das condigdes (5.2-5.5) para o modelo de armadilhas
do GREM.
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Comegamos cuidando de (5.2), a mais ficil e curta condi¢do de verifar. Por hipdtese,

Ml(") =neparaj=1,..k

MY, = inf{t > 0: Plr(z];) > ] < (M)}, (6.25)

Suponha que M;”) — 0o quando n — oco. Como P[r;(x|;) > t] > 0 para cada t > 0, entao
M](Z)l — 0o quando n — oo e a condigao(5.2) vale.

Dado que a convergéncia em lei como em (6.24) nao basta para aplicarmos Teorema 5.1,
verificaremos que as condigoes (5.3-5.5) valem quase certamente para uma representacao do
ambiente aleatorio, isto é, acoplaremos ﬁ e 7, de tal modo que obteremos a convergéncia
forte desejada.

O acoplamento que segue vem de [17], e [14] usa-o para provar a Proposigao 6.1 com
k = 1. Aqui estendemos o resultado para k > 1. Para ¢t > 0, ponha
L(t)

tos

Gy(t) = P(ry(z];) > 1) = (6.26)

G é nao-crescente e continua a direita. Sabemos por (6.21) que M;")Gj <(C§n)),1> ~ 1. Seja

G u) =inf {t > 0: G;(t) < u}. (6.27)

J

Gj’1 ¢é nao-crescente e continua a direita. Seja

9" (x) = VG (@ /M), (6.28)

J

Sejam Ej(z|;),z|; € NI, j = 1, ...,k varidveis aleatdrias exponenciais independentes de

média 1 num espaco de probabilidade comum (Q¥ F¥ P). Seja

Silely) = D Ei(elir,9), (6.29)

e seja

S;(wljo1, M

izl;) = Sj();) 7M. (6.31)

:yj(n)(xb) _ c§n)G;1 ( Si(zl;) )) 7 (6.30)

Provamos agora que ’ij(-")(:v]j) e fyj(-”)(x]j) tém a mesma distribuicdo, e que ;(x|;) e v;(x|;)

tém a mesma distribuicao.
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Lema 6.1. Para cadan >1 e x|;—; € NI71,

~(n ~(n d n n
(A (@)1, 1), s A (@] jors ) 2 (N (@], 1), s 1 (] o, 7).

Demonstracao. Provemos o enunciado para k = 1. Para k > 1 a prova é analoga. E sabido
que se U é um varidvel aleatéria uniformemente distribuida em (0,1) podemos escrever
7i(x];) 4 Gj_l(U) (veja por exemplo [19], pdgina 4). Por outra lado, é sabido (veja [11],

Secao II1.3) que se (U(k),1 < k < n) sao varidveis aleatérias uniformes independentes em

[0, 1], entdo denotando por U, (1) < ... < U,(n) sua estatistica de ordem, (U, (1), ..., Un(n)) <

(51(1)/S1(n+1),...,51(n)/S1(n+1)). A combinagao desses dois fatos implica a afirmacao.
[l

Em seguida seja Y., _, o processo pontual em M,((0,00)) (veja o pardgrafo logo apds
(B.2)) que fungao de contagem

[e.e]

Tj»ﬂﬁlja([a’ b)) = Z ]I%(wljﬂ,i)([@a b]). (6.32)
i=1
Lema 6.2. T;,,_, € um processo pontual de Poisson em (0,00) com medida de intensidade
Fj -

Demonstragao. O processo pontual Z; ;. | = Pyl 1s;(z);_,.4) define um processo pontual de
Poisson homogéneo em (0, 00) e, pela Proposicio B.4 para a funcao T(t) = V%, t > 0,
Tialor = Dopor 118, (al;,_1,0)) € um processo pontual de Poisson em (0,00) com medida de

intensidade pu;((t,00)) = T~ (t) = t~. O
Recorde que, para j =1,..., k, pu;((t,00)) =t"% e
/Oo(u A 1)dpj(u) < oo. (6.33)
0
Agora estabelecamos o resultado primcipal desta sec¢ao.

Proposicao 6.1. Para k > 1, temos que P-quase certamente

n Mlgm [e%) o)
Tim Y3 A @) A @) = YD Aleh)- A () (6.34)

$1:1 Z‘kil $1:1 xkzl

As provas da Proposicao 6.1 depende fortemente dos préximos dois lemas.

Lema 6.3. Para qualquer x < oo fizado, g](.n) () = 7Y% quando n — oo.
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Demonstragao. Observe que G; € R_, (veja (6.26) e definicao C.1). Pelo Lema C.2, Gj_l €
R—l/a(0+)7 ou seja,

Gl (x) = M (6.35)

onde [; é fungao de variacdo lenta em 0+ (veja o pardgrafo logo depois da definicao C.1).

Por (6.25) e (6.27), notamos que M(+1 = ]_1(1/Mj(n)) Relembrando (6.6), obtemos

GV (/MM L/ M™
o @) = T 1 ) = gt KB (6:36)
G/ L (1/M)
L (ﬁ/M(n) -~ (n) .
Como —J() — 1, entao g;" () — z~ Y% quando n — oo. O
L (1/M;™)

Lema 6.4. Para qualquer n; > 0 fizado, existem constantes 0 < C}, C7 < oo tais que

g\ (x) < Cha=Ummdles if O < < MY, (6.37)
Demonstragao. Seja A € (0,1) uma constante cujo valor sera escolhido depois, e assuma que
1/A < < M™. Por (6.36)

(/M)

(n) ) = T 1/0j I
g; (Ar) = (Az)” (/M)

(6.38)

Pelo Teorema C.1 adaptado ao caso de funcgoes que de variacao lenta em zero, podemos

1/z €
li(z) = L(1/z) = k(1/2) exp {/1 %dy} : (6.39)

onde L é fungao de variagao lenta em oo, e o quociente no termo direito de (6.38) torna-se

M M
ri(5) exp{—/ ! Mdy} (A\z > 1), (6.40)

ey (M) M 0a) Y

onde k;(y) — k; € (0,00) e €;(y) — 0 quando y — oo. Seja ' = sup{|e;(y)|;y > 1/A},
entao
™

M

. J 1

| ﬂdy |< 5'/ —dy = §'log(\z). (6.41)
MM /x) Y MM /() Y
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Assim o expoente em (6.40) é limitado por (Az)?. Dados n; > 0 e 0 < & < &, escolha
A € (0,1) tal que §'(N\) < d;/a; e Ki(y) € (kj — e,k +¢€) para y > 1/ Visto que
M](")/(/\m) > 1/, entao

n n 1o RjTE s
9" (x) < " () < (Aa) ™0 S (/s (6.42)
J
e (6.37) segue com Cj = )x_(l_‘sj)/aj% and C} = 1/\. O

Prova da Proposi¢ao 6.1: Comecamos usando uma estimativa de grandes desvios. Como

2> E(E;(z|j—1)) = 1, pelo Teorema 5.11.4 de [15]
P(S;(xl; 1, M™) > 2M™) < Mo (6.43)

onde ¢(2) = lim,,_o 2P(S1(n) > n2) < 0.
Para j = 1,....k, ponha A§n) = {S;(x|j_1, M;)™ < 2M;") para todo z|;_1 € M|§”)} e
A® =AM A A N 1AM Logo

P((A™)9) < P((AM)). (6.44)

Com a ajuda do Lema C.1 e sob as hipé6tese (6.3), observe que M™ > n e existe a € (0, 00)

J
tal que [[, M < n® e assim

Jj—1

ATL))C) < (H Mi(n))eMJ(.")m(Z) < naenn(2)7 (6.45)

(
j
i=1

P((A
o que implica Y 2, P((Ag-n))c) < oo para j = 1, ..., k. Consequentemente,
>  P((AM)¢) < oo e pelo lema de Borel-Cantelli
P((A™)iv.) =0, (6.46)

De agora em diante assumimos que w € OF = {(A™)¢ 4.0.}¢ e usamos o fato de que por

(6.46), para j =1,.... k
S(alj—1, M) < 2™ (6.47)

para todo z|;_; € /\/l|§71)1 e n bastante grande.

Inicialmente, atacamos (6.34) com k = 1. Para y > 0, ponha
I(y) ={z 2 LA(w) 2w}, I°(y) = {x1 2 L;4(m) <y}
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Entao para §; > 0 temos

STaa) = Y A+ Y A+ Y Aw) (648)

z1=1 z1€1(61) z1€1(n~Y/*1)\1(51) ziele(n=1/o1)
De (6.33) temos E(|I(d1)]) = p1 ((61,00)) < o0, logo |1(d1)] < oo quase certamente.
Entao segue do Lema 6.3 que

nh_)f{.lo Z %n)(ﬂfl): Z Y1 (1) (6.49)

1161(51) 1161(51)

Para z; € I(nY**)\I(d;), note que 6; ** < S;(z;) < n. Agora para n; > 0, pelo Lema 6.4,

existem C7, C7 em (0, 00) tais que (J; suficientemente pequeno para que §; “* > C7)

Y AE <o Y Sy e

z1€l(n=Y*1)\1(61) z1€l(n=/*1)\I1(61)
=Cr ) )t (6.50)

1€l (n=1/*1)\1(61)

A derradeira soma em (6.50) é limitada por cima por

W= > Al (6.51)

z1;:91 (1) <01
Com 7, > 0 suficientemente pequeno tal que 1, + a7 < 1, mostremos que W := limg, 00 W,
= 0 P-quase certamente. Primeiramente observe que W > 0 and W, decresce quando 4,
decresce, assim W estd bem definida. En segundo lugar,

(631

— 5 moen (6.52)

01 51
E(Ws,) = / 2 (dt) = / fomp Lo gy —
0 0

e entdo limg, o, F(Ws,) = 0. Em seguida aplicamos o teorema da convergéncia dominada
COM G = D, 5 (a)<w A1(z1)~™) para algum v € (0, 1) fixado e o resultado se segue. Por-

tanto

lim sup lim sup Z 5™ (1) =0 (6.53)

61—0 —
L7 e eI e\ I(6)

Para z; € I°(n~"/*1), temos S)(x1)/n > 1. Visto que G;' é ndo-crescente e por (6.47),

logo
G (Si(21)/S1(n)) < GT* (Si(21)/2n)) < GT' (1/2). (6.54)

52



Entao

> (@) < i < nel. (6.55)

zy1€le(n=1/o1) z1€I¢(n"1/1)
Tomamos da prova do Lema 6.3 que i G71(1/M{™) = 1, do Lema C.2 que G;' € R_ 4, (0,),
ou seja, G~Y(x) = Iy (z)/2z'/*1, onde l; é de variacdo lenta em 0+. Pelo Lema C.1 adaptado

a [y, dado € > 0, temos
t° < l1(t) <t~ para t suficientemente pequeno. (6.56)

Agora pegue (1/a1) — 1 > € > 0 e n bastante grande tal que 1(1/n) > (1/n)¢. Assim

MG (1 n) ~ n — 0 asn — o0o. (6.57)

L(L/n) (L) e

nci™

B n

- Gy'(1/n)

Portanto

lim su 2(n) =0 6.58

n_mop Z Y () = ( )
zy€lc(n—1/o1)

Juntando (6.49), (6.53) e (6.58) obtemos que

Jim 374" (@) = D Aleh). (6.59)

r1=1 x1=1
Depois de provarmos (6.34) para k = 1, demonstraremos o caso geral por indu¢do. Su-
ponha que (6.34) valha para k — 1 (k > 2).
Paray > 0 e cada z[;_y, ponha I ,,_, (y) = {z[;;7(z|;) > y}. Como em (6.48) quebramos

cada uma das k somas abaixo

Z 5 (m)( Z 3 (2]) (6.60)
xr1=1 =1

em 3 partes, de maneira que a j-ésima soma se escreve como
(1) (2) (3)
PIEDIEDY (6.61)
z; zj z;

onde dado d; € (0,00) a primeira soma é sobre [;.,_,(J;), a segunda é sobre

Ij7x|j71((M}"))*l/af)\fjjxhil@ ;) e a terceira é sobre I, ((M;n))*l/"‘j). Segue do Lmma 6.3
que

(1) ) )

1)
oA @) A @) = Y A, Z,g (]s) (6.62)
T Tk
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quando n — oo quase certamente, ji que essas somas sao somas sobre o conjunto [;(d;) X

Iy gz, (02) X ... X Iy 2, (0k), que é quase certamente finito pois
k
E(|1(80)] 12,01 (2] Tty (05)]) = T] B it (8)]) (6.63)
i=1

= HM ((6;,00)) < o0,

onde usamos em (6.63) a independéncia dos processos de Poisson A, (veja a subsegao
6.2.1) e o fato de que p; ((0;,00)) = 0; *. Mostraremos que

(4:) (ix)
lim sup lim sup Z?yf”)(:ch) Z ?y,g”) (z[x) =0 (6.64)
Ty

Ol yeees o,—0 mn—oo 1

quase certamente para todo (iy, ...,4%) € {1,2,3}*\{(1,1,...,1)}. Visto que Z;ll) é uma soma
sobre um conjunto quase certamente finito, e usando a hipdtese de indugao, basta considerar

as somas
(41) ) (k) )
> M @) A @l (6.65)
Tl T

com iy € {2,3}.
Dados j = 2,...,k e n; > 0, primeiro consideramos o caso i; = 2 e i; € {1,2} e mostramos

que
A () < Gl ) v (Gl ) ) (6.66)

para algum C} > 0. Se z|; € ]((M("))*l/aj)\l(éj), entdo 6, 7 < S;(z;) < M;n). Como G

j
é nao-crescente e por (6.28), (6.30), (6.31), (6.47) e Lema 6.4 (§; pequeno o suficente), entdo

3 aly) < 0" (55(21;)/2) < Ci3s(al) (6:67)

Se x|; € I(4;), entao S;(x];) < 6,". Como G;' é ndo-crescente e por (6.30), (6.28), (6.47)
e (6.36), entao

1, (Sl /2005
L(1/2M™)

30(al;) < g (Sy(l,)/2) = (Sy(al;)/2) (6.68)
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Posteriormente apelamos ao Teorema C.1 adaptado ao caso de funcoes que sao de variacao
lenta em zero (veja (6.39)) para obter o limitante superior seguinte para o quociente do

membro direito de (6.68)

oM™
. J b
Blaon) o f) [ sy, (6.69)
ki (2M) P y '
J j a
(n) (n)
onde a = 2M™ A Q—J eb=2M™ v % Tome n bastante grande para que § =
J Sj(zl;) J Sj(z]5)

sup {ej(y);y > M;n)éj} < nj/aj e, dado € > 0 (0 < € < kj), kj(y) € (kj — €,Kkj + €) for
y > M;n)5j, entao

’ € (y) / Mj
| -, W |< &[log(S(2];)] < —=|log(Sj(xl;))l. (6.70)
a J
Relembrando (6.31), logo

3 al) < C58y(al;) o exp {] Log(S;al) ) }

= Ci(As () vV (5(]5)) ™)

e (6.66) vale. Substituimos V por + em (6.66) e obtemos um limitante superior para (6.65)

em termos de 25~ somas da forma constante vezes

Yo Galel))' ™ Y (Galale) ™ Y Cilali)) (6.71)

z1591 (2]1) <01 T2 o

A fim de mostrarmos que (6.71) converge quase certamente a 0 quando §; — 0, escolhamos

n;,J = 1,...,k, pequeno o suficiente tal que

(65} < (%)) < (673
L= 1Em 1L

<1. (6.72)

Em seguida demonstremos que para cada x;

Xk(@1) =D (Gala]) =7 (Be(ale)) ™ (6.73)

T2 Tk

a2
1+£n2

é uma variavel aleatoria -estavel. Primeiro mostramos que

> (Gylal)) (6.74)

Zj
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(que determina unicamente uma

¢ uma lei

1iilj
v.a., veja o Teorema XIII.1.1 de [11]) e Proposi¢io (B.3) com f(z) = x'*% para A > 0,

temos

exp { —A Z Ay (x| ;)) = = exp {—aj/O (1 - e‘“li%) t‘aj‘ldt}

_ _)\aj/(lim)&/ 1— et t_l_%dt 6.75
exp{ 1£1; /o ( € ) ) ( )

que pela Proposigao D.1 ¢ varidvel aleatdria estavel com indice 7 i

as mesmas ideias a (6.73) com k = 3. Para k > 3 a prova é snmlar. Entao

{exp{ NS (a(al) ™ (s (als >>1i"3}}

= Fy {H Esexp {—,\(72(x|2))1in2 2(73($‘3))1in3 }}

T2 3

=F {eXp {—c,\as/(lins) Z(%(xb))li—iglinz }}

2

Qg > eapyas/(Eng)\ -1
— exp{— ] — e/ )t T dt
exp{ T /0 ( e >

ag  ag(ldnz) & _q_ o2(1Eng)
— eXp _A 1+mno Coc3(1:tn2) —2 (]_ _ e_t) t 1- agz(1E£n9) dt
L£mn

onde ¢ > 0 é uma constante, e a expressao em (6.73) é de fato um varidvel aleatéria estavel

com indice =22-. Com isso em mente e usando (6.73) a transformada de Laplace de (6.71)

1+m2
da

E<{exp{ —A (v (z)) " xw(21)

z1;% (2]1) <01

= E { exp { —c\2/(1En) (%(xl))l—mliiz

z1591 (2]1) <01

[ o1 aq(1£n9)
= exp {—)\11"1 c’/ (1—e™) t_l_aéﬁi%dt} (et >1—tforte(0,1))
0

ap 1lxng

> exp {—)\1(1}710’511’” 2 } — las d — 0, (6.76)

onde ¢, ¢ > 0 sao constantes e usamos (6.72) para chegar a conclusdo. O limite em (6.76)

implica que (6.71) converge a a 0 em distribuicdo quando §; — 0 e, como o limite é uma
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constante, entao (6.71) converge a 0 em probabilidade. Para concluir a convergéncia quase
certa de (6.71) tomamos uma subsequéncia {d1,,},7 € N, tal que (6.71) converge q.c. a 0
(veja o Teorema 7.2.13 de [15]) e pela monotonicidade a afirmagao vale. Assim (6.64) segue
para o caso i; = 2 e i; € {1,2} para todo j =2,..., k.

Olhemos para a expressao (6.65) quando £ := {j = 1,...,k;i; = 3} # 0. Para z|; €
IC((M;”))”/O‘J'), vemos que Sj(x|j)/Mj(n) > 1. J4 que G;' ¢ ndo-crescente, temos

Gl (Sj(x\j)/QM](")) < G(1/2). (6.77)

J
Entao, observando (6.30) e por (6.47)
3 (2);) < G7H(L/2)c 6.78
A0l)) < 67 1/2). (6.7

Seja p = {1,....,k}\L| eseja 1l < d; < ... < d, < k uma enumeracao de {1,...,k}\L. Ao
argumentar como acima obtemos um limitante superior para (6.65) em termos de 287 somas

da forma constante vezes

k

BBy . B™ [ m™ (6.79)

j=dp+1

onde dy =0 and, for s =1, ..., p,
do—1 My M
n n 2 1:t s
A | DD ) SAERI 530
Jj=ds_1+1 Tdg_1+1 Tds—1 ZTdg

Em seguida provemos que a transformada de Laplace de (6.79) converge a 1 quando n — oo.
Inicialmente relembramos que = (M () )~! e entao usamos o Lema C.1 para ver que,

J J+1
dado € > 0,

1.

(MM~ < M, < (M), (6.81)

J

1
P

o que implica que, para € pequeno o suficiente, ambos cg-n)M](n) e o produto no lado direi-

to de (6.79) decaem polinomialmente a 0 quando n — oo. Também observamos que a
transformada de Laplace de (6.80) (A > 0) é

ds—1 o

E{exp{-AB"}} = exp AT H CRE M;") : (6.82)

J

j:dsfl‘i’l
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onde ¢’ > 0 z’e uma constante. Usando (6.81) e a hipdtese aq, > a; para j = ds_1+1, ...,ds—
C!ds
1, concluimos que (c§n)) Hnas N ;n) decae polinomialmente a 0 quando n — oo e assim (6.82)

vai a 1. Suponha agora que

E < exp —)\B : H c M(n = exp {—C//)\lindl b} , (6.83)
J=dp+1
onde ¢’ > 0 é uma constante e b é dado por

dy linds
k ag, P ds—1 Thng,  adq

R | I | CRE T S (68)

j=dp+1 s=1 \j=ds_1+1

Provemos que e expoente (6.84) faz sentido para p + 1. Primeiramente note que (6.82)

estabelece o resultado para p = 1. Assim

k
Eexpd —ABMBY . BY, T &M
J=dpy1+1
di—1 k
=F H exp < —A\ H 7d1 )Hmd1 Bén)... B;Z)l H cgn)M](n)
T1,5%dy Jj=dpr1+1
di—1 o,
=Eq I oo {‘C’O T " Gl )y ey = b'}
T15..5%dy 7j=1
onde ¢ > 0 é uma constante e
ady  ldkng,
k ag, Pl ds—1 o TE0g, oq,
by — ( H an)M;n)>1ind2 H H (an))li”ds M;n) ) (685)
j=dpi1+1 s=2 \ j=ds_1+1
Entao (6.85) torna-se
dt (n) —dy 1£ng
ES ] ewq—<O]]a™) %) Ga(la) T i
Z15esTdy—1 7j=1 Zdy
ag di—1 ag o
= exp {—C”/\ um;ldl H (c§n))1in21 M]( (b/)li}n 115;72 } 7
j=1

onde ¢ > 0 é uma constante. Observe agora que o produto no expoente, desconsiderando o

termo /X' | ¢

Ydy 1i"ds
k ag, P+l ds—1 TEng  aq,

(1] ¢ prm) TEng, Il II (c§”))1iﬁM;”) , (6.86)

Jj=dp+1+1 s=1 \j=ds_1+1
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a versao de (6.84) com p + 1, o que completa a inducao. Tornando a (6.83), pela mesmas
razoes explicadas no paragrafo entre (6.80) e (6.83) vemos que a expressao em (6.83) converge
a 1 quando n — oco. Finalmente concluimos que (6.65) converge a 0 quase certamente quando
91, ..., 0 — 0 e entdo (6.64) esta provado para k em geral. Isso encerra a prova de (6.34).

O

Proposigao 6.1 estabelece (5.3) para a representagao 4 de v, a agora cuidamos de (5.4-
5.5). Sua prova estd contida na prova da Proposigao 6.1, o que nos faz apenas esboga-la
aqui. Note que as expressoes (5.4-5.5), depois de dividir os M’s no denominador dentro da

soma, e expandir os produtos resultantes

H Ay (xlyr) and H " (@), (6.87)

q=p+2 M,

ambos podem ser escritos como a soma sobre uma nimero finito de termos da forma
Z’Yl (21)-.- Z% (o), (6.88)
x1 x]

onde 1 <[ <ke ﬁj(»")(a:b) é ou 7] (mlj) ou 1/M +1 = c( ") para j = 1,...,1, e o derradeiro
caso ocorre para ao menos um j (quando ¢ = p+ 1 em (5.4-5.5)). Em seguida dividimos
cada soma -, em 3 partes como em (6.61), com o sobrescrito (3) para os casos nos quais
34 () = "

de (6.79) e (6.80)), e a convergéncia quase certa a 0 ocorre.

). Procedemos entéo como antes para os ultimos casos de (6.65) (veja pardgrafo

6.5 Limite de escala do modelo de armadilhas do GREM

Apés conferirmos que as condigbes (5.2-5.5) valem quase certamente para a representacao

de v, enunciamos o teorema principal deste capitulo.
Teorema 6.1. Seja X,E") ~ TMk(ngn),’y,(Cn)) e X ~ Ki(Ty, ). Entdo
(X0 = (X m)s (6.89)

onde = significa convergéncia fraca no produto do espaco de Skorohod com o espaco das

medidas finitas em NF.

Demonstracao. Relembrando o acoplamento introduzido no inicio da Secao 6.4, a prova

segue diretamente da Proposicao 6.1 e do Teorema 5.1. O
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A A métrica de Skorohod

Seguimos aqui a segdo 3.5 de [10]. Seja (E,d) um espago métrico e seja ¢ = d A 1. As
trajetorias de processos estocasticos sao continuas a direita e tém limites a esquerda. Assim,
seja Dg[0,00) o espago das fungoes cadlag (ou seja, x : [0,00) — E tal que, para cada t > 0,
limg ey 2(s) = 2(t) e lim,— x(s) = z(t—) existe).

Agora apresentamos a métrica de Skorohod metric em Dg[0,00) sob a qual ele é um
espago métrico separdvel se E é separdvel, e é completo se (E,d) é completo. Seja A’ a
colecdo de fungoes estritamente crescentes e sobrejetoras A que mapeiam [0, co) sobre [0, 00)
(em particular, A(0) = 0, limy_,o, A(t) = 00 e A é continua). Seja A o conjunto de fungoes

continuas lipschitziana A € A’ tais que

o) = sup |log 2| < 0. (A1)
0<s<t t—s
Para z,y € Dgl0, 00), defina
o) = jut [ o) v [ pta ) ). (A2)
AeA 0
onde
p(x,y, Ay ) = sup q(z(t A w), y(AE) A w)). (A.3)

A topologia induzida em Dg[0, 00) pela métrica p chama-se topologia de Skorohod.

Lema A.1. Sex € Dg[0,00), entdo x tem no mdzimo uma quantidade enumerdvel de pontos

de descontinuidade.
Demonstracao. Veja o Lema 3.5.1 de [10]. O

Proposicao A.1. Seja {z,} C Dg[0,00) e x € Dg[0,00). Entao

limy, 00 p(2n, ) = 0 se e sd se existe {\,} C A tal que

lim ¢(\,) =0 e lim p(zp,z, Ay, u) =0 (A.4)

n—oo n—o0

para todos os pontos de continuidade u de x. Em particular, lim, ., p(x,,x) = 0 implica

que
lim z,(u) = lim z,(u—) = z(u) para todo ponto de continuidade u de .
n—oo n—oo
Demonstracao. Veja a Proposigao 3.5.2 de [10]. O
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Com o proposito de ilustrar uma aplicacao de (A.2) mostramos um exemplo.

Exemplo A.1. Seja E = {0,1} e d a métrica discreta. Dado T > 0, considere as fungioes

x,xy, : [0,00) = {0, 1} tais que

se t<T+1/n

se t>T+1/n °

0, se t<T

I@):{l, se t>T 7
0,
Tn(t) = 1

{

Fizado n € N,, estimemos p(z,x,). Consideramos a distor¢do

1

14+ —)t 0<t<T
1+ 7t se 0<
_ 1 T4+ 2
Ant) = (1——)t+ il , o se T<t<T+2 "
2n 2n
t, se t>T+2

Apos dividirmos as contas em 3 partes temos

0, se 0<u<T

1
p(wanv)\mu): L, se TSUST‘FE 7
1
0, se u>T+ —
n

entao
& 1
/ e Up(x, Tpy Ay u) =T —e T,
0

1
Em seguida, olhando para (A.1) temos ¢(\,) = log(1 + T—) Assim, com (A.2) em mente
n

obtemos
p(x, z,) <log(l+ L) Y [e_T — e_T+%] : (A.5)
’ - Tn

Agora observe que ambos os termos mno membro direito de (A.5) vao a 0 quando n — oo
e portanto p(x,x,) — 0. Se tivéssemos lidado com a métrica do supremo, que é dada por
ms(x,y) = supysq d(z(t),y(t)) para todo x,y € Dgl0,00), aqui teriamos my(x, z,) = 1 para
todo n € N,.
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B Processos Pontuais

Enunciamos os principais conceitos e teoremas relacionados a processos pontuais que sao
usados na tese. Nossa abordagem aqui é breve e nés nao mostramos a prova dos resultados.
Sugerimos ao leitor consultar [19] para mais detalhes. Comegamos apresentando a defini¢ao
de medidas pontuais e processos pontuais e, em seguida, nos voltamos para processos pon-
tuais de Poisson.

O espaco de estados onde os pontos vivem serd um espaco métrico denotado por E, que
para nossos propésitos serd R Seja £ a o-dlgebra de Borel dos subcnjuntos de E. Para

v € I, defina a medida 1, em A € £ por

L={g 1% (B.1)

Seja {~;, i > 1} uma colecao enumeravel de pontos de E. Entao uma medida pontual m em

E é definida por
m = Z 1, (B.2)
i=1

e se K € £ é compacto entao m(K) < oc.

Chame M, (E) o espago de todas medidas pontuais definidas em E e defina uma o-algebra
M, (E) de subconjuntos de M,(E) como a menor o-algebra contendo todos os conjuntos da
forma {m € M,(0,00);m(F) € B} para ' € E, B € B([0, 00)].

Um processo pontual em E é uma aplicacao mensuravel N de um espago de probabilidade
(Q,F,P) = (M,(E), M,(E)), isto é, para cada w € @ N(w) é uma medida pontual em E
e N(w, F) é o numero de pontos em F' para a realizacdo w. Denotamos por Py a lei de
probabilidade do processo pontual N em M, (E), ou seja, Py = PoN~' = P(N € -). Agora

apresentamos um critério mais intuitivo para afirmar que N é um processo pontual.

Proposicao B.1. N € um processo pontual se e sé se a aplicagio w — N(w, F') é mensurdvel

de (2, F) — ([0, 00], B([0, 00)]) para cada F € £.
Demonstracao. Veja Proposi¢ao 3.1 de [19]. O]

A medida de intensidae p de um processo pontual N é uma is uma medida definida por

u(F) = BV(F) = [ Nw, F)p(w) = | )P im) (B.3)

62



Uma ferramenta importante usada para estudar a convergéncia fraca de processos pon-
tuais em (M,(E), M,(E)) é a transformada de Laplace. Seja f : E — [0,00) uma funcao

mensuravel e defina

N(w, f) = /f N(w,dz). (B.4)

N(f) é uma variavel aleatéria. Entdo o funcional de Laplace de N é a transformada de

Laplace da lei de N:
V()= Besp{=N()} = [ exp{=Nw, N}Pldu)
= /M exp{— / f(z)m(dz)} Py(dm). (B.5)

Proposicao B.2. O funcional de Laplace Wy de N determina unicamente a lei de N.
Demonstracao. Veja a Proposigao 3.5 de [19]. ]

Com estas ideias em mente agora podemos lidar com processos pontuais de Poisson.
Dada uma medida localmente finita p em &, um processo pontual N é chamdo um
processo pontual de Poisson com medida de intensidade p (brevemente, N é PPP(u))se N

satisfaz

a) para qualquer F € £ e k € N

P(N(F) =k) = exp(u(F)) ] se p(F) < oo (B.6)

b) para qualquer k£ > 1, se Fy,..., F}, sdo conjuntos mutualmente disjuntos em &£ entéo

N(F;),i =1, ...,k sao variaveis aleatérias independentes.

Proposicao B.3. i) PPP(u) existe. Sua lei é unicamente determinada por a) e b) na

definicao prévia.
ii) o funcional de Laplace de PPP(u) para f > 0 mensurdvel € dado por

~ exp{— / @) u(d)}, (B.7)

e inversamente um processo pontual com funcional de Laplace da forma (B.7) deve ser

PPP(p).
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Demonstragao. Veja a Proposigao 3.6 de [19]. O

Proposicao B.4. Sejam E;,;v = 1,2 dois espagos métricos localmente compactos com base
enumerdvel. Sejam &;,i = 1,2 as o-dlgebras associadas. Seja T : (Ey, &) — (Ea, &)
mensurdvel. Se N é PPP(u) em E; entdo

N:=NoT™' ¢éPPP(ji=poT™') em E,. (B.8)
Se temos uma representacao
N=> 1y (B.9)
entao

N=NoT™'=) lry, (B.10)

Demonstracao. Veja a Proposigao 3.7 de [19]. O]

Teorema B.1 (Teorema de Campbell). Seja N um processo de Poisson em E com medida

de intensidade i, seja f: E — R mensurdvel. Entao a soma
=Y f(x) (B.11)
i=1
¢ absolutamente convergente com probabilidade 1 se e so se

/Emm(\f(xﬂ, Dp(dr) < oc. (B.12)
Se essa condicdao vale, entdo
E(e’™) = exp { / (/) _ 1)u(dx)} (B.13)
E

para qualquer complexo 6 para o qual a integral a direita converge e, em particular, sempre

que 0 € puramente imagindrio. Ademais

E(x) = [E f(@)u(de) (B.14)

no sentido de que a esperang existe se e so se a integral converge, e eles entao sao iguais.

Se (B.14) converge, entdo

var(Z):/Ef(x)Qu(dm), (B.15)

finito ou infinito.
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Demonstragao. Veja a segao 3.2 de [16]. O

Para discutir a convergéncia fraca de processos pontuais precisamos de uma nocao de
convergéncia em M,(E). Seja p uma métrica em E que torna £ um espaQ métrico completo
e separavel.

Seja Cx(F) as fungoes reais continuas em F com suporte compacto. C}(E) é o sub-
conjunto de C'x(E) que consiste das fungoes ndo-negativas. Sejam M, (E) todas as medidas
nao-negativas localmente finitas em (F, £) e defina M (F) como a menor o-algebra de sub-
conjuntos de M, (E) que faz as aplicagdes m — m(f) = [, fdm de M, (F) — R mensuréveis
para toda f € Ci(E).

Para i, 1 € M, (E) dizemos que i, converge vaguamente a fi € eSCrevemos [, — ji e

pn(f) = u(f) para todo f € CiL(F), ou seja,

/f ) (d2) —>/f (B.16)

Proposicao B.5. Sejam pu, py, pio, ... em M, (E). Sao equivalentes:
i) i =
i) pn(B) — u(B) para todo B relativamente compacto para o qual u(0B) = 0, isto é, a
fronteira de B tem p medida 0.

iii) limsup,, . pn(K) < p(K) e liminf,, o 1,(G) > u(G) para todo compacto K e todo

aberto, relativamente compacto G.

Demonstracao. Veja a Proposi¢ao 3.12 de [19]. O

A convergéncia vaga de medidas pontuais p,, — p tem a seguinte interpretacao em termos

de convergéncia dos pontos de p,, para os pontos de pu.

Proposicao B.6. Suponha pu,, i € My(E) e pu, 5 w. Para K compacto e satisfazendo

w(OK) =0 temos para n > nx uma rotulagio dos pontos de p, e p tal que

P p
Yt WK =301, B.17)
i=1 =1
e em EP
(W, 1<i<p) = (w1 <i<p) quandon — oc. (B-18)

(Claramente, EP tem a topologia produto de modo que a convergéncia de vetores em EP

significa convergéncia componente a componente.)
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Dizemos que uma sequéncia de processos pontuais N,, converge fracamente a um processo

pontual N (escrito N,, = N) se para toda funcao limitada e continua f em M,(E)

/M - f(x)P,(dx) — f(x)P(dx) (B.19)

My(E)
Proposicao B.7. Se &,,n > 0 sao medidas aleatorias, ou seja, elementos aleatorios em
M, (E), entio &, = &£ se e s6 se Ve, (f) — Ue(f) para toda f € Ci(E).

Demonstragao. Veja a Proposigao 3.19 de [19]. O

Proposicao B.8. Para cada n suponha {X, ;,j > 1} sdo elementos aleatorios i.i.d. de
(E,E) e pu € uma medida localmente finita em (E,E). Defina

§n =2 11 L(jn-1.x,,) € suponha § é PPP em [0,00) x E com medida média dt x du. Entao
& = € em M,([0,00) X E) se e so se

nP(X,1 €)= uemkE (B.20)

Demonstracao. Veja a Proposigao 3.21 de [19]. ]

C Variacao Regular

Definicao C.1. Uma fungao mensurdvel U : (0,00) — (0,00) € de variagao regular em oo
com indice « € R (escrito U € R,,) se

y U(at)
tE& U(t)

=a”. (C.1)

Chamamos a o expoente de variacao. Com mudancas 6bvias podemos conversar sobre
variagao regular em 0+, isto é, U(t) é de variagao regular em oo se e s6 se U(1/t) é variagao
regular em 0+. Quando a = 0 dizemos que a funcao é de variacao lenta. De fato, cada
funcao U € R, pode ser representada como U(t) = L(t)t*, onde L é uma funcao de variagao

lenta.

Teorema C.1. L é de variacdo lenta em oo se e so se L pode ser representado como

L(z) = k() exp {/1 i;/)dy} , (C.2)

para x > 0, onde k : (0,00) — (0,00), €: (0,00) = (0,00) e k(z) = k>0, €(x) = 0 quando

T —r OQ.
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Demonstragao. Veja o Corolério do Teorema 0.6 de [19]. O
Lema C.1. Se L € de variagao lenta no infinito entao
r < L(x) < af (C.3)
para qualquer € > 0 fizado e todo = suficientemente grande.
Demonstragao. Veja o Lema VIIL.8.2 de [11]. O
Lema C.2. Se f € R, com p <0, existe g € Ry,(04) com
flg(x)) ~ g(f(x)) ~z,2 = 0. (C.4)

Aqui g (uma inversa assintética’ de f) € determinada dentro da equivaléncia assintética, e

uma versao de g é f1.

Demonstragao. Veja o Teorema 1.5.12 de [1]. O

D Variaveis aleatorias estaveis

Ao longo desta secao X, X, Xy, ... denota variaveis aleatorias nao-degeneradas i.i.d. e S,, =
X7+ ...+ X,. Existem algumas definicoes equivalentes de varidveis alaetorias estaveis e aqui

duas delas sao enunciadas.

Definicao D.1. Uma wvaridvel aleatoria X € estdvel (em sentido amplo) se para cada n

existem constantes ¢, > 0,b,, tais que
S, = cp X + by, (D.1)
X € estavel em sentido estrito se (D.1) vale com b, = 0.

Definicao D.2. Uma varidvel aleatoria X tem distribuicao estdvel se existem parametros

0<a<2 020, -1<B<1epeR tais que sua fungao caracteristica tem a forma que

se seque:
exp {—0?]0]*[1 — iB(sign()) tan(Z*)] + ipf}  se o # 1
E (exp(ifX)) =
exp {—o0|[1 + if2(sign(f)) In |0]] + ind} sea=1
Notagao: X ~ S,(0,8,1). O parametro a € o indice de estabilidade e

1 sef >0

sign(f) =< 0 se =0

-1 sef <.
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Proposicao D.1. A transformada de Laplace da varidvel aleatoria X ~ S,(0,1,0), 0 <
a<2 0>0,¢€igual a

exp {_cos(%))\a} se a # 1
E (exp(AX)) = (D.2)

2
exp{—g—)\ln)\} se =1

™

Demonstragao. Veja a Proposicao 1.2.12 de [20]. O

Para a préoxima definicao, seja {X,}, -, uma sequéncia i.i.d. de varidveis alaetérias com

distribui¢ao comum F. Seja M, = /!, X;. A distribuigao de M, ¢ dada por F" = (F')".

Definicao D.3. Dizemos que uma distribuicao F' estd na bacia de atracao de G se existem

a, >0 eb, tais que
F"(ant +b,) — G(t) fracamente. (D.3)
G € uma distribuicao de valor extremo.
Teorema D.1. Suponha que X, Xs, ... sao v.a. com uma distribuicao que satisfaz
i) limy_,oo P(Xy > t)/P(|X1] >t) =0 €[0,1]
it) P(Xy >t) =t"*L(t),

onde o < 2 e L é de variagao lenta em oo. Seja S, = X; + ... + X,,, a,, = inf{t > 0 :
P(IXq| >t) <n~'} e b, =nE(X11(x,|<an)), €ntdo

Sp — by,

G

=Y,
onde Y tem uma distribuicao nao-degenerada.

Demonstracao. Veja o Teorema 3.7.2 de [9]. O

A fim de justicarmos a escolha de variaveis aleatérias no primeiro paragrafo da Secao 6.1,
mostremos que com § = 1 (isto é, v.a. positiva) e b, = 0 em Teorema D.1 a convergéncia

em (D.3) vale. Por (6.21), com n e a, em vez de M](") e M](i)l, respectivamente, obtemos
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P(X1 > ant)
R LA AN
P(X1 > an)

—Q

nP(X; > a,) — 1 quando n — oco. Por sua vez, por (C.1) o quociente

quando n — oo. Entao, para t > 0,

FP(ant) = P(My/a, <1) = (1 _ P(X1 > ant) nP(X, > >)

P(X; > ay) n
— exp(—t~%), (D.4)

que é chamada de distribuicao de Fréchet com parametro a.

Teorema D.2. Y ¢ o limite de (X1 + ...+ X,, — b,)/a, para alguma sequéncia X; se e so se

Y tem lei estdavel.

Demonstragao. Veja o Teorema 3.7.4 de [9]. O
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