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Resumo

Nesta dissertagao estudamos — do ponto de vista algoritmico — o seguinte problema,
conhecido como problema da particdo coneza balanceada. Dado um grafo conexo G com
pesos atribuidos a seus vértices, e um inteiro ¢ > 2, encontrar uma particao dos vértices
de G em ¢ classes, de forma que cada classe da parti¢do induza um grafo conexo e que,
ao considerar as somas dos pesos dos vértices de cada classe, a menor das somas seja o
maior possivel. Em outras palavras, o objetivo é encontrar ¢ classes cujos pesos sejam
tao balanceados quanto possivel. Sabe-se que este problema ¢ N P-dificil. Mencionamos
alguns resultados sobre complexidade computacional e algoritmos que sdo conhecidos
para este problema. Apresentamos algumas heuristicas que desenvolvemos, todas elas
baseadas no uso do algoritmo polinomial para &arvores, devido a Perl e Schach, que
apresentamos com detalhe. Implementamos quatro heuristicas e um algoritmo de 3/4-
aproximacao conhecido para o caso ¢ = 2. Exibimos os resultados obtidos com os vérios
testes computacionais conduzidos com instincias aleatdrias, com grafos de diferentes
pesos e densidades. Os resultados computacionais indicam que o desempenho dessas
heuristicas — todas elas polinomiais — é bem satisfatéorio. No caso especial em que
q = 2, observamos que a heuristica mais onerosa sistematicamente produziu solugoes
melhores ou iguais as do algoritmo de aproximagao

Palavras-chave: Algoritmo de aproximagcao, grafos, heuristicas, otimiza¢do combi-
natoria, particdo conexa balanceada



Abstract

In this dissertation we study algorithmic aspects of the following problem, known as
the balanced connected partition. Given a connected graph G with weights defined on
its vertices, and an integer ¢ > 2, find a partition of the vertices of GG into ¢ classes
such that each class induces a connected graph, and furthermore, when we consider the
sum of the weights of the vertices in each class, the smallest sum is as large as possible.
In other words, the g classes must have weights that are as balanced as possible. This
problem is known to be ANP-hard. We mention some computational complexity and
algorithmic results that are known for this problem. We present some heuristics that
we designed, all of them based on the use of the polynomial algorithm for trees, due
to Perl and Schach, which we show in detail. We implemented four heuristics and a
3/4-approximation algorithm that is known for ¢ = 2. We run tests on many random
instances, of graphs with different weights and densities. The computational results
indicate that the performance of these heuristics — all of polynomial time complexity —
are very satisfactory. For ¢ = 2, we observed that the most expensive heuristic produced
solutions with values which are systematically better or equal to those produced by the
approximation algorithm.

Keywords: Approximation algorithm, balanced connected partition, combinatorial
optimization, graphs, heuristics
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Prefacio

Grafos sdo estruturas muito usadas para representar a existéncia ou nao de relagoes
entre elementos de um dado conjunto. Assim, redes de comunicacao, fluxos em redes de
transporte, mapas geograficos e relagoes binarias em geral podem ser representados por
grafos, e neste caso, varias questoes de interesse podem ser investigadas. Por exemplo,
qual o seu grau de vulnerabilidade (a eliminagio de quantas arestas ou vértices causam a
perda de conexidade), sua estabilidade (qual o nimero méximo de vértices independentes
que contém), qual o seu diametro (maior distancia entre quaisquer dois de seus vértices),
se podem ser particionados em um certo niimero de subgrafos conexos, entre outras.

Essa tltima questao pode ser de interesse tanto pela sua aplicabilidade direta em di-
versas situacoes praticas, mas também no seguinte contexto. Algoritmos para problemas
em grafos podem utilizar o seguinte procedimento recursivo: dado um grafo conexo G,
particiona GG em subgrafos conexos de tamanhos aproximadamente iguais, resolve os cor-
respondentes subproblemas para esses subgrafos e de suas solucoes obtém uma solugao
para o grafo original G.

A exigéncia de que a particao seja tao balanceada quanto possivel objetiva minimizar
a profundidade da recursao e a discrepancia dos tamanhos dos grafos usados em qualquer
nivel do processo de recursao. Estamos interessados em problemas dessa natureza, onde
G é um grafo conexo com pesos associados aos seus vértices.

O problema que é o tema central desta dissertacdo, que chamamos de Partigao
Conexa Balanceada, denotada por PCB, é o seguinte:

dado um inteiro ¢ > 2, um grafo conexo G = (V,A) com uma funcao
peso w : V — Z, definida sobre seus vértices, encontrar uma g-particao
V1, Va,..., V) de V tal que G[V;] (subgrafo induzido por V;) seja conexo
para 1 < i < ¢ e o peso do subgrafo mais leve seja 0o maior possivel. Mais
formalmente, queremos encontrar uma tal particdo que maximiza a funcao
min{w(V;) : i =1,...,q}, onde w(X) denota o peso do conjunto X, definido

como w(X) = .y w(x).

As correspondentes variantes desse problema quando ¢ ¢ fixo (ndo faz parte da en-
trada), sao denotadas por PCB,.

O foco central dessa dissertacdo é o estudo — do ponto de vista algorftmico — dos
problemas PCB e PCB,, ambos sabidamente N P-dificeis, conforme mostraram Camerini,
Galbiati e Maffioli [11] em 1983 e Dyer e Frieze [16] em 1985, respectivamente.
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Antes de mencionarmos alguns resultados conhecidos sobre esses problemas, vejamos
por que um um algoritmo ingénuo estaria totalmente fora de cogitacao. Considere, a
titulo de ilustragdo, um grafo com 30 vértices para o qual queremos encontrar uma 10-
particao. Neste caso, o ntimero de possiveis g-particoes (em classes nao-vazias) é

173373343599189364594756.

Num computador que consiga calcular 10 milhdes de possibilidades por segundo, sem
contar o tempo para testar viabilidade, esse algoritmo levaria no minimo 549398697 anos
para terminar. Assim, é preciso pensar em estratégias mais espertas para tratar o PCB.

Os nossos estudos comecaram com um artigo de Perl e Schach [31] que apresenta
um algoritmo polinomial para o PCB restrito a arvores. O algoritmo desenvolvido por
esses autores é relativamente simples, ji a prova de que o algoritmo de fato encontra
uma solugdo 6tima nao é tao trivial. KEsses estudos e a implementacao do algoritmo
conduziram-nos, de maneira natural, ao desenvolvimento de heuristicas para o PCB em
grafos arbitrarios. Essa motivacdo surgiu da constatacdo de que ndo ha algoritmos, para
o caso de grafos arbitrarios, que possam ser titeis do ponto de vista pratico e também
como rotinas para serem usadas em esquemas de branch-and-bound ou branch-and-cut.

Assim, essa dissertacdo contempla a implementagio de um algoritmo polinomial para
o problema PCB restrito a arvores, e a implementacao de quatro heuristicas para o PCB
em grafos arbitrérios. Estudamos também o algoritmo de aproximagdo desenvolvido
por Chlebikova [13] para o PCBj, cuja razdo de desempenho é 3/4. Implementamos
esse algoritmo e realizamos testes computacionais para comparar o desempenho desse
algoritmo com o das heuristicas que desenvolvemos.

Os resultados que obtivemos nos testes computacionais foram bastante satisfatorios.
Os testes realizados mostraram varios aspectos interessantes, que procuramos ilustrar em
graficos e tabelas.

Nesta dissertagdo mencionamos alguns resultados conhecidos sobre o PCB e PCB4.
Dentre eles mencionamos os seguintes: para o PCB sdo conhecidos algoritmos polinomiais
apenas para escadas e arvores. Em termos de algoritmos de aproximagio, excetuando
o algoritmo de Chlebikova [13] para o PCBy, conhece-se uma 1/2-aproximagao para o
PCB3 em grafos 3-conexos, obtida por Salgado [32]. Vale notar que foi provado recente-
mente por Chataigner, Salgado e Wakabayashi [12] que o problema PCB nao admite um
PTAS (esquema de aproximagao polinomial), a menos que P=A"P. Nao se sabe, porém,
se um tal resultado vale para o PCBs.

e Organizacao do texto. Esta dissertacdo estd organizada da seguinte forma.
Inicialmente, no Capitulo 1, apresentamos alguns conceitos e fixamos a notacdo que é
utilizada no texto.

No Capitulo 2 introduzimos formalmente o problema central de nossos estudos. Apre-
sentamos alguns resultados conhecidos sobre a sua complexidade e alguns algoritmos para
casos especiais. Também mencionamos algumas aplicagoes praticas do problema.

O Capitulo 3 apresenta um algoritmo polinomial para o PCB restrito a arvores, bem
como sua implementacao e testes computacionais.
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A seguir, no Capitulo 4, apresentamos algumas heuristicas baseadas em arvores gera-
doras que fazem uso do algoritmo discutido no Capitulo 3. Mostramos os resultados dos
testes computacionais que realizamos e as comparacoes entre as diferentes heuristicas.

No Capitulo 5, apresentamos o algoritmo devido a Chlebikova para o PCBj, que
¢ uma 3/4-aproximacdo. Discutimos alguns aspectos relativos a implementacdo desse
algoritmo, e apresentamos resultados computacionais comparando o desempenho desse
algoritmo com uma das heuristicas mencionadas no Capitulo 4.

Encerramos o texto com o Capitulo 6, no qual apresentamos um resumo das contri-
buic¢bes dessa dissertacao e discutimos possiveis trabalhos futuros.

e Software e Hardware utilizados. O texto da dissertacao foi produzido em
ITEX. As figuras descritivas foram feitas no Inkscape. Os graficos foram produzidos com
Gnumeric e GNUPIlot. Os desenhos de grafos grandes apresentando solugoes dadas pelos
algoritmos foram gerados com o yEd. A implementagdo dos algoritmos foi desenvolvida
em C++ utilizando a cole¢do de compiladores GCC. Todos esses sdo sistemas livres e
rodam sobre o sistema operacional Linux (no caso foi utilizada a versao 2.6+).

Todos os testes das implementagcoes feitas foram executados em um AMD Athlon 64
3500+ (2.2GHz, 4417.14 bogomips), com 1.0GB de memaria RAM.

e Agradecimentos. Agradeco em primeiro lugar & minha familia, pelo apoio, forca
e por acreditarem junto comigo.

Agradeco & minha orientadora, Prof*. Dr?. Yoshiko Wakabayashi, por ter aceitado
me orientar, pela sua paciéncia, compreensdo e incentivo todos esses anos.

Sou muito grato ao amigo Cassio Campos, por toda ajuda desde o ingresso no pro-
grama de mestrado, até a conclusdo. Agradeco também todo apoio e paciéncia dos amigos
e colegas de trabalho.

Meu muito obrigado a todos vocés.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tem por objetivo apresentar os conceitos e a notagao que serao usados
nesta dissertacgao.

1.1 Numeros e conjuntos

Denotamos por Z o conjunto dos ntmeros inteiros estritamente positivos.

Seja P um conjunto e Pp, Ps, ..., P, subconjuntos nao-vazios de P. Dizemos que
P = (P, Ps,...,P;) ¢ uma particdo de P se PLUP,U...UP, =P e P,NP; = () para
todo 1 <17 < j < k. Chamamos P;, Ps, ..., P, de componentes ou classes da partigao.
Uma, particdo com k componentes é chamada de k-particao. Uma 2-particao também
¢ chamada de biparticao.

Lembramos aqui que, o nimero de k-particdes de um conjunto com n elementos é
conhecido como niimero de Stirling do segundo tipo, e é dado por

k
0n.k) = 35 - (-1 (1)
7=0

Esses nameros também satisfazem a seguinte relacdo de recorréncia:

S(n,k)=Sn—-1,k—1)+kS(n—1,k),

onde S(1,1) = S(2,1) = 5(2,2) = 1. Para dar uma idéia do rapido crescimento desses ni-
meros, observamos que S(6,3) = 90, S(12,6) = 1323652, S(24, 12) = 24930204590758260
e 5(48,24) ¢ da ordem de 10%°. Na pagina 52 o leitor encontra uma tabela com alguns
valores do nimero de Stirling do segundo tipo relevantes ao texto.

Se n é um numero inteiro entao denotamos por [n| (teto de n) o menor inteiro maior
ou igual a n e por [n] (chao de n) o maior inteiro menor ou igual a n.
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1.2 Teoria dos grafos

O leitor nao familiarizado com teoria dos grafos poderd recorrer a algum texto sobre
o assunto, dentre os quais indicamos Bollobas [9], Bondy e Murty [10] ou Diestel [15].
Conceitos que nao forem apresentados aqui poderao ser encontrados nesses textos. Nosso
objetivo aqui é mais estabelecer a terminologia e a notagdo adotadas.

Um grafo ndo-orientado, ou simplesmente grafo, ¢ um par ordenado (V, A) de
conjuntos disjuntos, onde cada elemento de A corresponde a um par nao-ordenado de
elementos distintos de V. Chamamos os elementos de V' de vértices e os elementos de
A de arestas. A Figura 1.1 mostra um exemplo de grafo. Se G' é um grafo, também nos
referimos ao seu conjunto de vértices por V(G) e ao seu conjunto de arestas por A(G).
No final desta secao nos referimos a grafos orientados.

G
G (o)
o P

Figura 1.1: Exemplo de grafo

V(G) = {a, b, ¢, d, e, f}

A(G) = {{a, b}, {a, c}, {b, f}, {d, e}, {e, f}}

e ADJACENCIA E INCIDENCIA DE VERTICES E ARESTAS. Denotamos por o = {u, v},
ou simplesmente wv, a tnica aresta que corresponde ao par {u,v} de elementos de V.
Dizemos que « liga os vértices u e v ou que « incide nos vértices u e v. Chamamos u
e v de extremos de a. Dizemos também que u é vizinho ou adjacente a v. Arestas
com um extremo em comum sdo chamadas adjacentes.

e GRAU DE VERTICES E DE GRAFOS. O grau de um vértice v, denotado por gg(v),
é¢ o namero de arestas que incidem em v. Chamamos de vértice isolado um vértice
com grau nulo. O grau minimo de um grafo, denotado por §(G), é definido como
d(G) = min{gg(v) : v € V(G)}. O grau maximo, denotado por A(G), ¢ definido como
A(G) = max{gg(v) : v € V(G)}. Dizemos que G ¢ k-regular se todos os seus vértices
tém grau k.

e PASSEIOS, TRILHAS, CAMINHOS E CIRCUITOS. Um passeio P em um grafo ¢ uma
seqiiéncia finita de vértices e arestas da forma (v1,aq,v2,a2,...,a,—1,0,), em que toda
aresta a; tem v; e v;4+1 como extremos. Os vértices vy e v, sdo chamados de origem e
término do passeio P, respectivamente; os demais vértices sdo chamados de internos.
Dizemos que P é um passeio de v; a v,. Quando v; = v, o passeio é dito fechado. Se
P é um passeio, o seu conjunto de vértices é denotado por V(P), e o seu conjunto de
arestas é denotado por A(P). Definimos o comprimento de um passeio como |A(P)]
e o denotamos por ||P||. Chamamos de trilha um passeio sem arestas repetidas. Um
caminho é um passeio sem vértices repetidos. Um circuito é uma trilha fechada cuja
origem e vértices internos sdo todos distintos.
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e SUBGRAFO E GRAFO INDUZIDO. Dizemos que um grafo H ¢é subgrafo de um
grafo G se V(H) CV(G) e A(H) C A(G), e escrevemos apenas H C G. Podemos dizer
que H esta contido em G, ou que G contém H. Chamamos H de subgrafo gerador de
Gse HCGeV(H)=V(G).

Se G é um grafo e ) # X C V(G), denotamos por G[X] o grafo induzido por X,
definido como o subgrafo de G cujo conjunto de vértices é X e cujo conjunto de arestas
consiste de todas as arestas de A(G) que tém os dois extremos em X.

Analogamente, se G é um grafo e ) # B C A(G), denotamos por G[B] o grafo
induzido por B, definido como o subgrafo de G cujo conjunto de arestas é B e cujo
conjunto de vértices consiste de todos os vértices de V(G) que sao extremos das arestas
em B.

Se G é um grafo e X é um subconjunto de vértices de G, entdao G — X é o subgrafo
de G obtido pela remocao de todos os vértices em X e todas as arestas de G com pelo
menos um extremo em X. Se B é um subconjunto de arestas de G, entdao G — B é o
subgrafo de G com conjunto de vértices V(@) e conjunto de arestas A(G)\B.

A Figura 1.2 mostra & esquerda um grafo e & direita dois de seus subgrafos: em cima
temos um subgrafo gerador e logo abaixo o grafo induzido por {a,b,c,d,e, f,g}.

Figura 1.2: Um grafo e dois de seus subgrafos

e CONEXIDADE E CORTES. Dizemos que um grafo é conexo se para quaisquer dois
de seus vértices u e v, existe um caminho de v a v. Chamamos de componentes os
subgrafos coneros maximais de um grafo.

Um grafo G ¢é k-conexo se o subgrafo G — X é conexo para todo subconjunto X de
V(G) com |X| < k. Grafos 2-conexos também sdo chamados de biconexos. Se v é um
vértice de um grafo G tal que o subgrafo G — {v} nao é conexo, entdo chamamos v de
vértice-de-corte.

e PARTIGOES CONEXAS. Se G ¢é um grafo conexo e P = (V1,Va,...,V,) é uma ¢-
partigdo de V(QG) tal que G[V;] é conexo para todo 1 < i < ¢, chamamos P de ¢g-parti¢ao
conexa de G.
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e TIPOS ESPECIAIS DE GRAFOS. Grafos com certas propriedades recebem nomes
especiais. Chamamos de grafo completo o grafo no qual quaisquer dois vértices distintos
sao adjacentes. Um grafo completo com n vértices é denotado por K.

Um grafo que ndo contém circuitos é chamado de floresta. Uma arvore é um floresta
conexa. Os vértices de grau 1 de uma floresta sao chamados de folhas. Um subgrafo
gerador que é uma arvore é chamado de arvore geradora. Uma arvore pode ter um
vértice especial r chamado raiz; neste caso a denominamos de arvore enraizada (em
r) ou arvore com raiz r.

Se T' é uma arvore geradora de um grafo G, e a € uma aresta de G que nao pertence a
T, entao T+ {a} contém precisamente um circuito. Um tal circuito ¢ chamado circuito
fundamental de G (relativamente a T).

Um grafo G é dito bipartido se existe uma biparticao (X,Y) de V(G) tal que todas
as arestas de G tém um extremo em X e o outro em Y. Um tal grafo é bipartido
completo se cada vértice de X for adjacente a cada vértice de Y'; neste caso ele é
denotado por Ky, ,,, onde n = |X| e m = |Y|.

Um grafo G = (V, A) é uma grade de n linhas e m colunas, denotada por G, ,, se
V={(j):1<i<n 1<j<mpeA={{(ij),(kD}:(i=kelj—I=1)ou(j=
le|i—k|=1)}. Chamamos de escada a grade G, 2 ou Gz, onde n > 2.

A Figura 1. 3 mostra alguns grafos especiaiS' (a) uma &arvore, (b) uma escada, (c)
uma grade G3 3, (d) um grafo completo K3, (e) um grafo bipartido.

J%f\i%

Figura 1.3: Exemplos de alguns grafos especiais

e GRAFOS COM PESOS DEFINIDOS NOS VERTICES E/OU ARESTAS. Em problemas
de otimizagdo sobre grafos é natural tratar de grafos nos quais ha fungdes definidas
sobre o seu conjunto de vértices e/ou de arestas. Neste texto, no problema de nosso
interesse central, lidamos com grafos com uma fungdo peso definida sobre o seu conjunto
de vértices. Dado um grafo G = (V, A), no qual esta definida uma funcao peso w :
V — Z.4, adotaremos a seguinte notac¢do: se X C V, entdo w(X) denota o peso do
conjunto X, definido como w(X) := >y w(x). Também dizemos que w(X) é o peso
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do subgrafo G[X]. Se X e Y sdo subconjuntos de V', entao dizemos que X é mais leve
do que Y (ou Y é mais pesado do que X) se w(X) < w(Y).

Neste texto, em geral vamos nos referir a grafos. Apenas no Capitulo 3, na descri¢io
de um dos algoritmos vamos nos referir a grafos orientados: informalmente, podemos dizer
que neste caso estamos nos referindo a um grafo no qual as arestas sdo orientadas. Mais
formalmente, um grafo orientado é um par ordenado (V, A) de conjuntos disjuntos,
onde V' & um conjunto de elementos chamados vértices, A é um conjunto de elementos
chamados arestas, sendo que cada aresta é um par ordenado de elementos de V. Se (u,v)
¢ uma aresta, dizemos que essa aresta ¢ orientada (no sentido de u para v). Varios dos
conceitos sobre grafos aqui apresentados se transpoem para o caso de grafos orientados,
de maneira natural (exemplo: adjacéncia, conexidade, subgrafo induzido). Nao iremos
definir esses conceitos, pois nao ha perigo de confusdo no contexto em que serdo usados.

e CONVENCAO. Neste texto, reservamos as letras n e m para denotar o nimero de
vértices e o nimero de arestas, respectivamente, de um grafo. Assim, quando ndo houver
mengao explicita, em contexto de grafos, principalmente quando é feita uma analise da
complexidade de um algoritmo, isso deve ficar subentendido.

Dizemos que o tamanho de um grafo é o numero de vértices desse grafo. Ressal-
tamos que alguns textos usam o conceito de tamanho como sendo a soma do niimero de
vértices e o nimero de arestas de um grafo.

1.3 Complexidade e algoritmos de aproximagao

E praticamente impossivel falar de problemas em otimizacio combinatéria sem esbar-
rar em questoes de complexidade computacional. Vamos supor que o leitor tenha alguma
familiaridade com tais conceitos. Se nao for este o caso, sugerimos os textos de Sipser [34]
e Papadimitriou [30]. Usaremos aqui os simbolos P, respectivamente NP, para deno-
tar a classe dos problemas que podem ser resolvidos por um algoritmo deterministico,
respectivamente nao-deterministico, em tempo polinomial no tamanho da instancia do
problema.

Chamamos de algoritmo de aproximagao um algoritmo polinomial em que temos
uma garantia da qualidade da solucao obtida, garantia esta expressa por uma medida
chamada razao de aproximacgao ou razao de desempenho. Essa medida nos informa,
qual é a pior razao, considerando-se todas as instancias, entre o valor da solucao devolvida
pelo algoritmo e o valor de uma solucao 6tima.

Mais formalmente, seja P um problema de maximizacdo e Z uma instancia desse
problema. Denotamos por opt(Z) o valor de uma solu¢do 6tima da instancia Z. Ana-
logamente, sendo A um algoritmo para o problema P, denotamos por A(Z) o valor de
uma solu¢do obtida ao executarmos A com a instancia Z. Dizemos que um algoritmo 4
é uma p-aproximagao para o problema P se

A(Z) > p- opt(Z) para toda instancia Z de P.
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Chamamos p de razao de aproximacao. Uma l-aproximacao é um algoritmo exato
para o problema. Observamos que p pode ser constante, ou uma funcdo que depende do
tamanho da instancia Z do problema. Em ambos os casos, 0 < p < 1.

Chamamos de PTAS (polynomial time approximation scheme), esquema de aproxi-
macao polinomial, uma familia de algoritmos de aproximacgao para um problema P cuja
razao de aproximacao é 1 —e e o tempo de execucao do algoritmo é polinomial no tamanho
da instancia de P para todo € fixo.

Um FPTAS (fully polynomial time approzimation scheme), esquema de aproxima-
¢do completamente polinomial, é uma familia de algoritmos de aproximagao para um
problema P cuja razdao de aproximacao é 1 — € e o tempo de execucao do algoritmo é
polinomial no tamanho da instancia de P e 1/e.

No caso de problemas de minimizagao, define-se analogamente esses conceitos, trocando-
se a desigualdade para A(Z) < p-opt(Z), sendo que neste caso, p > 1. No caso de PTAS
e FPTAS, em vez de 1 — e-aproximagao, queremos uma 1 + e-aproximagao.

Caso o leitor tenha interesse em textos sobre algoritmos de aproximacdo indicamos
Ausiello et al. [2], Fernandes et al. [17] e Vazirani [39].



Capitulo 2

Introducao

Neste capitulo definimos os problemas que serdo objeto de estudo dessa dissertacao,
e mencionamos os resultados a respeito que sdo conhecidos.

2.1 Os problemas

O problema da Particao Conexa Balanceada, denotada por PCB, é o seguinte:

dado um inteiro ¢ > 2, um grafo conexo G = (V,A) com uma funcao
peso w : V — Z, definida sobre seus vértices, encontrar uma g-particao
(Vi,Va,..., V) de V tal que G[Vj] (subgrafo induzido por V;) seja conexo
para 1 < i < g e o peso do subgrafo mais leve seja o maior possivel. Mais
formalmente, queremos encontrar uma tal particio que maximiza a funcao

min{w(V;) : i=1,...,q}.

Lembramos aqui que w(X) denota o peso de um conjunto X, definido como a soma
dos pesos de seus elementos.

Note que, no PCB, o nimero de classes da particao desejada, o inteiro ¢, faz parte
da entrada. Uma outra variante do PCB, na qual o inteiro ¢ é fizo (ndo faz parte da
entrada), serd denotada aqui por PCBy. Chamamos esse ultimo problema de ¢g-Partigao
Conexa Balanceada. A notagdo PCB-y refere-se a qualquer um dos problemas PCB
onde q¢ > k.

Os casos especiais dos problemas PCB e PCBg, nos quais os pesos sao todos uniformes
(ou equivalentemente unitérios), serdo denotados por 1—-PCB e 1-PCB,,.

Na Figura 2.1 vemos um exemplo de duas solug¢bes para o PCBy. No grafo da esquerda
exibimos uma solu¢do viavel, enquanto que no grafo da direita exibimos uma solugao
6tima.

Temos interesse no estudo do PCB e PCBy sob o ponto de vista algoritmico. Neste
sentido, é natural comecar pela investigacao de sua complexidade computacional. Des-
crevemos brevemente os resultados conhecidos a este respeito, e também mencionamos
alguns resultados algoritmicos conhecidos.
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Figura 2.1: Exemplos de solugdo para o PCBa

2.2 Alguns resultados conhecidos

O PCB;3 é um problema de grande interesse, e o mais investigado do ponto de vista
algoritmico. Em 1983, Camerini, Galbiati e Maffioli [11] mostraram que esse problema
¢ N'P-dificil, mesmo no caso de pesos uniformes. Sabemos também que este problema
é N'P-dificil mesmo para grades com pelo menos 3 colunas [3], e portanto para grafos
planares.

Em 1981, Perl e Schach [31] exibiram um algoritmo polinomial para o PCB; restrito
a drvores. Em 2001, Becker, Lari, Lucertini e Simeone [4] mostraram que o PCB; pode
ser polinomialmente resolvido para escadas.

No caso de pesos uniformes, ndo ¢é dificil provar que o 1—PCB, pode ser resolvido em
tempo polinomial se o grafo de entrada é 2-conexo. Assim, é surpreendente o fato de que
0 1-PCBq ¢ N'P-dificil mesmo para grafos bipartidos (para todo ¢ > 2), resultado esse
provado por Dyer e Frieze [16] em 1985.

Nao é dificil ver que o problema PCB; restrito a grafos completos é N'P-dificil. Basta
notar que o problema da PARTIGAO pode ser reduzido & versdo de decisdao do PCB;.
Como o problema da PARTIGAO é N'P-completo [19], o resultado segue. Observamos
também que podemos resolver o PCB; usando o algoritmo pseudo-polinomial (baseado
em programagao dinamica) que resolve o problema da MAX MOCHILA [19], combinado
com busca binaria. Assim, o PCB; restrito a grafos completos admite um FPTAS.

Os resultados mencionados acima sobre o PCB, podem ser resumidos conforme indi-
camos na Tabela 2.1.

Em vista dos resultados para o PCBy, segue que em todos os casos em que o PCB,
é N'P-dificil, o problema PCB também é N'P-dificil. Chataigner, Salgado e Waka-
bayashi [12] provaram que PCBq ¢ N'P-dificil no sentido forte, mesmo para grafos ¢-
conexos (¢ > 2). Ja no caso de pesos uniformes,; o seguinte resultado foi provado por
Lovasz |22].

Seja G um grafo g-conexo com n vértices, ¢ > 2, e sejam n1,n2,...,ny Ni-
meros naturais tais que n1 +mnz + ... +nq = n. Entdo G tem uma g-particao
conexa (Vi,Va,...,V,) tal que |Vj| =n; parai=1,2,...,q.
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TipO PC BQ

de grafo | pesos uniformes | pesos quaisquer
conexo NP-dificil NP-dificil
2-conexo P NP-dificil
bipartido NP-dificil NP-dificil
arvore P P

grade P NP-dificil
escada P P
completo P NP-dificil

Tabela 2.1: Resumo dos resultados conhecidos para o PCB»

Um algoritmo polinomial para obter a particao tal como descrita no teorema de
Lovész pode ser obtido da prova (construtiva) apresentada por Gyori [20]).

Algoritmos polinomiais para o 1-BCP, em grafos g-conexos surgiram nos anos 90.
Suzuki, Takahashi e Nishizeki [36] obtiveram um algoritmo linear para o caso ¢ = 2, e
Suzuki et al. [37] obtiveram um algoritmo polinomial para o caso ¢ = 3. Ma e Ma [26]
obtiveram algoritmos polinomiais para ¢ > 2. No caso em que ¢ = 4 e o grafo é planar,
em 1977 Nakano, Rahman e Nishizeki [29] obtiveram um algoritmo linear.

Para o PCB e PCBq ndo sao muitos os algoritmos que foram desenvolvidos. Os
casos especiais para os quais ha algoritmos polinomiais restringem-se aos casos acima
mencionados: escadas e arvores.

Para o PCBy, o melhor resultado conhecido ¢ um algoritmo de aproximagao obtido
por Chlebikova [13] que resolve o problema dentro de uma razao de 3/4. Existe também
um PTAS para o PCB; devido a Salgado [32] para a classe especial de grafos 2-conexos
em que o conjunto dos vértices de peso maior que 1 induz um grafo completo.

Para o PCB3 em grafos 3-conexos, Chataigner, Salgado e Wakabayashi [12] obtiveram
uma 1/2-aproximagao.

Em suma, para grafos arbitrarios e ¢ > 3, o problema PCBq ainda foi pouco in-
vestigado. Um resumo dos poucos resultados conhecidos estd na Tabela 2.1. Os casos
indicados com ‘7?7’ sao aqueles para os quais nao se conhecem algoritmos polinomiais ou
de aproximacao.

Tipo de grafo ‘ PCB; ‘ PCB3 H PCB-.3 ‘
arvore polinomial polinomial polinomial
escada polinomial polinomial polinomial
conexo 3/4-aproximagao ? ?
2-conexo 3/4-aproximagao ? ?
3-conexo 3/4-aproximagao | 1/2-aproximacao ?

Tabela 2.2: Resumo dos algoritmos conhecidos para o PCBq



2.3. Algumas aplicagdes 13

Encerramos esta secdao mencionando um resultado de inaproximabilidade sobre o
PCB. Chataigner, Salgado e Wakabayashi [12] provaram que o PCB n&o pode ser apro-
ximado dentro de uma razao maior do que 5/6, e portanto nao admite um PTAS. Um
resultado dessa natureza nao ¢ conhecido para o PCBg, nem mesmo para o caso PCBs.

2.3 Algumas aplicagoes

Existem varias aplicacoes do PCB. Algumas delas o leitor interessado poderd encon-
trar na tese de doutorado de Liliane Salgado [32]|. A seguir reproduzimos (salvo pequenas
alteragoes) uma dessas aplicagoes.

Suponha que um 6rgao publico deseje fazer uma particdo de um terreno constituido
de varios lotes. Tal terreno é uma area de mineracao retangular, que deve ser distribuida
a g companhias, para extracdo de minérios. Essa particao deve ser tal que cada compa-
nhia opere livremente nos seus lotes, sem ter que transitar em lotes que nao lhe cabe, ou
seja, cada conjunto de lotes atribuidos a cada companhia deve ser conexo. Para fazer a
distribuicao, é feita uma prospecgao geolégica e obtida uma estimativa da probabilidade
de descobrir minérios em cada lote. Para que a distribui¢do seja justa (balanceada),
o orgdo publico deseja fazer uma subdivisdo que maximize a probabilidade minima de
descobrir minérios em cada conjunto de lotes. Neste caso temos uma aplicacao do PCB,
cujo grafo de entrada é uma grade, e o peso dos vértices é uma estimativa de probabili-
dade. Essa aplicacao ¢ mencionada no artigo de Becker et al. [3]. Nesse mesmo artigo é
mencionada uma aplicacdo em que o problema consiste em atribuir supervisores a setores
dentro de uma mesma fabrica, atendendo questdes de tempo de supervisao e conexidade
da 4rea sob responsabilidade de cada supervisor.

Mais aplicagoes foram apresentadas por Becker et. al. [4]: ha exemplos sobre balan-
ceamento de tarefas de supervisdo em uma linha de montagem de circuitos eletrénicos,
e em problema de patrulhamento fluvial. Outras aplicagoes que surgem sdo nas areas de
processamento de imagens [1, 23, 24, 28|, paginacdo em banco de dados [7]| e analise de
clusters [27].



Capitulo 3

Particao conexa balanceada de
arvores

Encontramos na literatura varios algoritmos polinomiais para se obter parti¢oes co-
nexas de arvores, que consideram as mais variadas fungoes objetivo [25, 21, 31, 8, 5, 18,
6, 7, 27|. Neste capitulo, o problema de nosso interesse ¢ o PCB em arvores, que consiste
em encontrar uma particdo conexa balanceada de uma arvore. Este problema foi pri-
meiramente resolvido por Perl e Schach [31] em 1981. Esses autores introduziram uma
técnica de deslocamento de cortes que foi aplicada posteriormente a outros problemas de
particionamento de arvores |8, 7].

Neste capitulo mostraremos o algoritmo para o PCB em arvores devido a Perl e
Schach, que servird como base para o desenvolvimento de algumas heuristicas para o
PCB em grafos arbitrarios. A apresentagao que faremos aqui é baseada num artigo mais
recente de Becker e Perl |7].

3.1 Algoritmo de Perl & Schach

Antes de descrever o algoritmo, vamos apresentar algumas definicoes e estabelecer a
notagdo a ser usada. Consideraremos aqui que as arvores sdo orientadas e enraizadas.
Se oo = (w1, v2) € uma aresta (orientada de vy a v9), vamos nos referir ao vértice v; como
CAUDA(a) e ao vértice vg como PONTA(«). Também dizemos que vy é filho de v;; e que
vy € pai de vg, escrito como PAI(v2).

E imediato que uma g-particio conexa P de uma arvore T' = (V, A) fica determinada
pela remocdo de ¢ — 1 arestas distintas de T'. Tais arestas sdo chamadas P-cortes. A
idéia basica do algoritmo que veremos é a seguinte. Para encontrar tais ¢ — 1 arestas
que definem uma g-parti¢cdo 6tima (no sentido da funcdo objetivo do PCB), o algoritmo
ir4 atribuir ¢ — 1 rétulos ci,co,...,cq—1, também chamados cortes, as arestas de 7.
Inicialmente esses cortes sdo atribuidos a uma mesma aresta (incidente a raiz r de T). A
medida que o algoritmo é executado, esses cortes vao sendo deslocados a outras arestas.
Na Figura 3.4 indicamos alguns deslocamentos.
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Mais precisamente, um deslocamento de um corte ¢ é a operacao que consiste em
transferir ¢ de uma aresta «; (& qual c estava atribuida) para uma aresta adjacente asg a
qual ndo hé, nesse momento, nenhum corte atribuido, e tal que PONTA (1) = CAUDA(2).
Ou seja, os deslocamentos sao sempre top-down (afastando-se da raiz). Caso nao exista
uma tal aresta as com a propriedade mencionada, dizemos que o corte ¢ ndo pode
ser deslocado. Note que essa restricdo imposta para fazer o deslocamento garante que
nenhum corte serd atribuido a uma mesma aresta mais de uma vez (isto ¢ importante na
analise da complexidade do algoritmo).

Inicialmente, o algoritmo faz uso do procedimento AJUSTA-ARVORE (T, w). Este pro-
cedimento recebe uma arvore T' = (V, A) e uma fungdo peso w (definida nos vértices
de T'), e devolve uma nova arvore com |V (T)| + 1 vértices. Tal arvore consiste de uma
copia de T na qual escolhemos um vértice arbitrario, digamos v, entdao adicionamos um
novo vértice para ser a raiz, digamos r, de peso nulo, e depois adicionamos uma aresta
orientada de r para v. As arestas originais de T' sdo orientadas no sentido da raiz para
as folhas de T. Estendemos a funcao peso w de maneira natural para a nova arvore,
e definimos w(r) = 0. Notamos que r é um vértice artificial, ndo pertencente ao grafo
original (introduzido apenas para inicializar a atribuicdo dos cortes). Essa construgao
pode ser vista na Figura 3.1.

@

/ \ O/O\O i

Figura 3.1: Construgao feita pelo procedimento AJUSTA-ARVORE

As seguintes definicoes serdao uteis nas demonstragoes que apresentaremos. Neste con-
texto, T' é uma arvore enraizada orientada. A componente inferior de um vértice
v é a subarvore de T com raiz v que contém todos os vértices e arestas que podem ser
visitados por uma busca no sentido das arestas em T comecando em v e sem utilizar
arestas com cortes atribuidos. A componente inferior de uma aresta a é a compo-
nente inferior de PONTA(«w). A componente inferior de um corte c atribuido a uma
aresta o € a componente inferior da aresta a. A componente superior de um corte
¢ atribuido a uma aresta « é a componente inferior de CAUDA(«). Veja a Figura 3.2.

Uma subarvore parcial de um vértice v é uma subarvore de T enraizada em
v que contém exatamente um filho de v e todos os seus descendentes. Chamamos de
subarvore completa de um vértice v a subarvore de T enraizada em v que contém
todos os filhos de v e seus descendentes. A Figura 3.3 mostra a esquerda a subérvore
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Figura 3.2: (a) componente inferior de v, (b) componente superior de ¢

completa de um vértice v e & direita as duas subarvores parciais desse mesmo vértice v.

Figura 3.3: (a) subarvore completa de v, (b) subarvores parciais de v

O algoritmo que descreveremos faz uso do procedimento PESO-COMPONENTE (T, w, v),
que recebe como entrada uma arvore T, a funcao peso w e um vértice v e calcula o peso da
componente inferior de v. Esse procedimento garante apenas que a seguinte propriedade é
satisfeita: se 17 e T sfo subarvores de T', com raiz v e vg, respectivamente, e se 17 é uma,
subarvore de T, entdo PESO-COMPONENTE (T, w, v1) < PESO-COMPONENTE (1%, w, v2).
Essa é a tnica propriedade do procedimento levada em consideracao na prova do al-
goritmo (isto nos permite considerar diferentes fungdes-peso para o problema e obter
resultados anélogos).
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PARTIGAODEPERLSCHACH (G, w, q)

Entrada: Uma arvore G, uma funcdo w : V(G) — Z4 e um inteiro gq.
Saida: uma g-particdo conexa balanceada 6tima de G
T « AJUSTA-ARVORE(G, w)
Atribua todos os ¢ — 1 cortes & tnica aresta da raiz r de T
repeat CR «— —1
Winin < peso de uma componente mais leve > floresta corrente
for corte ¢ de T
do if ¢ pode ser deslocado para uma aresta o/ sem cortes
then p «— PESO-COMPONENTE (T, w, PONTA())
if p>CR
then CR «— p,c«— , a « o

© 00 ~1 O U = W N =

—
o

if CR > Whin
then faca o deslocamento do corte c para a aresta «
12 until CR < Win
13 return a partigdo definida pelos ¢ — 1 cortes
14 > Wyin € 0 peso de uma componente mais leve dessa particao

—_
—_

Uma simulagao da execucao do algoritmo PARTIGAODEPERLSCHACH (G, w,4) ¢ exi-
bida na Figura 3.4, onde G é uma arvore com 6 vértices, no qual estdo indicados os pesos
definidos pela funcao w. Em cada iteracdo, os testes dos possiveis deslocamentos estao
indicados em tamanho menor, no lado direito de cada arvore; dentre estes, as arvores
representadas nas caixas cinzas sdo aquelas cujo deslocamento indicado foi o selecionado.

3.1.1 AnaAlise do algoritmo

Primeiramente vamos provar que o algoritmo PARTICAODEPERLSCHACH de fato de-
termina uma particdo conexa balanceada étima.

Vamos chamar de () uma g-particdo conexa balanceada 6tima de T'. Queremos com-
parar a particdo devolvida pelo algoritmo com a parti¢do 6tima ). Como o algoritmo
atribui cortes as arestas de T, e vai obtendo parti¢des conexas de T', vamos chamar de A
uma particdo de T obtida pelo algoritmo (numa iteracao genérica) apos realizar alguns
deslocamentos. Na iteracdo em que A estd definida, os cortes ¢;’s estdo atribuidos as
arestas de T'. Referimos a tais arestas como arestas que contém A-cortes ou as quais
estdo atribuidos A-cortes. Por analogia, as arestas de T que sdo Q-cortes também serdo
vistas como arestas que contém (-cortes ou arestas as quais estao atribuidos ()-cortes.

Para comparar duas particbes de 7', vamos considerar a relacdo de ordem parcial
definida a seguir.

Seja v um vértice de T', e seja T’ uma subéarvore parcial de v. Para uma dada partigao
P, denotamos por C(T’,v,P) o conjunto das arestas de T” que contém P-cortes.

Dizemos que uma particao P estad acima de uma particdo P’, e escrevemos P > P/,
se para cada vértice v de T temos que

|C(T,v, P)| < |C(T",v, P')| para cada subarvore parcial T" de v.
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Figura 3.4: Simulagao do algoritmo PARTICAODEPERLSCHACH (G, w,4) (continua)
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Figura 3.5: Continuagao da simulagao do algoritmo PARTIGAODEPERLSCHACH (G, w, 4)
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Se P> P e P # P entao dizemos que P esta estritamente acima de P, e
escrevemos P > P/,

Também utilizamos a seguinte notacdo. Se P é uma ¢-particdo de uma arvore T,
o peso de uma componente mais leve de P é denotado por Wy,in(T,P) ou apenas
Whin(P) quando a arvore em questao ¢ 6bvia pelo contexto. Da mesma forma, usamos
W(C) como sendo o peso de uma componente C.

Os seguintes resultados relativos ao algoritmo PARTIGAODEPERLSCHACH sdo a base
para provarmos que ele esta correto.

Nos dois lemas a seguir, A denota uma parti¢cio da arvore T obtida apds realizar
alguns deslocamentos, de acordo com o algoritmo PARTICAODEPERLSCHACH; e ) denota
uma parti¢ao 6tima.

Lema 3.1.1. Se A > Q o algoritmo PARTICAODEPERLSCHACH ndo pdra, e sim efetua
o deslocamento de um A-corte c. Neste caso, apds o deslocamento de ¢, na nova parti¢do
que se obtém de A o peso da componente inferior de ¢ € maior ou igual ao peso de uma
componente mais leve da particao Q.

Demonstra¢io. Como A > @, alguma subérvore parcial de T tem mais @Q-cortes do
que A-cortes. Entao existe pelo menos uma aresta em T que contém um A-corte e nao
contém um @Q-corte. Vamos chamar de ¢ esse A-corte mais distante da raiz (veja a
Figura 3.6). Neste caso, na subarvore parcial de ¢ ha pelo menos tantos Q-cortes quanto
A-cortes (pela defini¢ao acima). O mesmo vale para a subérvore completa de PONTA(c);
logo, esta tem pelo menos uma aresta com apenas um @Q-corte, digamos s’. Seja ¢’ o
A-corte imediatamente acima do corte s’ (primeiro encontrado a partir de s’ caminhando
na direcao da raiz). Tal ¢’ existe, e pode ser que ¢’ = ¢/. O deslocamento do corte
¢’ para uma aresta no caminho entre ¢’ e s’ resultaria numa componente inferior de ¢”
com peso maior ou igual ao da componente inferior de s’, que por sua vez é maior ou
igual a Winin (Q). Assim, se C' é uma componente inferior resultante mais pesada, temos
que W(C) > Wnin(®Q) > Wiin(A) (a tltima desigualdade segue da otimalidade de Q).
Portanto, o algoritmo nao para, e efetua o deslocamento de um corte ¢, cuja componente
inferior resultante tem peso maior ou igual ao peso de uma componente mais leve da
particao Q. O

Lema 3.1.2. Suponha que A > Q. Seja A’ a particio que resulta de A apds fazer o
deslocamento de um corte. Entdo existe uma particao étima Q' tal que A’ > Q.

Demonstracao. Como A > @, pelo Lema 3.1.1 o algoritmo faz um deslocamento, digamos
de um corte ¢. Suponha que c seja deslocado de uma aresta a; para uma aresta as.
Vejamos como construir Q’. Para isso, considere os seguintes casos.

1. Caso 1 (Figura 3.7 (a)): Cada subarvore parcial 7" de PONTA(a;) ¢ tal que

|C(T', PONTA(ay), A)| = |C(T',PONTA(ay), Q). (3.1)
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4%

Figura 3.6: Situacgao descrita na prova do Lema 3.1.1. Os A-cortes estdo indicados em
linhas cheias e 0os (Q-cortes em linhas pontilhadas.

Entdo apds o deslocamento de ¢ para as a subarvore parcial de as tem um A-corte
a mais do que Q-cortes. Assim, A’ < ). Ja cada subarvore parcial de PONTA(aq)
tem o mesmo numero de A-cortes e QQ-cortes. Logo, a; deve conter um @Q-corte.
Pelo Lema 3.1.1, a componente inferior de as em A’ tem peso maior ou igual a
Winin(Q). Usando (3.1), o fato de que A > @, segue que, ap6s o deslocamento, a
componente inferior de as em @) satisfaz a mesma desigualdade. Fazemos entao o
deslocamento do Q-corte de aj para as, para gerar a particao Q’. Dessa forma Q’
ainda é 6timo e A’ > Q'.

2. Caso 2 (Figura 3.7 (b)): Existe uma subarvore parcial 77 de PONTA(aq) tal que

|C(T', PONTA(ay), A)| < |C(T',PONTA(ay), Q). (3.2)

Se na subérvore completa de PONTA(ag) o nimero de A-cortes é menor do que
o nimero de Q-cortes, entao A" > (. Caso contrario, a subarvore completa de
PONTA(a2) tem, pela defini¢do de A > @, o mesmo nimero de A-cortes e Q-cortes.
Com isso, de (3.2) concluimos que existe uma aresta a3 incidente em PONTA(ay) tal
que a subarvore parcial enraizada em PONTA(aq) e cuja aresta inicial é ag tem mais
Q-cortes do que A-cortes. Vamos chamar de SP(PONTA(ay),as) essa tal subar-
vore parcial. Agora seja ¢; 0 QQ-corte mais proximo da raiz em SP(PONTA(aq),as3).
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(a) (b)

Figura 3.7: Casos 1 e 2 descritos na prova do Lema 3.1.2

Construimos a particao @’ reatribuindo ¢; a aresta as. Como no Caso 1, a com-
ponente inferior de ay em @ tem peso maior ou igual a Wy, (Q). A componente
superior do corte ¢; em Q' também tem peso maior ou igual a Wi, (Q), pois ela
contém a componente inferior de ¢; em @), que por sua vez tem peso maior ou igual
a Winin(Q). Dessa forma, essa reatribui¢ao resulta em uma parti¢do Q' tal que
Winin(Q") > Winin(Q). Como a reatribuigdo afeta apenas o numero de cortes na
subérvore parcial de PONTA(aq) e cuja aresta inicial é ag e SP(PONTA(a1), a3), ndao
é dificil verificar que a condicao para ter A’ > Q' esté satisfeita.

O

Usamos esses lemas para mostrar que as particoes geradas durante a execucao do
algoritmo PARTIGAODEPERLSCHACH estao sempre estritamente acima de uma particao
6tima até o momento em que uma particdo 6tima é encontrada. Além disso, o algoritmo
PARTICAODEPERLSCHACH n#o péara antes que isso ocorra. Assim:

1. No inicio do algoritmo PARTICAODEPERLSCHACH a particio A esta estritamente
acima de Q.

2. O Lema 3.1.1 mostra que enquanto A esta estritamente acima da particao 6tima
Q@ o algoritmo nao péra.

3. Usando (2) o Lema 3.1.2 mostra que se a particdo A nao é 6tima o algoritmo
PARTIGAODEPERLSCHACH nao devolve A (porque existe uma parti¢do 6tima @’
para a qual temos que A > Q' e A # (Q); e portanto A > @Q’).
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4. Como o algoritmo péara apés um numero finito de passos, (3) implica que ele en-
contra uma particao o6tima.

Teorema 3.1.1. Seja Ay a parti¢ao devolvida pelo algoritmo PARTIGAODEPERLSCHACH.
Entao Ay é uma parti¢io dtima.

Demonstracdo. A partigao inicial do algoritmo PARTICAODEPERLSCHACH esta estrita-
mente acima de qualquer outra particao, e portanto, acima de uma particao 6tima. Seja
Ay, ..., Ay aseqiiéncia de particoes obtidas durante a execucao do algoritmo, sendo Ay
a particao final devolvida. Agora suponha que nenhuma das particoes A; seja O6tima.
Pelo Lema 3.1.2, existe uma particio 6tima ()1 tal que A1 > @1, e como A ndo é uma
particdo otima, temos que A; > Q1. De maneira similar podemos encontrar particoes
otimas Q2, ..., Qy, tais que Ay > Qa,..., Ay > Q. Neste caso, o Lema 3.1.1 implica que
o algoritmo PARTICAODEPERLSCHACH nao péara devolvendo Ay, uma contradicao. [

3.1.2 Complexidade computacional

Vamos analisar a seguir a complexidade do algoritmo PARTIGAODEPERLSCHACH.
Utilizaremos n para denotar o ntimero de vértices da &rvore de entrada. Pelo Lema 3.1.1,
a cada iteragdo o algoritmo efetua um deslocamento de um corte. Vimos que um corte nao
é atribuido mais de uma vez a uma mesma aresta, pela propria definicao de deslocamento.
Assim, o numero de iteragoes do algoritmo PARTICAODEPERLSCHACH é limitado por
O(g.n). Agora, em cada iteragdo todos os possiveis deslocamentos sao analisados, e o
peso de cada componente inferior é calculado. Esse ultimo célculo pode ser feito em
tempo O(n), e temos no maximo q deslocamentos possiveis em cada iteracdo. A cada
iteracao um deslocamento é executado e ao se efetuar um deslocamento precisamos apenas
recalcular o peso da componente que foi afetada pelo deslocamento, o que pode ser feito
em tempo limitado por O(n). Assim, cada iteragao requer no méaximo O(q.n) operacoes.
Isso mostra que a complexidade do algoritmo PARTIGAODEPERLSCHACH é no pior caso
O(q%.n?). Veremos a seguir que na pratica o algoritmo PARTICAODEPERLSCHACH tem
um desempenho melhor.

3.2 Resultados computacionais

O algoritmo descrito acima foi implementado em C++ [35] usando uma abordagem
orientada a objetos. Desenvolvemos classes especificas para trabalhar com cortes e mani-
pulacao de arestas de uma maneira eficiente, visto que essas operagoes sao bem exploradas
pelo algoritmo PARTICAODEPERLSCHACH, e dado que tais recursos ndo estao facilmente
disponiveis em bibliotecas de manipulagao de grafos de uso geral.

Realizamos testes para garantir que a implementagao esta correta, bem como testes de
carga para verificar o limite de consumo de memoria e processamento da implementagao
do algoritmo PARTICAODEPERLSCHACH.

Os testes de desempenho foram baseados na execucao do algoritmo em diversas &ar-
vores com tamanhos e pesos aleatérios. As arvores foram geradas segundo o algoritmo
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ARVOREALEATORIA, que recebe como entrada um inteiro positivo n e retorna ao final
de sua execugdo uma arvore com n vértices de pesos arbitrarios (pertencentes a Z, ), e
arestas escolhidas de forma aleatéria.

O algoritmo ARVOREALEATORIA faz uso de alguns procedimentos, aqui listados:

e NUMERO-ALEATORIO () devolve um ntimero aleatério pertencente a Z,. Também
usamos o procedimento NUMERO-ALEATORIO (min, max), que devolve um nimero
aleatorio inteiro k tal que min < k < max.

e UNION-FIND-INIT (n) inicializa uma estrutura com n conjuntos unitarios, cada um
deles com um elemento distinto no intervalo 1..n.

e FIND (x) devolve a qual conjunto o elemento x pertence.

e UNION (z,y) une os conjuntos aos quais = e y pertencem, de modo que ao final da
operacao FIND (z) = FIND (y).

As estruturas de dados e algoritmos dos procedimentos UNION & FIND utilizados pelo
algoritmo ARVOREALEATORIA sao problemas bem resolvidos e comumente estudados. O
leitor pode encontrar informagcoes mais detalhadas nos livro de Sedgewick [33] e Cormen
et al. [14] entre outros.

ARVOREALEATORIA (n)
Entrada: um inteiro n
Saida: um par constituido por uma arvore (V, A)
com |V|=n e uma fun¢do peso w: V — Z,

1 V{1,...,n}
2 A<
3 nArestas — 0
4 fori—1lton
5 do w(i € V') «~ NUMERO-ALEATORIO ()
6 UNION-FIND-INIT (n)
7 while nArestas #mn — 1
8 do u < NUMERO-ALEATORIO (1,n)
9 v «— NUMERO-ALEATORIO (1,n)
10 if FIND (u) # FIND (v)
11 then UNION (u,v)
12 A — AU{u,v}
13 nArestas < nArestas + 1
14 return ((V,A),w)

O procedimento para os testes foi o seguinte: geramos 50 arvores aleatorias usando
o algoritmo ARVOREALEATORIA com tamanho variando de 100 a 2000 vértices, com
intervalo de 100. Ou seja, geramos 50 arvores aleatorias de tamanho 100, outras 50 de
tamanho 200, e assim por diante até gerar 50 &rvores com 2000 vértices, num total de
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1000 arvores aleatorias distintas. Para cada uma dessas arvores executamos o algoritmo
PARTICAODEPERLSCHACH para obter particées com 2,4,8,16,32 e 64 componentes.

Para cada um dos grupos de 50 arvores calculamos a média de tempo (em segundos)
que o algoritmo PARTICAODEPERLSCHACH levou para gerar cada uma das partigdes.
Com esses resultados obtivemos o grafico da Figura 3.8.

Figura 3.8: Resultados do desempenho do algoritmo PARTIGCAODEPERLSCHACH

Este grafico mostra a relagdo tempo x tamanho da drvore X nimero de componentes
da parti¢cdo. Podemos constatar pela curva do grafico que o desempenho do algoritmo
PARTICAODEPERLSCHACH tem um comportamento inferior ao quadratico, dado pela
anélise de complexidade do algoritmo.

Além desses testes de desempenho, executamos testes para descobrir os limites de
consumo de memoéria da nossa implementacao, particionando arvores grandes, com mi-
lhares de vértices, chegando a 100000. A representacdo visual da particao de uma arvore
relativamente grande pode ser vista na parte inferior da Figura 3.9. Na parte superior
dessa figura exibimos essa mesma arvore na forma hierdrquica enraizada.
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Figura 3.9: Uma 16-particao de uma arvore com 10000 vértices



Capitulo 4

Heuristicas baseadas em arvores
geradoras

Neste capitulo vamos apresentar algumas heuristicas para o PCB baseadas na se-
guinte idéia: obter (algumas) arvores geradoras do grafo de entrada, usar o algoritmo
PARTICAODEPERLSCHACH para arvores geradoras, e escolher a melhor solu¢do encon-
trada. As heuristicas diferem na maneira em que as arvores sao geradas: se arvores
anteriores sao usadas para gerar outras (e como isso é feito), ou se estas sdo geradas
independentemente.

4.1 Introducao

Os algoritmos descritos nesse capitulo utilizam alguns procedimentos que foram pre-
viamente discutidos no Capitulo 3 (NUMERO-ALEATORIO, UNION-FIND-INIT, FIND e
UNION). Utilizamos também o procedimento MEDIDA-PARTIGAO (Q, w) que recebe como
pardmetro uma particao ) de um grafo e uma func¢ao peso w definida sobre seus vértices
e devolve a soma dos pesos de uma componente mais leve da particao Q.

Lembramos que os simbolos n e m denotam o nimero de vértices e o ntimero de
arestas do grafo em consideracdo. Assim, nas anélises de complexidade dos algoritmos,
referem-se ao grafo de entrada do algoritmo em andlise.

Uma premissa para desenvolver heurfsticas para um problema é conseguir avaliar os
resultados encontrados por essas heuristicas. Para o PCB, implementamos um procedi-
mento de construcao de grafos de maneira que sabemos a priori o valor de uma solugao
6tima para o mesmo, e com isso conseguimos mensurar a qualidade da solugdo encontrada
por uma heuristica.

O procedimento que implementamos constréi um grafo de maneira que ele seja com-
posto por ¢ arvores disjuntas (nos vértices) de peso igual, digamos p. Dessa forma um
tal grafo tem peso total ¢.p e possui uma g-particio onde todas as componentes tém
peso p. Geramos ¢ arvores com quantidades de vértices varidavel. Para gerar tais ar-
vores implementamos um procedimento que constréi uma arvore arbitriria com pesos
atribuidos a seus vértices de forma aleatdria e tal que a soma desses pesos seja algum
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valor pré-estabelecido. Apos gerar ¢ arvores com um tal procedimento, usamos um outro
procedimento que acrescenta arestas as essas g-arvores de forma aleatéria, de modo que
o grafo resultante seja conexo (tanto arestas com ambas as pontas numa mesma arvore,
como arestas com pontas em arvores distintas sdo geradas).

O algoritmo ARVOREALEATORIACOMPESO descrito a seguir recebe dois ndmeros
inteiros como entrada, n e peso, sendo que obrigatoriamente peso > n (pois cada vértice
deve ter peso pelo menos 1). Ele devolve uma arvore gerada de forma aleatéria e uma
funcado peso definida sobre os vértices dessa arvore de forma que a soma dos pesos de
todos os vértices seja exatamente igual a peso.

ARVOREALEATORIACOMPESO (n, peso)

Entrada: dois inteiros, n e peso (peso > n).

Saida: um par constituido por uma arvore (V, A) arbitraria com
|V| =n e uma funcdo w : V' — Z, definida sobre os vértices

da arvore sendo que ), w(v) = peso.

1 V{1,...,n}
2 A1
3 nArestas — 0
4 UNION-FIND-INIT (n)
5 while nArestas #n —1
6 do u «+ NUMERO-ALEATORIO (1,n)
7 v <= NUMERO-ALEATORIO (1, n)
8 if FIND (u) # FIND (v)
9 then UNION (u,v)
10 A — AU {u,v}
11 nArestas <« nArestas + 1
12 fori—1ton
13 dow(ieV) 1
14 pesoRestante < peso —n
15 while pesoRestante > 0
16 do v «+ NUMERO-ALEATORIO (1,n)
17 wveV)—whveV)+1
18 pesoRestante «— pesoRestante — 1
19 return ((V,A),w)

A construgdo do grafo é feita pelo por GRAFOALEATORIOPARAQPARTIGAO, um
algoritmo que recebe como entrada trés inteiros:

e n, o tamanho do grafo a ser gerado,
e densidade, o nimero de arestas que o grafo deve ter, e

e ¢, quantas componentes deve ter a particdo conexa.
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Esse algoritmo faz uso do procedimento ARVOREALEATORIACOMPESO para gerar ¢ ar-
vores aleatoérias e as une utilizando uma quantidade de arestas definida pelo procedimento
ARESTAS-PELA-DENSIDADE.

ARESTAS-PELA-DENSIDADE (1, densidade)

Entrada: dois inteiros: n e densidade.
Saida: total de arestas que um grafo com n vértices tem segundo a densidade

dada em porcentagem (100 indica o grafo completo).

1 return ﬁ(n'(rgl) .densidade)

GRAFOALEATORIOPARAQPARTIGAO (n, densidade, q)

Entrada: trés inteiros, n, densidade e q

Saida: uma tripla composta por um grafo (V, A) com |V| =n e com o total

de arestas de acordo com a densidade, uma fungao peso w definida sobre os
vértices do grafo e um inteiro que é o valor 6timo de uma g¢-particdo desse grafo.

1 > Sorteamos o peso inico que cada componente da g-particao tera
2 otimo «+— NUMERO-ALEATORIO (1, 10.n)
3 > Sorteamos também quantos vértices devem ter cada componente da g-particao
4 tamanhos[l..q] < (1,...,1) > Valor inicial de 1 para cada componente
5 tamanhoTotal — n —q
6 while tamanhoT otal > 0
7 do ¢ «+ NUMERO-ALEATORIO (1, q)
8 tamanhos[t] < tamanhos|t] + 1
9 tamanhoT otal < tamanhoT otal — 1
10 > Usamos um array temporario para armazenar todas as g arvores geradas

—
—_

arvores[l..q] — (((0,0),w),...,((0,0),w))

12 fori+ 1togq

13 do arvores[i] < ARVOREALEATORIACOMPESO (tamanhos|i], otimo)

14 w— UL, arvoresi](w)

15V — UL, arvoresli](V)

16 A — L, arvores[i](A)

17 Ligamos cada uma das g arvores com g — 1 arestas e acrescentamos em A
18 > Depois adicionamos as arestas restantes de forma aleatoéria

—_
o

nArestas «— |A|
total Arestas «+ ARESTAS-PELA-DENSIDADE (n, densidade)

[\)
o

21 while nArestas < total Arestas

22 do u « NUMERO-ALEATORIO (1,n)

23 v <= NUMERO-ALEATORIO (1,n)

24 if {u,v} ¢ A

25 then A — AU {u,v}

26 nArestas < nArestas + 1
27 return ((V, A),w, otimo)
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Utilizando o algoritmo GRAFOALEATORIOPARAQPARTIGAO obtemos grafos cuja so-
lugdo otima é conhecida; dessa forma, podemos definir a qualidade de uma particdo Q
(dada a fun¢ao peso w) como sendo:

Qualidade(Q, w) MEDIDA-PARTIGAO(Q, w)

valor dtimo.

Lembramos que MEDIDA-PARTIGAO(Q,w) é o procedimento que devolve a medida
(ou valor) da partigdo @, definida como o peso da componente mais leve dessa particao.
Quando @ = 0, definimos a medida de ) como sendo oc.

Nas secoes seguintes apresentamos algumas heuristicas para o PCB.

4.2 Arvores geradoras aleatérias

A primeira heuristica que vamos apresentar se baseia numa idéia bem simples: deter-
minar algumas arvores geradoras aleatérias' do grafo de entrada, calcular uma particio
conexa Otima dessas arvores utilizando o algoritmo PARTICAODEPERLSCHACH e devol-
ver a melhor solu¢do encontrada. Essa heuristica utiliza ARVOREGERADORAALEATORIA,
um procedimento que, dado um grafo de entrada, computa uma arvore geradora aleatdria.

ARVOREGERADORAALEATORIA (G)

Entrada: grafo conexo G.
Saida: uma arvore geradora arbitraria de G.

1 V—V(QG)
2 A1
3 nArestas — 0
4 UNION-FIND-INIT (n)
5 while nArestas # |V| —1
6 do o < NUMERO-ALEATORIO (1, |A(G)])
7 {u,v} < a—ésimo elemento do conjunto A(QG)
8 if FIND (u) # FIND (v)
9 then UNION (u,v)
10 A — AU {u,v}
11 nArestas « nArestas + 1
12 return (V, A)

A seguir descrevemos o procedimento principal da heuristica.

'Ressaltamos que todos os procedimentos que fazem uso de nimeros aleatérios foram implementadas
de maneira a gerar uma semente nova a cada execucao
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HEURISTICAARVORESALEATORIAS (G, w, q, tentativas)

Entrada: grafo conexo G, uma funcao w : V — Z, definida
sobre os vértices de GG, um inteiro ¢ e um inteiro tentativas.
Saida: uma g-particdo conexa de G.
melhor «— ()
for t — 1 to tentativas
do T+ ARVOREGERADORAALEATORIA (G)
P — PARTIGAODEPERLSCHACH (T, w, q)
if MEDIDA-PARTIGAO (melhor,w) < MEDIDA-PARTIGAO (P, w)
then melhor «— P

return melhor

~N O Ot s W N~

Fizemos testes com essa heurfstica com o valor de tentativas sempre polinomial no
tamanho da entrada (n ou n?). Esses testes estdo descritos na secio a seguir.

4.2.1 Testes: HEURISTICAARVORESALEATORIAS

Dividimos os testes da seguinte maneira: agrupamos os grafos por tamanho, digamos
n. Para cada tamanho geramos grafos com trés faixas de densidade (30%, 60% e 90%),
e executamos a heuristica quatro vezes, usando quatro valores diferentes para q (2, n/4,
n/2 e 3n/4). Usamos o procedimento GRAFOALEATORIOPARAQPARTICAO para gerar
20 grafos aleatorios de cada um dos tamanhos e densidades. Por fim calculamos a média
da Qualidade obtida em cada uma das execucdes.

A Tabela 4.1 mostra o resultado dos testes para grafos que variam de tamanho entre 10
e 70 vértices, em que a HEURISTICAARVORESALEATORIAS foi executada com o parametro
tentativas = n. Com essa escolha o algoritmo fica com complexidade O(g%.n3), pois
obtém n arvores aleatérias de G e chama o algoritmo PARTICAODEPERLSCHACH para
cada uma delas (lembramos que esse algoritmo tem complexidade O(q?.n?)).

Tamanho 30% 60% 90%

do grafo 2 [ n/4 [ n/2 [ 3n/4 2 [ n/4 [ n/2 [ 3n/4 2 [ n/4 [ n/2 [ 3n/4
10 0.993 | 0.980 | 0.998 | 1.000 | 0.982 | 0.929 | 0.922 | 0.955 | 0.982 | 0.967 | 0.877 | 0.869
20 0.994 | 0.903 0.789 0.705 0.995 0.904 | 0.803 | 0.609 0.993 0.904 | 0.799 | 0.664
30 0.995 | 0.858 | 0.766 | 0.588 | 0.997 | 0.859 | 0.774 | 0.586 | 0.995 | 0.858 | 0.774 | 0.572
40 0.997 | 0.857 | 0.746 | 0.611 | 0.999 | 0.861 | 0.759 | 0.563 | 0.997 | 0.855 | 0.748 | 0.555
50 1.000 | 0.829 | 0.730 | 0.538 | 0.999 | 0.830 | 0.724 | 0.537 | 0.999 | 0.834 | 0.734 | 0.533
60 1.000 | 0.829 | 0.719 | 0.536 | 0.998 | 0.832 | 0.715 | 0.536 | 0.998 | 0.820 | 0.728 | 0.532
70 0.999 | 0.810 | 0.707 | 0.538 | 0.999 | 0.810 | 0.730 | 0.524 | 0.999 | 0.811 | 0.712 | 0.532

Tabela 4.1: Testes da HEURISTICAARVORESALEATORIAS com tentativas =n

Na Tabela 4.2 temos o resultado da execucao da mesma bateria de testes, s6 que
dessa vez o parametro tentativas é n?. Com essa escolha a complexidade do algoritmo
& O(q?.n%).

Junto com esses testes, além da média calculamos também o desvio padrao da qua-
lidade obtida. A Tabela 4.3 mostra este resultado.
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Tamanho 30% 60% 90%

do grafo 2 [ n/4 ] n/2 ]3n/4 2 [ n/4 ] n/2 [3n/4 2 [ n/4 ] n/2 T3n/4
10 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 | 0.992 0.981 1.000 0.999 0.988 0.981 1.000
20 1.000 | 0.962 | 0.900 | 0.966 | 1.000 | 0.957 | 0.900 | 0.909 | 1.000 | 0.963 | 0.880 | 0.914
30 1.000 | 0.920 | 0.854 | 0.800 | 1.000 | 0.919 | 0.842 | 0.828 | 1.000 | 0.918 | 0.853 | 0.736
40 1.000 | 0.914 | 0.823 | 0.737 | 1.000 | 0.911 | 0.827 | 0.718 | 1.000 | 0.910 | 0.825 | 0.728
50 1.000 | 0.891 | 0.809 | 0.658 | 1.000 | 0.891 | 0.806 | 0.660 | 1.000 | 0.895 | 0.806 | 0.628
60 1.000 | 0.881 | 0.787 | 0.618 | 1.000 | 0.883 | 0.798 | 0.589 | 1.000 | 0.884 | 0.792 | 0.605
70 1.000 | 0.869 | 0.787 | 0.565 | 1.000 | 0.868 | 0.786 | 0.572 | 1.000 | 0.868 | 0.787 | 0.603

Tabela 4.2: Testes da HEURISTICAARVORESALEATORIAS com tentativas = n2

tent. Tamanho | 30% 60% 90%
do grafo | 2 [ n/4 ] n/2 ] 3n/4 | 2 [ n/4 T n/2 ] 3n/4 | 2 [ n/4 T n/2 ] 3n/4 ]

10 0.002 0.005 0.007 0.000 0.002 0.023 0.020 0.088 0.000 0.007 0.005 0.009
n 30 0.000 0.005 0.010 0.010 0.001 0.007 0.003 0.001 0.000 0.002 0.010 0.001
50 0.000 0.000 0.003 0.004 0.000 0.001 0.006 0.002 0.000 0.004 0.003 0.005
70 0.000 0.004 0.009 0.004 0.000 0.001 0.000 0.001 0.000 0.001 0.017 0.004
10 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.003 0.014 0.000 0.002 0.003 0.004 0.000
2 30 0.000 0.003 0.001 0.020 0.000 0.003 0.011 0.002 0.000 0.004 0.004 0.031
n 50 0.000 0.000 0.004 0.030 0.000 0.003 0.002 0.025 0.000 0.001 0.006 0.042
70 0.000 0.004 0.001 0.028 0.000 0.001 0.005 0.010 0.000 0.001 0.004 0.017

Tabela 4.3: Desvio padrao da HEURISTICAARVORESALEATORIAS

4.3 Heuristicas que fazem uso de circuitos fundamentais

A seguir descreveremos duas heuristicas que trabalham com a idéia de melhorar a
solucdo inicial obtida por uma arvore geradora arbitraria. Basicamente, a idéia consiste
em acrescentar uma aresta que nao esteja na arvore corrente, gerando dessa forma um cir-
cuito fundamental; depois, tal circuito é destruido (removendo-se uma aresta) resultando
uma outra arvore geradora. Este processo é repetido, guardando-se a melhor solucao
obtida pelo algoritmo PARTIGAODEPERLSCHACH.

4.3.1 HEURISTICACIRCUITOSIMPLES

A idéia dessa primeira heuristica que faz uso de circuitos fundamentais é simples.
Dada uma &arvore geradora do grafo calculamos uma particdo 6tima com o algoritmo
PARTIGAODEPERLSCHACH. Depois tentamos “conectar” duas das componentes obtidas,
usando uma aresta do grafo de entrada que nao pertence & arvore corrente. As duas
componentes escolhidas sdo: uma de menor peso e uma de maior peso. Removemos
uma aresta arbitraria do circuito formado (qualquer uma diferente da que acabamos de
adicionar). Calculamos uma particdo 6tima para a nova arvore e continuamos nesse
processo enquanto a solucdo melhora. A idéia de unir uma componente de menor peso
com uma de maior peso é o de dar uma chance ao algoritmo PARTICAODEPERLSCHACH
de calcular uma particdo em que o peso da menor componente seja maior.

A HEURISTICAMELHORAARVORE, que serd descrita a seguir, faz uso do procedimento
ARrRvOREUNECOMPONENTE que recebe um grafo, uma arvore geradora dele, um inteiro
¢ e uma g-particdo conexa desse grafo, e devolve uma nova arvore. A arvore devolvida é
a que resulta apo6s conectar uma componente mais leve com uma mais pesada, formando
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um circuito fundamental, e removendo-se uma aresta do circuito formado.

ARVOREUNECOMPONENTE (G, T, w, P, q)

© 0 ~J O T = W N~

— =
_ O

12
13
14

Entrada: grafo conexo G, uma arvore geradora T de G, uma fungdo w : V — Z
definida sobre os vértices de G, uma g-particio P de G e um inteiro q.
Saida: uma arvore geradora de G.
V— V()
A— A(T)
> Devolve as componentes da particao em um vetor ordenado
componentes|l .. q] < ORDENA-PARTIGAO (P)
forc+— 1togq
do
for d +— ¢ downto 1
do if Existe aresta a € A(G) com uma extremidade
em componentes|c| e outra em componentes|[d] e o ¢ A(T)
then A — AUa

(B « aresta arbitraria do circuito de (V, A)

A— A\p

return (V, A)
return (V, A)

HEURISTICAMELHORAARVORE (G, T, w, q)

O~ O UL = W N~

Entrada: grafo conexo GG, uma arvore geradora I’ de G, uma funcdo w:V — Z,
definida sobre os vértices de G e um inteiro q.
Saida: uma ¢-parti¢ao conexa de G.
melhor «— PARTIGAODEPERLSCHACH (T, w, q)
for t — 1 to |V(G)]
do T «+ ARVOREUNECOMPONENTE (G, T, w, melhor, q)
P — PARTIGAODEPERLSCHACH (T, w, q)
if MEDIDA-PARTIGAO (melhor,w) < MEDIDA-PARTIGAO (P, w)
then melhor — P
else return melhor
return melhor

O procedimento ARVOREUNECOMPONENTE tem complexidade O(g%.m), pois no pior

caso precisamos procurar em todos os pares possiveis de componentes, e em cada busca
podemos levar até O(m) para encontrar uma aresta que pode ser utilizada para conectar
dois componentes em T. Assim, como HEURISTICAMELHORAARVORE pode executar
até n vezes os procedimentos ARVOREUNECOMPONENTE e PARTICAODEPERLSCHACH,
temos que sua complexidade ¢ O(g2.(n® + m.n)).

Utilizando procedimento HEURISTICAMELHORAARVORE podemos escrever a heuris-

tica como segue.
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HEURISTICACIRCUITOSIMPLES (G, w, q)

Entrada: grafo conexo G, uma funcao w : V — Z, definida
sobre os vértices de G e um inteiro q.
Saida: uma g-particdo conexa de G.
1 T «— ARVOREGERADORAALEATORIA (G)
2 return HEURISTICAMELHORAARVORE (G, T, w, q)

A HEURISTICACIRCUITOSIMPLES é bem simples, executando dois procedimentos

apenas uma Vvez.

Testes: HEURISTICACIRCUITOSIMPLES

Claramente sua complexidade esta limitada pela complexidade da
HEURISTICAMELHORAARVORE, que é O(g%.(n® + m.n)).

Realizamos testes com a HEURISTICACIRCUITOSIMPLES da mesma forma que testa-
mos a HEURISTICAARVORESALEATORIAS. Os resultados estdo na Tabela 4.4.

Tamanho 30% 60% 90%

do grafo 2 [ n/4 ] n/2 ]3n/4 2 [ n/4 ] n/2 ]3n/4 2 [ nf4 ] n/2 ]T3n/4
10 0.876 | 0.860 | 0.858 | 0.932 | 0.824 | 0.818 | 0.742 | 0.795 | 0.887 | 0.785 | 0.733 | 0.755
20 0.866 | 0.759 | 0.655 | 0.640 | 0.869 | 0.798 | 0.719 | 0.616 | 0.883 | 0.793 | 0.674 | 0.586
30 0.878 | 0.783 | 0.648 | 0.569 | 0.855 | 0.781 | 0.635 | 0.599 | 0.895 | 0.736 | 0.664 | 0.547
40 0.878 | 0.766 | 0.633 | 0.540 | 0.873 | 0.763 | 0.643 | 0.544 | 0.888 | 0.754 | 0.660 | 0.520
50 0.855 | 0.756 | 0.625 | 0.531 | 0.903 | 0.729 | 0.614 | 0.515 | 0.879 | 0.712 | 0.634 | 0.530
60 0.872 | 0.761 | 0.588 | 0.522 | 0.915 | 0.751 | 0.618 | 0.517 | 0.875 | 0.756 | 0.618 | 0.528
70 0.899 | 0.747 | 0.619 | 0.513 | 0.912 | 0.755 | 0.606 | 0.509 | 0.863 | 0.737 | 0.563 | 0.524

Tabela 4.4: Testes da HEURISTICACIRCUITOSIMPLES

Da mesma forma, verificamos o desvio padrao da qualidade das solugoes encontradas

pela heuristica. Os resultados podem ser vistos na Tabela 4.5

Tamanho 30% 60% 90%

do grafo 2 [ n/4 ] n/2 [ 3n/4 2 [ nf4a ] n/2 ]3n/H4 2 [ n/4d ] n/2 [ 3n/4
10 0.015 | 0.014 | 0.044 | 0.015 | 0.019 | 0.020 | 0.020 | 0.052 | 0.042 | 0.015 | 0.022 | 0.032
30 0.012 | 0.013 | 0.006 | 0.008 | 0.006 | 0.015 | 0.020 | 0.040 | 0.003 | 0.014 | 0.018 | 0.005
50 0.020 | 0.000 | 0.015 | 0.006 | 0.020 | 0.003 | 0.005 | 0.003 | 0.003 | 0.001 | 0.009 | 0.016
70 0.018 | 0.012 | 0.009 | 0.001 | 0.009 | 0.011 | 0.011 | 0.002 | 0.005 | 0.005 | 0.007 | 0.001

Tabela 4.5: Desvio padrao da HEURISTICACIRCUITOSIMPLES

4.3.2 HEURISTICACIRCUITOONEROSA

A heuristica que descrevemos nesta secdo € mais onerosa que a anterior. Dada uma
arvore geradora aleatéria T', essa heuristica busca a melhor solucao testando todas as
arvores geradoras que estdao a distancia 1 de T. Dizemos que uma arvore 1" esta a
distancia 1 de T se |A(T) A A(T")| = 2, ou seja, T pode ser obtida de T pelo processo de
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acrescentar uma nova aresta, digamos «, e remover uma aresta 3 do circuito fundamental
em T + {a}.
A descrigdo dessa heuristica ¢ dada a seguir.

HEURISTICACIRCUITOONEROSA (G, w, q)

Entrada: grafo conexo GG, uma funcao w: V — Z, definida
sobre os vértices de G e um inteiro q.
Saida: uma g-particao conexa de G.
T «+— ARVOREGERADORAALEATORIA (G)
melhor < PARTIGAODEPERLSCHACH (T, w, q)
foreach aresta a € A(G) e a ¢ A(T)
do A(T) — A(T) U«
foreach aresta (3 no circuito de T’
do A(T) — A(T)\pB
P — PARTIGAODEPERLSCHACH (T, w, q)
if MEDIDA-PARTIGAO (melhor,w) < MEDIDA-PARTIGAO (P, w)
then melhor < P

A(T) — A(T)up
11 A(T) — A(T)\«
12 return melhor

© 00 ~1 O U = W N =
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Vimos que a HEURISTICACIRCUITOONEROSA usa cada uma das arestas de G que
nao pertence & arvore geradora aleatoéria original para formar um circuito fundamental.
Depois, remove uma a uma as arestas desses circuitos, formando novas arvores gerado-
ras. Esse procedimento tem complexidade O(m.n). Para cada nova arvore gerada o
algoritmo PARTICAODEPERLSCHACH é executado. Com isso, temos que a complexidade
de HEURISTICACIRCUITOONEROSA é da ordem de O(q?.n®.m).

Testes: HEURISTICACIRCUITOONEROSA

Os testes realizados com a HEURISTICACIRCUITOONEROSA seguiu o padrao dos tes-
tes anteriores. As Tabelas 4.6 e 4.7 apresentam os resultados sobre a qualidade e o desvio
padrao.

Tamanho 30% 60% 90%

do grafo 2 [ n/4 ] n/2 ]3n/4 2 [ n/4 ] n/2 ]3n/4 2 [ n/4 ] n/2 ]3n/4
10 0.991 | 0.943 | 0.919 | 0.975 | 0.990 | 0.941 | 0.863 | 0.949 | 0.984 | 0.930 | 0.875 | 0.901
20 0.992 | 0.885 | 0.696 | 0.663 | 0.990 | 0.873 | 0.749 | 0.620 | 0.991 | 0.902 | 0.764 | 0.646
30 0.992 | 0.852 | 0.668 | 0.585 | 0.995 | 0.810 | 0.690 | 0.564 | 0.996 | 0.822 | 0.687 | 0.576
40 0.997 | 0.794 | 0.619 | 0.542 | 0.996 | 0.773 | 0.680 | 0.525 | 0.997 | 0.797 | 0.664 | 0.539
50 0.998 | 0.770 | 0.594 | 0.519 | 0.996 | 0.769 | 0.616 | 0.527 | 0.997 | 0.759 | 0.623 | 0.521
60 0.998 | 0.745 | 0.642 | 0.523 | 0.998 | 0.740 | 0.607 | 0.519 | 0.997 | 0.782 | 0.626 | 0.521
70 0.998 | 0.737 | 0.613 | 0.517 | 0.998 | 0.734 | 0.608 | 0.513 | 0.999 | 0.731 | 0.619 | 0.523

Tabela 4.6: Testes da HEURISTICACIRCUITOONEROSA
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Tamanho 30% 60% 90%

do grafo 2 [ n/4 ] n/2 ]3n/4 2 [ n/4 ] n/2 [3n/4 2 [ n/4 ] n/2 T3n/4
10 0.002 | 0.010 | 0.018 | 0.006 | 0.001 | 0.013 | 0.044 | 0.011 | 0.004 | 0.016 | 0.006 | 0.016
30 0.008 | 0.007 | 0.019 | 0.010 | 0.001 | 0.008 | 0.031 | 0.010 | 0.001 | 0.013 | 0.017 | 0.045
50 0.001 | 0.010 | 0.016 | 0.001 | 0.001 | 0.006 | 0.001 | 0.004 | 0.003 | 0.007 | 0.037 | 0.006
70 0.000 | 0.006 | 0.027 | 0.001 | 0.000 | 0.019 | 0.009 | 0.001 | 0.001 | 0.003 | 0.021 | 0.002

Tabela 4.7: Desvio padrao da HEURISTICACIRCUITOONEROSA

4.4 Juncao de duas heuristicas

Na heurfstica descrita nesta secao usamos as duas idéias anteriores simultaneamente,
gerando um ndmero polinomial de 4rvores geradoras aleatérias e para cada uma delas
executando uma heuristica que faz uso de circuitos fundamentais. Escolhemos a heuris-
tica HEURISTICACIRCUITOSIMPLES por ser a mais eficiente computacionalmente, usando
seu procedimento principal HEURISTICAMELHORAARVORE. A descricdo dessa heuristica
é a seguinte.

HEURISTICAMISTA (G, w, q, tentativas)

Entrada: grafo conexo G, uma funcao w: V — Z, definida
sobre os vértices de G, um inteiro ¢ e um inteiro tentativas.
Saida: uma ¢-parti¢ao conexa de G.
melhor < ()
for t — 1 to tentativas
do T'+— ARVOREGERADORAALEATORIA (G)
P « HEURISTICAMELHORAARVORE (G, T, w, q)
if MEDIDA-PARTIGAO(melhor,w) < MEDIDA-PARTIGAO(P, w)
then melhor — P

return melhor

~ O O = W N~

A complexidade da HEURISTICAMISTA ¢é O(tentativas.q®.(m® 4+ m.n)). Fizemos tes-
tes com tentativas = n e tentativas = n?. Com essas escolhas, a complexidade resultante
& O(g%.(n* + m.n?)) e O(¢*.(n® + m.n3)), respectivamente.

4.4.1 Testes: HEURISTICAMISTA

Os testes da HEURISTICAMISTA foram realizados da mesma forma que os testes feitos
com a HEURISTICAARVORESALEATORIAS, com n e n? como valores para tentativas. Os
resultados dos testes de desempenho estdo nas Tabelas 4.8 e 4.9. Ja a Tabela 4.10 exibe
os resultados sobre o desvio padrao.

4.5 Comparacao do desempenho das heuristicas

Todas as tabelas com os resultados de qualidade e desvio padrao apresentadas neste
capitulo contemplam a execucdo das heuristicas com a mesma massa de dados.
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Tamanho 30% 60% 90%
do grafo 2 [ n/4 ] n/2 ]3n/4 2 [ n/4 ] n/2 [3n/4 2 [ n/4 ] n/2 T3n/4
10 0.094 | 0.987 | 0.974 | 1.000 | 0.978 | 0.944 | 0.914 | 0.997 | 0.992 | 0.949 | 0.906 | 0.931
20 0.991 | 0.922 | 0.806 | 0.756 | 0.993 | 0.913 | 0.814 | 0.764 | 0.988 | 0.923 | 0.848 | 0.819
30 0.997 | 0.874 | 0.800 | 0.707 | 0.995 | 0.881 | 0.787 | 0.697 | 0.997 | 0.883 | 0.808 | 0.648
40 0.997 | 0.869 | 0.771 | 0.640 | 0.998 | 0.876 | 0.769 | 0.653 | 0.997 | 0.865 | 0.774 | 0.655
50 0.998 | 0.850 | 0.756 | 0.583 | 0.998 | 0.846 | 0.766 | 0.582 | 0.999 | 0.853 | 0.757 | 0.561
60 0.999 | 0.838 | 0.739 | 0.565 | 0.998 | 0.847 | 0.754 | 0.562 | 0.998 | 0.852 | 0.736 | 0.557
70 0.998 | 0.827 | 0.740 | 0.539 | 0.998 | 0.829 | 0.748 | 0.585 | 0.998 | 0.834 | 0.734 | 0.538
Tabela 4.8: Testes da HEURISTICAMISTA com tentativas = n
Tamanho 30% 60% 90%
do grafo 2 [ n/4 ] n/2 ]3n/4 2 [ n/4 ] n/2 [3n/4 2 [ n/4 ] n/2 ]T3n/4
10 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.994 | 0.987 | 1.000 | 1.000 | 0.991 | 0.979 | 1.000
20 1.000 | 0.966 | 0.913 | 0.989 | 1.000 | 0.964 | 0.895 | 0.898 | 1.000 | 0.968 | 0.889 | 0.927
30 1.000 | 0.925 | 0.867 | 0.872 | 1.000 | 0.930 | 0.853 | 0.858 | 1.000 | 0.935 | 0.861 | 0.869
40 1.000 | 0.920 | 0.823 | 0.776 | 1.000 | 0.919 | 0.840 | 0.752 | 1.000 | 0.916 | 0.835 | 0.764
50 1.000 | 0.899 | 0.826 | 0.769 | 1.000 | 0.896 | 0.816 | 0.701 | 1.000 | 0.897 | 0.816 | 0.696
60 1.000 | 0.890 | 0.810 | 0.641 | 1.000 | 0.887 | 0.804 | 0.689 | 1.000 | 0.893 | 0.805 | 0.719
70 1.000 | 0.872 | 0.794 | 0.650 | 1.000 | 0.876 | 0.799 | 0.645 | 1.000 | 0.875 | 0.803 | 0.710
Tabela 4.9: Testes da HEURISTICAMISTA com tentativas = n?
tent. Tamanho | 30% [ 60% [ 90%
dografo[ 2 [n4]n2[3n4] 2 [n4]n2]3n4[ 2 [n4[n2]3n4]
10 0.001 0.003 0.006 0.000 0.002 0.026 0.018 0.001 0.002 0.011 0.018 0.015
30 0.002 0.005 0.003 0.019 0.000 0.009 0.003 0.023 0.001 0.006 0.004 0.018
n 50 0.001 0.004 0.015 0.013 0.000 0.006 0.012 0.013 0.000 0.003 0.004 0.011
70 0.000 0.006 0.001 0.001 0.002 0.002 0.005 0.014 0.000 0.001 0.010 0.007
10 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.001 0.003 0.000 0.000 0.002 0.001 0.000
P 30 0.000 0.005 0.002 0.004 0.000 0.003 0.006 0.013 0.000 0.000 0.006 0.015
n 50 0.000 0.002 0.003 0.018 0.000 0.000 0.004 0.029 0.000 0.001 0.001 0.015
70 0.000 0.002 0.008 0.012 0.000 0.003 0.001 0.022 0.000 0.001 0.004 0.008

Tabela 4.10: Desvio padrao da HEURISTICAMISTA

Na Tabela 4.11 temos um quadro geral das heuristicas apresentadas neste capitulo,
mostrando a complexidade computacional, a média da qualidade das solucoes e a média
do desvio padrao da qualidade.

Porém todos esses resultados sao devidos a instancias que conhecemos previamente
o valor de uma solugdo 6tima. Além desses, executamos mais um teste, dessa vez com
grafos completamente aleatérios gerados com o procedimento descrito a seguir.

Para esse segundo teste utilizamos o procedimento GRAFOALEATORIO. Este proce-
dimento recebe dois inteiros como entrada, n e densidade, e devolve um grafo arbitrario
G = (V,A) com |V| = n, e com namero de arestas de acordo com a densidade e uma
funcao w : V — Z, de valores aleatérios. Para essas instdncias aleatdérias que geramos,
nao sabemos a priori o valor de uma solucao 6tima.
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Heuristica Complexidade Qualidade | Desv. Padrao
HEURISTICAARVORESALEATORIAS [tent. = n] O(¢*.n?) 0.814 0.005
HEURISTICAARVORESALEATORIAS [tent. = n?] O(¢*.n*) 0.880 0.006
HEURISTICACIRCUITOSIMPLES O(g®>n* + ¢*>.m.n) 0.721 0.013
HEURISTICACIRCUITOONEROSA O(¢*.n®.m) 0.775 0.010
HEURISTICAMISTA [tent. = n] O(¢®>.n* + ¢>.m.n?) 0.838 0.006
HEURISTICAMISTA [tent. = n?] O(¢*.n® 4 ¢*. m.n?) 0.897 0.004

Tabela 4.11: Comparagdo das complexidades e qualidades das heuristicas

GRAFOALEATORIO (n, densidade)

© 0 ~J O T = W N =~

I N O R R e e el e e e i
H QWO NH O WOoo -1 O O = Wi —= O

Entrada: dois inteiros, n e densidade.

Saida: um par constituido por um grafo (V, A) arbitrario conexo de forma que
|V| =n e uma funcdo w : V' — Z, definida sobre os vértices
do grafo com valores aleatorios.

V—{1,...,n}
A0

> Garantimos que o grafo é conexo gerando primeiro uma arvore aleatoria

nArestas «— 0
UNION-FIND-INIT

(n)

while nArestas #n — 1
do u < NUMERO-ALEATORIO (1,n)

v <= NUMERO-ALEATORIO (1,n)

if FIND (u) # FIND (v)

then

total Arestas < ARESTAS-PELA-DENSIDADE (n, densidade)

UNION (u, v)
A— AU{u,v}

nArestas «— nArestas + 1
> Adicionamos as arestas arbitrarias de acordo com a densidade

while nArestas < total Arestas
do u < NUMERO-ALEATORIO (1,n)

v <= NUMERO-ALEATORIO (1,n)

if {u,v} ¢ A

then

> Por fim distribuifmos pesos aleatérios

fori—1ton

A — AU {u,v}

nArestas «— nArestas + 1

do w(i € V) «— NUMERO-ALEATORIO ()

return ((V, A),w)
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Executamos o teste da seguinte maneira. Geramos grafos aleatérios com o nimero
de vértices variando de 10 a 70 e densidades de 30%, 60% e 90%. Para cada par (vérti-
ces,densidade) sorteamos 10 grafos. Executamos as quatro heuristicas sobre essa massa
de dados usando quatro valores diferentes para ¢ (2, n/4, n/2 e 3n/4). A diferenca
desse teste é que ndo definimos um nimero de tentativas nem deixamos as heuristicas
executando até alcancarem sua condicao de parada. Atribuimos uma fracdo de tempo
proporcional ao nimero de arestas da instancia sendo processada e deixamos os algo-
ritmos executarem no méaximo por esse tempo pré-determinado. Dessa forma, todos os
algoritmos tiveram o mesmo tempo para calcular uma particdo. Os resultados desse
teste sdo apresentados na Tabela 4.12. A coluna “Ganhou” mostra quantas vezes uma
heuristica apresentou resultados melhores ou iguais (empates) que as demais. No total
foram 840 execucoes dos algoritmos.

Heuristica Ganhou
HEURISTICAARVORESALEATORIAS 608
HEURISTICACIRCUITOSIMPLES 46
HEURISTICACIRCUITOONEROSA 121
HEURISTICAMISTA 617

Tabela 4.12: Comparagdo das heuristicas

Como podemos ver pelos resultados apresentados, a heuristica HEURISTICAMISTA
obtém resultados de melhor qualidade quanto comparada as outras heuristicas desenvol-
vidas.

Tentamos ainda explorar alguns outros aspectos da heuristica HEURISTICAMISTA.
Para isso executamos alguns testes especificos, cujos resultados podem ser vistos nas
figuras a seguir. Na Figura 4.1 temos dois gréaficos. O da parte superior mostra a média
da qualidade das solucdes obtidas pela execucdo da heuristica com tentativas = n? em
50 grafos aleatorios de 30 vértices e 50% de densidade, com ¢ variando de 1 a n. O grafico
de baixo mostra a distribui¢ao dos valores do nimero de Stirling do segundo tipo (em
escala logaritmica) com n = 30 e k variando de 1 a n.

A Figura 4.2 também exibe dois graficos, sendo que o da parte superior mostra a
mesma média de qualidades como na Figura 4.1 s6 que dessa vez para grafos com 20
vértices. O segundo grafico mostra a média de qualidades obtidas, para alguns valores
de ¢, quando variamos a densidade dos grafos, desde arvores até grafos completos.
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30 vétices, 50% densidade, 50 execucdes

1.000 4 g
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0.970
0.960
0.950
0.940
0.930
0.920
0.910
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0.900
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0.840
0.830
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Total de componentes da partigdo

Distribuicdo do nimero de Stirling de segundo tipo S(30,k)

>

S(30, k) em escala logaritmica

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
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Figura 4.1: Execuc@o da heuristica para grafos com 30 vértices (grafico ao alto), e a
distribui¢ao do numero de Stirling do segundo tipo S(30, k) em escala logaritmica
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Figura 4.2: Execucdo da heuristica para grafos com 20 vértices




Capitulo 5

Algoritmo de aproximacao para
biparticao

O melhor algoritmo de aproximagao conhecido para o PCB; é uma 3/4-aproximagao
que foi obtido por Chlebikova [13] em 1996. Neste capitulo discutimos esse algoritmo
e sua implementacdo. Também apresentamos uma comparacdo entre a qualidade das
solucoes produzidas por uma das heuristicas apresentada no capitulo anterior e essa
aproximacao.

5.1 Algoritmo de aproximacgao de Chlebikova

Um estudo detalhado do algoritmo apresentado a seguir pode ser encontrado na
tese de doutorado de Liliane Salgado [32]. O leitor pode recorrer a esse texto para
ver uma andlise completa do algoritmo bem como provas de teoremas e lemas aqui
mencionados. Os resultados aqui apresentados seguem a linha dessa tese, que faz uma
analise parametrizada da razao de aproximagao do algoritmo de Chlebikova [13].

Antes de descrever a aproximacio vamos definir o conceito de vértice admissivel usado
pelo algoritmo. Seja G um grafo biconexo e (V, V3) uma biparti¢do conexa de G. Dize-
mos que um vértice u € Vo é admissivel para V; se u é adjacente a um vértice de V; e
se a biparti¢ao (V4 U {u}, Vo\{u}) é uma biparticao conexa de G. Em outras palavras,
um vértice u € V4 & admissivel se ele ndo é um vértice de corte de G[Vz] e ¢ adjacente
a um vértice de V1.

O algoritmo também faz uso do seguinte lema.

Lema 5.1.1. Seja G um grafo biconexo e (V1,Va) uma biparticio conexa de G tal que
|Va| > 2. Entdo existem pelo menos dois vértices distintos em Vo admissiveis para V.



5.1. Algoritmo de aproximacgao de Chlebikova 43

BIPARTIGAODECHLEBIKOVABICONEXO (G, w)

Entrada: um grafo biconexo G = (V, A) e uma fungao w : V(G) — Z...
Saida: uma 2-particdo conexa (V1,Va) de G.

1 v « argmax{w(v) € V} > Seja v1 um vértice de peso méaximo
2 V1 — {1)1}

3 Vo V\W

4 B wV)/2

5 while w(V7) <

6 do Escolha um vértice admissivel u € Vo de peso minimo

7 if w(u) > 2(5 — w(1))

8 then break > Caso 1: w(Vq) > B — Lw(u)
9 else Vi —ViU{u} > Caso 2: w(V4) < B+ zw(u)
10 V2 — VQ\{U}
11 return (V7,V3)

Mostramos a seguir a anélise da razao de aproximacao desse algoritmo.

Teorema 5.1.1. Seja I uma instdncia do PCBy que consiste de um grafo biconexo

G = (V,A) e uma fungio w : V. — Z,. Considere V. = {vi,v9,...,0,}, n > 3,
w(vy) > w(ve) > ... > w(v,) et = % Entao BIPARTIGAODECHLEBIKOVABICONEXO
aplicado & instdncia I devolve em tempo polinomial uma biparticio conexa de G com

w=min{w(V1),w(Va)}) (valor da fun¢ao objetivo), tal que

Se w(vy) > %w(V) entdo = opt(I) (5.1)
Smm@g%ww)emm uz%@ﬂQ—M%»z%;ww) (5.2)
Se3<t<4 entio p> 2t_— 1 opt(I) (5.3)

t —

Set>4 entio p> opt(I) (5.4)
Demonstracio. Claramente o algoritmo BIPARTIGAODECHLEBIKOVABICONEXO é poli-
nomial e devolve uma biparticdo conexa de G. A afirmacao 5.1 também é trivial.

Vamos provar a afirmacdo 5.2. Suponhamos primeiramente que w(vi) > w(V)/2.
Neste caso, qualquer vértice u escolhido no passo 6 do algoritmo satisfaz w(u) < w(vs),
dado que v; ¢ V5 e pelo Lema 5.1.1 o conjunto Va tem pelo menos dois vértices admissi-
veis.

Temos que considerar as duas possiveis situacées de parada do algoritmo. Imediata-
mente antes de devolver a biparticao (V1, V) o algoritmo executou ou o Caso 1 (passo 8)
ou o Caso 2 (passo 9). Vamos analisar essas duas possibilidades. Seja f = wTV), como
na descricao do algoritmo.

Caso 1: Neste caso, w(V1) > 8 — 2w(u), e portanto, p > 8 — Jw(u) > B — Lw(vs).

A ultima desigualdade segue do fato de que w(u) < w(vz). Como t = %, temos

—
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que
1 1 1 t—1
>3- — == - — =
pz b= guwlV)=guwlV) - gw
Caso 2: Neste caso, w(V1) < 8+ 2w(u). Entio

p=w(Va) = w(V) = w(V) > w(V) - - Julu) =

Como w(u) < w(vz) = %V), temos que

w(V) —w(vs) _ t—1
2 2t

o>

Por fim, se w(v1) = 3w(V), a afirmagdo 5.2 é claramente verdadeira, o que conclui
a prova dessa afirmagao.

Vamos provar as afirmagoes 5.3 e 5.4. Primeiramente observamos que é imediato que
opt(I) < w(V)/2. Quando 3 < t < 4, podemos porém provar um limite melhor para o
valor 6timo. Afirmamos que neste caso opt(I) < (1 — 2)w(V). De fato, para qualquer
biparti¢ao (X,Y) de G, uma das duas classes contém pelo menos dois elementos de
{v1,v2,v3}. Como cada um desses vértices tem peso pelo menos w(V')/t, segue que o
peso dessa tal classe é pelo menos 2w(V)/t > w(V')/2. Assim, a classe mais leve de uma
solugdo 6tima tem peso no maximo w(V) —2w(V)/t, e portanto, opt(I) < (1 — 2)w(V),
como afirmamos. Usando 5.2, temos que

2 2t t—1
opt(I) < (1 — t> (t—l) . Portanto, p > 5r— 4 opt(I).

Suponhamos agora que t > 4. Neste caso, usando o limite trivial para o valor 6timo
juntamente com a afirmacao 5.2, deduzimos que

1 2t
opt(I) < <> w. Portanto, p > opt(I).

—2\t—-1

Concluimos assim a prova do teorema. ]

Corolario 5.1.1. BIPARTICAODECHLEBIKOVABICONEXO ¢ uma %—apma:z’magdo para o
PCB; restrito a grafos biconexos.

Demonstracao. O resultado é obtido aplicando-se o Teorema 5.1.1 no qual podemos
constatar que o pior caso se d4 quando ¢t = 4. O

A seguir mostraremos o algoritmo BIPARTIGAODECHLEBIKOVA para o PCB; em gra-
fos arbitrarios. Esse algoritmo utiliza o algoritmo BIPARTICAOD ECHLEBIKOVABICONEXO,
que é restrito a grafos biconexos. Veremos que a razdo de aproximacao do algoritmo
BIPARTICAODECHLEBIKOVABICONEXO também vale para o BIPARTICAODECHLEBIKOVA.

Esse algoritmo faz uso de alguns procedimentos nao detalhados aqui. O primeiro deles
é COMPONENTES-BICONEXAS que recebe um grafo conexo GG como entrada e devolve um
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conjunto C'B. Cada um dos elementos de C'B é um subconjunto de V(G) que induz uma
componente biconexa de G.

Outro procedimento utilizado pelo algoritmo é AJUSTA-PESOS que recebe um grafo
G, sua fungdo peso w : V(G) — Z4 e um subgrafo G’ de G que é uma componente
biconexa de G. Esse procedimento devolve uma func¢éo peso w' : V(G') — Z, tal que
que w'(v) = w(v) se v € V(G’) ndo é um vértice-de-corte em G. Caso v seja um vértice-
de-corte em G entdo ele recebe o seu peso em G somado ao peso de todos os vértices
em G separados por ele da componente biconexa. Podemos ver um exemplo desse ajuste
de pesos na Figura 5.1. Note neste exemplo que, se G’ é a componente biconexa com 4
vértices, o vértice de G’ com peso 2 em G passa a ter peso 2+6+5+ 1 em G.

Uma vez que esses ajustes de pesos sdo feitos, podemos agora tratar cada componente
biconexa com pesos ajustados, usando o algoritmo visto para grafos biconexos.

Detalhes da implementagao desses procedimentos bem como do algoritmo de aproxi-
macao de Chlebikova serao discutidos na préxima secdo deste capitulo.

@ -
ol - ®
\/ & \i - ™ 5 © 1
® ® & @

Figura 5.1: Exemplo de ajuste dos pesos das componentes biconexas

Damos abaixo a descricdo do algoritmo BIPARTICAODECHLEBIKOVA.

BIPARTIGAODECHLEBIKOVA (G, w)

Entrada: um grafo G e uma fungao w: V(G) — Zy.
Saida: uma 2-parti¢ao conexa (V1,Va) de G.
Vl — @
Vo — 0
ComponentesBiconexas < COMPONENTES-BICONEXAS (G)
foreach componente biconexa CB € ComponentesBiconexas
do G’ — G[CB]
w' «— AJUSTA-PESOS (G', G, w)
(V{,V4) < BIPARTIGAODECHLEBIKOVABICONEXO (G', w')
if w(min{V{,V4}) > w(V1)
then Vi — min{V{,VJ}
Vo — maz{V{,V;}

© 0~ O O = W N =

— =
—_ O

return (7, 13)

O seguinte teorema sobre o algoritmo BIPARTICAODECHLEBIKOVA pode ser pro-
vado [32].
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Teorema 5.1.2. Seja I uma instdncia do PCBy que consiste de um grafo conexo G =
(V,A) e uma funcio w : V. — Zi. Entao o algoritmo BIPARTIGAODECHLEBIKOVA,
aplicado & instincia I, devolve em tempo polinomial uma biparticao conexa de G com
w=w(Vy) (valor da fungao objetivo), tal que

3
p = opt(D).

5.2 Detalhes da implementacao

Implementar a aproximacdao BIPARTICAODECHLEBIKOVA é trabalhoso, embora o al-
goritmo seja simples, pois exige manipulagdo de varios grafos. Primeiramente o grafo de
entrada é decomposto em componentes biconexas, os pesos dos vértices de cada compo-
nente sao ajustados, e depois cada componente biconexa é dada como entrada para o
procedimento BIPARTICAODECHLEBIKOVABICONEXO.

Implementamos algoritmos que encontram os vértices-de-corte e as componentes bi-
conexas. Esses algoritmos nao serao descritos aqui. Sao algoritmos lineares apresentados
por Tarjan [38] como aplicagbes de busca em profundidade.

O cerne da implementacao do procedimento BIPARTIGAODECHLEBIKOVABICONEXO
é decidir, dada uma biparticao conexa (V1, Va), quais vértices de V5 sdo admissiveis para
V1. Para isso, geramos o subgrafo G[V] e marcamos seus vértices-de-corte. Dessa forma,
todos os vértices admissiveis em V5 sdo os vértices adjacentes a V) e que ndo estao
marcados como vértice-de-corte de G[Va].

Agora, a parte principal do algoritmo BIPARTIGCAODECHLEBIKOVA estd ancorada nos
procedimentos COMPONENTES-BICONEXAS e AJUSTA-PESOS. Como dito acima, o proce-
dimento COMPONENTES-BICONEXAS implementado é um algoritmo linear, que rotula as
arestas de cada componente biconexa com um mesmo rétulo: arestas de componentes
distintas recebem rétulos distintos.

Para ajustar os pesos também foi implementado um algoritmo linear. Este algoritmo
recebe como entrada uma componente biconexa e o grafo original e ajusta o peso dos
vértices-de-corte do grafo original presentes na componente. Dado um vértice-de-corte,
digamos z, esse ajuste é feito com uma busca no grafo original somando-se o peso de todos
os vértices alcancaveis a partir de z sem usar arestas rotuladas com o mesmo rétulo das
arestas da componente biconexa que contém z.

5.2.1 Testes

Os testes computacionais foram realizados com entradas geradas pelo procedimento
GRAFOALEATORIOPARAQPARTICAO descrito na capitulo anterior, variando-se o tama-
nho e a densidade dos grafos. Com isso, além de conhecer o valor de uma soluc¢do 6tima,
ainda conseguimos calcular a razao de aproximacgao para a insténcia, de acordo com o
valor de t, conforme garante o Teorema 5.1.1.

A Tabela 5.1 mostra o resultado dos testes. Cada linha representa a média da exe-
cucao do algoritmo com 20 grafos aleatérios. A qualidade de uma solucao é dada pelo
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valor da funcao objetivo encontrada pelo algoritmo dividido pelo valor de uma solugao
6tima.

Densidade | Tamanho do Grafo | Qualidade | Razao Teérica
10 0.972 0.875
20 0.971 0.925
30 0.983 0.947
30% 40 0.981 0.958
50 0.989 0.965
60 0.992 0.972
70 0.990 0.975
10 0.954 0.875
20 0.978 0.925
30 0.987 0.950
60% 40 0.987 0.960
50 0.991 0.967
60 0.991 0.971
70 0.994 0.975
10 0.956 0.874
20 0.969 0.929
30 0.982 0.947
90% 40 0.987 0.959
50 0.987 0.967
60 0.991 0.972
70 0.994 0.975

Tabela 5.1: Testes computacionais do algoritmo BIPARTIGAODECHLEBIKOVA

5.3 Comparacao com heuristica baseada em Aarvores gera-
doras

Realizamos dois testes comparando a qualidade das solucoes obtidas com a execu-
cao do algoritmo BIPARTIGAODECHLEBIKOVA e da heuristica HEURISTICAMISTA apre-
sentada no capitulo anterior. Em todos os testes usamos |V (G)|?> como o parametro
tentativas dessa heuristica.

No primeiro teste utilizamos o procedimento GRAFOALEATORIOPARAQPARTIGAO
para gerar grafos de tamanhos variando entre 10 e 70 com densidades de 30%, 60% e
90%, e cujo valor de uma solugao 6tima é conhecido. Para cada par (tamanho, densidade)
geramos 20 grafos e executamos o algoritmo de aproximacgao e a heuristica.

Usamos aqui o mesmo conceito de qualidade de uma biparticdo descrito na segao
anterior. A Tabela 5.2 mostra os resultados computacionais do primeiro teste, em que
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conhecemos o valor do 6timo e conseguimos calcular a qualidade da biparticao. Note
que nas colunas “Aproximacao Qualidade” e “Heuristica Qualidade” temos a média das
qualidades das 20 execugoes dos algoritmos.

Densidade | Tamanho | Aproximacdo | Aproximacdo | Heuristica | Heuristica | Empate
do Grafo Melhor Qualidade Melhor Qualidade

10 0 0.968 10 1.000 10
20 0 0.974 17 1.000 3
30 0 0.982 16 1.000 4

30% 40 0 0.985 17 1.000 3
50 0 0.987 17 1.000 3
60 0 0.989 20 1.000 0
70 0 0.992 16 1.000 4
10 0 0.944 18 1.000 2
20 0 0.983 13 1.000 7
30 0 0.981 17 1.000 3

60% 40 0 0.988 17 1.000 3
50 0 0.988 17 1.000 3
60 0 0.991 18 1.000 2
70 0 0.992 17 1.000 3
10 0 0.944 17 1.000 3
20 0 0.980 16 1.000 4
30 0 0.980 18 1.000 2

90% 40 0 0.985 20 1.000 0
50 0 0.991 15 1.000 )
60 0 0.991 18 1.000 2
70 0 0.991 19 1.000 1

Tabela 5.2: Comparacao de BIPARTICAODECHLEBIKOVA ¢ HEURISTICAMISTA, com co-
nhecimento do valor étimo

Para o segundo teste usamos o procedimento GRAFOALEATORIO, descrito no capi-
tulo anterior. Lembramos que este procedimento recebe dois inteiros como entrada, n e
densidade, e devolve um grafo arbitrario G = (V, A) com |V| = n, e com ntunero de ares-
tas de acordo com a densidade e uma funcdo w : V — Zy de valores aleatérios. Assim,
neste caso, ndo sabemos a priori o valor de uma solugdo 6tima da instincia gerada.

Como no primeiro teste, geramos grafos com tamanho variando de 10 e 70, e densida-
des de 30%, 60% e 90%. Da mesma forma, com cada par (tamanho, densidade) sorteamos
20 grafos e executamos os algoritmos BIPARTICAODECHLEBIKOVA e HEURISTICAMISTA.

A Tabela 5.3 mostra o resultado desse teste. Mostramos quantas vezes um algoritmo
apresentou um resultado melhor que o outro e quantos empates (os dois algoritmos
encontram o mesmo valor para a funcdo objetivo) aconteceram. Na coluna “Aproximagao
Diferenca” temos a média, de todas as vezes que a aproximacao apresentou um resultado
pior do que o da heuristica, da diferenca entre o valor objetivo da solucdo encontrada
pela heuristica e o da solucao encontrada pela aproximacao, dividido pelo peso do grafo.
J& na coluna “Heuristica Diferenca” temos a média andloga, de quando o resultado do
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algoritmo de aproximagao foi melhor do que o da heuristica.
Densidade | Tamanho | Aproximagdo | Heuristica | Empate | Aproximacgdo | Heuristica
do Grafo Venceu Venceu Diferenca Diferenca
10 0 11 9 0.025 0.000
20 0 19 1 0.019 0.000
30 0 19 1 0.013 0.000
30% 40 0 19 1 0.008 0.000
50 0 20 0 0.007 0.000
60 0 20 0 0.006 0.000
70 0 20 0 0.004 0.000
10 0 20 0 0.028 0.000
20 0 18 2 0.020 0.000
30 0 19 1 0.009 0.000
60% 40 0 19 1 0.007 0.000
50 0 20 0 0.006 0.000
60 0 19 1 0.006 0.000
70 0 20 0 0.005 0.000
10 0 18 2 0.025 0.000
20 0 20 0 0.016 0.000
30 0 18 2 0.010 0.000
90% 40 0 19 1 0.009 0.000
50 0 20 0 0.007 0.000
60 0 20 0 0.007 0.000
70 0 20 0 0.004 0.000

Tabela 5.3: Comparacéo de BIPARTIGAODECHLEBIKOVA ¢ HEURISTICAMISTA, sem co-
nhecimento do valor étimo

Os testes mostram que o algoritmo de aproximacio BIPARTICAODECHLEBIKOVA en-
contra, na pratica, solugdes cuja razao em relacdo ao 6timo é melhor do que a razao de
aproximacao tedrica garantida pelo teorema; algumas vezes, este encontra também so-
lucoes 6timas. Mesmo assim, em todos os testes a HEURISTICAMISTA sistematicamente
encontrou solucoes de qualidade melhor ou igual do que das solucoes encontradas pelo
algoritmo de aproximacao.



Capitulo 6

Conclusao

Como ja foi dito no inicio deste texto, existem poucos resultados algoritmicos relativos
ao PCB e PCB,. Dentre os resultados relevantes, encontramos um algoritmo polinomial
para o caso especial em que o grafo de entrada é uma arvore, e dois algoritmos de
aproximagao, um para o PCB; e outro para o PCB3 (apenas para grafos 3-conexos).
Durante o desenvolvimento deste trabalho implementamos a maioria desses algoritmos e
projetamos heuristicas inéditas para o caso geral do problema.

Essas heuristicas apresentaram resultados computacionais muito bons. A compara-
¢ao com um algoritmo de aproximacao apresentada no Capitulo 5 evidencia bem esse
fato. Além disso, essas heuristicas tém complexidades diferentes e apresentam, na mé-
dia, solugoes com qualidades diferentes, porém nenhuma delas se mostrou ruim. Isso
nos permite decidir pela escolha de uma heuristica, levando em conta um compromisso
entre qualidade e tempo, que seja compativel com os propésitos da aplicacao e o poder
computacional de que dispomos.

Um ponto importante a se destacar é o fato de que modelos de programacao linear
inteira se mostraram proibitivos para o PCB, mesmo para instincias pequenas do pro-
blema. Fizemos alguns testes dessa natureza e obtivemos resultados pouco satisfatérios.
Por exemplo, tentamos resolver com um modelo de programagao inteira uma instancia
com 30 vértices e 40% de densidade, em que queriamos encontrar uma 10-particao. De-
pois de mais de 6 dias de execucdo o solver nao encontrou uma solugdo 6tima. Para
essa mesma instancia, a HEURISTICAMISTA obteve uma solugao 6tima (confirmada pelo
conhecimento do valor de um limitante superior dado pela relaxagao linear).

Agora, com as heuristicas que desenvolvemos podemos pensar em estratégias de
branch-and-bound ou branch-and-cut que certamente se beneficiardo do uso dessas heu-
risticas para melhorar o seu desempenho. Acreditamos que essas heuristicas permitirdo
encontrar solucoes 6timas para instancias maiores das que podemos resolver hoje.

Uma outra vantagem dessas heuristicas é que elas se baselam apenas no algoritmo de
Perl e Schach [31] para arvores. Com isso, facilmente podemos alterar as heuristicas para
trabalhar com outras fungdes objetivo, apenas mudando o algoritmo usado para obter
solucoes 6timas em arvores. E possivel, por exemplo, utilizar as mesmas heuristicas para
o problema anélogo ao PCB, em que queremos minimizar o peso da classe mais pesada da
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g-particao. Existe um algoritmo polinomial para esse problema restrito a arvores devido
a Becker e Perl [6] e Becker, Schach e Perl [8].

A implementacao do algoritmo de aproximagao para o PCB; devido a Chlebikova
abre novas possibilidades para desenvolvermos heuristicas para o caso geral do PCB.

Todos esses algoritmos apresentados no texto foram implementados em C++, em que
desenvolvemos estruturas e procedimentos especificos para trabalhar com grafos e seus
subgrafos, manipulagdo de cortes e particdes. O trabalho totalizou mais de 7500 linhas
de cédigo. O leitor interessado nas implementactes e programas produzidos durante
esse estudo pode acessar o endereco http://www.ime.usp.br/ lucindo/graphpar na
Internet para obter mais informagoes.


http://www.ime.usp.br/~lucindo/graphpar

Ntimeros de Stirling do segundo tipo

Aqui apresentamos uma tabela com valores de alguns numeros de Stirling do se-
gundo tipo S(n, k). Os valores n e k correspondem aos tamanhos de grafos e numero de
componente de particoes usados nos testes dos capitulos 4 e 5.

n k=2

10 511
20 524287
30 536870911
40 54 9755813887
50 56294 9953421311
60 57646075 2303423487
70 5 9029581035 8705651711
n k=%

10 9330
20 74 9206090500
30 263 8301868404 8108297800
40 2364 6841252914 8293635392 5428946680
50 623890 1276275784 8114928617 9482673756 3889288230
60 219308136 6844243711 1542041531 9128230087 8699826605 5315277600
70 | 81 8706198094 4562319259 1621913430 0515422069 8815385655 7327212922 3140163935
n k=%

10 42525
20 591 7584964655
30 128 7986807277 0626040000
40 162 1889095279 7575048788 7236507181
50 745 3802153273 2000833796 2623483762 5465912500
60 9563 5288550944 0274475273 3025368976 2013863174 1164099440
70 287380 8622933777 5761944973 3143478021 8971366396 4121783361 2682183750
n k= ‘%"

10 750
20 452329200
30 7182 3880393200
40 7 7277807228 7000494520
50 4571493 4748917557 3737344245
60 20728 1329327164 7989774404 3460870000
70 2 6977285131 7932002545 3690186202 4953405646
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