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Resumo

Homomorfismos de grafos sao fun¢ées do conjunto de vértices de um grafo no conjunto
de vértices de outro grafo que preservam adjacéncias. O estudo de homomorfismos de grafos
é bastante abrangente, existindo muitas linhas de pesquisa sobre esse tépico.

Nesta dissertagao, apresentaremos resultados sobre homomorfismos de grafos relaciona-
dos a pseudo-aleatoriedade, convergéncia de seqiiéncia de grafos e matrizes de conexao de
invariantes de grafos.

Esta linha tem se mostrado muito rica, nao apenas pelos seus resultados, como tam-
bém pelas técnicas utilizadas nas demonstracoes. Em especial, destacamos a diversidade
das ferramentas matemadticas que sao usadas, que incluem resultados classicos de algebra,
probabilidade e andlise.

Palavras-chave: homomorfismos, grafos, pseudo-aleatoriedade, seqiiéncias de grafos,
convergéncia, matrizes de conexao, invariantes de grafos
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Abstract

Graph homomorphisms are functions from the vertex set of a graph to the vertex set of
another graph that preserve adjacencies. The study of graph homomorphisms is very broad,
and there are several lines of research about this topic.

In this dissertation, we present results about graph homomorphisms related to quasiran-
domness, convergence of graph sequences and connection matrices of graph parameters.

This line of research has been proved to be very rich, not only for its results, but also for
the proof techniques. In particular, we highlight the diversity of mathematical tools used,
including classical results from Algebra, Probability and Analysis.

Keywords: graph homomorphisms, graphs, quasirandomness, graph sequences, conver-
gence, connection matrices, graph parameters
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Introducao

Dados grafos F' e G, um homomorfismo de F' em G é uma funcao dos vértices de F' nos
vértices de G que preserva adjacéncias. Mais formalmente, uma fungao ¢ de V(F') em V(G)
¢ um homomorfismo de F' em G se, para toda aresta uv de F', vale que ¢(u)p(v) é uma aresta
em G. Denotamos o nimero de homomorfismos de F' em G por hom(F,G).

Fixando o grafo G, temos que hom( -, G) é um invariante de grafos, ou seja, é uma fungao
que associa o mesmo valor a grafos isomorfos. Escolhendo G adequadamente, podemos obter
alguns invariantes de grafos bem conhecidos. Por exemplo, vale que hom(F, Kj) é o nimero
de k-coloracoes de F. Veja a figura 1.

e N
N

Figura 1: Cada homomorfismo de F' em K, define uma 4-coloragao.
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E interessante permitirmos que o grafo G tenha lagos. Por exemplo, seja G’ o grafo da
figura 2. Para todo grafo F, vale que hom(F,G’) é o ntimero de conjuntos estéveis de F.
Veja a figura 3.

—<)

Figura 2: Grafo para conjuntos estdveis.

Um resultado de LOVASZ | ] implica que o grafo G’ é uinico a menos de isomorfismos.
Ou seja, se hom(F,G) é o numero de conjuntos estéveis de F' para todo grafo F', entdo G é
isomorfo a G'. Na verdade, o resultado de LOVASZ | ] nos diz que hom( -, G) = hom( -, H)
se, e somente se, G e H sao isomorfos.
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Figura 3: Cada homomorfismo de F' em G’ define um conjunto estavel.

Contar o ntimero de conjuntos estdveis de um grafo tem bastantes aplicagoes. Um sub-
conjunto S de Z, ¢é chamado de livre de somas se ¢ + j nao pertence a S para quaisquer
1,7 € S. Em 1988, Erdés e Granville conjecturaram que o nimero de conjuntos livres de
soma de Z, é limitado por 2(/2+e(M)n  Apon | | provou essa conjectura mostrando que,
para todo grafo k-regular G com n vértices, o nimero de conjuntos estaveis de G é limitado
por 2(1/2+0(1/ K)n - Mostramos como obter uma prova da conjectura de Erdés e Granville a
partir do resultado de ALON [1991] na secao 1.4.1.

A definigdo de hom(F,G) pode ser estendida para o caso em que o grafo G tem pesos.
Permitimos pesos reais nas arestas e pesos reais positivos nos vértices de G.

Agora seja G o grafo da figura 4. Para todo grafo F, tome mc(F) o tamanho méximo de
um corte de F'. Vale que

logy hom(F,G') — |[V(F)| < mc(F) < log, hom(F,G’),

para todo grafo F'. No caso de grafos densos, isso nos da uma boa estimativa para o tamanho
maximo de um corte.

Figura 4: Grafo para estimar o tamanho maximo de um corte. O peso dos vértices é 1, dos
lagos é 1 e da aresta entre os vértices é 2.

Permitir pesos negativos nas arestas pode parecer pouco intuitivo, mas hd exemplos bas-
tante surpreendentes de invariantes de grafos que podem ser escritos como hom( -, G), onde
algumas arestas de G tém pesos negativos. Se G é o grafo da figura 5, entao, para todo grafo F',
vale que hom(F,G) =1 se F' ¢ euleriano e hom(F,G) = 0, caso contrario. Se G é o grafo da
figura 6, entao, para todo grafo F', vale que hom(F,G) é o nimero de nowhere-zero 4-flows
de F.

As provas para esses exemplos podem ser encontradas na secdo 1.4. Na préxima secao,
apresentamos alguns resultados relacionados a homomorfismos de grafos.

Xiv
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Figura 5: Grafo para existéncia de ciclos eulerianos. O peso dos vértices é 1/2, dos lagos é 1
e da aresta entre os vértices é —1.

1/4

Figura 6: Grafo para nowhere-zero 4-flows. O peso dos vértices é 1/4, dos lagos é 3 e das
arestas entre os vértices é —1.

Resultados relacionados

Seja G1,Ge, ... uma enumeracao de todos os grafos a menos de isomorfismos. Para cada
grafo G, considere o vetor (hom(G1,G), hom(Gs, G),...), chamado de vetor de homomorfis-
mos em G. Uma pergunta muito natural sobre vetores de homomorfismos em grafos seria:
grafos que nao sao isomorfos podem ter o mesmo vetor de homomorfismos? LOVASZ | ]
provou que o vetor de homomorfismos de um grafo determina unicamente o grafo a menos
de isomorfismos.

A definicdo de homomorfismo pode ser estendida para o caso em que os grafos em questao
tém pesos. Seja H um grafo com pesos nos vértices e nas arestas. Dizemos que hom(-, H) é
a funcdo de homomorfismos em H. Ao considerarmos fungoes de homomorfismos e invarian-
tes de grafos, surgem varias questoes. Dado um invariante de grafos, que caracteristicas ele
deve ter para que possa ser escrito como uma fung¢ao de homomorfismos em um grafo com
pesos? FREEDMAN, LOVASZ E SCHRIJVER | | apresentaram uma caracteriza¢ao muito
interessante. Eles definem o conceito de matrizes de conexao e caracterizam os invariantes
de grafos que podem ser expressos como funcoes de homomorfismos usando propriedades
dessas matrizes. O posto das matrizes de conexao é muito importante para essa caracteri-
zagao. LOVASZ | | determinou exatamente o posto de matrizes de conexao de fungoes de
homomorfismos em um grafo com pesos.

Também existem topicos importantes no estudo da densidade de homomorfismos. A
densidade de homomorfismos de um grafo F' em um grafo G é o nimero de homomorfismos
de F em G dividido pelo nimero de todas as fungoes de V(F') em V(G). Denotamos por
t(F,G) a densidade de homomorfismos de F' em G.

Para cada grafo G, considere o vetor (t(G1,G),t(G2,G),...), chamado de vetor de den-
sidade de homomorfismos em G. Fixe k > 3 um inteiro. Se considerarmos apenas as coorde-
nadas dos vetores de densidade de homomorfismos relativas aos grafos conexos e sem vértices
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isolados com até k vértices, o que podemos afirmar? Seja Hy, Hs,..., H, uma enumeracao
dos grafos conexos e sem vértices isolados com até k vértices. Seja S o conjunto dos veto-
res x € R™ tais que existe uma seqiiéncia de grafos (Gp)nen com lim, .o |[V(Gy)| = o e
x; = lim, o t(H;, G) para todo 1 < i < m. ERDOS, LOVASZ E SPENCER | | provaram que
S gera R™ como espago vetorial. Mais que isso, eles provaram que S tem interior nao-vazio.

Seja (Gp)neny uma seqiiéncia de grafos tal que lim, . |V (Gy)| = oco. Dizemos que a
seqiiéncia (Gp)neny é convergente se, para todo grafo F', vale que t(F,G,) converge com
n — oco. LOVASZ E SZEGEDY | | caracterizagoes de invariantes de grafos que podem ser
escritos como lim,_, t(-,Gy) para alguma seqiiéncia convergente de grafos. Eles apresen-
taram duas caracterizacoes algébricas, uma analitica e uma combinatdria. A prova desse
resultado tem como ferramenta principal o conhecido lema de regularidade de Szemerédi.
Estamos especialmente interessados em aplicacoes desse lema.

LoVAsz E SOs | | propuseram um modelo mais geral para grafos pseudo-aleatérios e
provaram uma extensao de um famoso resultado de CHUNG, GRAHAM E WILSON | | para
esse modelo. Uma seqiiéncia de grafos (Gp)neny com lim,_,o |V (Gy)| = oo é chamada de
pseudo-aleatéria com densidade p se lim, o t(F, G,) = plZE para todo grafo F. CHUNG,
GRAHAM E WILSON | | provaram que, para mostrar que uma seqiiéncia é pseudo-aleatoria,
basta testar a convergéncia para um ndmero finito de grafos F' (na verdade, basta testar para
oscasos F'= Kye F = Cy). LOVASZ E SOs | ] generalizaram esse resultado para o modelo
que propuseram.

Existem véarias outras linhas de pesquisa envolvendo homomorfismos de grafos. Algumas
questoes muito interessantes envolvendo a existéncia de homomorfismos foram estudadas ex-
tensivamente. Muitos resultados podem ser encontrados no livro de HELL E NESETRIL | ].
Recentemente, BABSON E KOzLOV | | relacionaram homomorfismos de grafos e estruturas
topologicas.

Para mais informacoes, recomendamos a resenha de BORGS, CHAYES, LOVASz, SOS E
VESZTERGOMBI | | sobre homomorfismos de grafos.

Organizacao do texto

No capitulo 1, introduzimos o conceito de homomorfismos de grafos, apresentamos exem-
plos e provamos algumas propriedades. Apresentamos também o resultado de LOVASZ | ]
sobre a unicidade dos vetores de homomorfismos.

Nos capitulos 2, 3 e 4, apresentamos resultados relacionados a matrizes de conexao. No
capitulo 2, definimos o conceito de matrizes de conexao e damos alguns exemplos. No ca-
pitulo 3, provamos a caracterizagdo de FREEDMAN, LOVASZ E SCHRIJVER | ] para os
invariantes de grafos que podem ser escritos como fungoes de homomorfismos em algum grafo
com pesos. No capitulo 4, mostramos o resultado de LOvAsz | | sobre o posto das matrizes
de conexao de homomorfismos de grafos.

Nos capitulos 5 e 6, apresentamos resultados relacionados a densidade de homomorfismos
de grafos. No capitulo 5, apresentamos os resultados de LOVASZ E SZEGEDY | | sobre
seqiiéncias convergentes de grafos. No capitulo 6, mostramos alguns resultados de ERDOS,
LOVASz E SPENCER [1979)].
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No capitulo 7, introduzimos o modelo generalizado de grafos pseudo-aleatérios de LOVASZ
E SOs [2008] e mostramos a extensao do resultado de CHUNG, GRAHAM E WILSON [1989]
para esse modelo. Nesse capitulo, praticamente todos os conceitos e resultados estudados nos
outros capitulos estdao de certa forma relacionados.
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Capitulo 1

Definicoes e propriedades basicas

Neste capitulo introduzimos o conceito de homomorfismos, provamos algumas proprieda-
des e apresentamos alguns exemplos. Apresentamos também um resultado de LOVASZ | ]
sobre a unicidade dos vetores de homomorfismos em grafos.

1.1 Definicoes

Dados grafos F' e G, uma funcao ¢: V(F) — V(G) é um homomorfismo de F em G
se, para toda aresta uwv € E(F), vale que ¢(u)p(v) € E(G). O grafo F' pode ter arestas
multiplas, mas nao pode ter lacos. O grafo G nao pode ter arestas multiplas, mas pode ter
lagos. Denotamos por hom(F, G) o nimero de homomorfismos de F' em G.

Podemos estender a definigao de hom(F, G) para o caso em que G é um grafo com pesos nos
vértices e arestas. A cada vértice v € V(G), associamos um real positivo ag(v), denominado
de peso do vértice v. A cada par (u,v) com u,v € V(G), associamos um real Gq(u,v),
denominado de peso do par (u,v). A fungao [, deve ser simétrica. Pares com peso nulo
representam nao-arestas. Dado um grafo F, definimos pesos ay(F,G) e B4(F,G) para cada
funcao ¢ de V(F) em V(G). O peso ays(F,G) é o peso de ¢ com relacao aos vértices
de G e é definido como

ap(F,G) = [ ecle).

veV (F)
O peso 34(F,G) é o peso de ¢ com relagao as arestas de G e é definido como
Bo(F,G) =[] Balo(w), ¢(v)).
weE(F)

Também denotamos 3, (F, G) por homy(F, ). Assim, definimos o nimero com pesos de
homomorfismos de F' em G como

hom(F,G) := Z ag(F,G) Bs(F,G),
¢

onde a soma é realizada sobre todas as fungdes ¢ de V(F') em V(G).



2 Capitulo 1. Definicles e propriedades basicas

1.2 Propriedades basicas

Para quaisquer grafos F' e F’, com ou sem pesos, denotamos a uniao disjunta de F' e F’
por F'F.

Proposigao 1.2.1. Sejam F}, F5 grafos quaisquer e seja G um grafo com pesos. Vale que
hOm(FlFQ, G) = hOm(Fl, G) hOm(Fg, G)

Prova: Podemos supor sem perda de generalidade que V (F; )NV (Fy) = @. Para cada fungao ¢
de V(F1Fy) em V(G), seia [(6) o par (1, 62) onde g2 V(F:) — V(G) e ¢i(v) = 6(v) para

,

todo v € V(F;) e i € {1,2}. E facil ver que
ay(Fi1F2, G) By(Fi1Fo, G) = (ag, (F1,G) By, (F1,G)) - (g, (F2, G) By, (F2, G)).

Note que f é uma fungao bijetora cujo dominio é o conjunto de fungdes de V (Fy) UV (F3)
em V(G) e a imagem é o conjunto de pares (¢1,¢2) com ¢;: V(F;) — V(G) para cada
i€ {1,2}. Assim,

hom(FiFy,G) = > {ay(FiF, G) By(FiFo, G) | ¢: V(FLFy) — V(G)}
= > {(06, (11, 6) By, (F1, G)) (000 (F2. G) By, (2. G)) |

6: V(FiF2) = V(G) e f(9) = (61,62) }
=3~ {06, (11,6) 85, (F1, ©)) (06 (12, G) B, (2. ©) |

¢i: V(F;) — V(G) parai = 1, 2}

= (32 {0n(11,6) 85, (F1,6)}) (3 { 0al(F2, ) By, (2, )} )

o1 P2
= hOHl(Fl, G) hom(Fg, G)
O

Proposicao 1.2.2. Seja F' um grafo conexo. Sejam G1 e G2 grafos com pesos. Vale que
hom(F, G1G2) = hom(F,G1) + hom(F, G2).

Prova: Podemos supor sem perda de generalidade que V(G1) N V(G2) = @. Como F é

conexo, entao, dada uma funcao ¢: V(F) — V(G1G2), vale que homy(F, G1G2) # 0 somente

se ¢ leva todos os vértices de F' em V(G1) ou todos os vértices em V(G2). Tome ®; o conjunto
de fungoes de V(F') em V(G;) para i € {1,2}. Temos que

hOHl(F, Gle) = Z Oé¢(F, G1G2) h0m¢(F, GlGQ) + Z Oé¢(F, G1G2) h0m¢(F, Gle)

PED, PP
= ) ay(F,G1)homy(F,G1) + Y ay(F,Ga) homy(F, G2)
PEDP pED

= hom(F, Gl) + hom(F, Gg)



Secdo 1.2. Propriedades bdsicas 3

Definimos o produto cartesiano de F' e F’ como o grafo F' x F’ sobre V(F) x V(F') com
conjunto de arestas

E(F x F') == {{(u,v), (W ,v")}: wu' € E(F) e vv' € E(F")}.

Podemos estender essa definicdo quando os grafos em questao tém pesos. Sejam G e Go
grafos com pesos. No grafo G x G2 o conjunto de vértices e arestas sao definidos como no
caso sem peso. O peso de um vértice (v1,v2) de G1 X Gg é definido como

ag, ><G2((Ulv UQ)) =og (Ul) ag, (’02)'

O peso de um par ((u1,v1), (u2,v2)) é definido como

By xas ((u1,v1), (ug,v2)) == Bg, (u1,u2) Ba, (v1, v2).
Proposicao 1.2.3. Seja F' um grafo e sejam G1 e Gy grafos com pesos. Vale que

hom(F, G x G2) = hom(F, G1) hom(F, G3).

Prova: Para cada funcao ¢ de V(F) em V(G x Ga2), seja f(¢) := (¢1, d2) onde ¢;: V(F) —
V(Gi) e ¢i(v) = (¢(v)); para todo v € V(F') para i € {1,2}. E fécil ver que

a¢(F, G1 X GQ),B¢(F, G1 X GQ) = (Oé¢1 (F, Gl)ﬂ¢1 (F, Gl)) (a¢2 (F, GQ) ﬂ¢2(F, GQ))

Note que f é uma funcdo bijetora cujo dominio é o conjunto de funcoes de V(F') em
V(G1) x V(G2) e a imagem é o conjunto de pares (¢1, ¢2) com ¢;: V(F) — V(G;) para cada
i€{1,2}. Assim,

hom(F, Gy x Ga) = Y {ay(F,G1 x G2) B4(F,G1 x Ga) | ¢: V(F) — V(G1 x Ga)}
=3 {0, (F,G1) B, (F,G1) (g, (F, G2) B, (F, G)) |
61 V(F) = V(G1 x G2) € f(6) = (61,00)}
= > {06 (F.G1) B, (F.G1)) (4, (F, ) B, (F. G)) |
¢i: V(F) — V(G;) para i = 1,2}
= (D {06 (F.G1) By, (.G} ) (D { s (1. G2) By, (F.G)})

o1 $2
= hom(F, G1) hom(F, GQ)



4 Capitulo 1. Definicles e propriedades basicas

1.3 Versoes injetora e induzida de homomorfismos

Dados grafos F' e G sem pesos, denotamos por inj(F,G) o nimero de homomorfismos
injetores de F' em G. Podemos estender essa definicdo para o caso em que G tem pesos, da
seguinte forma:

inj(F, G) Za¢ F,G) homy(F,G),
¢
onde a soma ¢ realizada sobre todas as funcoes injetoras ¢ de V(F) em V(G).

Definimos também o conceito de homomorfismo induzido. Dados grafos F' e G sem pesos,
dizemos que um homomorfismo de F em G é induzido se é injetor e, para quaisquer u,v €
V(F), vale que uwv € E(F) se, e somente se, ¢(u)p(v) € E(G). Denotamos o nimero de
homomorfismos induzidos de F' em G por ind(F, G).

Podemos estender ind(F,G) para o caso em que G é um grafo com pesos. Para cada
fungao ¢ de V(F) em V(G), definimos

indy(F.G) =[] Balé).éw) [ (1-Ba@w),é)).

weE(F) w@E(F)
Assim, indy(F,G) é o peso de ¢ com relagao as arestas e nao-arestas. Definimos

ind(F,G) Z ay(F,G)indy(F, G),

¢
onde a soma é realizada sobre todas as fungoes injetoras ¢ de V(F') em V(G).
Proposigao 1.3.1. Sejam F' e G grafos. Vale que
inj(F,G) = Y _ ind(F',G),
F'OF

onde a soma é realizada sobre todos os supergrafos F' de F' com conjunto de vértices V(F).

Prova: Para cada funcao injetora ¢ de V(F') em V(G), defina Fyy como o supergrafo de F' com
conjunto de vértices V(F') e onde vértices u e v sdo adjacentes se ¢(u) e ¢(v) sao adjacentes
em G. Temos que

inj(F, Q) Za¢ (F,G)homy(F,G) = Zind¢(F¢,G)

¢ injetora ¢ injetora
= Z Z indg(Fy, G Z ind(F’, G).
F'DF F'DF
V(F)=V(F )F¢—F' V(F")=V(F)

O seguinte resultado é uma aplicagao simples da férmula de inversdo de Mobius.
Proposigao 1.3.2. Sejam F e G grafos. Vale que

ind(F,G)= > (-1)FENEElinj(r' q).

F'OF
V(E)=V(F)
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1.4 Exemplos

Existem muitos invariantes de grafos que podem ser escritos como hom( -, G) para algum
grafo G. Primeiro vamos dar exemplos em que G nao tem pesos.

Exemplo 1.4.1 (Coloragoes). Para todo grafo F', uma k-coloragao de F' é uma fungao ¢
de V(F) em [k] tal que
w € E(F) = ¢(u) # ¢(v),
para quaisquer u,v € V(F).
Dado um grafo F', vale que o nimero de k-coloragdes de F' é igual a hom(F, Kj). Veja a
figura 1.1. Podemos supor que V(K}) = [k]. Note que, se ¢ é um homomorfismo de F' em

<D

K,

X

-V

)

Figura 1.1: Coloracoes.

K}, entao, para cada i € [k], a pré-imagem de i é um conjunto estdvel. Assim, se uv € E(F),
entao ¢(u) # ¢(v) para quaisquer u,v € V(F'). Logo, ¢ é uma k-coloracao de V(F).

Por outro lado, se ¢ é uma k-coloracao de F', é facil ver que ¢ é um homomorfismo de F
em K, considerando V(K}) = [k].

Exemplo 1.4.2 (Conjuntos estaveis). Para todo grafo F, tome est(F') o nimero de con-
juntos estdveis de F. Seja G’ o grafo formado por dois vértices u,v tais que u e v sao
adjacentes e hd um lago em u. Para todo grafo F', vale que est(F) = hom(F,G’). Veja a
figura 1.2. Para cada homomorfismo ¢ de F' em G’, tome Sy a pré-imagem de v. Note que
Sg é um conjunto estével e é tnico para cada homomorfismo de F' em G'.

Por outro lado, seja S um conjunto estdvel de F. Seja ¢: V(F) — V(G') a fungao definida

como
v, sew €S
P(w) == .
u, caso contrario,

para cada w € V(F). Vale que ¢ é um homomorfismo de F' em G'.

Existem também invariantes de grafos interessantes se considerarmos fungoes do tipo
hom(F, -) para algum grafo F.
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(

F

G/

Figura 1.2: Conjuntos estaveis.

Exemplo 1.4.3 (Tridngulos). Se G é um grafo sem lagos, entao o niimero de triangulos de
G é igual a hom(K3, G). Veja a figura 1.3.
Note que cada homomorfismo de K3 em G leva K3 em um tridngulo de G.

2

G

Figura 1.3: Dois triangulos.

Vamos apresentar alguns exemplos em grafos com pesos.

Exemplo 1.4.4 (Corte maximo). Seja F' um grafo com pelo menos dois vértices e seja ¢
o tamanho maximo de um corte de F'. Vale que

logy hom(F, G) — |V(F)| < ¢ <log, hom(F,G),

onde G formado por dois vértices u,w adjacentes e com lacos em cada vértice. O peso de
cada vértice e de cada lago é 1. O peso do par (u,w) é 2. Veja a figura 1.4.

Figura 1.4: O peso dos vértices é 1, dos lagos é 1 e da aresta entre os vértices é 2.
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Para cada funcao ¢: V(F) — V(G), tome Uy a pré imagem de u e Wy, a pré-imagem
de w. Note que {Uy, Wy} é uma particao de V(F'). Seja £y o nimero de arestas entre Uy
e Wy, ou seja, £y ¢ o tamanho do corte (Ug, Wy). Temos que homy(F,G) = 2t para toda
funcao ¢ de V(F) em V(G).

hom(F,G) = > homy(F,G) sz% < ng olV(E)| . ot
¢

Ademais,
hom(F,G) = Zhom¢(F, G) > 2.
¢

Exemplo 1.4.5 (Ciclos eulerianos). Dizemos que um grafo F' é euleriano se existe um
ciclo em F' que passa por cada aresta exatamente uma vez. Um resultado bem conhecido nos
diz que um grafo F' é euleriano se, e somente se, F' é conexo e todos os seus vértices tém grau
par.

Seja G o grafo formado por dois vértices u,w adjacentes e com lagos em cada vértice.
O peso de cada vértice é 1/2 e de cada lago é 1. O peso do par (u,w) é —1. Veja a figura 1.5.

12 1/2
—1

Figura 1.5: O peso dos vértices é 1/2, dos lagos é 1 e da aresta entre os vértices é —1.

Para todo grafo F' vale que

hom(F, G) {1, se F' é eul(e/ri.ano;
0, caso contrario.

Seja F' um grafo. Para cada funcao ¢: V(F') — V(G), tome Uy a pré imagem de {u} e
Wy, a pré-imagem de {w}. Note que {Ug, Wy} é uma particao de V(F'). Seja £y o ntimero de
arestas entre Uy e Wy, ou seja, £ é o tamanho do corte (Up, Wy). Temos que homgy(F, G) =
(—1),% para toda funcao ¢ de V(F) em V(G).

E facil ver que se F' é euleriano, entao todo corte de F' é par. Portanto,

1 ¢ V(F 1
¢

Suponha que F' nao é euleriano. Tome v um vértice de grau impar em F. Para cada
V C V(F)\ {v}, existe exatamente uma funcao ¢v: V(F) — V(G) tal que Uy = V e
exatamente uma fungao ¢1,: V(F) — V(G) tal que Uy = V U {v}. Note £y, e ly;, teém
paridade diferentes. Assim,

1 . » 1
VEV(F)\{v} VEV(F)\{v}
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Exemplo 1.4.6 (Nowhere-zero 4-flows). Para todo grafo F', fixe uma orientacao F”’ de F'.
Um nowhere-zero k-flow é uma funcao ¢ de A(F') em Zj \ {0} tal que

Y. dluw)y= Y v,

u: uv€A(F") u: vu€A(F”)

para todo vértice v. Vale que o niimero de fluxos independe da orientagdo escolhida.

Um caractere de Zj, ¢ uma funcao x de Z; em C\ {0} tal que x(i + j) = x(7)x(j) para
quaisquer i,j € Zy.

Para quaisquer caracteres x e x’' de Zy, tome x - x' como (x-x')(7) := x(i)x/(i) para todo
1 € Zi. O conjunto de caracteres de Zj com essa operagao € um grupo, que chamamos de
grupo de caracteres de Z; e denotamos por L.

Como Zj é um grupo abeliano finito, seus caracteres tém algumas propriedades especiais.
Por exemplo, Z; tém exatamente k caracteres. Ademais, para todo y € Zk, vale que x(i) é
uma raiz da unidade para todo ¢ € Zj. Para cada x € Zye, definimos x~ ! como a funcao tal
que x1(i) = 1/x(i) para todo i € Zj.

Seja Hy o grafo sobre Zj, com 08 pesos definidos a seguir. Para cada x € Zy, definimos
am, (x) = 1/k. Para quaisquer x, x’ € Zg, tome

k—1
Br(6xX) =D x ) (4).
=1

Os caracteres de Z4 sao apresentados na seguinte tabela.

0 1 2 3
x1 1| 1 1 1
x2 | 1| ¢ | —1| —¢
x3 | 1|-1] 1 ]|-1
xa | 1| —2 | —1] 12

Note que B, (x,X") =3 se x =X e —1, caso contrario. Assim, Hy é o grafo da figura 1.6.

1/4

Figura 1.6: Grafo para nowhere-zero 4-flows. O peso dos vértices é 1/4, dos lagos é 3 e das
arestas entre os vértices é —1.

Vamos mostrar que hom(F, Hy) é o nimero de nowhere-zero k-flows de F'. Note que

é preciso que a fungao [y seja simétrica e que os pesos das arestas sejam reais’. No caso

k = 4, essas condicOes sao satisfeitas.

!Poderfamos também definir homomorfismos para grafos dirigidos e permitir pesos complexos nas arestas.
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Tome n := |V (F)|. Para toda funcao ¢: A(F') — Zi \ {0} e todo vértice v € V(F), tome
)= S sw)— Y o).
u: wweA(F") u: vu€A(F")
Note que ¢ é um fluxo se, e somente se, dy(v) = 0 para todo v € V(F'). Tome
A= > I D x0sw)
¢: A(F")—=Zp\{0} veV(F) xeZ,
E uma propriedade do grupo dos caracteres que

ZX(i):{k7 se i = 0;

- 0, caso contrério;
XEZy,

para todo i € Zj. Assim, se ¢ é um nowhere-zero k-flow, entao
I > x@) ="
UEV(F) XGZk

Caso contrario, esse produtério vale 0. Portanto, A- k™" é o ntimero de nowhere-zero k-flows
de F. Note que, expandindo o produtério sobre v € V(F), temos

T 3 x@wy= S J[ @)
veEV(F) xeZy ¥ V(F =1, vEV(F)

Como 9, é um caractere, vale que

Yo (0 ( Z o(uv) — Z d)vu)

wveA(F") vu€A(F")
= ] wo(sv) [ vulo
uwveA(F") vu€A(F")

Portanto,

A= > [T vu(@(wo)pu(g(un))™

¢: A(F')=Ze\{0} 4 V(F) -7y, weA(F")

= Z H oy (o(uv)) by (p(uv)) L

Wi V(F)—=Zy, ¢ AF")—Zi\{0} uwwe A(F")
Para cada ¢: A(F') — Zj,, temos que

> [T vo(d(uo)du((ue)™

b1 A(F")—Zi\ {0} woe A(F")

= 10 > wleuli)”

uwv€A(F") i€Zi\{0}

= H B, (u,v) H Bp, (u,v) = homy (F, Hy).

uvEA(F") weE(F)
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Assim,

A= > homy(F,H).
b V(F)—Zy

Portanto,
1

1
o homy, (F, Hy) = — - A,

hom(F, Hy) = Z o
¥

que é o nimero de nowhere-zero k-flows de F'.

1.4.1 Conjuntos livres de soma

Nesta se¢ao mostramos uma aplicacao para contagem de conjuntos estaveis em grafos.

Seja n um inteiro positivo. Dizemos que um subconjunto X C Z,, é livre de somas se,
para quaisquer x1,xs € X, vale que x1 + 9 € X. Para cada n, denote por £, o nimero de
conjuntos livres de soma de Z,.

Erd6s e Granville conjecturaram em 1988 que

0, < 9(t/2to(W)n.

Note que, se n é par, entao todo conjunto formado apenas por nimeros impares € livre de
somas. Com isso, obtemos que £, > 2"/2 para todo n par. Assim, essa cota é essencialmente
justa.

ALON | | provou essa conjectura com o seguinte teorema.

Teorema 1.4.1. Seja G um grafo k-regular com n vértices. Vale que

eSt(G) g 2(1/2—&-0(1{:*01))”

Vamos mostrar como provar a conjectura de Erdos e Granville a partir do teorema 1.4.1.

Para todo S C Z,\{0}, dizemos que um subconjunto X C Z,, é S-livre se (X+5)NX = &,
ou seja, para quaisquer ¢ € X e s € S, valeque x + s € X.

Observe que o nimero de subconjuntos de Z,, com tamanho no maximo [logyn| é

[logy 1]
2 (”) = 20,
=0 !

Para cada X C Z,, com |X| > |logy 1|, seja Sx o subconjunto de X formado pelos |log, 1|
menores elementos de X. Note que, se X é livre de somas, entdo X é Sx-livre. Assim,

<22y Y ({X C Zy: X & S-livee}|.

SCZ,
|S|=logy n]
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Para cada conjunto S C Z,, definimos o grafo de Cayley Hg como V(Hg) := Zj, ¢
ij € E(Hg) se existe s € S tal que i +s = j ou j+ s = i. Note que Hg ¢ (2|S])-regular.
Ademais, se X é S-livre, entdao X é um conjunto estavel em Hg. Assim,

b <2004 N est(Hg).

SCZn
|S|=logy 7]

Aplicando o teorema 1.4.1,

o< 3 g/2r0(Cloran) T D)n _ o1/ 4o()n,

SCZn
|S|=logy n]

1.5 Unicidade dos homomorfismos em um grafo

Nesta segao apresentamos um resultado de LovAsz [1967] que diz que a fungao hom( -, G)
¢ inica para cada grafo G (a menos de isomorfismos de G). O grafo G pode ter lagos, mas nao
pode ter arestas multiplas. Os grafos F' para os quais calcularemos hom(F, G) nao podem
ter lagos nem arestas multiplas.

Na verdade, o resultado provado por LOVASZ | | diz respeito a estruturas mais gerais
do que grafos. Mantemos aqui o esquema de demonstragdo de LOVASZ | ].

Teorema 1.5.1. Dados grafos G e G, vale que hom(F,G) = hom(F,G’) para todo grafo F,
se, e somente se, G e G' sao isomorfos.

Seja Surj(F,G) o conjunto de homomorfismos sobrejetores de F' em G e tais que, se u
e v sao vértices nao-adjacentes em F, entao suas imagens nao sao adjacentes em G. Tome
surj(F, G) := | Surj(F, G)|.

Definimos também

Hom(F,G) := {¢: ¢ ¢ um homomorfismo de F' em G};
Inj(F,G) := {¢: ¢ é um homomorfismo injetor de F' em G}.

Fixe uma enumeracao G1,Ga,... de todos os grafos a menos de isomorfismo. Dados
grafos F' e G, para cada i defina

Hom;(F,G) := {¢ € Hom(F,G): ¢(F) = G;};
hom;(F, G) := |Hom,(F, G)|,

onde ¢(F') é o grafo (¢p(V(F')),¢(E(F))). Note que

hom(F,G) = hom;(F,G). (1.1)
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Lema 1.5.2. Sejam F' e G grafos. Para todo i, vale que

surj(F, Gy)

Prova: Para cada fungao ¢ € Hom;(F, G), defina o conjunto

X4 = {(&,9): € € Swrj(F,Gy), ¢ € mj(Gi,G) e p = o).

Vamos provar que | Xy| = surj(G;, G;). Assim, teremos que

surj(Gy, Gi) homy(F,G) = >~ |Xy| = swrj(F, G;) inj(Gi, G).
¢€eHom, (F,G)

Seja ¢ € Hom;(F,G). Observe que se ¢ € Inj(G;,G), entdo podemos considerar 1) como
uma fun¢ao bijetora cujo dominio é V(G;) e cuja imagem é V(¢(G;)). Assim, 1) admite uma
inversa.

Como ¢(F) = G}, existe 1) um isomorfismo de G; em ¢(F). E claro que ¢ € Inj(Gy, G).
Tome ¢ := ¢~ Lo¢, onde consideramos V (G;) como o dominio de ¢ e V(¢(F)) como a imagem
de 1. E facil ver que ¢ 0 £ = ¢. Ademais, £ € Surj(F,G;).

Defina o conjunto

Xg={(Co&po(™h): ¢ eSurj(Gi, Gi)}-

E 6bvio que | X = surj(Gy, Gi). Vamos provar que Xy = X|. Seja ¢ € Surj(Gj, Gi). Note
que ¢ o & € Surj(F,Gy) e o (™! € Inj(Gs,G). Ademais, vale que (o ("1 o ((oé) =1 o&.
Portanto, (Co &, o(7 1) € X4. Ou seja, X</b C Xs.

Por outro lado, seja (¢/,9') € X4. Tome ¢ := (¢')71 o¢p. Como ¢(F) = G;, vale que
¢ € Surj(G;, G;). Ademais,

(ob=((W) o)ol=)ogp=¢"e
Yo(Tt=vo (W) o)t =yo(pToy) =

Portanto, (§',4") € Xj. O

Prova do teorema 1.5.1: Basta provarmos que, se hom(F, G) = hom(F, G’) para todo grafo F,
entdo inj(F,G) = inj(F,G") para todo grafo F. De fato, isso implicaria que inj(G’,G) =
inj(G’,G") > 0, o que significa que G’ é isomorfo a um subgrafo de G e que inj(G,G") =
inj(G,G) > 0, o que significa que G é isomorfo a um subgrafo de G’. Ou seja, G e G’ sdo
isomorfos.

Suponha entdao que hom(F,G) = hom(F,G’) para todo grafo F. Vamos provar que
inj(F,G) = inj(F, G’) para todo grafo F. A prova é por indugao em |V (F)|. Se |V(F)| =1,
entao

inj(F, G) = hom(F, G) = hom(F,G") = inj(F,G").
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Suponha entao que |V (F)| > 1. Seja j tal que F' = G;. Para todo ¢ > 1 com |V (F)| =
|V (G;)], vale que surj(F,G;) > 0 se, e somente se, F' =~ G;. Assim,

L . surj(F, G;) . .
inj(F,G) = inj(G;,G) = Z <surJJ((GG)) an(Gi,G)>-
i |V(Gi)|=IV(F)| v

Usando a equagao (1.1) e o lema 1.5.2, temos que

surj(F,G;) . .
hom(F,G) = hom;(F,G) = > (wm((GGZ)) inj(G, G))
i i [V(Ga)|<[V(F) e

= inj(F,G) + > <SurJ(FGz) inj(G;, G)>,

A surj(Gi, G;)
i [V(Gy)|<|V(F)]
e analogamente para G’. Assim,
inj(F,G) — inj(F,G")

= (hom(F,G) — hom(F,G")) — Z <

i V(G)|<[V(F)]

: > (SUU(F’GZ) (inj(Gs, &) = inj(Gi, G))> =0

i @y ) NG )

SUI‘j (Fa Gl)

surj(G;, Gy) (inj(G, G) — nj(C G/)))






Capitulo 2

Matrizes de conexao

Neste capitulo definimos o conceito de matrizes de conexao, provamos algumas proprie-
dades e apresentamos alguns exemplos.

Destacamos que neste capitulo os grafos podem ter arestas multiplas, mas nao podem ter
lacos.

2.1 Definicoes

Dado um conjunto finito S C Z.,, um grafo S-rotulado é um par (G, h), onde G é um
grafo e h é uma funcao injetora de S em V(G). Dizemos que S é o conjunto de rétulos de G.
Dizemos que a imagem de h é o conjunto de vértices rotulados de G. Por simplicidade
de notagao, quando dizemos que G é um grafo S-rotulado consideramos que um subconjunto
de seus vértices recebeu os rétulos de S e omitimos a funcao h. Dizemos que grafos S-rotu-
lados G' e G’ sao isomorfos se existe um isomorfismo entre G' e G’ que respeita os rétulos,
ou seja, que leva vértices rotulados a vértices de mesmo rétulo. Se nao quisermos especificar
o conjunto de rétulos de um grafo, dizemos que o grafo é parcialmente rotulado. Dizemos
que um grafo é k-rotulado quando é [k]-rotulado.

Dado um grafo S-rotulado G e um grafo S’-rotulado G’, definimos o produto entre G e
G’ como o grafo (SUS")-rotulado, denotado por GG, obtido pela unido disjunta de G e G’ e
identificacao de vértices com mesmo rotulo. Desse processo, podem surgir arestas multiplas.

Um invariante de grafos é uma funcao f que associa grafos a ntimeros reais de modo
que f(G) = f(G') sempre que G e G’ forem isomorfos. Dado um invariante de grafos f e
um inteiro k > 0, definimos a matriz de conexao de f para grafos k-rotulados como
a matriz M(f, k) indexada por {G1,Ga,...} x {G1,Ga,...} onde (M(f,k))c,c;, = [(GiGj)
e G1,Gg,... é uma enumeragao de todos os grafos k-rotulados a menos de isomorfismo.
Definimos o posto de M(f, k) como r(f,k) := sup{i: ¢ € L}, onde um inteiro i estd em L
se, e somente se, existe um conjunto de 4 linhas de M (f, k) linearmente independentes. Note
que r(f, k) pode ser infinito.
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2.2 Propriedades basicas

Dizemos que um invariante de grafos f é multiplicativo se, para quaisquer grafos G, G’,
vale que f(GG') = f(G)f(G). Dizemos que f é k-multiplicativo se, para quaisquer grafos
k-rotulados G, G, vale que f(GG') = f(G)f(G").

Dizemos que uma matriz M indexada por S x S com S finito é positiva semidefinida
se M é simétrica e " Mz > 0 para todo z. Dizemos que uma matriz M é positiva semi-
definida se toda submatriz M’ de M indexada por S’ x S’ onde S’ é um subconjunto finito
de S é positiva semidefinida. Dizemos que f tem reflexao positiva se M(f, k) é positiva
semidefinida para todo k > 0.

Para todo k > 0, seja Uy, o grafo k-rotulado com k vértices sem arestas.

Proposicao 2.2.1. Seja k > 0 um inteiro. Seja f um invariante de grafos tal que f(G) # 0
para algum grafo k-rotulado G. Entao, f é k-multiplicativo se, e somente se, f(Ux) =1 e
r(f, k) =1.

Ademais, se f é k-multiplicativo, entao M (f, k) é positiva semidefinida.

Prova: Suponha que f é k-multiplicativo. Entdo, temos que f(Uy) = f(UpUyi) = f(Ur)?.
Assim, vale que f(Uy) =0 ou f(Ug) = 1. Se f(Uk) = 0, entdo, para todo grafo k-rotulado G,
vale que f(G) = f(GUy) = f(G)f(Ug) = 0. Isso seria uma contradi¢ao. Portanto, f(Uy) = 1.
Tome x o vetor (f(G1), f(G2),...)" onde G1,Gs,... é uma enumeragao de todos os grafos
k-rotulados a menos de isomorfismo. E facil ver que M (f, k) é o produto externo zz". Assim,
é claro que r(f, k) =1 e que M (f, k) é positiva semidefinida.

Suponha que f(Ux) = 1 e r(f,k) = 1. Vamos mostrar que f é k-multiplicativo. Note
que 7 = (f(G1), f(G2),...) é a linha de M(f, k) indexada por Uy. Podemos supor sem
perda de generalidade que G7 = Ug. Como r(f, k) = 1, entao podemos associar a cada grafo
G; uma constante ¢; tal que a linha de M(f, k) indexada por G; é igual a ¢;x. Note que

f(GZG]) = sz(G]) ASSim,
f(Gi) = [(GiUk) = ci f(Uy) = c.

Portanto,
[(GiGj) = aif(G)) = [(Gi) f(G;)

e estamos feitos. O

Proposigao 2.2.2. Seja f um invariante de grafos multiplicativos e sejam k e { inteiros
nao-negativos. Vale que

r(f,k+2¢) >r(f, k) -r(f,0).

Prova: Seja M a submatriz de M (f, k+{) indexada por S x S, onde S é o conjunto de todos
os grafos (k+{)-rotulados tais que em cada componente todos vértices que receberam rétulos
tém rétulo no maximo k ou todos tém rétulo maior do que k.

E facil ver que M é o produto de Kronecker de M(f,k) e M(f,¢). Portanto, o posto de
M éx(f k) -x(f,0). O
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2.3 Exemplos

Nesta sec¢ao, apresentamos alguns exemplos extraidos do artigo de LOVASZ | |. Algu-
mas provas serao omitidas ou apenas parcialmente apresentadas.

Exemplo 2.3.1 (Arestas). Seja e(G) o nimero de arestas de G. Vale que r(e, k) = 2 para
todo k > 0.

Prova: Para todo k > 0, seja Lj o grafo k-rotulado que é a unido disjunta de Uy e Ky
(mantemos os rétulos de Uy). Note que e(GG') = e(G) + e(G’) para quaisquer grafos k-rotu-
lados G e G'. Assim, é claro que

e(UrG) = e(Uy) + e(G) = e(G);
e(LyG) = e(Lg) + e(G) = e(G) + 1.

Com isso, é facil ver que as linhas de M(e, k) indexadas por Uy e Ly sdo linearmente inde-
pendentes. Logo, r(e, k) > 2.

Por outro lado, seja F' um grafo k-rotulado qualquer. Para todo grafo k-rotulado G, vale
que

(1 —e(F))-e(UpG) +e(F) - e(LyG) = (1 —e(F)) - e(G) + e(F) - (1 + e(Q))
=e(G) +e(F) = e(FG).
Assim,
(1—e(F)) - M(e, k), +e(F)-M(e, k), = M(e, k)p.
Provamos que r(e, k) = 2 para todo k. O

Exemplo 2.3.2 (Arestas nao-paralelas). Seja ¢/(G) o nimero de arestas nao-paralelas
de G. Vale que r(e/, k) = (g) + 2 para todo k > 0.

Exemplo 2.3.3 (Subgrafos geradores). Seja subg(G) o nimero de subgrafos geradores
de G. Vale que r(subg, k) = 1 para todo k& > 0.

Prova: Segue diretamente da proposicao 2.2.1. O

Exemplo 2.3.4 (Subgrafos geradores simples). Seja subg'(G) o ntimero de subgrafos
k

geradores de G sem lagos e sem arestas paralelas. Vale que r(subg’, k) = 2(2) para todo k > 0.

Exemplo 2.3.5 (Emparelhamentos perfeitos). Seja emp(G) o nimero de emparelha-

mentos perfeitos de G. Vale que r(emp, k) = 2¥ para todo k > 0.

Prova: Vamos mostrar apenas que r(emp, k) < 2¥. Para todo grafo k-rotulado G e todo
X C [k], tome emp(G, X) o nimero de emparelhamentos perfeitos do subgrafo de G induzido
por S(G, X), onde S(G, X) é formado pelos vértices nao-rotulados de G e pelos vértices de
G cujos rétulos estao em X.
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Para quaisquer grafos k-rotulados G e G’, vale que

emp(GG') = Z emp(G, X)emp(G', [k] \ X).
XCH

Seja N a matriz indexada por {G1, Ga,...} X 2 onde G1,Go, ... é uma enumeracao dos
grafos k-rotulados a menos de isomorfismos e

Ng, x =emp(G;, X),

para todo grafo k-rotulado G; e todo X C [k].
Seja W a matriz indexada por 2[F x 2K tal que

1, se X =[k]\ X;
WX’X_:{ K]\

0, caso contrario.

E facil ver que M (emp,k) = NWNT. Como N tem 2 colunas, entdo é claro que
r(emp, k) < 2% O



Capitulo 3

Matrizes de conexao e
homomorfismos de grafos

Neste capitulo estudamos condicoes que um invariante de grafos deve satisfazer para que
possa ser escrito como hom( -, G) para algum grafos com pesos G. FREEDMAN, LOVASZ E
SCHRIJVER | | provaram uma caracterizacao de tais fungoes.

Neste capitulo grafos sem pesos podem ter arestas multiplas, mas nao lagos.

3.1 Caracterizagao de homomorfismos em grafos

O objetivo deste capitulo é provar o seguinte teorema.

Teorema 3.1.1. Seja f um invariante de grafos nao identicamente nulo. Existe um grafo G
com pesos tal que f =hom( - ,G) se, e somente se, as seguintes condi¢oes sao satisfeitas:

(i) f tem reflexao positiva;

(i) existe um real q tal que r(f, k) < ¢* para todo k > 0.

3.2 Algumas propriedades de grafos k-rotulados

Dado um grafo G' com pesos e uma funcao ¢: [k] — V(G), definimos

k

as(G) == [ [ aa(¢(i)).

=1

Dado um grafo k-rotulado F', definimos

@)=Y 2" 5 p g
/6¢(F7 ) % Oéqg(G) ﬁq/)(Fﬂ )7
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onde a soma é realizada sobre todas as funcoes ¢: V(F) — V(G), tais que, se v tem rétulo 1,
entao ¥(v) = ¢(i). Dizemos que 1) estende ¢. Também denotamos 3, (F, G) por homy(F, G).
Usaremos as duas notacoes indiscriminadamente.

Assim, é 6bvio que

hom(F,G) = Y ay(G)By(F,G).
¢: [K]=V(G)

Lema 3.2.1. Dados grafos k-rotulados F e F5 e um grafo G com pesos, vale que
homgy(F1 Fy, G) = homy(F1, G) homy(F, G).

para toda funcao ¢: [k] — V(G).

Prova: Para quaisquer funcoes ¢: V(F1) — V(G) e ¢2: V(F3) — V(G) tais que ¢;1(u) =

Ya(v) = ¢(i) sempre que u e v tém o mesmo rétulo i, denotamos por h(11,12) a funcao de

V(F1Fy) em V(G) tal que

P (v), sewv e V(F);

(h(3h1,1h2)) (v) = {w(v), se v € V(Fy).

Temos que

« F F 7(;1

h0m¢(F1F2,G): Z h(lﬁl,le)EGl) 2 )
¢11¢2 ¢

_ 3 2l G) oy (R F, G)
ag(G)?

hOmh(wl?w” (FlFQ, G)

hom¢1 (FlFQ, G) hom¢2 (FlFQ, G)
1,2

Oé¢1(F1F2,G) O‘¢2(F1F2’G)
= ———— " h F F: — " *h F F:
% Oz¢(G) Omwl( 1 ZaG)% Oz¢(G) Omwz( 1 27G)

= homy, (F1, G) homy, (F», G),

onde as somas sao realizadas sobre todas as fungoes 1 e 1 tais que ¥;: V(F;) — V(G) e ¥
estende ¢ para todo i € {1,2}. O

Nas préximas secoes, nos dedicamos a provar o teorema 3.1.1.

3.3 Teorema 3.1.1: prova da necessidade
Lema 3.3.1. Seja f = hom( - ,G) para algum grafo G com pesos. Vale que
(i) f tem reflexao positiva;

(ii) r(f, k) < |V(G)|F para todo k > 0.
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Prova: Para quaisquer grafos k-rotulados F e F’, pelo lema 3.2.1 vale que

hom(FF',G) = Z as(G) homy(FF',G) 21 Z ay(G) homy(F, G) homy (F', G).
¢: K=V (G) ¢: K=V (G)

Assim, fica claro que

M(f k)= > ay(G)M,,

¢: [k]=V(G)

onde My = x(¢p)x(¢)" e x(¢) é o vetor indexado por G1, G, ..., que é uma enumeracao de
todos os grafos k-rotulados a menos de isomorfismos, tal que

z(¢p)g, = homy(G;, G).

Portanto, como a4(G) > 0 para todo ¢, segue que M (f, k) é positiva semidefinida.
E fécil ver que, para toda funcdo ¢: [k] — V(G), vale que ay(G)My tem posto no mé-
ximo 1. Assim,

(< Y 1=V (3.1)

¢: [k]=V(G)

O]

3.4 Teorema 3.1.1: prova da suficiéncia

Daqui em diante fixamos um invariante de grafos f nao identicamente nulo com reflexao
positiva e para o qual existe um real ¢ tal que r(f, k) < ¢* para todo k > 0. Como f nio é
identicamente nulo, vale que f(Kp) = 1. Note que r(f,0) = 1. Assim, pela proposigao 2.2.1,
vale que f é multiplicativa.

Vamos supor que f(K1) = 1. A seguinte proposicao justifica por que podemos fazer isso.

Proposigao 3.4.1. Seja h um invariante de grafos tal que h(K1) # 0. Seja h' o invariante de
grafos tal que h'(G) := h(G) - h(K1)V(©I. Se existe um grafo com pesos H' tal que h'(G) =
hom(G, H') para todo grafo G, entéo existe um grafo com pesos H tal que h(G) = hom(G, H)
para todo grafo G.

Prova: Seja H o grafo com pesos com conjunto de vértices V(H') com os pesos definidos da
seguinte maneira

ag(v) == C;L?f/((f))’ para todo v € V(H);

Br(u,v) := By (u,v), para quaisquer u,v € V(H).
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Assim, para todo grafo G, vale que

W (G) hom(G, H')
h(G) = WEOVE@T ~ 1K)V

_ E(b a¢(Gv H,) ﬁ(z)(Gv H/)

h(K)V @
ap (¢(v))

= Zd): ( 11 I;L(Tl)> Bs(G, H)

= ZO&¢(G,H) ﬁd)(Gv H)

veV(QG)

¢
= hom(G, H).
O
3.4.1 A algebra dos grafos parcialmente rotulados
Seja G1,Go, ... uma enumeracao de todos os grafos parcialmente rotulados a menos de

isomorfismos. Seja G o conjunto das combinagoes lineares formais de grafos parcialmente
rotulados. Os elementos de G sdao da forma

xr = Z.%Gl,

i>1

onde z; € R e {G;: x; # @} deve ser finito. Os elementos de G sao chamados de grafos
quanticos’.

Para transformar G em um espaco vetorial sobre R, precisamos definir uma operagao de
soma entre elementos de G e uma operacgao de multiplicagao entre reais e elementos de G.

Para quaisquer z,y € G, definimos z+y := >, (2;+y;)G;, onde z = > ;G e y = > 4;G;.
Para todo real A e z = ) x;G; em G, definimos Az := Y A\x;G;.

E facil ver que, com essas operagoes, G é de fato um espaco vetorial. A adigao é claramente
comutativa e associativa. O vetor 0 = (0,0,...) é o elemento neutro e é claro que cada
elemento de G tem um oposto. A multiplicacdo por escalares é associativa e distributiva
(com relagao a adigdo entre vetores e adigao entre escalares). Além disso 1z = x para todo
x€gq.

Podemos transformar G em uma algebra (um espaco vetorial com operacao de produto
entre elementos de G associativa). Para quaisquer z,y € G, definimos xy := ZG,G’ rqya GG'.
E f4cil ver que este produto é comutativo, associativo e que Ky é uma unidade.

Para cada subconjunto finito S C Z.,, definimos G(S) como a sub-dlgebra de G gerada
pelos grafos S-rotulados. Para cada S C Z.,, tome Ug como um grafo com |S| vértices
S-rotulado sem arestas. B facil ver que Ug é uma unidade em G (S).

'Este nome é relacionado aos bits quanticos (qubits) da Computacio Quantica.
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Podemos estender f para que seja uma funcao sobre ¢ de uma maneira bem simples.
Definimos

f@) =) zaf(G).
G

Afirmamos que f é um funcional linear sobre G. E facil ver que f(Az4+7y) = Af(z)+~f(y)
para quaisquer x,y € G, e A,y € R.

Proposicao 3.4.2. Vale que f(zx) > 0 para todo x € G.

Prova: Tome S := {G: zg # 0}. Tome k como o maior rétulo atribuido aos vértices dos
grafos em S. Para cada G € S, seja G) o grafo k-rotulado obtido pela adicdo de vértices
isolados a G rotulados com os rétulos de [k] que nao aparecem em G. Sejaz’ := > g oG,
E facil ver que f(z'2)) = f(zz) jé que f(K;) = 1.

Assim,

flaz) = f(@'2') = > agap F(GP(GE)P) = (2'|s)" M(2']s) > 0,
G,G'eS

onde M ¢ a submatriz de M(f, k) indexada por S x S. O

Seria interessante se pudéssemos definir um produto interno entre elementos z,y € G
como f(zy). No entanto, f(xx) pode ser igual a zero mesmo que z # 0. Vamos definir um
ideal de G para poder usar a fun¢ao f para definir um produto interno na dlgebra-quociente.

Seja

K:={x€§G: f(xy) =0 para todo y € G}.

Proposicao 3.4.3. Para todo = € G, vale que x € K se, e somente se, f(xx) = 0.

Prova: Se x € K, é 6bvio que f(xzz) = 0. O outro lado j& é mais interessante.

Sejay € G. Tome S := {G: zg # 0 ou yg # 0}. Tome k como o maior rétulo atribuido
aos vértices dos grafos em S. Para cada G € S, seja G¥) o grafo k-rotulado obtido pela
adicao de vértices isolados a G rotulados com os rétulos de [k] que ndo aparecem em G. Seja
=Y ges2aGW ey =3 e g yaeGW. E facil ver que

Assim, f(zz) = (2'|s)"M(2'|s) e f(xy) = (2'|s)"M(y'|s), onde M é a submatriz de
M (f, k) indexada por S x S.

Sabemos que M é positiva semidefinida. Portanto, M = AT A para alguma matriz qua-
drada A. Tome zg = (A(2'|s))q para cada G € S. Temos

0= ('|s)TM(2'|s) = (A(2'ls)) "A']s) = Y (2¢)™
GeS
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Portanto, para todo G € S, vale que zg = 0. Assim,

(1) M(yls) = (A@'ls) AW ls) = D 26(AWs)) = 0.
GeS

Proposigao 3.4.4. Vale que K é um ideal de G.

Prova: Temos que mostrar que, para todo = € K e todo y € G, vale que yz, zy, t+yey+x
também pertencem a K. Como xy = yx e x + y = y + x, entdo vamos apenas mostrar que
zy,x+y € K.

Temos que f((zy)(zy)) = f(x(yzy)) = 0. Portanto, pela caracterizacao acima, vale que
xy € K.

Também vale que f((z +y)z) = f(zz) + f(yz) = 0 para todo z € G. Portanto, K é um
ideal de G. O

Definimos Q := G/K. Dois elementos x,y € G sdo mapeados um mesmo elemento de G se,
e somente se, z — y € K. Para cada subconjunto finito S C Z.,, definimos G(S) := G(S)/K.
Para cada grafo parcialmente rotulado GG, denotamos por G o elemento de G que corresponde
a@G.

Proposigao 3.4.5. Sejam S, S’ C Z-, conjuntos finitos. Vale que Ug e Ug' correspondem a
um mesmo elemento, digamos u, de G.

Prova: Como f(K;) = 1 e f é multiplicativo, entdao f(Ur) = 1 para todo T" C Z-, finito.
Assim, temos que

f((Us —Ug)(Us —Ug)) = f(UsUg + Ug'Ugr — 2UsUg/)
= f(Us) + f(Us) = 2f(Usus') =1 +1-2=0.

O]

Definimos o produto interno entre & e § como f(zy). Provamos que este produto esta
bem definido.

Proposicao 3.4.6. Se xz —y € K, entao (z,z) = (y, z) para todo z € G.

Prova: Temos que
0=(z—y,2)=(2,2) = (y,2)

e estamos feitos. O

Proposigao 3.4.7. Sejam S C T C Z.,. Vale que G(S) é uma sub-algebra de G(T)
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Prova: Seja G um grafo S-rotulado. Podemos transformar G' em um grafo T-rotulado de
maneira trivial: apenas adicionamos |T"\ S| vértices isolados rotulados com os rétulos de
T\ S. Assim, como f é multiplicativo e f(K;) =1,

F(G=G)G-G")) = F(GG-GG' -GG +G'G) = f(GG)— f(GG)— f(GG)+ f(G'G") = 0

Portanto G — G’ € K. Segue que G e G’ correspondem a um mesmo elemento de G. Com
isso, podemos concluir que G(S) C G(T). O

Proposigao 3.4.8. O produto interno de Gé positivo definido, ou seja, (&, &) > 0 para todo
T €Gcomz#0.

Prova: Seja x € G. Pela proposicao 3.4.2, vale que (x,z) > 0. Se (x,z) = 0, entdo z € K.
Portanto, x — 0 € K. Ou seja, x e 0 sdo mapeados para o elemento nulo de G. ]

Proposicao 3.4.9. Seja S C Z., tal que |S| = k. A dimensao de G(S) éigual ar(f, k).

Prova: Podemos supor sem perda de generalidade que S = [k]. Tome ¢ := r(f, k). Note
que £ < ¢*. Sejam Fy, Fs,. .., F, grafos k-rotulados cujas linhas correspondentes formam um
conjunto maximal de linhas linearmente independentes de M(f, k).

Seja F' um grafo k-rotulado. Vamos provar que podemos escrever F como combinacao
linear de Fl, FQ, .. Fg e que Fl, Fg, .. Fg sao linearmente independentes em G (9).

Existem reais )\] para 1 < j </ tais que

f(FH) = f(FjH)

Sl
fat
>
o

para todo grafo k-rotulado H. Assim,

(F,H) = < SONE, H>

para todo grafo k-rotulado H. Portanto,

7=1
Agora vamos provar que F’l, Fg, . ,Fg sao linearmente independentes em G (S). Suponha
que podemos escrever
-1
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Assim, vale que

~

-1
f(FeH) = ) 6;f(F;H).
1

J
Isso significa que a linha de M (f, k) indexada por Fy pode ser escrita como combinagcao linear

das linhas indexadas por Fi,..., Fy_1. O que é uma contradigao.
O

Seja mg: G — G(S) definida da seguinte forma. Para cada grafo G,
ms(G) = Gg,

onde Gg é o grafo obtido a partir de G apagando os rétulos que nao pertencem a S e
adicionando vértices isolados com os rétulos de S que nao aparecem em G.
Definimos 7g: G — G(S) como

~

75(G) := Gs.
E f4cil provar que mg estd bem definida.

Proposigao 3.4.10. Vale que g é uma projecdo ortogonal de G em Q(S)

Prova: Temos que provar que 75(G) = m5(mg(G)) para todo grafo parcialmente rotulado G
e que

<H7 G — GS> =0,
para todo grafo H S-rotulado. A primeira condigao é obviamente satisfeita. Para a segunda
condicao, note que HG e H(Gg sao grafos isomorfos. Assim,

(H,G - Gg) = (H,G—Gs) = f(H(G - Gg)) = f(HG — HGs) = f(HG) — f(HGg) = 0.
O

3.4.2 Propriedades de algebras comutativas com dimensao finita

Aqui precisamos apenas supor que r(f, k) é finito para todo k. Assim, o que provamos
nesta secao vale para quaisquer dlgebras comutativas de dimensao finita.

Estamos interessados nos elementos idempotentes de G. Eles terao papel central na de-
monstragao. Seja p € G. Dizemos que p é idempotente se, e somente se,

pp =p.

Para quaisquer elementos p e ¢ idempotentes, dizemos que g resolve p se pq = q.

Fixe S C Z., finito. Como G(S) é uma &lgebra com dimensao finita e comutativa, entao
Q(S ) tem uma base unicamente determinada Ps = {py,...,p>} tal que cada p? é idempotente
e pf p}q = 0 para quaisquer ¢, j distintos.

Para cada p idempotente, seja Pr, o conjunto de idempotentes de Pr que resolvem p.

Para cada p € Pg, dizemos que o grau de p é deg(p) := |Prp| onde T D S e |T| = |S|+1.
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Lema 3.4.11. Sejam S e T subconjuntos finitos de Z-, tais que S C T e seja r um elemento
idempotente de G(S). Vale que
b= Y b

pEPT,r

Prova: Temos que

r= Z ApD,

PEPT

de forma tinica. Como r é idempotente,

r=rr= Z )\gp.

pEPT

Pela unicidade da base, vale que )\12) = \,. Portanto, para cada p € Pr, vale que A, € {0,1}.
Se para algum p, vale que p resolve r, entao

p=pr= > Ayppr' =M.
p'€Pr
Portanto, A, = 1. Por outro lado, se A\, = 1, entao
pr=Y_ Ao =Np=p,
p'EPr
e portanto p resolve r. O
Além disso, note que todo ¢ € Pr resolve u, pois uq = q. Portanto,
u = Z q. (3.2)
q€PT

Lema 3.4.12. Sejam S e T subconjuntos finitos de Z-, tais que S CT'. Entdo cada q € Pr
resolve exatamente um p € Pg.

Prova: Pela equagao (3.2) e pelo lema 3.4.11, temos que

Sacu=-Y Y u

qE€EPT pEPs pEPs q€Pr
q resolve p

Como u é escrito de maneira Unica, segue que cada ¢ resolve exatamente um p. ]
Lema 3.4.13. Sejam T e U subconjuntos finitos de Z,. Seja S :=T NU. Se x € Q(T) e

y € G(U), entéo
flxy) = f(ms(z)y).
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Prova: Se G é um grafo T-rotulado e Go é um grafo U-rotulado, entao os grafos G1G9 e
75(G1)G2 sao isomorfos. Assim, temos que

Flay) = Y wa,yef(GiG2) = > zaya, f(ws(G1)G2) = f(rs(x)y).
G1,G2 Gl,GQ
]

Lema 3.4.14. Sejam S e T subconjuntos finitos de Z-, tais que S C T. Seja p € Pg e
q € Prp. Vale que

_ 1
ms(q) = L

Prova: Basta provar que, para todo p' € Pg, vale que (p',7s(q)) = ', (f(q)/f(p))p). Se
p' # p, entao p'q = p'pqg = 0¢ = 0. Portanto,

VI | C) PO AC) DAV ()]
(rha)=f(pqg =0= f(p)o— f(p)<p,p>—<p7f(p)p>-
Além disso, . @ @
_ gy = LD Sl _/, 1@
a) = I(00) = f@) = 750 ®) = Fo5 o) = (p.5050)
e estamos feitos. O

Lema 3.4.15. Sejam T e U subconjuntos finitos de Z-,. Seja S := T NU. Para quaisquer
p€Ps,q€PryereG(U), vale que

fp)far) = fq) f(pr).

Prova: Pelos lemas 3.4.13 e 3.4.14, temos que
Flar) = Frs(or) = &
O

Lema 3.4.16. Sejam T e U subconjuntos finitos de Z,. Seja S := T NU. Para quaisquer
p € Ps, q € Prp er € Pyy, vale que qr # 0.

Prova: Pelo lema 3.4.15, vale que

far) = 19D pory = 1Dy 20
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Lema 3.4.17. Sejam S e T subconjuntos finitos de Z-, tais que S C T. Seja p € Ps e
q € Prp. Vale que deg(q) > deg(p).

Prova: Note que basta provar para |T| = |S| + 1. Seja U C Z., tal que |U| =1|S|+1,U D S
e U # T. Sabemos que, pelo lema 3.4.11, que p =) r. Lembre-se que |Py,| = deg(p).
Temos que

TEPpr
d rq=q ) r=@p=q
TEPU,p T‘G'PU@

Note que |T"UU| = |T'| 4+ 1. Portanto, |Pruy,q| = deg(q). Pelo lema 3.4.16, vale que qr # 0
para todo r € Py,p. Além disso, (rq)(rq) = rq para todo r € Py,. Portanto,

rq = Z w,

wEPTUU,rq

para todo r € Py,p. Ademals, para quaisquer r, 7’ € Py, distintos, vale que

(rq)(r'q) = (r')g = 0.

Isso significa que, se w € Pryy resolve rq e r € Py, entao wr'q = wrr'q = 0 para todo
" € Py com 7’ # r. Com isso, concluimos que |Pruv,q| > [Pup|- O

3.4.3 Propriedades de algebras comutativas com dimensao exponencial-
mente limitada

Assumimos que existe um real ¢ > 0 tal que r(f, k) < ¢* para todo k.

Lema 3.4.18. Seja S um subconjunto finito de Z.,. Para todo p € Pg, vale que deg(p) < q.

Prova: Seja D := deg(p) para algum p € Pg. Pelo lema 3.4.17, vale que
dim(G(T)) > DT\,

para todo T2 S.
Suponha que D > ¢. Isso implica que
n

lim

— = OQ.
n— o0 qn+|S|

Logo, existe ng tal que, se n > ng, entdo D" > ¢"H5!.

Para cadan > 1, seja T, = SUS’, onde |S'| =ne S C Z.,\ S. Temos que, se n > ny,
entao
dim(G(T,,)) > DIT\SI = pm > ¢ H151 = 71,

o que é um absurdo. ]
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Fixamos S e p tais que p € Pg e deg(p) = D é maximo. Para cada, u € Z., \ S tome
4i's---»qp em Psyyyp- Para quaisquer u e v em Z-,\ S, existe um isomorfismo natural entre

G(SU{u}) e G(SU{v}). Assumimos que g} e g} sao correspondentes nesse isomorfismo.
Seja T' O S. Para cada fungao ¢: 7'\ S — [D], defina

a:= 11 g
veT\S

Pelo lema 3.4.15, temos que

f(qz(v))
f(p)

Fag)=F| TI aw | =@ 1] # 0. (3.3)

veT\S veT\S

Lema 3.4.19. Vale que
Prp={qs: ¢ € [D]T\S}.

Prova: A prova é por inducao em |1\ S|. Se [T\ S| = 1, entao o resultado é 6bvio. Suponha
entdo que |1\ S| > 1.
Sejau e T\ S. Tome W :=T\ {u} e U :=SU{u}. Por hipétese de inducao, vale que

Pw = {ay: ¢ € [D]"\}.

Seja r € Py. Como W NU =S, entao, usando o lema 3.4.16, temos que r¢;* # 0 para todo
i € [D]. Ademais, é claro que rg} resolve r. Pelo lema 3.4.11, podemos escrever rg} como
soma dos idempotentes de Pr que o resolvem. Note que se v resolve rg}’, entao v também
resolve r. Além disso, r¢;' # rqj para todo ¢ # j. Assim, como 7 tem grau D, vale que
{rqt,...,rqp} = Pr, para todo i € [D].

Como
p= > r= > > rq,

r€Pw,p r€Pw,p i€[D]

temos que
Prp={r¢':r€Pwpeic[D]}={qs: ¢ € [D]T\S}.

Note que g4 resolve ¢} se, e somente se, ¢(v) = i. Assim, temos que

7= Y. 4 (3.4)

é: ¢(v)=i



Secdo 3.4. Teorema 3.1.1: prova da suficiéncia 31

3.4.4 Construcao do grafo

Seja u € Z+o \ S. Seja G o grafo definido sobre [D] completo e com lagos em todos os nds
com os pesos definidos a seguir. Para cada i € [D], seja

f(q}")
fp)’

ag(i) =

onde u € Z., \ S.
Seja v € Zs, \ S distinto de u. Seja Ky, o grafo sobre W := SU{u, v} que contém apenas
a aresta uv. Podemos escrever pK,, como combinacao linear de elementos de Py,. Assim,

PEuy = Z Bij @' 4 -
'7j

Definimos

5G(iaj) = Bi,_j .
Lema 3.4.20. Para todo grafo F, vale que f(F') = hom(F,G).

Prova: Seja F' um grafo isomorfo a F' com V(F') =V C Z., \ S e k-rotuladoV. Para
quaisquer u,v € V', pela equagao (3.4), temos que

pKuw = Zﬁzj G =Y By Y. a= Y., Bowew B
2y

0, : Ow)=t, ¢: V—[D]
T o(v)=j

Ademais,

P! = H)pmv— 11 (z

weB(F' weB(F') “: V—[D

Bos(u) o) q¢~>_ Z ( H Bqﬁ(u),qs(v))%
]

$: V—[D] “wveE(F)

Comop e G(S)e F' € G(V)e SNV = @, entdo f(p)f(F') = f(pE’). Usando a equacio (3.3),

obtemos

- ( »%(um(v)) f(as)
¢: V—[D] “uveE(F’)
f(q;}ﬁ(v))
¢: V—[D] <uv€E(F’) pe) veV f(p)
B ( ﬁ¢<u),¢(v>> (H aG(é(U))) f(p).

veV

Como f(p) > 0, podemos cancelar f(p) dos dois lados da equagao e completamos a prova. [






Capitulo 4

O posto de matrizes de conexao de
homomorfismos de grafos

No capitulo 3, mostramos que, dado um grafo G com pesos,
r (hom(-,G), k) < |V(G)[* (4.1)

para todo inteiro k > 0. Neste capitulo, estudamos em que condigoes a relagao (4.1) vale com
igualdade.

Existem basicamente duas situagoes que causam degeneracao do posto. A primeira delas
é a existéncia de vértices especiais que chamamos de vértices gémeos. A segunda é mais
complexa e diz respeito a existéncia de automorfismos préprios no grafo.

LOVASZ | ] determina exatamente o posto de M (hom( -, G), k) para todo grafo G que
nao tem vértices gémeos.

Usamos a seguinte abreviagdo. Para todo grafo com pesos G, definimos M (G, k) como
M (hom( - ,G), k). Definimos r(G, k) como o posto de M (G, k).

Neste capitulo grafos sem pesos podem ter arestas multiplas, ndo podem ter lagos.

4.1 Degeneracoes

4.1.1 Vértices gémeos

Dado um grafo G com pesos, dizemos que u,v € V(G) sdo gémeos se S (u, w) = B (v, w)
para todo w € V(G). Dizemos que G é livre de vértices gémeos se nao possui vértices
gémeos distintos.

Lema 4.1.1. Seja G um grafo com pesos. Se G possui vértices gémeos distintos, entao
r(G, k) < |V(GQ)[".

Prova: Sejam u,v € V(G) vértices gémeos distintos. Seja G’ o grafo definido como V(G') =
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(V(G)\ {u,v})U{s}, onde s ¢ V(G). Os pesos em G’ sdao definidos da seguinte forma:

o (w) = ag(u) +ag(v), sew=s;
“ | ac(w), caso contrario;

IBG/('UJ,T') = ﬂG(’U),’U,)7 ser=s;
ﬁc(w, r), caso contrario.

E facil ver que hom(F,G) = hom(F,G’) para todo grafo F. Assim, usando a equagao (4.1),
temos

r(G, k) =r(G k) <|V(GF < |[V(G)|F

4.1.2 Automorfismos

Seja G um grafo com pesos. Dizemos que um automorfismo de G é préprio se preserva
os pesos dos vértices e das arestas de G. Como trataremos apenas de automorfismos proprios,
chamaremos automorfismos préprios simplesmente de automorfismos.

Dadas fungoes ¢,v: [k] — V(G), dizemos que ¢ ~ 1) se existe um automorfismo o de
G tal que ¢ = o o ¢. Esta é uma relagao de equivaléncia. Seja orbg(G) o numero de
classes de equivaléncia de V(G)[k}. Dizemos que orby(G) é o nimero de 6rbitas do grupo de
automorfismos de G sobre k-tuplas.

Seja N(G, k) a matriz cujas linhas sdo indexadas por todas as fungdes de [k] em V(G)
e cujas colunas sao indexadas por todos os grafos k-rotulados a menos de isomorfismos.
Definimos (N (G, k))g r = homgy(F, G). Defina A(G,k) como a matriz diagonal cujas linhas
e colunas sao indexadas pelo conjunto de funcées de [k] em V(G) e (A(G,k))g s = ag(G).
Note que

M(G,k) = N(G,k)"A(G,k)N(G, k).

Assim, o posto de M(G, k) é igual ao posto de N(G, k).

E f4cil ver que duas linhas de N (G, k) sao iguais se sao indexadas por fungoes ¢ e 1) tais
que ¢ = o o ¢ para algum automorfismo o de G. Assim, fica claro que o posto de N(G, k) é
no maximo orbg(G). Vamos mostrar que vale a igualdade.

4.2 O posto exato das matrizes de conexao

Enunciamos os resultados que iremos provar neste capitulo.

Teorema 4.2.1. Seja G um grafo com pesos livre de vértices gémeos. Vale que

r(G, k) = orbg(G).
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Corolario 4.2.2. Seja G um grafo com pesos livre de vértices gémeos e sem automorfismos
nao-triviais. Vale que
r(G, k) = [V(GQ)[*.
Dizemos que um vetor z indexado por V(G)¥! com valores reais é invariante sob auto-
morfismos se g4 = Tg04 para todo automorfismo o de G.
Lema 4.2.3. O espaco das colunas de N (G, k) é formado pelos vetores indexados por V (G)*!
invariantes sob automorfismos.

Lema 4.2.4. Seja G um grafo com pesos livre de vértices gémeos. Sejam ¢, € V(G)[k] e
suponha que, para todo grafo k-rotulado F' vale que homgy(F, G) = homy (F,G). Entao existe
um automorfismo o de G tal que ) = o o ¢.

O seguinte resultado ¢é similar ao teorema 1.5.1.

Corolario 4.2.5. Sejam H, e Hs grafos com pesos livres de vértices gémeos. Se, para todo
grafo F', vale que hom(F, Hy) = hom(F, Hy), entao Hy e Hy sao isomorfos.

4.3 Algebras de fungdes de rétulos

Daqui em diante fixamos um grafo G com pesos. Consideramos G(S) como definida no
capitulo 3 e onde (x,y) = hom(zy, G) para quaisquer z,y € G(S5).

4.3.1 A algebra das combinacgoes lineares de funcoes de roétulos

Para todo S C Z.,, seja A(S) a dlgebra das combinagoes lineares formais das fungoes de
S em V(G). A multiplicagao entre fungoes de S em V(G) é definida como

bt {¢, se ¢ = 1)

0, caso contrario.

E facil ver que

ug = Z 10}

¢: S—V(G)

é uma unidade de A(S).

Definimos o produto interno entre fungdes de S em V(G) como

(6.5) = {%(G% se ¢ = 1

0, caso contrario.

Este produto interno é positivo definido. Estendemos este produto bilinearmente para obter
um produto interno para quaisquer elementos de A(.S).
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Seja S C Z-, um conjunto finito. Para todo grafo S-rotulado F', defina

fs(F):= > homy(F,G)¢.

¢: S—V(Q)
Estendemos essa fungao linearmente para obter uma funcao de G(S) em A(S).

Proposicao 4.3.1. Seja S C Z., um conjunto finito. Vale que fg é um homomorfismo de

G(S) em A(S).
Prova: Sejam Fj e Fy grafos S-rotulados. Temos que

fs(R) e fs(Fo) = (30 homg, (F,G)on )+ (Y0 homg, (P2, G)ée)

#1: S—V(G) $2: S=V(G)

= > homy, (F,G)homg,(Fy, G)(¢1 % ¢2)
o1,¢2: S—V(G)

= Z homgy(F1, G) homy(Fy, G)¢
¢: S=V(G)

= Z hOm¢(F1F2,G)¢
¢: S—V(G)

= fs(F1F2)
e que
fs(F) 4+ fs(Fo) = Y. (homy(F1,G) + homy(F2,G) )

¢: S—V(G)

= Y homy(Fy + I, G)¢
¢: S—V(G)

= fs(F1 + F»).

O]

Usaremos as seguintes abreviacoes. Denotamos por Gy, a algebra G([k]) e por Gy, a dlgebra
G([k]). Denotamos por Ay, a dlgebra A([k]). Denotamos por f;, a funcao fik-

Definimos a fungao trago tr: G — Gr_1 simplesmente pela remocao do rétulo k de cada
grafo. Também definimos uma funcao traco tr: A; — Aj_1 como

tr(¢) = ac(o(k)) bl k-1

Proposigao 4.3.2. Para todo grafo k-rotulado F, vale que

tr(fe(F)) = fr—1(tr(F)).
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Prova: Tome F' := tr(F'). Temos que

a(ir) =t (Y homg(rGo)

¢: [k]—=V(G)

= ) ag(¢(k) homy(F, G)¢lp-

¢: [k]=V(G)

- Z < Z oyl P (Cg) hom,, (F, G))éf”[k—u

¢: [k] >V (G) ¢ estende ¢ Y| —1)

- Y (X 2.6y

6: =V (G) ¢ estende ¢ “®lik-1
= Z homy (F', G)¢'
¢ [k=1]=V(G)

= fro1(F') = fe_1(tr(F)).

4.3.2 Sub-algebras de A,

Dizemos que um elemento z =, x4 de A ¢ invariante sob automorfismos de G

se, para toda funcao ¢ € V(G)[k], vale que 7y, = ZTs0y para todo automorfismo o de G.

Para todo inteiro k > 0, seja Aj, a sub-algebra de Aj, formada pelos elementos invariantes
sob automorfismos de G.

Note que os elementos de Aj, sdo os elementos de Aj; para os quais vale que, se ¢ e 9
satisfazem 1 = o o ¢ para algum automorfismo o de G, entao ¢ e 1 aparecem com o mesmo
coeficiente.

Pode-se provar que

Proposigao 4.3.3. Para todo inteiro k > 0, vale que
dim(A},) = orbg(G).

Prova: Note que Aj, é formada pelos elementos z = zw xy tais que x, = w4 sempre que
Y ~ ¢. Sejam Wy, ..., U, as classes de equivaléncia definida por ~ no conjunto de fungoes
em V(G). Para cada 1 <i <t, seja 2(9) = v H—V(G) @ (1)1 tal que

, se €V

0, caso contrario.

E ¢bvio que {z(,... 2"} ¢ uma base de Al O
Para todo inteiro k > 0, seja A} a sub-dlgebra de Aj, definida como A} := fi.(Gr).
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Lema 4.3.4. Para todo inteiro k > 0, vale que

Al C AL
Prova: Para quaisquer funcdes ¢,1 € V(G)¥, vale que, se ¢ ~ 1, entio homgy(F,G) =
homy, (F, G) para todo grafo k-rotulado F'. Assim, é claro que fi(F) € Aj. O

Dizemos que funcgoes ¢ e ¥ em V(G)[k} sao equivalentes se, e somente se,
homgy(F, G) = homy (F,G),

para todo grafo k-rotulado F'.
Note que os elementos de A} sao os elementos de Ay, para os quais vale que, se ¢ e 9 sdo
equivalentes, entao ¢ e i aparecem com o mesmo coeficiente.
Sejam &1, P, ..., Py as classes de equivaléncia definidas por essa relagao de equivaléncia.
Para cada 1 < i </, tome
w® = Z o.

Pcd;

Proposigao 4.3.5. Para todo inteiro k > 0, vale que {w™ ... w®} é uma base de A

Prova: Note que para todo grafo k-rotulado F', vale que

¢
fk(F) = Zhom¢i (F, G)wi,

i=1

onde ¢; € ®;. Assim, é claro que {w®, ... w®} gera A
Seja {y(l), . ,y(t)} uma base formada por elementos idempotentes ortogonais de Aj.
Podemos escrever cada y¥ como
g =" N g0
¢

Note que
gDy = Z A7 40
¢

Portanto, cada \; 4 € {0,1}. Assim, cada y(i) é uma soma de funcgoes.

Para cada i, tome Y; := {¢: \j 4 = 1} E facil ver que, se ¢ e 1) sdao fungdes equivalentes,
entao ¢ € Y; implica que v € Y;. Por outro lado, como u; = Ele y(i) e y(i)y(j) = 0 para
quaisquer i e j distinto, temos que {Y1,...,Y;} é uma particio de V(G)¥. Assim, se ¢ e ¥
nao sao equivalentes, entao ¢ € Y; e ¢ € Y; com i # j.

Note que {V1,...,Y;} = {®y,...,®;} Ademais, {yV, ... y®O} =w® . w®. O

Proposicao 4.3.6. Para todo inteiro k > 0, vale que

dim(A}) = rk(N (G, k)).
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Prova: Pela proposicao 4.3.5, é facil ver que dim(.A}) > rk(N (G, k)).

Vamos provar que dim(A}) < tk(N (G, k)). Sejam w1, ..., funcdes em V(G)F! tais que
as linhas indexadas por {11, ..., %} formam um conjunto de linhas linearmente independente
méximo de N (G, k).

Para toda funcao ¢ € V(G)[k], existem reais A 4, ..., Ay 4 tais que

¢
homy(F,G) = Z i homy, (F, G).
i=1

Para cada i € [¢], tome
gy = i
o

Vamos mostrar que {y(l), . ,y(e)} gera Aj. Seja F' um grafo k-rotulado. Temos que

¢
fe(F) = homy(F,G)¢ =Y homy, (F,G)y"".

) i=1
O
Lema 4.3.7. Para todo inteiro k > 0, vale que
tr(Ajq) C A
Prova: Segue da proposicao 4.3.2. O

4.4 Prova do lema 4.2.4

Desta se¢ao em diante consideramos que G é um grafo livre de vértices gémeos. Assumimos
também que V(G) = [m].
O lema 4.2.4 equivale ao seguinte lema.

Lema 4.4.1. Sejam ¢,v € [m] K] funcées equivalentes. Entéo existe um automorfismo o
de G tal que ¥ = g o ¢.

Precisamos de alguns lemas auxiliares.
Lema 4.4.2. Seja ¢ uma funcao de [m]l™. Se
Bal((u), ¢(v)) = Be(u,v)

para quaisquer u,v € [m], entao ¢ é bijetora.
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Prova: Nao ¢ dificil provar que existe t > 0 tal que ¢!(¢'(v)) =
Vamos mostrar que v e ¢'(v) sdo vértices gémeos para todo v € [m

Balu,v) = B(¢' (), 6" (v)) = Ba(@'(u), 9" (v)) = Ba(u, ¢'(v))

para todo u € [m]. Portanto, como G nio tem vértices livres distintos, vale que v = ¢t(v)
para todo v € [m]. Logo ¢' é sobrejetora. Isto implica que ¢ é sobrejetora (e, portanto,
injetora). O

#'(v) para todo v € [m].
]. Temos que

Usaremos a seguinte abreviagao. Para toda fungao ¢ de [k] em [m], denotamos a restri¢ao
de ¢ a [k — 1] por ¢'.
Lema 4.4.3. Sejam ¢ e ¢ € [m)] K] equivalentes. Se ¢ e 1) sdo equivalentes, entdo ¢ e 1

também sao equivalentes.

Prova: Suponha que ¢’ e ¢ nao sdao equivalentes. Logo, existe um grafo (k — 1)-rotulado tal
que homgy (F, G) # homy (F,G). Seja H o grafo obtido a partir de F' adicionando um novo
vértice de rétulo k. Assim,

homgy(H, G) = homy (F, G) # homy (F,G) = homy(H, G),

o que é um absurdo. O

Lema 4.4.4. Sejam ¢ e ¢ € [m]l¥l. Entao, para todo p € [m]F*! tal que i/ = ¢, existe
v € [m]**! tal que v/ =+ e i e v sdo equivalentes.

Prova: Seja ® o conjunto de fungoes equivalentes a p. Por definicao, vale que
Z ve A,
ved
Pelo lema 4.3.7, vale que
Zag (k+1)v —tr<2u€ ZH) € Aj.
ved ved

A funcao ¢ aparece nessa soma com coeficiente diferente de zero. Como ¢ e 1) sdo equivalentes,
entao 1 aparece com coeficiente diferente de zero. Portanto, ¢y = v/ para alguma funcao v
equivalente a p. O

Lema 4.4.5. Sejam ¢ e ¢ € [m)] ] Se ¢ e 1) sdo equivalentes e ¢ é bijetora, entdo existe
um automorfismo o de G tal que 1) = o o ¢.

Prova: Suponha sem perda de generalidade que ¢ é a identidade. Seja ® o conjunto de
funcoes equivalentes a ¢. Seja pu € ®. Primeiro vamos provar que

ﬁG(%]) - ﬁG(M(“? ,LL(])),
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para quaisquer i, j € [m]. Seja R;; o grafo k-rotulado consistindo de k vértices e com apenas
uma aresta que liga os vértices de rétulo ¢ e j. Temos que

B (i, j) = homy(R;j, G) = homy,(Rij, G) = B (p(i), u(5))-

Como G ¢é livre de vértices gémeos, pelo lema 4.4.2 vale que p é bijetora. Resta provar que

ag (i) = ag(u(i))

para todo i € [m]. Vamos provar para o caso em que i = m. Os outros casos seguem
analogamente. Sabemos que ) & € Ap,. Pelo lema 4.3.7, vale que ) .q ac(§(m))§ €

/1. Como toda fungdo em @ é bijetora, ' # v/ para quaisquer n,v € ®. Ademais, pelo
lema 4.4.3, ' e v/ sdo equivalentes. Portanto, ' e 1/ devem ter o mesmo coeficiente em
>cco ac(§(m))€. Assim, vale que ag(n(m)) = ag(v(m)) para quaisquer n,v € ®. Como

¢ € ®, entao ag(u(m)) = ac(¢(m)). O

Lema 4.4.6. Sejam ¢ e 1 € [m)] K] Se ¢ e 1) sdo equivalentes e ¢ é sobrejetora, entdo existe
um automorfismo o de G tal que ) = o o ¢.

Prova: Suponha sem perda de generalidade que ¢(i) = i para todo 1 < i < m. Pelo
lema 4.4.3, vale que a restricao de ¢ e de 1 a [m] sao equivalentes. Pelo lema 4.4.5, existe
um automorfismo o de G tal que ¢(i) = (0 0 ¢)(i) = o(i) para todo i € [m].
Sejam+1<i<k. Sejar:=¢(i). Arestricio de ¢p a {1,...,r—1,r+1,...,m}U{i}
é bijetora e é equivalente a restricao de ¥ a esse mesmo conjunto. Portanto, a restricao de ¥
a{l,...,r—1Lr+1,...,m}U{i} é bijetora. Como a restrigao de ¥ a {1,...,m} é bijetora,

entao ¢(i) = ¢(r). Logo, ¥(i) = ¢(r) = o(r) = a(¢(i)). 0

Prova do lema 4.4.1: Sejam ¢, 1) € [m]¥ funcées equivalentes. Seja p € [m]l) uma extensio
sobrejetora de ¢. Usando o lema 4.4.4, tome v € [m] [l uma extensdo de 1 equivalente a Lb.
Pelo lema 4.4.6, existe um automorfismo o de G tal que v = g o . Assim, ¥ = g o ¢. O

4.5 Prova do lema 4.2.3 e do teorema 4.2.1

Para cada © = > ,cy(q)m Ty, associamos um vetor z indexado por V(G tal que
Ty = Tgp.
= ¢

Lema 4.5.1. Para todo inteiro k > 0, vale que
= AL

Prova: Pelo lema 4.3.4, basta provar que A} C A} Seja x =3 oy (qm T4¢ em Aj. Sejam
P, € V(G)[k] fungoes equivalentes. Pelo lema 4.2.4, vale que existe um automorfismo o de
G tal que ¥ = 0 0 ¢. Portanto, como x € A, vale que x4 = xy. Logo, x € Aj. O]
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Prova do lema 4.2.3: E f4cil ver que z € A] se, e somente se,  estd no espaco gerado pelas
colunas de N(G, k).

Pelo lema 4.5.1, vale que = € A} se, e somente se, z € A). Ou seja, 2 é invariante sob
automorfismos. ]

Prova do teorema 4.2.1: Segue diretamente das proposicoes 4.3.3 e 4.3.6 e do lema 4.5.1. O

4.6 Prova do corolario 4.2.5

Prova do coroldrio 4.2.5: Seja D > 1 um inteiro tal que ay,(v) # D para todo v € V(H;) e
i € {1,2}. Seja H o grafo obtido a partir da uniado disjunta de H; e Hy e a criagao de dois
novos nés vy e vy tais que v; é adjacente a todos os vértices de H; e tem um lago. Os pesos
dos novos vértices é D e das novas arestas é 1. Note que H ¢ livre de vértices gémeos.

Para cada i € {1,2}, seja ¢; a fungao de {1} em V(H) tal que ¢;(1) = v;. Vamos provar
que para todo grafo 1-rotulado F, vale que

homg, (F, H) = homy, (F, H).

Note que basta considerarmos o caso em que F' é conexo. Seja v o vértice rotulado com
1 em F. Para cada ¢ € {1,2}, seja ®; o conjunto de fungoes de V(F) em V(H) tal que
¢ € V(H)VF) € &; se homy(F,H) > 0 e ¢(v) = v;. Para cada ¢ € ®;, defina S :=
{u e V(F): ¢(u) = v;}. ]

Para cada ¢ € ®;, tome ¢ como a restri¢do de ¢ a V(F')\ Sg. Note que, para todo ¢ € ®;,
vale que homgy(F, H) = DIl homy(F\ Sy, H;), onde definimos F'\ S := F[V(F) \ S| para
todo S C V(F'). Assim, é facil ver que

homy, (F, H) = > {D!%/homy(F\ Sy, H;): ¢ € ®;}

= > DFlhom(F\ S, H,).
SCV(F)
S3v
Como hom(F'\ S, Hy) = hom(F'\ S, Hy) para todo S C V(F'), entao vale que homy, (F, H) =
homg, (F, H). Portanto, ¢1 e ¢2 sdo equivalentes.
O lema 4.4.1 implica na existéncia de um automorfismo de H que mapeia v; em vy. Tal
automorfismo, nos d4 um isomorfismo entre Hy e Ho. O



Capitulo 5

Seqiiéncias de grafos e
homomorfismos de grafos

Neste capitulo apresentamos um resultado de LOVASZ E SZEGEDY | | sobre seqiiéncia
de grafos convergentes. LOVASZ E SZEGEDY | | introduzem o conceito de convergéncia
para seqiiéncia de grafos e definem um objeto-limite para toda seqiiéncia convergente.

Neste capitulo grafos sem pesos nao podem ter arestas multiplas e lacos. Ademais, os
invariantes de grafos que tratamos neste capitulo devem ser funcoes f tais que f = f’og, onde
f' é um invariante de grafos sem arestas multiplas e g é a funcao tal que g(G) é obtido do
grafo G (possivelmente com arestas multiplas) transformando as arestas multiplas em uma
Unica aresta.

5.1 Densidade de homomorfismos

Dados grafos F' e G, definimos a densidade de homomorfismos de F' em G como

hom(F, G)
t(F’ G) . W.
Este ntimero equivale a probabilidade de obtermos um homomorfismo ao sortear uma fungao
de V(F) em V(G) uniformemente.
Podemos estender a definicao de t(F,G) para o caso em que G é um grafo com pesos.
Seja G um grafo com pesos. Definimos o peso de G como

ag = Z ag(v).
veV(G)
Seja F' um grafo. A densidade de homomorfismos de F' em G é definida como

hom(F, G)

Note que, se G é um grafo com pesos e ag = 1, entdao t(F,G) = hom(F,G) para todo
grafo F.
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5.2 Seqiiéncias de grafos e convergéncia

Seja (Gp)nen uma seqiiéncia de grafos com |V(G,,)| tendendo ao infinito. Dizemos que
(Gpn)nen é convergente se, para todo grafo F, vale que (t(F, G,))nen converge com n — 00.
Em particular, dizemos que (G),),en converge para um grafo G com pesos, se

lim (t(Fv Gn))nEN = t(F’ G)v

n—oo

para todo grafo F'.
Infelizmente, existem seqiiéncias convergentes de grafos que nao convergem para um grafo
com pesos. Um exemplo disso sao os meio-grafos. O meio-grafo H,, é o grafo definido por

V(Hy) :
E(Hy) :

D:1<i<n}U{(i,2):1<i<nl;

(4,
{(, 1)( 2)}:i <}

{
{

Veja a figura 5.1.

Figura 5.1: Hg.

5.3 O objeto-limite

LOVASZ E SZEGEDY | | mostraram que, para toda seqiiéncia de grafos convergente,
existe um objeto-limite bastante natural. Esse objeto é uma funcao simétrica e mensuravel
do quadrado unitario no intervalo unitario e pode ser visto como um grafo infinito com pesos
nas arestas cujo conjunto de vértices é o intervalo unitario.

Seja W: 0,12 — [0, 1] uma funcdo simétrica e mensuravel. Definimos, para todo grafo
F com V(F) = [k],

t(F, W) := I W) de. (5.1)
vefo) WEEE)
Podemos considerar uma funcao [0,1]2 — [0, 1] como uma matriz de adjacéncia de um grafo
com pesos nas arestas e conjunto de vértices [0, 1].
Associamos a cada grafo G com pesos uma fungao We: [0,1]2 — [0, 1] simétrica e men-
surdvel de forma que t(-,G) = t(-,Wg). Seja G um grafo sobre [n] e A sua matriz de
adjacéncia. Seja ¢g: [0,1] — [n] a seguinte funcao:

bolx) = i, sex€ [(izl), %) para algum ¢ € [n];
n, sex=1.
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Definimos Wg: [0,1] — [0, 1] como

Wal(z,y) == Ag) o)

Nao é dificil provar que t(-,Wg) = t(-,G).

5.4 Caracterizacao

Seja 7 o conjunto de invariantes de grafos que sao limites de seqiiéncias de grafos con-
vergentes. Ou seja, um invariante de grafos f estd em 7 se existe uma seqiiéncia de grafos
convergente (G )nen tal que

f(F) = lim t(F,Gy),

n—oo

para todo grafo F.

Para todo invariante de grafos f, definimos a matriz My(f) como a matriz com linhas
e colunas indexadas por {F1, Fy,...}, onde F1, Fy,... é uma enumeracao de todos os grafos
cujos vértices pertencem a Z., e

Mo(f)(Fi, Fy) := f(F; U Fy),

para todo i e j. Para todo k € Z,, definimos My(f, k) como a submatriz principal de My(f)
indexada pelos grafos sobre [k]. Note que My(f, k) é uma submatriz simétrica de M(f, k).
Dizemos que um invariante de grafos f é normalizado se f(K;) = 1. Note que, se f é
normalizado e multiplicativo, entao My(f) é positiva semidefinida se, e somente se, My(f, k)
¢é positiva semidefinida para todo k.
Para todo invariante de grafos f, definimos

FiF)y = Y (RN,
F'DF
V(F")=V(F)

para todo grafo F. Vale que
fFFEy = > ).
F'DF
V(F)=V(F)
Teorema 5.4.1. Seja f um invariante de grafos. As seguintes afirmagées sao equivalentes:

(a) f pertence a T.

(b) Existe uma funcao W : [0,1]? — [0, 1] simétrica e mensurdvel tal que f =t(-, W).
(c) f é normalizado, multiplicativo e tem reflexao positiva.

(d) f é normalizado, multiplicativo e My(f) é positiva semidefinida.

(e) f é normalizado, multiplicativo e f > 0.
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A caracterizacao (b) é analitica. As caracterizagoes (c) e (d) s@o algébricas (mais proximas
da dlgebra linear). A caracterizagao (e) é combinatdria.

A caracterizagao (b) tem com qualquer uma das caracterizagoes (c), (d) e (e) uma relacao
do estilo NP-coNP, pois (b) basicamente nos diz quando um invariante de grafos estd em
7T (basta apresentarmos W), enquanto as outras nos dizem quando um invariante nao esté
em 7 (por exemplo, podemos mostrar que o invariante nao é normalizado, ou mostrar uma
submatriz principal da matriz de conexao para algum k que nao seja positiva semidefinida).

5.5 Ferramentas principais

5.5.1 Norma retangular

A norma retangular (também conhecida como cut norm) foi introduzida por FRIEZE E
KANNAN | ]. Seja U: [0,1]?> — R uma func¢io mensurdvel. A norma retangular de U é

definida como
//U(:c,y) dmdy‘.
SJT

/ 1 / Uly) gl dads | 52)

U|o:= sup
SCJ0,1],T7C[0,1]

Esta definicao é equivalente a

IUlo=sup
0<f,9<1

Seja A uma matriz k X k. Definimos ¢, como a funcao sobre [0, 1] tal que

; (i-1) i ; :
i, sezxE , 7| para algum i € |k];
or(x) == { [ k ’“> %]

k, sex=1.

Definimos W4 : [0,1]> — R como
Walz,y) = A @)on(v)-

Definimos ||Al|g := [|[Wallgo. Note que

1
Alo=—
14lle = 13 SCR TClA

DD Ax

seS teT

Sejam G e G’ grafos sobre 0 mesmo conjunto de vértices (com ou sem pesos) e sejam A
e A’ as matrizes de adjacéncia com pesos de G e G’ respectivamente. Definimos

do(G, @) = A - Al

Lema 5.5.1. Sejam U e W fungdes simétricas e mensuraveis de [0,1]? em [0,1]. Para todo
grafo F', vale que
[t(FU) = t(F, W) < [E(F)]- U = W]
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Prova: Supomos que V(F) = [n] e que E(F) = {e1,...,emn}, onde e; = ij;. Tome E; :=
{e1,...,e:} para todo t € [m]. Temos que

t(F,U)—t(F,W):/ < I v,z - ] sz,x]>
z€[0,1]™

ijEE(F) ijeE(F)

Vale que

m
H U(zi,z;) — H W:E“ﬂfj ZXt(ﬂfl,u-,?Cn),
=1

ij€EE(F) ijEE(F

onde

Xy (21, ) ::( 11 U(:Bi,mj)>~< 11 W(xi,mj)>(U(xit,:L‘jt)—W(:Uit,:njt)).

ijELL—1 ijEE(F)\E:

Assim,
|[t(F,U) — FW|<Z’/ xl,...,:cn)dx‘.

Por outro lado, pela defini¢ao (5.2) e fixando os valores de z1,...,z, exceto x;, e zj,, temos

que
1,1

‘/ / Xi(xq, ..., zn)da;, daj,
o Jo

Z‘/ xlavxn)dx‘ SmHU_WHD
[0,1]™

<|U-Wlo.

Portanto,

5.5.2 Lema fraco de regularidade de Szemerédi

O lema de regularidade de Szemerédi é uma ferramenta béasica da combinatéria extremal
e tem muitas versoes.

Seja G um grafo, P = {V1,..., Vi} uma particao de V(G) e Q uma matriz k x k simétrica
com todas as entradas em [0, 1]. Definimos K (P, Q) como o grafo completo sobre V(G) com
pesos nas arestas, onde o peso de uma aresta v;v; é Q);; sempre que v; € V; e v; € V. Defina
QP como a matriz k x k tal que QZ; = e(V;,V5)/(|Vil|V}]), onde e(V;, V}) é o ntimero de
arestas entre V; e V; em G. Dizemos que Q% é a matriz de densidade de P.

Para todo ¢ > 0, dizemos que P é uma particao fracamente e-regular de G se

do(G, K(P,Q7)) <«

A seguir enunciamos o lema fraco de regularidade.
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Lema 5.5.2. Para todo € > 0 existe um k. = 20(1/%) ¢a] que todo grafo G admite uma
particao P = {V4,..., Vi } satisfazendo

o k <k
o [|[Vi| —|Vj|| £1 paratodo1 <i<j<k;
e P é uma particao fracamente e-regular.

Na verdade, vamos usar o fato de que podemos fornecer uma particao Py e que P serd
um refinamento de Py.

Essa versao é conhecida como a versao fraca do lema de regularidade de Szemerédi, pois
a particdo que se obtém usando essa versao tem propriedades mais fracas do que a que
obteriamos usando o lema original. No entanto, essa versao nos d4 um bom limitante para o
tamanho da particao.

5.5.3 Teorema de convergéncia de martingais

Seja (Zy)n>1 uma seqiiéncia de varidveis aleatérias. Dizemos que seqiiéncia (Z,)p>1 é um
martingal se

E(Zi|Zy,..., Zi-1) = Zi

para todo 7 > 1.
O teorema da convergéncia de martingais é um resultado classico da teoria dos martingais.

Teorema 5.5.3. Seja (Z,)n>1 uma seqiiéncia de variaveis aleatorias que assumem valores em
um mesmo conjunto limitado dos reais. Se (Zp)n>1 ¢ um martingal, entao (Z,)n>1 converge
com probabilidade 1 para uma funcao Z.

5.6 Teorema 5.4.1: prova de (a)=-(b)

Lema 5.6.1. Para toda seqiiéncia de grafos (Gy)n>1, existe uma subseqiiéncia (G),)m>1
para a qual existe uma seqtiéncia (k¢)¢>1 de inteiros e uma seqiiéncia (Qg)¢>1 de matrizes que
satisfazem as seguintes propriedades:

(i) Para todo ¢, a matriz (Q; é simétrica com dimensoes ky X k; e todas as suas entradas
estao em [0, 1].

(ii) Se i < j, entao k; divide k; e a matriz QQ; pode ser obtida a partir da matriz Q); da
seguinte forma: as linhas e as colunas de (); sao particionadas em k; blocos consecutivos
de tamanho k;/k; e cada bloco é substituido pela média dos valores das entradas nesse
bloco.

. , . D .
-~ -~ 9 -
(iii) Para todo 1 < j < m, o grafo G}, admite uma particao Py, fracamente (1/j)-regular
com k; classes e com matriz de densidade Qm tal que [|Qm — Qjllo < 1/j e P, refina
PL, para todo 1 <i < j <m. Além disso, lim,—oc Qh = Q.
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Prova: Para cada ¢ > 1, vamos construir uma seqiiéncia (G%),en de modo que todo grafo
G* admite uma particdo fracamente (1/¢)-regular P com matriz de densidade Q¢, e com k,
classes. Além disso, deve existir uma matriz Q, satisfazendo ||Q% — Q¢||[g < 1/¢ para todo n
e lim,, o0 Q% = Q. Cada particao P! serd um refinamento de P, Tomamos G/, = G
para todo m > 1. Note que com isso garantimos a condigao (iii).
Cada seqiiéncia (G5T1),,en serd uma subseqiiéncia de (G%). Primeiro vamos mostrar como
construir (G1)nen.
Seja (GL)nen uma subseqiiéncia de (G, )nen monétona com relacio & densidade das ares-
tas. E claro que
[E(Gh)|” nce
=\ M)l n=oo
V(G ’
para alguma constante ¢, pois a densidade das arestas estd em [0, 1]. Defina k1 := 1, QL como
a matriz 1 x 1 com a tnica entrada valendo c e P} := {V(G}L)} para todo n.
Vamos mostrar agora como construir (G%),>1 dado que construimos (G5 !),>1. Usando
o lema de regularidade, sabemos que, Gf;_l admite uma particao fracamente (1/¢)-regular Pf;
que refina P’ e que divide cada classe de P.~! em um mesmo nimero de classes. Seja Q% a
matriz de densidade de P! para todo n.
Para cada grafo G5! seja !, o niimero de classes em que cada classe de P21 foi dividida.
Sabemos que existe ¢ tal que [{n: % = r;}| = co. Seja entdo (RY,),>1 a subseqiiéncia de

(ijl)nzl composta pelos grafos ijl com rf; =ry. Tome kp = kp_1 - 7y.

Tome (T)),>1 uma subseqiiéncia de (RY),>1 tal que
Q= Q
para alguma matriz Q).

Finalmente, tome (G%),>1 como a subseqiiéncia de (7);),>1 composta pelos grafos T tais
que

1
HQfL - QK”D < Z

Note que satisfizemos as condicoes (i) e (iii). Vamos mostrar que a condi¢ao (ii) também
é satisfeita.

Seja £ > 1. Para cada G, 1, seja {Vin1,- .., Vink, ,} @ particio P51, Para cada i, sejam
. Vnrfl as classes obtidas pelo refinamento de V,, ;. Note que

ki_1e(Vinis Vinj) 0
V(GE,)I? ’

para quaisquer i e j. Note que nenhum dos valores acima pode valer infinito. Além disso,

Vl

m,i

lim (Q,{ll(vmm Vinj) —

m—00

vale que
. ‘/
i D=1 ;le an(vrz,ﬂvr%,j) B k71 - e(Vinis Vinj)
m—oco TeTy V(G
ZT@ T e(V;;Z.,Vj;j) 5
L TR K e V)
m—co Tery V(G5

=0.
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Portanto, para todo € > 0, existe mg tal que, se m > my,

Qé—l(vm,hvm,j) = Qz_l(vmiyv ,j) + €1

Ty QZ j'
_ Zz ( mz’ )iglj:EQ
TeTy
T/g Vi ,V‘I
:Z =1 (ml )ialisgia?)
TeTy

para certos 0 < e1,e92,e3 < /3. Como isso vale para todo € > 0, entdo a condi¢ao (ii) é
satisfeita. 0

Lema 5.6.2. Seja (k¢);>1 uma seqiiéncia de inteiros e (Q¢)¢>1 uma seqiiéncia de matrizes
que satisfazem os itens (i) e (ii) do lema 5.6.1. Existe uma fun¢ao simétrica e mensurdvel
W:[0,1]?> — [0, 1] tal que

(a) Wq, — W em quase todos os pontos quando { — oo.
(b) Para todo ¢ e quaisquer 1 < i,j < {, vale que

i/ke 3/ ke
Qg]—k‘@/ / W(x,y)dzdy.

1) /ked (G=1) /e

Prova: Para todo ¢, seja ¢y: [0,1) — [k¢] a funcdo definida como

1
¢o(x) =1, sex € [Z Z) para algum i € [kg].

ke ke

Sejam X e Y varidveis aleatorias independentes que selecionam uniformemente um valor de
[0,1). Para todo ¢, definimos Z; := Qu(¢¢(X), pe(Y)).
Vamos provar que Z1, Zo, ... formam um martingal. Temos que provar que

E(Ze1| 2, ..., Ze) = Zy,

para todo ¢. Note que, se conhecemos os valores de ¢;(X) e ¢;(Y) para todo i < ¢, entao
podemos calcular Z; para todo ¢ < £. Assim, mostramos que

E(Ze11|91(X), -+, 00(X), 01(Y), .., 00(Y)) = Qu(de(X), e(Y)),

para todo £. Ademais, como k; divide todo k;; com j' > j, entdo, se soubermos os valores de
de(X) e ¢o(Y'), conseguimos calcular os valores de ¢;(X) e ¢;(Y) para todo i < ¢. Portanto,
basta mostrarmos que

E(Zei1l¢e(X) = a,¢e(Y) = b) = Qe(a,b),

para todo /.
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Como ¢¢(X) = a, entdo X ¢é uniformemente distribuida em [(a — 1)/k¢, a/ke). Portanto,
¢e+1(X) é uniformemente distribuida em {ay,...,as}, onde aj := (kgy1/ke)(a—1)+1 e ag :=
(ke+1/ke)a. Similarmente, vale que ¢p41(Y) é uniformemente distribuida em {by,...,b2},
onde by := (kgy1/ke)(b—1) + 1 e by := (kgy1/ke)b. Assim, pela condigao (ii) do lema 5.6.1,

az

k2
E(Zo1l¢e(X) = a,¢(Y) =b) = 5 > Z Qe+1(4,§) = Qe(a,b).
E‘H i=aj j=by
Portanto, Z1, Zs,... formam um martingal. Como Z; assume valores em [0, 1], entdo po-

demos usar o teorema de convergéncia de martingais e concluir que limy_,,, Zy existe com
probabilidade 1. Tome

W(z,y) := lim Qe(¢e(x), de(y))
nos pontos em que o limite existe. Se o limite ndo existe para um par (x,y) € [0,1]?, defina
W(z,y) := 0.
E facil ver que o item (a) é satisfeito. Vamos mostrar que o item (b) também ¢é satisfeito.
Para todo 7,5 > 0 e todo ¢, vale que

i/ke J/ke i/ke 3/ ke
/ / W(x,y)dzdy. :/ / im Qu (¢m (), dm(y))dzdy
(i=1)/ke (j—1) /K D)/ked (j=1)/ke V7

i/ke 7 /ke
~ Jim / Gom(), bm (1)) ddy

M0 J(i-1) /ke 1)/ke
! K2 <W) J(%’Z)
= k—? W}gnoo @ Z Z (Qm)a,b
a_(z'—l)(’“k—?)ﬂ b:(]—l)(%)—kl
1
= ??(Qf)i,p
onde a tltima desigualdade segue da condicao (ii) do lema 5.6.1. O

Prova do teorema 5.4.1 ((a)=(b)): Seja (Gp)neny uma seqiiéncia de grafos convergente. Apli-
cando o lema 5.6.1, obtemos uma subseqiiéncia (G},)m>1 de (Gp)nen, uma seqiiéncia de
inteiros (k¢)s>1 € uma seqiiéncia de matrizes (Qy)¢>1 que satisfazem as condigoes (i)—(iii) do
lema 5.6.1. Note que f = limy,—oo t( -, Gh,)-

Aplicando o lema 5.6.2, construfmos uma funcio simétrica e mensurdvel W : [0,1]2 — [0, 1]
satisfazendo as condigoes (a) e (b) do lema 5.6.2. Vamos mostrar que que f =t( -, W).

Para 1 < j <m, seja G}, ; == K(Pmj, Qm,j) € G ; = K(Pm,j,Q;). Como Py, ; é uma
parti¢do (1/j)-regular de G}, com matriz de densidade @, j, entao

1
A0l Grny) < - (5.3)
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Pela condicao (iii) do lema 5.6.1, temos que

1
do(Gr, 5 Gr ) < = (5.4)

m?j’ - ]
Tome Wi j := Waes e Wy = W, E claro que
t(F, Winj) = t(F, G, ).

Além disso, vale que
Wi = W; (5.5)

em quase todos os pontos.
Pela condicao (a) do lema 5.6.2, vale que

J—0

W, =X w (5.6)

em quase todos os pontos.
Seja e > 0 e F um grafo. Existe um mg tal que, se m > mg, entao

[H(R.G) = F(P)] < . (5.7

Pela equacao (5.6), existe jo tal que, se j > jo, entao
[6(E W) = (W) < 7. (5.8)

Assumimos que j > max{jo, mo, 8| E(F)|/c}. Pela equagao (5.5) podemos escolher m > j de
modo que
€
| 6(E, Winj) = ((E, W)l < . (5.9)

Combinando o lema 5.5.1 e as equagdes (5.3) e (5.4), temos que

4(E, Gly) — (.G )] < (5.10)

IS

Portanto,
F(F) = (B, W)| < |£(F) = t(F, G| + | ¢(F, Gly) — t(F, W)
< S 4 UF Gly) = (B, G )| + [4(F, Gt ) — t(F, W)

4
=Z+Z+MEW%D—“RW”

g g
< Z+Z+‘t(Fan,j)_t(Fvl/Vj”_‘_|t(F7Wj)_t(F’W)|
cEL B ELE L

4 44 4 7
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5.7 Teorema 5.4.1: prova de (b)=(c) e de (c)=(d)

Prova do teorema 5.4.1 ((b)=(c)):
Seja W: [0,1]% — [0,1] uma func¢ao simétrica e mensurdvel. Seja f :=t( - ,W). Vamos
provar que f é um invariante normalizado, multiplicativo e tem reflexao positiva.

Vale que
fKy) =t(Kq, W) =1,

portanto f é normalizado. Ademais,
f(FH) =t(FH,W) = t(F,W) t(H,W) = f(F)f(H),

para quaisquer grafos I, H. Portanto, f é multiplicativo.
Vamos provar agora que f tem reflexdo positiva. Sejam F1,..., F,, grafos k-rotulados.
Temos que mostrar que

Z Ypyqf (FpFy) 20,

p,g€[m]

para quaisquer y € R™ com i € [m].

Para todo grafo k-rotulado F, denote por F’ o subgrafo de F' induzido pelos vértices
rotulados e por F” o subgrafo de F obtido pela remocao das arestas que ligam vértices
rotulados.

Para todo grafo k-rotulado F' sobre [n] e reais x1, ...,z € [0, 1], defina

T(F,21,...,Tk) ::/ H W (x;, xj)dxgs - - - day;
[Ovl]nik ijE(F”)

W(F,a;l,...,a:k) = H W(xl,x])
ijeE(F")

Note que

fFpFy) = /[ " T(Fp, @1, ... xp)T(Fy w1, . ap)W(F, U Fp,xy,. . xg)day - - - day,
0,1

para quaisquer p,q € [m]. Assim,

Z YpYaf (Fp, Fy)

p,q€[m]

:/[Ol]k Z ypqu(Fp7-,E17~-.xk)T(anxla-..xk)W(Féqu/7x1,...7$k)d"1;‘1'-.dxk'
" pygelm]

Fixe reais x1, ...,z € [0,1]. Vamos mostrar que

> ez W(F,UF) >0,

p,g€m]
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onde z, := yp7(Fp, x1,...,x) para todo p € [m| e W(F) := W(F,z1,...,x) para quaisquer
p,q € [m] e qualquer grafo k-rotulado F.
Seja F, o conjunto de todos os grafos sobre [k]. Para todo grafo F' € Fj, tome

W(F) = [[ Wiz) [[ Q-W,a).
ijEE(F) ijeE(F)
E claro que W(F ) > 0 para todo grafo F' € Fj. Assim, é facil ver que
W(F)= > W(H).
HDF
HeF;,

Portanto,

Z 2pzgW (F, U F,) = Z ZpZq Z W (H).

p,g€[m] p,q€[m] HDF]UF]
HeF;,
ST Y
WeF p,q: Fp,FjCH
2
S W(H)< 3 ) >0
WeF p:F;QH

O]

Prova do teorema 5.4.1 ((c)=(d)): Segue trivialmente do fato que My(f, k) é uma submatriz
de M (f, k) indexada por todos os grafos k-rotulados sobre [k]. O

5.8 Teorema 5.4.1: prova de (d)=(e)

Prova do teorema 5.4.1 ((d)=(e)): Seja f um invariante de grafos normalizado e multiplica-
tivo. Suponha que My(f, k) é positiva semidefinida para todo k. Vamos mostrar que fT > 0.
Seja Fy, = {F1,...,Fy,} o conjunto de grafos k-rotulados sobre [k].

Primeiro, lembre que, para todo F' € Fy,

FFY= > fI(EF) e
FIOF
F'eF,

FIF) = 32 (~1)EENEOp(p),

FIOF
F'eFy,

Defina as matrizes Z e D indexadas por Fj X Fj como

(Z) 1, se Fl - Fj;
F; F; = -
! 0, caso contrario.
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fT(Fl)’ se ‘FZ :‘Fj;

0, caso contrario.

(D)Fz’ij = {
para quaisquer Fj, F; € Fj. Assim, é facil ver que
ZDZ" = My(f, k).

Portanto, como My(f, k) é positiva semidefinida, vale que f1(F;) > 0 para todo F; € Fp. O

5.9 Teorema 5.4.1: prova de (e)=-(a)

Dados grafos F' e GG, definimos a densidade de homomorfismos injetores de F' em GG
como.

inj (F, G)
tini (F, G) := ——
! (V@)D
onde (n)y :==n-(n—1)-----(n—k —1). Definimos a densidade de homomorfismos
induzidos de F' em G como.
tma(F.G) = ind(F, G)

(V@D

Lema 5.9.1. Sejam F e G grafos (sem pesos). Vale que

L (V(F)
t(F,G)—tmj(F,G)|<W(G)|< ) >

Prova: Tome n := |V(G)| e k := |V(F)|. Se n =1, é claro que a relacao vale. Portanto,
supomos n > 1. E fécil ver que hom(F, G) > inj(F, G). Portanto,

hom(F, G) S inj(F,G)

()
FG)= = tini(F, G)—~.
t( 7G) nk = nk t J( G) nk
Temos que
k—1 .
(n)g i E\ 1
NUR _ ) >1 = -
nk Zl;[l (1 n) 21 2)n’

onde a desigualdade pode ser facilmente provada por inducao em k. Assim,

H(F,G) > tmg (B, G) % > g (P, &) (1- (’;) %) >t (F, G) — (’“) 1

nk = 2)n
Por outro lado, é facil ver que

inj(F, G) > hom(F,G) — Y _hom(F",G),
F/
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onde a soma sobre F’ é a realizada sobre todos os grafos F’ obtidos pela identificacao de dois
vértices distintos de G. Assim,

inj(F,G) < inj(F,G)

tinj (F, G) =

(n)y ~— nF
hom(F, G hom(F’,G 1 hom(F’,G
ZM—ZE,M:MF,G)—”ZW
o

F/
> t(F,G) — %21
Fl

:t(F,G)—TllC;).

Lema 5.9.2 (Borel-Cantelli). Sejam (Ay)nen varidveis aleatdrias indicadoras tais que
> P4, =1] < .
n
Vale que a probabilidade de |[{n: A, = 1}| = oo é igual a 0.

Prova do teorema 5.4.1 ((e)=(a)): Seja f um invariante de grafos normalizado, multiplicativo
e tal que fT > 0.

Para cada k, seja F}, a varidvel aleatéria tal que Fj, é sorteado dentre os grafos sobre [k]
e a probabilidade de F}, = F para algum grafo F sobre [k] é fT(F). Seja Hj o grafo sobre [k]
sem arestas. Como fI >0e

doE) =Y F) = f(H) =1,
e Fer

as probabilidades estdao bem definidas.

Seja F' um grafo sobre [k]. Vamos mostrar que
f(F) = E(tinj (F, Fr)),

para todo n > k.
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Vale que

E(tinj (F, F)) = E( F/DF tina (£, Fk)) - ZF’QF E(tina(F", i)
= P[Fk = G] tind(l{:ﬂv G)

F'DF GeFy,
= Z P[Fk = G} tmd(F 7G)
F'DF G=F'
— Z (tind(F',F’)) ( Z P[F), = G])
FIDF G=F'
Aut(F’
- L () (g o)
-y (\Au‘;(!F’)P[Fk _F,D S
F/DF G=F
B |Aut(F")] o k!
= F;F( o 20 =) ()
=Y PR =F]= ) fI(F)=fF),

onde as somas sobre F’ D F sao realizadas apenas sobre os grafos F’ com V(F') = V(F).

Seja n > k. Seja F’ o grafo obtido a partir de F' pela adicao de n — k vértices isolados.
Pela multiplicatividade de f, vale que f(F’) = f(F). Ademais, como f(K;) = 1, vale que
tinj(F, G) = tinj(F’, G) para todo grafo G com n vértices. Assim, é facil ver que

f(F) = f(F/) = E(tinj(Fla Fn)) = E(tinj(Fa Fn))

Queremos usar a desigualdade de Chebyshev. Vamos calcular um limitante para a vari-
ancia de tinj(F, F,). Temos que

Var (tinj (F, Fr)) = E(tinj (F, Fn)?) — E(tin; (F, Fp))>.
Pela multiplicatividade de f, temos que
E(tinj(F, Fp))* = f(F)? = f(FF) = E(tinj(FF, Fy,)).

Assim,

Var (ting(F, F)) = E(tinj(F, Fp)? — tu (FF, Fn)).
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Usando o lema 5.9.1, temos que
| tinj (F, F)? = tinj(FF, F)| < [6(F, Fy)? = tinj(F, F)?| + | 6(F, F)? — tinj (FF, F)|
= | t(F, Fn)? — tinj(F, F)?| + [t(FF, F,) — tinj(FF, )|

= [8(F, F) + tinj (F, F)| - [ 6(F, Fn) — ting (B, Fn)| + [€(FF, Fy) — tinj (FF, F))|
< 2| 4(F, Fy) — ting(F, Fn)| + | t(FF, Fy) — tinj (FF, F))|

E\ 1 2\ 1  3k?
<2 -+ - < —.
2)n 2 )n n

Var(tinj (F, Fn)) <

Portanto,
s
Seja € > 0. Usando a desigualdade de Chebyshev, obtemos
3k?
P[] tin(F, Fp) — f(F)| > €] < o

Seja A, a varidvel indicadora que indica que | tinj(F, Fy,) — f(F')| > €. Note que
> PlAj = 1] < 0.
J

Dessa forma, usando o lema de Borel-Cantelli,
tinj (F, Fip2) "= f(F) (5.11)

com probabilidade 1. Portanto, o conjunto de escolhas para (F,2)nen tal que (5.11) vale para
o grafo F' é nao-enumeravel.

Como a colecao de todos os grafos a menos de isomorfismos é enumeravel, entao o conjunto
de escolhas para (F),2)nen tal que (5.11) vale para todo grafo F' é nao-enumeravel. Logo,

f(): lim t('>Gn2)a

n—oo

para alguma seqiiéncia (G2 ),en. O



Capitulo 6

Independéncia entre vetores de
densidade de homomorfismos

Neste capitulo apresentamos um belo resultado de ERDOS, LOVASZ E SPENCER [1979].
Destacamos que neste capitulo os grafos nao podem ter arestas miltiplas e lagos.

6.1 Vetores de densidade de homomorfismos em grafos

Fixe um inteiro k > 3. Seja {F1,..., F;} um conjunto formado por todos os grafos conexos
e sem vértices isolados com no maximo k vértices a menos de isomorfismos.
Para cada grafo G, seja hg o vetor definido como

he = (t(F1, G), ... t(F, G)).

Defina S como o subconjunto de vetores de R tal que = € S se, e somente se, existe uma
seqiiéncia de grafos (G, )nen tal que lim, o |V (G,)| = o0 e limy, o0 t(F;, G,) = x; para todo
i€ lt].

Neste capitulo, iremos provar o seguinte resultado.

Teorema 6.1.1. O conjunto S tem interior nao-vazio. Ou seja, S contém uma bola aberta
em RY.

Para isso, provamos um resultado intermediario.

Lema 6.1.2. O conjunto {hg: G é um grafo} gera R' como espaco vetorial.

6.2 Ferramentas

Para todo grafo G com conjunto de vértices [m] e quaisquer x1, ..., %41 inteiros nao-
negativos, definimos G(z1,...,Zm : Tm+1) como o grafo tal que

V(G(.le, ces Tt $m+1)) =S5 uU---uU Sm+1,



60 Capitulo 6. Independéncia entre vetores de densidade de homomorfismos

onde |S;| = x; para todo i e S;NS; = @ para quaisquer 7 e j distintos. O conjunto de arestas
de G(z1,...,@Tm : Tmy1) €

E(G(z1,...,%m  Tmt1)) ={uwv:uw € S;, ve S, i,j € V(G), ij € E(G)}.

Intuitivamente, substituimos cada vértice ¢ de V(G) por x; cépias de i e acrescentamos xp,11
vértices isolados.

Seja ¢: V(G(x1,...,Tm : Tmy1)) — [m + 1] a fungao definida para cada vértice v €
V(G(z1,...,Tm : Tmy1)) como ¢(v) :=1, se v € 5.
Abreviamos G(z1,...,Zm : 0) por G(z1,...,xy). Neste capitulo, denotamos G(s, ..., s)

por sG. Dados grafos Gy, ..., Gy, denotamos a uniao disjunta de Gy, ..., Gy por Hle G;.

Lema 6.2.1. Seja G um grafo sobre [m| e seja F um grafo sem vértices isolados. Para
quaisquer inteiros nao-negativos xi, ..., Tm+1, vale que

hom(F,G(x1,...,Tm : Tmt1)) Z H T
Y veV(F)

onde a soma é realizada sobre todos os homomorfismos ¢ de F' em G. Vale também que

t(F,G(x1, ..oy Ty Tipg1)) Z H Z/w(v

Y veV(F
1
onde y; := xz/(zgnﬁ zj).
Prova: Como F nao tem vértices isolados, todo homomorfismo de F' em G(x1, ..., Ty : Tpt1)
¢ na verdade um homomorfismo de F em G(z1,...,om).

Seja ¢ um homomorfismo de F em G. E f4cil ver que existem I
fismos A de F' em G(z1,...,Ty) tais que po A = .

Por outro lado, para cada homomorfismo A de F' em G(z1,...,%n), vale que ¢ o A é um
homomorfismo de F' em G. Com isso, provamos a primeira relagao.

Ademais,

veV (F) Ty(v) homomor-

hom(F,G(x1,...,Tm : Tm+1))
|V<G>UV<F>\

Zw HUGV Lap( v)
(Z?i+1 |V F)| % Uel‘:[ m+1
=2 1l o

Y veV(F

t(F,G(z1, ... T Tipg1)) =

O

Lema 6.2.2. Seja G um grafo sobre [m] e s um inteiro. Seja F' um grafo sem vértices
isolados. Vale que

hom(F, sG) = hom(F,G)s™
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t(F, sG) = t(F, G),

para todo grafo G sobre [m].

Prova: Segue diretamente do lema 6.2.1. O

Corolario 6.2.3. Para todo grafo G, vale que hg € S.

Prova: Para cada n € N, defina G,, := nG. Pelo lema 6.2.2 t(F;, Gy,) = t(F;, G) = (hg); para

todo i € [t]. O
Lema 6.2.4. Seja F' um grafo conexo. Sejam G1,...,Gy grafos e ay, ..., ay inteiros positivos.
Vale que

4 y4
hom <F, H aiG,-) = Z hom(F, G;)a}"

i=1 =1

onde

Yi' = =S 7~
>, ai|[V(Gj)|
para todo i € [{].

Prova: Como F' é conexo, entdo, para todo homomorfismo ¢ de F em [], a;G;, vale que a
imagem de ¢ estd contida em V' (a;G;) para algum 3.

Por esta observagao e pelo lema 6.2.2, a primeira relagao vale.

A segunda relagao segue por divisao. O

Para todo inteiro r > 0, denotamos por I, o grafo com r vértices sem arestas.
A prova do seguinte lema é andloga a prova do lema 6.2.4.

Lema 6.2.5. Seja F' um grafo conexo sem vértices isolados. Sejam Gy, ...,Gy grafos e
ai,...,agy1 inteiros positivos. Seja G = Iy, - Hle a;G;. Vale que

k
(F.G) = Yt Gyl 7,

1

)

onde
a;|V(Gi)|

(el
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6.3 Prova do lema 6.1.2

Prova do lema 6.1.2: Suponha que {hg: G é um grafo} nao gera R'. Entao existem reais
ci,...,c: nem todos nulos tais que

t
Zcit(Fi,H) =0
=1

para todo grafo H.
Escolha em {F;: ¢; # 0} um grafo G tal que G tem o menor nimero de arestas dentre os
grafos em {F;: ¢; # 0} N{F;: |V(F;)| = |V(G)|}. Vamos supor que V(G) = [m].

Seja G’ :== G(x1,...,Zm : Tm+1)- Note que nao fixamos w1, ..., ZTmyme1. Vamos considerar
Z1,...,Tm+1 COMO varigveis.
Pelo lema 6.2.1, temos que t(F;, G') é um polindémio em yi, ..., ¥, para todo i € [t]. Seja

A; o coeficiente de y; - - - yp, nesse polinémio. Temos que \; = | V|, onde

U= {w e V(@)VF) . 4 6 um homomorfismo de V (F}) em V(G) e H Yip(v) = Hyz}
eV (F) i=1

Note que, se um homomorfismo 1 estd em ¥, entao 1) é sobrejetor, pois para todo j € [m]
existe v € V(F;) tal que ¢(v) = j. Ademais, para cada j € [m], vale que y; aparece
exatamente uma vez em [ [, y;. Portanto, ¥(u) # 1 (v) para quaisquer u,v € V(F;). Assim,
se ¥ € U, entao ¥ é um homomorfismo bijetor de V (F;) em V(G). E facil ver que, se ¢ é um
homomorfismo bijetor de V(F;) em V(G), entao ¢ € W. Logo, o coeficiente \; de y - - - Y é
o numero de homomorfismos bijetores de F; em G. Pela minimalidade de G, este coeficiente
¢ nao-nulo se, e somente se, F; é isomorfo a G.

Portanto, Zle ¢i t(F;, G") é um polinémio nao identicamente nulo. Assim, existem ra-
cionais nao-negativos yi,..., Y, com .o y; < 1 tais que i, ¢;t(F;, G') # 0. Podemos
escolher x1,...,zm41 tais que y1, ..., ym tenham o valor que desejamos, o que é uma contra-

digao. O

6.4 Prova do teorema 6.1.1

Prova do teorema 6.1.1: Pelo lema 6.1.2, vale que {hg: G é um grafo} gera R'. Sejam
G, ..., Gy grafos tais que {hg,: i € [t]} gera R,
Seja a matriz A indexada por [t] x [t] definida por
Aij = t(F}, Gi)

para quaisquer i, j € [t]. Note que A é uma matriz nao-singular.
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Para quaisquer y1,...,y41 > 0 racionais tais que Zfﬂ y; = 1, podemos encontrar um

inteiro D € Z, tal que Dy;/|V(G;)| € Z para todo i € [t] e Dyi+1 € Z. Tomando

! Dy;
G::IDyt+1'H ‘V(G)’ Gz
i=1 v

e pelo lema 6.2.5, terfamos que

t(F;, G) = ZAUyZ

para todo j € [t].

Para quaisquer reais yi,...,y; > 0, tome n; := 2221 Al]yl El para cada j € [t]. Para
quaisquer reais yi,...,y > 0, defina f(y1,...,y) == (N1, ., 0e)-
Note que

SQ{f(yla'-'vyt>:Ogyla"'vytétia yZEQVl}

Como f é continua e S é fechado, temos que

SO{f(y1,---yye): Ogyl,...,ytgt_l, y; € R Vi}.

Vale que
O Fy)|-1
= A;;|V :
83/1 Z]| ( )‘y
Portanto, Jac(f), o jacobiano de f, é um polindémio em y1, ..., y;. Seja A’ a matriz jacobiana
de f. Em y; = --- =y, = 1, vale que

Jac(f) = det(4") = (H\V )det (A) #0,

pois A é nao-singular. Portanto, Jac(f) nao é identicamente nulo. Assim, existem racionais
0<wyi,...,y <t~ ! tais que Jac(f)(y1,...,y:) # 0.

Pelo teorema da funcao inversa e considerando o dominio de f como o conjunto aberto
{(z1,..,20): 0< 21,...,2 <t~! 2 € RVi}, podemos concluir que existe uma bola aberta
contida em S com centro em f(yi,...,Yt). O






Capitulo 7

Um modelo generalizado para
grafos pseudo-aleatorios

Neste capitulo apresentamos um modelo generalizado para grafos pseudo-aleatérios pro-
posto por LOVASz E SOs | ].

Nesse modelo, mostramos um resultado de LOVAsz E SOs | | similar a um famoso
teorema de CHUNG, GRAHAM E WILSON | | para grafos pseudo-aleatérios.

Omitiremos alguns detalhes técnicos e demonstragoes.

Neste capitulo grafos sem pesos nao devem ter arestas multiplas e lagos. Quando quiser-
mos enfatizar que um grafo nao deve ter pesos, arestas multiplas elacos, diremos que o grafo
é ordinério.

7.1 Grafos pseudo-aleatorios

O conceito de pseudo-aleatoriedade para grafos foi introduzido por THOMASON | e
CHUNG, GRAHAM E WILSON | ]
Uma seqiiéncia de grafos (Gp)neny com lim,_. |V (Gy)| = oo é chamada de pseudo-

aleatéria com densidade p se, para todo grafo I, vale que

lim t(F,G,) = plP@),

n—00

Grafos pseudo-aleatérios tém muitas caracteristicas em comum com grafos aleatdrios

(veja, por exemplo, CHUNG, GRAHAM E WILSON | ]). O conceito de pseudo-aleatoriedade

é também fortemente relacionado ao lema de regularidade de Szemerédi (veja SIMONOVITS E
SOs [1991]).

Um resultado surpreendente de CHUNG, GRAHAM E WILSON | | nos diz que, para

verificar se uma seqiiéncia de grafos é pseudo-aleatoria com densidade p, basta verificar os
casos em que F' é igual a Ko e CYy.
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Teorema 7.1.1. Uma seqiiéncia de grafos (Gp)nen limy, o0 |V(Gyp)| = 00 com é pseudo-
aleatéria com densidade p se, e somente se,

lim hom(K»,G,) e lim hom(Cy,Gn) 4

s V@R T e V@G T

Consideramos que todo grafo bipartido G tem uma bipartigao {U(G), W(G)}, onde U(G)
é a classe “de cima” e W(G), a classe “de baixo”.

Para quaisquer grafos bipartidos F e G, definimos hom’(F, G) como o niimero de homo-
morfismos de F' em G que levam U(F) em U(G) e W(F) em W (G).

Dizemos que Uma seqiiéncia de grafos bipartidos (G )neny com lim, . |U(Gp)| = oo e
lim;,, .o |W(G,)| = 0o é pseudo-aleatdria com densidade p se, para todo grafo bipartido F,
vale que

lim hOm’(F, Gn) _ p|E(F)|
n—oo |U(Gn)[lVEMNW (G, ) [IW(E)

Um resultado analogo ao de CHUNG, GRAHAM E WILSON | | vale para o caso bipartido.

Teorema 7.1.2. Uma seqiiéncia de grafos bipartidos (G )nen com lim, o |[U(G,)| = 0o e
limy, o0 |W(G,,)| = 00 € pseudo-aleatéria com densidade p se, e somente se,
hom' (K3, Gy,) hom'(Cy, G,) 4

lim =p e lim =p
n—oo |U(Gn)[[W(Gn) n=oo [U(Gyn) *[W(Gn)?

7.2 Grafos H-pseudo-aleatodrios e principais resultados

Seja H um grafo com pesos tal que a(H) = 1 e 0 < fBy(u,v) < 1 para quaisquer
u,v € V(H). Uma seqiiéncia de grafos (G )pen com lim,_, |[V(Gy)| = oo é chamada de
H-pseudo-aleatéria se, para todo grafo F', vale que

lim t(F,G,) = hom(F, H).

Note que, se H é um grafo com apenas um vértice e um lago de peso p e (G, )nen é H-pseu-
do-aleatéria, entao (Gj)nen é pseudo-aleatéria com densidade p.

Suponha que V(H) = [g]. Uma maneira de obtermos uma seqiiéncia de grafos H-pseu-
do-aleatéria ¢ a seguinte. Para n “grande”, distribua [n] entre conjuntos V{*, ..., V* de modo
que |V;"| = napg(i) para todo i € [g].

Para cada ¢ € [g], insira em V;” um grafo pseudo-aleatério com densidade [y (7,7). Para
quaisquer i,j € [¢] distintos, insira entre V" e V" um grafo bipartido pseudo-aleatério de
densidade B (i,7).

O seguinte teorema nos diz que toda seqiiéncia pseudo-aleatoria pode ser obtida dessa
forma.

Teorema 7.2.1. Seja H um grafo com pesos sobre [q] tal que a(H) =1e0 < By(i,7) <1
para quaisquer i,j € [q]. Seja (Gpn)nen uma seqiiéncia de grafos com lim,, . |V (Gy)| =
Vale que (Gn)nen é H-pseudo-aleatdria se, e somente se, existe uma particao {V{",...,V'}
de V(G,) para todo n grande tal que

Q.
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(1) Timy oo [V21/IV(Go)| = ag(i) para todo i € [q);

(ii) (G[V"])nen € uma seqiiéncia de grafos pseudo-aleatéria com densidade 3y (i,1) para

todo i € [q];

(iii) (G[V;",V]"])nen € uma seqiiéncia de grafos bipartidos pseudo-aleatéria com densi-
dade B (i,j) para quaisquer i,j € [q] distintos.

Acima GI[S,T] é o grafo bipartido com U(G) = S e W(G) =T e uwv € E(G[S,T]) se
ue S, veT euw € E(G).

Apresentaremos apenas a prova da necessidade dessas condigoes.

LoVAsz E SOs | ] provaram uma versao andloga ao teorema 7.1.1 para esse modelo
de grafos pseudo-aleatorios.

Teorema 7.2.2. Seja H um grafo com pesos sobre [q] tal que a(H) =1 e0 < fy(i,5) <1
para quaisquer i,j € [q]. Entao existe um inteiro Ny que depende apenas de |V (H)| tal
que uma seqiiéncia de grafos (Gp)nen com limy, o |V (G,)| = co é H-pseudo-aleatdria se, e
somente se,
hom(F,G
lim m n)

B g v = o)

para todo grafo F' com no maximo Ny vértices.

Nas proximas segoes apresentaremos a prova da necessidade das condigoes descritas no
teorema 7.2.1. Na secao 7.6 apresentamos a prova do teorema 7.2.2.

Fixamos um grafo H com pesos sobre [q] tal que a(H) = 1 e 0 < fg(i,7) < 1 para
quaisquer %, j € [q].

Supomos também que H é livre de vértices gémeos. Isso pode ser feito, pois se H tem
vértices gémeos, podemos identificd-los (como na prova do lema 4.1.1) e obter um grafo H'
tal que hom(F, H) = hom(F, H') para todo grafo F e |V(H')| < |V (H)|.

Abreviamos «; := a (i) para todo i € [q] e 8;; := B (4, j) para quaisquer ,j € [q].

7.3 Esquema de demonstracao

Primeiro apresentamos o esquema de demonstragao para a necessidade no teorema 7.2.1.

Para n suficientemente grande, queremos construir uma partigao {V;*,..., Vq”} satisfa-
zendo as condigoes (i)—(iii) do teorema 7.2.1. Vamos associar cada vértice v de G, a um
vértice i de H. Um vértice v € V(G),) deve ser colocado na classe V" se v for associado a i.

Para todo k > 1 e toda fungao ¢: [k] — V(H), denotamos ¢ por i14s - - - it onde i; = ¢(j)
para todo j € [k]. Vamos construir um grafo quantico z € Gy tal que

1, sei=y;

hom;;(z, H) =
il ) {O, caso contrario.
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O grafo quantico z deve ter propriedades semelhantes em G,. Ou seja, queremos que
hom,,(z,Gy) seja “alto” quando os vértices u e v sao “similares” e que seja “baixo”, caso
contrario.

Em seguida, escolhemos uma fungao v: [¢] — V(G,,) com certas propriedades. A escolha
de v depende de alguns detalhes técnicos.

Associamos v(i) a i, para todo i € [g]. Vamos mostrar como escolher i € [q] para os
outros vértices de Gy,. Para cada v € V(Gy,), associe v a algum i € [q] tal que hom,;), (2, G»)
seja maximo. Ou seja, descobrimos qual vértice w em {v(j): j € [¢]} é mais “similar” a v e
associamos v ao mesmo vértice de H a que u esta associado.

Depois disso, temos que provar que essa partigao satisfaz as propriedades (i)—(iii).

Para provar o teorema 7.2.2, observamos que, na prova do teorema 7.2.1, precisamos da
convergéncia apenas para um certo conjunto finito S sde grafos quanticos g-rotulados.

Seja {Aj,...,A,} uma base de Gy onde A; é um grafo 2-rotulado para todo 1 < i < a.
Seja {Bji, ..., By} uma base de Qq onde B; é um grafo ¢-rotulado para todo 1 <14 < b.

Podemos substituir S por um conjunto {Fi,...,F,} de grafos para os quais vale que
|V (F;)| < 16 max; |V (A;)| +4max;{|V(B;)|}. Mostramos entdo um limitante para o nimero
de vértices dos grafos A; e B; que depende apenas de ¢. Com isso, limitamos o ntimero de
vértices dos grafos Fj, completando a prova do teorema 7.2.2.

7.4 Ferramentas

7.4.1 Grafos quanticos
Para todo v = ) o 2¢G € G, definimos N(x) := > . |zg|.

Proposicao 7.4.1. Para todo x € Gy e toda fungao ¢: [k] — V(H), vale que

| homgy(x, H)| < N(x).
Prova: Seja x =) ~xgG € G e ¢: [k] — V(H). Temos que
| homy (z, H)| = ‘nghomd) (G,H) ‘ Z|:cg|

O]

Neste capitulo as dlgebras Gi e G tém o produto interno definido por H. Definimos a
seminorma || - || para G, como

|z| := (hom(z?, H))"/2.

para todo x € Gg.
Para quaisquer x,y € Gy, dizemos que x =y (mod H) se ||z — y|| = 0.

Lema 7.4.2. Sejam x,y € Gi. As seguintes afirmacoes sao equivalentes:
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(a) x =y (mod H);
(b) hom((x —y)z, H) = 0 para todo z € Gy;

(c¢) homy(z —y, H) = 0 para toda funcao ¢: k] — V(H).

Prova: A equivaléncia entre (a) e (b) segue da proposigao 3.4.3.
Temos que

lz —y|I* = hom((x —y)*, H) = Y a(H) homg((x —y)*, H) = Y a(H) homg(x —y, H)".
o o

Portanto, como a4 (H) > 0 para todo ¢,
|z —y|>=0 <= homy(z—y,H)=0, Véc V(H),

O]

Teorema 7.4.3. Seja y € R@™) | Existe x € Gy tal que homy(x, H) = y4, se, e somente
se, Yo = Yoo Para toda funcao ¢ € [q] ¥l e todo automorfismo préprio (que respeita pesos de
vértices e arestas) de H.

Prova: Segue do lema 4.5.1. Este lema nos diz que as dlgebras Aj e A} sdo as mesmas.
A dlgebra Aj é formada pelas combinacoes lineares formais de fungoes de [k] em V(H) para
as quais vale que, se ¢ e 1 satisfazem ) = o0 o ¢ para algum automorfismo ¢ de G, entao ¢
e 1 tém o mesmo coeficiente. A dlgebra A} é formada pelas combinagoes lineares formais de
fungoes de [k] em V(H) para as quais existe € G, tal que homy(z, H) é o coeficiente de
funcio ¢, para toda ¢ € V(H)H. O

7.4.2 Contratores e conectores

Lema 7.4.4. Existe um grafo quantico z € Go tal que

hOmij(Z, H) — { ) Sse 1 J?

0, caso contrario.

Prova: Seja y € R4 ) definido como

Jo e {1, se ¢(1) = $(2);

0, caso contrario.

Note que, se o é um automorfismo de H, entao yso4 = y¢ para todo ¢ € [q] 2. Pelo teo-
rema 7.4.3, vale que existe z € Gy tal que homy(z, H) = y, para todo ¢ € [q] 2. O
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O grafo quantico z é chamado de contrator de H. A origem desse nome é a seguinte.
Para todo grafo 2-rotulado F' sem arestas entre vértices rotulados, seja F’ o grafo 1-rotu-
lado obtido pela identificagao dos vértices rotulados. Estendemos essa operacgao para todo
x € Go que sao combinagao lineares de grafos 2-rotulados sem arestas entre vértices rotulados
e denotamos por 2’ o grafo quantico resultante. Para todo x € Gy satisfazendo essa condicao,
vale que

hom(zz, H) = hom(x’, H).

LOVASz E SZEGEDY [2008] mostraram o seguinte resultado.

Teorema 7.4.5. Para todo grafo F' com pesos e { vértices, existe um contrator que é com-
bina¢do linear de grafos com no maximo (6£)¢ vértices.

Lema 7.4.6. Existe um grafo quantico w € G, tal que

homy (w, H) {1, se ¢ é bijetora;

0, caso contrario,
para toda funcao ¢: [q] — [q].

Prova: Seja y € R4 definido como

1, se ¢ é bijetora;
Yo 1= .
0, caso contrario.
Note que, se ¢ é um automorfismo de H, entdo y,op = Yy para todo ¢ € [q] [4l. Pelo teo-
rema 7.4.3, vale que existe w € G, tal que homy(w, H) = y4 para todo ¢ € [q] lal O

Dizemos que um grafo k-rotulado é simples se nao tem arestas multiplas e os vértices
rotulados formam um conjunto estavel. Um grafo quantico é simples se é combinacao linear
de grafos simples.

Um conector é um grafo quantico 2-rotulado p tal que p = Ky (mod H). LOVASZ E
SZEGEDY | | mostraram o seguinte resultado.

Teorema 7.4.7. Existe um conector simples que é combinacao linear de caminhos com no
maximo q + 2 vértices onde as extremidades sao rotuladas.

Usando esse resultado, podemos provar o seguinte.

Lema 7.4.8. Seja x um grafo quantico k-rotulado. Existe um grafo quantico k-rotulado
simples y tal que x =y (mod H).

Assim, podemos supor que z e w sdo simples. Além disso, substituindo z por z? e w

por w?, podemos supor que, para todo grafo G, vale que homy(z, G) > 0 para toda fungao
¢: [2] = V(G) e homy(w,G) > 0 para toda fungao ¢: [q] — V(G).
Tome
c:=||lwl| e d:= N(w).



Secdo 7.5. Prova da necessidade no teorema 7.2.1 71

7.4.3 Alguns grafos quanticos especiais

Seja F' um grafo 2-rotulado e seja F’ um grafo k-rotulado. Sejam i, j € [k] distintos. Seja
G o grafo obtido pela uniao disjunta de F' e F’ seguida pela identificacao do vértice com
rétulo 1 de F' com o vértice de rétulo 7 de F’ e pela identificacdo do vértice com rétulo 2
de F' com o vértice de rétulo j de F’. Em G, mantemos os rétulos de F’. Dizemos que G é
obtido colando F em F’ sobre (i, ). Estendemos essa operacao para elementos de Gy e Gy,
linearmente.

Para cada ¢ € [q], seja w; o grafo quantico obtido do seguinte modo: tome w' € Gy
adicionando a cada grafo de w um novo vértice com rétulo g+ 1, cole z em w’ sobre (i,q+ 1)
e desrotule o vértice com rétulo ¢ + 1.

Para cada i,j € [q], seja w;j o grafo quantico obtido do seguinte modo: tome w’' € Gy41
adicionando a cada grafo de w um novo vértice com rétulo ¢+ 1, cole z em w' sobre (i, g+ 1),
cole z em w' sobre (j,q+ 1) e desrotule o vértice com rétulo ¢ + 1.

Para cada i, j € [q] e cada grafo bipartido F', seja w;; r o grafo quantico obtido do seguinte
modo: tome a uniao disjunta de F' e w. Rotule os vértices de U(F') com os rétulos de ¢+ 1 a
g+ |U(F)| e os vértices de W (F') com os rétulos de ¢+ |U(F)|+1 a ¢+ |U(F)|+|W (F)|, cole
copias z nesse grafo sobre os pares (i,q+1),...,(i,q+|U(F)|) e (4,q+|U(F)|+1),...,(J, g+
|U(F)| + |W(F)|). Retire os rétulos de g + 1 a g + |U(F)| + |W(F)|.

Valem as seguintes propriedades:

lw = >3y wil| = 0; (7.1)

lwi —wii|| =0 (Vi € [q]); (7.2)

[wi — aiw| =0 (Vi € [g]); (7.3)

lwigll =0 (Vi,j € [q],i # j); (7.4)

lwijr — aLU(F”a'jW(F)'ﬂZl.jE(F)'wH =0 (Yi,j € [q],i # j e VF grafo bipartido). (7.5)

7.5 Prova da necessidade no teorema 7.2.1
Seja (Gp)nen uma seqiiéncia de grafos H-pseudo-aleatéria. Para todo n, tome G, o grafo

obtido a partir de G,, atribuindo peso 1/|V(Gy,)| a cada vértice de G,,. Para todo n € N, seja
|| - |l & seminorma definida por

[l = (hom(2?, Gy, )"/,
para todo grafo quantico z. Note que
Tim [Jefla = [l
para todo grafo quantico x. Assim,

Tim o]l = [Jo] = c.
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Ademais, usando as propriedades (7.1) a (7.5), temos que

Tim_ [ — 20wl = 0 (7.6)

Jim [lw; —wiilln =0 (Vi € [q]); (7.7)

Jim flw; —agwll, =0 (Vi € [g]); (7.8)

Jim {lwiglln =0 (V6,5 € [g],7 7 J); (7.9)

nh_)rglo lwijr — aLU(F”a‘jW(F)lﬁlle(F”an =0 (Yi,7 € [q],1 # j e VF grafo bipartido). (7.10)

7.5.1 Construgao da particao

Nesta se¢ao, mostraremos como construir a particao {V{", ..., Vq"} para todo n grande.
Para todo ¢ > 0 fixo, temos que

’||w”n - c’ <e

para n suficientemente grande.
Se € < ¢/2, entao

c
> 5.
Note que
1 1
2 _ 2 _ 32
w5, = V(G Z hom, (w, G,)? < EA Z d”=d".

v: [q]—V(Gn) v: [g]—=V(Gn)
Portanto, d > ¢/2.

Lema 7.5.1. Seja
B:={ve V(Gn)[Q]3 hom, (w, Gn) = ¢/4}.

Vale que
|B] = (¢/(84%))|V(Gn)|".

Prova: Suponha que |B| < (¢?/(8d?))|V(Gy)|?. Entao, temos que

1
lwllz = VGl Z hom, (w, Gy, )?
M [g=V(GR)
1 AV(G)T 5 1 c? q c?
(R R T A (e T (1= 5p) V@I 4
02 02 02
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Lema 7.5.2. Para n suficientemente grande, existe uma funcao v: [q] — V(Gy) tal que

hom, (w, Gp) > 2 (7.11)
e
hom, (w — > 7 w;, G},)* < &; 7.12)
Z hom,, (w; — wy, Gh)? < €; (7.13)
i€[q]
Z hom,, (w; — cyw, G1)? < €; (7.14)
i€[q]
Z hom,, (w;;, Gh)? < & (7.15)
i,5€q]
i#]
Z hOIIl,,(U}ijJ(2 — OéiOéjﬁij’U), G{n)2 < g (716)
i,j€ld]
i#]
Z hom, (wjjc, — a?a? ?jw,G;)z <e. (7.17)
i,j€[q]
iy
Prova: Tome
Sp = [lw = 3 will + X llwi — will7
+ ) Jlwi — aswlf?
i€[q]
+ > w2
i,j€[q]
i#]
+ > wijx, — cicBigwll,
i,j€lq]

i

2 2,4 112

+ Z |wij,cy — a0 Biw|l5-
i,5€lq]

i#]
Para n suficientemente grande, temos que S,, < (1—c?/8d?)e. Como |B| > (c?/84%)|V (G,)|4,
entao é ficil ver que existe uma funcao v satisfazendo as condigoes do lema. O
Tome

¢1 := hom, (w, G,,).

Vamos explicar agora como a particao {V{',...,V"} de V(Gy) deve ser construida. Fi-
xamos ¢ e v. Para cada i € [g], defina

gi(u) := hom, (3, (2, Gn),
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para todo u € V(G,),
Para cada u € V(G,,), seja

My = {i: gi(u) = max{g;(u): j € [q]}}

Para cada u € V(G,,), escolha m(u) arbitrariamente em M,,. Para todo i € [q] e u € V(G,,),
tome
1, set=m(u);
ki(w) = { e
0, caso contrario.

Definimos a particao {V{},..., Vy'} como
V" i ={u e V(Gy): ki(u) =1},

para todo i € [q].

7.5.2 Um lema sobre a particao

Lema 7.5.3. Para n suficientemente grande, vale que

Y - k) < B

uGV(Gn) i€]q]

Tl

Prova: Para cada i € [¢], defina

) 1, segi(u) >1/2;
(u) =
’ 0, caso contrario,

para cada u € V(Gy).
Temos que

hom,, (w; — wy;, Gp)? = hom,, ((w; — w)?, G,) = hom, (w, G, )? Z (gl(u) - gi(u)2)2.

Segue da relacao (7.13) que

Z > gi(u)? (1= giu ))2<;. (7.18)

uGV(Gn) i€]q]
Similarmente, segue da relacao (7.12) que

’V(lGn) 2 (1 -2 9@‘(“))2 < ; (7.19)

u€V(Gn) i€lq]

Para cada i € [¢] e cada u € V(G,,), pela definicao de h;(u), temos que

(gi(u) = hi(u))? < 4g;(u)?*(1 — gi(u)?).
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Assim, pela desigualdade (7.18),

( N > (gilu) — ha 2<4—§. (7.20)

u€V(Gr) i€lq) “

Agora vamos provar que

Note que com isso, usando a desigualdade (7.20), teremos que

2 D (i)~ ka(w))?

uGV(Gn) i€q]

2
S 2 2 k) e 3 3 () — kiw)?

weV(Gy) i€[q] ueV(Gr) i€lq]
< 8; n 2035 < 2835’
ci i cf

completando a prova do lema.

E f4cil verificar que

S (i) = ki) < (1= 3 hi<u>)2.

i€[q] i€[q]

Assim, usando as relagoes (7.19) e (7.20),

U

1,2 (1 “Yhw)’

G
uEV(Gn) i€]q] | ueV(Gn) i€[q]
5 2
S <1_Zgz ) > (ngu)—hi(u))
ueV (Gn) i€[q] uEV(Gn) i€q]
2
< Vi 2 <1‘Zgz ) e & Tt - nwy
" uweV (Gr) i€]q] UEV(Gn)ZE[‘I]
2 8 10
a € 551
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7.5.3 O tamanho da classes da particao

Lema 7.5.4. Existe um numero ¢ que depende apenas de q, tal que, para todo i € [q],
vale que

Vil
Lo — | < cavE
V(Gn)l
para mn suficientemente grande.
Prova: Temos que
hom,, (w;, G,) = 1/ Z hom,, (w, G},)gi ()
VGl o,
c1 C1
= ki(u) + gi(u) — ki(u
AR A CATIP PR
C1
= V" + R,
v

onde R := (c1/|V(G)) Xuev(a,)(9i(u) — ki(u)). Note que, pelo lema 7.5.3, temos que

2

2
R2:<rv<<1%>\ 2 (9"“)"“%’(“”) <L S (gilu) — ki(w)? < 28¢e.

!/
ueV(GL) V(G| ueV(Gr)

Assim,

hom, (w;, G7,) |V} ’ < V28

c1 V(G7)] c1
Por outro lado, pela relagao (7.14),
hom,, (w;, G,) — a;hom,, (w, G| < e.
Portanto,
el
hom, (w;, G},) ol < ﬁ
C1 C1

Assim, usando a desigualdade triangular,

< VE BNVE
C

=g

’ vl
V(G)]

n

onde ¢y := 28d,/q/c. O
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7.5.4 Pseudo-aleatoriedade entre as partes

A prova dos itens (ii) e (iii) sdo similares. Vamos mostrar apenas (iii).

Pelo teorema 7.1.2, basta mostrarmos que, para quaisquer i, j € [g] distintos,
LGS LGN )
n—00 |V;n||U(F)||V]TL|IW(F)I g

para F' € {Ko,C4}. Vamos apresentar apenas a prova para F' = Ks. A prova no caso em que
F = Cy é similar. Temos que provar que, para quaisquer i, j € [q] distintos,

o E@
n—oo  [V||V] ’
Como
oo | [V (Gy)| — =0

para todo ¢ € [q], basta mostrarmos que

’rE AV VDl VGl gV (G
VANV Ve vl

Bij| =0,

n—>oo

para quaisquer 7, j € [g] distintos.

Lema 7.5.5. Existe c3 que depende apenas de q, tal que, para quaisquer i,j € [q| distintos,

‘IE AVEVIDL il VI(Ga)| |V (Ga) V(Gn)?VeE

- - - Bij| < 83—t
VIV V"l V7 ’ VIV

para n suficientemente grande.

Prova: Temos que

hOmy(wij7K2>G ) ’V(Cl;'/ )‘ hom,,(w G’ ) Z gz(u)gj(v)
weE(GY)
= W(gilrﬂz Z ki(u)k;(v) + W(E}ill)P Z (gi(uw)g;(v) — ki(u)k;(v))
" weB(Gy) " wweE(GY,)

= ( |2|E( W[Vi V)| + R,
onde R := (c1/|V(G})I?) Zuvepiar,) (9i(w)gs(v) — ki(uw)k; (v)).
Vamos limitar o valor de R. Temos
c1

Rt 3 (a) — k)
L wweE(Gh)

:W 3 <gi<u>—ki<u>>kj<v>+|v(gil,)‘2 > aw)(gw) = k().

" wweE(G) n uveE(G)
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Vale que
2 2
= “ 2 2
(!V(G)\ 2 (o) - ki<“))’“j<”>> < raE L ()~ k() (0)
weE(Gh) weE(G)
2
c
< e i(u) — ki(u))?
SICAIP I
wek(Gr)
< 28qe.
Também temos que
2 2
C1 i ) )
(lV(G%)lz > aiw)(gi(v) —kj(v))> S A > 6w (gi(v) = ki(v))
weE(GY,) weE(G)
2
gl 2 2
< —N . .
= V(G2 (2) Z (9j(v) = kj(v))
web(Gr)
< N(2)*28¢e.
Assim,
R < (N(2) +1)/28¢¢.
Portanto,
hom, (wij iy, Gy)  [E(GalV", V]'])] _ R _(N(2)+1)v28¢e
1 V(G Ta T ¢l ‘
Pela relagao (7.16),
g /
homy(wz],KQ,Gn) —ala]ﬂw S ﬁ
C1 c1

Usando a desigualdade triangular, temos que

[EGV VD] o o

c3 =

((N(Z) +1)/28¢e ﬁ) v(G)I?
n(|yn - n n ﬁij < +—— ) 1|y n|
VIV ViV c1 a /) VIV

< (WO D)) VG

- c1 VIV

< <4d(N(Z) +2)\/28qs)> ' [V (G")|?

- c Vv

L V@RE

vyl
onde
H(N(2) 1 2) /254

C
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7.6 Prova do teorema 7.2.2

Note que, na prova do teorema 7.2.1, usamos que hom(z,G)) — hom(z, H) quando
n — 00 apenas para os elementos de G, do conjunto

S = {wQ,w?,wiwii,wzw wfj,wfj Wi rw: i,j € [q], F € {K2,Cy}}.

Podemos escrever z e w como combinagao linear de grafos 2-rotulados ordinarios e g-ro-
tulados ordindrios, respectivamente. Temos

z = za: )\zAz
=1

b
w = Z i By,
i—1

onde {A1,...,A,} é uma base de Gy e {Bj, ..., By} é uma base de G,. Substitua em S cada
z por um A; e cada w por algum B;. Assim, obtemos um conjunto de grafos ordindrios
{Fi,...,F.} tal que, se hom(F;,G}) — hom(F;, H) para todo i com n — oo, entdo a prova
do teorema 7.2.1 continua valida.

Note que, pelo lema 3.3.1 e pela proposicio 3.4.9, vale que a < ¢®> e b < ¢4. Cada
F; é formado por no maximo 16 copias de grafos A; e 4 cépias de grafos B;. Portanto,
r < albpt < ¢32Hia,

Temos que limitar o tamanho dos grafos F;. Vamos provar o seguinte teorema.

Teorema 7.6.1. Existe um inteiro f(k,q) tal que a dlgebra Gr 6 gerada por grafos k-rotula-
dos simples com no maximo f(k,q) vértices.

Note que com isso mostramos que |V (F;)| < 16f(2,q) + 4f(q,q) para todo i. Assim,
teremos provado o teorema 7.2.2.

7.6.1 A algebra dos grafos parcialmente rotulados decorados

Seja F' um grafo k-rotulado. Dizemos que F' é um grafo decorado se a cada vértice v
nao-rotulado é associado um peso ar(v) € Z-, e a cada par (u,v) com u 7# v é associado um
peso Bp(u,v) € Zs,. Consideramos que em cada vértice v nao-rotulado hd um lago com peso
Br(v,v) € Zs,.

Para cada grafo k-rotulado decorado F' e toda funcao ¢: [k] — [¢], definimos

homy(F, H) := Z H g (9(i))r @ H B (i), (4))PrD,

V(F)—[q] i€V (F)\[K] ijeE(F)
1[1 respeita ¢

Definimos
hom(F,H) := Y homy(F, H).
¢: [K]—1q)
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Definimos G; como o espaco vetorial formado pelas combinacoes lineares de grafos k-rotu-
lados decorados. Definimos o produto, produto interno, congruéncia médulo H como em G.
A lgebra G; é definida como G; /K, onde K = {z € Gy ||z| = 0}.

Para cada J C (V(F Q)\W), seja ~ a relacao de equivaléncia definida como v ~ v se u e v
pertencem a mesma componente conexa no grafo sobre V(F') com conjunto de arestas J. Seja
F/J o grafo k-rotulado decorado cujo conjunto de vértices é {Aj,..., Ay}, onde Ay, ..., Ay
sdo as classes de equivaléncia de ~ e A;A; € E(F/J) se existem u € A; e v € Aj tais
que uwv € E(F). Definimos ap/;(A;) := > 4 ar(v). Para cada aresta A;A; definimos

ﬁF/J(Aia AJ) = EueAi ZUEA]- ﬁF(ua U)'
Para cada J C (V(FQ)\[k]), seja Hjy o conjunto de fungoes ¢: V(F) — [q] tais que ¢(u) =
1 (v) sempre que u ~ v. Para cada fungao ¢: [k] — [g], definimos

homye(F, H) == Y I en@@)™®D [ Bu(w(),y()) i),

YeH; i€V (F)\[k] ijeE(F)
1 respeita ¢

Seja I o conjunto de funcoes injetoras de V(F) em [¢]. Para cada funcao ¢: [k] — [q],
definimos

injy(F, H) := Z H o (¥(1)) H B (W (i), ¢(4))°r 7).

el 1€V (F)\[K] ijeE(F)
1) respeita ¢

Por inclusao-exclusao, vale que

injo(F,H)= > (=1)/'hom,(F, H). (7.21)
JQ(V(FQ)\UV])

Lema 7.6.2. A dlgebra QZ é gerada por grafos k-rotulados decorados com no maximo ¢
vértices nao-rotulados.

Prova: Nao ¢ dificil ver que
hom s (F, H) = homy(F/J, H)

para cada fungao ¢: [k] — [q].
Se |[V(F)| > k + g, entdo inj,(F, H) = 0. Portanto, isolando o caso em que J = &, temos

homg(F, H) = Y (=17 homy(F/J, H).
JC(VENH

O]

Lema 7.6.3. Seja F' um grafo k-rotulado decorado. Entdao F é congruente médulo H a
uma combinacao linear de grafos k-rotulados decorados em que o peso de cada vértice é no
maximo q e peso de cada aresta é no maximo ¢>.
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Prova: Vamos mostrar apenas como lidar com os vértices com peso maior do que q. O caso
das arestas é similar. Suponha que u € V(F)\ [k] tem peso ar(u) > ¢q. Para todo r < ap(u),
defina F(") o grafo k-rotulado decorado, obtido a partir de F' modificando apenas o peso de
u do qual subtraimos r.

Defina o seguinte polinémio

p(x) = H(:c —ap(i Za 7,

Assim, para toda funcao ¢: V(F') — [g], vale que
q 4 a .
Z a;jhomgy(FY) | H) = homgy(F, H) Z ajop(p(u))™

§=0 §=0

= homy(F, H) oy (¢ an] ag(p(u))i™ (7.22)

— homy(F, H) g (é(u)~ qp<aH<¢<u>>>
=0.

Note que ag = [[{_; am(i) > 0. Ademais, pela equagao (7.22), temos

0—>29_, ajhomy(FW), H)

ao

homgy(F, H) = homy(F, H) = = homy(y, H),

onde y := _an FU). Por hipétese de indugio, completamos a demonstracio. O

] 1
Lema 7.6.4. Seja F' um grafo k-rotulado decorado. Entao F' é congruente médulo H a uma
combinagao linear de grafos k-rotulados (nao-decorados) com no méximo f(k,q) vértices.

Prova: Pelo lema 7.6.2, podemos supor que F' tem no maximo k + g vértices. Pelo lema 7.6.3,
podemos supor que m := max,cy(m)\ [k @F(v) < g e que m’ := max, ey (r) Bp(u,v) < 7.

Seja F’ o grafo descrito a seguir. Substituimos cada vértice u de F nao-rotulado, por
um conjunto S, = {u1,...,Us, ()} Cole um contrator simples sobre u; e u; para todo
2 < j < ap(u). Para cada par u,v, crie fp(u,v) arestas entre S, e S, arbitrariamente. Note
que com isso podemos criar arestas multiplas e lacos. Se criamos um laco em um vértice,
digamos w;, substitua o lago, colando um conector sobre u; e u; (Note que isso pode criar
uma aresta multipla). Agora, substitua todas as arestas multiplas colando conectores simples
sobre suas pontas.

Seja t o nimero de vértices de um contrator simples. Podemos supor que ¢ < (6¢)?. O
ntimero de vértices nos contratores em F” é limitado por

V(F)-m-t<(k+q) q-(69)"=: f1.
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Seja t' o nimero de vértices de um conector simples. Podemos supor que ' < g+ 2. O
ntmero de vértices conectores originados de lacos é limitado por

V() -m-2-¢ <(k+q)-q¢° 2 (q+2) = fo.

O numero de vértices conectores originados de arestas multiplas é limitado por

<\V(2F)\> p—— <|V(2F>‘> 22 (g+2) = fs.

Portanto, |V (F')| < f1 + f2 + f3. Ademais F' = F (mod H). O

Prova do teorema 7.6.1: Basta notar que um grafo ordinario k-rotulado pode ser visto como
um grafo decorado onde o peso das arestas é 1, o das nao-arestas é 0 e dos vértices é 1. [



Conclusao

O estudo de homomorfismos de grafos tem se mostrado rico e abrangente, existindo muitas
linhas de pesquisa sobre esse assunto. Nesta dissertacao, apresentamos alguns dos principais
resultados de uma dessas linhas.

A beleza dos trabalhos envolvidos nao se encontra apenas nos resultados em si. Como
pudemos atestar, as demonstracoes sao muitas vezes surpreendentes e envolvem uma rica
teoria. As ferramentas matemadticas utilizadas sao oriundas de véarios ramos da matematica,
como combinatoéria extremal, probabilidade, algebra e analise.

A linha que apresentamos se encontra bastante ativa. Por exemplo, o estudo de seqiiéncias
de grafos esparsos ainda tem muitas questoes em aberto (veja a resenha de BOLLOBAS E
RIORDAN | D.
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