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RESUMO

Franco, A. J. P. Algoritmos para juncoes em digrafos aciclicos e uma aplicagao na
Antropologia. 2013. 97 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Univer-
sidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2013.

Neste trabalho consideramos um problema da Antropologia. A modelagem de sociedades
e casamentos de individuos ¢é feita com grafos mistos e encontrar caminhos disjuntos é uma
questao central no problema. O problema é NP-completo e, quando visto como um problema
parametrizado, ele é W[1]-dificil. Alguns subproblemas que surgem durante o processo de obter
uma solucao para o problema, envolvem caminhos disjuntos e podem ser resolvidos em tempo
polinomial. Implementamos algoritmos polinomiais que sao usados em uma ferramenta desen-
volvida para solucionar o problema na Antropologia considerado. Nossa solucao funcionou bem
para as sociedades fornecidas pelos nossos parceiros.

Palavras-chave: algoritmos para juncgoes, digrafos aciclicos, caminhos disjuntos, complexidade
computacional, antropologia estrutural.
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ABSTRACT

Franco, A. J. P. Algorithms for junctions in acyclic digraphs and an application in the
Anthropology. 2013. 97 p. PhD Thesis - Institute of Mathematical and Statistics, University
of Sao Paulo, Sao Paulo, 2013.

In this work we consider a problem from the Anthropology. The model of the societies and
the marriages of individuals is done with mixed graphs and to find disjoint paths is a central
question in the problem. The problem is N'P-complete and W[1]-hard when it is considered a
parameterized problem. Some subproblems that arise during the process to obtain a solution
for the problem, involve disjoint paths and can be solved in polynomial time. We implemen-
ted some polynomial algorithms that are used in a tool developed to solve the problem in the
Anthropology considered. Our solution worked well for the societies provided by our partners.

Keywords: algorithms for junctions, acyclic digraph, disjoint paths, computational complexity,
structural anthropology.
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INTRODUCAO

A Ciéncia da Computagao tem encontrado aplicagoes de interesse nas mais diversas areas.
Problemas em Genética, Ecologia, Economia ou Ciéncias Humanas tém produzido dados em
quantidades enormes, e a andlise destes dados tem exigido métodos cada vez mais eficientes.
Este fendmeno deu origem a toda uma area de Computacao, chamada e-science.

Este trabalho tem sua origem na necessidade de pesquisadores da area de Antropologia de
usar recursos computacionais sofisticados na andlise de redes de parentesco. O professor Dr.
Marcio Ferreira da Silva do Departamento de Antropologia da Faculdade de Filosofia, Letras
e Ciéncias Humanas da Universidade de Sao Paulo e o professor Dr. Joao dal Poz Neto do
Departamento de Ciéncias Sociais do Instituto de Ciéncias Humanas da Universidade Federal
de Juiz de Fora apresentaram um problema envolvendo caminhos vértice-disjuntos em grafos
mistos que modelam sociedades e casamentos dos individuos. Os casamentos dao origem a
ligacoes entre vértices do grafo que formam, juntamente com os arcos de filiacao, estruturas que
sao de interesse dos pesquisadores de Ciéncias Humanas. Por exemplo, os participantes de um
casamento podem ser primos (ter o mesmo avd) como na Figura 1.1 (a). Ou, ao considerar dois
casamentos podemos observar que eles ligam duas familias, onde dois irmaos casam com duas
irmas (veja Figura 1.1 (b)). Tais estruturas surgem nas diversas sociedades de acordo com os
tabus que inviabilizam alguns casamentos e incentivam outros.

O———O
(a) (b)

Figura 1.1: (a) - Um casamento entre primos. (b) - Um casamento entre irmaos.

O interesse nessas estruturas comegou com Lévi-Strauss [LS69] com o estudo da teoria
das aliancas matrimoniais. Nesta teoria as regras e os tabus de cada sociedade sao pontos
importantes. Segundo Lévi-Strauss, em qualquer sociedade existem regras que possibilitam
ou impossibilitam aliancas matrimoniais. Determinar uma regra a partir de casamentos entre
individuos garantiria determinar a vida social da sociedade através da circulagao dos individuos
casados. Com o passar dos anos, a teoria das aliangas matrimoniais evoluiu e as estruturas
desejadas tornaram-se mais complexas.

Caminhos disjuntos em digrafos aciclicos estdo no centro deste trabalho. Um de nossos
principais interesses é encontrar algoritmos rapidos para juncgoes em digrafos. Dado um digrafo
D, uma jung¢do dos vértices u e v em D é um vértice s em D com caminhos internamente
vértice-disjuntos de s para uw e de s para v. Uma juncao s dos vértices u e v é um ancestral
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comum mais prérimo (acp) de u e v, se nao existir caminho em D de s para ', onde s’ é
uma outra juncao dos vértices u e v. Existem diversos trabalhos na literatura que tratam
do problema de determinar jungoes. Alguns deles apresentam algoritmos polinomiais para
resolvé-los. Nossa principal preocupacao, neste e nos outros problemas considerados nesta
tese, foi mostrar algoritmos eficientes, elegantes e de implementacdo simples. Dessa forma,
evitamos desenvolver algoritmos que fazem uso de outros que somente na teoria possuem uma
boa complexidade de tempo. Veremos que muitos algoritmos rapidos da literatura resolvem
problemas sobre juncoes usando o algoritmo rapido para multiplicar matrizes. Isso torna mais
dificil a utilizacao destes algoritmos na pratica, na solu¢ao do problema. Dado que existe um
algoritmo rapido tedrico, existe também um algoritmo rdapido que funciona bem na pratica?
Tentamos responder a esta pergunta positivamente.

Estudamos nesta tese diversos problemas ligados a caminhos disjuntos. Em alguns destes
problemas queremos encontrar todas as juncoes de um par de vértices. Outras vezes, nosso
interesse é encontrar uma juncao para todos os pares de vértices, ou todas as juncoes para
todos os pares de vértices, ou mesmo, fixado um vértice s, encontrar todos os pares para os
quais s é uma juncao. Na Tabela 1.1 mostramos uma lista destes problemas e o que desejamos
em cada um deles. Para o primeiro problema é dada uma &arvore enraizada. Para os demais
problemas é dado um digrafo aciclico (ndo necessariamente uma arvore enraizada).

Tabela 1.1: Problemas sobre juncoes em digrafos aciclicos

Problema Determinar

acp-todos-pares O acp para quaisquer vértices u e v
representante-acp-todos-pares Um acp para quaisquer vértices u e v
representante-junc¢ao-todos-pares Uma juncao para quaisquer vértices u e v
todos-acps-todos-pares Todos os acps para quaisquer vértices u e v
todas-jung¢oes-todos-pares Todas as juncoes para quaisquer vértices u e v
s-acp-todos-pares Todos os pares que tém s como um acp
s-juncao-todos-pares Todos os pares que tém s como uma juncao

Em muitos dos algoritmos estudados para estes problemas, a ideia é pré-processar o digrafo
da entrada, construindo uma estrutura de dados capaz de encontrar rapidamente uma juncao
para qualquer par de vértices do digrafo. Um caso interessante ocorre quando o digrafo da
entrada é uma arvore enraizada. Dada uma arvore enraizada T com n vértices, é possivel pré-
processar T em tempo O(n), construindo uma estrutura de dados capaz de responder em tempo
constante qual é a juncdo para qualquer um dos O(n?) pares de vértices de T. Podemos citar
alguns trabalhos que tratam o problema com uma arvore enraizada na entrada: Aho, Hopcroft e
Ullman [AHU76], Harel e Tarjan [HT84], Berkman e Vishkin [BV94], Cole e Hariharan [CHO5],
Nykénen e Ukkonen [NU94] ¢ Wen [Wen94]. Em 2001, Bender et al. [BFCPT05] definiram
o problema de encontrar certas juncoes em digrafos aciclicos. Eles adicionaram ao tempo do
algoritmo, o expoente w que aparece no algoritmo que multiplica matrizes. Com isso, o algoritmo
rapido descrito tem mais valor tedérico do que pratico. A partir dai, outros problemas foram
definidos e o uso do algoritmo de multiplicar matrizes continuou, por exemplo, nos trabalhos
de Baumgart et al. [BEGT07], Czumaj et al. [CKL07|, Eckhardt et al. [EMNO7] e Yuster
[Yus08]. A grosso modo, os trés primeiros problemas da Tabela 1.1 recebem um digrafo e
devolvem uma estrutura de dados capaz de encontrar rapidamente uma determinada juncao
para qualquer par de vértices do digrafo. Os dois proximos problemas, recebem um digrafo e
devolvem uma estrutura de dados capaz de encontrar todas as juncoes para qualquer par de
vértices do digrafo. Os dois tltimos problemas recebem um digrafo e um vértice do digrafo e
devolvem uma estrutura de dados capaz de encontrar todos os pares de vértices que possuem o



vértice dado como jungao. Com excecao do primeiro e do tltimo, a complexidade de tempo do
algoritmo mais rapido de cada problema depende da multiplicagao de matrizes.

Para alguns problemas citados anteriormente, suponha que os pares de vértices para os quais
desejamos saber uma juncao sao dados na entrada. Os problemas representante-acp-k-pares,
representante-junc¢ao-k-pares, todos-acps-k-pares e todas-jungoes-k-pares surgem naturalmente
dos correspondentes na Tabela 1.1. Agora sao dados um digrafo aciclico e k pares de vértices.
Queremos construir uma estrutura de dados capaz de encontrar rapidamente jungoes para cada
par de vértices dado. E claro que os problemas correspondentes anteriores, que encontram
jungoOes para todos os pares, podem ser usados para encontrar juncoes de k pares dados. Se
este for o caso, e adicionando algumas restricoes no tamanho do digrafo e no nimero de pares
de vértices dados, obtemos algoritmos mais rapidos. E importante citar que os algoritmos que
desenvolvemos para estes casos nao usam multiplicacao de matrizes.

Como dissemos no inicio dessa introducao, este trabalho tem sua origem em uma aplicagao
da drea de Ciéncias Humanas, ou mais especificamente, no relacionamento entre Antropologia
e Computagao. O problema envolve caminhos vértice-disjuntos em redes de parentesco. Do
ponto de vista computacional, o problema de interesse na Antropologia é NP-completo, até
mesmo se a rede é aciclica e cada vértice da rede ou tem grau de entrada no maximo 2 e
de saida no maximo 1, ou tem grau de entrada no maximo 1 e de saida no maximo 2. Ou
seja, até mesmo para redes mais restritivas que redes de sociedades reais, pois nao é comum
aparecer nas sociedades uma restricao tao forte no nimero de filhos de cada individuo. Ainda
mostramos que este problema, quando visto como um problema parametrizado, é W([1]-dificil.
Porém, o problema surge nas aplicagoes e é de interesse dos antropélogos resolvé-lo. Mostramos
que é possivel encontrar tais estruturas para as redes de parentesco disponiveis aplicando, por
exemplo, o método de Eppstein [Epp95] ao problema quando um parametro da entrada é fixo.

No Capitulo 2, definimos os conceitos e notacoes usadas neste trabalho. No Capitulo 3,
estao a revisao da literatura dos algoritmos para juncoes em digrafos aciclicos, e as definigoes
de alguns problemas considerados. No Capitulo 4, apresentamos o principal algoritmo desen-
volvido neste trabalho. O algoritmo ¢é simples, elegante, eficiente e de facil implementacao. Ele
resolve o problema s-junc¢ao-todos-pares sobre digrafos aciclicos. E importante notar que, ainda
que existissem algoritmos na literatura para o problema com igual complexidade [GT04], sua
implementacao nao é tao simples quanto a que propomos. Ainda propomos uma estrutura de
dados de tamanho linear que codifica de forma eficiente a solucao do problema. Esta é, em
nossa opiniao, outra contribuicao importante desse trabalho. Ainda no Capitulo 4, mostramos
como ¢ possivel obter caminhos internamente vértice-disjuntos de s para u e de s para v para
vértices u e v que tém s como jungao, mostramos como adaptar o algoritmo para resolver o pro-
blema s-arco-juncdao-todos-pares, uma versao arco-disjunto do problema s-junc¢ao-todos-pares.
Mostramos como usar o algoritmo para obter a multiplicacao de duas matrizes booleanas. Mos-
tramos como construir uma drvore de dominadores de um grafo fluxo redutivel, e finalmente
mostramos uma relagdo min-max em grafos fluxos. No Capitulo 5, definimos o problema de
interesse dos antropélogos, mostramos que este problema é ANP-completo e que, quando visto
como um problema parametrizado, ele é W]1]-dificil. Mostramos que a dificuldade do problema
continua quando restringimos a entrada, descrevemos uma relacao entre o problema de interesse
dos antropdlogos com um problema da area de digrafos, descrevemos como aplicar o método
de Eppstein para resolver o problema em tempo polinomial quando um parametro da entrada
¢ fixo. Por ultimo, apresentamos alguns melhoramentos no método de Eppstein e concluimos
com experimentos realizados sobre sociedades reais de diferentes regides do Brasil fornecidas
pelos nossos parceiros antropélogos.
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PRELIMINARES

Neste capitulo estabelecemos a notacao e descrevemos as defini¢bes fundamentais usadas. Na
Secao 2.1, descrevemos as defini¢oes fundamentais como grafos, digrafos, grafos mistos, digra-
fos linha, arvores geradoras de busca em profundidade, grafos fluxos, grafos fluxos redutiveis e
arvores de dominadores. O consumo de tempo de muitos algoritmos descritos neste trabalho
depende do consumo de tempo do algoritmo mais rdpido para multiplicar matrizes. Por isso,
na Secao 2.2, introduzimos o conceito de expoente da multiplicacao de matrizes e apresentamos
uma aplicagao cldssica em digrafos. Na Secao 2.3, definimos vértices ancestrais e descendentes
de um determinado vértice, e jungoes e ancestrais comuns mais préximo de um determinado par
de vértices. Na Secao 2.4, definimos uma estrutura de interesse em grafos mistos. Na Segao 2.5,
apresentamos uma metodologia usada para resolver um problema de caminhos disjuntos em di-
grafos. Na Se¢ao 2.6, descrevemos brevemente alguns aspectos da complexidade computacional
classica e da complexidade parametrizada.

2.1 Definigoes Fundamentais

Um grafo é formado por um conjunto finito e nao vazio de wvértices e um conjunto finito de
arestas. Um elemento do conjunto de arestas conecta dois elementos distintos do conjunto de
vértices. O vértice x é adjacente ao vértice y se existe uma aresta x —y. A aresta x — y incide
nos vértices x e y. Dados um grafo G e dois vértices vy e vy de G, um caminho de vy para
v em G é uma sequéncia de vértices sem repeticao P = vy, v9,...,v; tal que v; — v;41 é uma
aresta em G parai = 1,...,k — 1. Se v; é adjacente a vy, entdo P mais a aresta v — v é um
ciclo em GG. Dizemos que G é conero se, para quaisquer vértices u e v, existe um caminho de
u para v. Uma drvore é um grafo conexo sem ciclos.

Um digrafo é um grafo com orientagao nas arestas. Neste caso, as conexoes entre vértices
sao chamadas de arcos. Portanto, um digrafo é formado por um conjunto finito e nao vazio
de vértices e um conjunto finito de arcos. Neste texto, o nimero de vértices e o numero de
arcos sao denotados por n e m, respectivamente. Dado um digrafo D, se nao consideramos a
orientacdo dos seus arcos, entdo temos o grafo correspondente de D. Um digrafo é conexo!,
se 0 seu grafo correspondente é conexo. Considere um digrafo D e o seu grafo correspondente
G. Todos os vértices adjacentes em G sao também adjacentes em D. Portanto, o vértice x é
adjacente a y e y é adjacente a x para qualquer arco x — y em D. O arco x — y tem pontas x
e y. A ponta inicial é x e a ponta final é y.

Neste texto, consideramos apenas digrafos conexos, sem loops e sem arcos paralelos. Um
caminho dirigido em D é uma sequéncia de vértices de D sem repeticao, P = vy, vs, ..., v, tal
que v; = v;41 ¢ um arco em D parai=1,...,k—1. Se existe um arco vy — v1, entdo P mais o
arco v — v1 é um ciclo. Se em um digrafo D nao existem ciclos, entao dizemos que D é aciclico.
Um subcaminho de P do vértice v; para o vértice v; é denotado por Plv;,v;], onde i < j. Se
P é um caminho dirigido, entdo P™ denota o caminho P com os seus arcos invertidos. Em
alguns casos, um tnico vértice é denotado como um caminho. A concatenag¢do de dois caminhos

! Alguns autores preferem chamar um digrafo conexo de fracamente conexo.
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P=wu,...,u; e Q@ = u4,...,u, denotado por PQ, é o caminho PQ = uq,...,u;,..., U, ou
seja, um caminho de u; para ug. Note que a concatenagao P(Q) exige que o ultimo vértice de P
seja igual ao primeiro vértice de ). Uma ordenag¢do topoldgica de um digrafo aciclico D é uma
ordenacao dos vértices x1,...,x, de D tal que todo arco de D ¢ da forma x; — x; com i < j.
A ordem x1,...,x, é a ordem topoldgica crescente dos vértices, e a ordem x,, ..., x| é a ordem
topolégica decrescente.

Dizemos que um grafo é misto se for formado por um conjunto de vértices, um conjunto de
arcos e um conjunto de arestas. Um grafo misto H é aciclico se o digrafo induzido pelos arcos
de H é aciclico, isto é, se o digrafo formado apenas pelos arcos de H e os vértices incidentes aos
arcos é aciclico. Veja um grafo misto na Figura 2.1.

(a) (0) ()

Figura 2.1: (a) - Um grafo misto G com duas arestas. (b) - O digrafo induzido pelos arcos de
G. (c) - O grafo induzido pelas arestas de G.

Dados um digrafo aciclico D e dois vértices s e t em D, dizemos que s é um pai de t (ou
que t é um filho de s) quando existe um arco s — ¢t em D. O conjunto dos pais de um vértice u
em D é denotado por &, (u) e o conjunto dos filhos por 67 (u). O nimero de pais de um vértice
u em D é denotado por g, (u) e o nimero de filhos por g}, (u). Todo digrafo aciclico tem pelo
menos um vértice com g, (u) = 0 e outro com gf (u) = 0. Um vértice u é um vértice fonte se
gp(u) = 0, enquanto que se g5, (u) = 0, entdo u é um vértice sorvedouro. Um digrafo D é uma
drvore enraizada se existe um tnico vértice s com gp,(s) = 0 e o seu grafo correspondente é uma
arvore. Chamamos s de raiz da drvore. A altura de um vértice v em uma arvore enraizada é o
comprimento do maior caminho de v para uma folha da arvore.

Dado um digrafo D, o digrafo linha D; de D é um digrafo onde cada arco x — y de D
corresponde a um vértice xy de D; e cada par de arcos x — y e y — 2z de D corresponde um
arco xy — yz em D). Veja a Figura 2.2.

Dados um digrafo D e um subconjunto .S do conjunto de vértices de D, o digrafo induzido
por S é o digrafo formado pelos vértices de S mais os arcos que incidem somente em vértices
de S. O digrafo induzido por S é denotado por D[S]. Por um instante, considere que S contém
os vértices v tais que existe um caminho dirigido de s para v em D. Uma drvore geradora de
busca em profundidade T*® sobre D|S], abreviada por agbp, é uma arvore enraizada com raiz
em s, o conjunto de vértices é igual ao conjunto de vértices de D[S] e o conjunto de arcos é
obtido por meio de uma busca em profundidade comecando em s. As vezes, trabalhamos sobre
uma subérvore 7% de uma agbp T°%, onde s’ é a raiz de T5' e s é um vértice de S. Dada uma
agbp T° de DI[S], o conjunto de arcos de D[S] pode ser particionado em:

1. arcos da drvore T%;

2. arcos de avango, ou seja, os arcos u — v de D[S]| que nao estao em T porém existe um
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(a) (0)

Figura 2.2: (a) - Um digrafo D. (b) - O digrafo linha de D.

caminho de u para v em T,

3. arcos de retorno, ou seja, os arcos u — v de D[S] que nao estdo em T porém existe um
caminho de v para u em T°%; e

4. arcos cruzados, ou seja, os arcos u — v de D[S] que nao estdao em T e nado existe em T
um caminho de u para v e nem de v para wu.

Tal particao aparece em varios trabalhos, como por exemplo, no livro de Aho, Lam, Sethi
e Ullman [ALSUO07]. Na Figura 2.3 temos um digrafo D, uma agbp de D com raiz em 1 e a
correspondente particao dos arcos de D. Os arcos 3 — 4 e 8 — 7 sdo arcos cruzados; o arco
2 — 6 é¢ um arco de avanco e o arco 9 — 3 é um arco de retorno.

Figura 2.3: (a) - Um digrafo D. (b) - Uma partigao dos arcos de D.

Um grafo fluzo D é um digrafo com um vértice s que alcanca qualquer vértice v em D, isto
é, existe em D um caminho dirigido de s para qualquer outro vértice de D. Chamamos s de
raiz do grafo fluxo D. Um vértice w domina um outro vértice v se qualquer caminho dirigido
de s para v passa por w. Um vértice w é o dominador imediato de um vértice v se w domina
v, w # v, e qualquer dominador de v domina w. Para cada vértice v # s, existe um tnico
vértice w que domina imediatamente v. Vamos denotar o dominador imediato de v por di(v).
Na Figura 2.4 (a), os vértices 1, 5, 7, 11, dominam o vértice 12, os vértices 1, 5 e 10 dominam

o vértice 15. Os vértices 11 e 10 sao, respectivamente, os dominadores imediatos dos vértices
12 (di(12) = 11) e 15 (di(15) = 10).
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O digrafo T” cujo conjunto de vértices é igual ao conjunto de vértices de D e o conjunto de
arcos é dado pelo seguinte conjunto {di(v) — v: v estd no conjunto de vértices de D e v # s} é
uma arvore enraizada com raiz em s, chamada de drvore de dominadores de D. Veja a Figura
2.4 (b).

1
2 3 2
4 6 4
7 9 11
11 14 12
12 O 15

(@) (b)

Figura 2.4: (a) - Um grafo fluxo G com raiz em 1. (b) - A drvore de dominadores de G.

Neste trabalho é apropriado definir um grafo fluxo redutivel, abreviado por gfr, como um
grafo fluxo que possui um tnico subgrafo aciclico mazximal [HU74, Teorema 5]. Dado um grafo
fluxo D, considere uma arvore geradora de busca em profundidade de D e a particao dos arcos
de D determinada por essa arvore. Um subgrafo aciclico maximal de D é obtido removendo os
arcos de retorno de tal particao. Se os arcos de retorno sao iguais para qualquer agbp de D,
entao, ao remover os arcos de retorno, o resultado é um subgrafo aciclico maximal tinico. Veja
a Figura 2.5.

Figura 2.5: (a) - Um grafo fluxo redutivel D com raiz em 0. (b), (¢) - as duas agbps de D com
raiz em s. (d) - o subgrafo aciclico maximal de D.

Um resultado importante devido a Hecht e Ullman em [HU74, Teorema 6], nos diz que a
relacdo de dominancia é preservada entre um grafo fluxo redutivel e o seu subgrafo aciclico
maximal. Portanto, para construir uma arvore de dominadores de um grafo fluxo redutivel
basta considerar o seu subgrafo aciclico maximal.
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2.2  Matrizes e o Fecho Transitivo

Dadas duas matrizes booleanas A (n x n) e B (n x n), a multiplicagio AB é uma nova matriz
booleana C' tal que C(i,j) = 1 se e somente se existe k em {1,...,n} tal que A(i, k) = B(k,j) =
1. Uma matriz de testemunhas W sobre {0,1,...,n} para C é uma matriz que certifica as
entradas de C| isto é, se C(i,7) = 1, entao existe k em {1,...,n} tal que A(i, k) = B(k,j) = 1.
Assim, a entrada W(i,j) = k. Se C(i,5) = 0, entao W(i,j) = 0.

Dado um digrafo D, a matriz de adjacéncia M de D é uma matriz booleana (n xn) indexada
pelos vértices de D, onde M (v;,v;) = 1 se e somente se v; — v; é um arco em D. O fecho
transitivo Dy, de D é o digrafo cujo conjunto de vértices ¢ igual ao conjunto de vértices de
D e um arco u — v estd em Dy; se e somente se existe um caminho de u para v em D. Os
algoritmos de Furman [Fur70] e Munro [Mun71] obtém o fecho transitivo de D usando a matriz
de adjacéncia M e um algoritmo que multiplica matrizes quadradas em tempo O(n”), onde
O(n¥) é o tempo do algoritmo mais répido que multiplica duas matrizes quadradas (n x n).

Note a ocorréncia da letra w no consumo de tempo do algoritmo mais rapido que multiplica
matrizes quadradas. De forma mais geral, o expoente da multiplicagdo de matrizes retangulares
w(1,1,k) é assim definido: para todo k > 0, w(1,1,k) = inf{r € R | C(n,n, [n*]) = O(n")},
onde C(n,n, |n*]) é essencialmente o tempo gasto para multiplicar duas matrizes (n x |n¥]) e
([n*]xn) [LG12]. Para a multiplicacdo de matrizes quadradas temos w = w(1,1,1). Atualmente
w é limitado superiormente por 2,373, resultado devido a Williams [Will2]. Um outro valor
importante que aparece na literatura de multiplicacao de matrizes é o = sup{k | w(1,1,k) = 2}.
Como descrito em [LG12], o valor « representa o maior valor tal que o produto de matrizes
retangulares (n x n%) e (n® x n) pode ser feito em tempo O(n?T¢) para qualquer constante
e > 0. Note que o tempo para multiplicar duas matrizes quadradas é Q(n?). Assim, w = 2 se
e somente se & = 1. Uma maneira de mostrar que w = 2 é obter limitantes inferiores para a.
Atualmente, o > 0,30298. O leitor interessado pode consultar o trabalho de Le Gall [LG12].

2.3 Jungoes e Ancestrais

Considere um digrafo D e vértices s, u e v de D. Dizemos que o vértice s é origem comum
aos vértices u e v se existem caminhos de s para v e de s para v. O vértice s é uma junc¢ao
dos vértices u e v se s é origem comum aos vértices u e v e existem caminhos internamente
vértice-disjuntos de s para u e de s para v. O vértice s é um arco-jun¢do dos vértices u e v se
s é origem comum aos vértices u e v e existem caminhos arco-disjuntos de s para u e de s para
.

Quando D é aciclico, dizemos que s é um ancestral de t (t é um descendente de s) se existe
um caminho dirigido de s para t em D. Se s é um ancestral de ¢ (¢ ¢ um descendente de s) e
s #t, entao s é um ancestral proprio de t (t é um descendente préprio de s).

Um vértice s de um digrafo D é um ancestral comum mais proximo dos vértices u e v,
abreviado por acp, se s é uma juncao e nao existe caminho em D de s para outro vértice s,
onde s’ é um vértice origem comum (ou simplesmente comum) aos vértices u e v.2 Se D ¢é
uma arvore enraizada, entao existe um dnico acp (ou uma tnica jungao) para qualquer par de
vértices u e v. Por outro lado, em um digrafo geral podem existir diferentes acps ou juncoes para
um determinado par de vértices. Note que, em um digrafo que nao seja uma arvore enraizada,
um acp de u e v é uma juncao de u e v porém o contrario nao é sempre verdade.

Dados dois vértices u e v de D, o conjunto das jungoes de u e v é denotado por J, . Os
conjuntos Jy, € Jpu s20 iguais. Escrevemos s € J,, se s ¢ uma juncao dos vértices u e v.
Consideramos que s é uma juncao dos vértices s e u se existe um caminho dirigido de s para wu.
Tais jungoes sao chamadas de degeneradas. Analogamente, denotamos por AJ, , 0 conjunto

2Pela nossa definicdo de um ancestral comum mais préximo, é possivel que tal objeto ocorra em um digrafo
geral, ndo necessariamente aciclico. Um outro nome para esse objeto é vértice origem comum mais préximo.
Neste trabalho, vamos usar o nome ancestral comum mais préximo para qualquer caso.
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dos arcos-juncoes de u e v e ACP, , 0 conjunto dos acps dos vértices u e v. Escrevemos ACP%Z »
quando é importante destacar o digrafo D para o qual estamos considerando o conjunto dos acps
de u e v. Quando D é uma arvore enraizada, abusamos da linguagem escrevendo s = .ACsz v
Veja alguns exemplos de acps e jungoes na Figura 2.6. Imagine que a dire¢ao em cada arco das
arvores é sempre de cima para baixo.

raiz raiz raiz

0

ACP5,7: {2} \75,7: {Oa 2,5, 8} j8,4: {4, 8}

Figura 2.6: Os vértices marcados sao acps e juncoes de alguns pares de vértices em arvores
enraizadas, digrafos aciclicos e digrafos gerais.

2.4 Anéis em Grafos Mistos

Dado um grafo misto H, queremos encontrar em H uma estrutura que relaciona caminhos
dirigidos vértice-disjuntos com arestas. Essa estrutura é chamada de anel. Um anel de tamanho
k (ou k-anel) em H é uma estrutura com exatamente k arestas e 2k caminhos dirigidos e
internamente vértice-disjuntos. Por exemplo, um 1-anel ocorre quando temos uma aresta u — v
de H e existe uma jungao s dos vértices u e v (veja Figura 2.7 (a)). Em um 2-anel temos
duas arestas uq; — vo € us — v e existem uma juncao s; dos vértices u1 e v1, uma juncao So
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dos vértices us e vy, $1 # S92 e todos os caminhos dirigidos desta estrutura sdo internamente
vértice-disjuntos (veja Figura 2.7 (b)). Formalmente um k-anel é um par de conjuntos (&, P)

onde €& = (u; — vk, ug — v1,...,ux — Vk_1) € um subconjunto ordenado do conjunto de arestas
de He P = (PFQq,... ,P,ZQQ;C) ¢ um conjunto ordenado de k caminhos dirigidos atendendo as
seguintes restrigoes para ¢ =1,..., k:

1. PR é um caminho (invertido) de u; para s;,
2. @Q; ¢ um caminho de s; para v;,

3. todos os caminhos sao dois a dois vértice-disjuntos exceto para os caminhos com um
mesmo indice ¢ que sao internamente vértice-disjuntos.

S1 S1
Uy U1
() u9g
Uy U1 52
(a) (b)

Figura 2.7: @ - Um 1-anel. b - Um 2-anel.

A Figura 2.8 (a) ilustra um k-anel em um grafo misto H. Uma observagao importante é
que o vértice s; é uma juncao dos vértices u; e v; para todo i = 1,..., k. Dado um k-anel A,
se existe em A uma juncao degenerada s; dos vértices u; e v; para algum ¢ = 1,...,k, entdo
dizemos que A é um anel degenerado (veja Figura 2.8 (b)).

U1 S1 V1
U2
S1 = U1
U1
52
V2 U2
us
O—Q"2
52
&= (Ul — Vk,U2 —V1,...,Uk _Uk—l)

(@) (b)

Figura 2.8: (a) - Um k-anel. (b) - Um 2-anel degenerado.

2.5 Algoritmos com Fases de Pré-processamento e Consultas

Vemos na literatura muitos problemas serem resolvidos em duas fases. Em uma primeira fase,
chamada de pré-processamento, a entrada do problema é processada preparando uma estrutura
de dados para a segunda fase. A segunda fase consiste de uma sequéncia de perguntas. Para
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resolver cada pergunta podemos consultar a estrutura de dados criada na primeira fase. Como
exemplo, citamos o seguinte problema.

O problema consulta-janela: Dado um conjunto de pontos no plano, prepare uma
estrutura de dados para responder rapidamente a uma sequéncia de perguntas. Em
cada pergunta desejamos saber quais sao os pontos dados inicialmente que estao em
um retangulo (ou janela) definido na pergunta. Tal sequéncia de perguntas nao é
conhecida a priori.

Normalmente uma pergunta é “sinénimo” de consulta e é comum vermos na literatura a
segunda fase como uma sequéncia de consultas.

Nos problemas tratados neste trabalho, ¢ dado pelo menos um digrafo aciclico D. Uma
sequéncia de consultas pode ou nao ser dada. A natureza de uma consulta varia de acordo com
o problema tratado. Por exemplo, uma consulta representante-jun¢ao(u,v) deseja saber uma
juncao em D para os vértices u e v. Uma consulta todas-jungées(u,v) deseja saber todas as
jungoes em D para os vértices u e v. Da mesma forma, uma consulta representante-acp(u,v)
deseja saber um acp em D para os vértices u e v. Uma consulta todos-acps(u,v) deseja saber
todos os acps em D para os vértices u e v. As consultas devolvem um ou mais vértices em D
(acps ou jungoes). Quando o digrafo D é uma arvore enraizada, uma consulta acp(u, v) devolve
o unico acp de u e v em D. As consultas s-acp(u,v) e s-jun¢ao(u,v) sdo consultas especiais.
Nestes casos sao dados um digrafo aciclico D e um vértice s e as consultas desejam saber se s
é respectivamente um acp ou uma juncao dos vértices v e v. Temos também a consulta s-arco-
juncao(u,v) que deseja saber se s é um arco-jungao dos vértices u e v. A Figura 2.9 ilustra
algumas consultas citadas.

raiz

acp(3,6)=3 todos-acps(5,7)= {2} todas-jungées(5, 7)= {0, 2, 8}

Figura 2.9: Diferentes consultas em diferentes digrafos.

2.6 Aspectos de Complexidade Computacional

O custo de cada passo de um algoritmo descrito neste trabalho estd de acordo com o custo
atribuido por Cormen et al. [CLRS09]. Discutimos a complezidade computacional cléssica de
alguns problemas tratados neste trabalho, dizendo quais pertencem as classes P, isto é, a classe
dos problemas decididos em tempo polinomial por uma mdquina de Turing deterministica, ou
NP, isto é, a classe dos problemas decididos em tempo polinomial por uma mdquina de Turing
nao-deterministica. Mostramos que alguns problemas sao completos para a classe NP (proble-
mas NP-completos). Nao descrevemos as defini¢oes e os teoremas dessa teoria e esperamos do
leitor um conhecimento bésico sobre o assunto. Indicamos o livro do Sipser [Sip96] para uma
primeira leitura.

Também discutimos alguns aspectos da teoria da compleridade parametrizada. Os artigos
de Downey e Fellow [DF95a] e [DF95b], o livro de Flum e Grohe [FGO06] e o artigo de Slivkins
[S1i03] foram as principais referéncias consultadas.
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As definicoes e os resultados que aparecem neste texto estdo relacionados a trés assuntos
fundamentais dessa teoria: os problemas parametrizados, a p-reducao entre problemas para-
metrizados, e as classes FPT e W[1]. As defini¢oes aparecem de maneira tao informal quanto
possivel para manter a precisao. Para uma discussao completa recomendamos o livro citado.

2.6.1 Problemas Parametrizados

Comegamos com uma defini¢ao para problema parametrizado. Um problema P é parametrizado
por um nimero natural k se qualquer entrada de P é um par (z, k). Podemos entender x como a
entrada do problema e k£ é um ntimero natural. Vamos exemplificar um problema parametrizado
através de um problema importante para este trabalho.

O problema k-caminhos-vértice-disjuntos: Dados um digrafo D e pares de vértices

(s1,t1),. .., (Sk,tx) de D (o pardmetro k coincide com o niimero de pares de vértices
dados), decidir se existem caminhos vértice-disjuntos P; de s; para t; para i =
1,...,k.

Em uma entrada (x, k) do problema k-caminhos-vértice-disjuntos a instancia z é formada por
um digrafo e uma lista de pares ordenados de vértices, e o parametro k é o tamanho desta lista.
Como descrito anteriormente, desejamos saber se existem caminhos vértice-disjuntos conectando
cada par da lista. Se tais caminhos existem para um entrada (x, k), entdo dizemos que (z, k) é
uma entrada vdlida do problema P.

2.6.2 Reducgao entre Problema Parametrizados

Uma p-reducao de um problema parametrizado P para um outro P’ deve atender aos seguintes
requisitos:

1. Dada uma entrada (x, k) para o problema P, transformar (z,k) em uma entrada (z/, k)
para o problema P’ através de uma computacao R, isto é, R(z, k) = (2/, k'), de tal forma
que (x,k) é uma entrada vélida do problema P se e somente se (z/,k’) é uma entrada
vélida para o problema P’. A transformagao deve ser feita em tempo O(f(k)|z|¢), onde f
é qualquer funcao computavel, ¢ é uma constante, e |x| denota o tamanho da entrada; e

2. Dadas uma entrada (z,k) para o problema P e uma computacao R tal que R(z,k) =
(2', k), existe uma fun¢ao computdvel g tal que k' < g(k).

2.6.3 A Classe FPT

Dizemos que um problema parametrizado P ¢é tratavel quando k é fixo (FPT - Tratdvel com
Parametro Fixado) se podemos decidir se uma entrada qualquer (x, k) para P é ou nao uma
entrada vélida para P em tempo O(f(k)|x|¢), onde f é uma funcao computavel e ¢ é uma
constante. Assim, se k for razoavelmente pequeno, podemos decidir se (z,k) é uma entrada
valida para P em tempo “polinomial”. Para este caso, dizemos que o problema P estd na classe
FPT. E interessante notar o seguinte. Se um problema parametrizado P com parametro k
estd em FPT, entdo P com k fixo pode ser decidido em tempo polinomial. Porém, se P é N'P-
completo para k fixo, entao P nao pode estar em FPT a menos que P = NP. Um problema
parametrizado que provavelmente nao esta em FPT é o problema k-caminhos-vértice-disjuntos.
Este problema é NP-completo até mesmo quando k& = 2 [FHWS80]. Portanto, se ele estivesse
em FPT, terfamos P = NP.
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2.6.4 As Classes W[P|,W[1], W[2],...

Comegamos com a definicao de um problema sobre circuitos booleanos. Um circuito booleano
pode ser representado usando um digrafo aciclico. O vértice com grau de saida igual a zero é
chamado de vértice de saida. Se o grau de entrada de um vértice v é igual a zero (6~ (v) = 0),
entdo v é chamado de vértice de entrada. Se o grau de entrada de v é igual a um (6~ (v) = 1),
entdo v é chamado de vértice NAO. Se o grau de entrada de v é maior ou igual que dois
(67 (v) > 2), entao v é chamado de vértice E ou vértice OU. Se o grau de entrada de v é maior
que dois (6~ (v) > 2), entao v é chamado de vértice irrestrito E ou vértice irrestrito Ou. Veja a
Figura 2.10.

(029

)/

Figura 2.10: Um circuito booleano (ou légico). Os vértices x, y e z sdo os vértices de entrada.
O vértice s é o vértice de saida. O vértice OU é irrestrito.

NAO

W

A profundidade de um circuito é definida como sendo o niimero méximo de vértices NAO,
OU e E em um caminho de um vértice de entrada para o vértice de saida. A teia (weft) de um
circuito é definida como sendo o niimero maximo de vértices irrestritos OU e E em um caminho
de um vértice de entrada para o vértice de saida.

Dizemos que C' é k-satisfativel se o vértice de saida de C' possui valor 1 depois da simulacao
de C com exatamente k vértices de entrada com valor 1. Assim, temos o seguinte problema de
decisao parametrizado.

O problema circuito-k-satisfativel: Dados um circuito booleano C' e um nimero
natural k, decidir se C' é k-satisfativel.

A classe WIP] foi definida por Downey e Fellows [DF95a] como sendo a classe dos proble-
mas parametrizados p-redutiveis ao problema circuito-k-satisfativel [FG06, Notas do Capitulo
3]. Quando o circuito de entrada do problema circuito-k-satisfativel tem profundidade e teia
limitados superiormente por dois inteiros positivos, respectivamente, h e t, os problemas para-
metrizados p-redutiveis ao problema circuito-k-satisfativel com tais limitacOes estao na classe
WIt]. As restri¢oes mais fortes estdo sobre W[1] e vao gradativamente enfraquecendo para
WI2], W3], .... As classes W]t] para todo t > 1 e W[P] formam uma hierarquia chamada de
Wh-hierarquia. A Figura 2.11 ilustra como essas classes devem estar relacionadas.

FP

Figura 2.11: Relagoes entre as classes FPT,W[1],W][2],...,WI[P] [FGO06].
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Da mesma forma que um problema NP-completo provavelmente nao estd em P, um pro-
blema parametrizado WW[1]-completo provavelmente nao estd em FP7T. Quando todos os pro-
blemas em NP sao redutiveis a um problema P, dizemos que P é N'P-dificil. Analogamente,
quando todos os problemas em W[1]| sao p-redutiveis a P, dizemos que P é W][1]-dificil. Um
exemplo de um problema W[1]-dificil é o problema k-caminhos-vértice-disjuntos restrito a di-
grafos aciclicos [S1i03], [BJGOS].

Indicamos as referéncias [DF95a], [DF95b] e [FG06] para o leitor que quiser saber mais sobre
a teoria da complexidade parametrizada.
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ALGORITMOS PARA JUNCOES EM DIGRAFOS - REVISAO DA
LITERATURA

Apresentamos neste capitulo alguns algoritmos que pré-processam um dado digrafo e res-
pondem consultas tais como acp(u,v), representante-acp(u,v), todos-acps(u,v), s-acp(u,v),
representante-jungao(u, v), todas-junc¢ées(u,v) e s-jun¢ao(u,v). Em todos os trabalhos apresen-
tados nesta resenha tanto os pré-processamentos como as consultas sao realizados de maneira
eficiente. Na Secao 3.1, definimos o problema acp-todos-pares e descrevemos trés algoritmos
eficientes para resolvé-lo. Nas Secoes 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5, definimos respectivamente os proble-
mas: representante-acp-todos-pares, todos-acps-todos-pares, representante-juncao-todos-pares e
todas-juncoes-todos-pares. Em cada secao, descrevemos os principais algoritmos que resolvem o
correspondente problema. Os algoritmos da literatura descritos na Se¢ao 3.3 supoem um digrafo
aciclico na entrada. No entanto, notamos que, para alguns algoritmos, essa restricao pode ser
desconsiderada. Destacamos a nossa contribuicdo para uma versao mais fraca de cada um dos
problemas citados, quando a entrada é composta por um digrafo aciclico e, adicionalmente, as
correspondentes consultas. Estes problemas sao: representante-acp-k-pares, todos-acps-k-pares,
representante-juncao-k-pares e todas-juncoes-k-pares. A entrada dos problemas que pedem por
juncgoes para todos os pares de vértices é constituida por apenas um digrafo, enquanto que
a entrada dos problemas que pedem por jungoes para k pares de vértices é constituida por
um digrafo e por uma lista de consultas. Isso deixa os problemas com natureza diferente e a
comparagao dos algoritmos é feita limitando o tamanho da entrada (o digrafo e/ou a lista de
consultas). Os algoritmos para os problemas que pedem por jungoes para todos os pares de
vértices consideram poder acessar qualquer vértice do digrafo em qualquer momento. Por isso,
nao é possivel adaptar os algoritmos para a versao do problema que pedem por juncoes para
k pares de vértices, a menos que rode o algoritmo original e responda somente as k consul-
tas. Finalmente, na Se¢ao 3.6 descrevemos um algoritmo da literatura que constréi a arvore de
dominadores de um grafo fluxo redutivel.

3.1 Ancestral Comum mais Prozimo em Arvores Enraizadas

O problema tratado nesta secao é o problema acp-todos-pares em arvores enraizadas.

O problema acp-todos-pares: Dada uma drvore enraizada T, pré-processe 1" de tal
forma que uma consulta qualquer acp(u,v) seja respondida.

Existe uma extensa lista de trabalhos sobre este assunto. Citamos por exemplo os trabalhos
de Aho, Hopcroft ¢ Ullman [AHU76], de Harel e Tarjan [HT84], de Berkman e Vishkin [BV94],
de Cole e Hariharan [CHO5], de Nykénen e Ukkonen [NU94| e de Wen [Wen94|. Neste texto,
daremos énfase a trés trabalhos, dois cldssicos e um mais recente. O algoritmo de Aho, Hop-
croft e Ullman [AHU76] considera que uma lista de consultas também é dada na entrada. Os
algoritmos de Harel e Tarjan [HT84], e o algoritmo de Berkman e Vishkin [BV94] resolvem o
problema acp-todos-pares como enunciado acima.

17
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3.1.1 Algoritmo de Aho, Hopcroft e Ullman

Dadas uma arvore 7' com n vértices e uma lista L com O(n) consultas acp(u,v), o algoritmo de
Aho, Hopcroft e Ullman [AHU76] constréi em tempo O(na(n)), estruturas de dados capazes de
responder em tempo constante cada consulta de L, onde a é uma funcao inversa de Ackermann.
Vamos descrever o algoritmo em seguida.

Cada vértice v de T armazena o valor pré-ordem de v, pré(v), obtido através de uma
varredura da arvore nesta ordem. Se i é o valor pré-ordem de um vértice v, entdo escrevemos
pré~1(i) = v. Cada consulta acp(u,v) estd associada a um par ordenado X = (i,j) tal que
i = pré(u), j = pré(v) e i < j. Para cada par ordenado X, o primeiro elemento do par é
denotado por esq(X) e o segundo por dir(X). Primeiramente, o algoritmo gera uma sequéncia
de instrugoes A(X) e R(i) (Adicione(X) e Remova(i)), onde X é um par ordenado e i é o
valor pré-ordem de um vértice. Depois, o algoritmo simula a sequéncia de instrucoes usando
operacdes para conjuntos disjuntos' [CLRS09).

Considere a arvore enraizada e a lista de consultas na Figura 3.1. A geracao da sequéncia
de instrucoes é feita processando os vértices na ordem dada pela varredura em pds-ordem, isto
é, na ordem 4, 3, 6, 7, 5, 2, 9, 10, 8, 1. No vértice com valor pré-ordem 7 o algoritmo cria
instrucoes A(X) para cada X tal que dir(X) =i e uma instrugao R(i). Para a arvore enraizada
da Figura 3.1, com a lista de consultas dada, teremos o seguinte conjunto de instrugoes: {R(4),
R(3), A(X1), A(X1), R(6), A(X2), A(Xa), R(7), A(X7), R(5), R(2), R(9). A(X;), R(10), A(X5),
R(8), R(1)}. Podemos imaginar que os pares X que foram adicionados ao conjunto ainda nao
foram tratados, e uma instrugao R(i) remove deste conjunto todos os pares X com esq(X) > i.
Em [AHU76] é demonstrado que encontramos o ancestral comum mais préximo de u e v no
momento em que o par X = (pré(u),pré(v)) é removido por uma instrugao R(i). O vértice
w = pré~1(i) é o ancestral comum mais préximo dos vértices u e v.

1

X1=(4,6) Xo=(5,7) X3=(3,7) X4=(5,6)
X5 = (7,8) Xg=(9,10) X7=(2,5)
Figura 3.1: Uma arvore enraizada e uma lista de consultas
A simulagao da sequéncia de instrugoes requer alguns comentarios. Sao criados conjuntos
S; cujos elementos sao instrucoes A e R. No inicio:
1. S; contém as instrugoes A(X) tais que dir(X) =i; e

2. S; contém R(i) se R(j) é a préxima instrugao R depois da instrucao R(7).

!No artigo original, Aho, Hopcroft e Ullman usam o algoritmo Set Merging [HU73].
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Cada vértice u = pré='(i) é processado na ordem decrescente dos valores pré-ordem. Para
o exemplo na Figura 3.1 temos o processamento dos vértices na ordem 10,9,...,1. Note que
isso implica em um certo processamento das folhas para a raiz e dos vértices que estao mais a
direita para os vértices que estao mais a esquerda. Para um ¢ fixo, sao analisados todos os pares
X tais que esq(X) = i. Para cada X, uma atribuicao S; <— encontre(A(X)) é feita, e enquanto
i < j as seguintes atribuicoes sao feitas: Sp, < encontre(R(j)), S « unido(Sp,S;j) e j < h.
Por exemplo, quando i = 9, Xg = (9,10) é analisado. Para este caso, 7 = 10, h = 8, o0 novo
Ss = {A(Xs), R(1), A(X;), R(8)} (inicialmente Ss = {A(X5), R(1)} e Sip = {A(Xe), R(3)})
e onovo j = 8. Com isso, i > j e o lago para. Note que na ultima iteracao do lago encontramos
R(8) e que esq(Xg) > 8. Logo, o vértice pré~1(8) é o ancestral comum mais préximo dos
vértices pré=1(9) e pré—1(10).

Uma importante observacao é que ao processar um par ordenado X = (i,k), temos que
i = esq(X) e que o vértice u = pré (i) corresponde ao vértice com maior valor pré-ordem
ainda nao processado. Certamente, o vértice v = pré~!(k) ndo é um ancestral de u. Ou v estd
a direita de u, ou v é um descendente de u. Considerando o conjunto S; que contém A(X) e
que i < j, o vértice w = pré~!(j) ou estd a direita ou é descendente de u. Quando i > j, o
vértice w atual é um ancestral comum de u e v. No 1ltimo caso temos o ancestral comum mais
préximo dos vértices u e v. Resultados de [AHU76] garantem que o algoritmo esté correto e
que seu consumo de tempo é O(na(n)), onde a é uma fungao inversa de Ackermann. A criagao
do conjunto de instrucées em pods-ordem e o item 2 descrito anteriormente sao informacoes
importantes para perceber que o algoritmo esta certo.

3.1.2 Algoritmo de Harel e Tarjan

O algoritmo de Harel e Tarjan [HT84] resolve o problema acp-todo-pares. O pré-processamento
da drvore enraizada T' com n vértices é feito em tempo O(n). Qualquer consulta acp(u,v) é
respondida em tempo O(1). Os autores comecam descrevendo o algoritmo considerando que T'
é uma arvore binaria completa. Neste caso, o pré-processamento consiste na construcao de trés
vetores: in, in~t e h. O valor in(v) é o valor do vértice v na varredura in-ordem de 7. Se i
é o valor de v, entdo in~ (i) = v. O valor h(v) é a altura do vértice v em T. Depois desse
pré-processamento em 7' (uma arvore bindria completa), o algoritmo é capaz de responder a
qualquer consulta acp(u,v) em tempo O(1). O seguinte resultado garante a resposta de uma
consulta acp(u,v) em tempo O(1) caso u seja um descendente de v ou vice-versa.

Lema 3.1 (Harel e Tarjan [HT84]). Os descendentes de um vértice w de T sdo os vértices cujos
valores in-ordem pertencem ao intervalo fechado [in(w) — 2M®) + 1 :in(w) + 2@ —1]. 0

Se u nao é descendente e nem ancestral de v, isto é, u e v nao se relacionam diretamente,
entao o seguinte resultado encontra a altura do ancestral comum mais proximo de v e v em
tempo O(1).

Lema 3.2 (Harel e Tarjan [HT84]). Se u e v sao dois vértices de T nao relacionados di-
retamente, a altura do ancestral comum mais proximo de u e v € |lg(in(u) @ in(v))], onde
1D J € o inteiro cuja representacdo bindria é o resultado da operacao booleana ou exclusivo da
representacdao bindria de i e j. a

Dada a altura h do ancestral comum mais préximo de u e v, o seguinte resultado encontra
o ancestral de u (e de v) cuja altura é h em tempo O(1).

Lema 3.3 (Harel e Tarjan [HT84]). Se v € um vértice de T e h € uma altura tal que h > h(v),
entdo o ancestral de v de altura h é o vértice in=1 (21 [in(v) /28] + 2M). 0

Assim, uma consulta acp(u,v) é respondida em tempo O(1) sobre uma arvore binaria com-
pleta da seguinte forma. Se in(u) estd em [in(v) — 2" +1 :in(v) + 2" — 1], devolva v. Se
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in(v) estd em [in(u) — 2" +1 1 in(u) + 2" — 1], devolva u. Se os testes anteriores falharam,
entdo faca h = [lg(in(u) @ in(v))] e devolva in=1 (2" in(v) /201 | 4 2M).

Harel e Tarjan resolvem o problema acp-todos-pares em qualquer arvore enraizada T'. A ideia
é transformar uma consulta acp(u,v) sobre T' em uma consulta acp(u,v) sobre uma subarvore
bindria completa com O(n) vértices. Um nimero constante de passos no pré-processamento sao
necessarios. Em cada um deles é consumido tempo linear. Nao é uma tarefa facil descrever este

novo pré-processamento. Para o leitor interessado, indicamos a leitura das Segoes 3, 4 e 5 de
[HT84].

3.1.3 Algoritmo de Berkman e Vishkin

Descrevemos nesta segao o algoritmo de Berkman e Vishkin [BV93]. A nossa descricao é baseada
na descricao feita por Bender et al. [BFCP105]. Veja também a nota de aula de Erik Demaine
[Dem12]. Vamos primeiro definir os problemas rmgq e +1-rmgq.

O problema rmg-todos-pares: Dado um vetor de inteiros V', pré-processe V de tal
forma que uma consulta qualquer rmq(i, j) seja respondida.

Em uma consulta rmq(i,j) (assumimos ¢ < j) desejamos saber qual é o indice k em V tal
que V (k) é um menor valor no vetor V(i..j). No problema +1-rmg-todos-pares, o vetor V tem
a propriedade +1: para quaisquer dois indices consecutivos i e j de V', [V (i) — V(j)| = 1.

O algoritmo baseia-se em uma reducao do problema acp-todos-pares para o problema +1-
rmq-todos-pares. Dada uma arvore enraizada T com n vértices, cada vértice armazena um (e
somente um) rétulo entre 0 e n — 1 e o seu nivel em 7. Uma varredura de Euler em 7' é
realizada armazenando algumas informacoes em trés vetores euler, nivel e mindice. Os dois
primeiros vetores possuem 2n — 1 posigoes e o ultimo possui n. Em euler(i) é armazenado
o rétulo do i-ésimo vértice da varredura, em nivel[i] é armazenado o nivel em T do i-ésimo
vértice da varredura. A varredura comeca na raiz e continua explorando novos vértices como
uma busca em profundidade. Quando chega em uma folha, volta para o vértice anterior e
continua a varredura em um novo vértice. A varredura acaba quando chega novamente na raiz
e nao existe um novo vértice para ser explorado. Na Figura 3.2 apresentamos um exemplo com
uma arvore enraizada e os rétulos de cada vértice da arvore. A varredura de Euler e os valores
nos vetores euler e nivel para a arvore desta figura é dado em seguida.

euler:[0 [1 [3 |73 [8 ]3]t a1 |5]9]5]1]o]2]6]10]6]11]6[12]6]2 0]
nivel - [0 J1 [2 323212t 232t ]o]i]2]3]2]3]2] 3]2]1]o0]

Note que nivel possui a propriedade +1. Em mindice[i] armazenamos o indice em euler (e
consequentemente em nivel) da primeira ocorréncia do vértice de T' com rétulo i na varredura
de Euler.

mindice :
lof1]15]2]8]10]16]3]5]11]17]19]21]

Dados dois vértices i e j, o vetor nivel(mindice(i)..mindice(j)) (estamos supondo que
mindice(i) < mindice(j)) contém o nivel de todos os vértices da varredura de Euler comegando
no vértice com rétulo ¢ e terminando no vértice com rétulo j. Note que o ancestral comum
mais proximo dos vértices correspondentes aos rétulos ¢ e j é o vértice com menor nivel neste
intervalo. Por exemplo, o ancestral comum mais préximo dos vértices 4 e 7 é o vértice 12. Veja
que a primeira ocorréncia do vértice 4 na varredura de Euler é mindice(4) = 8 e do vértice
7 é mindice(7) = 3. O menor valor em nivel(3..8) corresponde ao nivel do ancestral comum

21+ ;. 4 ., ;. .
Dizemos que o vértice com o rétulo i é o vértice i.
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Sd

Figura 3.2: Uma arvore enraizada.

9 10 11 12

mais préximo desses vértices. Como o indice do menor nivel em nivel(3..8) é k = 7, o ancestral
comum mais préximo dos vértices 7 e 4 é 1 = euler(k = 7).

Dado um vetor V', vamos mostrar que é possivel pré-processar V' e responder a uma consulta
+1-rmq(i, j) consumindo espago linear e tempo constante. Os primeiros passos sao:

1. dividir o vetor nivel em subvetores, cada um com tamanho (Ign)/2 (o i-ésimo subvetor
de nivel é denotado por i-nivel); e

2. criar um novo vetor nivel’ com tamanho n’ = 2n/lgn, onde nivel’(i) armazena o menor
valor do subvetor i-nivel.

Considerando o exemplo anterior, teremos os seguintes novos vetores e subvetores:

nivel’ :
[o]2]2[1]1]2[1]0]2][2]2]1]0]
i-niveis :

[o]1][2]3][2]3][2]1][2[1][2]3][2]1][o[1][2[3][2]3][2]3][2]1][0]

Considere que i e j sao indices em nivel. Uma consulta rmq(t, j) em nivel pode ser dividida
em trés consultas. Uma consulta no subvetor k’-nivel que contém i (a partir de i até o final
deste subvetor), uma consulta no subvetor -nivel que contém j (do inicio deste subvetor até
j) e uma consulta em nivel’ (k' +1..I" — 1). Por exemplo, uma consulta rmq(3,8) ¢é dividida em
uma consulta no subvetor 1-nivel (comegamos a contar a partir do 0), uma no subvetor 4-nivel
e uma no vetor nivel’(2..3).

nivel’ :

lo[2]2]1]1]2]1]o]2]2]2]1]0]

nivel :
lo]1][2]3][2]3][2]1][2]1][2]3][2]1][o]1][2]3][2]3][2]3][2]1][0])

Agora descrevemos como é obtido um menor valor em um subvetor i-nivel. O que vamos
fazer primeiro é mostrar que existem O(y/n) diferentes subvetores. Lembre-se que qualquer
subvetor tem a propriedade £1. Suponha que a cada elemento de cada subvetor foi adicionado
o valor negativo do seu primeiro elemento. Isso nao altera a resposta para qualquer consulta
em qualquer subvetor. Com isso, cada subvetor comega com o valor 0. Considere um subvetor
Ve = |0]1]0]-1]-2]-1] Note que o vetor [0]1]-1]-1]-1]1] é uma representacio de V.
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Isto é, Vi, comeca com 0, o préximo valor é o valor anterior mais 1, o préximo é o valor
anterior -1, e assim por diante. Com isso, fica facil ver que o numero total de diferentes
subvetores é 2((gn)/2)=1 — O(,/n). Esse resultado sugere que apesar de todo subvetor ser
“fisicamente distinto” um do outro, muitos deles podem ser vistos como um mesmo subvetor, se
considerarmos os seus contetidos. Veja no exemplo anterior que existem 6 subvetores de
um total de 13. Agora, dado que cada subvetor possui O((lgn)/2) elementos, o nimero total
de consultas sobre cada subvetor é O(((Ign)/2)?). Com isso, podemos construir uma tabela T}
com O(y/n) linhas e O(Ig>n) colunas. Cada linha de T} representa uma possivel combinagao
dos elementos de um subvetor e cada coluna representa uma possivel consulta em um subvetor.
E consumido O(lglg n) para armazenar um indice em uma entrada desta tabela pois o tamanho
de cada subvetor é O(lgn). Portanto, esta tabela consome O((y/n)(1g2n)(Iglgn)) = o(n) bits.

Agora mostramos como é obtido um menor valor no vetor nivel’. Para isso, construimos
uma nova tabela T5 que consome espago linear. Lembre que o tamanho de nivel’ é n’ = 2n/lgn.
Criamos T com uma linha para cada indice i de nivel’ e uma coluna para cada valor i e i + 2F
com k = 0,1,..., enquanto i + 2¥ < n/. Armazenamos em T5(i,i) o indice i de nivel’ e em
Ty(i,i + 2%) o indice j de nivel’ tal que nivel’(j) é um menor valor em nivel'(i,...,i + 2F).
O numero de entradas de Ty é O(n'lgn’) = O((2n/1gn)lg(2n/lgn)) = O((2n/lgn)(lg2n) —
(2n/1gn)(lglgn)) = O(2n+ (2n/1gn)(1 —1glgn)) = O(n). Usa-se programacao dinamica para
preencher T5. Por fim, considere que é pedido um menor valor em nivel’(i,..., 7). Denote
por 1 o valor j — i + 1. Considere a maior poténcia de 2 menor ou igual que [, ou seja, 2184,
Para encontrar um menor valor no intervalo dado depois da construcao de 75, basta devolver o
arg min(nivel' (Ty(i,i + 28U — 1)), nivel’ (T (5 — 284 4+ 1, 5))).

3.2 Um Ancestral Comum mais Proximo em Digrafos Aciclicos

Nesta secao descrevemos trés algoritmos que resolvem o seguinte problema.

O problema representante-acp-todos-pares: Dado um digrafo aciclico D, pré-processe
D de tal forma que uma consulta qualquer representante-acp(u,v) seja respondida.

Bender et al. [BFCP'05] definiram o problema representante-acp-todos-pares. Baumgart et
al. [BEGT07] mostraram como usar programacao dinidmica para obter um pré-processamento
com tempo O(nm) para o problema. Depois disso, uma consulta representante-acp(u,v) é
realizada em tempo constante. Bender et al. [BFCPT05] mostraram como pré-processar D
em tempo O(n?08635)3
Czumaj et al. [CKLO7] mostraram como pré-processar D em tempo O(n
algoritmos usam um algoritmo para multiplicacdo de matrizes. Por isso, os resultados nestes
casos tém mais valores tedricos que praticos. Por tltimo, destacamos nossa contribuicao para
um problema mais fraco chamado de representante-acp-k-pares. Neste problema, além de um
digrafo aciclico D como entrada, também sao dados k pares de vértices para os quais desejamos
saber um ancestral comum mais proximo. Obtemos um algoritmo rapido quando o nimero de
arcos de D e o nimero de pares dados sao limitados.

e entao uma consulta pode ser feita em tempo constante. Mais tarde,
25719y Os dois 1ltimos

3.2.1 Algoritmo de Baumgart, Eckhardt, Griebsch, Kosub e Nowak

Baumgart et al. [BEGT07]| apresentaram um algoritmo para o problema representante-acp-
todos-pares que consome tempo O(nm). Outro algoritmo com mesma complexidade de tempo
pode ser obtido no trabalho de Czumaj et al. [CKLO07]. Considere um digrafo aciclico D, o
fecho transitivo Dy, de D, uma ordenacao topolégica dos vértices de D, um par de vértices = e y
de D. A seguinte recorréncia determina o vértice z que é o ancestral comum mais préximo com
maior valor topoldgico de x e y: se x — y pertence a Dy, entao z € o préprio vértice x; caso

3f(n) = O(g(n)) se existe uma constante ¢ tal que f(n) = O(g(n)log® n)
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contrério, z é o vértice no conjunto {z1, ..., z;} com maior valor topoldgico, onde z1,. ..,z sdo
os pais de z em D e z; é o ancestral comum mais préximo com maior valor topolégico de x; e
yparat=1,...,k.

O algoritmo de [BEGT07] ¢ dado em seguida. Determine o fecho transitivo Dy, de D e
uma ordenagao topoldgica dos vértices de D. Inicialize uma matriz M (n X n) com um vértice
ficticio cujo valor topoldgico ficticio é igual a —oo. Para cada vértice v de D na ordem topoldgica
crescente, e para cada filho x de v, faca a seguinte atribuicao para cada vértice y topologicamente
maior que v:

z, se o arco x — y estd em Dy ou

M(%y)%{

M(v,y), se M(v,y) é topologicamente maior que M (z,y).

O algoritmo descrito estd correto e consome tempo O(nm) [BEGT07].

3.2.2 Algoritmo de Bender, Farach-Colton, Pemmasani, Skiena e Sumazin

O algoritmo de Bender et al. [BFCP05] contém uma reduciao do problema representante-acp-
todos-pares para o problema cldssico menor-distancia-todos-pares, um algoritmo que aproxima
a menor distancia entre todos os pares de vértices e um algoritmo que usa essa menor distancia
aproximada para encontrar um ancestral comum mais préximo para todo par de vértices. Em
seguida definimos o problema menor-distancia-todos-pares.

O problema menor-distancia-todos-pares: Dado um digrafo D com custo nao ne-
gativo nos arcos, pré-processe D de tal forma que uma consulta qualquer menor-
distancia(u,v) seja respondida.

Em uma consulta menor-distancia(u, v) desejamos saber qual é a menor distancia de u para
v em D. Em breve explicaremos como obter a resposta para uma consulta representante-
acp(u,v) através de uma consulta menor-distancia(u’,v"). Agora mostramos a reducao do pro-
blema representante-acp-todos-pares para o problema menor-distancia-todos-pares. Considere
um digrafo aciclico D. A primeira coisa a fazer é adicionar custos nos arcos de D. Para isso, é
associado a cada vértice v de D a sua profundidade, denotada por prof(v). A profundidade de
um vértice em um digrafo aciclico é o tamanho de um maior caminho de um vértice fonte para
v. Obtemos prof(v) em tempo linear através de uma ordenagao topoldgica e um algoritmo de
programagao dindmica: o processamento dos vértices é feito na ordem crescente da ordenagao
topolégica e um vértice v possui prof(v) = prof(w) + 1 onde w é um pai de v com maior
valor prof(w). Depois, é feita uma ordenacao dos vértices considerando a profundidade obtida.
Provavelmente aparecerao vértices u e v com prof(u) = prof(v). Com prof e uma ordenacao
topoldgica do vértices é facil construir um novo vetor prof’ de tal forma que prof’(u) # prof’(v)
e, se prof(u) < prof(v), entao prof’'(u) < prof’(v) para qualquer par de vértices u e v. Assim,
teremos valores distintos para qualquer par de vértices. Finalmente, atribuimos custos aos arcos
de D. O custo do arco u — v é o valor prof’(v) — prof’(u). Definimos a distincia de u para
v, denotada por dist(u,v), como sendo um caminho de menor custo de u para v. Assim, as
seguintes propriedades sao satisfeitas.

Propriedade 3.1 (Bender et al. [BFCP05]). Se uw = v, ou se existe um caminho de u para v
entao:

1. prof'(u) < prof'(v);
2. dist(u,v) = prof’(v) — prof’'(u);

Na verdade, qualquer caminho de u para v tem o mesmo custo. Vamos ver o porqué
disso. Tome um caminho de u para v denotado por P = u = uy,us,...,u = v. O custo
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dos arcos u; — u;yr1 é prof'(ujr1) — prof'(u;) para todo i = 1,...,k — 1. Entao, o custo do
caminho P 6 prof'(us) — prof(ur) + prof/(us) — prof'(us) + -+ + prof'(ux) — prof'(ux_1) =
prof!(ug) — prof'(ur) = prof'(v) — prof'(u).

Agora, suponha que dois vértices v e v tenham um ancestral comum. Considere que o
vértice w é um ancestral comum mais préximo de u e v. Note a seguinte e muito importante
propriedade.

Propriedade 3.2 (Bender et al. [BFCPT05]). Se w é um ancestral comum mais prézimo de
u e v, entdo dist(w,u) + dist(w,v) = prof'(u) + prof’(v) — 2prof’(w).

Note que se u é um ancestral de v, isto é, existe um caminho de u para v, entao a partir da
Propriedade 3.2 obtemos a Propriedade 3.1 2. Se u e v ndo se relacionam, entdao dizemos que
a distancia indireta de u para v (ou de v para u) passando por w, um ancestral comum mais
préximo de u e v, é disting(u,v) = distipa(v,u) = prof'(u) + prof’'(v) — 2prof’(w). Agora, crie
um novo digrafo D’ que é formado por duas cépias D1 e Do do digrafo de entrada D mais um
arco vo — v1 com custo 0 para todo vértice v de D onde vy é o vértice que representa v em Dy
e vo é o vértices que representa v em Do. Em [BFCPT05] é demonstrado que um caminho de
menor custo de us para v; em D’ passa por um ancestral comum mais préximo de u e v em D
com maior valor prof’. A reducao termina aqui e agora podemos usar qualquer algoritmo para
o problema menor-distancia-todos-pares sobre D’. Resolvido o problema e dados quaisquer dois
vértices u e v, usamos a equagao dist;pq(u,v) = prof’(u) + prof’(v) — 2prof’(w) para obter w
que é um ancestral comum mais préximo de u e v em D pois prof’ é inico para todo vértice em
D. Nao se conhece um algoritmo que resolva o problema menor-distancia-todos-pares em tempo
o(n3). Por isso, Bender et al. [BFCP*05] decidiram usar o algoritmo de Zwick [Zwi98] que,
para este caso, aproxima dist;pq(u,v) em tempo O(n“ /€). Com isso, obtemos uma aproximacao
para prof’ de um ancestral comum mais préximo de u e v com um erro de € > 0. Temos O(en)
vértices candidatos a um ancestral comum mais préximo para um determinado par de vértices
pois a profundidade méxima para qualquer vértice é O(n) e nao existe profundidade igual (prof’)
para qualquer par de vértices. Logo, é consumido tempo O(en?) no total para escolhermos o
vértice com maior valor prof’ dentre os O(en) candidatos para cada par de vértices. Note que
o melhor valor para £ é n(*=3)/2 isto é, quando O(en®) = O(n“/e). Portanto, o algoritmo
descrito resolve o problema representante-acp-todos-pares em tempo O(n(“’+3)/ 2). Atualmente
este tempo é limitado superiormente por O(n26863%),

3.2.3 Algoritmo de Czumaj, Kowaluk e Lingas

Czumaj et al. [CKLO07] realizam uma reducao do problema representante-acp-todos-pares para
o problema mdzima-testemunha-todos-pares. Em seguida definimos tal problema. Este mesmo
resultado aparece independentemente no trabalho de Baumgart et al. [BEGT07].

O problema mdzima-testemunha-todos-pares: Dadas duas matrizes booleanas qua-
dradas (nxn) A e B, encontrar, se existir, o maior valor de k tal que A(i,k)B(k, j) =
1 paratodo,57 =1,...,n.

Os seguintes passos realizam uma reducao entre os problemas em tempo O(n“) Dado
um digrafo aciclico D, compute o fecho transitivo Dy; de D em tempo O(n®). Faca uma
ordenacao topoldgica dos vértices de Dy e considere que a ordem obtida dos vértices de Dy,
é v; <wy <--- <, Crie uma matriz A com n linhas e n colunas tal que A(v;,v;) =1 se e
somente se o vértice v; ¢ um ancestral do vértice v; em Dy, Crie uma matriz B que € igual
a matriz transposta de A. Assim, B(v;,v;) = 1 se e somente se o vértice v; ¢ um ancestral do
vértice v; em Dy, Agora considere uma entrada C(v;,vj) = A(v;, vg)B(vg, v;) = 1 tal que vy, é
maximo. Sabemos que vy é um ancestral comum de v; e vj pois A(v;, vy) = B(vk,vj) = 1 e que
v < v, para todo ancestral comum vy de v; e v;. Como descrito em [BFCPT05] e [CKLOT7],
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v € um ancestral comum mais proximo dos vértices v; e v;. Isso é verdade porque vy é um
ancestral comum dos vértices com valor topolégico méaximo. Portanto, qualquer vértice com
valor topolégico maior que v nao é comum aos vértices v; e v;.

Para resolver o problema mdxima-testemunha-todos-pares, os autores particionam as ma-
trizes A e B em n/l submatrizes: submatriz A* (n x 1) e B' (I x n) parai = 1,...,n/l. As
colunas da submatriz A’ sdo as colunas (i — 1) + 1,...,il de A e as linhas de B’ sdo as linhas
de (i — 1)l +1,...,il de B (veja a Figura 3.3).

(i—1l+1 il

(i—1)+1

I

il

Ai
Figura 3.3: Matrizes retangulares A* e B* [CKLO7].
Os autores computam o produto da matriz retangular A'B* = C% para i = 1,...,n/l.
Note que cada matriz C* possui n linhas e n colunas e que Ci(vl-,vj) = 1 se e somente se

algum vértice v;, no intervalo [(¢ — 1)l + 1 : il] é um ancestral comum de v; e v;. Lembre que
w(1,1,7) é o expoente que aparece no tempo do algoritmo mais rapido que multiplica matrizes
retangulares (n x n") e (n” x n). Como cada A’ possui n linhas e [ = n” colunas, temos
r = log, I. Logo, o algoritmo consome tempo O(n®:11°8x) (5 /1)) para computar C* para todo
i =1,...,n/l, consome tempo O(n3/l) para encontrar o maior valor i tal que Ci(vi,vj) =1
e tempo O(n?l) para encontrar vy no intervalo [(i — 1)l + 1 : il] para todo par de vértices v;
e vj. No total o algoritmo consome tempo O(n“(L1198n 0 (n /1) 4+ n3/1 4+ n2l). Escrevendo o
consumo de tempo em funcio de 7, temos O(n! 7T (LLT) 4 pd=r L 241y Ge > 1/2 entdo o
consumo é O(n! 7+ (LLr) 4 p247) [eualando os expoentes 1 — r + w(1,1,7) = 2 4 r chegamos
em w(1l,1,7) = 2r + 1. Com o limite inferior para w(1,1,r) > 2 temos a desigualdade r > 1/2
satisfeita. Portanto, quando w(1,1,7) = 1+ 2r, o consumo de tempo do algoritmo é O(n?*").
Agora os autores usam o seguinte resultado de [LR83] que limita w(1,1, ) superiormente.

Teorema 3.1 (Lotti e Romani [LR83]). Considere w = w(1,1,1) e a = sup{r|w(1,1,r) = 2}.
Assim,

(1,1,7) 2, se0<r<aou
w(l,1,r)=
24+ (w—-2)1==, sea<r<l1l

O

Substituindo w(1, 1, ) por 142r no Teorema 3.1 e usando os limitantes atuais para w e « que
sao respectivamente 2,373 [Will2] e 0,30298 [LG12], conseguimos isolar r e obter r < 0,5719.
Logo, o consumo de tempo do algoritmo atualmente é O(n?°7?) = O(n?*"), onde r satisfaz a
equagao w(l,1,7) =1+ 2r.
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3.2.4 Contribuicao

Considere a seguinte variacdo do problema representante-acp-todos-pares onde os pares sao
dados na entrada do problema:

O problema representante-acp-k-pares: Dado um digrafo aciclico D e pares de
vértices P = {uy,v1},...,{ug, vx}, determinar um representante acp para cada par
de vértices de P.

Note que os algoritmos descritos anteriormente resolvem o problema proposto. Eles encon-
tram um representante acp para todos os pares de vértices. Logo, encontram para k pares de
vértices dados. No Capitulo 4, desenvolvemos um algoritmo simples e de facil implementacao
capaz de resolver este problema em tempo O(n(m + k)). Com isso, conseguimos resolver o
problema representante-acp-k-pares em tempo o(n?°?) caso (m + k) = o(n'5719).

3.8 Todos os Ancestrais Comuns mais Proximos em Digrafos Aciclicos

Nesta secao descrevemos alguns algoritmos para o problema todos-acps-todos-pares.

O problema todos-acps-todos-pares: Dado um digrafo aciclico D, pré-processe D de
tal forma que uma consulta qualquer todos-acps(u,v) seja respondida.

Baumgart et al. [BEGT07] desenvolveram vdrios algoritmos para este problema. Vamos
descrever aqui dois dos seus algoritmos. O pré-processamento de um é feito em tempo O(n?m)
e do outro em tempo O(n>5™9). A resposta a uma consulta todos-acps(u,v) é feita em tempo
O(k'), onde kK’ é o tamanho do conjunto ACP,,,. Eckhardt et al. [EMNO7] mostraram como
pré-processar D em tempo O(n>?%7). Mais uma vez, no final desta secio destacamos nossa
contribuicao para um problema similar chamado de todos-acp-k-pares. Novamente, a entrada
deste problema é composta por um digrafo aciclico D e k pares de vértices para os quais
desejamos saber todos os acps. Ao limitar o nimero de pares dados, obtemos um bom algoritmo
para o problema.

3.3.1 Algoritmos de Baumgart, Eckhardt, Griebsch, Kosub e Nowak

O primeiro algoritmo consome tempo O(n?m). Dado um digrafo aciclico D, primeiramente é
computado o fecho transitivo Dy de D. Em seguida, para cada vértice z e para cada par de
vértices u e v, o vértice z é um ancestral comum mais préximo dos vértices u e v se e somente
se os arcos z — u e z — v estao em Dy; e nao existe filho z de z em D tal que z wuex — v
estao em Dyy.

O segundo algoritmo consome tempo O(n3*"), onde r < 0,5719 (usamos aqui o mesmo
resultado descrito na Segdo 3.2.3). Portanto, o algoritmo atualmente consome tempo O (n*°719),
O algoritmo descrito na Secao 3.2.3 resolve o problema representante-acp-todos-pares. Aqui ele
¢ usado como subrotina. Lembre que este algoritmo encontra, para cada par de vértices, o
representante acp com maior valor em uma ordenacao topoldgica. Assim, considere um vértice
fixo z de D. Considere que z é um ancestral comum mais préximo de um par de vértices u e v.
Logo, se forcarmos z ter um valor topoldgico maior que todos os outros ancestrais comuns de
u e v, o algoritmo auxiliar devolve corretamente z como um ancestral comum mais préximo de
maior valor topoldgico para os vértices u e v. Para resolver o problema todos-acps-todos-pares,
basta aplicar a ideia anterior para todo vértice de D. Portanto, para cada vértice z de D:

1. Compute uma ordenagao topoldgica que maximiza o valor de z;

2. Resolva o problema representante-acp-todos-pares (Segao 3.2.3) encontrando, para todo
par de vértices, o representante acp com valor topoldgico maximo; e
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3. Para cada par de vértices u e v, adicione z a uma lista de ancestrais comuns mais proximos
de u e v somente se z é o representante acp encontrado para este par.

Falta dizer como obter uma ordenacao topolégica que maximiza o valor de z. Primeiro re-
mova de D o vértice z e todos os seus descendentes. Depois, encontre uma ordenacao topoldgica
sobre os vértices restantes de D. Por 1ltimo, encontre uma ordenacao topolégica de z com os
seus descendentes, e concatene ambas ordenacoes. Veja um exemplo na Figura 3.4.

Nao descendentes de z Descendentes de z

Figura 3.4: Ordenacao topoldgica que maximiza o valor de z.

3.3.2 Algoritmos de Eckhardt, Miihling e Nowak

Eckhardt et al. [EMNO7] descrevem um algoritmo para resolver o problema s-acp-todos-pares
definido em seguida.

O problema s-acp-todos-pares: Dado um digrafo aciclico D e um vértice s, pré-
processe D de tal forma que uma consulta qualquer s-acp(u,v) seja respondida.

O tempo gasto para pré-processar o digrafo aciclico de entrada é O(nw), onde w é o expoente
que aparece no tempo do algoritmo mais rdpido que multiplica matrizes quadradas. Vamos ver
como isso é possivel. Os autores consideram o fecho transitivo Dy, de D e varias matrizes
booleanas quadradas (n x n): a matriz de adjacéncia A de Dy, uma matriz C*¥ cuja entrada
C*(u,v) = 1 se e somente se s é um ancestral comum dos vértices u e v, uma matriz A® cuja
entrada A°(u,z) = 1 se e somente se z é um filho de s e existe um caminho de z para u em D,
e uma matriz de testemunhas W?# que descrevemos em breve.

A matriz C® pode ser obtida em tempo O(n?) através de Dy e a matriz A® é a matriz
transposta de A restrita as linhas que indexam os filhos de s em D. A matriz booleana de
testemunhas W* é obtida a partir do produto de duas matrizes, W*® = A%A. Note que uma
entrada W*(u,v) = 1 se existe um filho z de s em D tal que A%(u,z) = A(z,v) = 1. Neste
caso, z (um filho de s) é um ancestral comum dos vértices u e v e portanto s ndo pode ser um
ancestral comum mais préximo dos vértices u e v. O seguinte lema aparece em [EMNOT].

Lema 3.4 (Eckhardt, Miihling e Nowak [EMNO7]). Considere as matrizes booleanas C*, A® e
A e a matriz de testemunhas W* = AA. FEntdo, s é um ancestral comum mais prorimo dos
vértices u e v se e somente se W*(u,v) =0 e C*(u,v) = 1. 0

Portanto, o problema s-acp-todos-pares pode ser resolvido em tempo O(n‘”) E assim, o
problema todos-acps-todos-pares pode ser resolvido em tempo O(n!*%). Isso porque gastamos
O(n‘”) para calcular Dy;. Depois, gastamos tempo O(n*) para resolver o problema s-acp-todos-
pares para cada vértice s de D. Com o limitante atual para w temos o consumo de tempo
igual a O(n®37). No entanto, os mesmos autores resolvem o problema todos-acps-todos-pares
em tempo O(n¥@11D) = On@LL2)4 com o uso de um algoritmo para multiplicar matrizes
retangulares. Atualmente o melhor limitante superior para w(1,1,2) é 3,2567 [LG12]. Para

4Como descrito em [LG12], Lotti e Romani [LR80] mostraram que a multiplicagio de matrizes retangulares
(nxn)e (nxm)ou(mxn)e (nxn) pode ser feito essencialmente no mesmo tempo que a multiplicagdo de
matrizes retangulares (n x m) e (m x n)



28 3. Algoritmos para Jungoes em Digrafos - Revisdo da Literatura

atingir tal limitante basta observar que as matrizes booleanas de testemunhas W* podem ser

todas obtidas através da seguinte multiplicacio das matrizes (n? x n) e (n x n):

A W

As2 W2
A=,

Asn W

3.3.3 O Problema todos-acps-todos-pares em Digrafos Gerais

Os autores dos algoritmos descritos nesta secao supoem como entrada um digrafo aciclico.
Porém, notamos que alguns algoritmos podem ser aplicados em digrafos gerais. Lembre que um
ancestral comum mais proximo de um par de vértices aparece em digrafos gerais como ilustrado
nos trés ultimos digrafos da Figura 2.6, Secao 2.3. Os algoritmos que resolvem o problema todos-
acps-todos-pares em digrafos gerais sdo: o algoritmo O(n?m) de Baumgart, Eckhardt, Griebsch,
Kosub e Nowak; e os algoritmos O(n33™) e O(n3?57) de Eckhardt, Miihling e Nowak. Os
algoritmos funcionam essencialmente da seguinte forma. Dado um vértice s candidato a um
ancestral comum mais préximo de dois vértices u e v, s é descartado se existe um arco s — w
com caminhos de w para u e de w para v. Essa ideia pode ser perfeitamente aplicada aos
digrafos gerais, sem supor aciclicidade.

3.3.4 Contribuicao

Considere a seguinte variacdo do problema todos-acps-todos-pares onde as consultas sao dadas
na entrada do problema:

O problema todos-acps-k-pares: Dado um digrafo aciclico D e pares de vértices
P ={uy,v1},...,{ug, v}, determinar todos os acps para cada par de vértices de P.

Os algoritmos das secoes anteriores podem ser usados para resolver o problema proposto.
No entanto, aproveitamos o fato de que as consultas sao dadas na entrada para produzir um
algoritmo simples e préatico para este problema. Veremos no Capitulo 4 que o tempo gasto pelo
novo algoritmo é O(nm + n?k). Se k = o(n'?57) entdo o novo algoritmo é mais répido que o
melhor algoritmo para o problema todos-acps-todos-pares.

3.4 Uma Jungao em Digrafos Aciclicos

O problema tratado nesta secao é o problema representante-jungao-todos-pares.

O problema representante-jun¢do-todos-pares: Dado um digrafo aciclico D, pré-
processe D de tal forma que uma consulta qualquer representante-junc¢ao(u,v) seja
respondida.

Note que qualquer algoritmo para o problema representante-acp-todos-pares pode ser também
usado no problema representante-jung¢ao-todos-pares. No entanto, Yuster [Yus08] mostrou como
pré-processar D tempo O(n‘”), onde w é o expoente que aparece no tempo do algoritmo mais
rapido que multiplica matrizes quadradas. Da mesma forma como foi feito nas secGes anteriores,
definimos e descrevemos a nossa contribuicao para um problema similar chamado representante-
Junc¢ao-k-pares.
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3.4.1 Algoritmo de Yuster

O algoritmo de programacao dinamica de Yuster resolve o problema representante-jun¢ao-todos-
pares em tempo O(n“) O algoritmo considera uma ordenagao topoldgica dos vértices de D e
varias matrizes: a matriz de adjacéncia A = Ag de D com 1 na diagonal principal, matrizes
produto A;11 = A;A; para i =0,1,...,[lg(n — 1)] (note que Apg(,—1)) é o fecho transitivo de
D), a matriz de testemunhas W; para cada matriz A;, uma matriz de ancestrais comuns C' tal
que C(u,v) = w se w é um ancestral comum dos vértices u e v, e uma matriz dos menores
indices F', onde F(u,v) = r é o menor indice tal que A,(u,v) = 1. Se u e v nao tém ancestral
comum, entdo C'(u,v) = 0. Se nao existe caminho de u para v, entdo F(u,v) = [lg(n —1)] + 1.
A matriz de testemunhas W; pode ser obtida através do algoritmo de Alon et al. em tempo
O(n¥) [AN96]. Como temos O(logn) matrizes A;, todas as matrizes W; podem ser obtidas
em tempo O(n“) A matriz C pode ser obtida em tempo O(nw) modificando o algoritmo de
Bender et al. que resolve o problema da existéncia de um ancestral comum para todos os pares
de vértices u e v. Neste algoritmo é considerado um grafo D” composto por D, uma cépia D’
de D com os arcos invertidos e uma mesclagem dos vértices sorvedouros de D’ com os vértices
fontes de D. Veja um exemplo na Figura 3.5.

9/ D/

8/
16

14/

12/

12

14

90

Figura 3.5: Digrafos D, D" e D".

Pelo trabalho de Bender et al. [BFCP105] sabemos que existe um ancestral comum dos
vértices u e v em D se e somente se existe um caminho de v’ para v em D", onde u’ é o vértice
em D’ correspondente ao vértice v de D e v é um vértice de D. Agora suponha que obtemos
o fecho transitivo de D” da mesma forma que foi obtido para D, isto é, defina By como sendo
a matriz de adjacéncia de D" e calcule B;y1 = B;B; parai=0,1,...,[lg(n — 1)]. Assim, faca
C(u,v) = w no primeiro indice i tal que B;(u/,w)B;(w,v) = 1, onde w é um vértice fonte em
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D, v é um vértice somente de D’, e v um vértice somente de D.

Dito isso, vamos ao algoritmo de Yuster. Ele produz uma matriz M onde

0, se os vértices u e v nao tém juncao ou

M(u,v) = {

w, se w é uma juncao dos pares u e v.

Para cada par de vértices distintos, u topologicamente menor que v, se v ¢ um ancestral de
v (Angn-1))(u,v) = 1), entdo u é uma juncao dos vértices u e v (M (u,v) ¢ u) e o préximo
par de vértices na ordem é considerado. Se u nio é um ancestral de v (Apg(n—1y)(u,v) = 0),
entao o algoritmo verifica a existéncia de um ancestral comum ao par u e v. Se nao existe
ancestral comum ao par u e v (C(u,v) = 0), entdo nao existe juncao para o par (M (u,v) < 0)
e o0 préximo par de vértices na ordem é considerado. Se existe um ancestral comum w ao par
(C(u,v) = w), entao os seguintes passos do algoritmo percorrem um caminho de w para u até
que um pai de u seja atingido:

1. s« F(w,u) e
2. w <+ Wi(w,u).

Neste ponto, podemos supor que w é um pai de u, © nao é um ancestral de v, e que uma
juncao para o par w e v ja foi calculada em uma iteragdo anterior do algoritmo. Portanto, a
juncao obtida para o par w e v é também uma jungao para o par u e v. O algoritmo faz a
atribuicao M (u,v) + M (w,v) e considera o préximo par de vértices na ordem. Uma prova
feita em [Yus08] mostra que este algoritmo esta correto e que sao feitas O(logn) iteragoes para
cada par de vértices u e v. Logo, o tempo gasto é O(n“) Em seguida, simulamos uma iteracao
do algoritmo para um par de vértices da Figura 3.6. Acompanhe a simulacao nas matrizes Ag,

Ag eF,W.

Figura 3.6: Digrafo aciclico com rétulo nos vértices.

(Ao 1][2]3[4[5[6[7[8[0] . [[As[1]2]8]4]5]6]|7]|8]9]
1 r]afifofJofofJoJoJo ... x[a]ufafr]1]1]1]1]1
2 [of[t]oft]o]o]o]o]o 2 [of[t]oft]o]t]t]o]o0
3 ofof[t][t]t]o]o]o]o 3 oot ]1]1]1
4 JoJojoj1]o]1]1]o]o 4 ojojof1]ol1|1]o]o0
5 [o]o]ofo]t]o]o]1]T 5 Jojofofo[T]o[1[1]1
6 [o[o]o]o]jo]t]o]o]o 6 [ojojojo]Jo]t]o]o]o
7 Jofo]o]o]Jo]jo]1]o]o 7 [ofo]o]o]o]jo]t]o]o
g Jolofo]Jo]Jo]jo]1]1]0 8 JoJoJoJoJoJo]t]1]o
9 [ofofofofofofo]o]t 9 J[oJoJoJofJofo]o]o]t
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(Fwl 1 [ 2 [ 3 [ 4 [ 5 [ 6 | 7 | 8 | 9 |
1 [ Wo,L| Wo,1 | Wo, 1 | Wi,2 | Wi,3 | Wo,2 | Wa,2 | Wa, 3 | Wa,3
2 - Wo.2 | - [ Wo,2| - Wi | W4 - -
3 - ~ | Wo.3 | Wo,3 | Wo.3 | Wi, 4 | Wi,4 | Wi,5 | WA,5
4 - _ [ Wo, 4| - | W4 | Wo,4| - -
5 - - - = [ Wob | - | WA,8 | Wo,5 | Wo,5
6 - - - - - [ W6 | - R R
7 - - - - - - Wo7 | - R
8 - - - - - [ Wo.8 | W0, 8| -
9 - - - - - - - [ W,

O vértice 1 é um ancestral comum de todo par de vértices u e v, isto é, C(i,j) = 1 para todo
i,7 =1,...,9. As matrizes F' e W foram descritas paralelamente. Se a posicao F, W (u,v) =
Wi, z, entao F(u,v) =i e W;(u,v) = z. As matrizes intermedidrias A; e Ay nao sao descritas.
Considere uma ordenacgao topoldgica dos vértices da Figura 3.6 em que o vértice 9 estd na
ultima posi¢ao. A simulagao determinard uma jungao para o par (6,9). Iteragdes anteriores
do algoritmo determinaram uma juncao para cada par de vértices (x,y) onde o vértice x vem
antes que o vértice 6 na ordenagao topolégica. Como A3(6,9) = 0, nao existe um caminho
de 6 para 9. Isso pode ser verificado na Figura 3.6. Porém este par tem o vértice 1 como
ancestral comum. Entao o algoritmo percorre um caminho de 1 até 6 até encontrar um pai de
6. Os vértices 2 e 4 s@o os vértices internos percorridos neste caminho. Isso porque F(1,6) =
2,W5(1,6) = 2, F(2,6) = 1,W1(2,6) = 4. O algoritmo para quando o vértice 4 é atingido pois
ele é um pai de 6. Por ultimo, o algoritmo faz M (6,9) < M (4,9) pois uma juncao dos vértices
4 e 9 foi determinada anteriormente.

3.4.2 Contribuigao

Da mesma forma que anteriormente, considere a variacao do problema representante-juncdo-
todos-pares:

O problema representante-jun¢ao-k-pares: Dado um digrafo aciclico D e pares de
vértices P = {uy,v1},...,{uk, vi}, determinar uma jungao representante para cada
par de vértices de P.

No Capitulo 4, veremos que é possivel resolver o problema representante-juncdo-k-pares em
tempo o(n“) caso (m + k) = o(n*~!) = o(n!373).

3.5 Todas Jungoes em Digrafos Aciclicos
Nesta se¢ao descrevemos algoritmos para o problema todas-junc¢oes-todos-pares.

O problema todas-juncoes-todos-pares: Dado um digrafo aciclico D, pré-processe D
de tal forma que uma consulta qualquer todas-jun¢oes(u,v) seja respondida.

Eckhardt, Miihling e Nowak definiram o problema s-acp-todos-pares objetivando uma solugao
para o problema todos-acps-todos-pares. Vamos aplicar a mesma ideia definindo o seguinte pro-
blema.

O problema s-jun¢ao-todos-pares: Dado um digrafo aciclico D e um vértice s, pré-
processe D de tal forma que uma consulta qualquer s-jung¢ao(u,v) seja respondida.

Nao temos conhecimento da definigao explicita para esses problemas na literatura e tam-
pouco abordagens para resolvé-los. E direto perceber que, se o problema s-juncdao-todos-pares
pode ser resolvido em tempo polinomial, entao o problema todas-junc¢oes-todos-pares também
pode. Por isso, na proxima secao discutimos trés abordagens diretas que resolvem o problema
s-juncao-todos-pares em tempo polinomial.
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3.5.1 Algoritmos Polinomiais para o Problema s-jun¢ao-todos-pares

Nesta secao descrevemos trés abordagens simples e diretas que resolvem o problema s-junc¢ao-
todos-pares em tempo polinomial. O leitor que nao é familiar com os algoritmos e estruturas
de dados desta secao pode consultar os seguintes trabalhos [GT86], [ST84] e [AUT2].

A primeira abordagem faz uso de uma reducao bem conhecida do problema caminhos vértice-
disjuntos para caminhos arco-disjuntos e de um algoritmo que encontra um fluxo maximo em
uma rede. Dado um digrafo aciclico D, primeiro construimos um novo digrafo aciclico D} para
cada par de vértices u; e v;. Para um par fixo de vértices u; e v;, criamos dois novos vértices v’
e v” e um arco v/ — v” em D} para cada vértice v em D e um arco u” — v em D} para cada
arco u — v em D. Criamos mais um novo vértice ' e dois novos arcos u; — t' e v/’ — t'. Por
ultimo, fixamos capacidade igual a 2 para o arco s’ — s” e capacidade igual a 1 para os arcos
restantes. Veja exemplos de dois digrafos na Figura 3.7 supondo que o digrafo de entrada é o
da Figura 3.6. Usamos um algoritmo para determinar o valor de um fluxo maximo de s’ para
t" em D). Se este valor é 2, entdo existem caminhos vértice-disjuntos de s para u; ¢ de s para
v; em D. Esta abordagem pode ser implementada usando, por exemplo, o algoritmo de fluxo
méximo de Goldberg e Tarjan [GT86] que consome tempo O(nmlog(n?/m)) por digrafo D.

/ 1
! Diery ! Dis 0y
1// 1//
2/ 3 2/ 3
o 3/ 9/ 3"
4/ 5/ 4/ 5/
4" 5//
6 9’
6" 9"

O tis,0

t6,7)

Figura 3.7: Digrafos Df; e Dgq correspondentes ao digrafo da Figura 3.6. Os arcos 1" — 1”
tém capacidade igual a 2. Os demais arcos tém capacidade igual a 1.

A segunda abordagem também usa uma reducdo do problema caminhos vértice-disjuntos
para caminhos arco-disjuntos e depois disso usa o algoritmo de Suurballe e Tarjan [ST84]. Dados
um digrafo D com custos nao negativos nos arcos e um vértice s em D, o algoritmo de Suurballe
e Tarjan encontra, para cada vértice v, um par de caminhos arco-disjuntos de s para v tal que a
soma dos custos dos caminhos ¢ minima. Neste caso, construimos um digrafo aciclico D’. Para
cada vértice v em D, temos em D’ dois vértices v' e v” e um arco v’ — v”. Para cada arco u — v
em D, criamos um arco u” — v’ em D’. Para cada dois vértices u; e v; criamos um vértice t; e
dois arcos u — t; e v — t}. Colocamos custo igual a 1 para todo arco em D’. A Figura 3.7 da
uma ideia de como fica este novo digrafo. Observe que existem caminhos arco-disjuntos de s”
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para t; em D’ se e somente se existem caminhos vértice-disjuntos de s para u; e de s para v; no
digrafo original. O algoritmo de Suurballe e Tarjan resolve este problema sobre D’ em tempo
O(m'10g; 1y /y '), onde n' e m’ sdo os niimeros de vértices e arcos em D'.

A terceira abordagem usa duas estruturas de dados: uma chamada arvores de dominadores
(veja Aho e Ullman, [AUT72]) e outra capaz de responder consultas acp(u,v) em arvores enraiza-
das dinamicas. Primeiro construimos uma arvore de dominadores 71" enraizada em s em tempo
linear considerando o digrafo D[S], onde S é o conjunto dos descendentes de s. Isto pode ser
feito usando, por exemplo, o algoritmo de Georgiadis e Tarjan [GT04]. Depois, construimos
uma estrutura de dados para consultas acpr(u,v) em tempo linear. Por tltimo, todas as con-
sultas acpr(u;,v;) possiveis sao realizadas. Note que s é uma jungao dos vértices u; e v; em
D se e somente se s = ACPZMZ_. Essa abordagem produz um algoritmo linear para resolver o
problema. Porém, a implementacao do algoritmo mais simples para construir uma arvore de
dominadores (veja Apéndice C em [AHLT99]) nao é tarefa trivial pois é necessario manter uma
estrutura de dados para responder consultas acp(u,v) em arvores enraizadas dinamicas (veja
Cole e Hariharan, [CHO5]).

3.5.2 Contribuicao

A nossa principal contribuigao neste trabalho é um algoritmo linear para o problema s-junc¢ao-
todos-pares apresentado no Capitulo 4. Com isso, consumimos tempo O(n?) para construir uma
matriz booleana M*® (n x n) tal que M*(u,v) = 1 se e somente se s é uma juncao dos vértices
u e v. Também conseguimos resolver o problema todas-jun¢ées-todos-pares em tempo O(n?)
e espago Otimo, isto é, uma lista de juncoes para cada par de vértices. Observe que qualquer
algoritmo que deseja listar todas as juncoes de todos os possiveis pares de vértices deve consumir
tempo 2(n3), no pior caso. Para ver isso, considere o exemplo simples na Figura 3.8. Observe
que todos os Q(n?) pares de vértices na segunda linha possui (n) jungdes na primeira linha,
garantindo assim o limitante inferior no pior caso.

Figura 3.8: Cada vértice na primeira linha é uma juncao de todo par de vértices na segunda.
Assim, listar todas as juncoes de todos os ©(n?) pares poderia consumir tempo Q(n?).

Desenvolvemos um algoritmo para o problema todas-junc¢oes-todos-pares com tempo e espaco
6timos no pior caso. Porém, nao temos conhecimento de um algoritmo que consiga resolver
este problema em tempo e espaco 6timos em qualquer caso. De maneira mais especifica, nao
conhecemos um algoritmo para este problema cujo tempo seja limitado superiormente pelo
tempo do armazenamento explicito de todas as juncoes de todos os pares de vértices.

No Capitulo 5 veremos uma aplicacdo da Antropologia e, motivados por essa aplicacao,
definimos o problema todas-juncoes-k-pares.

O Problema todas-jungoes-k-pares: Dados um digrafo aciclico D e pares de vértices
P ={u,v1},...,{ug,vg}, determinar todas as jungdes para cada par de vértices de

P.

No préximo capitulo mostraremos como resolver este problema em tempo O(n(m + k)) e
espago O(m + k).
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3.6 Arvores de Dominadores

Nesta sec¢ao, consideramos o seguinte problema.

O problema drvore-de-dominadores: Dado um grafo fluxo D com raiz em s, construir
a arvore de dominadores de D.

Lembre da definicao de arvore de dominadores na Secao 2.1. Muitos algoritmos foram
desenvolvidos para resolver este problema. Citaremos alguns em seguida. Lengauer e Tarjan
[LT79] desenvolveram um algoritmo que consome tempo O(ma(m,n)), onde o é uma funcao
inversa de Ackermann. Uma implementacao mais simples consome tempo O(mlogn). Alstrup,
Harel, Lauridsen e Thorup [AHLT99] descreveram um algoritmo linear para o problema. Porém,
como os proprios autores descrevem, este resultado é puramente tedrico pois é usada uma
estrutura de dados chamada Q-heap devido a Fredman e Willard [FW94]| que requer n >
912% [AHLT99]. Um algoritmo linear implementéavel foi dado por Georgiadis e Tarjan [GT04].
No entanto, Georgiadis, Tarjan, e Werneck [GTWO06] fizeram uma andlise experimental nao
incluindo os algoritmos lineares (inclusive o de Georgiadis e Tarjan [GT04]) alegando que estes
algoritmos sao complexos e que seria raro algum desses ser na pratica mais rapido que os
algoritmos O(ma(m,n)) e O(mlogn) de Lengauer e Tarjan [LT79]. Assim, podemos supor que
um algoritmo linear mais simples e eficiente na pratica para o problema ainda é requerido.

Quando a entrada do problema acima é um grafo fluxo redutivel, temos o problema drvore-
de-dominadores-gfr. Qualquer algoritmo para o problema drvore-de-dominadores resolve também
o problema drvore-de-dominadores-gfr. Porém, para o problema drvore-de-dominadores-gfr exis-
tem algoritmos mais simples. Aho, Hopcroft e Ullman [AHU76] desenvolveram um algoritmo
que consome tempo O(mlogn). Ramalingam e Reps [RR94] desenvolveram um algoritmo que
utiliza uma estrutura de dados para consultas acp(u,v) em arvores dindmicas. Se a estrutura
de dados de Gabow [Gab90] é usada, entao o algoritmo consome tempo amortizado O(m). Se
a estrutura de dados de Cole e Hariharan [CHO5] é usada, entao o algoritmo consome tempo
O(m) no pior caso. Infelizmente, implementar qualquer uma destas estrutura de dados nao
é uma tarefa facil. Portanto, também para este caso ainda é interessante fornecer um algo-
ritmo linear para o problema que tenha um bom desenvolvimento na pratica e que seja de facil
implementacao.

Uma aplicagao importante para arvore de dominadores ocorre na area de compiladores
(JALSUO07], [GT04]). Um grafo fluxo pode ser usado para representar o fluxo de um programa,
e os compiladores desejam identificar qual é a estrutura do grafo fluxo com que estao traba-
lhando encontrando pontos no programa correspondente que podem ser otimizados. Essa fase da
compilacdo de um programa chama-se otimiza¢ao do cddigo [ALSUOQT7]. Também ¢é interessante
notar a frequéncia dos grafos fluxos redutiveis nesta aplicacado. Knuth [Knu71] fez um estudo
empirico com 50 programas escritos em Fortran e os grafos fluxos correspondentes de todos os
programas eram redutiveis. Allen e Cocke [AC72] analisaram 72 programas escritos em Fortran
e 5 deles eram irredutiveis. Recentemente, Stanier e Watson [SW12] analisaram 15 projetos da
GNU escritos em linguagem C. A andlise feita em 2009 considerou os cédigos mais antigos e mais
atuais disponiveis para cada projeto. Para os cédigos mais antigos, 20 fungoes foram irredutiveis
de um total de 4772. Para os codigos mais atuais, 5 foram irredutiveis de um total de 10427.
Hecht e Ullman [HU74] também declararam que a classe de grafos fluxos redutiveis ¢ comum na
pratica quando considerando esta aplicacdo. Portanto, um algoritmo simples, rapido e de fécil
implementacao para o problema drvore-de-dominadores-gfr é importante para tal aplicacao.

Neste texto descrevemos o algoritmo linear de Ramalingam e Reps [RR94] para o problema
darvore-de-dominadores-gfr devido a sua simplicidade. No entanto, como ja dissemos anteri-
ormente, este algoritmo assume uma estrutura de dados sofisticada para responder consultas
acp(u,v) em arvores enraizadas dindmicas em tempo constante. No Capitulo 4, descrevemos e
analisamos um algoritmo para este problema que nao usa tal estrutura.
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3.6.1 Algoritmo de Ramalingam e Reps

Dado um grafo fluxo redutivel G com raiz em s, considere o digrafo aciclico D de G e uma
ordenacao topoldgica de D. Lembre que as arvores de dominadores Tz de G e Tp de D sao
iguais. Inicialmente, faga s a raiz da arvore de dominadores de Tp. Em seguida, repita os
seguintes passos para cada vértice v na ordem topoldgica crescente:

1. se v tem um unico pai w em D, entao di(v) < w, onde di(v) denota o dominador imediato

de v; e
2. se v tem mais que um pai em D, entao di(v) < wg, onde vy, ..., v, s@o os pais de v em
D, wy = vy, w; = acpry, (wi—1,v;) para i = 2,... k.

A ordenacao topoldgica é feita em tempo linear e para cada passo do algoritmo é feita uma
adicao de uma folha em Tp. Para cada arco de D é feito no méximo uma consulta acpr,,.
Portanto, o algoritmo ¢é linear se usarmos uma estrutura de dados que responde em tempo
constante a uma consulta acpr,, em arvores dinamicas [Gab90], [CHO5].

3.6.2 Contribuicao

No Capitulo 4, mostramos como construir uma arvore de dominadores de um grafo fluxo re-
dutivel em tempo O(hm), onde h é a altura da drvore. Se a altura da &rvore é limitada, entao
temos um algoritmo réapido para o problema.
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4

ALGORITMOS PARA JUNCOES EM DIGRAFOS AciCLICOS -
CONTRIBUICOES

Descrevemos neste capitulo um algoritmo linear para resolver um problema que trata de cami-
nhos vértice-disjuntos sobre digrafos aciclicos. O problema, chamado de s-juncdo-k-pares, esta
definido na Secao 4.1, e a descrigao do algoritmo linear esta na Secao 4.2. Na Secao 4.3, justifica-
mos as contribuigoes descritas no capitulo anterior. Na Secao 4.4, aplicamos a ideia usada para
resolver o problema s-junc¢ao-k-pares para resolver o problema s-arco-juncdao-k-pares. Na Secao
4.5, mostramos como usar o algoritmo da Segao 4.2 para obter a multiplicacao de duas matrizes
booleanas. Na ultima secao deste capitulo, descrevemos uma relagdo min-max em grafos fluxos
e um algoritmo para construir uma arvore de dominadores de um grafo fluxo redutivel. No
Apéndice A, encontram-se os pseudocddigos dos algoritmos apresentados neste capitulo.

4.1 Definicao e Complexidade do Problema s-jun¢ao-k-pares

Dados um digrafo aciclico D, um vértice s em D e k pares de vértices {ui,v1},. .., {uk, vi}, que-
remos determinar para quais pares o vértice s é uma juncao. Este problema é declarado a seguir.

O Problema s-jun¢ao-k-pares: Dados um digrafo aciclico D, um vértice s de D e
pares de vértices P = {{u1,v1},...,{ug,vr}}, determinar quais pares de vértices
em P tém s como juncao.

Este problema pode ser resolvido em tempo O(m + k). Primeiro construa em tempo O(m)
[GT04] a &rvore de dominadores T de D[S], onde S é o conjunto de descendentes de s em D.
A raiz de T é s. Depois construa em tempo O(m) uma estrutura de dados para responder
consultas acp(u,v) em T. Finalmente, resolva em tempo O(1) cada consulta acp(u;,v;) para
i =1,...,k. Quando uma consulta acp(u;,v;) devolve s como resposta, temos que s é uma
juncao dos vértices u; e v;.

Em [Tho05], Tholey descreve como resolver o problema s-jun¢ao-k-pares consumindo tempo
O(nlog®n + (m + k) 10854 (mtk)/(ntk) M)- O autor propde uma modificagao da estrutura de da-
dos criada por Suurballe e Tarjan [ST84]. Recentemente, Tholey [Thol2] publicou um trabalho
considerado por ele como uma versao completa de [Tho05]. Uma das contribuigoes do autor que
aparece neste novo trabalho é um algoritmo que resolve o problema s-jun¢do-k-pares em tempo
linear, porém usando a estrutura de dados darvore de dominadores. Nas proximas secoes, apre-
sentamos um algoritmo linear para o problema que nao usa tal estrutura deixando o algoritmo
mais simples.

4.2 Um Algoritmo Linear para o Problema s-juncao-k-pares

Nesta secao apresentamos dois algoritmos que resolvem o problema s-jun¢do-k-pares. O pri-
meiro é um algoritmo de programacao dinamica com consumo de tempo ciibico, no pior caso.
O segundo é um algoritmo recursivo linear. Apresentamos uma andlise de sua corregdo e com-
plexidade de tempo.

37
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De fato, o algoritmo recursivo constréi uma estrutura de dados sem considerar os k pares de
vértices da entrada (veja o Teorema 4.1). Por isso, este algoritmo resolve o problema mais geral
s-juncao-todos-pares. No entanto, desde o principio do nosso trabalho, estamos interessados em
resolver um problema real da Antropologia (veja o Capitulo 5) onde faz mais sentido considerar
o problema s-junc¢ao-k-pares.

No final desta se¢ao, descrevemos um algoritmo que obtém (se existir) dois caminhos vértice-
disjuntos de um vértice s para dois vértices u e v (baseado em um algoritmo descrito em [ST84]).

Ao longo desta segao, considere um digrafo aciclico D e um vértice s de D. Comegamos
com a seguinte recorréncia.

Lema 4.1. Seja T uma drvore geradora de busca em profundidade (agbp) de D com raiz em s.
. s g s .
Sejam u e v vértices descendentes de s. Denote por z = ACPZU o0 acp em T® dew ev. Entdo,

b
0 vértice s € uma juncao dos vértices u e v se e somente se vale uma das sequintes afirmacgaoes:

1. u €igual a s ou v € igual a s.

2. u estd em T® e v estd em T2, onde s1 € so sdo dois filhos distintos de s em T?®, e T*' e
T%2 sao subdrvores de T com raizes em s1 € So.

3. u e v estao em uma mesma subdrvore (digamos T*'), z nao € igual a v ou a v e, ou s é
uma juncao de z e u, ou s € uma juncao de z € v.

4. u ewv estdo em uma mesma subdrvore (digamos T®'), z é igual a u (ou v) e s € uma
jung@o de z et para algum t em 6, (v) (ou 6, (u)) et diferente de z.

Demonstragao: Se o primeiro caso é verdade, entao, s é uma jungao degenerada do par. Para
o segundo caso, observe que os caminhos em 7% de s para u e para v fornecem um certificado
para o fato de que s é uma juncao. O terceiro caso é demonstrado pelo Lema 4.3 e Corolério
4.1. O ultimo caso é demonstrado pelo Lema 4.4.

Agora, considere que nenhum caso é verdade, isto é, s nao é uma juncao degenerada, u e
v estdo em uma mesma subarvore e as condicoes 3 e 4 sao falsas. Entao, s ndo pode ser uma
juncao de u e v. a

Antes de demonstrar os Lemas 4.3 e 4.4, e o Corolario 4.1, note a seguinte propriedade de
uma arvore geradora de busca em profundidade.

Lema 4.2. Considere uma agbp T° de D, um filho s1 de s em T® e um caminho R de s para
u em D, onde u € um descendente de s1 em T*. Suponha que x € o primeiro vértice em R que
estd na subdrvore T®'. Assim, todos os vértices do caminho R|x,u| pertencem a subdrvore T*!
de T*. O

Adicionalmente, se s é uma juncao dos vértices u e v e os vértices u e v estdo em T°1,
entao existe um par de caminhos vértice-disjuntos em D de s para u e de s para v, tal que
todos os vértices internos de um dos caminhos estao em T°'. Podemos demonstrar isso por
contradigao. Considere dois caminhos internamente vértice-disjuntos em D, P de s para u e )
de s para v (veja Figura 4.1). Suponha que ambos P e () nao tém todos os vértices em 7T°!.
Considere os primeiros vértices de P e de ) que pertencem a 7%, x em P e y em (). Sabemos
que os caminhos P[z,u] e Q[y,v] sdo internos & subdrvore T%!. Considere o caminho P’ de
s1 para x em T°!. Se nao existe vértice comum nos caminhos P’ e Q[y,v], entdao os caminhos
sP'Plx,u] e @ sdo internamente vértice-disjuntos e todos os vértices internos de um deles estao
em T*'. Portanto, P’ e Q[y,v] tém pelo menos um vértice comum. Seja v’ o vértice comum aos
caminhos P’ e Q[y,v] mais préximo de v. Analogamente, considere o caminho @' de s; para y
em T°!. Se ele é disjunto ao caminho P[x,u], entdo os caminhos sQ'Qy,v] e P sdo caminhos
internamente vértice-disjuntos e todos os vértices internos de um deles estao em T, Portanto,
Q' e Plz,u] tém pelo menos um vértice comum. Seja v’ o vértice comum mais préximo de wu.
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Assim, encontramos um ciclo com os caminhos de y para v/, de v’ para z, de x para u’ e de v’
para y. Isto é uma contradicao, pois D é um digrafo aciclico. Portanto, todo vértice interno de
P ou de Q estao em T*'. Agora podemos mostrar o seguinte lema.

S

Figura 4.1: Uma agbp e um ciclo composto pelos caminhos de y para v’, de v/ para x, de x para
u' e de v/ para y. Isso nao pode ocorrer em um digrafo aciclico.

Lema 4.3. Considere u e v vértices na subdrvore T de T®, onde s1 € um filho de s em T*.
Denote por z o acp de w e v em T® e considere que z nao € igual a u ou v. O vértice s €
uma juncao dos vértices u e v se e somente se z pertence a um par de caminhos internamente
vértice-disjuntos de s para u ou de s para v.

Demonstracao: Como s é uma juncao de u e v, tome um par de caminhos internamente vértice-
disjuntos P de s para u e ) de s para v. Suponha que todos os vértices internos de P estao na
subdrvore T%! e () tem um arco externo entrando na subarvore 7%!. Considere R o caminho de s
para z em T, Sejam P’ e Q' os caminhos em T de z para u e de z para v, respectivamente (veja
Figura 4.2 (a)). Aqui é importante notar que, pela construgao de 7%, qualquer caminho que
intercepta um dos caminhos P’ ou @’ e depois intercepta o outro, nao pode voltar a interceptar
o primeiro caminho. Vamos dividir a demonstracao em dois casos:

Caso 1. Nao existe vértice de Q em R. Se @ ¢ também disjunto de P’, entao os caminhos
RP' e @ sdo internamente vértice-disjuntos (veja Figura 4.2 (b)). Se existe algum vértice de @
em P, entao considere x o vértice comum de QQ e P/ mais préximo de z. Entao, os caminhos
Qls, z]P'[z,u] e RQ' sdo internamente vértice-disjuntos (veja Figura 4.2 (c)).

Caso 2. Existem vértices de Q em R. Neste caso, R poderia ter vértices em P, em () ou
em ambos. De todos os vértices de R que estao em P ou @, considere que y é o vértice mais
préximo ao vértice z. Sem perda de generalidade, considere que y estd em @ (o caso quando y
estd em P é simétrico).

Caso 2.1. Nao existe vértice de P em @’. Entao, os seguinte caminhos sao internamente
vértice-disjuntos: P e Q[s,y|R[y, 2]Q" (veja Figura 4.3 (b)).

Caso 2.2. Existem alguns vértices de P em Q’. Considere z, o vértice comum em P e Q’
mais préximo ao vértice z. Entao, os seguintes caminhos sao internamente vértice-disjuntos:
Qls,y|R[y, 2| P' e P[s,x]Q'[z,v] (veja Figura 4.3 (c)).

Portanto, se s ¢ uma juncao dos vértices u e v, entao existe um par de caminhos internamente
vértice-disjuntos com z pertencendo a um deles. Isso termina a primeira parte da demonstracao.
A demonstracao do outro lado é trivial. Por definicao, s é uma juncao dos vértices u e v se
existe um par de caminhos internamente vértice-disjuntos, independentemente se z pertence a
um deles. a
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Figura 4.2: Uma agbp e novos caminhos internamente vértice-disjuntos — Lema 4.3. Caso 1.
Um dos caminhos possui o vértice z = ACPS;.

S

()

Figura 4.3: Uma agbp e novos caminhos internamente vértice-disjuntos — Lema 4.3. Caso 2.
Um dos caminhos possui o vértice z = ACP{;). O vértice y € @ é o mais préoximo de z em

(PUQ)NR.

Com isso, se existem caminhos internamente vértice-disjuntos de s a u e de s a v, entao
existe um par desses caminhos em que z pertence a um deles. Uma consequéncia do Lema 4.3
é o seguinte corolario.

Corolario 4.1. Sejam u e v vértices na subdrvore T de T®, onde s1 € um filho de s em T?.
Chame de z o acp de u e v na subdrvore T®' e considere que z ndo € igual a u ou v. O vértice
s € uma juncao dos vértices u e v se e somente se s € uma juncao dos vértices z e u ou S €
uma juncao dos vértices z e v.

Demonstragao: Considere um par de caminhos internamente vértice-disjuntos P de s para u e
@ de s para v tal que z estd em P ou @) como dado pelo Lema 4.3. Se z estd em (@), entao os
caminhos @[s, z] e P séo internamente vértice-disjuntos. Portanto, s é uma jungao dos vértices z
e u. Se z estd em P, entao os caminhos P[s, z| e @) sdo internamente vértice-disjuntos. Portanto,
s é uma juncao dos vértices z e v.

Para provar o outro lado, considere um par de caminhos internamente vértice-disjuntos P
de s para z e Q de s para v. Considere P’ e Q" os caminhos em T de z para u e de z para v,
respectivamente. Mais uma vez, dividimos a demonstracao em dois casos:

Caso 1. Nao existe vértice de Q em P’. Portanto, os caminhos PP’ e () sao internamente
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vértice-disjuntos (veja Figura 4.4 (b)).

Caso 2. Existem vértices de Q em P’. Como D é um digrafo aciclico, nao existe vértice
interno de P em P’. Seja x o vértice comum em @Q e P’ mais préximo de z. Assim, os caminhos
Qls, z]P'[x,u] e PQ’ sdo internamente vértice-disjuntos (veja Figura 4.4 (c)).

S S S

S1 S1

(0) ()

Figura 4.4: Uma agbp e novos caminhos internamente vértice-disjuntos — Corolario 4.1. Casos
le?2.

Com uma demonstracao similar podemos mostrar que é possivel construir um par de ca-
minhos vértice-disjuntos de s para u e de s para v quando pegamos um par de caminhos
vértice-disjuntos de s para u e de s para z. Portanto, se s é uma juncao dos vértices z e u ou s
é uma juncao dos vértices z e v, entao s é uma juncao dos vértices u e v. O

O corolario anterior caracteriza s como uma juncao dos vértices u e v quando o acp de u e
v em 1% é diferente de u e de v. No préximo lema consideramos o caso onde o acp é igual a um
dos vértices.

Lema 4.4. Considere z e u vértices na subdrvore T*' de T® e considere z um ancestral proprio
de u em T%, isto €, z € 0 acp de z e uw em T® e z € diferente de u. O vértice s € uma juncao
dos vértices z e u se e somente se s € uma jung¢ao dos vértices z e t, para algum t em 6, (u) e
t diferente de z.

Demonstracao: Para demonstrar a primeira parte, consideramos dois caminhos internamente
vértice-disjuntos @) de s para z e P de s para u. Considere o ultimo vértice ¢t antes de v em P.
Sabemos que t estd em 6, (u) pois ele é um pai de u em D e t é diferente de z pois @ e P sao
caminhos vértice-disjuntos. Portanto, o caminho P[s,t] e ) sdo vértice-disjuntos, e entao s é
uma juncao dos vértices z e t.

Para demostrar o outro lado, consideramos dois caminhos internamente vértice-disjuntos P
de s para t e @ de s para z. Se u estd em P, entdo o subcaminho Plu,t] mais o arco t — u é
um ciclo. Contudo D é um digrafo aciclico. Assim, u nao estd em P. Se u estd em (@, entao
u é um ancestral préprio de z. Por hipétese, z é um ancestral préprio de u. Assim, podemos
novamente produzir um ciclo contradizendo o fato de que D é um digrafo aciclico. Entao, u
também nao estd em (. Como t é diferente de z, podemos usar o arco t — u estendendo o
caminho P e construindo dois caminhos internamente vértice-disjuntos P mais o arco t — u e
Q. Portanto, s é uma juncao dos vértices z e u. a

4.2.1 Algoritmos de Programacgao Dinamica e Recursivo

Uma matriz binaria e quadrada M® (n x n) é uma forma natural para representar todos os
pares de vértices que tém um vértice s como uma jungao. O vértice s é uma juncao dos vértices
u e v se e somente se M*(u,v) = M*(v,u) = 1. Assim, podemos descrever um algoritmo de
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programacao dinamica que considera uma aghp 7% e uma ordenacao topoldgica dos vértices de
D para preencher a matriz M®. Primeiro, consideramos que os elementos da matriz M?® foram
inicializados com 0. Depois, M*(s,u) = M*(u,s) = 1 para cada vértice u em D. Finalmente,
considere o vértice z = ACP?;) para cada par de vértices u e v em D tal que u precede v na
ordem topolégica. Faga M*(u,v) = M*(v,u) =1 se z = s (isso implica u € T*! e v € T*2); ou
se z #ue (M*(z,u) =1ou M*(z,v) =1); ouse z = u e M*(z,t) = 1 para algum t € §,(v).
Nessa ultima parte usamos os resultados do Lema 4.1. Infelizmente, este algoritmo poderia
gastar tempo Q(n?). Veja na Figura 4.5 que muitos arcos poderiam ser processados por um
numero quadratico de pares de vértices.
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Figura 4.5: Existem Q(n) vértices nos caminhos de x1 para y; e em TY (resp. z2, yo e TY2).
Existe um arco ligando todo vértice destes caminhos para todos os descendentes préprios de y;
(resp. y2) representado pelos arcos mais largos e tracejados ligando os vértices maiores. Para
um numero quadrético de descendentes proprios de y; (resp. ys2), o algoritmo de programacao
dinamica descrito anteriormente processa Q(n) arcos. Neste caso, o tempo total gasto é Q(n?).

Contudo, podemos fornecer uma solucao melhor para o problema. Primeiro apresentamos
uma representagao compacta para a matriz M?® usando um vetor unidimensional. O algoritmo
que resolve o problema s-jun¢do-k-pares tem duas fases:

Fase 1. Construir em tempo O(m) uma particdo dos descendentes de s, B*, que obedece a
seguinte propriedade: Dois vértices u e v estao em subconjuntos diferentes de B° se e
somente se s é uma juncao de u e v.

Fase 2. Resolver em tempo O(1) as consultas s-junc¢ao(u;,v;) parai=1,...,k.

Denotamos este algoritmo por SJKP. O tempo total gasto por ele para resolver o problema
s-jung¢ao-k-pares é O(m + k), isto é, linear no tamanho da entrada. Vimos no capitulo anterior
que uma representacao matricial é usada em varios problemas envolvendo acps e jungoes. Se
tal representacdo é requerida, entdo pode-se usar a particio B* para obté-la em tempo O(n?).

Agora mostramos como resolver a Fase 1. A estrutura de dados usada para representar a
particao B® como descrita acima é um vetor r, similar a estrutura de dados para representar
subconjuntos disjuntos (veja Cormen, Leiserson, Rivest e Stein [CLRS09]). Cada conjunto de
B? tem um vértice representante, e para tais vértices r(v) = v. Para os vértices restantes r(v)
aponta para um outro vértice no mesmo conjunto da particao. Estas ligacoes conduzem para o
representante de cada conjunto. O algoritmo comega construindo uma agbp 7 de DI[S], onde S
é o conjunto dos descendentes de s. O vetor r é entao inicializado de tal forma que cada vértice



4.2. Um Algoritmo Linear para o Problema s-junc¢ao-k-pares 43

v aponta para seu pai em T, e o vértice raiz s tem r(s) = s. Isso representa uma partigdo com
um unico conjunto e s é o representante (veja a Figura 4.6 (b)). Durante a construgao de T
cada vértice v recebe um rétulo pés(v) com o nimero do vértice em uma varredura pés-ordem
de T%. Além disso, é armazenado para cada vértice v o valor minpds(v) que é o valor pos-
ordem minimo de um vértice na subarvore T de 1. Nao ¢é dificil construir uma aghp e manter
estes valores. O leitor interessado pode consultar o livro de Sedgewick [Sed02]. O algoritmo
para resolver a Fase 1 ¢é recursivo. Em cada chamada ele recebe um vértice representante z e
modifica corretamente os valores de r para os vértices em T% de T®. As chamadas iniciais para
o algoritmo recursivo sao feitas sobre cada filho s; de s em 7%, r(s;) = s; ¢ z = s;. Em cada
chamada recursiva os seguintes casos sao analisados:

Caso 1: 7% tem um unico vértice. Nada deve ser feito no vetor r.

Caso 2: T7 tem pelo menos dois vértices. Considere que w é o vértice tal que pds(w) =
pos(z) — 1. Observe que w deve ser inicialmente um filho de z. Considere todos os vértices
tem 0, (w). Se, para algum desses vértices, (z) # 7(t) (isto é, s ¢ uma juncao dos vértices
z e t) podemos modificar w tornando-o representante, resolver o problema recursivamente
para a subarvore T% e, depois do fim da chamada recursiva, atualizar w para o vértice
cujo valor pés-ordem é minpés(w) — 1. No outro caso, r(z) = r(t) para todo t em §,(w),
entdo (pelo Lema 4.4) podemos fazer r(w) igual a z e atualizar w para o vértice com
valor pés-ordem igual a pds(w) — 1. Isso é feito até w ser um vértice fora de 77, isto é,
pos(w) < minpds(z).

Note que a Fase 1 do algoritmo SJKP explora um arco de D[S] no maximo duas vezes (uma
vez na construcao de 7 e no maximo uma vez no Caso 2 do algoritmo recursivo). Portanto,
o tempo gasto por ela é linear em m. A Figura 4.6 (c¢) ilustra a partigao B° para o digrafo da
Figura 4.6 (a).

7 @ 7
"
e © 6 0fe (5)
(0 @ o 0
@ @ 3 @
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Figura 4.6: Um digrafo aciclico, uma agbp, e a primeira e a ultima configuracao da particao
dos vértices. O valor pés-ordem de cada vértice estd entre parénteses.

Este algoritmo fornece um certificado que prova que s nao é uma juncao dos vértices u e v,
quando este for o caso. Na Segao 4.6, veremos que se p = r(u) = r(v), entdo p é um dominador
dos vértices u e v. Com isso, p € o vértice que certifica que s nao é juncao de u e v pois p separa
sdewuesdew.

Agora mostramos que o algoritmo estd correto. Note que r(u) é alterado no maximo uma
vez para todo u descendente de s. A recursdo considera um caminho Z de z para w em T°7.
Uma importante observacao é que r(w') = z para todo w’ em Z. Portanto temos que mostrar
que s nao ¢ uma jungao dos vértices w’ e w” para todo w’ e w” em Z. Uma demonstracao segue
se assumimos que s nao é uma juncao dos vértices z e w’ para todo w’ em Z.
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Lema 4.5. Considere Z o caminho de z para w em T%. Se s nao € uma jungao dos vértices z
e w' para todo w' em Z, entao s nao é uma juncao dos vértices w' e w” para todo w' e w” em

Z.

Demonstragao: A demonstragao é por contradicdo. Suponha que s é uma juncao dos vértices
w’ e w” onde ambos os vértices estao no caminho Z. Considere P e (Q, os caminhos vértice-
disjuntos de s para w’ e de s para w”, respectivamente. Considere o caminho R de s para z
em T°. Considere os vértices de R que sao comuns aos caminhos P ou @, e considere 2’ um tal
vértice mais préximo de z. Suponha que 2’ estd em @ (o outro caso, quando 2’ estd em P, é
analogo). Entdo, os caminhos Q[s, 2/|R[2/, 2] e P sdo internamente vértice-disjuntos. Portanto,
s é uma juncao dos vértices z e w’, uma contradicao. a

Considere novamente o caminho Z em T% de z para w. Agora, suponha que s nao é uma
juncao dos vértices z e w’ para todo w’ em Z diferente de w. Contudo, s é uma juncao dos
vértices z e w. Do algoritmo anterior, r(u) é diferente de r(v) para todo vértice uw em T%\T" e
v em T, Isto implica que s é uma jungao dos vértices u e v. O proximo lema demonstra isso
em dois passos.

Lema 4.6. Se s ndo é uma juncgdio dos vértices z e w' para todo w' em Z diferente de w, e s €
uma juncao dos vértices z e w, entao

a. s € uma juncdo dos vértices w' e w para todo w' em Z; e
b. s é uma jungao dos vértices u e v para todos os vértices w em T* \T" ev em T".

Demonstragao: a. Considere os caminhos P de s para w e ) de s para z que sdo internamente
vértice-disjuntos. Sabemos que o tinico vértice comum em @ e Z é z, pois Z contém descenden-
tes de z e (Q contém ancestrais de z. Note também que o Uinico vértice comum em P e Z é w.
Se esse nao ¢ o caso, entao s é uma jungao dos vértices z e w’ para algum w’ diferente de w em
Z, contradizendo nossa hipotese. Portanto podemos estender o caminho () usando o caminho
Z de z até qualquer w’ em Z e entdo s é uma juncao dos vértices w’ e w pois os caminhos
QZ[z,w'] e P sao internamente vértice-disjuntos (veja a Figura 4.7 (a)).

b. Considere v em T\ T% e v em T%. Considere w” o acp em T*° dos vértices u e v. Pelo
Lema 4.6 a, temos, em particular, que s é uma juncao de w” e w. Portanto, existem caminhos
internamente vértice-disjuntos P de s para w” e Q de s para w. Note que podemos estender o
caminho () adicionando o caminho sobre T% de w para v e este novo caminho, denotado por
R, nao intersecta P ou @ \ {w}. Caso contrério, existiria um ancestral e um descendente de
w. Assim, o tinico vértice comum em R e P é s. Portanto, s é uma juncao de w” e v. Se u é
igual ao w”, entao acabou. Se u é diferente de w”, entao pelo Corolério 4.1, temos que s é uma
jungao de u e v (veja a Figura 4.7 (b)). 0
Ainda considerando o algoritmo recursivo descrito anteriormente, podemos rapidamente
demonstrar algumas propriedades sobre o vértice z e os vértices que nao estao em T~.

Proposicao 4.1. Considere uma chamada para o procedimento recursivo onde inicialmente
z = s; para algum filho s; de s em T°. Em qualquer chamada recursiva (z € o parametro)
derivada desta chamada inicial, 0s sequintes invariantes sao verdadeiros:

e O wvértice z é um representante,
e Para todo vértice x € T% \ T?, r(z) # r(z).

Demonstragao: O primeiro invariante é verdadeiro pois na primeira chamada z = s; é um repre-
sentante e antes de qualquer chamada recursiva do procedimento passando w como parametro,
fazemos r(w) = w.
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(a) (0)
Figura 4.7: Novos caminhos internamente vértice-disjuntos — Lema 4.6.

O segundo invariante é verdadeiro pois para qualquer vértice v € T*, r(v) aponta para um
representante que é seu ancestral em T°. Pelo primeiro invariante, r(z) = z. Mas o vértice z
nao é um ancestral de z em 7. Portanto, r(z) # r(x). 0

Agora vamos demonstrar que o algoritmo recursivo esté correto.

Lema 4.7. Considere uma chamada para o procedimento recursivo onde inicialmente z é um
filho s; de s em T®. Para todo vértice u e v em T* tal que min{pds(u),pés(v)} > pés(w) + 1
0s sequintes invariantes sao verdadeiros:

e r(u) er(v) apontam para um representante,
e s € uma juncgdao dos vértices u e v se e somente se r(u) # r(v).

Demonstragao: O primeiro invariante é verdadeiro pois r(w) aponta ou para z ou para w
(quando ele se torna um representante).

Finalmente, o dltimo invariante é demonstrado por inducao no nimero de comparacoes
“pos(w) > minpds(z)” realizadas. Na primeira comparacao temos z = s; e w é o filho de maior
valor pés-ordem, pés(w) = pés(s;) — 1. Isso significa que s; é o inico vértice em T com valor
pés-ordem maior que pés(w). O vértice s ndo é uma juncao dos vértices s; e s; e r(s;) = s;.
Agora suponha que este invariante é verdade na i-ésima comparagao pés(w) > minpdés(z), e
vamos demonstrar que este invariante continua verdade na proxima comparacao. Considere o
caminho Z em T? de z para w na i-ésima comparacao. Este caminho foi formado pelo algoritmo
nas iteracoes anteriores. Pela ordem que os vértices sao processados e pelo Lema 4.4, sabemos
que s nao é uma juncao dos vértices z e w’ para todo w’ em Z diferente de w. Sabemos que,
min{pds(z),pos(t)} > pés(w) + 1, para todo z e para todo t em ¢, (w). Assim o invariante
é verdade para o par de vértices z e t, e portanto s é uma juncao de z e t se e somente se
r(z) # r(t). Aplicando o Lema 4.4 temos duas possibilidades:

Caso 1. s nao é uma jungao dos vértices z e t, para todo t em d,(w). Entao, r(z) = r(t),
para todo t em ¢, (w) e pelo Lema 4.4, s ndo é uma juncao dos vértices z e w. Neste caso, o
algoritmo faz r(w) = z. Tome x em T% com pés(z) > pés(w) + 1. Denote por y o acp em T*
dos vértices w e x (possivelmente x = y). Vamos mostrar que exatamente antes de atualizar
w para o préximo vértice, s é uma jungao dos vértices z e w se e somente se r(z) # r(w).
Suponha que x estd em 7% \ T%. Entao, y é algum vértice no caminho de s; para z em T% e,
pelo segundo invariante da Proposicao 4.1, r(y) # r(z) e r(x) # r(z) = z = r(w). Portanto,
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temos que mostrar que s é uma juncao dos vértices x e w. Sabemos que s é uma juncao dos
vértices y e z pois r(y) # r(z). Como D é um digrafo aciclico, sabemos que s é uma jungao dos
vértices y e w porque podemos usar o caminho de z para w em T%. Se y = x, entdao acabou.
Caso contrario, pelo Corolédrio 4.1, temos que s é uma juncao dos vértices = e w.

Agora suponha que x estd em T7%. Entao o vértice y estd em Z, isto é, o acp de w e z em
T estd em Z (possivelmente z = y).

Caso 1.1. s nao é uma jungao dos vértices = e z. Neste caso, r(z) = r(z). Além disso,
r(w) = z = r(z) = r(z). Entdo temos que mostrar que s nao é uma juncao dos vértices x
e w. Como mencionado, s nao é uma jungao dos vértices z e w’, onde w’ estd em Z. Pelo
Lema 4.5, em particular, s ndo é jungao dos vértices y e w. Assim, r(y) = r(w). Portanto, se
T = y, entdo s nao é uma juncao dos vértices z e w. Se x # y, entdo por indugdo e porque
r(y) = r(w) = r(x), s ndo é uma juncao dos vértices y e x. Finalmente, pelo Coroldrio 4.1, s
nao é uma juncao dos vértices x e w porque s nao é uma juncao dos vértices y e w, e y e x.

Caso 1.2. s é uma juncgao dos vértices x e z. Entao, r(x) # r(z). Além disso, r(w) =
z = r(z) # r(z). Entao temos que mostrar que s é uma jungao dos vértices x e w. Como y
estd em Z, sabemos que s nao é uma juncao dos vértices z e y. Entao nosso invariante diz que
r(z) = r(y). Portanto, r(y) = r(z) # r(z). Isso significa que s é uma juncao dos vértices y e x.
Pelo Corolério 4.1, s é uma juncao dos vértices x e w.

Depois disso, o algoritmo atualiza w para ser o préximo vértice com valor pés-ordem igual
a pos(w) — 1 e ent@ao nosso invariante é restaurado.

Caso 2. s é uma juncao dos vértices z e t, para algum ¢ em 6, (w). Entao, r(z) # r(t), para
algum t em 0, (w) e pelo Lema 4.4, s é uma juncao dos vértices z e w. Neste caso, o algoritmo
faz r(w) = w. Tome x € T* com pds(x) > pés(w) + 1. Vamos mostrar que exatamente antes
de realizar a chamada recursiva, s é uma juncao dos vértices = e w se e somente se r(z) # r(w).
Como w nao é ancestral de x em T e r(x) aponta para um representante que é seu ancestral
em 7%, o valor r(z) é diferente do valor r(w). Assim, temos que mostrar que s é uma jungao
dos vértices = e w. Se z estd em T7\ T, entdao o Lema 4.6 b garante que s é uma jungao dos
vértices x e w. Se z estd em T% \ T, entao y, o ancestral comum mais préximo dos vértices x
e w em T°, é um vértice no caminho de s; para z em 7% (possivelmente x = y). Pelo segundo
invariante na Proposicao 4.1, r(y) # r(z). Assim, s é uma jungao dos vértices y e z, e podemos
usar o caminho de z para w em T% para dizer que s é uma juncao dos vértices y e w. Se
x = y, entdao acabou. Se, r # y, entdo, pelo Corolario 4.1, s é uma juncao dos vértices x e
w. Depois da chamada recursiva, temos que s é uma juncao dos vértices u e v se e somente se
r(u) # r(v) para todos os vértices u e v em T tais que seus valores pés-ordem sdo maiores
ou iguais ao valor pés-ordem do vértice minpds(w). Depois disso, fazemos w ser o vértice com
valor pés-ordem igual a minpés(w) — 1 e entao nosso invariante é restaurado. a

Agora vamos considerar a Fase 2, isto é, queremos resolver em tempo O(1) as consultas s-
jungao(u;,v;) parai = 1,...,k. Isto pode ser feito verificando os valores do vetor r, lembrando
que s é uma juncao de u; e v; se e somente se 7(u;) # r(v;). Agora podemos declarar o seguinte
resultado.

Teorema 4.1. Dados um digrafo aciclico D com n vértices e m arcos, e um vértice s em D,
podemos construir em tempo O(m) uma estrutura de dados que responde em tempo constante
para qualquer par de vértices u e v em D, se s € uma juncdo dos vértices u e v. Além disso,
depois de tal construcdo, todos os k pares de vértices que tém s como uma juncao podem ser
obtidos em tempo O(k).

Demonstracao: A demonstracao de que a construcao da estrutura de dados é feita em tempo
O(m) e a resposta a consulta s-juncao(u,v) é feita em tempo O(1) foi descrita ao longo deste
capitulo. Falta mostrar como obter todos os pares de vértices que tém s como juncao em tempo
O(k), supondo haver k pares de vértices com s como uma jungao. Para isso, basta manter os
vértices representantes e combinar todos os pares u e v com r(u) # r(v). o
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Vamos supor que nos é dado um digrafo aciclico D com um vértice fonte s tal que existe
um caminho de s para qualquer outro vértice de D, isto é, D é um grafo fluxo com raiz em
s. Vamos chamar a estrutura de dados descrita anteriormente (o vetor r) de particao de D
em estrelas. O problema s-junc¢ao-k-pares com D como entrada pode ser resolvido em tempo
O(m+k): O(m) para construir uma partigao de D em estrelas e O(1) para consultar se s é ou
nao junc¢ao para cada par.

4.2.2 Obtendo um Par de Caminhos Vértice-Disjuntos

Dado um par de vértices u e v vamos mostrar como obter dois caminhos internamente vértice-
disjuntos de s para u e de s para v. A ideia é adaptar o algoritmo de Suurballe e Tarjan [ST84].
Os autores mostram como obter caminhos arco-disjuntos de um vértice fixo s para qualquer
outro vértice u. Aqui queremos obter caminhos internamente vértice-disjuntos de um vértice
fixo s para qualquer par de vértices u e v, inclusive quando u = v.

Antes de descrever como obter tais caminhos, devemos alterar o algoritmo recursivo descrito
anteriormente. Primeiro vamos considerar dois novos vetores indexados pelos vértices e denota-
dos por ' e g. O vetor r’ é um vetor booleano. O valor r’(u) é igual a 1 se e somente se existem
caminhos internamente vértice-disjuntos de s a u. O vetor r’ pode ser obtido da seguinte forma.
Inicialize r'(u) = 0 para todo u em T e r'(s) = 1. Para cada filho s; de s em T, faga r'(s;) = 1
se existir um arco t — s; onde t # s. Antes de cada chamada recursiva do algoritmo SJKP,
faga r'(w) = 1. Note que uma chamada recursiva foi causada porque encontramos r(z) # r(t),
ou seja, s é uma junc¢ao de z e t. Pelo resultado do Lema 4.6 a (quando v’ = w) sabemos
que existem caminhos vértice-disjuntos de s para o par w e w. Vamos abusar da linguagem
e dizer que s é uma juncao dos vértices w e w. Agora descrevemos o vetor g. No momento
em que descobrirmos que o vértice u é um representante, armazenamos em ¢(u) um vértice ¢
(pai de u em D) que causou tal propriedade (u ser um representante). No inicio, armazenamos
um vértice “falso” em todas as posigdes de gq. Depois armazenamos s em ¢(s) e em ¢(s;). Se
r'(s;) = 1, entdo existe um arco t — s;, onde t # s e assim ¢(s;) vale t. No algoritmo recursivo,
quando encontramos um ¢ tal que r(z) # r(t), armazenamos t em q(w).

Agora vamos usar os vetores r, ', g e p (p(u) é o pai de u em T*) para construir caminhos
P de s para u e Q de s para v tal que P e @) s@o internamente vértice-disjuntos. A construcao
¢ dada passo a passo e os caminhos sao obtidos em ordem inversa. Dados dois vértices u e v, se
u#ver(u) #r(v), entdo s é uma juncao de u e v e os caminhos invertidos de u para r(u) (o
caminho P inicial) e de v para r(v) (o caminho @ inicial) ambos sobre T* sao vértice-disjuntos.
Atualizando u para r(u) e v para r(v), temos que os novos vértices u e v sdo representantes. Se
u=wver (u) =1, entdo s é uma juncao do par u,u e o caminho invertido de u para r(u) sobre
T° (o caminho P inicial) e o arco invertido u — ¢(u) mais o caminho invertido de ¢(u) para
r(q(u)) sobre T® (o caminho @ inicial) sao internamente vértice-disjuntos. Atualizando u para
r(u) e v para r(q(u)) temos novamente u e v representantes. Em qualquer caso, depois desses
primeiros passos temos os seguintes invariantes:

1. Os vértices u e v sao representantes distintos.
2. Os caminhos P e @) sao internamente vértice-disjuntos.

O algoritmo recebe dois vértices representantes u e v, e dois caminhos internamente vértice-
disjuntos P e ). Enquanto ambos os vértices u e v nao sao iguais a s, se pés(u) < pés(v), entao
se 7(p(u)) # v, entdo aumentamos o caminho P adicionando o caminho invertido de p(u) para
r(p(u)) sobre T e atualizamos u = r(p(u)). Se r(p(u)) = v, entdo aumentamos P adicionando
o arco invertido v — ¢(u) mais o caminho invertido de ¢(u) para r(q(u)) sobre T e atualizamos
u=r(q(u)). Note que os invariantes sao mantidos na préxima iteracdo. De maneira simétrica,
aumentamos o caminho @ quando pds(v) < pés(u). Quando u = v = s, P e () sdo caminhos
internamente vértice-disjuntos de s para u e de s para v. Na Figura 4.8 vemos o funcionamento
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deste algoritmo em um exemplo. A Figura 4.8 (a) mostra o digrafo aciclico do nosso exemplo.
Os vértices em negrito sdo os representantes. A inicializagdo dos caminhos P e @ estao na
Figura 4.8 (b). Note que cada caminho termina em um vértice que é um representante. Nas
Figuras 4.8 (¢) e (d) o caminho ) é atualizado duas vezes pois temos pds(v) < pés(u). Na
Figura 4.8 (e) o caminho P ¢ atualizado pois pds(u) < pds(v). Na Figura 4.8 (e), primeiro Q e
depois P sao atualizados, ambos terminam em s e o algoritmo para.

S S

Figura 4.8: Algoritmo que encontra dois caminhos internamente vértice-disjuntos. Os vértices

em negrito sao representantes e o nimero em cada vértice é o valor pés-ordem do vértice em
5.

Dados dois vértices u e v cujo vértice s é uma juncao, o tempo gasto para obter um par de
caminhos internamente vértice-disjuntos P de s para u e Q de s para v ¢é linear no nimero de
arcos de P e (). Na proxima se¢do, vamos mostrar como uma particdo de um digrafo aciclico
em estrelas pode ser usada na solucao de diversos problemas.

4.8 Usando uma Particao em Estrelas nos Problemas de Juncoes

O objetivo desta segao é justificar as contribuigoes descritas no Capitulo 3. Todos os algoritmos
descritos sao simples e usam uma particao em estrelas de um digrafo aciclico. Para cada caso,
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sao dados um digrafo aciclico D e pares de vértices P = {{u1,v1},...,{ur,vr}}. A letra K
representa o nimero total de acps ou jungoes para todo par em P.

O Problema representante-acp-k-pares. Definido na Secao 3.2.4, este problema pode ser
resolvido em tempo O(n(m + k)) e espago O(m + k) da seguinte forma:

1. determine uma ordenacao topoldgica de D;
2. inicialize uma lista RepACP(u;,v;) para todo par {u;,v;} de P;
3. para cada vértice s em D crescente topologicamente;

(a) determine o conjunto de descendentes S de s;
(b) particione D[S] em estrelas (r°); e
(c) para cada par {u;,v;} em P, se r®(u;) # r*(v;), Substitua(RepAC P (u;,v;), s).

O Problema todos-acps-k-pares. Definido na Secao 3.3.4, este problema pode ser resolvido
em tempo O(n(m+kn)) porém nao inferior ao tempo necessario para calcular o fecho transitivo
de D. O algoritmo é descrito seguinte forma:

1. determine uma ordenacao topoldgica de D;
2. determine o fecho transitivo Dy; de D;

3. inicialize uma lista T'odos AC Ps(u;,v;) para todo par {u;,v;} de P;

W

. para cada vértice s de D decrescente topologicamente;

(a) determine o conjunto de descendentes S de s;
(b) particione D[S] em estrelas (r°); e

(c) para cada par {u;,v;} em P, se r®(u;) # r°(v;) e nao existe arco s — s’ em Dy, para
todo s" em TodosAC Ps(u;,v;), entao Insira(TodosAC Ps(u;,v;),s).

O Problema representante-juncao-k-pares. Definido na Secao 3.4.2, este problema pode ser
resolvido em tempo O(n(m + k)) e espaco O(m + k) da seguinte forma:

1. inicialize uma lista RepJ(u;,v;) para todo par {u;,v;} de P;
2. para cada vértice s em D;

(a) determine o conjunto de descendentes S de s;
(b) particione D[S] em estrelas (r°); e
(c) para cada par {u;,v;} em P, se r®(u;) # r*(v;), entao Substitua(RepJ (u;,v;),s).

O Problema todas-jungoes-k-pares. Definido na Secao 3.5.2, este problema pode ser resolvido
em tempo O(n(m + k)) e espago O(m + K) da seguinte forma:

1. inicialize uma lista T'odas.Js(u;, v;) para todo par {u;,v;} de P;

2. para cada vértice s de D;

(a) determine o conjunto de descendentes S de s;
(b) particione D[S] em estrelas (r°); e

(c) para cada par {u;,v;} em P, se r®(u;) # r*(v;), entdao Insira(TodasJs(u;,v;),s).
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O Problema todas-juncoes-todos-pares. Definido na Se¢ao 3.5.2, este problema pode ser re-
solvido em tempo O(n?) e espaco O(m + K) aplicando o algoritmo para o problema todas-
Jungoes-k-pares porém considerando todos os pares de vértices de D.

Note que o problema todos-acps-todos-pares pode ser resolvido em tempo O(n3’2567) [EMNOT7]
e que mostramos como resolver o problema todas-juncées-todos-pares em tempo O(n?). Algumas
questoes ainda estao em aberto. Descrevemos duas que consideramos importantes. E possivel
resolver o problema todos-acps-todos-pares em tempo O(n?) e o problema todas-jun¢ées-todos-
pares em tempo O(m + K)?

4.4 Um Algoritmo Linear para o Problema s-arco-junc¢ao-k-pares

Até agora a palavra juncao foi usada somente no contexto de caminhos vértice-disjuntos. Nesta
secao vamos usar a palavra juncao também no contexto de caminhos arco-disjuntos. Dizemos
que s é um arco-juncao de u e v se existem caminhos arco-disjuntos de s a v e de s a v. Definimos
o problema s-arco-junc¢ao-k-pares da mesma forma que o problema s-juncao-k-pares.

O problema s-arco-jun¢ao-k-pares: Dados um digrafo aciclico D, um vértice s de D
e pares de vértices P = {{u1,v1},...,{ug,vx}}, determinar quais pares de vértices
em P tém s como arco-juncao.

E natural considerar, para este caso, o digrafo linha D; de D (mais uma cépia do vértice s
(s') e os arcos s — u onde u é um arco em D com ponta inicial igual a s) e usar o algoritmo
recursivo descrito na Secao 4.2. E claro que s’ é uma juncao de v’ e v’ em D; se e somente se as
pontas de v/ e v’ em D tém s como juncao. Com isso, temos que fazer algumas alteracoes na fase
de consultas, ja que r(u’) # r(v') em Dy significa que em D, partindo de s, atingimos as pontas
dos arcos u' e v/ com caminhos arco-disjuntos. A construcao de D; e o pré-processamento em
Dy é linear mas nao é ébvio que uma consulta s-jun¢ao(u,v) em D é feita em tempo constante
pois existem gp(u) e g5, (v) arcos em D com pontas finais em u e em wv.

Ao invés de usar o digrafo linha vamos alterar o algoritmo recursivo SJKP, descrito na Secao
4.2, para responder a uma consulta s-arco-jun¢ao(u,v). Da mesma forma que o algoritmo SJKP,
o novo algoritmo (SAJKP) resolve o problema s-arco-jun¢ao-k-pares em duas fases. A Fase 1
constréi uma estrutura de dados (os vetores r e r’ para tratar inclusive consultas onde u = v)
em tempo linear. A Fase 2 resolve consultas em tempo constante. O algoritmo recebe um
vértice z e devolve, para todo par de vértices u e v internos & drvore T%, os vetores r e r’ de tal
forma que as seguintes propriedades sao satisfeitas. Se u # v, entao r(u) # r(v) se e somente
se existem caminhos arco-disjuntos de s para u e de s para v. Se u = v, entao r'(u) = 1 se
e somente se existem caminhos arco-disjuntos de s para u. Assim, para verificar se s é um
arco-juncao dos vértices u e v, basta fazer no maximo duas comparagoes. Antes de descrever a
Fase 1 do SAJKP observamos o seguinte fato.

Observacao 4.1. Considere o algoritmo SJKP (vértice-disjunto) e tome wm vértice w com
r(w) =1 e com pelo menos um filho w; em T°. No contexto vértice-disjunto sabemos que s é
uma jungdo do par w e w, pois r'(w) = 1 (Lema 4.6 a). Portanto, no contexto arco-disjunto,
além de w ser um representante, cada filho de w também € um representante, isto €, r(w) = w
e r(w;) = w; (veja a Figura 4.9).

Agora vamos descrever o algoritmo. O vetor r é inicializado como em SJKP. No inicio, o
vetor 7/ (u) = 0 para todo u # s e r/(s) = 1. Continuamos considerando os vetores pés e minpos.
A primeira chamada ao algoritmo recursivo SAJKP é feita com o parametro z = s e em cada
chamada recursiva analisamos novamente dois casos:

Caso 1: T% tem um tnico vértice. Nada é feito.

Caso 2: T tem pelo menos dois vértices. Os seguintes passos devem ser feitos para cada filho
z; de z em T° em ordem decrescente do valor pés-ordem de T°. Transformamos z; em
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Figura 4.9: Os filhos do vértice w serao representantes no contexto arco-juncao pois qualquer
par de vértices u e v com u em T% e v em T% tem s como arco-juncao.

um representante, isto é, r(z;) = z;. Se existir um arco t — z; que nao estd em 7%, entao
modificamos 7’(z;) = 1, resolvemos o problema recursivamente para a subédrvore T% e
o algoritmo continua considerando o préximo filho de z em T¥. Se nao existir tal arco,
entao continuamos o algoritmo com o mesmo filho z; de z. Denote por w o vértice com
pos(w) = pés(z;) — 1. No inicio, w é um filho de z;. Considere todos os arcos t — w
que nao estao em T° e faca os seguintes passos enquanto w é um vértice de T, isto
é, pés(w) > minpds(z;). Se para algum ¢ temos r'(t) = 1 ou r(z;) # r(t) (isto é, s é
um arco-jungao do par t e t ou dos vértices z; e t, respectivamente), entdao modificamos
r(w) = w e ’(w) = 1, resolvemos o problema recursivamente para a subdrvore T% e,
depois da chamada recursiva, atualizamos w para minpds(w) — 1. Se para todo ¢ temos
' (t) =0 e r(z) = r(t), entdo modificamos r(w) = z; e atualizamos w para o vértice com
valor pés-ordem igual a pés(w) — 1.

4.5  Multiplicagcao de Matrizes Booleanas Retangulares

Dadas duas matrizes retangulares A (m x r) e B (r X n), o método linha-coluna [SS98] obtém
a matriz produto C' = AB (m x n) em tempo O(W + mr + rn) onde W é o nimero total de
testemunhas para as entradas em C iguais a 1. Vamos descrever o funcionamento deste método

como feito em [Lin09]. Sao considerados conjuntos sz e SE para k = 1,...,r. O indice-linha
i da matriz A estd em SX se e somente se A(i,k) = 1. De forma simétrica, o indice-coluna
7 da matriz B estd em SE se e somente se B(k,j) = 1. Desta forma, para k = 1,...,r, e

para cada indice i em S% e j em S%, temos C(i,5) = 1 com testemunha k pois A(i, k) = 1 e
B(k,j) = 1. Nesta se¢ao descrevemos como implementar uma versao do método linha-coluna
usando o algoritmo SJKP.

Dadas matrizes A (m x r) e B (r x n), primeiro construimos um digrafo aciclico D a partir
de A e B, depois usamos o algoritmo SJKP, e por fim obtemos a matriz C = AB. A construcao
do digrafo aciclico é feita da seguinte forma. Sao criados um vértice denotado por s; um vértice

denotado por ¢; m vértices denotados por Al; para ¢ = 1,...,m; r vértices denotados por
Ac; para i = 1,...,7; rn vértices denotados por b;; para i = 1,...,r e j = 1,...,n. Isso
totaliza 2 +m + r + rn vértices. Sao criados um arco de s para c; um arco de s para b; ;, para
i=1,...,7mej=1,...,n onde a entrada B(i,j) = 1 (O(rn) arcos); um arco de ¢ para Al;
para ¢ = 1,...,m onde a linha i de A nao ¢ nula (O(m) arcos); um arco de Al; para Acj, para
i=1,...,mek=1,...,r onde a entrada A(i,k) = 1 (O(mr) arcos); um arco de Acy, para by, ;
para k =1,...,r e j=1,...,n onde a entrada B(k,j) = 1 (O(rn) arcos). Assim, o nimero

total de arcos é O(mr + rn). Veja um exemplo na Figura 4.10.
Depois da construgao de D, usamos o algoritmo SJKP com os pardmetros D[S] e s onde S é
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0 1 1 0 1 0 1

A= 0 1 0 0 B = 0 0 0
1 0 1 1 0 1 1

0 0 1

SN

Figura 4.10: A construcao de um digrafo aciclico D a partir das matrizes A e B dadas. Os
vértices com grau de entrada iguais a zero foram omitidos.

Ow,
o=y
)

o conjunto dos descendentes de s em D. Agora, suponha que s é uma juncao do par {by ;, bx ;}
Pela construcao de D, os pais de by, j sao s e Acy, e a entrada B(k,j) = 1. Tome um vértice Al;
pai de Acg. Pela construgao do digrafo, a entrada A(i, k) = 1. Com isso, a entrada C(i,7) = 1.
Portanto, s é uma juncao do par {by ;, by ;} se, e somente se, C(i, j) = 1. Este algoritmo é uma
forma de implementar o método linha-coluna pois um arco Al; — Acy, existe se e somente se i
estd em Sfl, um arco Acy — by ; existe se e somente se j estd em Sk e quando s é uma juncao do
par {by j, by ;}, 0s passos seguintes simulam exatamente a combinagao dos indices pertencentes
a0s conjuntos Sfl e Sg. Como a construgao do digrafo aciclico consome tempo O(mr + rn), o
consumo total do algoritmo ¢ igual ao do método linha-coluna, ou seja, O(W + mr + rn) onde
W é o nimero total de testemunhas para as entradas em C iguais a 1.

4.6 Uma Relagao min-max em Grafos Fluzros

No prefacio do seu livro, Schrijver [Sch03] diz que algoritmos eficientes para um problema
podem derivar relacoes min-max relacionadas. Foi exatamente isso o que aconteceu no nosso
caso. Depois de obter um algoritmo eficiente para o problema s-junc¢do-k-pares derivamos a
relacdo min-max do Corolario 4.2. Schrijver ainda diz que o contrario também pode ocorrer:
relacbes min-max podem dar origem a algoritmos eficientes. Assim, a importancia de relagoes
min-max é Obvia. Em seguida exemplificamos estes fatos com alguns subconjuntos especiais de
vértices, arcos ou arestas de um grafo e suas relagoes min-max.

Um grafo bipartido é um grafo cujo conjunto de vértices pode ser particionado em dois
subconjuntos de tal forma que toda aresta tem exatamente uma ponta em cada subconjunto.
Dado um grafo G (ndo necessariamente bipartido), um emparelhamento em G é um conjunto
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de arestas de G sem vértices em comum. Uma cobertura por vértices em G é um conjunto de
vértices de G onde toda aresta é incidente a pelo menos um vértice da cobertura. O teorema
a seguir, devido a Kénig [K6n31], relaciona em grafos bipartidos o tamanho méximo de um
emparelhamento com o tamanho minimo de uma cobertura por vértices.

Teorema 4.2 (Kénig [K6n31]). Dado um grafo bipartido G, o tamanho mdazimo de um empa-
relhamento em G € igual ao tamanho minimo de uma cobertura por vértices em G. ad

Dado um grafo GG, um conjunto independente em G é um conjunto de vértices de GG tal que
nao existe aresta em G que liga qualquer par de vértices neste conjunto. Uma cobertura por
arestas em GG é um conjunto de arestas de G onde todo vértice é adjacente a pelo menos uma
aresta da cobertura. O préoximo teorema, devido a Kénig e Rado [Rad33], relaciona em grafos
bipartidos o tamanho méaximo de um conjunto independente com o tamanho minimo de uma
cobertura por arestas.

Teorema 4.3 (Kénig e Rado [Rad33]). Dado um grafo bipartido G, o tamanho mdximo de
um conjunto independente em G € igual ao tamanho minimo de uma cobertura por arestas em

G. ad

Dado um digrafo D, denote por V(D) o conjunto de vértices de D e considere um subcon-
junto préprio e nao vazio X de V(D). Se o conjunto de arcos & é dirigido, isto é, todo arco em
£ tem ponta inicial em X e ponta final em V(D) \ X, entao dizemos que £ é um corte dirigido
em D. Um conjunto de arcos de D que cobre todos os cortes dirigidos de D é uma dijuncao.

Um teorema famoso em digrafos relaciona o nimero méximo de cortes dirigidos arco-
disjuntos com o tamanho minimo de uma dijuncao.

Teorema 4.4 (Lucchesi e Younger [LY78]). Dado um digrafo D conexo, o nimero mdzimo de
cortes dirigidos arco-disjuntos em D € igual ao tamanho minimo de uma dijuncdo em D. 0O

A conjectura de Woodall define uma relacdo min-max que inverte os objetos otimizados do
Teorema 4.4.

Conjectura 4.1 (Woodall [Woo78]). Dado um digrafo D, o nimero mdzimo de dijungioes
disjuntas em D € igual ao tamanho minimo de um corte dirigido em D.

A conjectura de Woodall é verdadeira para algumas classes de digrafos como, por exemplo,
para os digrafos fonte-sorvedouro-conexo, isto é, digrafos para os quais existe um caminho
dirigido de cada vértice fonte para cada vértice sorvedouro [FY87] e [Sch82].

Para terminar essa parte onde listamos algumas relagoes min-max em grafos, os dois proximos
teoremas descrevem relacoes min-max em grafos fluxos redutiveis.

Teorema 4.5 (Frank e Gyarfas [FG76]). Dado um grafo fluxo redutivel D, o nimero mdzrimo
de ciclos vértice-disjuntos em D € igual ao tamanho minimo de um conjunto de vértices que
intersectam todos os ciclos em D. a

Frank e Gyarfas conjecturaram a versao para arcos da relagdo min-max do Teorema 4.5.
Essa conjectura é verdadeira como mostra Ramachandran.

Teorema 4.6 (Ramachandran [Ram90]). Dado um grafo fluzo redutivel D, o nimero mdzimo
de ciclos arco-disjuntos em D € igual ao tamanho minimo de um conjunto de arcos que inter-
sectam todos os ciclos em D. O

Uma curiosidade é que antes de publicar o artigo [Ram90] em que o Teorema 4.6 é apresen-
tado, Ramachandran publicou o artigo [Ram88] com um algoritmo polinomial para o problema
onde é dado um grafo fluxo redutivel com peso nos arcos, e deseja-se encontrar um conjunto
de arcos de retorno com peso minimo, o que nos faz pensar que Ramachandran primeiro teria
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descoberto um algoritmo para o seu problema e depois uma relagdo min-max, como no nosso
caso.

Agora comecamos a descrever uma relacio min-max sobre o tamanho de dois conjuntos
definidos a seguir. Dados um grafo fluxo D com raiz em s, para todo vértice u # s dizemos
que o vértice s domina trivialmente o vértice u. Para cada vértice u # s em D, definimos A
como sendo um conjunto nao vazio de dominadores nao triviais de u. Se existem caminhos
vértice-disjuntos de s para u (s é uma juncao do par {u,u}), entdo o conjunto A5 é unico e
unitario (A7 = {u}). Além disso, definimos A% = {s}. Com excec¢ao do conjunto A%, nenhum
outro conjunto possui o vértice s. Com isso, podemos definir o primeiro conjunto da relacao
min-max. O conjunto é definido formalmente como:

A= A,

ueD

onde A = {s}, e A$ é um conjunto nao vazio de dominadores nao triviais para todo u # s em
D.

Em palavras, o conjunto A% é formado pelo vértice s, e por pelo menos um vértice dominador
nao trivial para todo vértice u # s em D. Note que A° nao é unico. Por exemplo, supondo um
grafo fluxo com raiz em s, como ilustra a Figura 4.11, um possivel A° é o conjunto {s,z,v,u},
pois podemos ter AS = {s}, A% = {z}, A5 = {x,v} e A = {z,v,u}. No entanto, A° pode ser
o conjunto {s,x}, pois A = {s}, A} = {z}, A5 ={z} e A = {x}.

S xT u

v
O O O O

Figura 4.11: Podemos ter A° = {s,z}, ou A°* = {s,z,v}, ou A®* = {s,z,v,u}.

Denote por o o nimero de elementos de A%, e a* o nimero de elementos de um conjunto
A* de tamanho minimo. E de nosso interesse encontrar um A* com tamanho minimo.

Agora vamos para o segundo conjunto da relagdo min-max. Dado um grafo fluxo D com
raiz em s, denote por V(D) o conjunto de vértices de D. Defina uma particao de V (D),
B* = {{Bi},....{Bj}}, que atende a seguinte propriedade’:

Propriedade 4.1. Dados dois vértices u e v, se u € B ev € Bj», i,j €{l,...,8}, ei # j,
entdo s € wma juncao dos vértices u e v.

Como B?® é uma particao dos vértices de D, temos que Uiﬁ:1 B =V (D) e BN B; = () para
quaisquer dois conjuntos diferentes B; e B;’. Vamos denotar por 5 o numero de elementos de B*,
e por * o nimero de elementos de uma particao 5° méxima. E de nosso interesse encontrar um

B?® com tamanho méximo. O Lema 4.8 descreve uma importante propriedade de uma particao
B°.

Lema 4.8. Dados um grafo fluxo D com raiz em s, e uma partigao B® do conjunto de vértices
de D que satisfaz a Propriedade 4.1. Para qualquer vértice u # s em um especifico B; para
algum i € {1,..., B}, todos os dominadores ndo triviais do vértice u estio em B.

Demonstracao: Tome um vértice u # s em um B} para algum i € {1,...,}. Dividimos a prova
em dois casos.

1. Existem pelo menos dois caminhos vértice-disjuntos de s para u. Assim, o inico dominador
nao trivial de u é o préprio u que estd em B5;.

!Note a diferenga com a propriedade da particio B° da Fase 1 do algoritmo SJKP (Secio 4.2.1).
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2. Nao existem dois caminhos vértice-disjuntos de s para u. Tome um dominador w nao
trivial de u e diferente de u. Se nao é possivel tomar um w diferente de u (ou seja, u é
filho de s), entao w estd em B¢, e isso termina a demostracdo. Como w ¢ um dominador
de u, todos os caminhos de s para u passam por w. Assim, concluimos que s nao pode ser
uma juncao dos vértices w e u. Por outro lado, se w estda em Bj, je{l,....B8}, ej#i,
entao s seria uma juncao dos vértices w e u, pois B® satisfaz a Propriedade 4.1. Mas isso
contradiz a conclusao anterior. Portanto, w sé pode estar no mesmo conjunto que u, ou
seja, w estd em B;.

(|
Os dois lemas e o corolario a seguir descrevem uma relacao min-max em grafos fluxos re-
dutiveis.

Lema 4.9. Dados um grafo fluzo D com raiz em s, e conjuntos A° e B® como definidos ante-
riormente. Entdo vale a sequinte desigualdade: |A®| > |B*|.

Demonstragao: Tome A® e B® conjuntos como definidos anteriormente. Considere uma parte
B; de B. Temos dois casos.

1. |Bf| > 2. Tome u e v em B, u # v. Considere mais dois casos.

(a) O vértice s é uma jungao dos vértices u e v. Neste caso, u e v nao tém dominadores
comuns e, como A$ e AS sao ambos diferentes de vazio, temos | A U A5| > 2. Pelo
Lema 4.8, os vértices de A;, e A3 devem estar em B;.

(b) O vértice s nao é uma juncao dos vértices u e v. Entao existe um dominador comum
nao trivial de u e v, e assim |A$ U.A5| > 1. Mais uma vez, pelo Lema 4.8, os vértices
de A; e A5 devem estar em B;.

2. |Bf| = 1. Considere Bf = {u}. Pelo Lema 4.8, A% = {u} = B;.

Com isso, para cada elemento da particao B*, mostramos que existe um vértice diferente em
A*. Portanto, A% > B®. O

Para o proximo lema precisamos da seguinte definicao. Considere um grafo fluxo D com
raiz em s e dois vértices w e u em D. O vértice w é o dominador mais alto ndo trivial de u
somente quando w ¢é diferente de s, w domina u e qualquer ancestral préprio de w nao domina
u, exceto pela raiz s do grafo fluxo. Os préximos lema e corolario provam a relacao min-max
para grafos fluxos redutiveis.

Lema 4.10. Dados um grafo fluxo redutivel D com raiz em s e um conjunto mdzimo B®, é
possivel construir um conjunto A® tal que |A®| = a = §* = |B|.

Demonstracgao: Suponha que o conjunto maximo B?® foi obtido através do algoritmo SJKP,
isto é, a particao de D em estrelas é a propria particao B®. Pelo algoritmo, temos S* vértices

representantes, denotados por wi,...,wg~. Sem perda de generalidade, suponha que w; = s.
Vamos mostrar que o conjunto {wi, ..., ws} é um conjunto valido para A®. Tome um vértice
w; em {wa, ..., wg«} e tome um vértice u # w; em B. Se nao é possivel tomar um u # w; em

B?, entao pelo Lema 4.8 o inico dominador de u estd em B; e é o préprio u. Como w; # s,
temos que w; é o dominador mais alto nao trivial de u. Entao estamos supondo que foram
tomados um w; e um u # w;. Vamos mostrar que w; é o dominador mais alto néao trivial de wu.
Lembre que w; é um ancestral préprio de u, e que s nao é uma junc¢ao dos vértices w; e u pois
ambos estao em B (propriedade da particdo B* devolvida pelo algoritmo SJKP). Dividimos a
prova em dois casos.
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1. Nao existem caminhos internamente vértice-disjuntos de s para w;. Entao, pelo algoritmo
SJKP, w; é um filho de s2. Se existe um caminho de s para u que nio passa por w;, entao
s é uma junc¢ao dos vértices w; e u, uma contradi¢ao. Portanto, todos os caminhos de s
para u passam por w;, e assim w; domina u. Para este caso, nao pode existir um ancestral
préprio de w; diferente de s que domina u. Logo, o vértice w; é o dominador mais alto
nao trivial de u.

2. Existem caminhos internamente vértice-disjuntos de s para w;. Tome dois caminhos in-
ternamente vértice-disjuntos P e ) de s para w;. Tais caminhos garantem nao existir um
ancestral préprio de w; diferente de s que domina u. Com isso, nos falta mostrar que w;
domina u. Tome um caminho R de s a u que nao passa por w;. Se os caminhos R e P ou
R e @ tém somente o s como vértice comum, entao s é uma jungao dos vértices w; e u,
uma contradi¢ao. Portanto, os caminho R e P tém vértices comuns diferentes de s, e R e
@ também tém vértices comuns diferentes de s. Denote os vértices comuns a R e P por s,
P1, .-, Pk, € 08 Vértices comuns a R e ) por s, q1, ..., ;. Como P e () s@o internamente
vértice-disjuntos, temos p; # ¢; para todoi =1,... ke j=1,...,[ (Figura 4.12).

S S

Q[57Q3]

q1
q2
q3

R[Qfﬁ u}

(a) (b)

Figura 4.12: O vértice g3 é o ultimo vértice em R comum aos caminhos P e (). Em destaque
aparecem caminhos vértice-disjuntos.

Sem perda de generalidade, suponha que o vértice ¢; é o dltimo vértice em R comum
a P ou @ (Figura 4.12 (a)). Assim, os caminhos P e Q[s, q|R[q;, u] sdo internamente
vértice-disjuntos (Figura 4.12 (b)). Mas isso contradiz o fato de que s nao é uma jungao
dos vértices w; e u. Portanto concluimos que todos os caminhos de s para u passam por
w;, e assim w; domina wu.

Agora, fazemos A$ = {w; = s}, e para cada i = 2,...,* e para todo vértices u em B} fazemos
A;, = {w;}. Com isso, A® = J,cp Al = {w, ..., ws+}. Isso conclui a demonstragao. 0
Pelos Lemas 4.9 e 4.10, segue o Corolario 4.2.

Corolario 4.2. Dado um grafo fluzo redutivel D com raiz em s, o tamanho de um conjunto
minimo A® de D € igual ao tamanho de um conjunto mdximo B* de D, isto €, a* = [*. O

Portanto, o Corolario 4.2 nos diz que em um grafo fluxo redutivel D com raiz em s, o niimero
maximo de partes que o conjunto de vértices de D pode ser particionado, tal que dois vértices

2Para perceber isso, é importante lembrar que quando um w; se torna um representante pelo Caso 2 do
algoritmo SJKP, existem caminhos vértice-disjuntos de s para w; (veja o Lema 4.6 a quando w’ = w).
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em partes diferentes tém s como juncao é igual ao ntmero minimo de vértices que dominam
nao trivialmente todos os vértices do grafo.
Por outro lado, fica facil obter um conjunto A° de tamanho minimo para um grafo fluxo

geral D se nos é dado a arvore de dominadores T' de D. Basta fazer A®* = {s,s1,...,sx}, onde
S1,...,Sk sao filhos de s em T'. Assim, podemos obter B® a partir de A®, fazendo B = {s} e
B: = {s;}, paratodo i =1,...,k, e para todo vértice u descendente de s; em 7. Como a &rvore

de dominadores de um grafo fluxo D com raiz em s é 1nica, teremos tnicos conjuntos A° de
tamanho minimo e B® de tamanho méximo. Veja na Figura 4.13 como podemos obter B?, se
tivermos A°.

D 0
1 3
8
4 7
5 6

Figura 4.13: Um grafo fluxo D com raiz em 0 e sua arvore de dominadores 7. A raiz de T mais
os filhos da raiz sao os elementos do conjunto minimo de dominadores nao triviais para todo
vértices de D, isto 6, A° = {0,1,2,3,4}. O conjunto By = {0} e BY = {i} parai=1,2,3,4 ¢
para todo vértice u descendente de ¢ em T

Seguem desses fatos os resultados do Lema 4.10 e do Corolario 4.2 para grafos fluxos em
geral.

Lema 4.11. Dados um grafo fluxo D com raiz em s e o conjunto minimo A*, € possivel construir
o conjunto B® tal que |A®| = o* = = |B*|. O

Corolario 4.3. Dado um grafo fluro D com raiz em s, o tamanho do conjunto minimo A° de
D € igual ao tamanho do conjunto mdximo B* de D, isto €, a* = 5*. O

4.6.1 Construindo uma Arvore de Dominadores para Grafos Fluxos Re-
dutiveis

Os resultados do Lema 4.11 e do Corolario 4.3 generalizam os resultados do Lema 4.10 e do
Corolario 4.2. No entanto, a demonstragao do Lema 4.10 sugere um algoritmo para construir
uma arvore de dominadores de um grafo fluxo redutivel em tempo O(hm) onde h é a altura da
arvore de dominadores do grafo fluxo redutivel dado. O procedimento é recursivo e recebe um
digrafo aciclico® D e um vértice s. Se D tem mais que 1 vértice, entdo obtenha uma particio
B* através do algoritmo SJKP com parametros D e s onde o conjunto {wq,ws,...,wg«} é o
conjunto dos representantes de cada subconjunto de B?, e que w; = s. O procedimento continua,
parai = 2,...,*: chame o procedimento recursivamente com parametros D[B{] e w;; e atribua
pr(w;) < s (o pai de w; na arvore de dominadores T é s).

O tempo gasto por este procedimento é O(hm) onde h é a altura da arvore de dominadores
pois consome-se tempo O(m) para construir cada nivel da arvore.

3Estamos considerando que o grafo fluxo redutivel dado foi pré-processado produzindo o seu digrafo aciclico.
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UMA APLICACAO NA ANTROPOLOGIA

Neste capitulo definimos alguns problemas da area de Antropologia e discutimos as dificuldades
em resolvé-los, até mesmo quando o digrafo associado a entrada ¢é aciclico e com grau limitado
nos vértices. A grosso modo, nestes problemas desejamos encontrar estruturas formadas por
caminhos vértice-disjuntos que relacionam ancestrais comuns de individuos casados. Essas
estruturas sao chamadas de k-anéis e a sua definicao do ponto de vista computacional encontra-se
na Secao 2.4. Na Secao 5.1, definimos os problemas todos-k-anéis e um-k-anel e apresentamos
suas complexidades. Na Secao 5.2, descrevemos a relacao entre o problema um-k-anel e o
problema da area de digrafos chamado de subdigrafo-homeomorfo. Na Secao 5.3, apresentamos
um algoritmo polinomial baseado em uma redugao de Eppstein para o caso quando k é fixo
e o digrafo de entrada é aciclico, e alguns melhoramentos que experimentalmente aceleram a
computagao. Na Segao 5.4, descrevemos alguns experimentos realizados sobre sociedades de
diferentes regides do Brasil.

5.1  Uma Aplicagdo na Antropologia - Definicao e Complexidade

O primeiro objetivo desta secao é falar sobre uma aplicacao da Antropologia que motivou nosso
trabalho. Fomos apresentados ao problema por dois pesquisadores da drea de Antropologia:
o professor Dr. Marcio Ferreira da Silva do Departamento de Antropologia da Faculdade de
Filosofia, Letras e Ciéncias Humanas da Universidade de Sao Paulo e o professor Dr. Joao dal
Poz Neto do Departamento de Ciéncias Sociais do Instituto de Ciéncias Humanas da Univer-
sidade Federal de Juiz de Fora. Temos trabalhado nos dltimos anos em parceria no problema
que descrevemos a seguir do ponto de vista computacional.

O problema todos-k-anéis: Dados um grafo misto H e um conjunto ordenado
E com k arestas de H, encontrar em H todos os k-anéis Ry = (£,P1), R =

(E,P2), ..., R = (E,Py).

Lembramos que a definigao de um k-anel encontra-se na Secao 2.4. Note que o primeiro
elemento do par que define um k-anel é dado do problema.

Com o intuito de fazer uma ligagao entre as disciplinas Computagao e Antropologia, algumas
consideragoes devem ser feitas. Usamos um grafo misto para modelar uma rede de parentesco
de uma sociedade juntamente com os casamentos desta sociedade. Assim, dada uma rede de
parentesco de uma sociedade com seus relacionamentos de filiacdo (quem é filho de quem) e de
afinidade (quem ¢é casado com quem), podemos considerar os individuos da rede como vértices,
os relacionamentos de filiagao como arcos do vértice pai para o vértice filho, e os relacionamentos
de afinidade como arestas entre os vértices casados obtendo assim um grafo misto!.

O estudo de redes de parentesco e como as aliancas matrimoniais se formam de acordo com
regras e tabus de cada sociedade tem sua origem no trabalho de Lévi-Strauss [LS69], a quem
recomendamos o leitor interessado. Em qualquer sociedade existem regras que possibilitam ou

!Como prefere o professor Marcio, um modelo reduzido para o estudo das aliangas matrimoniais [dPFdS13].

29
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impossibilitam aliancas matrimoniais. Lévi-Strauss foi o primeiro antropélogo a verificar que a
circulacao (o “vai e vem”) das pessoas em uma sociedade, e assim sua vida social, é um produto
das regras que incentivam ou impossibilitam as aliangcas matrimoniais. Na Terceira Parte do
livro de Louis Dumont [Dum75] vemos que em uma sociedade onde um homem, nao podendo ter
relacoes sexuais com parentes proximos como a sua irma, ou a sua mae (proibigao do incesto),
procura um outro homem para ser esposo de sua parente proxima, recebendo assim, como troca,
a sua esposa. As regras de proibicoes produziriam uma regra de troca. Descobrir uma regra
de troca de uma sociedade é um dos objetivos dos antropdlogos seguidores de Lévi-Strauss. A
teoria das aliancas matrimoniais evoluiu com o passar dos anos e estruturas mais complexas,
envolvendo casamentos entre individuos que estao ligados por outros casamentos, passaram a
ganhar destaque na teoria das aliangas [VJZ70], [HW96], [HHD"04], [dPdS09]. Por exemplo,
vemos nas Figuras 5.1 e 5.2 algumas estruturas complexas para o caso da sociedade Enawené-
Nawés. Os vértices sao divididos em homens (triangulos) e mulheres (circulos) e em até quatro
grupos (ou clas) representados pelas cores dos vértices. No cenério da Figura 5.1, dizemos que
o casamento do individuo 1 redobra® o casamento do tio, o individuo 4.

7

Figura 5.1: Existem quatro clas na figura: C; = {1}, Co = {2,3,4}, C3 = {5,9} e C4 = {6,7,8}.
O casamento da mulher 1 com um homem do cla C3 redobra o casamento do seu tio, o individuo
4, com uma mulher do cla C3 [dPFdS13].

No cenario da Figura 5.2, vemos trés clas diferentes e dizemos que o individuo 1 do cla C;
reencadeia® as aliancas entre os clas ao casar com o individuo 14 do cla Cs.

12

13
11

10

Figura 5.2: Os conjuntos C; = {1,2,3,4}, C; = {5,6,7,8,9} e C3 = {10,11,12,13,14} sdo trés
clas. O casamento da mulher 1 do cla C; com o homem 14 do cla C3 reencadeia as aliancas 4 e

5,¢9e 10 [dPFdS13].

Observando essas estruturas, confirma-se o que se constata em entrevista com individuos
desta sociedade: para os Enawené-Nawés ¢ um cla quem determina a regra de troca [dS13].

2Termo usado pelos antropélogos.
3Idem 2.
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As estruturas complexas com k casamentos sao aquelas que chamamos de k-anéis. Para um
antropdlogo descobrir uma regra de troca seria necessario observar todos os k-anéis de todos os
conjuntos ordenados com k arestas e tirar suas conclusoes?.

Dito isso, voltemos ao nosso problema do ponto de vista computacional. O problema todos-k-
anéis é um problema computacionalmente “intratavel” pois pode existir um nimero exponencial
de k-anéis de um conjunto ordenado com k arestas no grafo misto da entrada. De fato, até mesmo
para listar todos os 1-anéis de um conjunto com uma aresta podemos levar tempo exponencial.
Veja na Figura 5.3 que o niimero de 1-anéis depende exponencialmente do tamanho da entrada,
até mesmo quando a entrada é um digrafo aciclico com limites nos graus de entrada e saida de
cada vértice. Para ver o niimero exponencial de 1-anéis, usamos os vértices nao marcados para
obter qualquer subconjunto de vértices marcados pertencentes a caminhos de s a uj e de s a
v1. Como existem 2(n) vértices marcados, temos um nimero exponencial de 1-anéis.

S

U1 (%

Figura 5.3: Tempo exponencial para listar todos os 1-anéis.

Como este problema nao pode ser resolvido eficientemente, isto é, nao existe algoritmo
polinomial para listar todas essas estruturas, direcionamos nossa atencao para o problema de
decidir se existe um k-anel em D.

O problema um-k-anel: Dados um grafo misto H e um conjunto ordenado £ com k
arestas de H, decidir se existe um k-anel R = (£,P) em H.

Porém, decidir se existe um k-anel em H continua sendo uma tarefa dificil pois este problema
é N'P-completo.

Lema 5.1. O problema um-k-anel é N'P-completo, até mesmo quando o digrafo induzido pelos
arcos do grafo misto € aciclico.

Demonstracao: Primeiro, verificamos que o problema estd em ANP. Suponha que sao dados
um grafo misto H tal que o digrafo D induzido pelos arcos de H é aciclico, um subconjunto
ordenado de arestas £ = (wy = uy — vk, we = ug — V1,...,Wx = U — vk_1) de H, e um par
R = (£,P) onde P = (PRQ;, ... ,P,Zsz) e PZR ¢ um caminho de u; para s; e (J; ¢ um caminho
de s; para v; parai = 1,...,k. Queremos verificar em tempo polinomial se R é um k-anel em H.
Primeiro, verificamos se s; é o Unico vértice em comum nos caminhos PZ-R eQ@;parai=1,...,k.
Isso mostra que s; é uma juncao dos vértices u; e v; parai = 1,..., k. Depois, verificamos se os
caminhos sao dois a dois vértice-disjuntos (exceto os caminhos com um mesmo indice i que tem
s; como vértice inico comum devem ser internamente vértice-disjuntos). Isso completa nossa

4Nossos colaboradores trabalham com k = 1,2,3, pois ndo encontram explicacio antropolégica para anéis
maiores.
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verificacao de que R é um k-anel em H. Portanto, o problema um-k-anel estd em N'P. Agora
mostramos que ele é N'P-dificil. Vamos reduzir o problema k-caminhos-vértice-disjuntos (Even,
Itai e Shamir [EIS75] mostraram que este problema é AN'P-completo para digrafos aciclicos) para
o problema um-k-anel.

O problema k-caminhos-vértice-disjuntos: Dados um digrafo aciclico D e k pares de
vértices (s1,t1),...,(Sk,tx) de D, decidir se existem caminhos vértice-disjuntos P;
de s; para t; parai=1,...,k.

Dados um digrafo aciclico D e k pares ordenados de vértices (s1,t1),..., (sk,tx) de D, cons-
trufimos um novo digrafo aciclico D’ que é uma cépia de D mais k novos vértices t},... )
e k novos arcos s; — t,, para i = 1,...,k. Criamos um conjunto ordenado de arestas
& = (wy,...,wg, ), onde cada elemento é uma aresta w; = t; —tj e w; = t; — t;_; para
i = 2,...,k. Incluimos em D’ o conjunto de arestas £, tornando-o um grafo misto. Agora
mostramos que existem caminhos vértice-disjuntos P; de s; para t; parat=1,.... k em D se e
somente se existe um k-anel R = (€, P) em D'.

Considere que Py, ..., P, sdo caminhos vértice-disjuntos de s; para t; em D. Portanto, se
fizermos P = (PlQy, ... ,P,Zsz) onde Q; é o arco s; — t, para todo i = 1,...,k, entdo o par
R = (€,P) é um k-anel em D’ (veja Figura 5.4).

S1 52 53 S4 Sk—1 Sk

Figura 5.4: Um k-anel em D’.

Agora considere que R = (€,P) é um k-anel em D’ onde P = (PRQy,...,PRQy)). Pela
definicdo de um k-anel, os caminhos P, e (); comecam em uma juncao dos vértices t; e t!

para i = 1,...,k. Pela construcdo de D', a unica juncao dos vértices t; e t; é s;. Portanto,
os caminhos Pj,..., P, em D’ sao os caminhos vértice-disjuntos desejados que conectam os
terminais (s1,%1),...,(Sg, tx) em D. 0

Se ¢é permitido um grafo misto de entrada qualquer (o digrafo induzido pelos arcos pode ter
ciclos), entdao o problema um-2-anel é N'P-completo. A demonstracao desse fato é praticamente
a mesma que a do Lema 5.1. Basta substituir k por 2 e o problema k-caminhos-vértice-disjuntos
para digrafos aciclicos pelo problema 2-caminhos-vértice-disjuntos para digrafos em geral que é
NP-completo devido a Fortune, Hopcroft e Wyllie [FHWS0].

Lema 5.2. Quando o digrafo induzido pelos arcos do grafo misto nao € necessariamente aciclico,
o problema um-2-anel é N'P-completo. O

5.1.1 Limitando o Digrafo de Entrada

Note que o digrafo D induzido pelos arcos do grafo misto vindo da aplicacdo da drea de An-
tropologia é aciclico e o grau de entrada de cada vértice de D é limitado (um individuo tem
normalmente no maximo dois pais). Essa restrigao no grau de entrada de cada vértice ndo deixa
o problema mais facil. Vamos mostrar que o problema um-k-anel continua NP-completo, até
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mesmo se cada vértice de D tem grau de entrada no maximo 1 e grau de saida no méaximo 2 ou
grau de entrada no maximo 2 e grau de saida no méaximo 1.

Tome um grafo misto H tal que o digrafo D induzido pelos seus arcos € aciclico e um
subconjunto ordenado de arestas £ = (u; — vg, ug — v1,...,u; — Vg—1) de H. Vamos construir
em tempo polinomial um novo grafo misto H' tal que o digrafo D’ induzido pelos arcos de
H' contém as restrigoes citadas anteriormente, e que existe um k-anel R = (£,P) em H se
e somente se existe um k-anel R’ = (£',P’') em H’'. A construc¢ao pode ser acompanhada na
Figura 5.5.

S S
z Y Ly Y1
e € S S
2 28 /z(ﬁl 25
€ €
u v u v§
S S S
T Y 1 X3 Y1
€ S € € S S
2 w§ _~wy | 2% z 2 2
€ € €
u v u§  uf v§

Figura 5.5: Estamos olhando somente para os digrafos aciclicos. A esquerda temos dois exem-
plos de digrafos aciclicos de entrada e a direita temos os dois digrafos correspondentes com as
restricoes nos graus de entrada e saida em cada vértice.

Para cada vértice  de D crie um dispositivo em D', denotado por Disp(x), com gp(x) +

+ At e e e 5 .8 s e e S -
gp, () vértices, x§, 5, . .. ,xgg(m), x§,xs, ... ,xgg(x), e arcos xf — x§, ; parai=1,...,gp(x)—1,
x;,(m) — xf se os graus de entrada e saida de z sao ambos diferentes de 0, e = — =7
D
para i = 1,...,g5(z) — 1. Chame de aff(x),ag(x),...,a;_(w)(x) e af(w),ag(x),...,a2+($)(x)
D D

0s arcos que entram e saem, respectivamente, de cada vértice x em D. Perceba que exis-
111 ) y 1Q S 1 €

tem tnicos i e j tais que o arco aj(x) corresponde ao arco a§(y) para todo arco x — y

em D (vamos escrever a;(r) = af(y) neste caso). Crie um arco xj — y5 em D’ se e so-

. R . X .

mente se existe um arco x — y em D e aj(x) = aj(y). Este arco sai de Disp(z) pelo

vértice xf e entra em Disp(y) pelo vértice y;. Por fim, crie um conjunto ordenado de ares-

tasg’:(ue_ — vt ug®_, . — v e URS — Vp_1°_
Lo Fap()’ Paplua) T tap(n) T Fepu) T TP g (o)
de arestas de H'. O préximo lema mostra uma correspondéncia entre caminhos em H e H'.

) que é o conjunto

Lema 5.3. Dados um grafo misto aciclico H, considere um outro grafo misto aciclico H'
obtido através da construcao descrita anteriormente. Existe um caminho x1,xo,...,Tr no grafo
H se e somente se existe um caminho no grafo H' que passa exatamente pelos dispositivos
Disp(xy), Disp(z2), ..., Disp(xy).

Demonstracao: Tome um caminho z1,...,xr; em H. Entao existem os arcos x1 — =9, Ty — T3,
..., Tp_1 — xp. Para o arco x;_1 — x; em H existem inteiros ¢; e j;, e um arco ml,lfl — xljl
em H' paral=2,...,k. O arco Ty_1; — ), em H' é um arco que sai de Disp(x;_1) e entra

em Disp(z;) para | = 2,...,k. Um caminho em H’ passando exatamente pelos dispositivos
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Disp(z1),...,Disp(xy) é formado pela concatenacao dos caminhos T1-13, 15, (arco Ti-1; —
(& 1 e (& e S S 1 < < 1Q 111 3 y
z)5,) com o caminho UGy Tyt Tlg= oy T T internos aos dispositivos Disp(z;)

paral = 2,...,k. Veja a Figura 5.6.

O = { €ls /O ] Disp(z1)

331?1 — 332?’-1

O " [ CS,'\/\—Q ] Disp(x)

To f2 — :1?3?2

O s [ —\_,Q ] Disp(xs)

\ngg — $4§3

O = [ b } Disp(x4)

Figura 5.6: Um caminho em H e um caminho em H’.

Agora vamos mostrar o outro lado. Tome um caminho em H’ passando exatamente pelos

dispositivos Disp(x1),...,Disp(z). Considere os arcos z1-1;,_, — @y de Disp(x;_1) para
Disp(x;) paral =2,...,k. Entao existem arcos x;_1 — x; em H para l = 2,...,k. Portanto,
existe um caminho zi,...,x; em H. a

Assim, para os grafos mistos H e H' como descritos anteriormente, existe um k-anel R =
(€,P) em H constituido por caminhos internamente vértice-disjuntos de s; para u; e de s; para v
paral =1,...,k se, e somente se, existem caminhos do dispositivos Disp(s;) para o dispositivo
Disp(u;) e do dispositivo Disp(s;) para o dispositivo Disp(v;) passando por dispositivos quase
disjuntos (com excegao do dispositivo Disp(s;)) paral =1,...,k, isto é, se, e somente se, existe
um k-anel R' = (£',P') em H'.

Por 1ltimo, note que o numero de arestas em &’ ¢é igual ao de £. O ntmero de vértices
no digrafo H' é 2m. O ntmero de arcos em H' é 3m — n pois criamos g (z) — 1 arcos para
todo vértice z com gy (z) # 0, gj;(z) — 1 arcos para todo vértice  com g;;(x) # 0 e criamos
adicionalmente 1 arco além dos g5 (z) + g;;(z) — 2 arcos para todo vértice v com gy (z) # 0 e
g};(x) # 0. Se o digrafo original H é aciclico, entao o novo digrafo H' continua aciclico e cada
um de seus vértices tem grau de entrada no méaximo 1 e grau de saida no méaximo 2 ou grau de
entrada no méaximo 2 e grau de saida no maximo 1. Isso conclui a reducao.

5.1.2 Complexidade Parametrizada

Se fixarmos um valor para k e se o digrafo D induzido pelos arcos do grafo misto dado é aciclico,
entdo o problema um-k-anel pode ser decidido em tempo polinomial, a saber, O(n3**1) como
veremos na Secao 5.3. Quando o problema um-k-anel é visto como um problema parametrizado,
ele é W[1]-dificil. Isso porque a redugao polinomial feita no Lema 5.1 é também uma p-redugao
e o problema k-caminhos-vértice-disjuntos é W|1]-dificil [Si03].5 Com isso, parece improvavel
que o problema um-k-anel esteja em FPT, ou seja, parece improvavel existir um algoritmo para
o problema com tempo O(f(k)n), onde f é qualquer fungao computével e ¢ é uma constante.
Quando é permitido qualquer digrafo induzido pelos arcos do grafo misto, o problema um-
2-anel nao pode estar em FPT a menos que P = NP. Isso vem do fato de que o problema
um-2-anel é N'P-completo. Assim, mostrar que ele estd em FPT, implica que P = N'P.

®Slivkins [S1i03] mostrou que o problema k-caminhos-arco-disjuntos é W[1]-dificil para digrafos aciclicos. Isso
implica que o problema k-caminhos-vértice-disjuntos é W[1]-dificil para digrafos aciclicos.
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Na Secao 5.1, vimos que alguns problemas da drea de Antropologia consistem essencial-
mente em encontrar (se existir) caminhos vértice-disjuntos em um digrafo aciclico. Vimos que
provavelmente nao existam algoritmos rapidos para resolvé-los. Outros trabalhos na literatura
tratam de problemas relacionados. Na Secao 5.2, veremos a definicao e alguns resultados para
o problema subdigrafo-homeomorfo.

5.2 Relagao entre os Problemas um-k-anel e subdigrafo-homeomorfo

Nesta secao vamos descrever o problema do subdigrafo homeomorfo que tem uma forte relacao
com o problema um-k-anel. Ele é declarado, na sua forma mais geral, como segue.

O problema subdigrafo-homeomorfo: Dados os digrafos H e D, decidir se existem
mapeamentos (um-para-um) my de vértices em H para vértices em D e my de
arcos em H para caminhos em D (um arco u — v em H deve ser mapeado para um
caminho de my (u) para my (v) em D). Os caminhos em D correspondentes a arcos
em H devem ser vértice-disjuntos a menos de suas pontas.

Os digrafos H e D sao chamados, respectivamente, de digrafo padrao e de digrafo de entrada.
No caso mais geral, sao permitidos lacos e arcos paralelos em ambos os digrafos. Como observado
em [LR80] e [FHWR0], o problema subdigrafo-homeomorfo é N"P-completo [LR80] caso my seja
ou nao dado na entrada. Se my nao é dado, entdao o problema de decidir se existe um ciclo
hamiltoniano em um digrafo é redutivel ao problema subdigrafo-homeomorfo. Basta escolher
um H como um ciclo com a mesma quantidade de vértices do digrafo D. Se my é dado,
entao o problema k-caminhos-vértice-disjuntos é redutivel ao problema subdigrafo-homeomorfo.
Com isso, passaram a estudd-lo com H fixo. Sobre a hipdtese de que P # NP, Fortune,
Hopcroft e Wyllie [FHWS80] mostraram que o problema subdigrafo-homeomorfo, com H fixo e
my dado na entrada, é resolvido em tempo polinomial se e somente se o digrafo padrao estd
em uma determinada classe de digrafos. Essa classe é constituida pelos digrafos com um vértice
especial, chamado de raiz, e todos os arcos ou entram na raiz ou saem da raiz (sdo permitidos
lagos na raiz). Outro resultado importante que aparece em [FHWS80] é o seguinte: se o digrafo
D € aciclico, H € firo e my € dado na entrada, entdo o problema subdigrafo-homeomorfo €
resolvido em tempo polinomial para todo digrafo padrao H.

No entanto, mesmo com o digrafo D sendo aciclico e my dado na entrada, se o digrafo padrao
H nao é fixo, entdo o problema subdigrafo-homeomorfo é NP-completo [EIS75], [FHW80],
[LR80] e [Vyg95].

Vamos redefinir um k-anel nao-degenerado em termos dos mapeamentos my e my de um
digrafo padrao H sobre um digrafo de entrada D. Dados um digrafo de entrada D e um conjunto
ordenado de pares de vértices € = ((u1, vx), (uz,v1), ..., (uk,vk—1)), um k-anel R = (£, P) em
D é um subdigrafo de D obtido pelo mapeamento de H sobre D, onde H é o digrafo padrao
formado por k componentes, cada uma com 3 vértices, s, u} e v}, dois arcos s, — u} e s, — v},

e o mapeamento my é dado parcialmente: my (u;) = u; e my(v)) =v; parai =1,...,k. (veja
Figura 5.7).
Note que o vértice s; da componente i do digrafo padrao H nao foi mapeado parai =1,...,k,

ou seja, my(s;) pode ser qualquer vértice no digrafo de entrada D. Em seguida definimos um
novo problema que é uma combinac¢ao dos problemas subdigrafo-homeomorfo e um-k-anel.

O problema subdigrafo-homeomorfo-k-anel: Dados um conjunto de pares de vértices
E = ((ur,vg), (u2,v1), ..., (ug,vg—1)), um digrafo de entrada D, um digrafo padrao
H (com k componentes, cada uma com 3 vértices, s}, u, e v}, dois arcos s, — u} e
i — v}) e um my dado parcialmente através de £ (my (u}) = u; e my (v;) = v; para
i=1,...,k), decidir se existem mapeamentos (um-para-um) my de vértices de H
para vértices de D e my de arcos de H para caminhos em D (um arco u — v de
H deve ser mapeado para um caminho de my (u) para my (v) em D). Os caminhos
em D correspondentes a arcos em H devem ser vértice-disjuntos.
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Figura 5.7: Um k-anel R = (€, P) em fungao dos mapeamentos my e m4 do digrafo padrao H
sobre o digrafo de entrada D.

Ou seja, no problema subdigrafo-homeomorfo-k-anel desejamos saber se existe um k-anel
R = (€,P) em D nao-degenerado.

Por um instante, considere que my é dado totalmente. Assim, se sdo permitidos ciclos em D
entdo, pelo Teorema 2 em [FHWRS0], o problema subdigrafo-homeomorfo-k-anel é N'P-completo
japara k = 2. Além disso, se D é aciclico e o niimero de componentes de H é conhecido (k é fixo),
entao pelo Teorema 3 de [FHWS80], o problema subdigrafo-homeomorfo-k-anel é resolvido em
tempo polinomial. Agora voltamos ao problema como ele foi declarado (my dado parcialmente
e H estruturado). Se D é aciclico e o nimero de componentes de H nao é conhecido (k é livre),
entao o problema subdigrafo-homeomorfo-k-anel é N'P-completo, como veremos a seguir.

Lema 5.4. O problema subdigrafo-homeomorfo-k-anel é N'P-completo se D € aciclico e o
numero de componentes de H ndao é conhecido (k é livre).

Demonstracao: Essa demonstracao é similar a demonstracao do Lema 5.1. E facil ver que o
problema estd em NP. Considere novamente o problema k-caminhos-vértice-disjuntos como
declarado no Lema 5.1. Dados um digrafo aciclico D e k pares de vértices (s1,t1),..., (Sk, tk)
construimos um conjunto de pares de vértices £, um digrafo aciclico de entrada D', um digrafo
padrao H' com k componentes e um mapeamento parcial my da seguinte forma. O novo digrafo

D' é uma cépia de D mais k novos vértices t7,...,t) e k novos arcos s; — th,...,s, — t;.. O
conjunto de pares de vértices é € = ((t1,1}.), (t2,t}),..., (tk,t;_;)). Cada componente i de H’
possui 3 vértices p;, u; € v;, e 2 arcos p; — u; e p; — v; parai = 1,..., k. E o mapeamento my
¢ dado parcialmente através de &, ou seja, my (u;) = t; e my(v;) =t} parai =1,..., k. Note
que o unico arco que entra em t; é o arco s; — t,. Portanto, existem caminhos vértice-disjuntos
Py, ..., P se e somente se existe um k-anel R = (£,P) nao-degenerado. Assim, o problema
subdigrafo-homeomorfo-k-anel é N'P-completo. O

5.3 O Problema um-k-anel com k Fizo

Considere o problema k-caminhos-vértice-disjuntos, como definido no Lema 5.1 com um digrafo
aciclico D como entrada. Considere também o seguinte problema cldssico em digrafos.

O problema (s — t)-caminho: Dados um digrafo aciclico D e dois vértices s e t,
decidir se existe um caminho dirigido de s para t em D.

Baseando-se na redugao de Perl e Shiloach [PS78], Eppstein [Epp95] descreveu uma redugao
do problema k-caminhos-vértice-disjuntos para o problema (s—t)-caminho. Vamos rapidamente
descrevé-la. Dados um digrafo aciclico D e k pares de vértices distintos (s1,t1),..., (Sg, k),
primeiro sao adicionados dois novos vértices s e t em D, e 2k novos arcos s — s; e t; — t, para
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i =1,...,k. Depois disso, o digrafo resultante é ordenado topologicamente. Considere f uma
funcao que fornece uma ordenacao topoldgica. Por tltimo, é criado um novo digrafo aciclico
D', onde um vértice (vy,vs,...,v;) é uma k-upla ordenada de vértices de D e existe um arco de
(V15 e ey Vi1, Uiy Vi1 - - -, V) PATA (U1, .+, Vim1, Wy, Vit1, ..., 0) em D’ para cada i = 1,...k,
se as trés seguintes condigoes sao verdadeiras:

1. Existe um arco v; — w; em D.
2. Se v; = s, entdao w; = s; e se w; = t entdo v; = ;.
3. Ouw; =t, ou f(w;) > max(f(v;)), para cada j # i.

Essa redugao é baseada na reducao de Perl e Shiloach [PST78] para o problema 2-caminhos-
vértice-disjuntos com um digrafo aciclico na entrada. O ntimero de vértices e arcos do digrafo
construido é, respectivamente, O(n*) e O(mn*~1), onde n e m sdo os niimeros de vértices e de
arcos do digrafo D.

Lema 5.5 (Eppstein [Epp95|). Fizado um k, e dados um digrafo aciclico D e k pares de vértices
(s1,t1)s- -+, (Sk, t), podemos construir um novo digrafo aciclico D' de tal forma que k caminhos
vértice-disjuntos de s; para t; em D parai = 1,...,k correspondem a um caminho de (s,s,...,s)
para (t,t,...,t) em D’ 0

Dado um caminho dirigido P’ de (s,s,...,s) para (t,t,...,t) em D’ podemos obter os
caminhos vértice-disjuntos P; de s; para t; olhando para cada arco de P’ em ordem comecando do
vértice (s, s,...,s) e terminando no vértice (¢,t,...,t). Se o arco (v1,v2, ...,V ... , Vk_1,V) —
(U1,02, ..., W4, ..., Vk_1,V)) existe em P’  entdo sabemos que o tltimo vértice no caminho P; é
v; € neste momento o vértice w; é adicionado no final deste caminho.

Pelo Lema 5.5 sabemos que uma busca ordinaria no digrafo de Eppstein para encontrar
um caminho de (s,...,s) para (t,...,t), decide o problema k-caminhos-vértice-disjuntos em D.
Assim, se k é fixo, temos um algoritmo polinomial para o problema k-caminhos-vértice-disjuntos
com um digrafo aciclico dado na entrada.

Com o intuito de usar o digrafo de Eppstein para resolver o problema um-k-anel, vamos
relacionar o problema um-k-anel com o problema k-caminhos-vértice-disjuntos. Estamos su-
pondo que k é fixo. Considere que um grafo misto H e um subconjunto ordenado de arestas
E = (ug —vg,ug — v1,...,up — vk_1) de H é uma entrada do problema um-k-anel. Denote por
D o digrafo induzido pelos arcos de H e suponha que ele seja aciclico. Vamos transformar essa
entrada em vérias entradas do problema 2k-caminhos-vértice-disjuntos. Se para alguma das en-
tradas do ultimo problema conclui-se que existem 2k caminhos vértice-disjuntos, entao existe um
k-anel R = (£,P) em H. Uma entrada do problema 2k-caminhos-vértice-disjuntos é o proprio

digrafo aciclico D mais 2k pares de vértices distintos (s1,u1), (s],v1), ..., (S, uk), (k. vk), onde
S1,..., 8k sao vértices distintos de D e s7,...,s) sdo novos vértices criados em D. O grau de
entrada de s, é zero e os seus filhos sdo os mesmos filhos de s; para i = 1,...,k. Veja um

exemplo na Figura 5.8.

Para uma entrada do problema um-k-anel, o nimero de entradas criadas do problema 2k-
caminhos-vértice-disjuntos é, no pior caso, o numero de permutacoes possivel de k vértices
distintos si,...,s; de D. Verificar, no pior caso, todas as entradas, garante a decisao do
problema um-k-anel. O tempo gasto para decidir se existe um caminho desejado em uma
entrada do problema 2k-caminhos-vértice-disjuntos ¢é O(mn%*l), isto é, o nimero de arcos
do digrafo de Eppstein construido para esta entrada. Temos que construir O(nk) entradas do
problema, no pior caso. Portanto, o tempo gasto para decidir o problema um-k-anel com k fixo
é O(mn%*l), no pior caso. Como a complexidade de tempo deste método é grande até mesmo
quando k é pequeno, propomos alguns melhoramentos que experimentalmente deixaram mais
baixo o tempo necessario para resolver o problema um-k-anel para as entradas consideradas.
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Figura 5.8: Na primeira figura temos uma entrada do problema um-2-anel: o grafo misto aciclico
H e & = (u1—va,us—v1). Nasegunda, fixados dois vértices s1 e so de H, temos uma entrada para
o problema 4-caminhos-vértice-disjuntos: os pares ordenados (s1,u1), (s],v1), (S2,u2), (sh,v2),
e o digrafo aciclico D induzido pelos arcos de H.

5.3.1 Melhoramentos

Considere até o final desta secdo uma entrada do problema um-k-anel como sendo um grafo
misto aciclico H e um subconjunto ordenado de aresta (u; — vg,us — v1,...,u — vp_1) de
H. Vimos um método anteriormente que resolve o problema wm-k-anel usando o digrafo
de Eppstein. Sua complexidade de tempo é O(mn?*~1). Vimos que este método constréi
vérias entradas do problema 2k-caminhos-vértice-disjuntos. Para cada uma delas, o método
constroéi o digrafo de Eppstein. As entradas do problema 2k-caminhos-vértice-disjuntos sao for-
madas pelo digrafo aciclico D, induzido pelos arcos de H, e por 2k pares ordenados de vértices
(s1,u1), (s7,v1), .-, (Sk,uk), (S, vk), onde s1,..., s, sao vértices distintos de D e s} sao novos
vértices criados em D com arcos para os filhos de s; para ¢ = 1,...,k. Fixados s1,...,8k, O
método continua construindo o digrafo de Eppstein, denotado por Dy, . s, , e assim decide se
existem caminhos vértices disjuntos de s; para u; e de s; para v; para i = 1,...,k através de
uma busca ordindria por um caminho de (s,...,s) para (¢,...,t) em Dy, s, . Podiamos pensar
primeiro em construir todo o digrafo Dy, . s, e depois procurar pelo caminho. No entanto, este
digrafo é muito grande e demandaria muito tempo para construi-lo completamente. Portanto,
nas nossas implementacoes, o digrafo é considerado implicitamente, sendo construido na medida
em que a busca explora um novo vértice.

Os melhoramentos que apresentamos tém como objetivo, evitar a construcao de uma entrada
para o problema 2k-caminhos-vértice-disjuntos e, uma vez criada tal entrada, evitar a exploracao
de vértices do digrafo de Eppstein que certamente nao estdo em nenhum caminho de (s, ..., s)
para (t,...,t).

O primeiro melhoramento usado pelo método é dado pela seguinte propriedade.

Propriedade 5.1. Em um k-anel (£,P) de H, P = (PRQ1,...,PRQyk), 0s caminhos inter-

namente vértice-disjuntos P; de s; para u; e Q; de s; para v; para i = 1,...,k certificam que o
vértice s; € uma juncao dos vértices u; e v; para i =1,...,k.

Com isso, construimos previamente os conjuntos [J,, . para ¢ = 1,...,k, e os vértices
$1,-...,Sk, que antes eram escolhidos dentre quaisquer vértices distintos do digrafo D, agora sao
escolhidos dentre os conjuntos Jy, ., parat=1,... k.

O segundo melhoramento que propomos supoe uma entrada do problema 2k-caminhos-
vértice-disjuntos, ou seja, um digrafo aciclico D e 2k pares de vértices (s1,u1), (s],v1),...,
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(Sk, ug), (), vg), onde s; é uma jungao dos vértices u; e v; para i = 1,..., k. Assim, uma busca
(em largura ou em profundidade) é realizada no digrafo Dy, s, comecando no vértice (s, ...,s).
Suponha que a busca encontra-se em um vértice (z1,y1, ..., Tk, Yx). Suponha que ao processar
o tal vértice, a existéncia do arco (1,y1,...,2,Yj, .-, Tk, Yk) = (T1,Y1, - - - ,xj,y;, ey Thy Yk)
em Dy 5 para algum j em {1,...,k} é constatada. No entanto, se ndo existe caminho
de y} para v; entdo nao existe caminho de (s,...,s) para (t,...,t) passando pelo vértice
(Z1, Y15, xj, y}, ..., T, Yx). Para este caso, o segundo melhoramento nao permite que a busca
continue por este vértice. Note que o fecho transitivo de D deve ser conhecido. Veja um exemplo
na Figura 5.9.

H

Figura 5.9: O vértice sy estd em [Jy, , € o vértice sy estd em Jy, 0, Os descendentes de yq
estao no triangulo ilustrado. Como nao existe caminho de y} para vy, o segundo melhoramento
nao permite que a busca continue pelo vértice (x1, v}, z2,y2) de Ds, .

O terceiro melhoramento também supoe uma entrada do problema 2k-caminhos-vértice-
disjuntos, um digrafo aciclico D e os pares ordenados de vértices como anteriormente. Este
melhoramento evita explorar alguns vértices do digrafo de Eppstein que o segundo melhora-
mento deixa explorar. Considere o grafo fluxo redutivel D[SP] com raiz em p, para cada vértice
p de D, onde SP é o conjunto dos descendentes de p em D. Para cada vértice ¢ descen-
dente de p, considere o conjunto S.., formado por todos os dominadores nao triviais de ¢
e diferentes de ¢. Em outras palavras, se p é diferente de ¢, ndo existem caminhos vértice-
disjuntos de p para ¢ e p nao ¢ pai de ¢, entao S,.., ¢ diferente de vazio e todos os caminhos
de p para ¢ passam por qualquer vértice em S)..,. Agora suponha um cendrio parecido com
o descrito anteriormente. Suponha que uma busca foi iniciada no digrafo Dy, ., e que ela
encontra-se em um vértice (x1,y1,...,;, Y, .-, Tk, Yx). Entdo um caminho de (s,...,s) para
(x1,y1,T2,Y2,...,%k, yi) certifica de que existem caminhos internamente vértice-disjuntos de s;
para z; ¢ de s, para y;, para i = 1,..., k. Suponha que ao processar tal vértice é constatado
a existéncia do arco (z1,y1,...,%5,Yj,- -+ Tk, Y) = (1,91, ... ,x;,yj, ..., Tk, yx) neste digrafo
para algum j em {1,...,k}. Desta vez, suponha que existe um caminho de x; para uj, porém,
ou ngwuj N Syjn; 7 0, ou ngwuj N Sy,—v; # 0 para algum ¢ em {1,...,k}, ¢ # j. Portanto, o
segundo melhoramento permite que a busca continue pelo vértice (z1,y1, ... ,x;-, Yir oo r Thy Yk)s
no entanto, sabemos que nao existem caminhos vértice-disjuntos de m; para u; e, ou de x; para
u;, ou de y; para v;. Assim, ao constatar a interse¢do nao vazia do conjunto ng_wuj com algum
conjunto Sy,sy; OU Sy,-p; Para t = 1,...,k, o terceiro melhoramento nao permite que a busca
continue por este vértice. Veja um exemplo na Figura 5.10.

Agora vamos falar como construir os conjuntos .., para todo par de vértices p e ¢ onde p
¢ um ancestral de ¢. Dado um digrafo aciclico D, considere o grafo fluxo redutivel D[SP] para
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Figura 5.10: O vértice s; estd em Jy, 1, € 0 vértice sg estd em Jy, vy Como Sy, vy NSzomuy # 0
(o vértice z aparece em ambos os conjuntos), o terceiro melhoramento nao permite que a busca
continue pelo vértice (1, y1, x5, y2) de Dy, s,.

cada vértice p em D, onde SP é o conjunto de descendentes de p em D. Construa uma particao
em estrelas, rP, do digrafo D[SP]. Vimos no Lema 4.10 que 7P(q) é o dominador mais alto nao
trivial de ¢ em D[SP]. Com isso, para todo par de vértices onde p é ancestral de ¢, temos

S 0, se p=gq,oupépaideqgem D, oup€ Jyq ou
e {rP(@)} U Spp(g)aqs caso contrdrio.

A construcao do conjunto citado considera uma ordenacao topoldgica dos vértices de D. Para
que o par (p,q) seja processado, todos os pares (p,¢) onde p’ vem depois que p na ordenagao
topologica ja devem ter sido processados.

5.4 Experimentos

O principal objetivo desta secao é descrever os resultados experimentais obtidos na solucao do
problema um-k-anel aplicado a algumas sociedades. Os dados de cada sociedade, compostos
por uma rede de parentesco e seus casamentos, foram fornecidos pelos professores Dr. Marcio
Ferreira da Silva e Dr. Joao dal Poz Neto. As sociedades sao:

e FEnawené-Nawés, do Noroeste do Mato Grosso, com 789 individuos (vértices), 1.368
relagoes de parentesco (arcos) e 170 relagoes de afinidade (arestas);

e Arara, do Sul do Pard, atualmente com 105 vértices, 197 arcos e 48 arestas;

e Deni, do Sul do Amazonas, atualmente com 875 vértices, 1.589 arcos e 333 arestas;
e Xavante, do Mato Grosso, atualmente com 459 vértices, 713 arcos e 254 arestas;

o [rantre-Myky, Noroeste de Mato Grosso, com 618 vértices, 1.003 arcos e 177 arestas;
o Arapium, do Pard, com 1.214 vértices, 1.792 arcos e 291 arestas; e

e Zoro, do Sul do Amazonas, com 755 vértices, 1.224 arcos e 201 arestas;.
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5.4.1 Experimentos - Primeira Parte

Na primeira parte dos experimentos, é feito um levantamento estatistico para cada sociedade.
Para algumas estatisticas consideramos um par formado por dois individuos casados, mas nao
entre si, isto é, um par (u,v) onde u estd em um casamento e v estd em outro casamento. Cha-
mamos um par desse tipo de colegas em casamentos. Note que os pares colegas em casamentos
aparecem na definicdo de um k-anel para k > 2. Veja na Figura 5.11 os possiveis colegas em
casamentos para os casamentos u — T € v — Y.

U T v y

O—0O O—0O

O O=
Ow= O«
O= Ow
Oe O«

Figura 5.11: Os casamentos sao u — x e v — y. Os colegas em casamento estao representados
nesta figura pelos individuos ligados por pontilhados duplos.

As estatisticas que queremos saber para cada sociedade sao:
1°. Quantos casamentos tém exatamente i juncoes, para inteiros nao-negativos i = 0,1,...,n;
2°. Quantos casamentos tém u como juncao, para cada vértice u;

3°. Quantos colegas em casamentos tém exatamente i jungoes, para inteiros nao-negativos
1=0,1,...,n; e

4°. Quantos colegas em casamentos tém u como junc¢ao, para cada vértice w.

A primeira estatistica é obtida resolvendo, para cada sociedade, o problema todas-juncoes-
k-pares. Os dados de entrada sao o digrafo aciclico da sociedade e seus casamentos. A segunda
estatistica é obtida resolvendo, para cada sociedade, o problema s-juncao-k-pares para cada
individuo s da sociedade. Os dados de entrada sao o digrafo aciclico da sociedade, seus casa-
mentos e um vértice s. A terceira e quarta estatisticas sao obtidas da mesma forma, porém, no
lugar dos casamentos, sao considerados todos os possiveis colegas em casamentos. Acreditamos
que estas informagoes nos dao uma ideia de quao dificil é resolver o problema um-k-anel para
cada sociedade.

A Figura 5.12 apresenta os resultados da primeira estatistica para cada sociedade. Um
numero 7 no eixo x representa uma quantidade de vértices que sao juncoes de algum casamento
(0 < i < n, ou seja, de nenhum vértice até todos os vértices) e um ndmero j no eixo y
representa uma quantidade de casamentos (0 < j < k, ou seja, de nenhum casamento até todos
os casamentos). Em outras palavras, com essa estatistica sabemos a quantidade de casamentos
u—v com |Jyuo| =1 para i = 0,1,...,n. Com excecao da sociedade Arara, note o rapido
decaimento nos graficos. Por exemplo, no grafico dos Enawené-Nawés 162 casamentos nao
tém juncao e 8 casamentos tém 2 jungoes. Note também uma certa oscilagdo nos graficos.
Por exemplo, na sociedade Zord, 175 casamentos nao tém juncao, 6 casamentos tém 1 juncao,
15 casamentos tém 2 juncodes, 1 casamentos tem 3 juncoes, 3 casamentos tém 4 jungoes e 1
casamento tem 5 jungoes. Excluindo os casamentos cujos conjuntos de jungdes sao vazios, o
tamanho dos conjuntos que mais ocorre é 2.

A Figura 5.13 apresenta os resultados da segunda estatistica para cada sociedade. Um
numero 7 no eixo x representa um individuo na sociedade (0 < ¢ < n — 1) e um nidmero j
no eixo y representa uma quantidade de casamentos (0 < j < k). Essa estatistica nos diz
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quantas vezes um individuo aparece como uma jun¢ao de um casamento. Ordenamos o eixo x
em ordem decrescente no nimero de casamentos que participa cada individuo, isto é, um valor
pequeno para i representa um individuo que é uma junc¢ao de muitos casamentos. A figura nao
mostra os individuos que nao sao juncoes de casamentos. Por exemplo, no grafico da sociedade
Enawené-Nawés somente quatro individuos sao jungoes. Os individuos 0 e 1 sdo juncoes de 6
casamentos, e os individuos 2 e 3 sao juncoes de 2 casamentos. Na sociedade Deni, existem 48
individuos que sao juncoes de casamentos e existem dois individuos que sao juncgoes de mais que
90 casamentos. Observe que a sociedade Enawené-Nawés apresenta poucos individuos que sao
juncoes de casamentos.

A Figura 5.14 apresenta os resultados da terceira estatistica para cada sociedade. De maneira
similar a primeira estatistica, um numero 7 no eixo x representa uma quantidade de vértices
que sao jungoes de algum colega em casamento (0 < ¢ < n) e um ndimero j no eixo y representa
uma quantidade de colegas em casamentos (0 < j < 2(k? — k), ou seja, dados k casamentos, de
nenhum colega em casamento até todos os colegas em casamentos). Essa estatistica nos diz a
quantidade de colegas em casamentos u — v com |7, ,| =@ para ¢ = 0,1,...,n. Mais uma vez
temos um réapido decaimento nos graficos. Na sociedade Arara, o decaimento ocorre a partir
do 2 no eixo x. Veja na figura que em todas as sociedades, com excecao da sociedade Arara, a
grande maioria dos colegas em casamentos nao tém juncao. Em geral, o tamanho do conjunto
das juncoes para quaisquer colegas em casamentos nao é grande. Na sociedade Deni, existem 9
colegas em casamentos cujos conjuntos de juncoes tém tamanho igual a 12. Da mesma forma
que anteriomente, excluindo os colegas em casamentos cujos conjuntos de juncoes sao vazios, o
tamanho dos conjuntos que mais ocorre é 2.

A Figura 5.15 apresenta os resultados da quarta estatistica para cada sociedade. Um niimero
i no eixo x representa um individuo na sociedade (0 < i < n — 1) e um nimero j no eixo y
representa uma quantidade de colegas em casamentos (0 < j < 2(k% — k)). Essa estatistica
nos diz quantas vezes um individuo aparece como uma juncao de um colega em casamento.
Mais uma vez, ordenamos o eixo x em ordem decrescente no niimero de colegas em casamentos,
isto é, um valor pequeno para ¢ representa um individuo que é uma juncao de muitos colegas
em casamentos. Para a sociedade Deni, mostramos somente os individuos que sao juncoes de
pelo menos 800 colegas em casamentos. Para as demais sociedades, pelo menos 100. Existem
2 individuos na sociedade Xavante que sao juncoes de mais que 6800 colegas em casamentos.
Na sociedade Deni, 2 individuos sao juncoes de mais que 44.000. Note a diferenca entre os
graficos da sociedade Enawené-Nawés nas Figuras 5.13 e 5.15. Na Figura 5.15, a sociedade
Enawené-Nawés apresenta muitos individuos que sao jungoes de colegas em casamentos.
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5.4.2 Experimentos - Segunda Parte

Agora comecamos a segunda parte dos experimentos onde descrevemos os resultados obtidos na
solucao do problema um-k-anel (k = 2,3). Lembre que neste problema, dado um grafo misto H
e um subconjunto ordenado £ com k arestas de H, queremos saber se existe ou nao um k-anel
(E,P) em H. O anel que queremos encontrar aqui é nao-degenerado. Os experimentos foram
realizados sobre as 7 sociedades citadas anteriormente: Enawené-Nawés, Arara, Deni, Xavante,
Irantxe-Myky, Arapium e Zor6. Para cada sociedade, criamos 2.000 entradas do problema
um-k-anel (k = 2,3). Uma entrada Z = (H,&) possui o grafo misto H de uma sociedade, e
um subconjunto ordenado £ do conjunto de arestas de H de tamanho k (k = 2,3). Fixada
uma sociedade com grafo misto H, para completar uma entrada do problema wum-k-anel, um
subconjunto ordenado de arestas de H foi escolhido ao acaso, uniformemente e sem repeticao.
Implementamos o nosso programa na linguagem C+-+ e o cédigo fonte estd disponivel sobre
a licenca GPL no sitio do autor deste texto. Executamos os experimentos em uma méaquina
64-bits com Linux Gentoo, 64GB de memoéria RAM e dois processadores Intel Xeon E5620 2.40
GHz. O nosso programa nao foi paralelizado.

Os primeiros resultados experimentais foram obtidos sobre o problema um-2-anel aplicando
somente o primeiro melhoramento (M1), isto é, em um 2-anel (£,P) de H, onde & = (u; —
v, ug —v1) e P = (P1RQ1, PQRQQk), os caminhos internamente vértice-disjuntos P; de s; para v;
e Q; de s; para v; para ¢ = 1,2 certificam que o vértice s; é uma juncao dos vértices u; e v; para
i = 1,2. Osresultados estao na Tabela 5.1. Para cada entrada do problema, uma vez construido
o digrafo de Eppstein, aplicamos sobre ele uma busca em profundidade com um limite no tempo
de 130 segundos. A coluna TLE da tabela mostra o nimero de instancias em que esse limite
ocorreu. As solugoes das 2.000 instancias para cada sociedade devem terminar em 1 hora, caso
contrario, interrompemos a execucao do programa. Por isso, para algumas sociedades, o nimero
de instancias testadas é menor que 2.000. O tempo médio e o desvio padrao estao nas colunas
Tempo e DP. A coluna M1 representa o numero de vezes que o digrafo de Eppstein nao foi
construido pois, ou Jy; v, 00 Jusw, ¢ igual ao conjunto vazio. Observe a grande diferenca
nos valores das respostas positivas (sim existe um 2-anel) e negativas (nao existe um 2-anel)
para todas as sociedades com excecao da sociedade Arara. Note os altos valores na coluna MI.
Perceba que nao é tao facil dizer que ndo existe um 2-anel para a sociedade Arara, como pode
ser visto na coluna do tempo médio gasto e do desvio padrao.

Tabela 5.1: Eppstein com DFS e M1 - Problema um-2-anel

Positiva Negativa
Sociedade Instancias Qtd Tempo DP Qtd M1 Tempo DP TLE
Enawené-Nawés 2.000 37 27,19 2824 1.958 1.957 0,07 1,52 5
Arara 295 141 13,14 17,65 146 131 4,18 17,63 8
Deni 138 5 54,28 30,61 108 108 0,05 0,00 25
Xavante 2.000 33 3,68 504 1967 1.962 0,09 2,02 0
[rantxe-Myky 756 11 18,62 20,18 722 716 0,43 5,60 23
Arapium 2.000 6 21,08 24,76 1.990 1.988 0,17 2,57 4
Zoro 1.866 25 46,82 42,12 1.824 1.819 0,06 0,57 17

Os proximos resultados experimentais foram obtidos sobre os problemas um-2-anel e um-3-
anel aplicando todos os melhoramentos (M1, M2 e M3) como definidos na segao anterior. Os
melhoramentos M1 e M3 podem evitar a construcao do digrafo de Eppstein. Por isso, nas Ta-
belas 5.2, 5.3, 5.4 e 5.5 aparece uma coluna M1,3 que significa quantas vezes os melhoramentos
M1 ou M3 evitaram a construcao deste digrafo. Verificamos experimentalmente que os melho-
ramentos em conjunto trabalharam muito bem. Todas as 2.000 entradas para cada sociedade
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foram resolvidas rapidamente. Para estes casos, uma vez criado o digrafo de Eppstein, aplica-
mos as buscas em largura (Tabelas 5.2 e 5.4) e em profundidade (Tabelas 5.3 e 5.5). Os tempos
médios gastos para as buscas em profundidade e em largura foram similares. Note como estao
bem distribuidos os 2-anéis na amostra da sociedade Arara, e um pouco menos distribuidos,
na sociedade Deni (colunas Qtd - Positiva/Negativa). Existem poucos 2-anéis na amostra da
sociedade Arapium. Também existem poucos 3-anéis nas amostras de todas as sociedades, com
excecao das sociedades Arara e Deni.

Tabela 5.2: Eppstein com BFS, M1, M2 e M3 - Problema um-2-anel

Positiva Negativa
Sociedade Qtd Tempo DP Qtd M1,3 Tempo DP
Enawené-Nawés 42 0,122 0,005 1.958 1.958 0,040 0,005
Arara 966 0,003 0,001 1.034 908 0,002 0,001
Deni 343 0,151 0,007 1.657 1.644 0,053 0,018
Xavante 33 0,043 0,003 1.967 1.964 0,014 0,003
Irantxe-Myky 81 0,076 0,004 1.919 1.912 0,026 0,007
Arapium 7 0,282 0,011 1.993 1.993 0,092 0,012
Zoro 38 0,112 0,007 1.962 1.959 0,038 0,007

Tabela 5.3: Eppstein com DFS, M1, M2 e M3 - Problema um-2-anel

Positiva Negativa
Sociedade Qtd Tempo DP Qtd M1,3 Tempo DP
Enawené-Nawés 42 0,120 0,005 1.958 1.958 0,040 0,005
Arara 966 0,003 0,001 1.034 908 0,001 0,001
Deni 343 0,149 0,006 1.657 1.644 0,053 0,018
Xavante 33 0,042 0,003 1.967 1.964 0,014 0,003
Irantxe-Myky 81 0,076 0,004 1.919 1.912 0,026 0,007
Arapium 7 0,280 0,007 1.993 1.993 0,092 0,012
Zoro 38 0,112 0,005 1.962 1.959 0,037 0,007

Tabela 5.4: Eppstein com BFS, M1, M2 e M3 - Problema um-3-anel

Positiva Negativa
Sociedade Qtd Tempo DP Qtd M1,3 Tempo DP
Enawené-Nawés 6 0,153 0,003 1.994 1.993 0,040 0,005
Arara 517 0,088 0,093 1.483 1.224 0,047 0,249
Deni 102 0,281 0,146 1.898 1.886 0,075 0,713
Xavante 5 0,094 0,026 1.995 1.995 0,014 0,002
Irantxe-Myky 6 0,125 0,013 1.994 1.992 0,026 0,007
Arapium 1 0,355 0,000 1.999 1.999 0,092 0,005
Zoro 4 0,191 0,044 1.996 1.996 0,037 0,003
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Tabela 5.5: Eppstein com DFS, M1, M2 e M3 - Problema um-3-anel

Positiva Negativa
Sociedade Qtd Tempo DP Qtd M1,3 Tempo DP
Enawené-Nawés 6 0,130 0,003 1.994 1.993 0,040 0,005
Arara 517 0,038 0,047 1.483 1.224 0,038 0,187
Deni 102 0,204 0,089 1.898 1.886 0,069 0,489
Xavante 5 0,061 0,010 1.995 1.995 0,014 0,002
Irantxe-Myky 6 0,099 0,008 1.994 1.992 0,026 0,007
Arapium 1 0,300 0,000 1.999 1.999 0,091 0,005
Zord 4 0,145 0,022 1.996 1.996 0,037 0,003

Uma vez criado o digrafo de Eppstein, os melhoramentos M2 e M3 podem evitar com-
putacoes. Vemos na Tabela 5.6, para os experimentos realizados no problema um-3-anel com
busca em profundidade, o nimero médio de arcos do digrafo de Eppstein que efetivamente foram
explorados (que causam uma tentativa de inser¢ao de um vértice do digrafo na pilha da busca),
juntamente com o seu desvio padrao. Vemos também a quantidade de entradas, o nimero
médio de computagoes evitadas (o nimero de vértices do digrafo de Eppstein nao explorados),
e o seu desvio padrao para os melhoramentos M2 e M3. Por exemplo, para a sociedade Arara,
foram evitadas em média 1.449.260 computagoes por M2 em 776 instancias e foram evitadas em
média 1.247 computagoes por M3 em 75 instancias. Como esperado, o numero de computagoes
evitadas por M2 é maior que por M3. Os valores da média e do desvio padrao que aparecem na
Tabela 5.6 foram truncados na parte inteira. Observe o alto desvio padrao para as computacoes
evitadas por M2 e M3 nas sociedades Arara, Deni.

Tabela 5.6: Arcos, M2 e M3 no digrafo de Eppstein - DF'S um-3-anel

Arcos Melhoramento M2 Melhoramento M3
Sociedade Média DP  Qtd Média DP Qtd Média DP
Enawené-Nawés 17.829 3.623 7 369.969 260.158 0 0 0
Arara 31.675 28.977 776 1.449.260 3.686.688 75 1.247  4.096
Deni 51.954 53.910 114 5.835.800 32.399.209 30  9.181 26.175
Xavante 27.563 12.240 5 257.125 103.016 0 0 0
Irantxe-Myky 28.389 11.310 8 673.830 701.551 0 0 0
Arapium 32.846 0 1 412.858 0 0 0 0
Zord 27.498 10.664 4 442.966 323.007 0 0 0

Por dltimo, desenvolvemos uma ferramenta, hoje em uso pelos colegas antropdlogos, que

resolve o problema todos-k-anéis. Dados k colegas em casamentos (uy,v1),. .., (U, Vg) € 08 seus
respectivos conjuntos de juncoes Ju, v;s-- - Juy,0p, © método da aplicacao primeiro encontra
todos os caminhos de sg para u;, e de sg para v; para i = 1,....k e j = 1,...,|Tu 0l €

depois lista aqueles caminhos que sao internamente vértice-disjuntos entre si. Aplicamos esse
método para decidir o problema um-k-anel (k = 2,3) parando o método quando um tal anel é
encontrado. Os resultados foram satisfatorios e estao descritos nas Tabelas 5.7 e 5.8.
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Tabela 5.7: Todos os caminhos - Problema um-2-anel

5. Uma Aplicagdo na Antropologia

Positiva Negativa
Sociedade Qtd Tempo DP  Qtd Tempo DP
Enawené-Nawés 42 0,0440 0,0046 1.958 0,0436 0,0043
Arara 966 0,0013 0,0008 1.034 0,0012 0,0007
Deni 343  0,0511 0,0046 1.657 0,0496 0,0045
Xavante 33 0,0153 0,0023 1.967 0,0158 0,0022
Irantxe-Myky 81 0,0280 0,0031 1.919 0,0280 0,0031
Arapium 70,0932 0,0074 1.993 0,0978 0,0079
Zoro 38 0,0400 0,0038 1.962 0,0398 0,0041

Tabela 5.8: Todos os caminhos - Problema um-3-anel

Positiva Negativa
Sociedade Qtd Tempo DP  Qtd Tempo DP
Enawené-Nawés 6 0,0428 0,0024 1.994 0,0404 0,0033
Arara 517 0,0012 0,0007 1.483 0,0012 0,0007
Deni 102 0,0517 0,0038 1.898 0,0497 0,0038
Xavante 5 0,0156 0,0024 1.995 0,0141 0,0020
Irantxe-Myky 6 0,0261 0,0020 1.994 0,0252 0,0027
Arapium 10,0980 0,0000 1.999 0,0918 0,0054
Zoro 40,0357 0,0038 1.996 0,0369 0,0032
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CONCLUSAO

Neste trabalho, descrevemos alguns algoritmos para os seguintes problemas sobre juncoes:
representante-acp-todos-pares, todos-acp-todos-pares e representante-jun¢ao-todos-pares. Uma
juncao dos vértices u e v é um vértice s com caminhos vértice-disjuntos de s para u e de s para
v. Um ancestral comum mais préximo (acp) dos vértices u e v é uma juncao s tal que nao existe
um caminho de s para s’, para qualquer vértice comum s’ dos vértices u e v. A entrada de cada
um desses problemas é um digrafo aciclico D, e os algoritmos pré-processam D construindo
uma estrutura de dados capaz de responder rapidamente uma juncao (ou todas as jungoes)
para qualquer par de vértices. Os algoritmos mais rdpidos para cada um dos problemas citados
anteriormente usam o algoritmo para multiplicar matrizes. O problema todas-jun¢oes-todos-
pares foi definido nesta tese. Ele possui uma relagao forte com a aplicacdo da Antropologia e a
sua solugao é usada como ferramenta na aplicagdo. A Tabela 6.1 destaca os melhores tempos
de pré-processamento para cada um desses problemas. Um dos resultados obtidos nesta tese
aparece em negrito. Para a leitura da Tabela 6.1, considere que o digrafo da entrada possui n
vértices.

Tabela 6.1: Algoritmos répidos para problemas sobre jungoes - todos os pares

Problema Tempo

representante-acp-todos-pares 0] (n275719)
representante-jungao-todos-pares — O(n®)
todos-acps-todos-pares 19) (n372567 )

todas-jungoes-todos-pares O(n3)

A principal contribuicao deste trabalho é um algoritmo simples, elegante, eficiente e de fécil
implementacao para o problema s-junc¢ao-todos-pares. Sao dados um digrafo aciclico D e um
vértice s de D. O digrafo D é pré-processado em tempo linear, construindo uma estrutura de
dados capaz de responder em tempo constante, se s é ou nao uma juncao dos vértices u e v
para todo par de vértices u e v.

Se considerarmos que os k pares para os quais queremos saber uma jungao sao também da-
dos na entrada, entao surgem naturalmente os seguintes problemas: representante-acp-k-pares,
todos-acps-k-pares, representante-juncao-k-pares e todas-juncoes-k-pares. Bons resultados fo-
ram obtidos ao usarmos o algoritmo para o problema s-junc¢do-todos-pares em cada um desses
problemas. A Tabela 6.2 mostra o tempo de pré-processamento para cada problema ao adi-
cionar restrigoes no tamanho do digrafo. Mais uma vez, alguns resultados obtidos nesta tese
aparecem em negrito. Considere que o digrafo da entrada possui n vértices e m arcos.

A importancia do algoritmo para o problema s-juncdo-todos-pares nesta tese é ébvia. Foi
através dele que derivamos um algoritmo para o problema s-arco-junc¢ao-k-pares, descrevemos de
maneira diferente o método linha-coluna que multiplica matrizes booleanas, encontramos uma
relagdo min-max em grafos fluxos e construimos uma arvore de dominadores para grafos fluxos
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Tabela 6.2: Algoritmos rapidos para problemas sobre jungoes - k pares

Problema Tempo Restricao
representante-acp-k-pares 0(n?5719) m + k = o(n'>719)
representante-jungdao-k-pares o(n*) m + k = o(n'37)
todos-acps-k-pares 0(n3:2567) k = o(n'?567)
todas-jungoes-k-pares O(n(m +k)) -

redutiveis. O algoritmo para o problema s-jun¢do-todos-pares foi publicado no artigo com titulo
Algorithms for Junctions in Acyclic Digraphs, no livro Facets of Combinatorial Optimization,
paginas 175-194, 2013 [FF13].

O problema da Antropologia um-k-anel é N'P-completo e, quando visto como um problema
parametrizado, ele é W[1]-dificil. Mesmo com a dificuldade deste problema, propomos solugoes
usando o método de Eppstein [Epp95] com alguns melhoramentos. Experimentos mostraram o
bom funcionamento da nossa solucao. Desenvolvemos uma ferramenta para o problema todos-
k-anéis para k = 2,3 que vem sendo usada atualmente pelos nossos parceiros da antropologia.

Durante o desenvolvimento desta tese, deparamos com problemas que nao conseguimos
resolver e que continuam em aberto. Em seguida citamos alguns deles. E possivel resolver
o problema todos-acps-todos-pares em tempo O(n3)? E possivel resolver o problema todas-
Jungoes-todos-pares em tempo O(m + K), onde K é o nimero total de jungoes para todo
par de vértices? E possivel adaptar o algoritmo que resolve o problema s-juncdao-todos-pares
considerando um digrafo geral na entrada? E possivel adaptar o algoritmo que constréi uma
arvore de dominadores de um grafo fluxo redutivel de tal forma que seu tempo seja linear?

Outro problema que nao consideramos nesta tese, mas nossos parceiros antropologos tém
interesse é o de encontrar somente os k-anéis que reencadeiam casamentos em sociedades onde

os individuos sao particionados em grupos Cy,...,C;. Um k-anel que reencadeia casamentos
6 um k-anel (€,P), P = (PFQ1,...,PFQy,) tal que todo vértice u em P; U @;, para todo
i =1,...,k, pertenca a um grupo C; para algum j em {1,...,l}. Exemplos de k-anéis que

reencadeiam casamentos podem ser vistos na Figuras 5.2 e 6.1.

Figura 6.1: Um k-anel que reencadeia casamentos.
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A

PSEUDOCODIGOS

Neste capitulo descrevemos os pseudocddigos dos principais algoritmos desta tese. Os vetores
globais usados em todos os pseudocdédigos estao listados em seguida.

r: Armazena vértices; Indexado por vértices. r(v) é o representante da parti¢ao em estrelas que
pertence v.

r’: Armazena valores booleanos; Indexado por vértices. r'(v) = 1 se e somente se existem

caminhos internamente vértice-disjuntos de s para v.

p: Armazena vértices; Indexado por vértices. p(v) é o pai de v em uma &rvore geradora de
busca em profundidade.

pds: Armazena valores inteiros em {0,1,...,n — 1}; Indexado por vértices. pds(v) =i se i é o
valor de v em uma varredura pés-ordem.

sop: Armazena vértices; Indexado por valores em {0,1,...,n — 1}. sop(i) = v se v é o vértice
correspondente ao valor ¢ em uma varredura pés-ordem.

minpds: Armazena vértices; Indexado por vértices. minpds(v) = u se u é o vértice com menor
valor pds-ordem na arvore 1.
A.1  Pseudocddigo para o Problema s-juncao-k-pares

Entrada: um digrafo aciclico D com n vértices e m arcos, e um vértice s de D.
Saida: uma particdo em estrelas de D e s (veja o Capitulo 4).

SJIKP(D,s)
1 7%« AGBP(D,s)
2 para cada vértice u € T*
3 faga r’'(u) «+ 0
4 r(u) < p(u)
5 1'(s)«1
6 r(s)<«s
7 para cada vértice s; € 6,(s) em pés-ordem decrescente
8 facase 3t —s; ¢ T*
9 entao r'(s;) + 1
10 T(si) < S
11 SJKP-REC(s;)
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SJKP-REC(2)
1 se pés(z) # minpds(z) > Se [T?] > 1
2 entao w < sép(pds(z) — 1)

3 enquanto pés(w) > minpdos(z)

4 facase 3t > w ¢ T° er(z) #r(t)

5 entao r'(w) + 1, r(w) + w

6 SJKP-REC(w), w « sép(minpés(w) — 1)
7 senao r(w) < z, w < sop(pés(w) — 1)

A.2  Pseudocddigo para o Problema s-arco-junc¢ao-k-pares

Entrada: um digrafo aciclico D com n vértices e m arcos, e um vértice s de D.
Saida: estruturas de dados r e 7’ (veja o Capitulo 4).

SAJKP(D, 5)
T% « AGBP(D, s)
para cada vértice u € T*

faga r'(u) «+ 0, r(u) < p(u)
r(s) 1, r(s) < s
SAJKP-REC(s)

T W N =

SAJKP-REC(2)

1 para cada vértice z; € 5;5 (z) em pés-ordem decrescente
2 faca r(z;) < z
se 3t — z ¢T°
entao r'(z;) + 1
SAJKP-REC(z;)
senao SAJKP-Aux(z;)

S U W

SAJKP-Aux(z)
1 se pés(z) # minpds(z) > Se [T > 1
2 entao w < sép(pds(z) — 1)
enquanto pés(w) > minpds(z)
facase It > w ¢ T% e (r'(t) =1 ou r(z) # r(t))
entao r(w) + w, r'(w) + 1
SAJKP-Rec(w)
w < sép(minpds(w) — 1)
senao r(w) « z, w < sép(pés(w) — 1)

00 ~J O Ut = W

A.83  Pseudocddigo para o Problema drvore-de-dominadores

B ¢ a particao em estrelas de D e s, e wy,...,wg« sao os representantes em B°.
Entrada: um grafo fluxo redutivel D com n vértices e m arcos, e a sua raiz s.
Saida: uma arvore de dominadores 1" de D.

ARVOREDOMINADORES(D, s)

1 se D tem mais que 1 vértice

2 entao B* <+ SJKP(D,s) > Recebe as estruturas de dados r e 1.
3 parai=1,...,0"

4 faga ARVOREDOMINADORES(D[B], w;)

5 pr(w;) <= s> pr(w;) é o pai de w; em T'



B

DESENHO DE ALGUMAS SOCIEDADES

Na Figura B.1, apresentamos um bom desenho da sociedade Arara. Ele foi feito com o Open
Graph Drawing Framework (OGDF) com otimizagao (CPLEX 12.1.0) [CGJ107].

Figura B.1: Sociedade Arara. Note uma jungao 1005 (segundo vértice no segundo nivel) para
o casamento envolvendo os individuos 1046 (segundo vértice no terceiro nivel) e 1058 (no meio
do quinto nivel).

Na Figura B.2, apresentamos o melhor desenho da sociedade Xavante feito pelo Open Graph
Drawing Framework (OGDF) com otimizagao (CPLEX 12.1.0) [CGJ107]. Nao conseguimos
desenhos apresentaveis para as sociedades Enawené-Nawés, Deni, Arapium, Irantxe-Myky e
Zoré devido ao grande nimero de vértices e de arcos.
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