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Resumo

Aproximacao de métricas finitas por métricas arboreas e aplicacoes

Muitos problemas de otimizacao em grafos, em especial problemas métricos, sdo mais faceis de
resolver em arvores. Portanto, uma estratégia para obter um bom algoritmo para certos problemas
é obter uma arvore que aproxime o grafo, e utilizar uma solu¢ao do problema nessa &rvore como
uma solucao aproximada para o problema no grafo original. Neste trabalho é estudada a técnica de
Fakcharoenphol, Rao e Talwar, que mostraram como aproximar uma métrica finita arbitraria com n
pontos por uma meétrica numa arvore com distor¢gao esperada O(lgn) — o 6timo assintotico. Essa
estratégia resulta em algoritmos de aproximacao com boas razoes de aproximagao, e em algoritmos
com bom fator de competitividade para diversos problemas de otimizacao online e distribuidos.
E apresentada especificamente a aplicacio da técnica ao problema do emparelhamento minimo
bipartido online, que ilustra como a aproximacao de métricas auxilia na resolucao de um problema
e os cuidados que devem ser tomados nessa aplicacao.

Palavras-chave: aproximacao de métricas, métricas arbéreas, emparelhamento minimo bipartido

online.
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Abstract

Approximation of finite metrics by tree metrics and applications

Many optimization problems on graphs, especially metric problems, are easier to solve on trees.
Therefore, a strategy for obtaining a good algorithm for certain problems is to obtain a tree that
approximates the graph, and use a solution of the problem on the tree as an approximate solution
for the problem on the original graph. We study the work of Fakcharoenphol, Rao e Talwar, who
showed how to approximate an arbitrary finite metric on n points by a tree metric with expected
distortion O(lgn), which is asymptotically optimum. This strategy leads to algorithms with good
approximation factors, and to competitive algorithms for various optimization problems, some of
them online and distributed. Here, we present the application of that technique to the problem
of finding a minimum online matching on a bipartite metric graph. This problem illustrates how
metric approximation aids in solving a problem, and the care that must be taken when doing such
an application.

Keywords: metric approximation, tree metrics, online minimum bipartite matching.
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Capitulo 1

Introducao

Muitos problemas de otimizacao em grafos, em especial problemas métricos, sdo mais faceis de
resolver em arvores. Portanto, uma estratégia para obter um bom algoritmo para certos problemas
é obter uma arvore que aproxime o grafo, e utilizar a solugdo do problema nessa arvore como uma
solucao aproximada para o problema no grafo original.

Neste trabalho é descrito um algoritmo que aproxima uma métrica finita, ou as distancias num
grafo, pelas distancias numa arvore. O objetivo é que as distancias na arvore tenham uma relagao
com a métrica original, de forma que garantias sobre uma solu¢ao na arvore possam ser estendidas
para garantias em relacdo & métrica inicial. Especificamente, a distancia entre um par de vértices na
arvore deve ser maior ou igual & distancia na métrica original, mas se deseja limitar superiormente
esse aumento na distancia, denominado distor¢do. Esse algoritmo é utilizado como sub-rotina em
algoritmos de aproximagao para diversos problemas de otimizagao, bem como em algoritmos com
bom fator de competitividade para diversos problemas online e distribuidos.

Mais adiante, é estudada neste trabalho a aplicagdo desse algoritmo em um problema de compu-
tacao online, o problema do emparelhamento minimo bipartido online. Esse problema foi escolhido
por demonstrar claramente como a aproximac¢ao de métricas auxilia na resolucao de um problema, e
os cuidados que devem ser tomados nessa aplicacao. Aplicacoes desse problema incluem problemas

de balanceamento de carga e leiles de aniincios em sitios de busca na Web.

1.1 Historico

As primeiras ideias no sentido de aproximar uma métrica por outra mais simples surgiram
quando Karp tentou resolver o problema dos k servidores (k-server problem) no n-circuito (um
circuito com n vértices), aproximando-o por caminhos [Kar89]. No entanto, qualquer aproximagao
deterministica do n-circuito tem distorgao 2(n) [RR98|, o que leva a um algoritmo cujo fator de
competitividade é pelo menos kn. Karp entdo propos que se aproximasse o n-circuito por uma
distribuicao de probabilidade sobre caminhos. Essa estratégia leva a uma distor¢do esperada de 2,
de forma que Karp obteve um algoritmo probabilistico 2k-competitivo para os k servidores no n-
circuito. Alon et al. [AKPW95]| adaptaram a ideia para aproximar uma métrica num grafo arbitrario
por uma distribuicdo de probabilidade sobre arvores geradoras do grafo, mas obtiveram um limite
superior de apenas 20(Vignlglgn) g distorcao.

Bartal [Bar96] propos aproximar uma métrica arbitraria através de uma distribui¢do de proba-

bilidade sobre métricas arboéreas. Uma métrica arbdrea é uma métrica induzida pelas distancias
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numa arvore, nao necessariamente contida no grafo original, mas cujo conjunto de vértices contém
o conjunto de vértices do grafo original. Especificamente, Bartal propds um algoritmo que produz
uma métrica arborea, escolhida dentre uma familia de métricas arboreas segundo uma distribuicao
de probabilidade, de forma que a distor¢ao esperada seja baixa. Bartal mostrou como obter uma
métrica com distor¢ao esperada O(lg2 n), utilizando o conceito de &rvores hierarquicamente bem-
separadas (HSTs, do inglés hierarchically well-separated trees). O resultado foi melhorado pelo pro-
prio Bartal para O(lgnlglgn) [Bar98|, e para O(lgn) por Fakcharoenphol, Rao e Talwar [FRT04b].
Tal resultado corresponde ao 6timo assintotico: Bartal [Bar96] havia mostrado que existem grafos
para os quais qualquer aproximagao probabilistica por uma arvore tem distorgao Q(lgn). Para uma
descrigdo mais completa do historico do problema, consulte [FRT04b, FRT04a].

Este trabalho se concentra no resultado de Fakcharoenphol, Rao e Talwar [FRT04b, FRT04a],

que ¢é apresentado no Capitulo 4.

1.2 Aplicagoes

A aproximacdo de métricas por métricas em arvores tem diversas aplicacoes, em especial em
algoritmos de aproximacao e nas versoes online e distribuida de diversos problemas de otimizagao.
A seguir, sdo citadas as referéncias encontradas de aplicagoes dessa técnica, para ajudar o leitor
interessado.

Alguns problemas sao enumerados em [Bar96, Bar98, FRT04b|, destacando-se dentre eles o
problema da 4rvore de Steiner de grupos [GKR00, AAAT06] e generalizada [AAB96, BC97]; da
k-mediana [KH79|, para o qual foi obtida a primeira aproximagao sublinear, embora hoje seja co-
nhecida uma 3,45-aproximagao [Shm99]; da rotulacdo de métricas [KT02, KKMRO09]; do projeto de
redes de compra em atacado (buy-at-bulk newtork design) [AA97, HST05, CHKS06]; dos k servidores
nas versoes online [Kou09] e distribuida [BR97]; e da paginacao distribuida [BFR95, Bar96].

Aplicacoes mais recentes incluem o problema da arvore de Steiner pré-projetada [IKMMO04|; ca-
ching cooperativo hierdrquico online [LPTV06]; emparelhamento minimo bipartido online [MNP06,
CP08|; ordenagao de buffers em métricas na reta [KP06], embora uma aproximagao deterministica
melhor seja conhecida [GS09]; corte em grafos com requisitos, que unifica diversos problemas de
cortes em grafos [NR10|; variantes da k-arvore de Steiner [HKS09]; além de diversas variantes de
problemas de projeto de redes [GKR09, GOS09, BH09, vZ09|.

Neste trabalho é descrita em detalhes a aplicacao dessa técnica ao problema do emparelhamento

minimo bipartido online, na Parte IT (Capitulos 5 a 7).

1.3 Organizagao da Dissertacao

No Capitulo 2 sao apresentados alguns conceitos necessarios para o restante do texto: teoria
dos grafos, probabilidade, problemas de otimizacao, algoritmos de aproximagao, algoritmos online
e anilise competitiva. Ali também é descrito o modelo de computacao utilizado neste trabalho.

A Parte I (Capitulos 3 e 4) trata de aproximagao de métricas. No Capitulo 3 sdo definidos os
conceitos de métrica e aproximagao de métricas, e sdo apresentados alguns resultados relacionados
A aproximacdo de métricas por métricas arboreas. E descrito, no Capitulo 4, o algoritmo de Fakcha-

roenphol, Rao e Talwar [FRT04b, FRT04a], que aproxima uma métrica finita arbitraria por uma



1.3 ORGANIZACAO DA DISSERTACAO 3

métrica arborea com distor¢ao logaritmica.

A Parte IT (Capitulos 5 a 7) é dedicada ao problema do emparelhamento minimo bipartido
online. O Capitulo 5 apresenta o problema, juntamente com limitantes inferiores no fator de com-
petitividade de qualquer algoritmo. No Capitulo 6 sdo apresentados algoritmos deterministicos; no
Capitulo 7 é apresentado um algoritmo probabilistico com melhor fator de competitividade, que se
baseia fortemente na aproximacao de métricas por métricas arboreas.

Por fim, no Capitulo 8 sdo feitas algumas consideracoes finais.

Note que sdo apresentadas duas versoes da bibliografia: uma denominada “Bibliografia Selecio-
nada”, contendo apenas as publicacoes mais importantes para o desenvolvimento do texto, e outra

contendo tudo que é referenciado.
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Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo sao apresentados alguns conceitos bésicos, necessirios para o entendimento das
técnicas utilizadas nos demais capitulos. Este capitulo é baseado nos Capitulos 1 e 6, na Secao 2.1
e nos Apéndices D e E de de Carvalho et al. [dACCD™01], e na Segdo 1.1 e no Capitulo 7 de Borodin
e El-Yaniv [BEY98|.

Sejam um conjunto A e uma fun¢do f : A — R. Dado um subconjunto finito B de A, denota-
se por f(B) a somatoria ) . p f(b). Diz-se que um nimero x ¢ positivo se x > 0, e que z ¢é

nao-negativo se z > 0.

2.1 Teoria dos Grafos

Um grafo é um par (V, E), onde V' é um conjunto finito e E' ¢ um conjunto de pares de elementos
de V. O conjunto V é denominado o conjunto dos vértices do grafo, e o conjunto E é denominado
o conjunto das arestas do grafo. Para ndo carregar a notagao, denota-se uma aresta {u,v} por uv.
A fim de evitar ambiguidades quando se referindo a mais de um grafo G = (V, E), é usual denotar V'
por Vg e E por Eg.

Um grafo G pode ser representado graficamente utilizando-se um ponto para cada vértice de Vg
e uma linha entre dois vértices u e v se a aresta wv estd em FEg. Na Figura 2.1, por exemplo, é

mostrada uma representagao grafica do grafo ({a,b,c,d}, {ab, ac,be, cd}).

a b

d c

Figura 2.1: Uma possivel representacao grdfica do grafo ({a,b,c,d},{ab,ac,be,cd}).

Grafos sao tteis para representar relacionamentos entre objetos. Por exemplo, uma rede de
computadores pode ser representada como um grafo, em que cada computador é representado por
um vértice, e existe uma aresta entre dois vértices se existir um canal de comunicacao direto entre
os computadores correspondentes. F comum também associar um valor numérico aos vértices e/ou

as arestas de um grafo. No exemplo da rede, pode-se associar a uma aresta entre dois vértices o
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tempo de transmissdo de uma mensagem entre os computadores correspondentes.

Sejam u e v vértices distintos de GG. Se uv € Eg, entdo u e v sao denominados adjacentes, e
se diz que existe uma aresta entre u e v. Se e = uv € (G, entao se diz que e é incidente a u e
a v, que u e v sao incidentes a e e que u e v sdo as pontas de e. O grau de um vértice v € Vg
consiste no numero de arestas incidentes a v em G. O grau minimo de um grafo é o minimo dentre
os graus de seus vértices. Um grafo G é completo se ha uma aresta unindo cada par de vértices
de G. Denota-se por K,, o grafo completo com n vértices. O grafo K; é denominado grafo trivial,
e o grafo Ky é denominado grafo vazio.

Um subgrafo de G é qualquer grafo H tal que Vi C Vg e Eg C Eg. Nesse caso, diz-se
que G contém H. Seja U C V. O subgrafo de G induzido por U, denotado por G[U], é o grafo
(U,{uwv € Eg : u,v € U}).

Um grafo G é denominado bipartido (bipartite) se Vi pode ser dividido em duas partes dis-
juntas U e V, tais que toda aresta de G é do tipo uv com u € U e v € V. Pode-se dizer, nesse caso,
que G é (U, V)-bipartido. Por exemplo, o grafo G = ({a,b,c,d,e, f},{ad,ae,bd,bf,ce}), represen-
tado na Figura 2.2, é bipartido: tomando os conjuntos U = {a,b,c} e V = {d, e, f}, representados
na figura pela linha pontilhada, toda aresta de G tem uma ponta em U e outra em V. Um grafo G
(U, V)-bipartido é bipartido completo se existe uma aresta entre cada vértice de U e cada vértice
de V. Denota-se por K, , o grafo bipartido completo em que uma das partes da biparticao tem m

vértices e a outra tem n vértices.

':\\d e f 4

Figura 2.2: Ezemplo de grafo bipartido. Toda aresta tem uma ponta no conjunto U e outra no conjunto V.

Um emparelhamento (matching) de um grafo G é um subconjunto M de Eg tal que, para
todo vértice v de GG, no maximo uma aresta incidente a v estd em M. Um emparelhamento M de
um grafo G é denominado perfeito se, para cada vértice v de GG, exatamente uma aresta incidente
a v estd em M. Como exemplo, um emparelhamento do grafo da Figura 2.2 é o conjunto {ad,bf, ce}
(ver Figura 2.3); note que se trata de um emparelhamento perfeito.

O problema do emparelhamento perfeito de custo minimo consiste em:

Problema MINEP (G,c): Dados um grafo G que possui um emparelhamento perfeito e
um custo ¢, nao-negativo associado a cada aresta e de GG, encontrar um emparelhamento

perfeito M de G tal que a soma dos custos das arestas em M seja minima.

Esse problema pode ser resolvido em tempo O(n?), onde n = |Vg/|, utilizando o algoritmo hingaro
para grafos bipartidos [Kuh55, Law00| ou o algoritmo de Edmonds para grafos arbitrarios [Edm65,
CR99]. (Embora ambos algoritmos tenham a mesma complexidade assintética, o algoritmo hiungaro

¢ mais simples e induz implementagoes mais eficientes, sendo preferido quando o grafo de interesse
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d e f

Figura 2.3: As arestas mais escuras formam um emparelhamento perfeito do grafo da Figura 2.2.

é bipartido.) Uma variante desse problema ¢ estudada na Parte II.

Um caminho é um grafo G para o qual existe uma permutacao (vq,vs,...,v,) de Vi tal que as
arestas de G sdo exatamente v;_1v;, para ¢ = 2,...,n. Se G é um subgrafo de um grafo H, entdo G
¢ um caminho (de v; para v, ou entre v; e v,) de H. O comprimento de um caminho é seu
namero de arestas. Um exemplo é mostrado na Figura 2.4(a).

Um grafo G é conexo se, para todo par u,v de vértices de GG, existe um caminho de u para v
em G. Um grafo que ndo é conexo é desconexo. Um componente C' de um grafo G é um subgrafo
conexo maximal de G; isto é, ndo existe subgrafo conexo de G que contenha C' propriamente.

Um circuito é um grafo G com ao menos 3 vértices para o qual existe uma permutacao
(v1,v2,...,v,) de Vi tal que as arestas de G sdo exatamente vjv, e v;_1v;, para i = 2,...,n.
Se G é um subgrafo de um grafo H, entao G é um circuito de H. O comprimento de um circuito é
seu niamero de arestas. Um exemplo é mostrado na Figura 2.4(b). A cintura (girth) de um grafo G

que contém ao menos um circuito, denotada por ¢g(G), é o comprimento de um menor circuito de G.

(a) (b)

Figura 2.4: (a) Um caminho de comprimento 4. (b) Um circuito de comprimento 3.

O seguinte fato serd usado adiante.
Fato 2.1: Todo grafo com n vértices e ao menos n arestas tem um circuito.
O teorema a seguir, com uma pequena variagao no enunciado, é apresentado em [Bol78, p. 104].

Teorema 2.2: Sejam g > 3,0 > 3 en := (119)9. Existe um grafo G com n vértices, cintura

pelo menos g e pelo menos (§ — 1)n arestas.

Demonstracao: Considere a classe G de todos os grafos com conjunto de vértices {1,...,n} e dn

arestas. Note que todo grafo de G tem um circuito, logo sua cintura esté definida. Observe também

61 = <(5273> :

das (g) arestas que o grafo pode ter, tome dn. Para £ = 3,...,n, o numero de circuitos de compri-

que
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mento ¢ que podem ser formados com n vértices é

%(4—1)!@‘) :

escolhidos ¢ dos n vértices ((7;) possibilidades), existem ¢! permutacoes desses vértices. Se for apli-
cada uma rotagdo e/ou uma inversao (2¢ possibilidades) a uma dessas permutagdes, e somente
nesses casos, o circuito obtido é o mesmo, logo % dessas permutacoes definem um circuito distinto.

Note que

1 n 1 n! 1 n! 1 1
5(6—1)!<€> :i(g_l)!m:ﬂ'(n—ﬂ)! :Q—B(n(n—1)---(71—5%—1))<2—611z

Por argumento semelhante, fixado um circuito de comprimento ¢, o numero de grafos em G com

(©-1)

Entao, o namero total de circuitos de comprimento ¢ em G, contando repeticoes, é menor que

1 oo((5) ¢
20" <5n—€ ’

logo a média aritmética do ntimero de circuitos de comprimento ¢ nos grafos em G é menor que

(0@

Assim, a média aritmética do ntiimero de circuitos de comprimento menor que g nos grafos em G é

esse circuito é no maximo

menor que
1

g— -1
f (5)
f 5n - on ’
(=3
que é menor que n:

S (B (@) - S (9

(B e

~

<

(=3

9-1 2 /2N ¢

(edn=)" (n

< — .
=L 4 (23)
& (4ed)

~ 2

g—1
< (116)*

(=3
o (116)9 — (116)?
B 116 -1

< n.
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A igualdade (2.1) segue do fato de que, para inteiros i < b < a,

Ja a desigualdade (2.2) segue de
e de [CLRS01, Equagao C.5]

A desigualdade (2.3) segue pois n > 2 e

n n?
> .
2 4
Entao, pelo fato de toda populacao possuir um elemento cujo valor é menor ou igual ao valor
da média aritmética, existe um grafo G’ em G com menos que n circuitos de comprimento menor

que g. Seja G o grafo obtido de G’ pela remocao de uma aresta de cada tal circuito. Entao G tem

mais que on —n = (0 — 1)n arestas e cintura pelo menos g, como queriamos demonstrar. O
Esse teorema tem o seguinte corolario, que seré utilizado mais adiante.

Corolario 2.3: Para todo k > 332, existe um grafo conexo com n > k vértices, cintura

pelo menos logss n e mais que 2n arestas.

Demonstracio: Sejam n := 33/1°83%1 § .= 3 e g := logz3 n; tem-se que g > 3. Seja G um

grafo dado pelo Teorema 2.2, que possui (116)9 = 339 = n vértices, cintura pelo menos g e mais

que (6 — 1)n = 2n arestas. Caso G seja desconexo, sejam {C1,...,C.} seus componentes e v; um
vértice arbitrario de Cj, para ¢ = 1,...,c. Adicione a aresta viv;, para j = 2,...,¢; note que isso
nao cria novos circuitos. O grafo resultante tem as propriedades do enunciado. O

Um grafo sem circuitos é denominado aciclico ou uma floresta. Um grafo conexo e aciclico é

denominado uma Arvore. Numa &rvore, todo vértice de grau 1 é denominado folha.

Fato 2.4: Numa &drvore T' com n vértices, valem as seguintes propriedades:

(1) existe exatamente um caminho entre cada par de vértices;

(2) T tem exatamente n — 1 arestas;

(3) sen >3 e for adicionada uma aresta a T, o grafo resultante possui um circuito;
(4) sen > 2 e for removida uma aresta de T, o grafo resultante é desconexo;

(5) sen >2, T tem ao menos duas folhas.

Note que todo componente de uma floresta é uma &arvore, e portanto, uma floresta tem no ma-
ximo n — 1 arestas. Observe também que o Fato 2.1 segue dos itens (2) e (3).

Uma arvore T é denominada enraizada se é feita distingdo de um vértice r de T'. Nesse caso, r
¢ denominado a raiz de 7. Sejam u e v dois vértices adjacentes em T'. Se u precede v no caminho

de r até alguma folha, entdao u é denominado o pai de v, e v um filho de w. O maior comprimento
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de um caminho entre r e uma folha de 7" é denominado a altura de T'. Na Figura 2.5 é mostrada
uma arvore enraizada de altura 2.

Seja T uma arvore enraizada com raiz r e altura h. Defina-se entdo o nivel de um vértice v
de T como o valor h menos o comprimento do caminho de v até r. Isto é, a raiz tem nivel h e os
filhos de um vértice no nivel ¢ tém nivel ¢ — 1. Uma aresta uv tem nivel igual ao méximo dentre o

nivel de u e o nivel de v. Na Figura 2.5, o vértice v tem nivel 1 e a aresta rv tem nivel 2.

Definigao 2.5 (HST): Uma &arvore k-hierarquicamente bem-separada (k-HST, do
inglés k-hierarchically well-separated tree) é uma arvore enraizada em que a cada aresta é
associado um custo real positivo com a seguinte restricao: arestas de mesmo nivel tém o
mesmo custo, e dado um vértice v que nao seja raiz nem folha, a razao entre o custo da

aresta de v ao pai de v e o custo de uma aresta de v a um filho de v é pelo menos k.

Eventualmente, um vértice interno pode ter um tunico filho. A arvore da Figura 2.5, por exemplo,
é¢ uma 3-HST. O conceito de HST facilita o projeto de algoritmos simples, em especial algoritmos
de divisdo e conquista, para diversos problemas [Bar98, FRT04b, KT02, BBBT97].

r

nivel 2

nivel 1

nivel 0

Figura 2.5: Uma drvore enraizada de altura 2 e raiz r. O vértice v tem nivel 1 e a aresta rv tem nivel 2.
Note que esta € uma 8-HST.

Definigao 2.6 (HST perfeita): Uma k-HST é perfeita se a razao entre o custo de arestas

consecutivas num caminho da raiz até uma folha é exatamente k.

Definicao 2.7 (HST de base t): Uma HST tem base t se todas as folhas tém o mesmo

nivel, e as arestas de nivel mais baixo tém custo t.

A arvore da Figura 2.5, por exemplo, é uma 3-HST perfeita, mas ndo tem base definida.

2.2 Probabilidade

Uma distribuigao de probabilidade discreta sobre um conjunto finito ndo-vazio €2 é uma
funcdo D : Q — [0,1] tal que > .o DP(w) = 1. Um espago probabilistico discreto ¢ um par

(©,D), onde Q é um conjunto finito e D é uma distribui¢do de probabilidade discreta sobre €.

Exemplo 2.8 (Distribuigao uniforme discreta): A distribui¢ao uniforme discreta sobre um

conjunto finito Q) qualquer consiste na funcao D(w) := 1/|Q|, para todo w € Q.
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Uma variavel aleatdria sobre 2 é uma funcdo X : Q@ — {A1,..., A\, }, onde \; é um niimero
real para i = 1,...,n. Um evento ¢ o conjunto X 1(9), para algum S C {A1,...,\,}. O evento
X~1(S) é denotado por [X € S] ou, se S = {z}, por [X = z]. As notagdes [X # z], [X > 7] e
[X < 2] sao definidas de maneira analoga.

A probabilidade do evento [X € S] é o niimero D(X ~1(S)), denotado por P[X € S]. A espe-

ranca ou valor esperado da variavel aleatéria X é o niimero
n

E[X]:=) A\i-P[X =\
i=1

Fato 2.9 (Linearidade da Esperanca): Sejam X e Y varidveis aleatorias e o um niimero
real. Entao,
E[X + oY] = E[X] + - E[Y].

Fato 2.10 (Desigualdade de Markov): Seja (2, D) um espago probabilistico discreto e X
uma varidvel aleatoria sobre () que assume apenas valores nao-negativos. Entdo, para todo
A > 0, vale que

P[X >\ < — - E[X].

> =

Demonstracao: Seja X : Q — {\1,...,\,}. Entéo,

EX]=3 A PIX =AJ> 3 A BX=A]> 3 A-BX = A] = A-BX > Al
i=1 Ai>A Ai>A

O

Uma das distribuicoes de probabilidade utilizadas neste trabalho nao é discreta, mas continua.
Para definir distribuigdes de probabilidade continuas, sdo necessérios os seguintes conceitos. Uma

o-algebra de um conjunto 2 é uma colecao F de subconjuntos de €2 tal que:
o ) e F;
e para todo A € F, vale que Q\ A € F;
e para toda familia A, Ay, ... de conjuntos em F, vale que | J; A; € F.

Uma funcao D : F — [0,1] é F-aditiva se, para toda familia A1, As, ... de conjuntos dois a dois

disjuntos em F, vale que
D(J4) =) D(4).

Uma tal fun¢do D ¢ uma distribuigao de probabilidade continua sobre (2, F) se D é F-aditiva e
D(Q) = 1. Um espago probabilistico continuo é uma tripla (2, F, D) tal que F é uma o-algebra
de ©Q e D é uma distribuicao de probabilidade continua sobre (€2, F).

Seja A C Q. A funcgao caracteristica de A, denotada por fy4, é a fungao f4 : Q@ — {0,1} tal
que fa(w) =1sew € Ae fa(w) =0 caso contrario, para todo w € Q.
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Exemplo 2.11 (Distribui¢ao uniforme continua): Para Q C R e uma o-dlgebra F de Q, a
distribui¢do uniforme continua é a distribuicao de probabilidade continua D sobre (2, F) tal

que

d
D(A) := M para todo A € F.

a fQ fa(z)dz’
Exemplo 2.12: Seja A = [a,b) C R e F a o-algebra composta pelas unioes enumeraveis

de subintervalos de A. Entao a distribui¢ao uniforme continua sobre (A, F) é a fun¢ao

D los ) = 2=t 20,

i=1
onde [a;,b;) C A parai=1,...,n ea;11 > b; parai < n.

Neste texto, com excegao da distribui¢do continua uniforme (usada no Capitulo 4), s6 serdo
consideradas distribuicoes de probabilidades e espacos de probabilidade discretos. Assim sendo, a

denominagao “discreto(a)” sera omitida no restante do texto.

2.3 Modelo de Computacao

Neste trabalho é utilizado o modelo de computacao RAM real (real-RAM) [PS85]. Nesse modelo,
é possivel manipular niimeros reais arbitrarios, e cada operacao envolvendo nimeros reais consome
apenas uma unidade de tempo.

Adicionalmente, supoe-se que os algoritmos tém acesso a um gerador de nimeros reais ale-
atorios, isto é, um algoritmo RANDUNI que em tempo constante devolve um real aleatério com
distribui¢ao uniforme no intervalo [0,1). Implementagoes aproximadas desse algoritmo podem ser
vistas em Knuth [Knu98|. O algoritmo RANDUNI pode ser facilmente modificado em tempo cons-
tante para sortear, com distribui¢do uniforme, um real aleatério num intervalo limitado qualquer
ou um elemento aleatério de um conjunto finito qualquer [Rob95|, ou ainda, em tempo linear no
tamanho do conjunto, uma permutacdo uniformemente aleatéria de um conjunto finito [CLRS01,
Secao 5.3]. Um algoritmo que utiliza RANDUNI é denominado um algoritmo probabilistico ou

aleatorizado (randomized algorithm).

2.4 Problemas de Otimizacao e Algoritmos de Aproximagao

Um problema de otimizacgao consiste num conjunto Z de instancias e, para cada instancia
em Z, num conjunto Sol(/) de solugdes viaveis para I e numa fungao que atribui um valor val(S, I)
para cada solu¢ao S em Sol(/). Uma instancia é denominada viavel se possui alguma solugao
vidvel. Num problema de minimizagao, deseja-se obter soluges vidveis de valor minimo; num
problema de maximizacao, solucoes vidveis de valor maximo. Em ambos os casos, utiliza-se
os termos “valor 6timo”, “solucao 6tima” e “problema de otimizagao” no lugar de valor minimo
(méximo), solugao de valor minimo (maximo) e problema de minimiza¢ao (maximizagao). O valor
de qualquer solugao 6tima para uma instancia viavel I é denotado por opt(I), ou simplesmente por
opt se a instancia I estiver implicita. Neste trabalho, o foco é em problemas de minimizacao; nesse

caso, ¢ comum denominar o valor val(S,I) de uma solu¢do S de I como o custo de S.
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Seja A um algoritmo que, para um problema de minimizacdo P com solug¢oes de custo ndo-
negativo, devolve uma solugao viavel A(I) para cada instancia viavel I de P. Dados a : Z — R e
um real d > 0, diz-se que A é uma a-aproximacao assintdtica para P se, para toda instancia
viavel I, vale que

val(A(I),I) < a(I) - opt(I) +d.

Se d = 0, entdo A é uma a-aproximacgao para P. Diz-se, entdo, que A é um algoritmo de
aproximacgao para P. O infimo (sobre todas as instancias) dos nimeros a que satisfazem essa
desigualdade é denominado fator de aproximacgao de A e, claramente, a > 1. Conceitos analogos
podem ser definidos para problemas de maximizacao.

Seja A um algoritmo probabilistico que, para um problema de minimizagdo P com solugoes
de custo ndo-negativo, devolve uma solugao viavel A(I) para cada instancia viavel I de P. Note
que, neste caso, val(A(I),I) é uma variavel aleatéria, com espago de probabilidade definido pelos
sorteios realizados por A. Dados «: Z — R e um real d > 0, diz-se que A é uma «a-aproximacgao

probabilistica assintética para P se, para toda instancia vidvel I, vale que
El[val(A(I),I)] < a(I) - opt(I) + d.

Se d = 0, entao A é uma a-aproximacao probabilistica para P. Diz-se, entdo, que A é um
algoritmo de aproximacgao probabilistico para P. O infimo (sobre todas as instancias) dos
numeros « que satisfazem essa desigualdade é denominado fator de aproximacao esperado
de A. Conceitos anédlogos podem ser definidos para problemas de maximizacao.

Algoritmos de aproximagao sao de especial interesse em problemas de otimizagao NP-dificeis,
para os quais nao existe algoritmo polinomial que garanta obter uma solucdo 6tima, a menos
que P = NP. Para tais problemas, um algoritmo de aproximacao polinomial garante devolver uma
solucdo com custo limitado por um fator do valor 6timo, o que pode ser suficiente numa aplicacao

prética.

2.5 Algoritmos Online e Anéalise Competitiva

Informalmente, um problema de otimizacao é denominado online se a seguinte restricao adi-
cional for satisfeita. Cada instdncia é vista como uma sequéncia de requisicoes, e cada requisicao
deve ser “atendida” sem conhecimento das requisi¢oes futuras. Um algoritmo para um problema de
otimizagdo online é um algoritmo online.

Como exemplo, considere o problema do escalonamento (scheduling) em maquinas idénticas. Sao
dadas m méquinas e n tarefas; cada tarefa 1 < k <n tem um tempo de duragdo ¢(k). O objetivo é
encontrar uma distribuicao das tarefas entre as maquinas de forma a minimizar o tempo maximo

que uma méquina trabalha. Formalmente, o problema é descrito da seguinte forma.

Problema ESCALONAMENTO (m,t): Dados um inteiro m > 0 e uma sequéncia (t(1),...,t(n))
de niimeros positivos, encontrar uma sequéncia (s(1),...,s(n)), onde s(k) € {1,...,m} para

1 <k < n, de forma a minimizar maxi<;<m Y .s(k)=; t(k)-

Uma versao online desse problema consiste no seguinte. Uma instancia é uma sequéncia (Iy, I1, Io, . . .)
de instancias de ESCALONAMENTO com um niimero m de méquinas fixo. Para ¢ =0,1,2,..., tem-

se I; = (m, (t(1),...,t(2))). Um algoritmo online comega com uma solucio Sy = () para Iy e, dada
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uma solugao S; = (s(1),...,s(i)) para I;, escolhe s(i 4+ 1) tal que Si11 = (s(1),...,s(i),s(@i + 1))
¢ uma solucado para I;;1. Isto é, a cada instante, chega uma nova tarefa e o algoritmo deve decidir
em qual méaquina escalona-la, sem modificar o escalonamento feito para as tarefas anteriores.

As duas principais maneiras de analisar um algoritmo online sdo anélise de caso médio e ana-
lise competitiva. Numa andlise de caso médio, considera-se uma distribuicao de probabilidade nas
sequéncias de entrada e calcula-se o custo esperado da solugdo produzida pelo algoritmo, dada uma
entrada escolhida de acordo com tal distribuicao de probabilidade. Numa anélise competitiva, o
objetivo é estabelecer uma garantia de qualidade de um algoritmo online através da comparacao
com o custo 6timo offline, que é o custo de uma solucao devolvida por um algoritmo hipotético
que tem conhecimento da sequéncia de requisi¢des como um todo. O foco deste texto é na anélise
competitiva, que é formalizada pelas seguintes defini¢oes.

Dada uma insténcia I de um problema de otimizagao online P, denote por opt(I) o custo 6timo
offline de 1.

Sejam P um problema de minimizacao online com solugoes de custo ndo-negativo e Z o conjunto
de instancias de P. Seja A um algoritmo online para P. Dados «: Z — R e um real d > 0, se, para

toda instancia viavel I de P, o algoritmo A produz uma solugao viavel S de I que satisfaz
val(S,I) < a(l) - opt(l) +d,

entdo se diz que A é a-competitivo. O infimo (sobre todas as instancias) dos numeros « que
satisfazem essa desigualdade é denominado fator de competitividade de A. Conceitos analogos
podem ser definidos para problemas de maximizac¢ao online.

Embora as definigoes de algoritmo a-competitivo e a-aproximacao assintdtica sejam parecidas,
a andlise competitiva compara a solu¢ao de um algoritmo com o custo 6timo offline, enquanto que
na anéalise de um algoritmo de aproximagdo a comparagdo é com uma solucdao 6tima global. Aqui,
o uso da constante d é importante para que o fator de competitividade nao tenha dependéncia das
requisicoes iniciais, e sim da sequéncia I como um todo.

Seja A um algoritmo online probabilistico para um problema de minimizagao online P com
solucoes de custo ndo-negativo e conjunto de instancias Z. Dados a : Z — R e um real d > 0, se,

para toda instancia viavel I de P, o algoritmo A produz uma solucao vidvel S de I que satisfaz
E[val(S,I)] < «(I) - opt(I) + d,

entdo se diz que A é a-competitivo' (no sentido probabilistico). O infimo (sobre todas as instan-
cias) dos numeros « que satisfazem essa desigualdade é denominado fator de competitividade
esperado de A. Conceitos analogos podem ser definidos para problemas de maximizagao.

Aqui vale a pena ressaltar que, diferentemente do estudo de algoritmos de aproximagao poli-
nomiais, nem sempre sao feitas restrigdes ao consumo de tempo ou de espago do algoritmo online,
embora em geral seja desejavel obter algoritmos eficientes. O objetivo é, principalmente, entender
se a restricao de computagdo online impoe alguma perda de garantia de qualidade das solugoes

devolvidas e, em caso afirmativo, delimitar essa perda.

10 modelo de algoritmos online probabilisticos aqui utilizado corresponde ao modelo do adversario inconsciente
(oblivious adversary) descrito em [BEY98, Segao 7.1], no qual o adversério conhece o codigo do algoritmo, mas nao
conhece os resultados dos sorteios realizados pelo mesmo em tempo de execugao.
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2.6 O Numero Harmoénico

A seguinte definicao seré utilizada no restante da dissertacao.

Definicao 2.13: O n-ésimo niimero harménico, paran =1,2,..., é a somatoéria

1 I |
1+=-4+...+—= =
+2+ +n Zi’
=1
a qual se denota por H,,.

Fato 2.14: Paran > 1, vale que Inn < H, <1+ Inn, logo H,, = O(lgn).

Uma prova desse fato esta disponivel em [CLRSO01, Segao A.2].
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Capitulo 3
Introducao

Neste capitulo sao apresentadas algumas definicGes sobre métricas e aproximagao de métricas,

bem como alguns limites inferiores sobre aproximagao de métricas por métricas arboéreas.

3.1 Meétricas

O conceito de métrica é uma formalizacdo da nogdo de distancia entre os elementos de um

conjunto.

Defini¢ao 3.1: Uma métrica é um par (V,d), onde V é um conjunto e d é uma fungao de

V x V em R tal que, para todo u,v,w em V:

0

0 se e s6 se u = v (identidade dos indiscerniveis);
= d(v,u) (simetria);

d(u, w) + d(w,v) (desigualdade triangular).

A funcao d é denominada distancia. Se V' ¢ finito, entdo se diz que a métrica é finita; nesse
caso, o tamanho da métrica é o tamanho de V. Para nao carregar a nota¢ao, denota-se (u, v) por uv.
A fim de evitar ambiguidades quando se referindo a mais de uma métrica, é usual denotar V' por Vjs

e d por dys para uma métrica M = (V,d).

Exemplo 3.2: Para t > 0, a métrica t-uniforme com n pontos consiste em (V,d), onde V
é um conjunto de tamanho n e, para u,v € V, d(u,v) :=t se u # v, e d(u,v) := 0, caso

contrario.
Demonstracao: As propriedades de nao-negatividade, identidade dos indiscerniveis e simetria
valem trivialmente. Resta mostrar que vale a desigualdade triangular.

Sejam w,v € V. Se d(u,v) = 0, tem-se que, para todo w € V, d(u,w) > 0 e d(w,v) > 0, logo
d(u,v) < d(u,w) + d(w,v). Se d(u,v) = t, entdo u # v e, para todo w € V, tem-se que w # u ou
w # v. Logo d(u,w) + d(w,v) >t e, portanto, d(u,v) < d(u,w) + d(w, v). O

Chama-se uma métrica de uniforme quando ela é t-uniforme para algum valor real ¢ > 0.

A seguir é definido o conceito de raio de uma submétrica.

19
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Definigao 3.3: Seja S C Vi; e w um elemento de Vys, nao necessariamente em S. Diz-se

que S tem raio r em relagao a w se r é a maior distdncia entre w e algum elemento de S.

Uma métrica comum em diversas aplicagoes é a seguinte.

Exemplo 3.4: Seja G um grafo conexo com um custo positivo associado a cada aresta.
Defina o custo de um caminho P em GG como a soma dos custos das arestas em P. Seja d a
fungao que associa a cada par ordenado de vértices (u,v) de G o custo de um caminho de

custo minimo de u a v em G. Entao (Vg,d) é uma métrica.

Demonstracao: Sejam u, v e w vértices quaisquer de G. Observe que, como G é conexo, d(u,v)
estd bem definida: existe pelo menos um caminho de u a v em G, e o namero de caminhos em G é

finito.

Note que o caminho trivial tem custo zero. Além disso, toda aresta tem custo positivo, logo
d(u,v) > 0.

Claramente, tomando o caminho trivial, d(u,u) = 0. Além disso, como toda aresta tem custo

maior que zero, se u # v, entdo d(u,v) > 0.

Como o reverso de um caminho de u a v é um caminho de v a u e vice-versa, todo caminho de

custo minimo de u a v corresponde a um caminho de custo minimo de v a u. Logo d(u,v) = d(v,u).

Sejam P, () e R caminhos de custo minimo entre u e v, u e w e w e v, respectivamente. Note que
a concatenacao de () e R contém um caminho de u a v de custo no maximo d(u,w) + d(w,v). Tal
caminho tem custo maior ou igual ao custo de P, ja que P é minimo. Logo d(u,v) < d(u,w)+d(w,v).
(]

Diz-se que essa é a métrica induzida pelas distancias no grafo G, e que a fungdo d ¢é a
distancia em G. Dado um grafo G com custos positivos nas arestas, denota-se por dg a distancia
em (. Note que toda métrica finita corresponde & métrica induzida pelas distancias num grafo, por

exemplo, o grafo completo com custos nas arestas iguais as distancias na métrica (ver Figura 3.1).

1
d|1 2 3 4
1170 1 2 1 9
211 0 1 3 1
312 1 0 4
411 3 4 0
(a)
3 4 4
(b)

Figura 3.1: (a) Uma métrica definida sobre o conjunto {1,2,3,4}; (b) um grafo correspondente a essa
métrica.

Definicao 3.5: A métrica estrela é a métrica induzida pelas distancias no K1 ,,, com custo 1

em cada aresta.
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Dada uma métrica (V,d), para manter compatibilidade com a terminologia de grafos, é comum
denominar os elementos de V' por vértices e um par de vértices de V por aresta. O valor d(u,v),
para u # v, pode ser pensado como o custo da aresta uv. A maior distancia entre dois vértices de
uma métrica M é o didametro de M, denotado por diam(M ). Similarmente, dado um grafo G com

custos positivos nas arestas, o diametro de G, denotado por diam(G), é o valor maxy, v, dg(u,v).

Defini¢ao 3.6: Uma métrica M é arbérea (tree metric, ou métrica aditiva) se existe uma
arvore I' com custos positivos nas arestas tal que Vr O Vyy e, para quaisquer u,v € Vyy,

vale que dp(u,v) = dr(u,v).

A Figura 3.2(a) mostra um exemplo de métrica arborea. A arvore da Figura 3.2(b) contém os
vértices dessa métrica, e as distdncias na métrica e na arvore sao idénticas. Note que, nesse caso,
a arvore possui mais vértices que a métrica. Além disso, uma mesma meétrica arborea pode ser

equivalente & distdncia em mais de uma arvore diferente.

QUL O R

= w w o
Ol O Wl
W O = WO
O W Ot |,

—
&
~

(b)

Figura 3.2: (a) Uma métrica arbdrea definida sobre o conjunto {a,b,c,d}; (b) uma drvore cuja métrica
induzida por suas distdncias restrita a {a,b,c,d} € idéntica a essa métrica.

Diversos problemas de otimizacao em métricas tém uma solugao mais simples, menos custosa
ou com melhor fator de aproximacao, quando restritos a métricas arbéreas. Portanto, uma estra-
tégia para obter bons algoritmos é aproximar a métrica de interesse por uma métrica arboérea. No
Capitulo 4, é apresentado um algoritmo para obter uma tal aproximaciao com baixa “distorgao”,
que resultou em algoritmos de aproximagao para diversos problemas (ver Secao 1.2). A proxima
secao define melhor o que seria uma métrica “aproximar” outra, e mostra como um algoritmo pode

utilizar essa aproximagao como sub-rotina.

3.2 Aproximacao de Métricas

Nesta secao serd formalizado o conceito de aproximacao de métricas, e como esse conceito pode

ser utilizado para obter bons algoritmos de aproximagao.

Definicao 3.7: Uma métrica M’ domina outra métrica M se Vi = Vi e

dpp (u,v) > dar(u,v)  para todo u,v € V.

Definicdo 3.8: Seja a > 1. Uma métrica M’ a-aproxima outra métrica M se M’ do-
mina M e

dyp(u,v) < a-dpyr(u,v) para todo u,v € Viy.

Eventualmente, o pode depender de M. O infimo dos niimeros o« > 1 que satisfazem essa
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desigualdade é denominado distor¢ao de M’ em relacao a M.
Uma defini¢do analoga para o caso probabilistico é a seguinte.

Definicao 3.9: Seja & uma familia de métricas e D uma distribuicao de probabilidade
sobre S. Dado um niimero positivo «, diz-se que (S, D) a-aproxima probabilisticamente

uma métrica M se cada métrica em S domina M e

Enrepsldyr (u,v)] < a-dy(u,v), para todo u,v € V.

Claramente, a distribuicao de probabilidade D deve ser discreta se a familia S for finita, e conti-
nua se S for infinita. Em alguns pontos do texto, seréd feito abuso da nomenclatura e, dada uma
métrica M’ escolhida de & com probabilidade D(M’), dir-se-a4 que M’ a-aproxima M.

O fato a seguir simplifica algumas demonstragdes sobre aproximacao de métricas.

Fato 3.10 (Transitividade da Aproximacao de Métricas): Seja M uma métrica e suponha
que (S,D) a-aproxime probabilisticamente M. Para cada métrica N € S, seja (Sy,Dn)
que f-aproxime probabilisticamente N. Sejam entao &' := |Jy.s S~ e D' a distribuicao de
probabilidade sobre S’ tal que, para cada L € §', D'(L) := ) y.5.. 51 P(N) - Dn(L). Entéao
(8, D) ap-aproxima probabilisticamente M.

Demonstracao: Claramente, D’ é uma distribui¢ao de probabilidade, pois

Y > DWN)-Dn(L)=>_ > D) -Dy(L)=> D(N) > Dy(L)=)» D)=

LeES' N:Sy>L NeS LeSy NeS LeSN NeS
Para métricas N € S e L € Sy e vértices u,v € Vi, vale que dr(u,v) > dny(u,v) > dy(u,v), logo

toda métrica em S’ domina M. Além disso, para todo u,v € Vyy,

Ere, s [dr(u,v)] = Z D' ~dr(u,v)
LeS’

= > | Y. D) D) ]| -dp(u,v)

LeS’ \N:Sy>L

= > > D(N) Dn(L)-dp(u,v)

NeS LeSy

= Y _D(N)[ > Dn(L)-dy(u,v)
Nes LeSn

= Z D(N) . ELEDNSN [dL(U,U)]
NeS

< Y D{)-B-dy(u,v)
NeS

= B . ENEDS[dN(u7U)]

< Oéﬂ . dM(uav)'
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Esse teorema mostra que é possivel compor algoritmos de aproximacao de métricas da seguinte
forma. Seja A um algoritmo que recebe uma métrica M € C e devolve uma métrica N € S com
probabilidade D(NV), onde (S,D) a-aproxima probabilisticamente M. Seja B um algoritmo que,
para toda métrica N € S, devolve uma métrica L € Sy com probabilidade Dy (L), onde (Sy, Dy)
[B-aproxima probabilisticamente N. Entao, o algoritmo que resulta da composicao de B com A
recebe uma meétrica M € C e devolve a métrica L = B(A(M)) € |JycsSn com probabilidade
ZN:SNaL D(N)-Dn(L). Logo L af-aproxima probabilisticamente M. Essa composicao é util, em
especial, quando as métricas em |Jycg SNy tém uma estrutura especifica que é utilizada por um
determinado algoritmo. Assim, em vez de projetar um novo algoritmo para aproximar a métrica M,
pode ser mais simples projetar um algoritmo para aproximar uma métrica em S por uma métrica
em Uyes Sn-

Seja x um vetor de niimeros reais indexado por Vjs X Vis, onde M é uma métrica. Denota-se por
xodys o somatério >, v, X(u,v) - dar(u, v). O teorema a seguir formaliza a ideia de compor um
algoritmo de aproximagado para uma classe restrita de métricas com um algoritmo de aproximacao
de métricas. Foi adicionada uma restri¢ao, o item (2), em relagao ao enunciado original, além de uma
modificacao no item (1); essas adi¢bes mostraram-se necessarias durante a tentativa de reescrever

a demonstracao original.

Teorema 3.11 (Bartal, 1996 [Bar96, Teorema 4|): Seja P um problema de minimiza¢ao
em que cada instancia I contém uma métrica M. Seja I(M,M') a instancia obtida pela

substitui¢ao de M por M’ em I. Suponha que

(1) para cada solugao viavel S de I, o valor val(S,I) seja uma combinacao linear das

distancias em M, com coeficientes nao-negativos;
(2) para toda métrica M’ tal que Vyp = Vi, valha que Sol(I{M,M')) = Sol(I);

(3) exista uma (-aproximacgao B, probabilistica ou deterministica, para P quando este é

restrito a uma classe de métricas C;

(4) exista um algoritmo A que, dado M, devolve uma métrica M' = A(M) de S C C com
probabilidade D(M'), onde (S, D) a-aproxima probabilisticamente M.

Entao,
E[val(B(I{(M,A(M))),I)] < af -opt(I),

onde a esperanca diz respeito as escolhas aleatorias realizadas por A e eventualmente por B,
se B for probabilistico. Ou seja, A e B compostos formam uma «af-aproximacao probabilis-

tica para P.

Demonstracio: Sejam M’ := A(M), I' := I{M,M') e OPT(I) e OPT(I') solu¢bes Gtimas
quaisquer de I e I’ respectivamente. Note, pelo item (2), que B(I’) € Sol(I) e OPT(I) € Sol(I").
Do item (1), para cada S € Sol(I), existe um vetor xg indexado por Vjs x Vi com entradas
nao-negativas, tal que val(S,I) = xg odys e val(S,I') = xg o dpyr. Entdo, utilizando a linearidade

da esperanca,

E[val(B(I'),I)] = E[xp()odu]
E[xp(rry o das] (do item (4) e da Defini¢ao 3.7)

IN
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— Epal(B(I'), I')

B - E[val(OPT(I"),I')] (do item (3), j4 que M’ € C)
B - E[val(OPT(I),I")] (da definigdo de 6timo)

= B Z XOoPT(I) (’U,,U) ’ E[dM'(u7v)]

u,vEVs

< B Z Xopr(r) (U, v) - a - dp(u,v) (do item (4))

u,vEVs

= af -opt(]).
U

Esse resultado pode ser adaptado para problemas de otimizac¢ao online: no lugar da S-aproxi-
macao exigida no item (3), pede-se um algoritmo online S-competitivo, e o que se obtém é um
algoritmo online probabilistico a8-competitivo.

O foco deste trabalho é o caso em que C consiste na classe das métricas arboreas. Seja entao A
um algoritmo que, dada uma meétrica arbitraria M, obtém uma métrica arborea T' € S com proba-
bilidade D(T"), onde § C C e (S, D) a-aproxima probabilisticamente M. O teorema implica que A
pode ser composto com uma [(-aproximacao para P restrito a métricas arboreas, de forma a obter
uma «f-aproximacao probabilistica para o caso geral de P. Na secdo a seguir sdo apresentados

alguns resultados especificos para aproximagao de métricas por métricas arboreas.

3.3 Aproximagao de Métricas por Métricas Arbodreas

Nesta se¢ao sao apresentados alguns limites inferiores sobre aproximagao de métricas por mé-
tricas arboéreas.
A demonstracdo do seguinte teorema nao sera apresentada, uma vez que envolve conceitos de

topologia algébrica, que fogem do escopo deste trabalho.

Teorema 3.12 (Rabinovich e Raz, 1998 [RR98, Corolario 5.3]): Para todo n suficiente-
mente grande, existe um grafo conexo G com n vértices tal que, se a métrica induzida pelas

distancias em G é a-aproximada por uma métrica arborea, entao o = Q(n).

3.3.1 Limite Probabilistico

Uma pergunta que se segue a constatacdo do Teorema 3.12 é se o mesmo limite se aplica a
aproximagoes probabilisticas por métricas arboreas. Diversos exemplos mostram que nao (um deles
sera discutido no Capitulo 4). Portanto, é interessante obter um limite inferior também para o
caso probabilistico. Nesta secao mostra-se que toda aproximacao probabilistica de uma métrica
arbitraria por métricas arbéreas tem distorcao esperada pelo menos logaritmica no numero de
vértices da métrica. A secdo se baseia no trabalho de Bartal [Bar96].

Considere um grafo conexo G com um custo positivo c¢g(u,v) para cada aresta uv de G. Uma
{-particao fraca de G é uma particao P de Vg tal que, para toda parte U de P e todo par u,v
de U, vale que dg(u,v) < ¢. Note que, se ¢ > diam(G), qualquer parti¢ao de Vi satisfaz essa
condi¢ao. O valor £ é denominado o diAmetro das partes de P.

Dada uma distribuicao de probabilidade D sobre as £-particoes fracas de G e uma aresta uv €

Eg, seja zp(u,v) a probabilidade de u e v estarem em partes distintas de uma ¢-partigao fraca
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de G escolhida segundo D. Dados parametros » > 0, p > 0 e A > 0, uma (r,p, \)-particao
probabilistica fraca de G é uma distribuicao de probabilidade D sobre o conjunto de (rp)-parti¢oes

fracas de G tal que
M -r < A para toda aresta uv € Egq.
CG(U’ U)
Note que a fungao do parametro A é delimitar o valor de zp(u,v) em rela¢ao ao valor de cg(u,v),
enquanto que o parametro p delimita o didmetro das partes das particoes fracas de G. O parametro r,
por sua vez, serve para correlacionar esses dois limites. Informalmente, o teorema a seguir mostra
que nao é possivel diminuir muito a probabilidade de uma aresta ter seus vértices separados sem
aumentar o didmetro das partes das particoes fracas ou, reciprocamente, que nao é possivel diminuir
muito o didmetro das partes das partigoes fracas sem aumentar a probabilidade de uma aresta ter
seus vértices separados. O enunciado difere um pouco do original, visto que se notaram necessérias

algumas modificacoes.

Teorema 3.13 (Bartal, 1996 [Bar96, Teorema 15]): Para todo n suficientemente grande,
existe um grafo conexo G com n vértices e custo unitdrio nas arestas tal que se, para algum
p>lel> %, existe uma (r, p, \)-parti¢ao probabilistica fraca de G para todo r > 1, entao
Ap = Q(lgn).

Demonstracdo: Seja k& > 333. Pelo Corolario 2.3, existe um grafo G com n > k vértices que
possui cintura g(G) > logssn e m > 2n arestas. Observe que, se G é um grafo com cintura g, entao

existe um par de vértices cuja distancia em G é pelo menos |g/2].

Atribua custo 1 a cada aresta de G. Sejam p > 1 e A > % tais que \p < & logszn|. Tome

r = 2X; como \ > %,

particdo probabilistica fraca de G.

entdo r > 1. A prova consiste em mostrar que nao existe uma (r, p, A)-

Seja P o conjunto de todas as (rp)-particoes fracas de G. Pela definigao de (rp)-partigao fraca
de G, para toda parte U de P e todo par u,v de U, vale que dg(u,v) < rp =2\p < L% logss n].
Seja G[U] o subgrafo de G induzido por U. Note que G[U] é uma floresta pois, se G[U] possuisse
um circuito, tal circuito teria comprimento pelo menos logss n, logo existiria um par w,v € U tal
que dg(u,v) > L% logss n |, uma contradi¢ao. Assim, em qualquer rp-partigao fraca de G, o niumero

de arestas entre partes distintas ¢ pelo menos m — (n — 1) > m/2.

Para cada P € P, seja Xp(u,v) := 1 se u e v estdo em partes distintas de P, e Xp(u,v) :=0

caso contrdrio. Do paragrafo anterior, vale que »_, cp . Xp(u,v) >m/2.

Agora suponha, por contradi¢do, que exista uma (r, p, A)-partigdo probabilistica fraca D de G.
Por definigao, vale que zp(u,v) < % = % para toda aresta uv € Eg, e portanto ZuUEEG xp(u,v) <
m/2. Mas

ep(u,v) = Y Xp(u,v) - D(P) = Epepp[Xp(u,v)].
PeP

Logo

Z rp(u,v) = Z EPGD'P[XP(U’U)]:EPEDP Z Xp(u,v)| >

weFEqg weFEqg IS el

m
9 )

uma contradigao.

Portanto, se existem A > % e p > 1 tais que existe uma (r, p, \)-particio probabilistica fraca
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de G para todo r > 1, entdo Ap > ﬂloggz,, n|, ou seja, \p = Q(lgn). O

O seguinte lema também seré necessario. O mesmo ¢é enunciado por Bartal [Bar96] sem demons-

tragao.

Lema 3.14 (Bartal, 1996 [Bar96, segunda parte do Teorema 14]): Toda drvore T com custos

positivos nas arestas possui uma (r, 1, 1)-particao probabilistica fraca, para todo r > 1.

No trabalho original, esse lema é enunciado para 1 < r < diam(7"). Caso r > diam(7T"), basta
tomar D que vale 1 se e s6 se P = {V}. Para tal D, vale que zp(u,v) = 0, para toda aresta uv € Eg.
O Teorema 3.13 e o Lema 3.14 sdo utilizados, entdo, como base para o teorema a seguir, que

prova o limite desejado.

Teorema 3.15 (Bartal, 1996 [Bar96, Teorema 9|): Para n arbitrariamente grande, existe
um grafo conexo G com n vértices e custos positivos nas arestas tal que, se a métrica
induzida pelas distancias em G é a-aproximada probabilisticamente por métricas arbéreas,

entao a = Q(lgn).

Demonstracao: Seja G um grafo conexo com um custo positivo cg(u,v) associado a cada
aresta uv de G, e suponha que a métrica induzida pelas distancias em G seja a-aproximada proba-
bilisticamente por (S,D), onde S é um conjunto de métricas arboreas. O passo principal da prova

consiste em mostrar que, para todo r > 1, existe uma (r, a, 2)-partigdo probabilistica fraca de G.

Fixe um r > 1 e seja M uma métrica em S, escolhida com probabilidade D(M). Como M é
uma métrica arboérea, existe uma arvore 1" com custos positivos nas arestas, possivelmente com mais
vértices que M (e, portanto, que G), tal que M corresponde & métrica induzida pelas distancias
em T restrita aos vértices de G. Seja Dy uma (ra, 1, 1)-particao probabilistica fraca de T', dada

pelo Lema 3.14; logo, para toda aresta uv de T', vale que

xp, (U, v)
cr(u,v)

1

T

IN

(3.1)

Dada uma parti¢ao P de Vr, diz-se que P induz a particao P’ de Vi se dois vértices u e v de G
estdo na mesma parte de P’ se e s6 se estdo na mesma parte de P. Note que uma parti¢ao de Vi
induz uma tnica particao de V7, mas mais de uma particao de Vp pode induzir a mesma particao
de Vg, jd que T pode ter mais vértices que G. Note também que, se P é uma ¢-particao fraca de T,
entao P’ é uma (-particio fraca de G: para dois vértices quaisquer u e v de G numa mesma parte
de P, vale que dp(u,v) < £ e, como a métrica induzida pelas distdncias em T domina a métrica
induzida pelas distancias em G, vale que dg(u,v) < dr(u,v) e assim dg(u,v) < £.

Sejam Pg e Pr os conjuntos das (ra)-parti¢oes fracas de G e T, respectivamente, e dada P’ €

Pa, seja Pp(P') := {P € Pr: P induz P'}. Seja D¢ a distribuicio de probabilidade sobre Pg tal

que

Da(P)=Y_ > D) Dr(P).
)

TeS PePr (P’
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Segue a prova de que Dg é uma distribuigdo de probabilidade:

> Da(P) = Y > > D) Dr(P)

P'ePg P'ePg TES PEPr (P/

sy X o
TeS P'ePg PePr(P’)

= o) Y pu(p) (32)
TeS PePr

-y
TeS

= 1.

A igualdade (3.2) segue do fato de que uma particao de Vp induz uma tnica particdo de Vg, ja
que Vr 2 Vg.

Mais que isso, é possivel mostrar que Dg é uma (r, «r, 2)-parti¢ao probabilistica fraca de G. Para

isso, basta mostrar que
pg(u,v)
ca(u,v)

IN

2
T

para toda aresta uv de G, lembrando que zp, (u,v) é a probabilidade de u e v estarem em partes

distintas de uma (ra)-parti¢ao fraca de G escolhida segundo Dg.

Para cada T' € S e cada P € Prp, seja Tp a arvore obtida pela alteracao nos custos de 1" da
seguinte forma: se uv é uma aresta de 7' e u e v estao em partes distintas de P, entao cr, (u,v) := ra;

caso contrario, ¢z, (u,v) := cr(u, v). Entao, para toda aresta uv de T,

Epep, prlery (u,v)] = (1 —2p(u,v)) - cr(u,v) + zp(u,v) - ra
< ep(u,v) + ep(u,v) (3.3)
= 2-cp(u,v),

onde a desigualdade (3.3) vem da Equacao (3.1). Logo, para todo u,v € Vi, tem-se que

ETGDS/\PEDTPT [dTP (u7 U)] <2 ETGDS[dT(u7 1))] < 20- dG(u7 U)'

Se u e v estdo em partes distintas de P’ € Pg induzida por P, entdo dr,(u,v) > ra, ja que
toda aresta de Tp entre vértices de partes distintas de P’ (e portanto de P) tem custo ra. Logo
g (U, v) < Prepsapep, rldrs (u,v) > ral. Mas, como Erepsapep, prldre (u,v)] < 20+ dg(u, v),
utilizando a desigualdade de Markov (Fato 2.10),

1
x'DG (u, U) S PTGDS/\PEDTPT [dTp (U, ’U) 2 T'Oé] S a : ]ETEDS/\PGDT'PT [dTp (ua U)]
1
<

ro « G(U,’U)
2
2.4 .
, G(uav)

2

Logo zp,.(u,v) < 2-dg(u,v) = 2 - cq(u,v) para toda aresta uv € Eg e Dg é uma (r, o, 2)-particio
G T T

probabilistica fraca de G.
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Seja entao G o grafo dado pelo Teorema 3.13. Se a métrica induzida pelas distancias em G é
a-aproximada probabilisticamente por uma distribuicao de probabilidade sobre métricas arbéreas
entdo, pelo que foi mostrado acima, para todo r > 1, existe uma (r,«,2)-parti¢io probabilistica

fraca de G. Como a > 1, pelo Teorema 3.13, vale que 2a = Q(lgn), ou seja, a = Q(lgn). O

No Capitulo 4 é mostrado um algoritmo, proposto por Fakcharoenphol, Rao e Talwar [FRT04b,

FRT04a], que mostra que o limite inferior do Teorema 3.15 é justo.



Capitulo 4

O Algoritmo FRT

Neste capitulo é descrito o funcionamento do algoritmo de Fakcharoenphol, Rao e Talwar (FRT)
para aproximar uma meétrica arbitraria M com n vértices por uma distribuicao de probabilidade
sobre métricas arboreas. O algoritmo recebe M como entrada e devolve uma métrica arbérea T' € S
com probabilidade D(T'), onde (S, D) O(lgn)-aproxima probabilisticamente M.

Supde-se, sem perda de generalidade, que djs(u,v) > 1 para todo par u,v de V. De fato, seja
A = min{dp(u,v) : u,v € Vay,u # v}. Se A < 1, divida cada distancia em M por A. Execute o
algoritmo sobre essa instancia modificada e, ao final, multiplique por A cada distancia na métrica
arborea devolvida.

Este capitulo é baseado nos trabalhos de Fakcharoenphol, Rao e Talwar [FRT04b, FRT04a] e
na Secao 8.5 de Williamson e Shmoys [WS11]; a versao que se apresenta do algoritmo é a exposta

em [FRT04a|, com algumas modifica¢bes propostas em [WS11].

4.1 Decomposicoes em Cortes

O algoritmo se baseia nos dois seguintes conceitos. Dado um real positivo r, uma decompo-
sicdo em r-cortes (r-cut decomposition) de M é uma parti¢do de Vjs tal que a métrica restrita
a cada parte tem raio no méaximo r em relagdo a um vértice de M (e, portanto, didmetro no mé-

ximo 2r). Seja § := [lg(2-diam(M))]. Uma decomposigao hierarquica em cortes (hierarchical

cut decomposition) de M é uma sequéncia (Dg, D1, ..., Ds) de particoes de Vs tal que
1. Ds ={Vi};
2. parai=0,...,8, a particdio D; é uma decomposicio em S;-cortes, para 3; < 2%;
3. parai=0,...,d — 1, a particdo D; é um refinamento de D, 1, isto é, toda parte de D; esta

contida em alguma parte de D;y.

Note que {Var} é uma decomposicio em 2-cortes, ja que Vs tem raio no méaximo diam (M) <
2-diam(M) < 29 em relacio a qualquer vértice de M. Note também que cada parte de Dy tem raio
menor que 1, logo tem um tnico vértice. Além disso, as partigoes Dg, D1, ..., Dy da decomposigao
definem uma familia laminar, que pode ser representada através da arvore 7" com conjunto de
vértices Vp := U?:o D;, eventualmente com multiplicidade (ou seja, com cada conjunto aparecendo

em Vp tantas vezes quanto o numero de particoes em que o mesmo esteja), e uma aresta entre cada

29
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parte de D; e cada um de seus subconjuntos em D;_1, para 1 < ¢ < §. Denomina-se T" a arvore

induzida por D (ver Figura 4.1).

nivel 2: Dy
Sl 53
S5 S, Sy nivel 1: D;
21
e o e nivel 0O: DO

g e

(a) (b)

Figura 4.1: (a) Decomposicio hierdrquica em cortes. (b) A drvore induzida por essa decomposigdo.

Note que as partes de uma mesma decomposicao em cortes D; estao todas no mesmo nivel ¢
da arvore. Como cada folha de T consiste em um conjunto com um tunico vértice de M, o que se
faz é identificar a folha com o vértice de M nela contido. Adicionalmente, diz-se que uma aresta uv
de M é separada em T no nivel ¢, e que u e v sdo separados em T no nivel 7,se ¢+ 1 ¢é o
menor indice j tal que u e v estao numa mesma parte de D;. Por exemplo, na decomposicao da
Figura 4.1, uv é separada no nivel 0 e u e w sao separados no nivel 1. Observe que toda aresta é
separada em algum nivel, ja que Ds = {Vi;} e Dy = Viy.

Além disso, é associado um custo 2° a cada aresta de T entre vértices nos niveis i e i — 1, para
1 <4 < 6 (ver Figura 4.1). Note que T é uma 2-HST perfeita de base 2 (ver Defini¢oes 2.5, 2.6
e 2.7). Considere entdo a métrica induzida pelas distancias em T, mas restrita as folhas de T, a
qual serd denominada a métrica induzida por D. Essa é a métrica utilizada pelo algoritmo FRT

para aproximar a métrica M. O lema a seguir mostra que a métrica induzida por D domina M.

Lema 4.1: Seja D uma decomposi¢ao hierdrquica em cortes de uma métrica finita M cuja

menor distancia nao-nula é pelo menos 1. Entao, a métrica induzida por D domina M.

Demonstracao: Por definicdo, a métrica induzida por D tem o mesmo conjunto de vértices

que M. Seja T a arvore induzida por D; resta mostrar que dr(u,v) > das(u,v), para todo u,v € Viy.

Sejam u, v dois vértices quaisquer de M. Seja i o nivel em que a aresta uv é separada em T', e S
a parte de D; ;1 que contém u e v. (Note que S é um vértice de T.) Entao a distancia de S a v em T
é pelo menos 2!, ja que a aresta de S ao subconjunto de S que contém u no nivel 5 tem custo 2¢1
(ver Figura 4.2). Por argumento similar, a distancia de S a v em T ¢ pelo menos 2°*1. Como numa
arvore s6 ha um caminho entre cada par de vértices e S é o vértice de nivel mais baixo que contém
u e v, o caminho de u a v passa por S, logo dr(u,v) > 2-2iT!1 = 2142 No entanto, dys(u,v) < 202,

pois u,v € S e S € D; 11, cujas partes tém diametro no maximo 2:72. Logo dr(u,v) > dys(u,v). O

O fato a seguir serd util mais adiante.
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Figura 4.2: Na drvore induzida por uma decomposicao hierdrquica em cortes, a distdncia entre vértices u
e v que sdo separados no nivel i é pelo menos 212,

Fato 4.2: Se uv é separada em T no nivel i, tem-se que

i+1 A
dr(u,v) =2-) 27 =4.> 90 =4. (27 — 1) < 23,
j=1 j=0

Na sec¢ao a seguir, serd mostrado como o algoritmo FRT obtém, para uma métrica M com menor
distancia nao-nula pelo menos 1, uma decomposicao hierdrquica em cortes cuja métrica induzida

possui baixa distorcao esperada em relacao a M.

4.2 O Algoritmo FRT

O algoritmo FRT, descrito a seguir, produz probabilisticamente uma decomposi¢ao hierdrquica
em cortes D de uma métrica M com menor distancia nao-nula pelo menos 1. Sendo T a arvore
induzida por D, vale que

Eldr(u,v)] = O(lgn) - das(u,v)

para todo u,v € Vi, onde n := |Vjs|. Lembre-se que T' é uma 2-HST perfeita de base 2. Note que
o algoritmo devolve D, mas T pode ser facilmente construida a partir de D. Além disso, como sera
visto mais adiante, para algumas aplicacoes é desejavel que o algoritmo devolva T' e nao a métrica
induzida por D.

A seguinte defini¢ao sera utilizada nas se¢oes a seguir.

Definicao 4.3: Sejam M uma métrica finita, m uma permutagao de Vs e r um real positivo.
O dono de um vértice v € Viy em relagao a (w,r) é o vértice w(j), onde j é o menor indice
tal que dpr(m(j),v) <.
Note que todo vértice v de M tem um dono em relacao a (m, ), pois dps(7w(j),v) =0 < r para j =
7 1(v).
Inicialmente, sera descrita a rotina auxiliar REFINE(M, D, r, 7). A rotina recebe uma métrica

finita M, uma particdo D de Vi, um namero r» > 0 e uma permutacao 7w de Vs, e devolve uma,
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decomposicao em r-cortes D' de M tal que dois vértices x e y estao na mesma parte de D’ se e s6
se estdo na mesma parte de D e tém o mesmo dono em relacao a (w,r). (Em particular, D’ é um
refinamento de D.) Segue adiante o pseudocddigo da rotina. As invariantes sdo apresentadas junto

com o pseudocddigo.

REFINE(M, D, r,7)
1 DI%@; X%VM; n < ’VM‘
2  para j < 1 atén faca

> Invariantes:
> 1. D' é uma particdo Vy; \ X tal que dois vértices em V) \ X estdo na mesma parte
> de D' se e s6 se estio na mesma parte de D e tém o mesmo dono em relacio a (m,r);

> 2. X é o conjunto dos elementos de Vs cujo dono em relacdo a (w,r) é w(k) com k > j.

w

para cada S € D faca
S —{weSNX :dy(r(y),w) <r}
D> vértices de S cujo dono em relagdo a (m,r) € 7(j)
5 se S’ # () entdo
6 D'+ D'u{s'}
7
8

S

X+ X\9

devolva D’

E facil ver que as invariantes valem no inicio de cada iteracdo. As linhas 6 e 7 garantem a
invariante 2, enquanto que as linhas 4, 6 e 7 garantem a invariante 1. Das invariantes 1 e 2, a
correcao do algoritmo é facilmente verificada. Note que, ao final do laco da linha 2, j > n e,
como todo vértice de M tem um dono, X é vazio, logo D’ é uma particao de Vj;. Como dois
vértices na mesma parte de D’ tém o mesmo dono (invariante 1), cada parte de D’ tem raio no
méximo r. Portanto, ao final do algoritmo tem-se que D’ é uma decomposigdo em r-cortes de M
com a propriedade de que dois vértices estao na mesma parte de D’ se e s6 se estao na mesma, parte
de D e tém o mesmo dono em relacdo a (m,7).

As linhas 4-7 podem ser executadas em tempo O(|S]), se S for armazenado como uma lista
ligada e X for representado por um vetor de bits. Como D é uma particao de Vas, tem-se que
> sep IS| = [Vi], logo as linhas 3-7 podem ser executadas em tempo O(n). Portanto, a rotina
REFINE pode ser implementada de forma a consumir tempo O(n?).

Segue abaixo o pseudocddigo do algoritmo FRT.

FRT(M)

1 7 < permutacdo uniformemente aleatéria de Vj,

2 B < real uniformemente aleatério no intervalo [1/2,1)
3 0+« [lg(2-diam(M))]; Ds < {Vim}

4  para i< 0 — 1 decrescendo até 0 faca

5 Bi < 2" By

6 D; < REFINE(M, D;i1,B;,m)

7 devolva (Dy,..., Ds)
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Note que, para i = 0,...,d — 1, ; é um real uniformemente aleatério no intervalo [20~1,2%).

Para ilustrar o funcionamento do algoritmo, tome como exemplo (ver Figura 4.3(a)) a métrica M
formada pelos pontos {a,b,c,d,e} sobre a reta real e pela distancia euclidiana. Suponha que os
sorteios do algoritmo sejam 7 = (a, e, ¢, b,d) e Sy = 5/8. O algoritmo devolve entdao a decomposi¢ao
D = (Dy, D1, Dy, D3, Dy) descrita na Figura 4.3(b), onde na linha i e coluna v da tabela “Dono”

esta registrado o dono do vértice v em relacao a (m, 5;) (ver Definigao 4.3).

@ t @ @ @ : ! @
a b ¢ d e
(a)
Nivel i | B; a bDocno d e Decomposicao
4 Dy = {{a,b,c,d,e}}
3 5 |a a a a e Ds = {{a,b,c,d},{e}}
2 5/2a a ¢ c¢ e Dy = {{a,b},{c,d}, {e}}
1 5/41a ¢ ¢ ¢ e| Dy={{a},{b},{c,d},{e}}
0 |5/8]a b ¢ d (E) Do = {{a}, {0}, {c}, {d}, {e}}
{a,b,c,dye} --rmmor Dy
//EEL////// \\\\\\\\13\\\
{a,b,c,d} (e} e Ds

{a, b} {c¢,d} {e} oo Dy

N

{e,d} e} oo D

|

{a} {d} {e} cooieeeeiieeienees Dy
(o)

Figura 4.3: (a) Pontos {a,b, c,d, e} sobre a reta real. (b) Execu¢ao do algoritmo FRT com a métrica definida
pelos pontos de (a) e pela distdncia euclidiana, com ™ = (a,e,c,b,d) e com By = 5/8. (¢) Arvore induzida
pela decomposi¢ao hierdrquica em cortes de (b).

No nivel 4, todos os pontos estdo na mesma parte. No nivel 3, tem-se que 83 = 23 -5/8 = 5.
Como o primeiro ponto da permutacdo 7w é a, tem-se que a ¢ o dono em relacao a (m, f3) dos
pontos a, b, ¢ e d, que estao a uma distancia nao mais que 5 de a. J4 o ponto e esta & distancia 7
de a, logo tem como dono o proprio ponto e. O algoritmo cria entao uma particio Ds de Vi com
duas partes, {a,b,c,d} e {e}. O algoritmo prossegue de forma analoga até o nivel 0, quando 5y < 1

e portanto todas as partes sao unitéarias. A Figura 4.3(c) mostra a arvore T induzida por D. Note
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que, no nivel 1, apesar de os pontos b, ¢ e d terem dono ¢, os pontos ¢ e d estdo numa parte
diferente da do ponto b, visto que assim ja estavam na decomposi¢ao do nivel 2. Observe também
que dr(3,5) =2-(24+4+8) =214 = 28, enquanto que dp/(3,5) = 2.

Note que a probabilidade de um vértice v ter dono w em relacdo a (, ;) é tanto maior quanto
mais perto v estd de w, e é tanto menor quanto menor for o nivel i (e portanto [3;).

Da rotina REFINE tem-se que D; é uma decomposicio em [;-cortes, com (3; < 2°. Portanto,
(Dy,...,Ds) ¢ uma decomposicao hierdrquica em cortes.

Claramente, o algoritmo consome tempo O(d-n?), o que é polinomial em § = [lg(2 - diam (M))]
en = |Vi|. O mesmo pode ser modificado de forma a consumir tempo O(n(n + 0)). Segundo
Fakcharoenphol, Rao e Talwar [FRT04b], existe uma implementacao do algoritmo que consome
tempo O(n?). Observe que o tamanho da saida no pior caso é ©(n?), logo o algoritmo consome

tempo linear em relacdo ao tamanho da saida. Resta mostrar que a distorcao esperada é pequena.

4.2.1 Analise da Distorcao

O teorema a seguir mostra que a métrica induzida pela decomposi¢do hierarquica em cortes
devolvida pelo algoritmo FRT tem distorgao esperada logaritmica em relacao a métrica de entrada.
Devido ao Teorema 3.15, esse é o melhor resultado assintético possivel. O enunciado aqui exposto
difere ligeiramente do apresentado em [FRT04b, FRT04a|, mas o resultado é essencialmente o

mesmo.

Teorema 4.4 (Fakcharoenphol, Rao e Talwar, 2004): A métrica T induzida pela decomposi-
¢ao hierarquica em cortes devolvida pelo algoritmo FRT tendo como entrada uma métrica M

com n vértices e menor distancia nao-nula pelo menos 1, é tal que

Eldr(u,v)] < 16H,, - dpr(u,v) para todo u,v € V.

Demonstracao: Serao utilizadas as seguintes definigoes. Para ¢ = 0,1,...,0 — 1, diz-se que w
¢ 0 dono do vértice u no nivel i se w é o dono de u em relagdo a (m, 3;). Sejam u' o dono
de u no nivel ¢ e v' 0 dono de v no nivel i. O dono da aresta uv no nivel ¢ é o vértice w :=
arg ming, .} {7 (u), 71 (¢)}. Adicionalmente, w corta uv no nivel i se o dono de u no nivel i
nao ¢ o mesmo que o de v. (Uma aresta pode ser cortada em vérios niveis diferentes.) No exemplo
da Figura 4.3, o vértice a é o dono da aresta ab no nivel 2, mas nao a corta; j4 a aresta bc tem

dono a e é cortada por a no nivel 2.

Como exatamente um vértice em Vjs é dono de cada aresta em cada nivel, no maximo um vértice
em V), corta cada aresta em cada nivel. De fato, o dono da aresta no nivel ¢ é o tinico candidato a

corté-la, e s6 nao a corta se as pontas da aresta tiverem o mesmo dono no nivel 3.

Seja uv uma aresta de M. Note que, se ¢ é o nivel em que uv é separada em T, entdo uv é
cortada nesse nivel, pois a rotina REFINE s6 separa vértices que tém donos diferentes. No entanto,
é possivel que uma aresta também seja cortada num nivel diferente daquele em que ela é separada.
Isso s6 acontece em niveis inferiores ao nivel em que ela é separada (ou ela teria sido separada
antes). Por exemplo, na Figura 4.3, a aresta bc é cortada nos niveis 2 e 0. Logo, do Fato 4.2,

L it3,

dr(u,v) < max 1[Fw € Vis : w corta wv no nivel ]
1=U;...,0—
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onde, para uma expressao booleana @, o valor 1[Q] é definido como 1 se @ é verdadeira, e 0 caso

contrario. Portanto,

6—1
dp(u,v) < Z 1[w corta uv no nivel ] - 2073
i=0 weV;
e
6—
Eldr(u,v)] < Z Z [w corta uv no nivel 7] - 2043,
i=0 weViy
Seja wy, wo, . .., w, uma ordena¢do nao-decrescente dos vértices de Vs em relagao a distancia

em M até a aresta uv, ou seja, até o mais proximo entre u e v. Para cada s € [n| suponha, sem

perda de generalidade, que dys(u, ws) < dpr(v, ws). Entdo

ws corta uv no nivel i se e 86 se  dyr(u, ws) < B < dps(v, ws)

e wg € o dono de uv no nivel 3.

dM(uaws) < 52 < dM(ans) A

) . |,que éigual a
wg € 0 dono de uv no nivel ¢

Logo Plwg corta wv no nivel i] =P [

[ ws € 0 dono de uv no nivel 7 |

dy (u, we) < B < dy(v, wy) ] Pldar (u, ws) < Bi < dar (v, ws)].

Segue o argumento de que a primeira probabilidade é no méximo 1/s. Lembre-se que o dono de uv
no nivel ¢ é o primeiro vértice da permutacao m que estd a distdncia no maximo 53; de u ou de v.
Como min{dps (u,wy),dps(v,wy)} < 5; para t < s, cada wy parat =1,...,s pode ser o dono de uv
no nivel 7. Portanto ws é o dono de uv no nivel 7 somente se estiver antes de wy em 7 para todo t < s,

o que ocorre com probabilidade 1/s. Entao,

1 4
Eldr(u,v)] < Z Pldys (u, ws) < Bi < dar(v,wy)] - 23
s
1=0 s=1
n 1 6—1 ‘
= Z - Pldas(u, ws) < B; < dar(v,ws)] - 2713,
s
s=1 1=0

Como f; é uniformemente distribuido no intervalo [2/1,2¢), §; est4 no intervalo [das (u, w; ), ds (v, ws))

com probabilidade

C([dar (u, wy), dar(v,ws)) N [271,20) £ ([dar(uw, ws), dar (v, ws)) N [271,27))

QERND) - 71 |
onde ¢(I) para um intervalo I denota o comprimento de I. Além disso, os intervalos [2¢71, 2¢) para
i =0,...,6 — 1 particionam o intervalo [1/2,2°/2), o qual contém [dys(u,ws),dps(v,ws)), j& que
diam (M) < 2°/2. Assim sendo,
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T
_-
(=%

-1 J4 ([dM(U,ws)adM(v’wS)) N [2i_1’ 21)) . 2i+3

Pldas(u, ws) < B; < dpr(v, ws)] 2T = 9i—1

~
Il
o

i

I
o ©

-1

= 162£ ([dM(u,ws)a dM(v’wS)) m [2i71’ 22))
1=0

= 160 ([ds(w,w,), das (v, w,)) 1 [1/2,2°/2))
= 16 -4 ([dar(u, ws), dpr (v, ws)))

16 - (das(v, ws) — dpr(u, ws))

< 16 - dps(u,v),

a ultima desigualdade seguindo da desigualdade triangular. Logo

n

16
Eldr(u,v)] < Z?dM(u,v)
s=1
= 16H, - dy(u,v),

para cada u,v em Vjs, como queriamos demonstrar. ]

4.2.2 Consideracoes Adicionais

Fakcharoenphol, Rao e Talwar [FRT04b] também descrevem como desaleatorizar o algoritmo
FRT, para resolver uma variante mais fraca do problema que é suficiente para algumas aplicacoes.
Especificamente, eles descrevem um algoritmo deterministico que, dados uma métrica finita M e
um peso p(u,v) para cada par u,v de Vs, devolve uma métrica arborea T' que domina M e é tal
que

S ) - dr(uv) = O(lgn) S plu,0) - dug(u,v).
u,vEVis u,wEVy
Assim, de certa forma, esse algoritmo busca minimizar a distor¢ao média de T em relacao a M,
considerando uma meédia ponderada.

Como o Teorema 3.12 implica que qualquer aproximacao deterministica de uma métrica arbi-
traria tem distorcao pelo menos linear, nao é possivel estender o resultado do Teorema 4.4 para um
similar deterministico. A desaleatorizacao mencionada, no entanto, prové uma medida razoavel da

distor¢cdo da métrica arborea devolvida, que pode ser 1til na pratica para algumas aplicacoes.

4.3 Aproximacao de uma 2-HST por uma k-HST

Conforme a Defini¢ao 2.5, uma k-HST é uma arvore enraizada com custos positivos nas arestas,
tal que arestas de mesmo nivel tém o mesmo custo, e o custo nas arestas no caminho entre a
raiz e uma folha decrescem por um fator de pelo menos k. Algoritmos de otimizagdo em HSTs
sao bastante faceis de projetar utilizando uma estratégia de divisdo e conquista, dado que toda
subéarvore de uma k-HST também é uma k-HST.

O algoritmo FRT aproxima uma métrica finita arbitraria por uma 2-HST, mas alguns algoritmos

(como o da Secao 7.2) requerem uma k-HST com valor de k& maior que 2, ou mesmo valores de k
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que nao sao constantes, mas que dependem da instancia do problema. Dessa forma, é util obter
uma, forma de aproximar uma 2-HST por uma k-HST para um real & > 1 qualquer. Nesta secao
é apresentado um algoritmo que, dada uma 2-HST T e um real k£ > 1, devolve uma k-HST cuja
meétrica induzida pela distancia entre suas folhas O(k/ lg k)-aproxima probabilisticamente a métrica
induzida pela distancia entre as folhas de 7. Além disso a HST devolvida é perfeita e tem base
definida, isto é, os custos nas arestas no caminho da raiz a uma folha decrescem por exatamente o
mesmo fator e todas as folhas tém o mesmo nivel (ver Definigoes 2.6 e 2.7). Juntando esse algoritmo
com o Teorema 4.4 e a transitividade da aproximacao de métricas (Fato 3.10), o seguinte teorema

segue.

Teorema 4.5: Para todo real k > 1, uma métrica finita arbitriria com n vértices pode ser
aproximada probabilisticamente pela métrica induzida pela distancia entre as folhas de uma
k-HST com distor¢ao esperada O(klgn/lgk).

Esse resultado sera utilizado na Sec¢do 7.2.2 como sub-rotina de um outro algoritmo. A secdo se
baseia no trabalho de Bartal, Charikar e Raz [BCROL1].

Supde-se que a 2-HST T é tal que dp(u,v) > 2 para quaisquer u,v € Vi, sem perda de genera-
lidade (vide reducao do inicio do capitulo). Além disso, supoe-se que T' tem a seguinte propriedade
adicional: se h é o nivel da raiz, entao as arestas do caminho da raiz até uma folha qualquer tém
custos 2", 20=1 2 Note que o algoritmo FRT devolve uma 2-HST com essa propriedade, mas

caso isso nao seja verdade para T, faca o seguinte:

1. seja ¢ o custo de uma aresta qualquer de T'; arredonde ¢ para 2/'8¢l (lembrando que ¢ > 2).

Isso no maximo dobra o custo de cada aresta, logo a arvore resultante 2-aproxima 7T

2. sejam e e f arestas consecutivas no caminho da raiz até uma folha de T, de custo 2¢ e 27,
respectivamente, com ¢ > j. Se ¢ > j+1, adicione um caminho entre e e f com i—j —1 arestas
e custos 2071, ..., 271 Além disso, se as arestas de nivel mais baixo tém custo 2 com i > 1,
conecte cada folha a um caminho com ¢ — 1 arestas e custos 21, ..., 2. Como Z;;ll 20 < 2,
cada caminho adicionado tem custo menor que o da aresta de nivel imediatamente acima,

logo a distancia entre cada par de vértices de T' no maximo dobra.

Assim, a arvore resultante é uma 2-HST que 4-aproxima T e satisfaz a propriedade desejada. Essa
arvore resultante ainda serd chamada de T no restante da secao.

O algoritmo para aproximar a 2-HST T por uma k-HST com k£ > 1 consiste no seguinte. Seja
¢ := [lgk]. Se £ = 1, ndo ha o que fazer e o algoritmo devolve a propria arvore T' (que é uma
2-HST perfeita de base 2), pois uma z-HST é uma y-HST, para > y. Suponha entdo que ¢ > 1,
e seja h o nivel da raiz r de T'. Primeiro, conecte r a um caminho de comprimento £ — 1 e custos
ohtt=1" 2h+1 (5 qual sera denominado caminho radical), obtendo uma arvore 79 O T. Em
seguida, sorteie com probabilidade uniforme um ntamero ¢ em {1,...,¢}. Remova de 7" todos os
vértices internos em niveis diferentes de i + ¢t£ para algum ¢ inteiro, e conecte um vértice de nivel j
, i
ancestral em 7" no nivel ¢ com uma aresta de custo > ._, , 41 2%. Note que, com excegao das arestas

ao seu ancestral em 7" no nivel j 4+ ¢ com uma aresta de custo > 2%, e cada folha ao seu
conectadas as folhas, o custo dessa aresta corresponde ao custo do caminho entre os dois vértices
em 7T”. Como o caminho radical tem comprimento £ — 1, garante-se que algum vértice desse caminho
ndo foi removido, logo cada vértice interno de T' tem um ancestral £ niveis acima em 7”. O algoritmo

devolve a arvore resultante, a qual sera denotada por T”.
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Para facilitar o entendimento do algoritmo, considere como exemplo a 2-HST da Figura 4.4(a),
que tem as propriedades que o algoritmo supoe, e tome k := 4. Na Figura 4.4(b) é mostrada essa
HST ap6s a adicao do caminho radical. Com k = 4, o sorteio do algoritmo pode ser ¢ = 1 ou
1 = 2. Por isso, nessa figura os vértices de nivel par ndo tém preenchimento, e os vértices de nivel
fmpar tém preenchimento preto. A Figura 4.4(c) mostra o resultado do algoritmo caso o sorteio seja
1 = 1; nesse caso sao removidos os vértices sem preenchimento, os quais sao exibidos com contorno
pontilhado. J& a Figura 4.4(d) mostra o resultado do algoritmo caso o sorteio seja i = 2; nesse caso

sao removidos os vértices com preenchimento preto, os quais sdo exibidos com preenchimento cinza.

16 +32 =48

Figura 4.4: (a) Uma 2-HST com conjunto de vértices {1, 2, 3, 4, 5, 6}. (b) Essa drvore apds a adi¢io do
caminho radical. (c) A drvore resultante do algoritmo com k = 4 caso o sorteio seja i = 1. (d) A drvore
resultante do algoritmo com k = 4 caso o sorteio seja i = 2.

Sera provado entdao que T" ¢ uma 2°-HST perfeita, e portanto uma k-HST, que O(k/lg k)-
aproxima probabilisticamente T e portanto T, ja que dp(u,v) = dp/(u,v) para quaisquer folhas u
e v de T. Note também que T” tem base definida.

Para ver que 7" ¢ uma 2/-HST perfeita, note primeiro que, claramente, toda aresta num mesmo
nivel de 7" tem o mesmo custo. Seja v um vértice interno de T” e i seu nivel em T”. Seja e a aresta
de u a seu pai em T” e f a aresta entre u e um de seus filhos em T”; é preciso mostrar que a raziao
entre o custo de e e o custo de f é 2¢. Note que o custo de e é Ziiﬁ“ 25 = 27t1(26 — 1) e que o

custode féed  , , 12°= 2i=t+1(2¢ —1). Logo a razdo entre o custo de e e o custo de f & 2°.
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Sejam entao u e v duas folhas de T”. Para ver que dy» (u,v) > dg(u,v), sejam w e w’ 0s ancestrais
comuns de u e v de nivel mais baixo em 7" e T”, respectivamente. Note que dp(u,v) = dp/ (u, w) +
dr(w,v) = 2dp (u,w) e que dpr(u,v) = dpr(u,w') + dpr(w',v) = 2dpr (u,w’). Além disso, vale
que dp(u,w") < dpn(u,w’), lembrando que w' é um veértice tanto de 7" quanto de 7. Como o nivel
de w' em T" é maior ou igual ao nivel de w em T”, vale que dp/(u,w) < dp/ (u,w') < dpr(u,w’), do
que a afirmagao segue.

Resta mostrar que E[dp» (u,v)] = O(k/lgk) - dr/(u,v). Sejam j e j' os niveis em T" de w e v/,
respectivamente. Note que dp(u,v) = 22@21 2% = 20+2 _ 4 > 27 e que j' é um nivel diferente
dentre {j,...,7 + ¢ — 1} para cada escolha do valor i € {1,...,¢} sorteado pelo algoritmo. Para

um j' fixo,
0 7’
dpir(u,v) = 2 Z 2° + dp(u,v) + 2 Z 2°
s=i—l+1 s=j+1
i
< 4d+dp(u,v) +2 Z 2°,
s=j+1
logo
LI 5
Eldrs(u,v)] < 5 dpr(u,v) +2 ) 2% | +4
j'=j s=j+1
1 L Jj+i—1
— EZ dpr(u,v) +2 ) 27 +4
i=1 s=j+1
1 =2
= 3 (dT/(u,v)+2-2]+1225> +4
i=1 s=0

< %Z (dp(u,v) +4 - dpr(u,v) - (201 — 1) +4

=1
¢
dT/(u,v) i+1
20 4
< ; ; +
< dT’(;,U) 9t+2 | 4
8k
< — - dp 4
= gk r(u,v) +

ja que £ > gk, 2¢ < 2k e dpr(u,v) > 2.
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Emparelhamento Minimo Bipartido

Online
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Capitulo 5

Introducao

Este capitulo trata de uma versao online do caso bipartido completo do problema do empa-
relhamento perfeito de custo minimo (Problema MINEP, Se¢dao 2.1). Lembrando que o problema
MINEP consiste em, dado um grafo G com custos nao-negativos associados &s arestas, encontrar
um emparelhamento perfeito de custo total minimo de G.

Na versao online do MINEP bipartido, um grafo (R, S)-bipartido completo, com |R| < |S], é
parcialmente disponibilizado de maneira online. Inicialmente, apenas a parte S é dada; os elementos
de S sdo denominados servidores. Em cada etapa, um vértice r de R, denominado uma requisi¢do, é
disponibilizado juntamente com o custo das arestas de r a S. Esses custos sdo tais que servidores e
requisicoes correspondem a pontos de uma métrica, possivelmente com varios servidores e requisicoes
sobre um mesmo ponto. Isto é, existe uma métrica M e uma fungdo ¢ : RUS — Vis tal que o
custo da aresta rs é c(r,s) = da(¢(r), ¢(s)) para todo r € R e s € S. Um algoritmo online para
essa versao do problema deve, ao final de cada etapa, designar um servidor nao-emparelhado de S
para r, estendendo o emparelhamento da etapa anterior para um emparelhamento que cubra r. Ou
seja, ao final de cada etapa, o algoritmo tem nas maos um emparelhamento que cobre a parte de R
que ja foi disponibilizada. O objetivo é produzir dessa maneira um emparelhamento com o menor
custo possivel.

Segue uma, defini¢ao formal do problema.

Problema MINEPBONLINE (R, S,c): Dados uma sequéncia R = (r1,...,m,) e um con-
junto S, com |S| > n, e uma fun¢do ¢ : R x S — R, tal que existem uma métrica M
e uma fungao ¢ : RUS — Vyy para a qual c(r,s) = dpy(¢(r),¢(s)) para todor € R e
s € S, encontrar {risi,...,m,sp}, onde s; € S e s; # s; para i # j, de forma a minimizar
S ce(rs, si), sendo que s; deve ser calculado antes de s;11 e sem a informagao sobre quem

é (7“2‘4_1,. .. ,T’n).

Como exemplo, veja a Figura 5.1, onde é mostrada uma instancia do problema com 3 servidores.
Os custos correspondem a distancia entre pontos na reta. Na Figura 5.1(a), chega uma primeira
requisicao as distancias 1, 2 e 3 dos servidores, e a mesma é emparelhada com o servidor a distancia 1.
Na Figura 5.1(b), a segunda requisi¢ao esta as distancias 2, 3 e 4 dos servidores, e é escolhido o
servidor a distancia 3. Na Figura 5.1(c), a terceira requisicao esta as distancias 3, 4 e 5 dos servidores,
mas apenas o servidor & distancia 5 esta disponivel. A solucao final é mostrada na Figura 5.1(d), e

consiste num emparelhamento de custo 9. Observe que toda solugao para essa instancia tem custo 9,

43



44 INTRODUCAO 5.1

logo essa é uma solucao 6tima offline.

(d)

Figura 5.1: Exemplo de instdncia do problema do emparelhamento minimo bipartido online, com n = 3
requisi¢oes. Os custos correspondem a distdncia entre pontos na reta. Inicialmente, sio dados apenas os
servidores (vértices inferiores). (a) A primeira requisicdo (vértice superior) € atendida com custo 1. (b) A
sequnda requisicao € atendida com custo 3. Embora exista um servidor o distdncia 2 da mesma, esse servidor
jd estd ocupado. (c) A terceira requisi¢io € atendida com custo 5. (d) Uma solugdo para essa instdncia, com
custo total 9.

Algumas solugoes para esse problema sdo apresentadas nos Capitulos 6 e 7. Nas segoes a seguir
sao apresentados o historico do problema e alguns limites inferiores para o fator de competitividade

de algoritmos que o resolvem.

5.1 Historico

Esse problema foi estudado inicialmente por Karp, Vazirani e Vazirani [KVV90[, que mostraram
que nao hé garantia de solu¢ao para o problema para grafos bipartidos incompletos (isto é, quando
algum servidor nao é capaz de atender determinadas requisi¢oes): é possivel garantir apenas que n/2
das requisicoes sao atendidas por um algoritmo online. Além disso, se as distancias nao forem tais
que os servidores e as requisi¢oes correspondam a pontos de uma meétrica, nao é possivel obter um
algoritmo cujo fator de competitividade seja independente das distancias [KMV94].

Kalyanasundaram e Pruhs [KP93| e Khuller, Mitchell e Vazirani [KMV94| obtiveram inde-
pendentemente um algoritmo deterministico (2n — 1)-competitivo para métricas, o algoritmo da
permutagdo, e mostraram que esse é o melhor resultado deterministico possivel. Esse algoritmo é
descrito na Secao 6.2. O trabalho de Kalyanasundaram e Pruhs também cobre o problema do em-
parelhamento méximo online (emparelhamento méximo de custo méximo, para um grafo bipartido
completo cujos custos nas arestas correspondem a uma métrica) [KP93].

Se a métrica do problema é dada por pontos na reta, Kalyanasundaram e Pruhs conjectu-
raram [KP98, p. 274] que o Algoritmo da Fungdo Trabalho (WFA) de Koutsoupias e Papadimi-
triou [KP95| (inicialmente projetado para um problema conhecido como o problema dos k ser-
vidores) obteria um fator de competitividade constante para o emparelhamento minimo online.
Koutsoupias e Nanavati [KN04| mostraram que o fator de competitividade do WFA na verdade
¢ Q(lgn) e O(n). Fuchs, Hochstéttler e Kern [FHK05] mostraram um algoritmo para o problema

do emparelhamento minimo bipartido online com fator de competitividade constante para a reta.
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Kalyanasundaram e Pruhs [KP98, p. 274| afirmam que, para a métrica estrela (a métrica in-
duzida pelas distancias no Kj ; ver Defini¢do 3.5), o melhor fator de competitividade que pode
ser obtido com um algoritmo probabilistico é pelo menos 2H,, — 1, onde H,, é o n-ésimo niimero
harmonico. Esse resultado é apresentado na segao a seguir. Adicionalmente, os autores conjecturam
a existéncia de um algoritmo probabilistico com fator de competitividade O(lgn) para métricas
arbitrarias.

Meyerson, Nanavati e Poplawski [MNP06] e Csaba e Pluhar [CP08] mostraram independen-
temente algoritmos probabilisticos gulosos simples cujo fator de competitividade & ©(lgn) para
meétricas uniformes e para uma variante do problema para ©(lgn)-HSTSs, o que pode ser genera-
lizado para O(lg®n/lglgn) para métricas arbitrarias, utilizando aproximacio de métricas. Esse
resultado é descrito em detalhes no Capitulo 7.

O melhor algoritmo probabilistico conhecido, no entanto, é o descrito por Bansal et al. [BBGNO07],
com fator de competitividade O(lg2 n). Esse algoritmo também se baseia na aproximagao de métri-
cas por métricas arboreas, e consiste num algoritmo O(lgn)-competitivo para 2-HSTs em conjunto
com o algoritmo FRT (ver Capitulo 4).

Aplicagoes desse problema incluem diversos problemas de balanceamento de carga online [KP98|

e leildes de antincios em sitios de busca na Web [Mar06].

5.2 Limites Inferiores

Inicialmente, serao demonstrados dois limites inferiores para algoritmos deterministicos para o

problema do emparelhamento minimo bipartido online.

Teorema 5.1 (Meyerson, Nanavati e Poplawski, 2006 [MNP06, Teorema 2.1|): Qualquer
algoritmo deterministico para o problema do emparelhamento minimo bipartido online na
métrica t-uniforme, onde t é uma constante maior que zero, tem fator de competitividade

pelo menos n, onde n é o niimero de requisicoes.

Demonstracao: Considere um conjunto de n servidores em pontos distintos da métrica, e seja A
um algoritmo deterministico para o problema do emparelhamento minimo bipartido online. Inici-
almente, tome uma requisicdo rg em um ponto da métrica a distancia ¢ de todos os servidores.
Parai=1,...,n— 1, tome uma requisi¢ao r; a distancia zero do servidor que a estratégia do algo-
ritmo A determina que atenda & requisicao 7;_1, o qual serd chamado de s;_1. Seja s,_1 0 servidor
que atende & ultima requisicdo. Note que o algoritmo A paga um custo nt, enquanto que o custo
6timo offline é t, pois pode-se atribuir o servidor s;_1 para a requisi¢do r;, parai=1,...,n—1, e

o servidor s,,_1 para a requisi¢ao rg. Portanto o teorema segue. O

Teorema 5.2 (Khuller, Mitchell e Vazirani, 1994 [KMV94, Teorema 2.4]): Qualquer algo-
ritmo deterministico para o problema do emparelhamento minimo bipartido online numa
métrica arbitraria tem fator de competitividade pelo menos 2n — 1, onde n é o nimero de

requisicoes.

Demonstracao: Seja A um algoritmo deterministico para o problema do emparelhamento mi-
nimo bipartido online. Considere a métrica que consiste de n pontos dois a dois & distancia 1, e

um ponto extra py & distancia 1/2 de cada um desses n pontos. Os servidores estdo sobre os n
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pontos equidistantes, e a primeira requisicao rg é no ponto py. Para ¢ = 1,...,n — 1, tome uma
requisicao r; & distancia zero do servidor que a estratégia do algoritmo A determina que atenda &
requisi¢ao 7;_1, o qual serd chamado de s;_1. Seja s,—1 o servidor que atende & tultima requisigao.

Note que o algoritmo paga um custo 1/2 4+ (n — 1), enquanto que o custo 6timo offline é 1/2, pois

é possivel atribuir o servidor s;_1 para a requisicao r;, parai =1,...,n—1, e o servidor s,,_1 para
C e , 1/24n—1
a requisicao rg. O fator de competitividade é, portanto, pelo menos % =2n — 1. O

Note que, na prova do Teorema 5.2, nao é possivel obter um limite mais forte trocando 1/2 por
um valor menor, pois nao seria satisfeita a propriedade de desigualdade triangular da definicao de
métrica.

Os seguintes limites inferiores se aplicam a algoritmos probabilisticos para o problema do em-

parelhamento minimo online bipartido.

Teorema 5.3 (Meyerson, Nanavati e Poplawski, 2006 [MNP06, Teorema 2.3|): Qualquer
algoritmo probabilistico para o problema do emparelhamento minimo bipartido online na
métrica t-uniforme, onde t é uma constante maior que zero, tem fator de competitividade
esperado pelo menos H,, onde H,, é o n-ésimo niimero harmoénico e n é o nimero de requi-

sicoes.

Demonstracao: Seja A um algoritmo probabilistico para o problema do emparelhamento minimo
bipartido online. Tome n servidores em pontos distintos da métrica e n requisi¢coes como segue. A
primeira requisicao rg ¢ num ponto distinto dos n servidores. Para i = 1,...,n — 1, tome uma
requisi¢ao r; num ponto que ainda nao tenha nenhuma requisi¢cao e que esteja a distancia zero do
servidor que, segundo a estratégia do algoritmo A, tem maior probabilidade de ja estar ocupado.
Como o ponto ¢é escolhido dentre n — i + 1 possiveis pontos e, para uma distribuicdo de proba-

bilidade qualquer, a maior probabilidade é pelo menos a probabilidade na distribuicdo uniforme,
1

n—i+1"

da solugao devolvida pelo algoritmo A é t mais t vezes a soma das probabilidades das requisi¢des

essa probabilidade é pelo menos O custo 6timo offline é ¢, enquanto que o custo esperado

terem seus servidores correspondentes ocupados. Portanto, a solucao devolvida pelo algoritmo A

tem um custo esperado de pelo menos

n—1 1 n 1
t+1t ——=t+t - =tH
- Z n_iv1 Z i "
i=1 =2
do que o teorema segue. O

Teorema 5.4 (Kalyanasundaram e Pruhs, 1998): Qualquer algoritmo probabilistico para o
problema do emparelhamento minimo bipartido online numa métrica arbitraria tem fator
de competitividade esperado pelo menos 2H,, — 1, onde n é o nimero de requisi¢coes e H,, é

0 n-ésimo nimero harmonico.

Demonstracao: Seja A um algoritmo probabilistico para o problema do emparelhamento minimo
bipartido online numa métrica arbitraria. Considere a mesma métrica da prova do Teorema 5.2, isto
é, com n pontos dois a dois a distancia 1 e um ponto extra py a disténcia 1/2 de cada um desses n
pontos. Novamente, os servidores estao sobre os n pontos equidistantes, e a primeira requisicao rq é

no ponto pg. Para¢ =1,...,n—1, tome uma requisi¢do 7; num ponto que ainda nao tenha nenhuma
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requisicao e que esteja a distancia zero do servidor que, segundo a estratégia do algoritmo A, tem

maior probabilidade de j& estar ocupado. Por argumento semelhante ao da prova do Teorema 5.3,
1
n—i+1"
da solucao devolvida pelo algoritmo A é 1/2 mais a soma das probabilidades das requisi¢oes terem

essa probabilidade é pelo menos O custo 6timo offline é 1/2, enquanto que o custo esperado

seus servidores correspondentes ocupados. Portanto, a solucao devolvida pelo algoritmo A tem um

custo esperado de pelo menos

1 = 1 " 1
- R | T H -
2+;n—i+1 2+ +;i X

e o algoritmo A tem fator de competitividade esperado pelo menos

H, —1/2

=2H, — 1.
1/2 "

O

Kalyanasundaram e Pruhs [KP98]| conjecturaram que existe um algoritmo probabilistico que

alcanca assintoticamente esse limite inferior para métricas arbitrarias.
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Capitulo 6
Algoritmos Deterministicos

Este capitulo apresenta dois algoritmos deterministicos para o problema MINEPBONLINE, a
saber, o algoritmo guloso (Se¢ao 6.1) e o algoritmo da permutacao (Se¢ao 6.2). Lembrando que uma
instancia desse problema consiste numa tripla (R, S,c), onde R = (r1,...,7,) é uma sequéncia, S
¢ um conjunto com pelo menos n elementos, e ¢ é uma fungdo custo ¢ : R x S — Ry tal que
existe uma métrica M e uma fungido ¢ : RUS — Vi para a qual ¢(r,s) = dy(o(r), ¢(s)) para
todor € Res € S. O objetivo é encontrar um emparelhamento de custo total minimo no grafo

G :=(RUS,R x S) que cubra R, lembrando que R e ¢ sdo dados de forma online.

6.1 O Algoritmo Guloso

O algoritmo guloso consiste em, para cada requisicao que chega, atribuir o servidor mais préximo

que ainda nao estd ocupado. O pseudocddigo do algoritmo é exibido a seguir.

GULOSO(R, S, ¢)
n+ |S|
L+ S > L: conjunto dos servidores que ainda n3o foram ocupados

para i < 1 até n faca

L+ L\ {s;}

1

2

3

4 si <= argmin gy c(r;, $)
5

6 devolva {r1s1,...,7hSn}

Observe que o algoritmo é online, pois até a iteragdo ¢ se usa apenas a informacdo que en-
volve rq,...,r;. Embora esse algoritmo seja bom para métricas uniformes, ele possui um fator de

competitividade exponencial no numero de requisicoes em métricas arbitréarias.

Teorema 6.1 (Meyerson, Nanavati e Poplawski, 2006 [MNP06, Teorema 2.1]): O algoritmo
guloso para o problema do emparelhamento minimo bipartido online é n-competitivo numa

métrica uniforme, onde n é o nitmero de requisicoes.

Demonstracao: Note que, se o custo 6timo offline é zero, entdo toda requisicao esta & distancia
zero de um servidor que pode atendé-la. O algoritmo guloso, neste caso, atribui um servidor &

distancia zero para cada requisi¢ao, logo também paga custo zero.

49
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Seja t > 0 tal que a métrica em questdo é t-uniforme. Se o custo 6timo offline nao é zero, entao
é pelo menos t. O algoritmo guloso, por sua vez (como qualquer outro algoritmo, deterministico
ou probabilistico), paga no maximo ¢ por cada requisi¢ao. Logo o fator de competitividade é no

méximo n; pelo Teorema 5.1, é exatamente n. U

Teorema 6.2 (Meyerson, Nanavati e Poplawski, 2006 [MNPO06, Teorema 2.2|): O algoritmo
guloso para o problema do emparelhamento minimo bipartido online é (2")-competitivo

para métricas arbitrarias, onde n é o nimero de requisicoes.

Demonstracao: Considere a métrica definida por pontos sobre a reta e a distancia euclidiana.

Tome servidores sg := 0 e s; := 2! — (2! — 1)¢, com 0 < € < 1, para i = 1,...,n — 1. Tome entdo
requisicoes 79 :=1ler; := s;, parat = 1,...,n — 1. Na Figura 6.1, é mostrado um exemplo com
n = 4. Note que o custo 6timo offline é 1, pois é possivel atribuir s; para r;, para ¢ =0,...,n — 1.

@ X—X —3H : : 3

0 1 2—¢ 4 — 3¢ 8 — Te

\//

Figura 6.1: Instdncia descrita no Teorema 6.2, para n = 4. Um ponto indica um servidor, e um ‘X’ uma
requisi¢cao. As setas indicam a solugdo do algoritmo guloso, e sao na dire¢do da requisi¢cao para o servidor.

O algoritmo guloso, por sua vez, procede da seguinte maneira. Ao se deparar com rg, o algoritmo
escolhe o servidor s1, ja que ¢(rg, s1) = 2—e—1 = 1—€ < ¢(rp, S9) = 1, e paga 1—e. Nas proximas n—2
requisigoes, a seguinte invariante é mantida: os servidores mais proximos disponiveis sdo sg de um
lado e s; 41 do outro (ver Figura 6.1), ja que os servidores s1, ..., s; foram atribuidos as requisi¢oes
anteriores. Como c(r;, 50) = 2° — 2% + € > c(rj, 8i41) = 20T — 21 e 4 e — (20 — 2l 4 ¢) = 20 — 2P,
o algoritmo escolhe o servidor s;;1, pagando custo 2! — 2% e deixando o servidor s;,1 indisponivel
para as requisicoes seguintes. No final, resta apenas o servidor sy para a requisi¢ao r,_1, com custo

on=l _9on=le¢ 4 ¢ No total, o algoritmo paga

n—1

D@ -2 te=(1-e2"—1)+e=02"),
=0

do que o teorema segue. O

Embora o algoritmo guloso nao seja tao bom, o algoritmo da permutagao [KP93, KMV94|, que

serd apresentado na secao seguinte, alcanca o limite do Teorema 5.2 para métricas arbitrarias.

6.2 O Algoritmo da Permutacao

Nesta secao é apresentado o algoritmo da permutagao [KP93, KMV94|, cujo fator de competi-
tividade é, segundo o Teorema 5.2, o melhor possivel deterministico para uma métrica arbitraria.

Se A e B sao conjuntos, a notacio A®B denota a diferenca simétrica de A e B, que consiste em
(A\B)U(B\ A). Uma estratégia comum em diversos algoritmos para problemas de emparelhamento

é considerar, para dois emparelhamentos M e N de um grafo G, o grafo (Vg, M @ N). Observe que
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todo vértice desse grafo tem grau 0, 1 ou 2. Assim, uma propriedade importante é que ele consiste
apenas em vértices isolados, circuitos (de comprimento par) e caminhos, e esses circuitos e caminhos
alternam entre arestas de M e de N.

Seja G um grafo (R, S)-bipartido completo com custos positivos nas arestas, tal que n :=
|R| < |S|, e seja (r1,...,r,) uma permutacdo de R. Seja Ny := 0 e, para i = 1,...,n, seja N;
um emparelhamento maximo de custo minimo de G[S U {ry,...,7;}]. Se houver mais de um tal
emparelhamento, tome como N; aquele que difere no menor numero de arestas de N;_1. Observe
que N; cobre {ri,...,7;}, uma vez que G, e portanto G[S U {ry,...,r;}], sdo grafos bipartidos
completos.

O algoritmo da permutacao se baseia fortemente no lema a seguir.

Lema 6.3 (Khuller, Mitchell e Vazirani, 1994 [KMV94, Lema 2.1|): Para i = 1,...,n,
(Va, N; @ N;_1) consiste em vértices isolados e exatamente um caminho. Ademais, esse

caminho vai de r; a um vértice de S que nao é coberto em N;_1.

Demonstracao: Como nao hé aresta incidente a r; em IN;_1, tem-se que r; incide em exatamente

uma aresta de N; & N;_1. Logo r; é extremidade de um caminho em (Vig, N; @ N;_1).

Além disso, para j = 1,...,i — 1, o vértice r; é coberto por N; e N;_1, logo tem grau 0 ou 2
em (Vg, N; @ N;_1). Portanto r; nao é extremidade de nenhum caminho de (Viz, N; @ N;_1). Isso
significa que a outra extremidade do caminho que contém 7; estd em S. Esse vértice serd denotado
por s;. Claramente, o vértice s; ndo é coberto por N;_1, j que a aresta que incide em r; estd em N;

e as arestas do caminho alternam entre arestas de N; e N;_1.

Resta mostrar que nao existe nada mais em N;® N;_1. Se existir um circuito ou um caminho, tal
caminho teria que comecar e terminar em vértices de S. Em ambos os casos seria possivel, trocando
as arestas, melhorar o custo de IV; ou de N;_1 ou diminuir a diferenca entre o nimero de arestas

de N; e de N;_1 (contradi¢ao). Logo o lema segue. O

A seguir é exibido o pseudocodigo do algoritmo da permutagao. O algoritmo utiliza como sub-
rotina um algoritmo para o problema do emparelhamento maximo de custo minimo, a fim de
calcular NV;. Como (V, N; @ N;_1) possui apenas um caminho, N; pode ser calculado eficientemente
a partir de N;_; executando uma iteracao do algoritmo hungaro. Uma implementacao desse passo
é descrita em [CCPS97, Secao 5.3, pagina 147]|, e aqui serd denotado por AUMENTAR(G, ¢, M),
sendo M um emparelhamento de G a partir do qual serd buscado um emparelhamento com uma,

aresta a mais.

PERMUTAGAO(R, S, ¢)

n+ |S|

My < No < 0)

para i < 1 até n faca
N; < AUMENTAR(G[S U {ri,...,7i}],¢, Ni—1)
s; < o vértice de S que tem grau um em (Viz, N; © N;_1)
M; + M;—y U{r;s;}

~N O o0 A W NN =

devolva M,
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Note que se trata de um algoritmo online. Para ver que o algoritmo faz sentido, note, do
Lema 6.3, que s; estd bem definido. Para mostrar que M; é um emparelhamento de G, é preciso
provar que s; esta livre em M;_1, isto é, que nenhuma aresta em M;_; incide em s;. Isso segue do
lema a seguir. Se M é um emparelhamento, denote por S[M] o conjunto dos vértices de S que sao

pontas de arestas em M.

Lema 6.4 (Khuller, Mitchell e Vazirani, 1994 [KMV94, Lema 2.2]): Para 0 < i < n, vale
que S[M;] = S[N;] e que M; é um emparelhamento.

Demonstracao: A prova é por inducdo em i. A afirmacao vale trivialmente para ¢ = 0, pois My =
Ny = ). Suponha, por hipotese de indugao, que S[M;_1] = S[N;_1]. Do Lema 6.3, S[N;]\ S[N;_1] =
{si}, logo s; ¢ S[N;—1] = S[M;—1] e M; é um emparelhamento. O algoritmo PERMUTAGAO faz
S[M;] < S[M;_1] U {s;}, entao S[M;] = S[NV;]. O

O teorema a seguir conclui a anélise do algoritmo.

Teorema 6.5 (Khuller, Mitchell e Vazirani, 1994 [KMV94, Teorema 2.3]): O algoritmo
PERMUTAGAO é (2n — 1)-competitivo.

Demonstracao: Do Teorema 5.2, o fator de competitividade do algoritmo é pelo menos 2n — 1.
Resta mostrar, entao, que ¢(M,) < (2n — 1) - ¢(Ny).

Primeiro, note que, como os custos das arestas em G sdo nao-negativos, vale que
c(Np) <e(Ny) < ... <c(Np);

se nao fosse assim, seria contradita a minimalidade do custo de cada emparelhamento. Para ¢ =

1,...,n, seja e; := r;s;. E claro que que c(e1) = ¢(Ny) < ¢(Ny,).

Uma consequéncia de o custo ser tal que os elementos em R e .S correspondem a pontos de uma
métrica é que, devido & desigualdade triangular, para toda aresta rs de GG, o custo de rs é menor

ou igual ao custo de qualquer caminho de r a s em G. Assim, para i > 2,
c(ei) < C(NZ D Nifl) < C(NZ) + C(Nl',l) <2 C(Nn)

Logo

3



Capitulo 7

Algoritmos Probabilisticos

Neste capitulo sdo apresentados algoritmos probabilisticos para o problema do emparelhamento
minimo bipartido online. Na Se¢ao 7.1, é mostrado como o algoritmo guloso probabilistico se com-
porta numa meétrica uniforme: o fator de competitividade esperado é H,,, onde n é o numero de
requisicoes. Na Secao 7.2, é apresentada uma variante desse algoritmo para instancias em que a
meétrica é dada por uma HST, com fator de competitividade O(lgn) para uma (lgn)-HST. Na
Secdo 7.2.2, mostra-se como utilizar o algoritmo da Secao 7.2 e a técnica de aproximacao de métri-
cas do Capitulo 4 para obter um algoritmo probabilistico para uma métrica arbitraria com fator de
competitividade esperado O(lg®n/lglgn).

A fim de simplificar a descricdo dos algoritmos, este capitulo utiliza uma defini¢do um pouco
diferente do problema, embora equivalente. Sao dados um conjunto S de pontos distintos numa
meétrica M (os servidores), e cada servidor s € S tem capacidade para atender a k(s) > 1 requisi¢oes
distintas. O ntiimero k(s) é denominado a capacidade de s. E dada também uma sequéncia R de
pontos de M (as requisi¢oes), possivelmente com repetigoes. O objetivo é encontrar uma funcao
f:R— Stal que {r € R: f(r) = s}| < k(s) para todo s € S e que minimize ), p dar(f(r),7).
Note que é necesséario que n < k(S). Na versdo online do problema, R e djs sao dados de forma
online.

Segue uma, defini¢ao formal do problema.

Problema MINEPBONLINE2 (M, S, R,k): Dados uma métrica M, um conjunto finito
S C Vi, um inteiro k(s) > 1 para cada s € S e uma sequéncia R = (ry,...,r,) de vértices
de M com n < k(S), encontrar uma funcao f : R — S tal que |[{r € R: f(r) = s}| < k(s)
para todo s € S, e que minimize ) . dy(f(r),r), sendo que f(r;) deve ser calculado antes

de f(ri+1) e sem a informagao sobre quem é (1j41,...,7y).

Note que uma solucao para o problema nessa forma corresponde a uma solugdo de mesmo custo
para a forma descrita no Capitulo 5: aqui, um servidor s com capacidade k(s) > 1 corresponde a k(s)
vértices servidores no mesmo ponto, e vice-versa. A representacao de uma instincia do problema
MINEPBONLINE2 pode ser assintoticamente menor que a de uma instancia correspondente para o
problema MINEPBONLINE, por exemplo se um servidor possuir capacidade w(n). Mas se k(S) =
O(n), entao a representacao das entradas para os dois problemas tém mesmo tamanho assintotico,

ja que as requisicoes sao dadas uma a uma, e nesse caso os dois problemas sao equivalentes.

23



54 ALGORITMOS PROBABILISTICOS 7.1

7.1 O Algoritmo Guloso Probabilistico em Métricas Uniformes

O algoritmo guloso probabilistico, denotado por GP, consiste em, para cada requisi¢ao, escolher
o servidor mais proximo que ainda estd disponivel. Se houver empate entre mais de um servidor
nessa situagao, o algoritmo escolhe um dentre eles com probabilidade proporcional & capacidade
de cada servidor. Embora esse algoritmo nao se comporte bem com métricas arbitrarias, pois o
mesmo exemplo da prova do Teorema 6.2 vale para ele, ele produz um bom resultado para métricas

uniformes.

Lema 7.1 (Meyerson, Nanavati e Poplawski, 2006): O algoritmo GP tem fator de compe-
titividade esperado no méaximo H, numa métrica uniforme, onde H, é o n-ésimo nimero

harmoénico e n é o niimero de requisicoes.

Demonstracao: Suponha que cada servidor tem capacidade unitaria (ou, na formulacao do Ca-
pitulo 5, que ndo ha mais de um servidor no mesmo ponto da métrica). Suponha também que

existem exatamente n servidores. Seja t > 0 tal que a métrica em questdo é t-uniforme.

Escolha uma solucdo 6tima offline tal que, se existirem vérias requisi¢oes num mesmo ponto,
uma. delas atendida com custo zero, a que é atendida com custo zero é a primeira delas. Defina
entdo uma requisi¢ado como barata se a mesma ¢é atendida com custo 0 nessa solucdo dtima offline,
e como cara caso seja atendida com custo ¢. Assim, se ha uma requisi¢do cara em um ponto onde
ha um servidor, entdo houve uma outra requisicao antes dessa nesse mesmo ponto. Logo, se uma

requisicao € cara, o algoritmo GP paga custo ¢ para atendé-la.

Se nao houver requisi¢oes caras, tanto o custo 6timo offline quanto o custo pago pelo algoritmo
GP serao zero. Seja entdo m o nimero de requisicoes caras, e suponha que m > 0. Claramente o
custo 6timo offline é mt. J4 o algoritmo GP paga t por cada requisicio cara e paga t ou 0 por cada

requisicao barata, dependendo das escolhas que fez anteriormente.

Sejam entao r; a i-ésima requisi¢ao barata e s; o servidor que a atende na solucao 6tima offline.
Note que, no algoritmo GP, para cada j < 7, o servidor s; foi ocupado, ou por r;, ou por alguma
requisicao anterior a r;. Seja m(i) < m o nimero de requisi¢des caras que chegaram antes de r;.
Como ha m(i)+i—1 requisi¢oes antes de r;, ha exatamente m(i)+i—1 servidores ocupados quando r;
chega. Desses, ¢ —1 sdo os servidores s1, ..., s;—1. Cada um dos demais servidores ocupados antes da
chegada de r; foi ocupado por um sorteio uniforme, e portanto cada servidor fora de {s1,...,s;—1},

m(i)

em especial s;, tem probabilidade m de estar ocupado.

Portanto, o custo esperado pago pelo algoritmo GP é no méaximo
mt +t —— < mt+t Ra—
; n—i+1 = ; n—i+1

"1
mt + mt | Z ;
i=m-+1
= mt(l + H, — Hm)

< mtHy,

a ultima desigualdade seguindo do fato que m > 1 e assim H,, > 1. Portanto o lema segue.
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Quando hé servidores com capacidade maior que 1, pode-se fazer um argumento analogo. Inter-
prete cada servidor com capacidade k£ como um servidor com k vagas. Considere, na solucao 6tima,
offline e na solucao do algoritmo GP, que as vagas de cada servidor sdo ocupadas na mesma ordem
e, em vez de pensar no servidor que atende uma requisi¢do, pense na vaga utilizada para atender

tal requisicao. O
Juntando isso com o Teorema 5.3, segue o seguinte.

Teorema 7.2 (Meyerson, Nanavati e Poplawski, 2006 [MNP06, Teorema 2.3|): O algoritmo
GP tem fator de competitividade esperado H,, = ©(lgn) na métrica uniforme, onde n é o

niimero de requisi¢coes e H,, é o n-ésimo niimero harmonico.

7.2 O Algoritmo Guloso Probabilistico em HSTs

Nesta secao é tratado o problema do emparelhamento minimo bipartido online restrito a métricas
induzidas por HSTs. O objetivo é compor um algoritmo para essa versao do problema com a técnica
de aproximacao de métricas por métricas arboéreas, a fim de obter um algoritmo para a versao do
problema com métricas arbitrérias.

Meyerson, Nanavati e Poplawski [MNP06| mostraram que o algoritmo GP é O(lg n)-competitivo
para instancias cuja métrica é dada pelas distancias entre as folhas de uma A-HST, com A > 1+2Inn,
onde n é o nimero de requisigoes. Além disso, mostram que o fator de competitividade do algoritmo
¢ independente da altura da HST se e s6 se A = Q(lgn). Csaba e Pluhar [CP08] mostram que uma
versdo um pouco mais elaborada do algoritmo também é O(lgn)-competitiva para A-HSTs, desde
que A > 2H,,. A anélise dessa versao do algoritmo é mais simples, e é essa versao que se apresenta
aqui.

A entrada do algoritmo, denominado GP-HST, é uma quadrupla I = (7, S, R, k), onde T é uma
A-HST perfeita com base t (ver Defini¢oes 2.5, 2.6 e 2.7) com A > 1 e ¢t > 0, S é um subconjunto
das folhas de T', R ¢ uma sequéncia de folhas de T' e k é um vetor com uma entrada k(s) > 1
para cada s € S. Aqui, S é o conjunto dos servidores, R é a sequéncia de requisicoes e k(s) é a
capacidade do servidor s; lembre-se que |R| < k(S). O algoritmo devolve uma funcdo f: R — S
tal que |[{r € R: f(r) = s}| < k(s) para todo s € S.

E possivel mostrar que o algoritmo GP-HST devolve o mesmo resultado do algoritmo GP, mas
é escrito de forma diferente, a fim de simplificar sua anélise. O algoritmo utiliza como sub-rotina
o algoritmo SERVIR, apresentado mais adiante. O algoritmo estende o vetor k para os vértices
internos, de forma que, para um vértice interno w, o valor k(w), denominado também capacidade
de w, é a soma das capacidades das folhas da subarvore com raiz em w. Se alguma folha v de T

nao corresponde a nenhum servidor em S, entdo faca k(v) := 0.
GP-HST(T, S, R, k)
1 estenda k(v) parav € Vp\ S
2 parai<« 1 até|R| faca
3 f(ri) < SERVIR(T, k, ;)
4

devolva f

O algoritmo SERVIR, descrito a seguir, tem como pré-condigdo a hipdtese de que alguma folha
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de T, e consequentemente a raiz de T, tem capacidade positiva, o que é sempre valido ja que
|R| —i+1 < k(S). Para uma execucdo com parametros (T, k,v), SERVIR devolve um vértice u de T’

com as seguintes propriedades:

(1) u estd & mesma altura que v em T

(2) u tem capacidade positiva;

(3) dentre os vértices que satisfazem os itens (1) e (2), u esta a distancia minima de v em T

(4) dentre os vértices que satisfazem os itens (1), (2) e (3), u é escolhido com probabilidade pro-

porcional & sua capacidade.

Eventualmente u = v. Note que, se u é um vértice que satisfaz essas propriedades, entdo o ancestral
comum de nivel mais baixo de u e v é o primeiro vértice no caminho de v & raiz de T' com capacidade
positiva. Além disso, o algoritmo também atualiza os valores de k, a fim de manter as capacidades

dos vértices consistentes. Para um vértice interno v de T', seja F'(v) o conjunto dos filhos de v em T

SERVIR(T, k, v)
se k(v) > 0 entdo
k(v) < k(v) — 1

devolva v

u < sorteie um dentre os filhos de p com probabilidade k(s)/k(p) para cada s € F(p)

1

2

3

4 p+ SERVIR(T, k, pai(v))
5

6 k(u) < k(u) —1

7

devolva u

A ideia do algoritmo consiste em, dada uma requisi¢io num vértice v, primeiro encontrar o
ancestral de v de nivel mais baixo que tem capacidade positiva (linhas 1-4 de SERVIR). O algo-
ritmo entao desce na arvore, sorteando a cada passo uma subarvore com capacidade positiva, com
probabilidade proporcional & capacidade da raiz da cada subarvore. Ao final, o algoritmo tera es-
colhido um dentre os servidores & distancia minima de v. E possivel mostrar que esse algoritmo é
equivalente ao algoritmo GP, mas escrito dessa forma recursiva fica mais simples argumentar sobre
propriedades do algoritmo utilizando inducao.

A prova de que o algoritmo SERVIR atende as propriedades (1) e (2) é por indugdo no compri-
mento ¢ do caminho em 7" de v a z, o ancestral comum de nivel mais baixo de u e v. Se ¢ = 0, o
que ocorre quando k(v) > 0, tem-se que x = v, logo as propriedades valem trivialmente. Se ¢ > 0,
entdo k(v) = 0 e SERVIR executa as linhas 4-7. Por hipotese de indugao, o vértice p da linha 4 tem
capacidade positiva e altura igual & do pai de v. Assim, qualquer filho de p tem mesma altura que v
e, devido a atualizagao nas linhas 2 e 6, se k(p) > 0, entao algum filho de p tem capacidade positiva,
do que as propriedades seguem. A propriedade (3) segue do fato de que as chamadas recursivas de
SERVIR param assim que o algoritmo encontra um ancestral de v com capacidade positiva e do
fato de que, devido & forma da HST, todo vértice com mesma altura e mesmo ancestral comum em
relacdo a v estd & mesma disténcia de v. A propriedade (4) segue claramente do sorteio da linha 5.

Devido a essas propriedades e & forma da HST, como o algoritmo GP-HST faz uma chamada a

SERVIR com um vértice folha, o mesmo devolve um vértice folha com capacidade positiva. Portanto,
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o algoritmo GP-HST devolve uma solucdo viavel. E evidente também que o algoritmo GP-HST é

online.

7.2.1 Analise do Fator de Competitividade

Uma vez que o algoritmo GP-HST supoe que T' é uma A\-HST perfeita de base ¢, todas as
arestas de nivel ¢ tém custo exatamente tA\*"!. Sejam 7 uma requisicio, s um servidor e x o ancestral
comum de nivel mais baixo de r e s, o qual serd denominado ponto de virada entre r e s. Seja Vr
o conjunto dos vértices internos de T'. Para uma solucdo f e um vértice v € Vr, seja 7¢(v) o namero
de pares (r,s) € R x S em que s = f(r) e v é o ponto de virada entre r e s. Segue que o custo de f

em relacao & instancia I é

hT('U)
val(f,I) =2 Z 7¢(v) Z AL
veV i=1

onde hp(v) é o nivel de v em T. Seja f* uma solugao 6tima offline; para simplificar a notagao,
denote 7¢«(v) por 7(v).

O fator de competitividade do algoritmo é O(lgn) se A = 2H,,, e a prova é por indu¢ao na
altura h de T. Se h = 1, entdo T restrita a R U S induz a métrica (2t)-uniforme. Nesse caso,
observe que o algoritmo é equivalente ao da Segdo 7.1, e portanto tem fator de competitividade H,,
conforme o Teorema 7.2.

O passo de indugao se baseia na seguinte transformacao. Seja I = (7,5, R, k) uma instancia
do problema, onde T tem altura h > 1, para a qual o algoritmo devolve uma solu¢ao f. Seja T’
a HST obtida pela remocao das folhas de T' e pela divisdo do comprimento de cada aresta em T’
por \; note que 7" também é uma A\-HST pefeita de base ¢t. Defina como instancia reduzida de
a instancia I' = (T",S’, R', k') do problema em que as requisi¢oes e servidores numa subérvore T,
de T com raiz v e hy(v) = 1 sdo todos aglutinados em v, e k’ consiste em k restrito a S’. Seja f" a
solugdo que f induz em I’; isto é, se s = f(r), entdo s’ = f'(r’), onde 1’ e s’ sdo os pais de r e s

em T', respectivamente. Note que

hT(’l))fl
val(f/, ') = 2 Z 7¢(v) Z AL
’UEVT:hT(U)ZQ =1

Além disso, note que, se os sorteios do algoritmo forem os mesmos, entao a solucao devolvida pelo
algoritmo para a instancia I’ sera exatamente f’.

O seguinte fato sera util adiante.

Fato 7.3: Sejam I uma instancia do problema do emparelhamento minimo online bipar-
tido, f* uma solucao étima offline de I e I' a instancia reduzida de I. A solucao induzida

por f* em I' 6 uma solucao 6tima offline de I'.

Demonstracao: Suponha, por contradi¢cao, que exista uma, solucao f de I’ com custo menor que
o da solucao induzida por f* em I’. Entdo é possivel mostrar que existe uma solucao viavel de I

que induz f em I’ e tem custo menor que o de f*, uma contradi¢ao. O
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Seja entdao X = ) cy. 77(v); note que X é uma variavel aleatoria. Tem-se que

hr(v)
val(f,I) = 2 Z 7¢(v) Z Al
veV i=1
hr(v)
= 2> rp) [ t+ Y AT
veEV =2
hr(v)
= 2t Z Tf(v)—i-Q Z Tf(?))-)\ Z t)\i_z
veEV T veEV T =2
hr(v)—1
= 2t Z Tf(v) + 2A Z Tf(v) Z t)\i_l
veVT vEVpthy (v)>2 i=1
= 22X + \-val(f, I').
Da linearidade da esperanca,
Elval(f,I)] = 2t - E[X] + X\ - E[val(f’, I')]. (7.1)

O lema a seguir delimita E[X].

Lema 7.4 (Csaba e Pluhar, 2008 [CP08, Lema 7]): Seja f uma solu¢ao devolvida pelo al-
goritmo GP-HST para uma instancia I = (T,S,R,k) do problema do emparelhamento
minimo online bipartido com n requisi¢oes, onde T' é uma HST perfeita de base t. Seja
X = > ev, 7f(v), onde Vr é o conjunto de vértices internos de T e 74(v) é o nimero de

requisicoes das quais v é o ponto de virada em f. Entao

hr(v)
EX]< > 7(v) > (Ha),
UEVT =1

onde H,, é o n-ésimo niimero harménico e 7(v) = 74+ (v) para uma solugao 6tima offline f*

de I.

Demonstracao: Seja h a altura de T'; a prova é por inducao em h. Se h = 1, entdao T restrita

a RU S induz a métrica (2t)-uniforme. Do Teorema 7.2,

20-E[X]|=F |2t Y 7¢(v)| =E[val(f, )] <val(f*,I)- H, =2t Y 7(v)Hy,
vEVT veVT

do que o lema segue para h = 1.
Suponha entdo que h > 1. Sejam I' = (17,5, R, k') a instancia reduzida de I e X' =
> veVpihp(v)>2 Tf (V). Entdo

X=X+ > 7@ (7.2)
UevTihT(U):l
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e, por hipotese de inducao,

hr(v)—1
E[X'] < o) Yo (Ha) (7.3)
UEVT:hT(U)ZQ i=1

Seja T o conjunto de subérvores de 1" com raiz nos vértices de altura 1 em 7. Para cada
arvore T, € T com raiz v, considere a instancia I, = (1}, S(v), Rf(v), k[S(v)]), onde T} consiste
em T, acrescida de um veértice v a distancia ¢ de v com k(v') = 0, S(v) sdo os servidores em T,
E[S(v)] corresponde a restricao de k a S(v), e Ry(v) sdo as requisicdes que sao atendidas por
servidores de T, em f. As requisi¢oes que sao atendidas em T, mas provém de vértices em Vp\ Vp,
passam a ser no vértice v’ em I,,. Note que I,, depende dos sorteios realizados pelo algoritmo GP-HST

para I.

Seja f, := GP-HST(I,); note que, se os sorteios do algoritmo forem os mesmos, entao f,(r) =
f(r), para toda requisigao r de I,,. Seja f;¥ uma solucdo 6tima offline de I, e f*[I,] uma solugao que
utiliza as mesmas escolhas que f* para as requisicoes de I, que vém de T, e os servidores restantes
para as requisi¢oes de I, em v'. Entao val(f, I,) < val(f*[I,],1,). Além disso, do Teorema 7.2,
tem-se que E[val(f,,I,)] < val(fy, 1) - Hp.

Seja of(v) o namero de requisi¢oes em v'; note que

Z or(v) = X"

UEVT:hT(U):l

Além disso, val(fy,1,) = 2t(1¢(v) + 0¢(v)), ja que as requisicoes contadas em o¢(v) tém ponto
de virada em f num vértice de altura maior que 1, e claramente, por construgao, val(f*[I,], I,) =
2t(7(v) + of(v)). Assim,

24(Elr(v)] + Elos(v)]) = E[val(fy, L,)]
< E[val(f),I,)] - Hn
< E[val(f*[I,], I,)] - Hy
= 24(r(v) + Elos(v)) - Hy

Logo

o que leva a

E > ()| < H,g > r(w)+EX'| -EX,

veV:hp(v)=1 vEV:hr(v)=1

e portanto, juntado isso com as Equagoes (7.2) e (7.3),

E[X] < H, > r(v)+EX]
veEV:hp(v)=1

UEVT:]’LT('U):I UEVT:hT(U)ZQ 1=1
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logo o lema segue. O

O teorema a seguir conclui a analise do algoritmo. O mesmo mostra que o algoritmo GP-HST
é \-competitivo para instancias em que a métrica é dada por uma A-HST com A\ > 2H,,. Meyerson,
Nanavati e Poplawski [MNP06]| exibiram um contraexemplo que mostra o algoritmo GP tem fator
de competitividade w(lgn) se A = o(Ign), mas tal contraexemplo nao seré discutido aqui. Como os
algoritmos GP e GP-HST sao equivalentes, esse contraexemplo mostra que o resultado a seguir é

assintoticamente justo.

Teorema 7.5 (Csaba e Pluhér, 2008): O custo esperado de uma solugao f produzida pelo
algoritmo GP-HST para uma instancia I = (T, S, R,k) do problema do emparelhamento
minimo online bipartido, onde n é o niimero de requisi¢oes de R e T' é uma A\-HST perfeita

de baset com A > 2H, et > 0, é tal que

E[val(f,I)] < X-val(f*,I).

Demonstracao: Seja ¢; =1 — (%)Z para ¢ > 1. Entao

hT(U) hT('U)
val(f*,I) =2 Z 7(v) Z AT > 2 Z 7(v) Z et L,
vEVT i=1 veVp i=1
A prova consiste em mostrar que
hr(v) '
Efval(f,1)] <2 Y 7(v) Y eitX, (7.4)
UEVT =1

Observe que, para 7 > 1,

R R OISO ORI}

Disso deduz-se que H,, < c1A e que, para £ > 1,

¢ -1 l l
E CZ')\Z — E CZ')\ZJrl = E CZ‘)\Z — E Cz‘fl)\z
1=1 i=1 =1 =2
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c1A+§; (%)Z/\Z
- x()

i=1

Z .

(H,)'.
=1

v

A prova de (7.4) é por indugao na altura h de T'. Se h = 1, do Teorema 7.2 segue que

Efval(f, )] <val(f*,I)-H, =2 Y  7(v) - tH, <2 Y  7(v)- _y > () - et
veV veV 2 veEV

logo (7.4) vale para h = 1.

Se h > 1, sejam I’ a instancia reduzida de I e f’ uma solugao que o algoritmo devolveria para I'.

Por hipotese de inducao e pelo Fato 7.3,

hr(v)—1
Efal(f, 1] < 2 > 1) > ath
vEV:hr(v)>2 =1
Isso e o Lema 7.4 aplicados a (7.1) permitem concluir que
Eval(f,I)] = 2t-E[X]+ X-Elval(f’,1")]
hr(v) hr(v)—1
< 2y T(v) Y (Ha) 2t Y rv) D> aAt!
VeV i=1 VEVrihy(v)>2 i=1
hr(v) hr(v)—1 hr(v)—1
< 2t Z 7(v) Z cA — Z AT ot Z 7(v) Z A
vEVT i=1 i=1 VeV ihr(v)>2 i=1
hr(v)
= 2t Z 7(v) Z N,
vEV T i=1
que é exatamente (7.4), concluindo a prova. O

7.2.2 Aplicagcao de Aproximacao de Métricas

Neste ponto o seguinte algoritmo para o problema MINEPBONLINE2(M, S, R, k), denominado
OM (de online matching), que compde o algoritmo GP-HST com a aproximagiao de métricas por
meétricas arboreas, deve ser 6bvio para o leitor. O algoritmo BCR(T, k) é o algoritmo da Segao 4.3,
que aproxima uma 2-HST T por uma k-HST com distor¢ao esperada O(k/lg k) (mais precisamente,
por uma (2/'8¥1)-HST perfeita com base definida). O algoritmo FRT(M) ¢é o algoritmo da Secdo 4.2,
que aproxima uma métrica finita M por uma 2-HST com distor¢ao esperada O(lgm), onde m :=
[Var]. O algoritmo OM recebe como entrada uma métrica M, um conjunto S de pontos de M (os
servidores), uma sequéncia R de pontos de M (as requisigoes), eventualmente com repeticoes, e um
inteiro k(s) > 1 para cada s € S (a capacidade do servidor s). O algoritmo devolve uma fungao
f:R— Stalque |[{r € R: f(r) = s}| < k(s) para todo s € S.
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OM(M, S, R, k)

1 n<+ |R|

2 T+ BCR(FRT(M),2H,)
3 devolva GP-HST(T, S, R, k)

Para simplificar a analise que segue, o algoritmo serd reescrito da seguinte forma (expandindo
o codigo de GP-HST).

OM(M, S, R, k)
n + |R|
T + BCR(FRT(M),2H,,)
estenda k(v) parav € Vp\ S

1

2

3

4 parai< 1 atén faca
5 f(ri) < SERVIR(T, k,7;)
6

devolva f

Claramente, se trata de um algoritmo online. Utilizando os Teoremas 4.4 e 4.5 e o Fato 3.10, tem-
se que as distancias entre as folhas de T" aproximam probabilisticamente as distancias em M com
distor¢ao esperada O(lgmlgn/lglgn), onde n := |R|. Assim, a composi¢ao dos algoritmos FRT e
BCR corresponde ao item (4) do Teorema 3.11, e o algoritmo GP-HST corresponde ao item (3) do
Teorema 3.11. Como o algoritmo GP-HST supde que as requisicoes e os servidores sdo todos em
folhas de T, vale o item (2) do Teorema 3.11, e como o valor de um emparelhamento é a soma das
distancias entre uma requisi¢ao r e o servidor f(r) que a atende, vale o item (1) do Teorema 3.11.
Assim, pelo Teorema 7.5, conclui-se que o algoritmo OM tem fator de competitividade esperado
O(lg? nlgm/1glgn). Entretanto, esse algoritmo s6 seria pratico se m = O(n), com ¢ constante, o
que em muitos casos nao é valido: em geral M é infinita.

Uma primeira alternativa que vem & mente seria utilizar M[R U S| na linha 2. No entanto,
isso faria com que o algoritmo deixasse de ser online para uma instancia arbitraria, visto que seria
necessario conhecer a sequéncia R de antemao. O algoritmo é online se for atendida a restri¢ao de
que R C S, tal fato serd utilizando mais adiante. O pseudocodigo dessa alternativa, o algoritmo
OM* para o problema MINEPBONLINE2(M, S, R, k), é apresentado a seguir.

OM*(M, S, R, k)
n + |R|
T + BCR(FRT(M[R U S]), 2H,,)
estenda k(v) parav € Vp\ S

1

2

3

4 parai< 1 atén faca
5 f(ri) < SERVIR(T, k, ;)
6

devolva f

Para instancias em que R C S, o algoritmo OM?* tem fator de competitividade esperado
O(lg?nlg|S|/1glgn), ou O(lg3n/lglgn) se |S| = O(n).
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O seguinte algoritmo é um algoritmo online para uma instancia arbitraria de MINEPBONLINE2.
O algoritmo utiliza como base a rotina MAISPROXIMO(S, r;), que calcula o servidor mais proximo

de r; em S, independente desse servidor ter ou nao capacidade para atender a r;.
OM'(M, S, R, k)
n < |R|
T + BCR(FRT(M]S]),2H,)
estenda k(v) parav € Vp\ S

1

2

3

4 parai<« 1atén faca
5 f'(ri) < SERVIR(T, k, MAISPROXIMO(S, 7;))
6

devolva f’

A ideia do algoritmo é, para cada requisi¢io, executar o algoritmo OM* como se a mesma
estivesse no servidor mais préoximo em S, tenha esse servidor capacidade para atendé-la ou nao.
Dessa forma, para calcular T' é necessario saber apenas a posicao dos servidores.

O lema a seguir mostra que, se o fator de competitividade esperado do algoritmo OM* é k para
instancias em que R C S, entao o fator de competitividade esperado de OM’ é no maximo 2k + 1.
Dessa forma, o algoritmo OM’ tem fator de competitividade esperado O(lgZnlg|S|/lglgn), o que
e O(lg3n/1glgn) se |S| = O(n).

Lema 7.6 (Csaba e Pluhar, 2008 [CP08, Lema 2]): Se o algoritmo OM* tem fator de com-
petitividade esperado k para instancias em que R C S, entao o algoritmo OM’ tem fator de

competitividade esperado no maximo 2k + 1.

Demonstracao: Dada uma instancia I = (M, S, R, k), seja f’ a solucdo devolvida por OM’
tendo I como entrada. Para r € R, denote por g(r) o servidor devolvido por MAISPROXIMO(SS, 7).
Sejam R := (g(r1), .-, 9(rn)), I:= (M, S, R, k) e f a solugao devolvida por OM* tendo I como
entrada. Note que, se os sorteios forem os mesmos, a arvore 1" obtida na linha 2 do algoritmo OM*
para I ¢ exatamente a arvore T' obtida na linha 2 do algoritmo OM’, uma vez que RCS. Assim,

existe uma, correspondéncia entre os sorteios de OM* e de OM’ de modo que, para cada r € R,

f'(r) = flg(r)). (7.5)
Sejam f* uma solucao 6tima offline de I e f a solucdo analoga a f* em I, isto é, tal que f(g(r)) =
f*(r) para cada r € R. Seja f* uma solucdo 6tima offline de I.

No melhor caso toda requisicao é atendida pelo servidor mais proximo, logo um limite inferior
para val(f*,I) é > 1" | duy(ri, g(ri)). Da desigualdade triangular e de (7.5), para cada r € R, vale
que

dar(r, f'(r)) < dar(g(r), f(9(r)) + dar(r, g(r))-

Somando isso para todas as requisi¢oes, tem-se que

val(f', ) < val(f, I) + val(f*,I). (7.6)
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Similarmente, da desigualdade triangular e do fato de que f(g(r)) = f*(r), vale que

dar(g(r), f(9(r)) < dar(r, f*(r)) + das(g(r), 1),

para cada r € R. Logo
Val(fa f) < Va‘l(f*71) + ZdM(g(rl)7T2) <2 Val(f*71)'
i=1

Pela definicio de f*, tem-se que val(f, f) > val(f*,f), logo val(f*,f) < 2-val(f*,I).

Como OM* é k-competitivo, vale que val(f, f) < kK- val(f*,f). Juntando isso com a desigual-
dade (7.6), tem-se

val(f/, 1) < i -val(f*, 1) + val(f*, 1) < (2k + 1) - val(f*, I),

o que conclui a prova. O
Dessa forma, chega-se ao seguinte teorema.

Teorema 7.7 (Csaba e Pluhér, 2008 [CP08, Teorema 1]): Existe um algoritmo para o pro-
blema do emparelhamento minimo online bipartido com fator de competitividade esperado

O(lg3n/1glgn), onde n é o niimero de requisicdes.



Capitulo 8
Consideracoes Finais

Neste trabalho foi apresentada a técnica de aproximacgao de métricas finitas por métricas arbo-
reas e a aplicacao dessa técnica ao problema do emparelhamento minimo online bipartido.

Inicialmente, procurou-se definir os conceitos utilizados no restante do texto, a saber, teoria dos
grafos, teoria das probabilidades, problemas de otimizacao, algoritmos de aproximacao, algoritmos
online e anélise competitiva. Na versao original da dissertacao, foi feito um esforgco para definir algo-
ritmos online e analise competitiva de forma coerente com as definicoes de problemas de otimizagao
e algoritmos de aproximagao, de forma a ter a analise competitiva de algoritmos online como um
caso especial da teoria de algoritmos de aproximagao. Na literatura de computacao online é feito
esse paralelo apenas num nivel basico; num nivel mais formal, as definicoes ndo mais se encaixam
nas presentes na literatura de algoritmos de aproximacao. Chegou-se & conclusdo, no entanto, de
que a defini¢ao proposta nao era abrangente o suficiente e que, embora 0s conceitos sejam parecidos,
tém diferencas fundamentais, e optou-se por manter as definicdes apenas num nivel informal.

Em seguida, foram apresentados os conceitos de métricas e aproximacao de métricas, juntamente
com dois resultados que mostram como a técnica de aproximacao de métricas pode ser utilizada
para obter bons algoritmos de aproximacao em problemas métricos. O Teorema 3.11 mereceu aten-
¢do especial, uma vez que chegou-se & conclusdo de que as hipdteses no enunciado do teorema
original eram insuficientes para a demonstracao do mesmo. Por ser um teorema bésico da técnica
de aproximacao de métricas, é necessario chamar a atencao para esse detalhe. Mais adiante foi
apresentado o limite inferior para aproximacoes probabilisticas de métricas por métricas arboreas.
Aqui as principais dificuldades foram a imprecisdo e a falta de formalismo em alguns pontos das
demonstragoes originais, em especial quanto as distribui¢coes de probabilidade utilizadas.

O capitulo seguinte (Capitulo 4) apresenta o algoritmo FRT, que é utilizado para aproximar
métricas finitas arbitrarias por métricas arbéreas. Esse foi um dos capitulos que tomou mais tempo,
tendo em vista a dificuldade de encontrar uma versao do algoritmo sem brechas nas demonstragoes.
Houve também um esfor¢o em esclarecer o objetivo de cada procedimento, em especial da rotina
REFINE. A ultima se¢do desse capitulo apresenta a aproximacao de uma 2-HST por uma k-HST.
O algoritmo precisou ser modificado, tanto porque as defini¢oes do trabalho original diferiam das
utilizadas neste texto, como para atender as suposigoes feitas por algoritmos em outros capitulos
que utilizam este como base.

Por fim, na parte sobre o problema do emparelhamento minimo online bipartido (Capitulos 5
a 7), é apresentado um histoérico do problema, juntamente com limites inferiores no fator de competi-

tividade dos algoritmos para esse problema. Sao apresentadas solucoes deterministicas e probabilisti-
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cas. Uma dificuldade encontrada foi que tanto os algoritmos deterministicos como os probabilisticos
foram obtidos em paralelo por dois grupos (para os algoritmos deterministicos, Kalyanasundaram e
Pruhs e Khuller, Mitchell e Vazirani, e para os algoritmos probabilisticos, Csaba e Pluhar e Meyer-
son, Nanavati e Poplawski), de forma que houve um esfor¢o em unificar a notacao utilizada em
toda a parte. Ainda assim, é utilizada uma defini¢cdo diferente do problema no capitulo dos algo-
ritmos probabilisticos. Na apresentacao do algoritmo GP-HST, em especial, houve um trabalho
de formalizagdo muito intenso até se chegar ao nivel de detalhe apresentado. Um grande avanco
ocorreu quando se percebeu que escrever o algoritmo de forma recursiva auxiliaria no argumento da
prova por inducao do seu fator de competitividade. (No trabalho original o algoritmo apresentado
também é recursivo, mas nao existe uma correspondéncia tao forte entre o algoritmo e a prova por
indugao como no presente texto.)

O projeto inicial inclufa também a aplicagdo da aproximacdo de métricas ao problema dos k
servidores [Kou09|. No entanto, chegou-se a conclusdo de que a simples composigao do algoritmo
para arvores com a aproximagcao de métricas ndo leva a um algoritmo relevante, e tal solucao teria
o mesmo problema abordado na Secdo 7.2.2 em relacdo ao problema do emparelhamento minimo
online bipartido. Trabalhos mais recentes no sentido de utilizar aproximacao de métricas para obter
resultados melhores para esse problema ainda sao incompletos e cobrem apenas parte dos casos.
Assim, decidiu-se focar nos limites inferiores da aproximacao de métricas e no problema do problema
do emparelhamento minimo online bipartido. J& o trabalho de Bansal et al. [BBGNO07], que propoe
um algoritmo com melhor fator de competitividade que o descrito na Se¢do 7.2, foi encontrado

apenas as vésperas da finalizagdo do texto, logo nao houve tempo para inclui-lo.
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