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ResumoAproximação de métri
as �nitas por métri
as arbóreas e apli
açõesMuitos problemas de otimização em grafos, em espe
ial problemas métri
os, são mais fá
eis deresolver em árvores. Portanto, uma estratégia para obter um bom algoritmo para 
ertos problemasé obter uma árvore que aproxime o grafo, e utilizar uma solução do problema nessa árvore 
omouma solução aproximada para o problema no grafo original. Neste trabalho é estudada a té
ni
a deFak
haroenphol, Rao e Talwar, que mostraram 
omo aproximar uma métri
a �nita arbitrária 
om npontos por uma métri
a numa árvore 
om distorção esperada O(lg n) � o ótimo assintóti
o. Essaestratégia resulta em algoritmos de aproximação 
om boas razões de aproximação, e em algoritmos
om bom fator de 
ompetitividade para diversos problemas de otimização online e distribuídos.É apresentada espe
i�
amente a apli
ação da té
ni
a ao problema do emparelhamento mínimobipartido online, que ilustra 
omo a aproximação de métri
as auxilia na resolução de um problemae os 
uidados que devem ser tomados nessa apli
ação.Palavras-
have: aproximação de métri
as, métri
as arbóreas, emparelhamento mínimo bipartidoonline.
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Abstra
tApproximation of �nite metri
s by tree metri
s and appli
ationsMany optimization problems on graphs, espe
ially metri
 problems, are easier to solve on trees.Therefore, a strategy for obtaining a good algorithm for 
ertain problems is to obtain a tree thatapproximates the graph, and use a solution of the problem on the tree as an approximate solutionfor the problem on the original graph. We study the work of Fak
haroenphol, Rao e Talwar, whoshowed how to approximate an arbitrary �nite metri
 on n points by a tree metri
 with expe
teddistortion O(lg n), whi
h is asymptoti
ally optimum. This strategy leads to algorithms with goodapproximation fa
tors, and to 
ompetitive algorithms for various optimization problems, some ofthem online and distributed. Here, we present the appli
ation of that te
hnique to the problemof �nding a minimum online mat
hing on a bipartite metri
 graph. This problem illustrates howmetri
 approximation aids in solving a problem, and the 
are that must be taken when doing su
han appli
ation.Keywords: metri
 approximation, tree metri
s, online minimum bipartite mat
hing.
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Capítulo 1IntroduçãoMuitos problemas de otimização em grafos, em espe
ial problemas métri
os, são mais fá
eis deresolver em árvores. Portanto, uma estratégia para obter um bom algoritmo para 
ertos problemasé obter uma árvore que aproxime o grafo, e utilizar a solução do problema nessa árvore 
omo umasolução aproximada para o problema no grafo original.Neste trabalho é des
rito um algoritmo que aproxima uma métri
a �nita, ou as distân
ias numgrafo, pelas distân
ias numa árvore. O objetivo é que as distân
ias na árvore tenham uma relação
om a métri
a original, de forma que garantias sobre uma solução na árvore possam ser estendidaspara garantias em relação à métri
a ini
ial. Espe
i�
amente, a distân
ia entre um par de vérti
es naárvore deve ser maior ou igual à distân
ia na métri
a original, mas se deseja limitar superiormenteesse aumento na distân
ia, denominado distorção. Esse algoritmo é utilizado 
omo sub-rotina emalgoritmos de aproximação para diversos problemas de otimização, bem 
omo em algoritmos 
ombom fator de 
ompetitividade para diversos problemas online e distribuídos.Mais adiante, é estudada neste trabalho a apli
ação desse algoritmo em um problema de 
ompu-tação online, o problema do emparelhamento mínimo bipartido online. Esse problema foi es
olhidopor demonstrar 
laramente 
omo a aproximação de métri
as auxilia na resolução de um problema, eos 
uidados que devem ser tomados nessa apli
ação. Apli
ações desse problema in
luem problemasde balan
eamento de 
arga e leilões de anún
ios em sítios de bus
a na Web.1.1 Históri
oAs primeiras ideias no sentido de aproximar uma métri
a por outra mais simples surgiramquando Karp tentou resolver o problema dos k servidores (k-server problem) no n-
ir
uito (um
ir
uito 
om n vérti
es), aproximando-o por 
aminhos [Kar89℄. No entanto, qualquer aproximaçãodeterminísti
a do n-
ir
uito tem distorção Ω(n) [RR98℄, o que leva a um algoritmo 
ujo fator de
ompetitividade é pelo menos kn. Karp então prop�s que se aproximasse o n-
ir
uito por umadistribuição de probabilidade sobre 
aminhos. Essa estratégia leva a uma distorção esperada de 2,de forma que Karp obteve um algoritmo probabilísti
o 2k-
ompetitivo para os k servidores no n-
ir
uito. Alon et al. [AKPW95℄ adaptaram a ideia para aproximar uma métri
a num grafo arbitráriopor uma distribuição de probabilidade sobre árvores geradoras do grafo, mas obtiveram um limitesuperior de apenas 2O(
√
lgn lg lgn) na distorção.Bartal [Bar96℄ prop�s aproximar uma métri
a arbitrária através de uma distribuição de proba-bilidade sobre métri
as arbóreas. Uma métri
a arbórea é uma métri
a induzida pelas distân
ias1



2 INTRODUÇ�O 1.3numa árvore, não ne
essariamente 
ontida no grafo original, mas 
ujo 
onjunto de vérti
es 
ontémo 
onjunto de vérti
es do grafo original. Espe
i�
amente, Bartal prop�s um algoritmo que produzuma métri
a arbórea, es
olhida dentre uma família de métri
as arbóreas segundo uma distribuiçãode probabilidade, de forma que a distorção esperada seja baixa. Bartal mostrou 
omo obter umamétri
a 
om distorção esperada O(lg2 n), utilizando o 
on
eito de árvores hierarqui
amente bem-separadas (HSTs, do inglês hierar
hi
ally well-separated trees). O resultado foi melhorado pelo pró-prio Bartal para O(lg n lg lg n) [Bar98℄, e para O(lg n) por Fak
haroenphol, Rao e Talwar [FRT04b℄.Tal resultado 
orresponde ao ótimo assintóti
o: Bartal [Bar96℄ havia mostrado que existem grafospara os quais qualquer aproximação probabilísti
a por uma árvore tem distorção Ω(lg n). Para umades
rição mais 
ompleta do históri
o do problema, 
onsulte [FRT04b, FRT04a℄.Este trabalho se 
on
entra no resultado de Fak
haroenphol, Rao e Talwar [FRT04b, FRT04a℄,que é apresentado no Capítulo 4.1.2 Apli
açõesA aproximação de métri
as por métri
as em árvores tem diversas apli
ações, em espe
ial emalgoritmos de aproximação e nas versões online e distribuída de diversos problemas de otimização.A seguir, são 
itadas as referên
ias en
ontradas de apli
ações dessa té
ni
a, para ajudar o leitorinteressado.Alguns problemas são enumerados em [Bar96, Bar98, FRT04b℄, desta
ando-se dentre eles oproblema da árvore de Steiner de grupos [GKR00, AAA+06℄ e generalizada [AAB96, BC97℄; da
k-mediana [KH79℄, para o qual foi obtida a primeira aproximação sublinear, embora hoje seja 
o-nhe
ida uma 3,45-aproximação [Shm99℄; da rotulação de métri
as [KT02, KKMR09℄; do projeto deredes de 
ompra em ata
ado (buy-at-bulk newtork design) [AA97, HST05, CHKS06℄; dos k servidoresnas versões online [Kou09℄ e distribuída [BR97℄; e da paginação distribuída [BFR95, Bar96℄.Apli
ações mais re
entes in
luem o problema da árvore de Steiner pré-projetada [IKMM04℄; 
a-
hing 
ooperativo hierárqui
o online [LPTV06℄; emparelhamento mínimo bipartido online [MNP06,CP08℄; ordenação de bu�ers em métri
as na reta [KP06℄, embora uma aproximação determinísti
amelhor seja 
onhe
ida [GS09℄; 
orte em grafos 
om requisitos, que uni�
a diversos problemas de
ortes em grafos [NR10℄; variantes da k-árvore de Steiner [HKS09℄; além de diversas variantes deproblemas de projeto de redes [GKR09, GOS09, BH09, vZ09℄.Neste trabalho é des
rita em detalhes a apli
ação dessa té
ni
a ao problema do emparelhamentomínimo bipartido online, na Parte II (Capítulos 5 a 7).1.3 Organização da DissertaçãoNo Capítulo 2 são apresentados alguns 
on
eitos ne
essários para o restante do texto: teoriados grafos, probabilidade, problemas de otimização, algoritmos de aproximação, algoritmos onlinee análise 
ompetitiva. Ali também é des
rito o modelo de 
omputação utilizado neste trabalho.A Parte I (Capítulos 3 e 4) trata de aproximação de métri
as. No Capítulo 3 são de�nidos os
on
eitos de métri
a e aproximação de métri
as, e são apresentados alguns resultados rela
ionadosà aproximação de métri
as por métri
as arbóreas. É des
rito, no Capítulo 4, o algoritmo de Fak
ha-roenphol, Rao e Talwar [FRT04b, FRT04a℄, que aproxima uma métri
a �nita arbitrária por uma



1.3 ORGANIZAÇ�O DA DISSERTAÇ�O 3métri
a arbórea 
om distorção logarítmi
a.A Parte II (Capítulos 5 a 7) é dedi
ada ao problema do emparelhamento mínimo bipartidoonline. O Capítulo 5 apresenta o problema, juntamente 
om limitantes inferiores no fator de 
om-petitividade de qualquer algoritmo. No Capítulo 6 são apresentados algoritmos determinísti
os; noCapítulo 7 é apresentado um algoritmo probabilísti
o 
om melhor fator de 
ompetitividade, que sebaseia fortemente na aproximação de métri
as por métri
as arbóreas.Por �m, no Capítulo 8 são feitas algumas 
onsiderações �nais.Note que são apresentadas duas versões da bibliogra�a: uma denominada �Bibliogra�a Sele
io-nada�, 
ontendo apenas as publi
ações mais importantes para o desenvolvimento do texto, e outra
ontendo tudo que é referen
iado.
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Capítulo 2PreliminaresNeste 
apítulo são apresentados alguns 
on
eitos bási
os, ne
essários para o entendimento dasté
ni
as utilizadas nos demais 
apítulos. Este 
apítulo é baseado nos Capítulos 1 e 6, na Seção 2.1e nos Apêndi
es D e E de de Carvalho et al. [dCCD+01℄, e na Seção 1.1 e no Capítulo 7 de Borodine El-Yaniv [BEY98℄.Sejam um 
onjunto A e uma função f : A → R. Dado um sub
onjunto �nito B de A, denota-se por f(B) a somatória ∑b∈B f(b). Diz-se que um número x é positivo se x > 0, e que x énão-negativo se x ≥ 0.2.1 Teoria dos GrafosUm grafo é um par (V,E), onde V é um 
onjunto �nito e E é um 
onjunto de pares de elementosde V . O 
onjunto V é denominado o 
onjunto dos vérti
es do grafo, e o 
onjunto E é denominadoo 
onjunto das arestas do grafo. Para não 
arregar a notação, denota-se uma aresta {u, v} por uv.A �m de evitar ambiguidades quando se referindo a mais de um grafo G = (V,E), é usual denotar Vpor VG e E por EG.Um grafo G pode ser representado gra�
amente utilizando-se um ponto para 
ada vérti
e de VGe uma linha entre dois vérti
es u e v se a aresta uv está em EG. Na Figura 2.1, por exemplo, émostrada uma representação grá�
a do grafo ({a, b, c, d}, {ab, ac, bc, cd}).PSfrag repla
ementsa b

cdFigura 2.1: Uma possível representação grá�
a do grafo ({a, b, c, d}, {ab, ac, bc, cd}).Grafos são úteis para representar rela
ionamentos entre objetos. Por exemplo, uma rede de
omputadores pode ser representada 
omo um grafo, em que 
ada 
omputador é representado porum vérti
e, e existe uma aresta entre dois vérti
es se existir um 
anal de 
omuni
ação direto entreos 
omputadores 
orrespondentes. É 
omum também asso
iar um valor numéri
o aos vérti
es e/ouàs arestas de um grafo. No exemplo da rede, pode-se asso
iar a uma aresta entre dois vérti
es o5



6 PRELIMINARES 2.1tempo de transmissão de uma mensagem entre os 
omputadores 
orrespondentes.Sejam u e v vérti
es distintos de G. Se uv ∈ EG, então u e v são denominados adja
entes, ese diz que existe uma aresta entre u e v. Se e = uv ∈ G, então se diz que e é in
idente a u ea v, que u e v são in
identes a e e que u e v são as pontas de e. O grau de um vérti
e v ∈ VG
onsiste no número de arestas in
identes a v em G. O grau mínimo de um grafo é o mínimo dentreos graus de seus vérti
es. Um grafo G é 
ompleto se há uma aresta unindo 
ada par de vérti
esde G. Denota-se por Kn o grafo 
ompleto 
om n vérti
es. O grafo K1 é denominado grafo trivial,e o grafo K0 é denominado grafo vazio.Um subgrafo de G é qualquer grafo H tal que VH ⊆ VG e EH ⊆ EG. Nesse 
aso, diz-seque G 
ontém H. Seja U ⊆ VG. O subgrafo de G induzido por U , denotado por G[U ], é o grafo
(U, {uv ∈ EG : u, v ∈ U}).Um grafo G é denominado bipartido (bipartite) se VG pode ser dividido em duas partes dis-juntas U e V , tais que toda aresta de G é do tipo uv 
om u ∈ U e v ∈ V . Pode-se dizer, nesse 
aso,que G é (U, V )-bipartido. Por exemplo, o grafo G = ({a, b, c, d, e, f}, {ad, ae, bd, bf, ce}), represen-tado na Figura 2.2, é bipartido: tomando os 
onjuntos U = {a, b, c} e V = {d, e, f}, representadosna �gura pela linha pontilhada, toda aresta de G tem uma ponta em U e outra em V . Um grafo G

(U, V )-bipartido é bipartido 
ompleto se existe uma aresta entre 
ada vérti
e de U e 
ada vérti
ede V . Denota-se por Km,n o grafo bipartido 
ompleto em que uma das partes da bipartição tem mvérti
es e a outra tem n vérti
es.PSfrag repla
ements a b c

d e f

U

VFigura 2.2: Exemplo de grafo bipartido. Toda aresta tem uma ponta no 
onjunto U e outra no 
onjunto V .Um emparelhamento (mat
hing) de um grafo G é um sub
onjunto M de EG tal que, paratodo vérti
e v de G, no máximo uma aresta in
idente a v está em M . Um emparelhamento M deum grafo G é denominado perfeito se, para 
ada vérti
e v de G, exatamente uma aresta in
identea v está em M . Como exemplo, um emparelhamento do grafo da Figura 2.2 é o 
onjunto {ad, bf, ce}(ver Figura 2.3); note que se trata de um emparelhamento perfeito.O problema do emparelhamento perfeito de 
usto mínimo 
onsiste em:Problema MinEP (G, c): Dados um grafo G que possui um emparelhamento perfeito eum 
usto ce não-negativo asso
iado a 
ada aresta e de G, en
ontrar um emparelhamentoperfeito M de G tal que a soma dos 
ustos das arestas em M seja mínima.Esse problema pode ser resolvido em tempo O(n3), onde n = |VG|, utilizando o algoritmo húngaropara grafos bipartidos [Kuh55, Law00℄ ou o algoritmo de Edmonds para grafos arbitrários [Edm65,CR99℄. (Embora ambos algoritmos tenham a mesma 
omplexidade assintóti
a, o algoritmo húngaroé mais simples e induz implementações mais e�
ientes, sendo preferido quando o grafo de interesse



2.1 TEORIA DOS GRAFOS 7PSfrag repla
ements a b c

d e fFigura 2.3: As arestas mais es
uras formam um emparelhamento perfeito do grafo da Figura 2.2.é bipartido.) Uma variante desse problema é estudada na Parte II.Um 
aminho é um grafo G para o qual existe uma permutação (v1, v2, . . . , vn) de VG tal que asarestas de G são exatamente vi−1vi, para i = 2, . . . , n. Se G é um subgrafo de um grafo H, então Gé um 
aminho (de v1 para vn ou entre v1 e vn) de H. O 
omprimento de um 
aminho é seunúmero de arestas. Um exemplo é mostrado na Figura 2.4(a).Um grafo G é 
onexo se, para todo par u, v de vérti
es de G, existe um 
aminho de u para vem G. Um grafo que não é 
onexo é des
onexo. Um 
omponente C de um grafo G é um subgrafo
onexo maximal de G; isto é, não existe subgrafo 
onexo de G que 
ontenha C propriamente.Um 
ir
uito é um grafo G 
om ao menos 3 vérti
es para o qual existe uma permutação
(v1, v2, . . . , vn) de VG tal que as arestas de G são exatamente v1vn e vi−1vi, para i = 2, . . . , n.Se G é um subgrafo de um grafo H, então G é um 
ir
uito de H. O 
omprimento de um 
ir
uito éseu número de arestas. Um exemplo é mostrado na Figura 2.4(b). A 
intura (girth) de um grafo Gque 
ontém ao menos um 
ir
uito, denotada por g(G), é o 
omprimento de um menor 
ir
uito de G.

(a) (b)Figura 2.4: (a) Um 
aminho de 
omprimento 4. (b) Um 
ir
uito de 
omprimento 3.O seguinte fato será usado adiante.Fato 2.1 : Todo grafo 
om n vérti
es e ao menos n arestas tem um 
ir
uito.O teorema a seguir, 
om uma pequena variação no enun
iado, é apresentado em [Bol78, p. 104℄.Teorema 2.2 : Sejam g ≥ 3, δ ≥ 3 e n := (11δ)g . Existe um grafo G 
om n vérti
es, 
inturapelo menos g e pelo menos (δ − 1)n arestas.Demonstração: Considere a 
lasse G de todos os grafos 
om 
onjunto de vérti
es {1, . . . , n} e δnarestas. Note que todo grafo de G tem um 
ir
uito, logo sua 
intura está de�nida. Observe tambémque
|G| =

(
(n
2

)

δn

)

:das (n2) arestas que o grafo pode ter, tome δn. Para ℓ = 3, . . . , n, o número de 
ir
uitos de 
ompri-



8 PRELIMINARES 2.1mento ℓ que podem ser formados 
om n vérti
es é
1

2
(ℓ− 1)!

(

n

ℓ

)

:es
olhidos ℓ dos n vérti
es ((nℓ) possibilidades), existem ℓ! permutações desses vérti
es. Se for apli-
ada uma rotação e/ou uma inversão (2ℓ possibilidades) a uma dessas permutações, e somentenesses 
asos, o 
ir
uito obtido é o mesmo, logo 1
2ℓ dessas permutações de�nem um 
ir
uito distinto.Note que

1

2
(ℓ− 1)!

(

n

ℓ

)

=
1

2
(ℓ− 1)!

n!

ℓ!(n − ℓ)!
=

1

2ℓ
·

n!

(n− ℓ)!
=

1

2ℓ
(n(n− 1) · · · (n− ℓ+ 1)) <

1

2ℓ
nℓ.Por argumento semelhante, �xado um 
ir
uito de 
omprimento ℓ, o número de grafos em G 
omesse 
ir
uito é no máximo

(
(n
2

)

− ℓ

δn− ℓ

)

.Então, o número total de 
ir
uitos de 
omprimento ℓ em G, 
ontando repetições, é menor que
1

2ℓ
nℓ

(
(n
2

)

− ℓ

δn − ℓ

)

,logo a média aritméti
a do número de 
ir
uitos de 
omprimento ℓ nos grafos em G é menor que
1

2ℓ
nℓ

(
(

n
2

)

− ℓ

δn − ℓ

)(
(

n
2

)

δn

)−1

.Assim, a média aritméti
a do número de 
ir
uitos de 
omprimento menor que g nos grafos em G émenor que
g−1
∑

ℓ=3

1

2ℓ
nℓ

(
(n
2

)

− ℓ

δn − ℓ

)(
(n
2

)

δn

)−1

,que é menor que n:
g−1
∑

ℓ=3

1

2ℓ
nℓ

(
(n
2

)

− ℓ

δn − ℓ

)(
(n
2

)

δn

)−1

=

g−1
∑

ℓ=3

1

2ℓ
nℓ

(

δn

ℓ

)(
(n
2

)

ℓ

)−1 (2.1)
≤

g−1
∑

ℓ=3

1

2ℓ
nℓ

(

δn

ℓ

)ℓ

eℓ

(

(

n
2

)

ℓ

)−ℓ (2.2)
≤

g−1
∑

ℓ=3

(eδn2)ℓ

2ℓ

(

n2

4

)−ℓ (2.3)
=

g−1
∑

ℓ=3

(4eδ)ℓ

2ℓ

<

g−1
∑

ℓ=3

(11δ)ℓ

=
(11δ)g − (11δ)3

11δ − 1
< n.



2.1 TEORIA DOS GRAFOS 9A igualdade (2.1) segue do fato de que, para inteiros i ≤ b ≤ a,
(a−i
b−i

)

(a
b

) =

(

b
i

)

(a
i

) .Já a desigualdade (2.2) segue de
(

a

b

)

≥
(a

b

)be de [CLRS01, Equação C.5℄
(

a

b

)

≤
(a

b

)b
eb.A desigualdade (2.3) segue pois n ≥ 2 e

(

n

2

)

≥
n2

4
.Então, pelo fato de toda população possuir um elemento 
ujo valor é menor ou igual ao valorda média aritméti
a, existe um grafo G′ em G 
om menos que n 
ir
uitos de 
omprimento menorque g. Seja G o grafo obtido de G′ pela remoção de uma aresta de 
ada tal 
ir
uito. Então G temmais que δn − n = (δ − 1)n arestas e 
intura pelo menos g, 
omo queríamos demonstrar. �Esse teorema tem o seguinte 
orolário, que será utilizado mais adiante.Corolário 2.3 : Para todo k ≥ 333, existe um grafo 
onexo 
om n ≥ k vérti
es, 
inturapelo menos log33 n e mais que 2n arestas.Demonstração: Sejam n := 33⌈log33 k⌉, δ := 3 e g := log33 n; tem-se que g ≥ 3. Seja G umgrafo dado pelo Teorema 2.2, que possui (11δ)g = 33g = n vérti
es, 
intura pelo menos g e maisque (δ − 1)n = 2n arestas. Caso G seja des
onexo, sejam {C1, . . . , Cc} seus 
omponentes e vi umvérti
e arbitrário de Ci, para i = 1, . . . , c. Adi
ione a aresta v1vj , para j = 2, . . . , c; note que issonão 
ria novos 
ir
uitos. O grafo resultante tem as propriedades do enun
iado. �Um grafo sem 
ir
uitos é denominado a
í
li
o ou uma �oresta. Um grafo 
onexo e a
í
li
o édenominado uma árvore. Numa árvore, todo vérti
e de grau 1 é denominado folha.Fato 2.4 : Numa árvore T 
om n vérti
es, valem as seguintes propriedades:(1) existe exatamente um 
aminho entre 
ada par de vérti
es;(2) T tem exatamente n− 1 arestas;(3) se n ≥ 3 e for adi
ionada uma aresta a T , o grafo resultante possui um 
ir
uito;(4) se n ≥ 2 e for removida uma aresta de T , o grafo resultante é des
onexo;(5) se n ≥ 2, T tem ao menos duas folhas.Note que todo 
omponente de uma �oresta é uma árvore, e portanto, uma �oresta tem no má-ximo n− 1 arestas. Observe também que o Fato 2.1 segue dos itens (2) e (3).Uma árvore T é denominada enraizada se é feita distinção de um vérti
e r de T . Nesse 
aso, ré denominado a raiz de T . Sejam u e v dois vérti
es adja
entes em T . Se u pre
ede v no 
aminhode r até alguma folha, então u é denominado o pai de v, e v um �lho de u. O maior 
omprimento



10 PRELIMINARES 2.2de um 
aminho entre r e uma folha de T é denominado a altura de T . Na Figura 2.5 é mostradauma árvore enraizada de altura 2.Seja T uma árvore enraizada 
om raiz r e altura h. De�na-se então o nível de um vérti
e vde T 
omo o valor h menos o 
omprimento do 
aminho de v até r. Isto é, a raiz tem nível h e os�lhos de um vérti
e no nível i têm nível i− 1. Uma aresta uv tem nível igual ao máximo dentre onível de u e o nível de v. Na Figura 2.5, o vérti
e v tem nível 1 e a aresta rv tem nível 2.De�nição 2.5 (HST): Uma árvore k-hierarqui
amente bem-separada (k-HST, doinglês k-hierar
hi
ally well-separated tree) é uma árvore enraizada em que a 
ada aresta éasso
iado um 
usto real positivo 
om a seguinte restrição: arestas de mesmo nível têm omesmo 
usto, e dado um vérti
e v que não seja raiz nem folha, a razão entre o 
usto daaresta de v ao pai de v e o 
usto de uma aresta de v a um �lho de v é pelo menos k.Eventualmente, um vérti
e interno pode ter um úni
o �lho. A árvore da Figura 2.5, por exemplo,é uma 3-HST. O 
on
eito de HST fa
ilita o projeto de algoritmos simples, em espe
ial algoritmosde divisão e 
onquista, para diversos problemas [Bar98, FRT04b, KT02, BBBT97℄.
PSfrag repla
ements r

v9 9 9
2727

nível 0
nível 1
nível 2

Figura 2.5: Uma árvore enraizada de altura 2 e raiz r. O vérti
e v tem nível 1 e a aresta rv tem nível 2.Note que esta é uma 3-HST.De�nição 2.6 (HST perfeita): Uma k-HST é perfeita se a razão entre o 
usto de arestas
onse
utivas num 
aminho da raiz até uma folha é exatamente k.De�nição 2.7 (HST de base t): Uma HST tem base t se todas as folhas têm o mesmonível, e as arestas de nível mais baixo têm 
usto t.A árvore da Figura 2.5, por exemplo, é uma 3-HST perfeita, mas não tem base de�nida.2.2 ProbabilidadeUma distribuição de probabilidade dis
reta sobre um 
onjunto �nito não-vazio Ω é umafunção D : Ω → [0, 1] tal que ∑ω∈ΩD(ω) = 1. Um espaço probabilísti
o dis
reto é um par
(Ω,D), onde Ω é um 
onjunto �nito e D é uma distribuição de probabilidade dis
reta sobre Ω.Exemplo 2.8 (Distribuição uniforme dis
reta): A distribuição uniforme dis
reta sobre um
onjunto �nito Ω qualquer 
onsiste na função D(ω) := 1/|Ω|, para todo ω ∈ Ω.



2.2 PROBABILIDADE 11Uma variável aleatória sobre Ω é uma função X : Ω → {λ1, . . . , λn}, onde λi é um númeroreal para i = 1, . . . , n. Um evento é o 
onjunto X−1(S), para algum S ⊆ {λ1, . . . , λn}. O evento
X−1(S) é denotado por [X ∈ S] ou, se S = {x}, por [X = x]. As notações [X 6= x], [X > x] e
[X < x] são de�nidas de maneira análoga.A probabilidade do evento [X ∈ S] é o número D(X−1(S)), denotado por P[X ∈ S]. A espe-rança ou valor esperado da variável aleatória X é o número

E[X] :=
n
∑

i=1

λi · P[X = λi].Fato 2.9 (Linearidade da Esperança): Sejam X e Y variáveis aleatórias e α um númeroreal. Então,
E[X + αY ] = E[X] + α · E[Y ].Fato 2.10 (Desigualdade de Markov): Seja (Ω,D) um espaço probabilísti
o dis
reto e Xuma variável aleatória sobre Ω que assume apenas valores não-negativos. Então, para todo

λ > 0, vale que
P[X ≥ λ] ≤

1

λ
· E[X].Demonstração: Seja X : Ω→ {λ1, . . . , λn}. Então,

E[X] =

n
∑

i=1

λi · P[X = λi] ≥
∑

λi≥λ

λi · P[X = λi] ≥
∑

λi≥λ

λ · P[X = λi] = λ · P[X ≥ λ].

�Uma das distribuições de probabilidade utilizadas neste trabalho não é dis
reta, mas 
ontínua.Para de�nir distribuições de probabilidade 
ontínuas, são ne
essários os seguintes 
on
eitos. Uma
σ-álgebra de um 
onjunto Ω é uma 
oleção F de sub
onjuntos de Ω tal que:
• ∅ ∈ F ;
• para todo A ∈ F , vale que Ω \ A ∈ F ;
• para toda família A1, A2, . . . de 
onjuntos em F , vale que ⋃iAi ∈ F .Uma função D : F → [0, 1] é F-aditiva se, para toda família A1, A2, . . . de 
onjuntos dois a doisdisjuntos em F , vale que

D(
⋃

i

Ai) =
∑

i

D(Ai).Uma tal função D é uma distribuição de probabilidade 
ontínua sobre (Ω,F) seD é F-aditiva e
D(Ω) = 1. Um espaço probabilísti
o 
ontínuo é uma tripla (Ω,F ,D) tal que F é uma σ-álgebrade Ω e D é uma distribuição de probabilidade 
ontínua sobre (Ω,F).Seja A ⊆ Ω. A função 
ara
terísti
a de A, denotada por fA, é a função fA : Ω → {0, 1} talque fA(ω) = 1 se ω ∈ A e fA(ω) = 0 
aso 
ontrário, para todo ω ∈ Ω.



12 PRELIMINARES 2.4Exemplo 2.11 (Distribuição uniforme 
ontínua): Para Ω ⊆ R e uma σ-álgebra F de Ω, adistribuição uniforme 
ontínua é a distribuição de probabilidade 
ontínua D sobre (Ω,F) talque
D(A) :=

∫

Ω fA(x)dx
∫

Ω fΩ(x)dx
, para todo A ∈ F .Exemplo 2.12 : Seja A = [a, b) ⊆ R e F a σ-álgebra 
omposta pelas uniões enumeráveisde subintervalos de A. Então a distribuição uniforme 
ontínua sobre (A,F) é a função

D(
n
⋃

i=1

[ai, bi)) :=

∑n
i=1(bi − ai)

b− a
,onde [ai, bi) ⊆ A para i = 1, . . . , n e ai+1 ≥ bi para i < n.Neste texto, 
om ex
eção da distribuição 
ontínua uniforme (usada no Capítulo 4), só serão
onsideradas distribuições de probabilidades e espaços de probabilidade dis
retos. Assim sendo, adenominação �dis
reto(a)� será omitida no restante do texto.2.3 Modelo de ComputaçãoNeste trabalho é utilizado o modelo de 
omputação RAM real (real-RAM) [PS85℄. Nesse modelo,é possível manipular números reais arbitrários, e 
ada operação envolvendo números reais 
onsomeapenas uma unidade de tempo.Adi
ionalmente, supõe-se que os algoritmos têm a
esso a um gerador de números reais ale-atórios, isto é, um algoritmo RandUni que em tempo 
onstante devolve um real aleatório 
omdistribuição uniforme no intervalo [0, 1). Implementações aproximadas desse algoritmo podem servistas em Knuth [Knu98℄. O algoritmo RandUni pode ser fa
ilmente modi�
ado em tempo 
ons-tante para sortear, 
om distribuição uniforme, um real aleatório num intervalo limitado qualquerou um elemento aleatório de um 
onjunto �nito qualquer [Rob95℄, ou ainda, em tempo linear notamanho do 
onjunto, uma permutação uniformemente aleatória de um 
onjunto �nito [CLRS01,Seção 5.3℄. Um algoritmo que utiliza RandUni é denominado um algoritmo probabilísti
o oualeatorizado (randomized algorithm).2.4 Problemas de Otimização e Algoritmos de AproximaçãoUm problema de otimização 
onsiste num 
onjunto I de instân
ias e, para 
ada instân
ia Iem I , num 
onjunto Sol(I) de soluções viáveis para I e numa função que atribui um valor val(S, I)para 
ada solução S em Sol(I). Uma instân
ia é denominada viável se possui alguma soluçãoviável. Num problema de minimização, deseja-se obter soluções viáveis de valor mínimo; numproblema de maximização, soluções viáveis de valor máximo. Em ambos os 
asos, utiliza-seos termos �valor ótimo�, �solução ótima� e �problema de otimização� no lugar de valor mínimo(máximo), solução de valor mínimo (máximo) e problema de minimização (maximização). O valorde qualquer solução ótima para uma instân
ia viável I é denotado por opt(I), ou simplesmente por

opt se a instân
ia I estiver implí
ita. Neste trabalho, o fo
o é em problemas de minimização; nesse
aso, é 
omum denominar o valor val(S, I) de uma solução S de I 
omo o 
usto de S.



2.5 ALGORITMOS ONLINE E ANÁLISE COMPETITIVA 13Seja A um algoritmo que, para um problema de minimização P 
om soluções de 
usto não-negativo, devolve uma solução viável A(I) para 
ada instân
ia viável I de P. Dados α : I → R eum real d ≥ 0, diz-se que A é uma α-aproximação assintóti
a para P se, para toda instân
iaviável I, vale que
val(A(I), I) ≤ α(I) · opt(I) + d.Se d = 0, então A é uma α-aproximação para P. Diz-se, então, que A é um algoritmo deaproximação para P. O ín�mo (sobre todas as instân
ias) dos números α que satisfazem essadesigualdade é denominado fator de aproximação de A e, 
laramente, α ≥ 1. Con
eitos análogospodem ser de�nidos para problemas de maximização.Seja A um algoritmo probabilísti
o que, para um problema de minimização P 
om soluçõesde 
usto não-negativo, devolve uma solução viável A(I) para 
ada instân
ia viável I de P. Noteque, neste 
aso, val(A(I), I) é uma variável aleatória, 
om espaço de probabilidade de�nido pelossorteios realizados por A. Dados α : I → R e um real d ≥ 0, diz-se que A é uma α-aproximaçãoprobabilísti
a assintóti
a para P se, para toda instân
ia viável I, vale que

E[val(A(I), I)] ≤ α(I) · opt(I) + d.Se d = 0, então A é uma α-aproximação probabilísti
a para P. Diz-se, então, que A é umalgoritmo de aproximação probabilísti
o para P. O ín�mo (sobre todas as instân
ias) dosnúmeros α que satisfazem essa desigualdade é denominado fator de aproximação esperadode A. Con
eitos análogos podem ser de�nidos para problemas de maximização.Algoritmos de aproximação são de espe
ial interesse em problemas de otimização NP-difí
eis,para os quais não existe algoritmo polinomial que garanta obter uma solução ótima, a menosque P = NP. Para tais problemas, um algoritmo de aproximação polinomial garante devolver umasolução 
om 
usto limitado por um fator do valor ótimo, o que pode ser su�
iente numa apli
açãopráti
a.2.5 Algoritmos Online e Análise CompetitivaInformalmente, um problema de otimização é denominado online se a seguinte restrição adi-
ional for satisfeita. Cada instân
ia é vista 
omo uma sequên
ia de requisições, e 
ada requisiçãodeve ser �atendida� sem 
onhe
imento das requisições futuras. Um algoritmo para um problema deotimização online é um algoritmo online.Como exemplo, 
onsidere o problema do es
alonamento (s
heduling) em máquinas idênti
as. Sãodadas m máquinas e n tarefas; 
ada tarefa 1 ≤ k ≤ n tem um tempo de duração t(k). O objetivo éen
ontrar uma distribuição das tarefas entre as máquinas de forma a minimizar o tempo máximoque uma máquina trabalha. Formalmente, o problema é des
rito da seguinte forma.Problema Es
alonamento (m, t): Dados um inteirom > 0 e uma sequên
ia (t(1), . . . , t(n))de números positivos, en
ontrar uma sequên
ia (s(1), . . . , s(n)), onde s(k) ∈ {1, . . . ,m} para
1 ≤ k ≤ n, de forma a minimizar max1≤j≤m

∑

k:s(k)=j t(k).Uma versão online desse problema 
onsiste no seguinte. Uma instân
ia é uma sequên
ia (I0, I1, I2, . . .)de instân
ias de Es
alonamento 
om um número m de máquinas �xo. Para i = 0, 1, 2, . . ., tem-se Ii = (m, (t(1), . . . , t(i))). Um algoritmo online 
omeça 
om uma solução S0 = () para I0 e, dada



14 PRELIMINARES 2.6uma solução Si = (s(1), . . . , s(i)) para Ii, es
olhe s(i + 1) tal que Si+1 = (s(1), . . . , s(i), s(i + 1))é uma solução para Ii+1. Isto é, a 
ada instante, 
hega uma nova tarefa e o algoritmo deve de
idirem qual máquina es
aloná-la, sem modi�
ar o es
alonamento feito para as tarefas anteriores.As duas prin
ipais maneiras de analisar um algoritmo online são análise de 
aso médio e aná-lise 
ompetitiva. Numa análise de 
aso médio, 
onsidera-se uma distribuição de probabilidade nassequên
ias de entrada e 
al
ula-se o 
usto esperado da solução produzida pelo algoritmo, dada umaentrada es
olhida de a
ordo 
om tal distribuição de probabilidade. Numa análise 
ompetitiva, oobjetivo é estabele
er uma garantia de qualidade de um algoritmo online através da 
omparação
om o 
usto ótimo o�ine, que é o 
usto de uma solução devolvida por um algoritmo hipotéti
oque tem 
onhe
imento da sequên
ia de requisições 
omo um todo. O fo
o deste texto é na análise
ompetitiva, que é formalizada pelas seguintes de�nições.Dada uma instân
ia I de um problema de otimização online P, denote por opt(I) o 
usto ótimoo�ine de I.Sejam P um problema de minimização online 
om soluções de 
usto não-negativo e I o 
onjuntode instân
ias de P. Seja A um algoritmo online para P. Dados α : I → R e um real d ≥ 0, se, paratoda instân
ia viável I de P, o algoritmo A produz uma solução viável S de I que satisfaz
val(S, I) ≤ α(I) · opt(I) + d,então se diz que A é α-
ompetitivo. O ín�mo (sobre todas as instân
ias) dos números α quesatisfazem essa desigualdade é denominado fator de 
ompetitividade de A. Con
eitos análogospodem ser de�nidos para problemas de maximização online.Embora as de�nições de algoritmo α-
ompetitivo e α-aproximação assintóti
a sejam pare
idas,a análise 
ompetitiva 
ompara a solução de um algoritmo 
om o 
usto ótimo o�ine, enquanto quena análise de um algoritmo de aproximação a 
omparação é 
om uma solução ótima global. Aqui,o uso da 
onstante d é importante para que o fator de 
ompetitividade não tenha dependên
ia dasrequisições ini
iais, e sim da sequên
ia I 
omo um todo.Seja A um algoritmo online probabilísti
o para um problema de minimização online P 
omsoluções de 
usto não-negativo e 
onjunto de instân
ias I . Dados α : I → R e um real d ≥ 0, se,para toda instân
ia viável I de P, o algoritmo A produz uma solução viável S de I que satisfaz

E[val(S, I)] ≤ α(I) · opt(I) + d,então se diz que A é α-
ompetitivo1 (no sentido probabilísti
o). O ín�mo (sobre todas as instân-
ias) dos números α que satisfazem essa desigualdade é denominado fator de 
ompetitividadeesperado de A. Con
eitos análogos podem ser de�nidos para problemas de maximização.Aqui vale a pena ressaltar que, diferentemente do estudo de algoritmos de aproximação poli-nomiais, nem sempre são feitas restrições ao 
onsumo de tempo ou de espaço do algoritmo online,embora em geral seja desejável obter algoritmos e�
ientes. O objetivo é, prin
ipalmente, entenderse a restrição de 
omputação online impõe alguma perda de garantia de qualidade das soluçõesdevolvidas e, em 
aso a�rmativo, delimitar essa perda.1O modelo de algoritmos online probabilísti
os aqui utilizado 
orresponde ao modelo do adversário in
ons
iente(oblivious adversary) des
rito em [BEY98, Seção 7.1℄, no qual o adversário 
onhe
e o 
ódigo do algoritmo, mas não
onhe
e os resultados dos sorteios realizados pelo mesmo em tempo de exe
ução.



2.6 O NÚMERO HARMÔNICO 152.6 O Número Harm�ni
oA seguinte de�nição será utilizada no restante da dissertação.De�nição 2.13 : O n-ésimo número harm�ni
o, para n = 1, 2, . . ., é a somatória
1 +

1

2
+ . . .+

1

n
=

n
∑

i=1

1

i
,a qual se denota por Hn.Fato 2.14 : Para n ≥ 1, vale que lnn < Hn < 1 + lnn, logo Hn = Θ(lg n).Uma prova desse fato está disponível em [CLRS01, Seção A.2℄.
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Capítulo 3IntroduçãoNeste 
apítulo são apresentadas algumas de�nições sobre métri
as e aproximação de métri
as,bem 
omo alguns limites inferiores sobre aproximação de métri
as por métri
as arbóreas.3.1 Métri
asO 
on
eito de métri
a é uma formalização da noção de distân
ia entre os elementos de um
onjunto.De�nição 3.1 : Uma métri
a é um par (V, d), onde V é um 
onjunto e d é uma função de
V × V em R tal que, para todo u, v, w em V :
• d(u, v) ≥ 0;
• d(u, v) = 0 se e só se u = v (identidade dos indis
erníveis);
• d(u, v) = d(v, u) (simetria);
• d(u, v) ≤ d(u,w) + d(w, v) (desigualdade triangular).A função d é denominada distân
ia. Se V é �nito, então se diz que a métri
a é �nita; nesse
aso, o tamanho da métri
a é o tamanho de V . Para não 
arregar a notação, denota-se (u, v) por uv.A �m de evitar ambiguidades quando se referindo a mais de uma métri
a, é usual denotar V por VMe d por dM para uma métri
a M = (V, d).Exemplo 3.2 : Para t > 0, a métri
a t-uniforme 
om n pontos 
onsiste em (V, d), onde Vé um 
onjunto de tamanho n e, para u, v ∈ V , d(u, v) := t se u 6= v, e d(u, v) := 0, 
aso
ontrário.Demonstração: As propriedades de não-negatividade, identidade dos indis
erníveis e simetriavalem trivialmente. Resta mostrar que vale a desigualdade triangular.Sejam u, v ∈ V . Se d(u, v) = 0, tem-se que, para todo w ∈ V , d(u,w) ≥ 0 e d(w, v) ≥ 0, logo

d(u, v) ≤ d(u,w) + d(w, v). Se d(u, v) = t, então u 6= v e, para todo w ∈ V , tem-se que w 6= u ou
w 6= v. Logo d(u,w) + d(w, v) ≥ t e, portanto, d(u, v) ≤ d(u,w) + d(w, v). �Chama-se uma métri
a de uniforme quando ela é t-uniforme para algum valor real t > 0.A seguir é de�nido o 
on
eito de raio de uma submétri
a.19



20 INTRODUÇ�O 3.1De�nição 3.3 : Seja S ⊆ VM e w um elemento de VM , não ne
essariamente em S. Diz-seque S tem raio r em relação a w se r é a maior distân
ia entre w e algum elemento de S.Uma métri
a 
omum em diversas apli
ações é a seguinte.Exemplo 3.4 : Seja G um grafo 
onexo 
om um 
usto positivo asso
iado a 
ada aresta.De�na o 
usto de um 
aminho P em G 
omo a soma dos 
ustos das arestas em P . Seja d afunção que asso
ia a 
ada par ordenado de vérti
es (u, v) de G o 
usto de um 
aminho de
usto mínimo de u a v em G. Então (VG, d) é uma métri
a.Demonstração: Sejam u, v e w vérti
es quaisquer de G. Observe que, 
omo G é 
onexo, d(u, v)está bem de�nida: existe pelo menos um 
aminho de u a v em G, e o número de 
aminhos em G é�nito.Note que o 
aminho trivial tem 
usto zero. Além disso, toda aresta tem 
usto positivo, logo
d(u, v) ≥ 0.Claramente, tomando o 
aminho trivial, d(u, u) = 0. Além disso, 
omo toda aresta tem 
ustomaior que zero, se u 6= v, então d(u, v) > 0.Como o reverso de um 
aminho de u a v é um 
aminho de v a u e vi
e-versa, todo 
aminho de
usto mínimo de u a v 
orresponde a um 
aminho de 
usto mínimo de v a u. Logo d(u, v) = d(v, u).Sejam P , Q e R 
aminhos de 
usto mínimo entre u e v, u e w e w e v, respe
tivamente. Note quea 
on
atenação de Q e R 
ontém um 
aminho de u a v de 
usto no máximo d(u,w) + d(w, v). Tal
aminho tem 
usto maior ou igual ao 
usto de P , já que P é mínimo. Logo d(u, v) ≤ d(u,w)+d(w, v).
� Diz-se que essa é a métri
a induzida pelas distân
ias no grafo G, e que a função d é adistân
ia em G. Dado um grafo G 
om 
ustos positivos nas arestas, denota-se por dG a distân
iaem G. Note que toda métri
a �nita 
orresponde à métri
a induzida pelas distân
ias num grafo, porexemplo, o grafo 
ompleto 
om 
ustos nas arestas iguais às distân
ias na métri
a (ver Figura 3.1).

d 1 2 3 41 0 1 2 12 1 0 1 33 2 1 0 44 1 3 4 0(a) PSfrag repla
ements 1 1112 2 33 4 4(b)Figura 3.1: (a) Uma métri
a de�nida sobre o 
onjunto {1, 2, 3, 4}; (b) um grafo 
orrespondente a essamétri
a.De�nição 3.5 : A métri
a estrela é a métri
a induzida pelas distân
ias no K1,n, 
om 
usto 1em 
ada aresta.



3.2 APROXIMAÇ�O DE MÉTRICAS 21Dada uma métri
a (V, d), para manter 
ompatibilidade 
om a terminologia de grafos, é 
omumdenominar os elementos de V por vérti
es e um par de vérti
es de V por aresta. O valor d(u, v),para u 6= v, pode ser pensado 
omo o 
usto da aresta uv. A maior distân
ia entre dois vérti
es deuma métri
a M é o diâmetro de M , denotado por diam(M). Similarmente, dado um grafo G 
om
ustos positivos nas arestas, o diâmetro de G, denotado por diam(G), é o valor maxu,v∈VG
dG(u, v).De�nição 3.6 : Uma métri
a M é arbórea (tree metri
, ou métri
a aditiva) se existe umaárvore T 
om 
ustos positivos nas arestas tal que VT ⊇ VM e, para quaisquer u, v ∈ VM ,vale que dM (u, v) = dT (u, v).A Figura 3.2(a) mostra um exemplo de métri
a arbórea. A árvore da Figura 3.2(b) 
ontém osvérti
es dessa métri
a, e as distân
ias na métri
a e na árvore são idênti
as. Note que, nesse 
aso,a árvore possui mais vérti
es que a métri
a. Além disso, uma mesma métri
a arbórea pode serequivalente à distân
ia em mais de uma árvore diferente.

a b c d

a 0 3 3 4
b 3 0 4 5
c 3 4 0 3
d 4 5 3 0(a)

PSfrag repla
ements 111 22a

b

c

d(b)Figura 3.2: (a) Uma métri
a arbórea de�nida sobre o 
onjunto {a, b, c, d}; (b) uma árvore 
uja métri
ainduzida por suas distân
ias restrita a {a, b, c, d} é idênti
a a essa métri
a.Diversos problemas de otimização em métri
as têm uma solução mais simples, menos 
ustosaou 
om melhor fator de aproximação, quando restritos a métri
as arbóreas. Portanto, uma estra-tégia para obter bons algoritmos é aproximar a métri
a de interesse por uma métri
a arbórea. NoCapítulo 4, é apresentado um algoritmo para obter uma tal aproximação 
om baixa �distorção�,que resultou em algoritmos de aproximação para diversos problemas (ver Seção 1.2). A próximaseção de�ne melhor o que seria uma métri
a �aproximar� outra, e mostra 
omo um algoritmo podeutilizar essa aproximação 
omo sub-rotina.3.2 Aproximação de Métri
asNesta seção será formalizado o 
on
eito de aproximação de métri
as, e 
omo esse 
on
eito podeser utilizado para obter bons algoritmos de aproximação.De�nição 3.7 : Uma métri
a M ′ domina outra métri
a M se VM ′ = VM e
dM ′(u, v) ≥ dM (u, v) para todo u, v ∈ VM .De�nição 3.8 : Seja α ≥ 1. Uma métri
a M ′ α-aproxima outra métri
a M se M ′ do-mina M e

dM ′(u, v) ≤ α · dM (u, v) para todo u, v ∈ VM .Eventualmente, α pode depender de M . O ín�mo dos números α ≥ 1 que satisfazem essa



22 INTRODUÇ�O 3.2desigualdade é denominado distorção de M ′ em relação a M .Uma de�nição análoga para o 
aso probabilísti
o é a seguinte.De�nição 3.9 : Seja S uma família de métri
as e D uma distribuição de probabilidadesobre S. Dado um número positivo α, diz-se que (S,D) α-aproxima probabilisti
amenteuma métri
a M se 
ada métri
a em S domina M e
EM ′∈DS [dM ′(u, v)] ≤ α · dM (u, v), para todo u, v ∈ VM .Claramente, a distribuição de probabilidade D deve ser dis
reta se a família S for �nita, e 
ontí-nua se S for in�nita. Em alguns pontos do texto, será feito abuso da nomen
latura e, dada umamétri
a M ′ es
olhida de S 
om probabilidade D(M ′), dir-se-á que M ′ α-aproxima M .O fato a seguir simpli�
a algumas demonstrações sobre aproximação de métri
as.Fato 3.10 (Transitividade da Aproximação de Métri
as): Seja M uma métri
a e suponhaque (S,D) α-aproxime probabilisti
amente M . Para 
ada métri
a N ∈ S, seja (SN ,DN )que β-aproxime probabilisti
amente N . Sejam então S ′ := ⋃N∈S SN e D′ a distribuição deprobabilidade sobre S ′ tal que, para 
ada L ∈ S ′, D′(L) :=

∑

N :SN∋LD(N) · DN (L). Então
(S ′,D′) αβ-aproxima probabilisti
amente M .Demonstração: Claramente, D′ é uma distribuição de probabilidade, pois

∑

L∈S′

∑

N :SN∋L
D(N) · DN (L) =

∑

N∈S

∑

L∈SN

D(N) · DN (L) =
∑

N∈S
D(N)

∑

L∈SN

DN (L) =
∑

N∈S
D(N) = 1.Para métri
as N ∈ S e L ∈ SN e vérti
es u, v ∈ VM , vale que dL(u, v) ≥ dN (u, v) ≥ dM (u, v), logotoda métri
a em S ′ domina M . Além disso, para todo u, v ∈ VM ,

EL∈
D′S′ [dL(u, v)] =

∑

L∈S′

D′(L) · dL(u, v)

=
∑

L∈S′





∑

N :SN∋L
D(N) · DN (L)



 · dL(u, v)

=
∑

N∈S

∑

L∈SN

D(N) · DN (L) · dL(u, v)

=
∑

N∈S
D(N)





∑

L∈SN

DN (L) · dL(u, v)





=
∑

N∈S
D(N) · EL∈DN

SN
[dL(u, v)]

≤
∑

N∈S
D(N) · β · dN (u, v)

= β · EN∈DS [dN (u, v)]

≤ αβ · dM (u, v).

�



3.2 APROXIMAÇ�O DE MÉTRICAS 23Esse teorema mostra que é possível 
ompor algoritmos de aproximação de métri
as da seguinteforma. Seja A um algoritmo que re
ebe uma métri
a M ∈ C e devolve uma métri
a N ∈ S 
omprobabilidade D(N), onde (S,D) α-aproxima probabilisti
amente M . Seja B um algoritmo que,para toda métri
a N ∈ S, devolve uma métri
a L ∈ SN 
om probabilidade DN (L), onde (SN ,DN )

β-aproxima probabilisti
amente N . Então, o algoritmo que resulta da 
omposição de B 
om Are
ebe uma métri
a M ∈ C e devolve a métri
a L = B(A(M)) ∈
⋃

N∈S SN 
om probabilidade
∑

N :SN∋LD(N) · DN (L). Logo L αβ-aproxima probabilisti
amente M . Essa 
omposição é útil, emespe
ial, quando as métri
as em ⋃

N∈S SN têm uma estrutura espe
í�
a que é utilizada por umdeterminado algoritmo. Assim, em vez de projetar um novo algoritmo para aproximar a métri
a M ,pode ser mais simples projetar um algoritmo para aproximar uma métri
a em S por uma métri
aem ⋃

N∈S SN .Seja x um vetor de números reais indexado por VM×VM , onde M é uma métri
a. Denota-se por
x ◦dM o somatório ∑u,v∈VM

x(u, v) · dM (u, v). O teorema a seguir formaliza a ideia de 
ompor umalgoritmo de aproximação para uma 
lasse restrita de métri
as 
om um algoritmo de aproximaçãode métri
as. Foi adi
ionada uma restrição, o item (2), em relação ao enun
iado original, além de umamodi�
ação no item (1); essas adições mostraram-se ne
essárias durante a tentativa de rees
revera demonstração original.Teorema 3.11 (Bartal, 1996 [Bar96, Teorema 4℄): Seja P um problema de minimizaçãoem que 
ada instân
ia I 
ontém uma métri
a M . Seja I〈M,M ′〉 a instân
ia obtida pelasubstituição de M por M ′ em I. Suponha que(1) para 
ada solução viável S de I, o valor val(S, I) seja uma 
ombinação linear dasdistân
ias em M , 
om 
oe�
ientes não-negativos;(2) para toda métri
a M ′ tal que VM ′ = VM , valha que Sol(I〈M,M ′〉) = Sol(I);(3) exista uma β-aproximação B, probabilísti
a ou determinísti
a, para P quando este érestrito a uma 
lasse de métri
as C;(4) exista um algoritmo A que, dado M , devolve uma métri
a M ′ = A(M) de S ⊆ C 
omprobabilidade D(M ′), onde (S,D) α-aproxima probabilisti
amente M .Então,
E[val(B(I〈M,A(M)〉), I)] ≤ αβ · opt(I),onde a esperança diz respeito às es
olhas aleatórias realizadas por A e eventualmente por B,se B for probabilísti
o. Ou seja, A e B 
ompostos formam uma αβ-aproximação probabilís-ti
a para P.Demonstração: Sejam M ′ := A(M), I ′ := I〈M,M ′〉 e OPT(I) e OPT(I ′) soluções ótimasquaisquer de I e I ′, respe
tivamente. Note, pelo item (2), que B(I ′) ∈ Sol(I) e OPT(I) ∈ Sol(I ′).Do item (1), para 
ada S ∈ Sol(I), existe um vetor xS indexado por VM × VM 
om entradasnão-negativas, tal que val(S, I) = xS ◦ dM e val(S, I ′) = xS ◦ dM ′ . Então, utilizando a linearidadeda esperança,

E[val(B(I ′), I)] = E[xB(I′) ◦ dM ]

≤ E[xB(I′) ◦ dM ′ ] (do item (4) e da De�nição 3.7)
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= E[val(B(I ′), I ′)]

≤ β · E[val(OPT(I ′), I ′)] (do item (3), já que M ′ ∈ C)
≤ β · E[val(OPT(I), I ′)] (da de�nição de ótimo)
= β ·

∑

u,v∈VM

xOPT(I)(u, v) · E[dM ′(u, v)]

≤ β ·
∑

u,v∈VM

xOPT(I)(u, v) · α · dM (u, v) (do item (4))
= αβ · opt(I).

�Esse resultado pode ser adaptado para problemas de otimização online: no lugar da β-aproxi-mação exigida no item (3), pede-se um algoritmo online β-
ompetitivo, e o que se obtém é umalgoritmo online probabilísti
o αβ-
ompetitivo.O fo
o deste trabalho é o 
aso em que C 
onsiste na 
lasse das métri
as arbóreas. Seja então Aum algoritmo que, dada uma métri
a arbitrária M , obtém uma métri
a arbórea T ∈ S 
om proba-bilidade D(T ), onde S ⊆ C e (S,D) α-aproxima probabilisti
amente M . O teorema impli
a que Apode ser 
omposto 
om uma β-aproximação para P restrito a métri
as arbóreas, de forma a obteruma αβ-aproximação probabilísti
a para o 
aso geral de P. Na seção a seguir são apresentadosalguns resultados espe
í�
os para aproximação de métri
as por métri
as arbóreas.3.3 Aproximação de Métri
as por Métri
as ArbóreasNesta seção são apresentados alguns limites inferiores sobre aproximação de métri
as por mé-tri
as arbóreas.A demonstração do seguinte teorema não será apresentada, uma vez que envolve 
on
eitos detopologia algébri
a, que fogem do es
opo deste trabalho.Teorema 3.12 (Rabinovi
h e Raz, 1998 [RR98, Corolário 5.3℄): Para todo n su�
iente-mente grande, existe um grafo 
onexo G 
om n vérti
es tal que, se a métri
a induzida pelasdistân
ias em G é α-aproximada por uma métri
a arbórea, então α = Ω(n).3.3.1 Limite Probabilísti
oUma pergunta que se segue à 
onstatação do Teorema 3.12 é se o mesmo limite se apli
a aaproximações probabilísti
as por métri
as arbóreas. Diversos exemplos mostram que não (um delesserá dis
utido no Capítulo 4). Portanto, é interessante obter um limite inferior também para o
aso probabilísti
o. Nesta seção mostra-se que toda aproximação probabilísti
a de uma métri
aarbitrária por métri
as arbóreas tem distorção esperada pelo menos logarítmi
a no número devérti
es da métri
a. A seção se baseia no trabalho de Bartal [Bar96℄.Considere um grafo 
onexo G 
om um 
usto positivo cG(u, v) para 
ada aresta uv de G. Uma
ℓ-partição fra
a de G é uma partição P de VG tal que, para toda parte U de P e todo par u, vde U , vale que dG(u, v) ≤ ℓ. Note que, se ℓ ≥ diam(G), qualquer partição de VG satisfaz essa
ondição. O valor ℓ é denominado o diâmetro das partes de P .Dada uma distribuição de probabilidade D sobre as ℓ-partições fra
as de G e uma aresta uv ∈

EG, seja xD(u, v) a probabilidade de u e v estarem em partes distintas de uma ℓ-partição fra
a
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olhida segundo D. Dados parâmetros r ≥ 0, ρ > 0 e λ > 0, uma (r, ρ, λ)-partiçãoprobabilísti
a fra
a deG é uma distribuição de probabilidade D sobre o 
onjunto de (rρ)-partiçõesfra
as de G tal que
xD(u, v)
cG(u, v)

· r ≤ λ para toda aresta uv ∈ EG.Note que a função do parâmetro λ é delimitar o valor de xD(u, v) em relação ao valor de cG(u, v),enquanto que o parâmetro ρ delimita o diâmetro das partes das partições fra
as deG. O parâmetro r,por sua vez, serve para 
orrela
ionar esses dois limites. Informalmente, o teorema a seguir mostraque não é possível diminuir muito a probabilidade de uma aresta ter seus vérti
es separados semaumentar o diâmetro das partes das partições fra
as ou, re
ipro
amente, que não é possível diminuirmuito o diâmetro das partes das partições fra
as sem aumentar a probabilidade de uma aresta terseus vérti
es separados. O enun
iado difere um pou
o do original, visto que se notaram ne
essáriasalgumas modi�
ações.Teorema 3.13 (Bartal, 1996 [Bar96, Teorema 15℄): Para todo n su�
ientemente grande,existe um grafo 
onexo G 
om n vérti
es e 
usto unitário nas arestas tal que se, para algum
ρ ≥ 1 e λ ≥ 1

2 , existe uma (r, ρ, λ)-partição probabilísti
a fra
a de G para todo r ≥ 1, então
λρ = Ω(lg n).Demonstração: Seja k ≥ 333. Pelo Corolário 2.3, existe um grafo G 
om n ≥ k vérti
es quepossui 
intura g(G) ≥ log33 n e m > 2n arestas. Observe que, se G é um grafo 
om 
intura g, entãoexiste um par de vérti
es 
uja distân
ia em G é pelo menos ⌊g/2⌋.Atribua 
usto 1 a 
ada aresta de G. Sejam ρ ≥ 1 e λ ≥ 1

2 tais que λρ < ⌊14 log33 n⌋. Tome
r := 2λ; 
omo λ ≥ 1

2 , então r ≥ 1. A prova 
onsiste em mostrar que não existe uma (r, ρ, λ)-partição probabilísti
a fra
a de G.Seja P o 
onjunto de todas as (rρ)-partições fra
as de G. Pela de�nição de (rρ)-partição fra
ade G, para toda parte U de P e todo par u, v de U , vale que dG(u, v) ≤ rρ = 2λρ < ⌊12 log33 n⌋.Seja G[U ] o subgrafo de G induzido por U . Note que G[U ] é uma �oresta pois, se G[U ] possuísseum 
ir
uito, tal 
ir
uito teria 
omprimento pelo menos log33 n, logo existiria um par u, v ∈ U talque dG(u, v) ≥ ⌊12 log33 n⌋, uma 
ontradição. Assim, em qualquer rρ-partição fra
a de G, o númerode arestas entre partes distintas é pelo menos m− (n− 1) > m/2.Para 
ada P ∈ P, seja XP (u, v) := 1 se u e v estão em partes distintas de P , e XP (u, v) := 0
aso 
ontrário. Do parágrafo anterior, vale que ∑uv∈EG
XP (u, v) > m/2.Agora suponha, por 
ontradição, que exista uma (r, ρ, λ)-partição probabilísti
a fra
a D de G.Por de�nição, vale que xD(u, v) ≤ λ

r = 1
2 para toda aresta uv ∈ EG, e portanto ∑uv∈EG

xD(u, v) ≤

m/2. Mas
xD(u, v) =

∑

P∈P
XP (u, v) · D(P ) = EP∈DP [XP (u, v)].Logo

∑

uv∈EG

xD(u, v) =
∑

uv∈EG

EP∈DP [XP (u, v)] = EP∈DP





∑

uv∈EG

XP (u, v)



 >
m

2
,uma 
ontradição.Portanto, se existem λ ≥ 1

2 e ρ ≥ 1 tais que existe uma (r, ρ, λ)-partição probabilísti
a fra
a



26 INTRODUÇ�O 3.3de G para todo r ≥ 1, então λρ ≥ 1
4⌊log33 n⌋, ou seja, λρ = Ω(lg n). �O seguinte lema também será ne
essário. O mesmo é enun
iado por Bartal [Bar96℄ sem demons-tração.Lema 3.14 (Bartal, 1996 [Bar96, segunda parte do Teorema 14℄): Toda árvore T 
om 
ustospositivos nas arestas possui uma (r, 1, 1)-partição probabilísti
a fra
a, para todo r ≥ 1.No trabalho original, esse lema é enun
iado para 1 ≤ r ≤ diam(T ). Caso r > diam(T ), bastatomar D que vale 1 se e só se P = {VG}. Para tal D, vale que xD(u, v) = 0, para toda aresta uv ∈ EG.O Teorema 3.13 e o Lema 3.14 são utilizados, então, 
omo base para o teorema a seguir, queprova o limite desejado.Teorema 3.15 (Bartal, 1996 [Bar96, Teorema 9℄): Para n arbitrariamente grande, existeum grafo 
onexo G 
om n vérti
es e 
ustos positivos nas arestas tal que, se a métri
ainduzida pelas distân
ias em G é α-aproximada probabilisti
amente por métri
as arbóreas,então α = Ω(lg n).Demonstração: Seja G um grafo 
onexo 
om um 
usto positivo cG(u, v) asso
iado a 
adaaresta uv de G, e suponha que a métri
a induzida pelas distân
ias em G seja α-aproximada proba-bilisti
amente por (S,D), onde S é um 
onjunto de métri
as arbóreas. O passo prin
ipal da prova
onsiste em mostrar que, para todo r ≥ 1, existe uma (r, α, 2)-partição probabilísti
a fra
a de G.Fixe um r ≥ 1 e seja M uma métri
a em S, es
olhida 
om probabilidade D(M). Como M éuma métri
a arbórea, existe uma árvore T 
om 
ustos positivos nas arestas, possivelmente 
om maisvérti
es que M (e, portanto, que G), tal que M 
orresponde à métri
a induzida pelas distân
iasem T restrita aos vérti
es de G. Seja DT uma (rα, 1, 1)-partição probabilísti
a fra
a de T , dadapelo Lema 3.14; logo, para toda aresta uv de T , vale que

xDT
(u, v)

cT (u, v)
≤

1

rα
. (3.1)Dada uma partição P de VT , diz-se que P induz a partição P ′ de VG se dois vérti
es u e v de Gestão na mesma parte de P ′ se e só se estão na mesma parte de P . Note que uma partição de VTinduz uma úni
a partição de VG, mas mais de uma partição de VT pode induzir a mesma partiçãode VG, já que T pode ter mais vérti
es que G. Note também que, se P é uma ℓ-partição fra
a de T ,então P ′ é uma ℓ-partição fra
a de G: para dois vérti
es quaisquer u e v de G numa mesma partede P , vale que dT (u, v) ≤ ℓ e, 
omo a métri
a induzida pelas distân
ias em T domina a métri
ainduzida pelas distân
ias em G, vale que dG(u, v) ≤ dT (u, v) e assim dG(u, v) ≤ ℓ.Sejam PG e PT os 
onjuntos das (rα)-partições fra
as de G e T , respe
tivamente, e dada P ′ ∈

PG, seja PT (P ′) := {P ∈ PT : P induz P ′}. Seja DG a distribuição de probabilidade sobre PG talque
DG(P

′) =
∑

T∈S

∑

P∈PT (P ′)

D(T ) · DT (P ).



3.3 APROXIMAÇ�O DE MÉTRICAS POR MÉTRICAS ARBÓREAS 27Segue a prova de que DG é uma distribuição de probabilidade:
∑

P ′∈PG

DG(P
′) =

∑

P ′∈PG

∑

T∈S

∑

P∈PT (P ′)

D(T ) · DT (P )

=
∑

T∈S
D(T )

∑

P ′∈PG

∑

P∈PT (P ′)

DT (P )

=
∑

T∈S
D(T )

∑

P∈PT

DT (P ) (3.2)
=

∑

T∈S
D(T )

= 1.A igualdade (3.2) segue do fato de que uma partição de VT induz uma úni
a partição de VG, jáque VT ⊇ VG.Mais que isso, é possível mostrar que DG é uma (r, α, 2)-partição probabilísti
a fra
a de G. Paraisso, basta mostrar que
xDG

(u, v)

cG(u, v)
≤

2

rpara toda aresta uv de G, lembrando que xDG
(u, v) é a probabilidade de u e v estarem em partesdistintas de uma (rα)-partição fra
a de G es
olhida segundo DG.Para 
ada T ∈ S e 
ada P ∈ PT , seja TP a árvore obtida pela alteração nos 
ustos de T daseguinte forma: se uv é uma aresta de T e u e v estão em partes distintas de P , então cTP

(u, v) := rα;
aso 
ontrário, cTP
(u, v) := cT (u, v). Então, para toda aresta uv de T ,

EP∈DT
PT

[cTP
(u, v)] = (1− xD(u, v)) · cT (u, v) + xD(u, v) · rα

≤ cT (u, v) + cT (u, v) (3.3)
= 2 · cT (u, v),onde a desigualdade (3.3) vem da Equação (3.1). Logo, para todo u, v ∈ VG, tem-se que

ET∈DS∧P∈DT
PT

[dTP
(u, v)] ≤ 2 · ET∈DS[dT (u, v)] ≤ 2α · dG(u, v).Se u e v estão em partes distintas de P ′ ∈ PG induzida por P , então dTP

(u, v) ≥ rα, já quetoda aresta de TP entre vérti
es de partes distintas de P ′ (e portanto de P ) tem 
usto rα. Logo
xDG

(u, v) ≤ PT∈DS∧P∈DT
PT

[dTP
(u, v) ≥ rα]. Mas, 
omo ET∈DS∧P∈DT

PT
[dTP

(u, v)] ≤ 2α · dG(u, v),utilizando a desigualdade de Markov (Fato 2.10),
xDG

(u, v) ≤ PT∈DS∧P∈DT
PT

[dTP
(u, v) ≥ rα] ≤

1

rα
· ET∈DS∧P∈DT

PT
[dTP

(u, v)]

≤
1

rα
· 2α · dG(u, v)

=
2

r
· dG(u, v).Logo xDG

(u, v) ≤ 2
r · dG(u, v) =

2
r · cG(u, v) para toda aresta uv ∈ EG e DG é uma (r, α, 2)-partiçãoprobabilísti
a fra
a de G.



28 INTRODUÇ�O 3.3Seja então G o grafo dado pelo Teorema 3.13. Se a métri
a induzida pelas distân
ias em G é
α-aproximada probabilisti
amente por uma distribuição de probabilidade sobre métri
as arbóreasentão, pelo que foi mostrado a
ima, para todo r ≥ 1, existe uma (r, α, 2)-partição probabilísti
afra
a de G. Como α ≥ 1, pelo Teorema 3.13, vale que 2α = Ω(lg n), ou seja, α = Ω(lg n). �No Capítulo 4 é mostrado um algoritmo, proposto por Fak
haroenphol, Rao e Talwar [FRT04b,FRT04a℄, que mostra que o limite inferior do Teorema 3.15 é justo.



Capítulo 4O Algoritmo FRTNeste 
apítulo é des
rito o fun
ionamento do algoritmo de Fak
haroenphol, Rao e Talwar (FRT)para aproximar uma métri
a arbitrária M 
om n vérti
es por uma distribuição de probabilidadesobre métri
as arbóreas. O algoritmo re
ebe M 
omo entrada e devolve uma métri
a arbórea T ∈ S
om probabilidade D(T ), onde (S,D) O(lg n)-aproxima probabilisti
amente M .Supõe-se, sem perda de generalidade, que dM (u, v) ≥ 1 para todo par u, v de VM . De fato, seja
∆ := min{dM (u, v) : u, v ∈ VM , u 6= v}. Se ∆ < 1, divida 
ada distân
ia em M por ∆. Exe
ute oalgoritmo sobre essa instân
ia modi�
ada e, ao �nal, multiplique por ∆ 
ada distân
ia na métri
aarbórea devolvida.Este 
apítulo é baseado nos trabalhos de Fak
haroenphol, Rao e Talwar [FRT04b, FRT04a℄ ena Seção 8.5 de Williamson e Shmoys [WS11℄; a versão que se apresenta do algoritmo é a expostaem [FRT04a℄, 
om algumas modi�
ações propostas em [WS11℄.4.1 De
omposições em CortesO algoritmo se baseia nos dois seguintes 
on
eitos. Dado um real positivo r, uma de
ompo-sição em r-
ortes (r-
ut de
omposition) de M é uma partição de VM tal que a métri
a restritaa 
ada parte tem raio no máximo r em relação a um vérti
e de M (e, portanto, diâmetro no má-ximo 2r). Seja δ := ⌈lg(2 · diam(M))⌉. Uma de
omposição hierárqui
a em 
ortes (hierar
hi
al
ut de
omposition) de M é uma sequên
ia (D0,D1, . . . ,Dδ) de partições de VM tal que1. Dδ = {VM};2. para i = 0, . . . , δ, a partição Di é uma de
omposição em βi-
ortes, para βi < 2i;3. para i = 0, . . . , δ − 1, a partição Di é um re�namento de Di+1, isto é, toda parte de Di está
ontida em alguma parte de Di+1.Note que {VM} é uma de
omposição em 2δ-
ortes, já que VM tem raio no máximo diam(M) <

2 ·diam(M) ≤ 2δ em relação a qualquer vérti
e de M . Note também que 
ada parte de D0 tem raiomenor que 1, logo tem um úni
o vérti
e. Além disso, as partições D0,D1, . . . ,Dδ da de
omposiçãode�nem uma família laminar, que pode ser representada através da árvore T 
om 
onjunto devérti
es VT :=
⋃δ

i=0Di, eventualmente 
om multipli
idade (ou seja, 
om 
ada 
onjunto apare
endoem VT tantas vezes quanto o número de partições em que o mesmo esteja), e uma aresta entre 
ada29



30 O ALGORITMO FRT 4.1parte de Di e 
ada um de seus sub
onjuntos em Di−1, para 1 ≤ i ≤ δ. Denomina-se T a árvoreinduzida por D (ver Figura 4.1).PSfrag repla
ements S1

S2

S3

S4

u

v

w (a)

PSfrag repla
ements
S1

S2
S3 S4

u vw
nível 0: D0

nível 1: D1

nível 2: D2

21

22

(b)Figura 4.1: (a) De
omposição hierárqui
a em 
ortes. (b) A árvore induzida por essa de
omposição.Note que as partes de uma mesma de
omposição em 
ortes Di estão todas no mesmo nível ida árvore. Como 
ada folha de T 
onsiste em um 
onjunto 
om um úni
o vérti
e de M , o que sefaz é identi�
ar a folha 
om o vérti
e de M nela 
ontido. Adi
ionalmente, diz-se que uma aresta uvde M é separada em T no nível i, e que u e v são separados em T no nível i, se i + 1 é omenor índi
e j tal que u e v estão numa mesma parte de Dj . Por exemplo, na de
omposição daFigura 4.1, uv é separada no nível 0 e u e w são separados no nível 1. Observe que toda aresta éseparada em algum nível, já que Dδ = {VM} e D0 = VM .Além disso, é asso
iado um 
usto 2i a 
ada aresta de T entre vérti
es nos níveis i e i− 1, para
1 ≤ i ≤ δ (ver Figura 4.1). Note que T é uma 2-HST perfeita de base 2 (ver De�nições 2.5, 2.6e 2.7). Considere então a métri
a induzida pelas distân
ias em T , mas restrita às folhas de T , aqual será denominada a métri
a induzida por D. Essa é a métri
a utilizada pelo algoritmo FRTpara aproximar a métri
a M . O lema a seguir mostra que a métri
a induzida por D domina M .Lema 4.1 : Seja D uma de
omposição hierárqui
a em 
ortes de uma métri
a �nita M 
ujamenor distân
ia não-nula é pelo menos 1. Então, a métri
a induzida por D domina M .Demonstração: Por de�nição, a métri
a induzida por D tem o mesmo 
onjunto de vérti
esqueM . Seja T a árvore induzida porD; resta mostrar que dT (u, v) ≥ dM (u, v), para todo u, v ∈ VM .Sejam u, v dois vérti
es quaisquer de M . Seja i o nível em que a aresta uv é separada em T , e Sa parte de Di+1 que 
ontém u e v. (Note que S é um vérti
e de T .) Então a distân
ia de S a u em Té pelo menos 2i+1, já que a aresta de S ao sub
onjunto de S que 
ontém u no nível i tem 
usto 2i+1(ver Figura 4.2). Por argumento similar, a distân
ia de S a v em T é pelo menos 2i+1. Como numaárvore só há um 
aminho entre 
ada par de vérti
es e S é o vérti
e de nível mais baixo que 
ontém
u e v, o 
aminho de u a v passa por S, logo dT (u, v) ≥ 2 · 2i+1 = 2i+2. No entanto, dM (u, v) ≤ 2i+2,pois u, v ∈ S e S ∈ Di+1, 
ujas partes têm diâmetro no máximo 2i+2. Logo dT (u, v) ≥ dM (u, v). �O fato a seguir será útil mais adiante.
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PSfrag repla
ements

S

u

u

u

v

v

v

2i+12i+1

Di

Di+1

Figura 4.2: Na árvore induzida por uma de
omposição hierárqui
a em 
ortes, a distân
ia entre vérti
es ue v que são separados no nível i é pelo menos 2i+2.Fato 4.2 : Se uv é separada em T no nível i, tem-se que
dT (u, v) = 2 ·

i+1
∑

j=1

2j = 4 ·
i
∑

j=0

2j = 4 · (2i+1 − 1) < 2i+3.Na seção a seguir, será mostrado 
omo o algoritmo FRT obtém, para uma métri
a M 
om menordistân
ia não-nula pelo menos 1, uma de
omposição hierárqui
a em 
ortes 
uja métri
a induzidapossui baixa distorção esperada em relação a M .4.2 O Algoritmo FRTO algoritmo FRT, des
rito a seguir, produz probabilisti
amente uma de
omposição hierárqui
aem 
ortes D de uma métri
a M 
om menor distân
ia não-nula pelo menos 1. Sendo T a árvoreinduzida por D, vale que
E[dT (u, v)] = O(lg n) · dM (u, v)para todo u, v ∈ VM , onde n := |VM |. Lembre-se que T é uma 2-HST perfeita de base 2. Note queo algoritmo devolve D, mas T pode ser fa
ilmente 
onstruída a partir de D. Além disso, 
omo serávisto mais adiante, para algumas apli
ações é desejável que o algoritmo devolva T e não a métri
ainduzida por D.A seguinte de�nição será utilizada nas seções a seguir.De�nição 4.3 : SejamM uma métri
a �nita, π uma permutação de VM e r um real positivo.O dono de um vérti
e v ∈ VM em relação a (π, r) é o vérti
e π(j), onde j é o menor índi
etal que dM (π(j), v) ≤ r.Note que todo vérti
e v de M tem um dono em relação a (π, r), pois dM (π(j), v) = 0 ≤ r para j =

π−1(v).Ini
ialmente, será des
rita a rotina auxiliar Refine(M,D, r, π). A rotina re
ebe uma métri
a�nita M , uma partição D de VM , um número r > 0 e uma permutação π de VM , e devolve uma



32 O ALGORITMO FRT 4.2de
omposição em r-
ortes D′ de M tal que dois vérti
es x e y estão na mesma parte de D′ se e sóse estão na mesma parte de D e têm o mesmo dono em relação a (π, r). (Em parti
ular, D′ é umre�namento de D.) Segue adiante o pseudo
ódigo da rotina. As invariantes são apresentadas junto
om o pseudo
ódigo.Refine(M,D, r, π)1 D′ ← ∅; X ← VM ; n← |VM |2 para j ← 1 até n faça
⊲ Invariantes:
⊲ 1. D′ é uma partição VM \X tal que dois vérti
es em VM \X estão na mesma parte
⊲ de D′ se e só se estão na mesma parte de D e têm o mesmo dono em relação a (π, r);
⊲ 2. X é o 
onjunto dos elementos de VM 
ujo dono em relação a (π, r) é π(k) 
om k ≥ j.3 para 
ada S ∈ D faça4 S′ ← {w ∈ S ∩X : dM (π(j), w) ≤ r}

⊲ vérti
es de S 
ujo dono em relação a (π, r) é π(j)5 se S′ 6= ∅ então6 D′ ← D′ ∪ {S′}7 X ← X \ S′8 devolva D′É fá
il ver que as invariantes valem no iní
io de 
ada iteração. As linhas 6 e 7 garantem ainvariante 2, enquanto que as linhas 4, 6 e 7 garantem a invariante 1. Das invariantes 1 e 2, a
orreção do algoritmo é fa
ilmente veri�
ada. Note que, ao �nal do laço da linha 2, j > n e,
omo todo vérti
e de M tem um dono, X é vazio, logo D′ é uma partição de VM . Como doisvérti
es na mesma parte de D′ têm o mesmo dono (invariante 1), 
ada parte de D′ tem raio nomáximo r. Portanto, ao �nal do algoritmo tem-se que D′ é uma de
omposição em r-
ortes de M
om a propriedade de que dois vérti
es estão na mesma parte de D′ se e só se estão na mesma partede D e têm o mesmo dono em relação a (π, r).As linhas 4-7 podem ser exe
utadas em tempo O(|S|), se S for armazenado 
omo uma listaligada e X for representado por um vetor de bits. Como D é uma partição de VM , tem-se que
∑

S∈D |S| = |VM |, logo as linhas 3-7 podem ser exe
utadas em tempo O(n). Portanto, a rotinaRefine pode ser implementada de forma a 
onsumir tempo O(n2).Segue abaixo o pseudo
ódigo do algoritmo FRT.FRT(M)1 π ← permutação uniformemente aleatória de VM2 β0 ← real uniformemente aleatório no intervalo [1/2, 1)3 δ ← ⌈lg(2 · diam(M))⌉; Dδ ← {VM}4 para i← δ − 1 de
res
endo até 0 faça5 βi ← 2i · β06 Di ← Refine(M,Di+1, βi, π)7 devolva (D0, . . . ,Dδ)



4.2 O ALGORITMO FRT 33Note que, para i = 0, . . . , δ − 1, βi é um real uniformemente aleatório no intervalo [2i−1, 2i).Para ilustrar o fun
ionamento do algoritmo, tome 
omo exemplo (ver Figura 4.3(a)) a métri
a Mformada pelos pontos {a, b, c, d, e} sobre a reta real e pela distân
ia eu
lidiana. Suponha que ossorteios do algoritmo sejam π = (a, e, c, b, d) e β0 = 5/8. O algoritmo devolve então a de
omposição
D = (D0,D1,D2,D3,D4) des
rita na Figura 4.3(b), onde na linha i e 
oluna v da tabela �Dono�está registrado o dono do vérti
e v em relação a (π, βi) (ver De�nição 4.3).PSfrag repla
ements

a b c d e(a)Nível i βi
Dono De
omposição

a b c d e4 D4 = {{a, b, c, d, e}}3 5 a a a a e D3 = {{a, b, c, d}, {e}}2 5/2 a a c c e D2 = {{a, b}, {c, d}, {e}}1 5/4 a c c c e D1 = {{a}, {b}, {c, d}, {e}}0 5/8 a b c d e D0 = {{a}, {b}, {c}, {d}, {e}}(b)PSfrag repla
ements

222 2 2
44 4 4
8 8 816 16{a, b, c, d, e}

{a, b, c, d}

{a, b}

{c, d}

{c, d}

{a}

{a} {b}

{b} {c} {d}

{e}

{e}

{e}

{e} D0

D1

D2

D3

D4

(
)Figura 4.3: (a) Pontos {a, b, c, d, e} sobre a reta real. (b) Exe
ução do algoritmo FRT 
om a métri
a de�nidapelos pontos de (a) e pela distân
ia eu
lidiana, 
om π = (a, e, c, b, d) e 
om β0 = 5/8. (
) Árvore induzidapela de
omposição hierárqui
a em 
ortes de (b).No nível 4, todos os pontos estão na mesma parte. No nível 3, tem-se que β3 = 23 · 5/8 = 5.Como o primeiro ponto da permutação π é a, tem-se que a é o dono em relação a (π, β3) dospontos a, b, c e d, que estão a uma distân
ia não mais que 5 de a. Já o ponto e está à distân
ia 7de a, logo tem 
omo dono o próprio ponto e. O algoritmo 
ria então uma partição D3 de VM 
omduas partes, {a, b, c, d} e {e}. O algoritmo prossegue de forma análoga até o nível 0, quando β0 < 1e portanto todas as partes são unitárias. A Figura 4.3(
) mostra a árvore T induzida por D. Note



34 O ALGORITMO FRT 4.2que, no nível 1, apesar de os pontos b, c e d terem dono c, os pontos c e d estão numa partediferente da do ponto b, visto que assim já estavam na de
omposição do nível 2. Observe tambémque dT (3, 5) = 2 · (2 + 4 + 8) = 2 · 14 = 28, enquanto que dM (3, 5) = 2.Note que a probabilidade de um vérti
e v ter dono w em relação a (π, βi) é tanto maior quantomais perto v está de w, e é tanto menor quanto menor for o nível i (e portanto βi).Da rotina Refine tem-se que Di é uma de
omposição em βi-
ortes, 
om βi < 2i. Portanto,
(D0, . . . ,Dδ) é uma de
omposição hierárqui
a em 
ortes.Claramente, o algoritmo 
onsome tempo O(δ ·n2), o que é polinomial em δ = ⌈lg(2 ·diam(M))⌉e n = |VM |. O mesmo pode ser modi�
ado de forma a 
onsumir tempo O(n(n + δ)). SegundoFak
haroenphol, Rao e Talwar [FRT04b℄, existe uma implementação do algoritmo que 
onsometempo O(n2). Observe que o tamanho da saída no pior 
aso é Θ(n2), logo o algoritmo 
onsometempo linear em relação ao tamanho da saída. Resta mostrar que a distorção esperada é pequena.4.2.1 Análise da DistorçãoO teorema a seguir mostra que a métri
a induzida pela de
omposição hierárqui
a em 
ortesdevolvida pelo algoritmo FRT tem distorção esperada logarítmi
a em relação à métri
a de entrada.Devido ao Teorema 3.15, esse é o melhor resultado assintóti
o possível. O enun
iado aqui expostodifere ligeiramente do apresentado em [FRT04b, FRT04a℄, mas o resultado é essen
ialmente omesmo.Teorema 4.4 (Fak
haroenphol, Rao e Talwar, 2004): Amétri
a T induzida pela de
omposi-ção hierárqui
a em 
ortes devolvida pelo algoritmo FRT tendo 
omo entrada uma métri
a M
om n vérti
es e menor distân
ia não-nula pelo menos 1, é tal que

E[dT (u, v)] ≤ 16Hn · dM (u, v) para todo u, v ∈ VM .Demonstração: Serão utilizadas as seguintes de�nições. Para i = 0, 1, . . . , δ − 1, diz-se que wé o dono do vérti
e u no nível i se w é o dono de u em relação a (π, βi). Sejam u′ o donode u no nível i e v′ o dono de v no nível i. O dono da aresta uv no nível i é o vérti
e w :=

argmin{u′,v′}{π
−1(u′), π−1(v′)}. Adi
ionalmente, w 
orta uv no nível i se o dono de u no nível inão é o mesmo que o de v. (Uma aresta pode ser 
ortada em vários níveis diferentes.) No exemploda Figura 4.3, o vérti
e a é o dono da aresta ab no nível 2, mas não a 
orta; já a aresta bc temdono a e é 
ortada por a no nível 2.Como exatamente um vérti
e em VM é dono de 
ada aresta em 
ada nível, no máximo um vérti
eem VM 
orta 
ada aresta em 
ada nível. De fato, o dono da aresta no nível i é o úni
o 
andidato a
ortá-la, e só não a 
orta se as pontas da aresta tiverem o mesmo dono no nível i.Seja uv uma aresta de M . Note que, se i é o nível em que uv é separada em T , então uv é
ortada nesse nível, pois a rotina Refine só separa vérti
es que têm donos diferentes. No entanto,é possível que uma aresta também seja 
ortada num nível diferente daquele em que ela é separada.Isso só a
onte
e em níveis inferiores ao nível em que ela é separada (ou ela teria sido separadaantes). Por exemplo, na Figura 4.3, a aresta bc é 
ortada nos níveis 2 e 0. Logo, do Fato 4.2,

dT (u, v) ≤ max
i=0,...,δ−1

1[∃w ∈ VM : w 
orta uv no nível i] · 2i+3,



4.2 O ALGORITMO FRT 35onde, para uma expressão booleana Q, o valor 1[Q] é de�nido 
omo 1 se Q é verdadeira, e 0 
aso
ontrário. Portanto,
dT (u, v) ≤

δ−1
∑

i=0

∑

w∈VM

1[w 
orta uv no nível i] · 2i+3e
E[dT (u, v)] ≤

δ−1
∑

i=0

∑

w∈VM

P[w 
orta uv no nível i] · 2i+3.Seja w1, w2, . . . , wn uma ordenação não-de
res
ente dos vérti
es de VM em relação à distân
iaem M até a aresta uv, ou seja, até o mais próximo entre u e v. Para 
ada s ∈ [n] suponha, semperda de generalidade, que dM (u,ws) ≤ dM (v,ws). Então
ws 
orta uv no nível i se e só se dM (u,ws) ≤ βi < dM (v,ws)e ws é o dono de uv no nível i.Logo P[ws 
orta uv no nível i] = P

[

dM (u,ws) ≤ βi < dM (v,ws) ∧

ws é o dono de uv no nível i ], que é igual a
P

[

ws é o dono de uv no nível i |
dM (u,ws) ≤ βi < dM (v,ws)

]

· P[dM (u,ws) ≤ βi < dM (v,ws)].Segue o argumento de que a primeira probabilidade é no máximo 1/s. Lembre-se que o dono de uvno nível i é o primeiro vérti
e da permutação π que está à distân
ia no máximo βi de u ou de v.Como min{dM (u,wt), dM (v,wt)} ≤ βi para t ≤ s, 
ada wt para t = 1, . . . , s pode ser o dono de uvno nível i. Portanto ws é o dono de uv no nível i somente se estiver antes de wt em π para todo t < s,o que o
orre 
om probabilidade 1/s. Então,
E[dT (u, v)] ≤

δ−1
∑

i=0

n
∑

s=1

1

s
· P[dM (u,ws) ≤ βi < dM (v,ws)] · 2

i+3

=

n
∑

s=1

1

s
·
δ−1
∑

i=0

P[dM (u,ws) ≤ βi < dM (v,ws)] · 2
i+3.Como βi é uniformemente distribuído no intervalo [2i−1, 2i), βi está no intervalo [dM (u,ws), dM (v,ws))
om probabilidade

ℓ
(

[dM (u,ws), dM (v,ws)) ∩ [2i−1, 2i)
)

ℓ ([2i−1, 2i))
=

ℓ
(

[dM (u,ws), dM (v,ws)) ∩ [2i−1, 2i)
)

2i−1
,onde ℓ(I) para um intervalo I denota o 
omprimento de I. Além disso, os intervalos [2i−1, 2i) para

i = 0, . . . , δ − 1 parti
ionam o intervalo [1/2, 2δ/2), o qual 
ontém [dM (u,ws), dM (v,ws)), já quediam(M) ≤ 2δ/2. Assim sendo,
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δ−1
∑

i=0

P[dM (u,ws) ≤ βi < dM (v,ws)] · 2
i+3 =

δ−1
∑

i=0

ℓ
(

[dM (u,ws), dM (v,ws)) ∩ [2i−1, 2i)
)

2i−1
· 2i+3

= 16

δ−1
∑

i=0

ℓ
(

[dM (u,ws), dM (v,ws)) ∩ [2i−1, 2i)
)

= 16 · ℓ
(

[dM (u,ws), dM (v,ws)) ∩ [1/2, 2δ/2)
)

= 16 · ℓ ([dM (u,ws), dM (v,ws)))

= 16 · (dM (v,ws)− dM (u,ws))

≤ 16 · dM (u, v),a última desigualdade seguindo da desigualdade triangular. Logo
E[dT (u, v)] ≤

n
∑

s=1

16

s
· dM (u, v)

= 16Hn · dM (u, v),para 
ada u, v em VM , 
omo queríamos demonstrar. �4.2.2 Considerações Adi
ionaisFak
haroenphol, Rao e Talwar [FRT04b℄ também des
revem 
omo desaleatorizar o algoritmoFRT, para resolver uma variante mais fra
a do problema que é su�
iente para algumas apli
ações.Espe
i�
amente, eles des
revem um algoritmo determinísti
o que, dados uma métri
a �nita M eum peso p(u, v) para 
ada par u, v de VM , devolve uma métri
a arbórea T que domina M e é talque
∑

u,v∈VM

p(u, v) · dT (u, v) = O(lg n)
∑

u,v∈VM

p(u, v) · dM (u, v).Assim, de 
erta forma, esse algoritmo bus
a minimizar a distorção média de T em relação a M ,
onsiderando uma média ponderada.Como o Teorema 3.12 impli
a que qualquer aproximação determinísti
a de uma métri
a arbi-trária tem distorção pelo menos linear, não é possível estender o resultado do Teorema 4.4 para umsimilar determinísti
o. A desaleatorização men
ionada, no entanto, provê uma medida razoável dadistorção da métri
a arbórea devolvida, que pode ser útil na práti
a para algumas apli
ações.4.3 Aproximação de uma 2-HST por uma k-HSTConforme a De�nição 2.5, uma k-HST é uma árvore enraizada 
om 
ustos positivos nas arestas,tal que arestas de mesmo nível têm o mesmo 
usto, e o 
usto nas arestas no 
aminho entre araiz e uma folha de
res
em por um fator de pelo menos k. Algoritmos de otimização em HSTssão bastante fá
eis de projetar utilizando uma estratégia de divisão e 
onquista, dado que todasubárvore de uma k-HST também é uma k-HST.O algoritmo FRT aproxima uma métri
a �nita arbitrária por uma 2-HST, mas alguns algoritmos(
omo o da Seção 7.2) requerem uma k-HST 
om valor de k maior que 2, ou mesmo valores de k
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onstantes, mas que dependem da instân
ia do problema. Dessa forma, é útil obteruma forma de aproximar uma 2-HST por uma k-HST para um real k > 1 qualquer. Nesta seçãoé apresentado um algoritmo que, dada uma 2-HST T e um real k > 1, devolve uma k-HST 
ujamétri
a induzida pela distân
ia entre suas folhas O(k/ lg k)-aproxima probabilisti
amente a métri
ainduzida pela distân
ia entre as folhas de T . Além disso a HST devolvida é perfeita e tem basede�nida, isto é, os 
ustos nas arestas no 
aminho da raiz a uma folha de
res
em por exatamente omesmo fator e todas as folhas têm o mesmo nível (ver De�nições 2.6 e 2.7). Juntando esse algoritmo
om o Teorema 4.4 e a transitividade da aproximação de métri
as (Fato 3.10), o seguinte teoremasegue.Teorema 4.5 : Para todo real k > 1, uma métri
a �nita arbitrária 
om n vérti
es pode seraproximada probabilisti
amente pela métri
a induzida pela distân
ia entre as folhas de uma
k-HST 
om distorção esperada O(k lg n/ lg k).Esse resultado será utilizado na Seção 7.2.2 
omo sub-rotina de um outro algoritmo. A seção sebaseia no trabalho de Bartal, Charikar e Raz [BCR01℄.Supõe-se que a 2-HST T é tal que dT (u, v) ≥ 2 para quaisquer u, v ∈ VT , sem perda de genera-lidade (vide redução do iní
io do 
apítulo). Além disso, supõe-se que T tem a seguinte propriedadeadi
ional: se h é o nível da raiz, então as arestas do 
aminho da raiz até uma folha qualquer têm
ustos 2h, 2h−1, . . . , 2. Note que o algoritmo FRT devolve uma 2-HST 
om essa propriedade, mas
aso isso não seja verdade para T , faça o seguinte:1. seja c o 
usto de uma aresta qualquer de T ; arredonde c para 2⌈lg c⌉ (lembrando que c ≥ 2).Isso no máximo dobra o 
usto de 
ada aresta, logo a árvore resultante 2-aproxima T ;2. sejam e e f arestas 
onse
utivas no 
aminho da raiz até uma folha de T , de 
usto 2i e 2j ,respe
tivamente, 
om i > j. Se i > j+1, adi
ione um 
aminho entre e e f 
om i−j−1 arestase 
ustos 2i−1, . . . , 2j+1. Além disso, se as arestas de nível mais baixo têm 
usto 2i 
om i > 1,
one
te 
ada folha a um 
aminho 
om i− 1 arestas e 
ustos 2i−1, . . . , 2. Como ∑i−1

j=1 2
j < 2i,
ada 
aminho adi
ionado tem 
usto menor que o da aresta de nível imediatamente a
ima,logo a distân
ia entre 
ada par de vérti
es de T no máximo dobra.Assim, a árvore resultante é uma 2-HST que 4-aproxima T e satisfaz a propriedade desejada. Essaárvore resultante ainda será 
hamada de T no restante da seção.O algoritmo para aproximar a 2-HST T por uma k-HST 
om k > 1 
onsiste no seguinte. Seja

ℓ := ⌈lg k⌉. Se ℓ = 1, não há o que fazer e o algoritmo devolve a própria árvore T (que é uma2-HST perfeita de base 2), pois uma x-HST é uma y-HST, para x > y. Suponha então que ℓ > 1,e seja h o nível da raiz r de T . Primeiro, 
one
te r a um 
aminho de 
omprimento ℓ − 1 e 
ustos
2h+ℓ−1, . . . , 2h+1 (o qual será denominado 
aminho radi
al), obtendo uma árvore T ′ ⊇ T . Emseguida, sorteie 
om probabilidade uniforme um número i em {1, . . . , ℓ}. Remova de T ′ todos osvérti
es internos em níveis diferentes de i+ tℓ para algum t inteiro, e 
one
te um vérti
e de nível jao seu an
estral em T ′ no nível j + ℓ 
om uma aresta de 
usto ∑j+ℓ

s=j+1 2
s, e 
ada folha ao seuan
estral em T ′ no nível i 
om uma aresta de 
usto∑i

s=i−ℓ+1 2
s. Note que, 
om ex
eção das arestas
one
tadas às folhas, o 
usto dessa aresta 
orresponde ao 
usto do 
aminho entre os dois vérti
esem T ′. Como o 
aminho radi
al tem 
omprimento ℓ−1, garante-se que algum vérti
e desse 
aminhonão foi removido, logo 
ada vérti
e interno de T tem um an
estral ℓ níveis a
ima em T ′. O algoritmodevolve a árvore resultante, a qual será denotada por T ′′.
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ilitar o entendimento do algoritmo, 
onsidere 
omo exemplo a 2-HST da Figura 4.4(a),que tem as propriedades que o algoritmo supõe, e tome k := 4. Na Figura 4.4(b) é mostrada essaHST após a adição do 
aminho radi
al. Com k = 4, o sorteio do algoritmo pode ser i = 1 ou
i = 2. Por isso, nessa �gura os vérti
es de nível par não têm preen
himento, e os vérti
es de nívelímpar têm preen
himento preto. A Figura 4.4(
) mostra o resultado do algoritmo 
aso o sorteio seja
i = 1; nesse 
aso são removidos os vérti
es sem preen
himento, os quais são exibidos 
om 
ontornopontilhado. Já a Figura 4.4(d) mostra o resultado do algoritmo 
aso o sorteio seja i = 2; nesse 
asosão removidos os vérti
es 
om preen
himento preto, os quais são exibidos 
om preen
himento 
inza.

PSfrag repla
ements
1 222222 2 3 44444 4 5 6

8888 161616 3232
(a)

PSfrag repla
ements
1 222222 2 3 44444 4 5 6

8888 161616 3232 64

(b)PSfrag repla
ements

1 21 + 2 = 3 33333 3 4 5 64 + 8 = 12 121212 1216 + 32 = 48 4848
(
)

PSfrag repla
ements

1 2 3 4 52 + 4 = 6 66666 6
8 + 16 = 24 24242432 + 64 = 96 96

(d)Figura 4.4: (a) Uma 2-HST 
om 
onjunto de vérti
es {1, 2, 3, 4, 5, 6}. (b) Essa árvore após a adição do
aminho radi
al. (
) A árvore resultante do algoritmo 
om k = 4 
aso o sorteio seja i = 1. (d) A árvoreresultante do algoritmo 
om k = 4 
aso o sorteio seja i = 2.Será provado então que T ′′ é uma 2ℓ-HST perfeita, e portanto uma k-HST, que O(k/ lg k)-aproxima probabilisti
amente T ′ e portanto T , já que dT (u, v) = dT ′(u, v) para quaisquer folhas ue v de T . Note também que T ′′ tem base de�nida.Para ver que T ′′ é uma 2ℓ-HST perfeita, note primeiro que, 
laramente, toda aresta num mesmonível de T ′′ tem o mesmo 
usto. Seja u um vérti
e interno de T ′′ e i seu nível em T ′. Seja e a arestade u a seu pai em T ′′ e f a aresta entre u e um de seus �lhos em T ′′; é pre
iso mostrar que a razãoentre o 
usto de e e o 
usto de f é 2ℓ. Note que o 
usto de e é ∑i+ℓ
s=i+1 2

s = 2i+1(2ℓ − 1) e que o
usto de f é ∑i
s=i−ℓ+1 2

s = 2i−ℓ+1(2ℓ − 1). Logo a razão entre o 
usto de e e o 
usto de f é 2ℓ.



4.3 APROXIMAÇ�O DE UMA 2-HST POR UMA K-HST 39Sejam então u e v duas folhas de T ′. Para ver que dT ′′(u, v) ≥ dT ′(u, v), sejam w e w′ os an
estrais
omuns de u e v de nível mais baixo em T ′ e T ′′, respe
tivamente. Note que dT ′(u, v) = dT ′(u,w)+

dT ′(w, v) = 2dT ′(u,w) e que dT ′′(u, v) = dT ′′(u,w′) + dT ′′(w′, v) = 2dT ′′(u,w′). Além disso, valeque dT ′(u,w′) ≤ dT ′′(u,w′), lembrando que w′ é um vérti
e tanto de T ′ quanto de T ′′. Como o nívelde w′ em T ′ é maior ou igual ao nível de w em T ′, vale que dT ′(u,w) ≤ dT ′(u,w′) ≤ dT ′′(u,w′), doque a a�rmação segue.Resta mostrar que E[dT ′′(u, v)] = O(k/ lg k) · dT ′(u, v). Sejam j e j′ os níveis em T ′ de w e w′,respe
tivamente. Note que dT ′(u, v) = 2
∑j

s=1 2
s = 2j+2 − 4 > 2j e que j′ é um nível diferentedentre {j, . . . , j + ℓ − 1} para 
ada es
olha do valor i ∈ {1, . . . , ℓ} sorteado pelo algoritmo. Paraum j′ �xo,

dT ′′(u, v) = 2

0
∑

s=i−l+1

2s + dT ′(u, v) + 2

j′
∑

s=j+1

2s

< 4 + dT ′(u, v) + 2

j′
∑

s=j+1

2s,logo
E[dT ′′(u, v)] <

1

ℓ

j+ℓ−1
∑

j′=j



dT ′(u, v) + 2

j′
∑

s=j+1

2s



+ 4

=
1

ℓ

ℓ
∑

i=1



dT ′(u, v) + 2

j+i−1
∑

s=j+1

2s



+ 4

=
1

ℓ

ℓ
∑

i=1

(

dT ′(u, v) + 2 · 2j+1
i−2
∑

s=0

2s

)

+ 4

<
1

ℓ

ℓ
∑

i=1

(

dT ′(u, v) + 4 · dT ′(u, v) · (2i−1 − 1)
)

+ 4

=
1

ℓ

ℓ
∑

i=1

dT ′(u, v) · (2i+1 − 4 + 1) + 4

<
dT ′(u, v)

ℓ

ℓ
∑

i=1

2i+1 + 4

<
dT ′(u, v)

ℓ
· 2ℓ+2 + 4

≤
8k

lg k
· dT ′(u, v) + 4

≤

(

8k

lg k
+ 2

)

· dT ′(u, v),já que ℓ ≥ lg k, 2ℓ ≤ 2k e dT ′(u, v) ≥ 2.
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Capítulo 5IntroduçãoEste 
apítulo trata de uma versão online do 
aso bipartido 
ompleto do problema do empa-relhamento perfeito de 
usto mínimo (Problema MinEP, Seção 2.1). Lembrando que o problemaMinEP 
onsiste em, dado um grafo G 
om 
ustos não-negativos asso
iados às arestas, en
ontrarum emparelhamento perfeito de 
usto total mínimo de G.Na versão online do MinEP bipartido, um grafo (R,S)-bipartido 
ompleto, 
om |R| ≤ |S|, épar
ialmente disponibilizado de maneira online. Ini
ialmente, apenas a parte S é dada; os elementosde S são denominados servidores. Em 
ada etapa, um vérti
e r de R, denominado uma requisição, édisponibilizado juntamente 
om o 
usto das arestas de r a S. Esses 
ustos são tais que servidores erequisições 
orrespondem a pontos de uma métri
a, possivelmente 
om vários servidores e requisiçõessobre um mesmo ponto. Isto é, existe uma métri
a M e uma função φ : R ∪ S → VM tal que o
usto da aresta rs é c(r, s) = dM (φ(r), φ(s)) para todo r ∈ R e s ∈ S. Um algoritmo online paraessa versão do problema deve, ao �nal de 
ada etapa, designar um servidor não-emparelhado de Spara r, estendendo o emparelhamento da etapa anterior para um emparelhamento que 
ubra r. Ouseja, ao �nal de 
ada etapa, o algoritmo tem nas mãos um emparelhamento que 
obre a parte de Rque já foi disponibilizada. O objetivo é produzir dessa maneira um emparelhamento 
om o menor
usto possível.Segue uma de�nição formal do problema.Problema MinEPBOnline (R,S, c): Dados uma sequên
ia R = (r1, . . . , rn) e um 
on-junto S, 
om |S| ≥ n, e uma função c : R × S → R+ tal que existem uma métri
a Me uma função φ : R ∪ S → VM para a qual c(r, s) = dM (φ(r), φ(s)) para todo r ∈ R e
s ∈ S, en
ontrar {r1s1, . . . , rnsn}, onde si ∈ S e si 6= sj para i 6= j, de forma a minimizar
∑n

i=1 c(ri, si), sendo que si deve ser 
al
ulado antes de si+1 e sem a informação sobre quemé (ri+1, . . . , rn).Como exemplo, veja a Figura 5.1, onde é mostrada uma instân
ia do problema 
om 3 servidores.Os 
ustos 
orrespondem à distân
ia entre pontos na reta. Na Figura 5.1(a), 
hega uma primeirarequisição às distân
ias 1, 2 e 3 dos servidores, e a mesma é emparelhada 
om o servidor à distân
ia 1.Na Figura 5.1(b), a segunda requisição está às distân
ias 2, 3 e 4 dos servidores, e é es
olhido oservidor à distân
ia 3. Na Figura 5.1(
), a ter
eira requisição está às distân
ias 3, 4 e 5 dos servidores,mas apenas o servidor à distân
ia 5 está disponível. A solução �nal é mostrada na Figura 5.1(d), e
onsiste num emparelhamento de 
usto 9. Observe que toda solução para essa instân
ia tem 
usto 9,43



44 INTRODUÇ�O 5.1logo essa é uma solução ótima o�ine.PSfrag repla
ements 1 2 345 (a)
PSfrag repla
ements 1 2 3 45 (b)PSfrag repla
ements 12 3 3 4 5(
)
PSfrag repla
ements 12 34 5(d)Figura 5.1: Exemplo de instân
ia do problema do emparelhamento mínimo bipartido online, 
om n = 3requisições. Os 
ustos 
orrespondem à distân
ia entre pontos na reta. Ini
ialmente, são dados apenas osservidores (vérti
es inferiores). (a) A primeira requisição (vérti
e superior) é atendida 
om 
usto 1. (b) Asegunda requisição é atendida 
om 
usto 3. Embora exista um servidor à distân
ia 2 da mesma, esse servidorjá está o
upado. (
) A ter
eira requisição é atendida 
om 
usto 5. (d) Uma solução para essa instân
ia, 
om
usto total 9.Algumas soluções para esse problema são apresentadas nos Capítulos 6 e 7. Nas seções a seguirsão apresentados o históri
o do problema e alguns limites inferiores para o fator de 
ompetitividadede algoritmos que o resolvem.5.1 Históri
oEsse problema foi estudado ini
ialmente por Karp, Vazirani e Vazirani [KVV90℄, que mostraramque não há garantia de solução para o problema para grafos bipartidos in
ompletos (isto é, quandoalgum servidor não é 
apaz de atender determinadas requisições): é possível garantir apenas que n/2das requisições são atendidas por um algoritmo online. Além disso, se as distân
ias não forem taisque os servidores e as requisições 
orrespondam a pontos de uma métri
a, não é possível obter umalgoritmo 
ujo fator de 
ompetitividade seja independente das distân
ias [KMV94℄.Kalyanasundaram e Pruhs [KP93℄ e Khuller, Mit
hell e Vazirani [KMV94℄ obtiveram inde-pendentemente um algoritmo determinísti
o (2n − 1)-
ompetitivo para métri
as, o algoritmo dapermutação, e mostraram que esse é o melhor resultado determinísti
o possível. Esse algoritmo édes
rito na Seção 6.2. O trabalho de Kalyanasundaram e Pruhs também 
obre o problema do em-parelhamento máximo online (emparelhamento máximo de 
usto máximo, para um grafo bipartido
ompleto 
ujos 
ustos nas arestas 
orrespondem a uma métri
a) [KP93℄.Se a métri
a do problema é dada por pontos na reta, Kalyanasundaram e Pruhs 
onje
tu-raram [KP98, p. 274℄ que o Algoritmo da Função Trabalho (WFA) de Koutsoupias e Papadimi-triou [KP95℄ (ini
ialmente projetado para um problema 
onhe
ido 
omo o problema dos k ser-vidores) obteria um fator de 
ompetitividade 
onstante para o emparelhamento mínimo online.Koutsoupias e Nanavati [KN04℄ mostraram que o fator de 
ompetitividade do WFA na verdadeé Ω(lg n) e O(n). Fu
hs, Ho
hstättler e Kern [FHK05℄ mostraram um algoritmo para o problemado emparelhamento mínimo bipartido online 
om fator de 
ompetitividade 
onstante para a reta.



5.2 LIMITES INFERIORES 45Kalyanasundaram e Pruhs [KP98, p. 274℄ a�rmam que, para a métri
a estrela (a métri
a in-duzida pelas distân
ias no K1,k; ver De�nição 3.5), o melhor fator de 
ompetitividade que podeser obtido 
om um algoritmo probabilísti
o é pelo menos 2Hn − 1, onde Hn é o n-ésimo númeroharm�ni
o. Esse resultado é apresentado na seção a seguir. Adi
ionalmente, os autores 
onje
turama existên
ia de um algoritmo probabilísti
o 
om fator de 
ompetitividade O(lg n) para métri
asarbitrárias.Meyerson, Nanavati e Poplawski [MNP06℄ e Csaba e Pluhár [CP08℄ mostraram independen-temente algoritmos probabilísti
os gulosos simples 
ujo fator de 
ompetitividade é Θ(lg n) paramétri
as uniformes e para uma variante do problema para Θ(lg n)-HSTs, o que pode ser genera-lizado para O(lg3 n/ lg lg n) para métri
as arbitrárias, utilizando aproximação de métri
as. Esseresultado é des
rito em detalhes no Capítulo 7.O melhor algoritmo probabilísti
o 
onhe
ido, no entanto, é o des
rito por Bansal et al. [BBGN07℄,
om fator de 
ompetitividade O(lg2 n). Esse algoritmo também se baseia na aproximação de métri-
as por métri
as arbóreas, e 
onsiste num algoritmo O(lg n)-
ompetitivo para 2-HSTs em 
onjunto
om o algoritmo FRT (ver Capítulo 4).Apli
ações desse problema in
luem diversos problemas de balan
eamento de 
arga online [KP98℄e leilões de anún
ios em sítios de bus
a na Web [Mar06℄.5.2 Limites InferioresIni
ialmente, serão demonstrados dois limites inferiores para algoritmos determinísti
os para oproblema do emparelhamento mínimo bipartido online.Teorema 5.1 (Meyerson, Nanavati e Poplawski, 2006 [MNP06, Teorema 2.1℄): Qualqueralgoritmo determinísti
o para o problema do emparelhamento mínimo bipartido online namétri
a t-uniforme, onde t é uma 
onstante maior que zero, tem fator de 
ompetitividadepelo menos n, onde n é o número de requisições.Demonstração: Considere um 
onjunto de n servidores em pontos distintos da métri
a, e seja Aum algoritmo determinísti
o para o problema do emparelhamento mínimo bipartido online. Ini
i-almente, tome uma requisição r0 em um ponto da métri
a à distân
ia t de todos os servidores.Para i = 1, . . . , n− 1, tome uma requisição ri à distân
ia zero do servidor que a estratégia do algo-ritmo A determina que atenda à requisição ri−1, o qual será 
hamado de si−1. Seja sn−1 o servidorque atende à última requisição. Note que o algoritmo A paga um 
usto nt, enquanto que o 
ustoótimo o�ine é t, pois pode-se atribuir o servidor si−1 para a requisição ri, para i = 1, . . . , n − 1, eo servidor sn−1 para a requisição r0. Portanto o teorema segue. �Teorema 5.2 (Khuller, Mit
hell e Vazirani, 1994 [KMV94, Teorema 2.4℄): Qualquer algo-ritmo determinísti
o para o problema do emparelhamento mínimo bipartido online numamétri
a arbitrária tem fator de 
ompetitividade pelo menos 2n − 1, onde n é o número derequisições.Demonstração: Seja A um algoritmo determinísti
o para o problema do emparelhamento mí-nimo bipartido online. Considere a métri
a que 
onsiste de n pontos dois a dois à distân
ia 1, eum ponto extra p0 à distân
ia 1/2 de 
ada um desses n pontos. Os servidores estão sobre os n



46 INTRODUÇ�O 5.2pontos equidistantes, e a primeira requisição r0 é no ponto p0. Para i = 1, . . . , n − 1, tome umarequisição ri à distân
ia zero do servidor que a estratégia do algoritmo A determina que atenda àrequisição ri−1, o qual será 
hamado de si−1. Seja sn−1 o servidor que atende à última requisição.Note que o algoritmo paga um 
usto 1/2 + (n− 1), enquanto que o 
usto ótimo o�ine é 1/2, poisé possível atribuir o servidor si−1 para a requisição ri, para i = 1, . . . , n− 1, e o servidor sn−1 paraa requisição r0. O fator de 
ompetitividade é, portanto, pelo menos 1/2+n−1
1/2 = 2n − 1. �Note que, na prova do Teorema 5.2, não é possível obter um limite mais forte tro
ando 1/2 porum valor menor, pois não seria satisfeita a propriedade de desigualdade triangular da de�nição demétri
a.Os seguintes limites inferiores se apli
am a algoritmos probabilísti
os para o problema do em-parelhamento mínimo online bipartido.Teorema 5.3 (Meyerson, Nanavati e Poplawski, 2006 [MNP06, Teorema 2.3℄): Qualqueralgoritmo probabilísti
o para o problema do emparelhamento mínimo bipartido online namétri
a t-uniforme, onde t é uma 
onstante maior que zero, tem fator de 
ompetitividadeesperado pelo menos Hn, onde Hn é o n-ésimo número harm�ni
o e n é o número de requi-sições.Demonstração: Seja A um algoritmo probabilísti
o para o problema do emparelhamento mínimobipartido online. Tome n servidores em pontos distintos da métri
a e n requisições 
omo segue. Aprimeira requisição r0 é num ponto distinto dos n servidores. Para i = 1, . . . , n − 1, tome umarequisição ri num ponto que ainda não tenha nenhuma requisição e que esteja à distân
ia zero doservidor que, segundo a estratégia do algoritmo A, tem maior probabilidade de já estar o
upado.Como o ponto é es
olhido dentre n − i + 1 possíveis pontos e, para uma distribuição de proba-bilidade qualquer, a maior probabilidade é pelo menos a probabilidade na distribuição uniforme,essa probabilidade é pelo menos 1

n−i+1 . O 
usto ótimo o�ine é t, enquanto que o 
usto esperadoda solução devolvida pelo algoritmo A é t mais t vezes a soma das probabilidades das requisiçõesterem seus servidores 
orrespondentes o
upados. Portanto, a solução devolvida pelo algoritmo Atem um 
usto esperado de pelo menos
t+ t

n−1
∑

i=1

1

n− i+ 1
= t+ t

n
∑

i=2

1

i
= tHn,do que o teorema segue. �Teorema 5.4 (Kalyanasundaram e Pruhs, 1998): Qualquer algoritmo probabilísti
o para oproblema do emparelhamento mínimo bipartido online numa métri
a arbitrária tem fatorde 
ompetitividade esperado pelo menos 2Hn − 1, onde n é o número de requisições e Hn éo n-ésimo número harm�ni
o.Demonstração: Seja A um algoritmo probabilísti
o para o problema do emparelhamento mínimobipartido online numa métri
a arbitrária. Considere a mesma métri
a da prova do Teorema 5.2, istoé, 
om n pontos dois a dois à distân
ia 1 e um ponto extra p0 à distân
ia 1/2 de 
ada um desses npontos. Novamente, os servidores estão sobre os n pontos equidistantes, e a primeira requisição r0 éno ponto p0. Para i = 1, . . . , n−1, tome uma requisição ri num ponto que ainda não tenha nenhuma



5.2 LIMITES INFERIORES 47requisição e que esteja à distân
ia zero do servidor que, segundo a estratégia do algoritmo A, temmaior probabilidade de já estar o
upado. Por argumento semelhante ao da prova do Teorema 5.3,essa probabilidade é pelo menos 1
n−i+1 . O 
usto ótimo o�ine é 1/2, enquanto que o 
usto esperadoda solução devolvida pelo algoritmo A é 1/2 mais a soma das probabilidades das requisições teremseus servidores 
orrespondentes o
upados. Portanto, a solução devolvida pelo algoritmo A tem um
usto esperado de pelo menos

1

2
+

n−1
∑

i=1

1

n− i+ 1
= −

1

2
+ 1 +

n
∑

i=2

1

i
= Hn −

1

2
,e o algoritmo A tem fator de 
ompetitividade esperado pelo menos

Hn − 1/2

1/2
= 2Hn − 1.

�Kalyanasundaram e Pruhs [KP98℄ 
onje
turaram que existe um algoritmo probabilísti
o queal
ança assintoti
amente esse limite inferior para métri
as arbitrárias.
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Capítulo 6Algoritmos Determinísti
osEste 
apítulo apresenta dois algoritmos determinísti
os para o problema MinEPBOnline, asaber, o algoritmo guloso (Seção 6.1) e o algoritmo da permutação (Seção 6.2). Lembrando que umainstân
ia desse problema 
onsiste numa tripla (R,S, c), onde R = (r1, . . . , rn) é uma sequên
ia, Sé um 
onjunto 
om pelo menos n elementos, e c é uma função 
usto c : R × S → R+ tal queexiste uma métri
a M e uma função φ : R ∪ S → VM para a qual c(r, s) = dM (φ(r), φ(s)) paratodo r ∈ R e s ∈ S. O objetivo é en
ontrar um emparelhamento de 
usto total mínimo no grafo
G := (R ∪ S,R × S) que 
ubra R, lembrando que R e c são dados de forma online.6.1 O Algoritmo GulosoO algoritmo guloso 
onsiste em, para 
ada requisição que 
hega, atribuir o servidor mais próximoque ainda não está o
upado. O pseudo
ódigo do algoritmo é exibido a seguir.Guloso(R,S, c)1 n← |S|2 L← S ⊲ L: 
onjunto dos servidores que ainda não foram o
upados3 para i← 1 até n faça4 si ← argmins∈Lc(ri, s)5 L← L \ {si}6 devolva {r1s1, . . . , rnsn}Observe que o algoritmo é online, pois até a iteração i se usa apenas a informação que en-volve r1, . . . , ri. Embora esse algoritmo seja bom para métri
as uniformes, ele possui um fator de
ompetitividade exponen
ial no número de requisições em métri
as arbitrárias.Teorema 6.1 (Meyerson, Nanavati e Poplawski, 2006 [MNP06, Teorema 2.1℄): O algoritmoguloso para o problema do emparelhamento mínimo bipartido online é n-
ompetitivo numamétri
a uniforme, onde n é o número de requisições.Demonstração: Note que, se o 
usto ótimo o�ine é zero, então toda requisição está à distân
iazero de um servidor que pode atendê-la. O algoritmo guloso, neste 
aso, atribui um servidor àdistân
ia zero para 
ada requisição, logo também paga 
usto zero.49



50 ALGORITMOS DETERMINÍSTICOS 6.2Seja t > 0 tal que a métri
a em questão é t-uniforme. Se o 
usto ótimo o�ine não é zero, entãoé pelo menos t. O algoritmo guloso, por sua vez (
omo qualquer outro algoritmo, determinísti
oou probabilísti
o), paga no máximo t por 
ada requisição. Logo o fator de 
ompetitividade é nomáximo n; pelo Teorema 5.1, é exatamente n. �Teorema 6.2 (Meyerson, Nanavati e Poplawski, 2006 [MNP06, Teorema 2.2℄): O algoritmoguloso para o problema do emparelhamento mínimo bipartido online é Ω(2n)-
ompetitivopara métri
as arbitrárias, onde n é o número de requisições.Demonstração: Considere a métri
a de�nida por pontos sobre a reta e a distân
ia eu
lidiana.Tome servidores s0 := 0 e si := 2i − (2i − 1)ǫ, 
om 0 < ǫ < 1, para i = 1, . . . , n − 1. Tome entãorequisições r0 := 1 e ri := si, para i = 1, . . . , n − 1. Na Figura 6.1, é mostrado um exemplo 
om
n = 4. Note que o 
usto ótimo o�ine é 1, pois é possível atribuir si para ri, para i = 0, . . . , n− 1.PSfrag repla
ements

0 1 2− ǫ 4− 3ǫ 8− 7ǫFigura 6.1: Instân
ia des
rita no Teorema 6.2, para n = 4. Um ponto indi
a um servidor, e um `×' umarequisição. As setas indi
am a solução do algoritmo guloso, e são na direção da requisição para o servidor.O algoritmo guloso, por sua vez, pro
ede da seguinte maneira. Ao se deparar 
om r0, o algoritmoes
olhe o servidor s1, já que c(r0, s1) = 2−ǫ−1 = 1−ǫ < c(r0, s0) = 1, e paga 1−ǫ. Nas próximas n−2requisições, a seguinte invariante é mantida: os servidores mais próximos disponíveis são s0 de umlado e si+1 do outro (ver Figura 6.1), já que os servidores s1, . . . , si foram atribuídos às requisiçõesanteriores. Como c(ri, s0) = 2i − 2iǫ+ ǫ > c(ri, si+1) = 2i+1 − 2i+1ǫ+ ǫ− (2i − 2iǫ+ ǫ) = 2i − 2iǫ,o algoritmo es
olhe o servidor si+1, pagando 
usto 2i − 2iǫ e deixando o servidor si+1 indisponívelpara as requisições seguintes. No �nal, resta apenas o servidor s0 para a requisição rn−1, 
om 
usto
2n−1 − 2n−1ǫ+ ǫ. No total, o algoritmo paga

n−1
∑

i=0

(2i − 2iǫ) + ǫ = (1− ǫ)(2n − 1) + ǫ = Ω(2n),do que o teorema segue. �Embora o algoritmo guloso não seja tão bom, o algoritmo da permutação [KP93, KMV94℄, queserá apresentado na seção seguinte, al
ança o limite do Teorema 5.2 para métri
as arbitrárias.6.2 O Algoritmo da PermutaçãoNesta seção é apresentado o algoritmo da permutação [KP93, KMV94℄, 
ujo fator de 
ompeti-tividade é, segundo o Teorema 5.2, o melhor possível determinísti
o para uma métri
a arbitrária.Se A e B são 
onjuntos, a notação A⊕B denota a diferença simétri
a de A e B, que 
onsiste em
(A\B)∪(B\A). Uma estratégia 
omum em diversos algoritmos para problemas de emparelhamentoé 
onsiderar, para dois emparelhamentos M e N de um grafo G, o grafo (VG,M ⊕N). Observe que



6.2 O ALGORITMO DA PERMUTAÇ�O 51todo vérti
e desse grafo tem grau 0, 1 ou 2. Assim, uma propriedade importante é que ele 
onsisteapenas em vérti
es isolados, 
ir
uitos (de 
omprimento par) e 
aminhos, e esses 
ir
uitos e 
aminhosalternam entre arestas de M e de N .Seja G um grafo (R,S)-bipartido 
ompleto 
om 
ustos positivos nas arestas, tal que n :=

|R| ≤ |S|, e seja (r1, . . . , rn) uma permutação de R. Seja N0 := ∅ e, para i = 1, . . . , n, seja Nium emparelhamento máximo de 
usto mínimo de G[S ∪ {r1, . . . , ri}]. Se houver mais de um talemparelhamento, tome 
omo Ni aquele que difere no menor número de arestas de Ni−1. Observeque Ni 
obre {r1, . . . , ri}, uma vez que G, e portanto G[S ∪ {r1, . . . , ri}], são grafos bipartidos
ompletos.O algoritmo da permutação se baseia fortemente no lema a seguir.Lema 6.3 (Khuller, Mit
hell e Vazirani, 1994 [KMV94, Lema 2.1℄): Para i = 1, . . . , n,
(VG, Ni ⊕ Ni−1) 
onsiste em vérti
es isolados e exatamente um 
aminho. Ademais, esse
aminho vai de ri a um vérti
e de S que não é 
oberto em Ni−1.Demonstração: Como não há aresta in
idente a ri em Ni−1, tem-se que ri in
ide em exatamenteuma aresta de Ni ⊕Ni−1. Logo ri é extremidade de um 
aminho em (VG, Ni ⊕Ni−1).Além disso, para j = 1, . . . , i − 1, o vérti
e rj é 
oberto por Ni e Ni−1, logo tem grau 0 ou 2em (VG, Ni ⊕ Ni−1). Portanto rj não é extremidade de nenhum 
aminho de (VG, Ni ⊕ Ni−1). Issosigni�
a que a outra extremidade do 
aminho que 
ontém ri está em S. Esse vérti
e será denotadopor si. Claramente, o vérti
e si não é 
oberto por Ni−1, já que a aresta que in
ide em ri está em Nie as arestas do 
aminho alternam entre arestas de Ni e Ni−1.Resta mostrar que não existe nada mais em Ni⊕Ni−1. Se existir um 
ir
uito ou um 
aminho, tal
aminho teria que 
omeçar e terminar em vérti
es de S. Em ambos os 
asos seria possível, tro
andoas arestas, melhorar o 
usto de Ni ou de Ni−1 ou diminuir a diferença entre o número de arestasde Ni e de Ni−1 (
ontradição). Logo o lema segue. �A seguir é exibido o pseudo
ódigo do algoritmo da permutação. O algoritmo utiliza 
omo sub-rotina um algoritmo para o problema do emparelhamento máximo de 
usto mínimo, a �m de
al
ular Ni. Como (VG, Ni⊕Ni−1) possui apenas um 
aminho, Ni pode ser 
al
ulado e�
ientementea partir de Ni−1 exe
utando uma iteração do algoritmo húngaro. Uma implementação desse passoé des
rita em [CCPS97, Seção 5.3, página 147℄, e aqui será denotado por Aumentar(G, c,M),sendo M um emparelhamento de G a partir do qual será bus
ado um emparelhamento 
om umaaresta a mais.Permutação(R,S, c)1 n← |S|2 M0 ← N0 ← ∅3 para i← 1 até n faça4 Ni ← Aumentar(G[S ∪ {r1, . . . , ri}], c,Ni−1)5 si ← o vérti
e de S que tem grau um em (VG, Ni ⊕Ni−1)6 Mi ←Mi−1 ∪ {risi}7 devolva Mn



52 ALGORITMOS DETERMINÍSTICOS 6.2Note que se trata de um algoritmo online. Para ver que o algoritmo faz sentido, note, doLema 6.3, que si está bem de�nido. Para mostrar que Mi é um emparelhamento de G, é pre
isoprovar que si está livre em Mi−1, isto é, que nenhuma aresta em Mi−1 in
ide em si. Isso segue dolema a seguir. Se M é um emparelhamento, denote por S[M ] o 
onjunto dos vérti
es de S que sãopontas de arestas em M .Lema 6.4 (Khuller, Mit
hell e Vazirani, 1994 [KMV94, Lema 2.2℄): Para 0 ≤ i ≤ n, valeque S[Mi] = S[Ni] e que Mi é um emparelhamento.Demonstração: A prova é por indução em i. A a�rmação vale trivialmente para i = 0, poisM0 =

N0 = ∅. Suponha, por hipótese de indução, que S[Mi−1] = S[Ni−1]. Do Lema 6.3, S[Ni]\S[Ni−1] =

{si}, logo si /∈ S[Ni−1] = S[Mi−1] e Mi é um emparelhamento. O algoritmo Permutação faz
S[Mi]← S[Mi−1] ∪ {si}, então S[Mi] = S[Ni]. �O teorema a seguir 
on
lui a análise do algoritmo.Teorema 6.5 (Khuller, Mit
hell e Vazirani, 1994 [KMV94, Teorema 2.3℄): O algoritmoPermutação é (2n− 1)-
ompetitivo.Demonstração: Do Teorema 5.2, o fator de 
ompetitividade do algoritmo é pelo menos 2n− 1.Resta mostrar, então, que c(Mn) ≤ (2n − 1) · c(Nn).Primeiro, note que, 
omo os 
ustos das arestas em G são não-negativos, vale que

c(N0) ≤ c(N1) ≤ . . . ≤ c(Nn);se não fosse assim, seria 
ontradita a minimalidade do 
usto de 
ada emparelhamento. Para i =

1, . . . , n, seja ei := risi. É 
laro que que c(e1) = c(N1) ≤ c(Nn).Uma 
onsequên
ia de o 
usto ser tal que os elementos em R e S 
orrespondem a pontos de umamétri
a é que, devido à desigualdade triangular, para toda aresta rs de G, o 
usto de rs é menorou igual ao 
usto de qualquer 
aminho de r a s em G. Assim, para i ≥ 2,
c(ei) ≤ c(Ni ⊕Ni−1) ≤ c(Ni) + c(Ni−1) ≤ 2 · c(Nn).Logo

c(Mn) =
n
∑

i=1

c(ei) ≤ c(Nn) + (n− 1) · 2 · c(Nn) = (2n− 1) · c(Nn).

�



Capítulo 7Algoritmos Probabilísti
osNeste 
apítulo são apresentados algoritmos probabilísti
os para o problema do emparelhamentomínimo bipartido online. Na Seção 7.1, é mostrado 
omo o algoritmo guloso probabilísti
o se 
om-porta numa métri
a uniforme: o fator de 
ompetitividade esperado é Hn, onde n é o número derequisições. Na Seção 7.2, é apresentada uma variante desse algoritmo para instân
ias em que amétri
a é dada por uma HST, 
om fator de 
ompetitividade O(lg n) para uma Ω(lg n)-HST. NaSeção 7.2.2, mostra-se 
omo utilizar o algoritmo da Seção 7.2 e a té
ni
a de aproximação de métri-
as do Capítulo 4 para obter um algoritmo probabilísti
o para uma métri
a arbitrária 
om fator de
ompetitividade esperado O(lg3 n/ lg lg n).A �m de simpli�
ar a des
rição dos algoritmos, este 
apítulo utiliza uma de�nição um pou
odiferente do problema, embora equivalente. São dados um 
onjunto S de pontos distintos numamétri
a M (os servidores), e 
ada servidor s ∈ S tem 
apa
idade para atender a k(s) ≥ 1 requisiçõesdistintas. O número k(s) é denominado a 
apa
idade de s. É dada também uma sequên
ia R depontos de M (as requisições), possivelmente 
om repetições. O objetivo é en
ontrar uma função
f : R → S tal que |{r ∈ R : f(r) = s}| ≤ k(s) para todo s ∈ S e que minimize ∑r∈R dM (f(r), r).Note que é ne
essário que n ≤ k(S). Na versão online do problema, R e dM são dados de formaonline.Segue uma de�nição formal do problema.Problema MinEPBOnline2 (M,S,R, k): Dados uma métri
a M , um 
onjunto �nito

S ⊆ VM , um inteiro k(s) ≥ 1 para 
ada s ∈ S e uma sequên
ia R = (r1, . . . , rn) de vérti
esde M 
om n ≤ k(S), en
ontrar uma função f : R → S tal que |{r ∈ R : f(r) = s}| ≤ k(s)para todo s ∈ S, e que minimize∑r∈R dM (f(r), r), sendo que f(ri) deve ser 
al
ulado antesde f(ri+1) e sem a informação sobre quem é (ri+1, . . . , rn).Note que uma solução para o problema nessa forma 
orresponde a uma solução de mesmo 
ustopara a forma des
rita no Capítulo 5: aqui, um servidor s 
om 
apa
idade k(s) > 1 
orresponde a k(s)vérti
es servidores no mesmo ponto, e vi
e-versa. A representação de uma instân
ia do problemaMinEPBOnline2 pode ser assintoti
amente menor que a de uma instân
ia 
orrespondente para oproblema MinEPBOnline, por exemplo se um servidor possuir 
apa
idade ω(n). Mas se k(S) =

O(n), então a representação das entradas para os dois problemas têm mesmo tamanho assintóti
o,já que as requisições são dadas uma a uma, e nesse 
aso os dois problemas são equivalentes.
53



54 ALGORITMOS PROBABILÍSTICOS 7.17.1 O Algoritmo Guloso Probabilísti
o em Métri
as UniformesO algoritmo guloso probabilísti
o, denotado por GP, 
onsiste em, para 
ada requisição, es
olhero servidor mais próximo que ainda está disponível. Se houver empate entre mais de um servidornessa situação, o algoritmo es
olhe um dentre eles 
om probabilidade propor
ional à 
apa
idadede 
ada servidor. Embora esse algoritmo não se 
omporte bem 
om métri
as arbitrárias, pois omesmo exemplo da prova do Teorema 6.2 vale para ele, ele produz um bom resultado para métri
asuniformes.Lema 7.1 (Meyerson, Nanavati e Poplawski, 2006): O algoritmo GP tem fator de 
ompe-titividade esperado no máximo Hn numa métri
a uniforme, onde Hn é o n-ésimo númeroharm�ni
o e n é o número de requisições.Demonstração: Suponha que 
ada servidor tem 
apa
idade unitária (ou, na formulação do Ca-pítulo 5, que não há mais de um servidor no mesmo ponto da métri
a). Suponha também queexistem exatamente n servidores. Seja t > 0 tal que a métri
a em questão é t-uniforme.Es
olha uma solução ótima o�ine tal que, se existirem várias requisições num mesmo ponto,uma delas atendida 
om 
usto zero, a que é atendida 
om 
usto zero é a primeira delas. De�naentão uma requisição 
omo barata se a mesma é atendida 
om 
usto 0 nessa solução ótima o�ine,e 
omo 
ara 
aso seja atendida 
om 
usto t. Assim, se há uma requisição 
ara em um ponto ondehá um servidor, então houve uma outra requisição antes dessa nesse mesmo ponto. Logo, se umarequisição é 
ara, o algoritmo GP paga 
usto t para atendê-la.Se não houver requisições 
aras, tanto o 
usto ótimo o�ine quanto o 
usto pago pelo algoritmoGP serão zero. Seja então m o número de requisições 
aras, e suponha que m > 0. Claramente o
usto ótimo o�ine é mt. Já o algoritmo GP paga t por 
ada requisição 
ara e paga t ou 0 por 
adarequisição barata, dependendo das es
olhas que fez anteriormente.Sejam então ri a i-ésima requisição barata e si o servidor que a atende na solução ótima o�ine.Note que, no algoritmo GP, para 
ada j < i, o servidor sj foi o
upado, ou por rj , ou por algumarequisição anterior a rj . Seja m(i) ≤ m o número de requisições 
aras que 
hegaram antes de ri.Como hám(i)+i−1 requisições antes de ri, há exatamentem(i)+i−1 servidores o
upados quando ri
hega. Desses, i−1 são os servidores s1, . . . , si−1. Cada um dos demais servidores o
upados antes da
hegada de ri foi o
upado por um sorteio uniforme, e portanto 
ada servidor fora de {s1, . . . , si−1},em espe
ial si, tem probabilidade m(i)
n−(i−1) de estar o
upado.Portanto, o 
usto esperado pago pelo algoritmo GP é no máximo

mt+ t
n−m
∑

i=1

m(i)

n− i+ 1
≤ mt+ t

n−m
∑

i=1

m

n− i+ 1

= mt+mt

n
∑

i=m+1

1

i

= mt(1 +Hn −Hm)

≤ mtHn,a última desigualdade seguindo do fato que m ≥ 1 e assim Hm ≥ 1. Portanto o lema segue.



7.2 O ALGORITMO GULOSO PROBABILÍSTICO EM HSTS 55Quando há servidores 
om 
apa
idade maior que 1, pode-se fazer um argumento análogo. Inter-prete 
ada servidor 
om 
apa
idade k 
omo um servidor 
om k vagas. Considere, na solução ótimao�ine e na solução do algoritmo GP, que as vagas de 
ada servidor são o
upadas na mesma ordeme, em vez de pensar no servidor que atende uma requisição, pense na vaga utilizada para atendertal requisição. �Juntando isso 
om o Teorema 5.3, segue o seguinte.Teorema 7.2 (Meyerson, Nanavati e Poplawski, 2006 [MNP06, Teorema 2.3℄): O algoritmoGP tem fator de 
ompetitividade esperado Hn = Θ(lg n) na métri
a uniforme, onde n é onúmero de requisições e Hn é o n-ésimo número harm�ni
o.7.2 O Algoritmo Guloso Probabilísti
o em HSTsNesta seção é tratado o problema do emparelhamento mínimo bipartido online restrito a métri
asinduzidas por HSTs. O objetivo é 
ompor um algoritmo para essa versão do problema 
om a té
ni
ade aproximação de métri
as por métri
as arbóreas, a �m de obter um algoritmo para a versão doproblema 
om métri
as arbitrárias.Meyerson, Nanavati e Poplawski [MNP06℄ mostraram que o algoritmo GP é Θ(lg n)-
ompetitivopara instân
ias 
uja métri
a é dada pelas distân
ias entre as folhas de uma λ-HST, 
om λ ≥ 1+2 ln n,onde n é o número de requisições. Além disso, mostram que o fator de 
ompetitividade do algoritmoé independente da altura da HST se e só se λ = Ω(lg n). Csaba e Pluhár [CP08℄ mostram que umaversão um pou
o mais elaborada do algoritmo também é O(lg n)-
ompetitiva para λ-HSTs, desdeque λ ≥ 2Hn. A análise dessa versão do algoritmo é mais simples, e é essa versão que se apresentaaqui.A entrada do algoritmo, denominado GP-HST, é uma quádrupla I = (T, S,R, k), onde T é uma
λ-HST perfeita 
om base t (ver De�nições 2.5, 2.6 e 2.7) 
om λ > 1 e t > 0, S é um sub
onjuntodas folhas de T , R é uma sequên
ia de folhas de T e k é um vetor 
om uma entrada k(s) ≥ 1para 
ada s ∈ S. Aqui, S é o 
onjunto dos servidores, R é a sequên
ia de requisições e k(s) é a
apa
idade do servidor s; lembre-se que |R| ≤ k(S). O algoritmo devolve uma função f : R → Stal que |{r ∈ R : f(r) = s}| ≤ k(s) para todo s ∈ S.É possível mostrar que o algoritmo GP-HST devolve o mesmo resultado do algoritmo GP, masé es
rito de forma diferente, a �m de simpli�
ar sua análise. O algoritmo utiliza 
omo sub-rotinao algoritmo Servir, apresentado mais adiante. O algoritmo estende o vetor k para os vérti
esinternos, de forma que, para um vérti
e interno w, o valor k(w), denominado também 
apa
idadede w, é a soma das 
apa
idades das folhas da subárvore 
om raiz em w. Se alguma folha v de Tnão 
orresponde a nenhum servidor em S, então faça k(v) := 0.GP-HST(T, S,R, k)1 estenda k(v) para v ∈ VT \ S2 para i← 1 até |R| faça3 f(ri)← Servir(T, k, ri)4 devolva fO algoritmo Servir, des
rito a seguir, tem 
omo pré-
ondição a hipótese de que alguma folha



56 ALGORITMOS PROBABILÍSTICOS 7.2de T , e 
onsequentemente a raiz de T , tem 
apa
idade positiva, o que é sempre válido já que
|R|− i+1 ≤ k(S). Para uma exe
ução 
om parâmetros (T, k, v), Servir devolve um vérti
e u de T
om as seguintes propriedades:(1) u está à mesma altura que v em T ;(2) u tem 
apa
idade positiva;(3) dentre os vérti
es que satisfazem os itens (1) e (2), u está à distân
ia mínima de v em T ;(4) dentre os vérti
es que satisfazem os itens (1), (2) e (3), u é es
olhido 
om probabilidade pro-por
ional à sua 
apa
idade.Eventualmente u = v. Note que, se u é um vérti
e que satisfaz essas propriedades, então o an
estral
omum de nível mais baixo de u e v é o primeiro vérti
e no 
aminho de v à raiz de T 
om 
apa
idadepositiva. Além disso, o algoritmo também atualiza os valores de k, a �m de manter as 
apa
idadesdos vérti
es 
onsistentes. Para um vérti
e interno v de T , seja F (v) o 
onjunto dos �lhos de v em T .Servir(T, k, v)1 se k(v) > 0 então2 k(v)← k(v) − 13 devolva v4 p← Servir(T, k, pai(v))5 u← sorteie um dentre os �lhos de p 
om probabilidade k(s)/k(p) para 
ada s ∈ F (p)6 k(u)← k(u)− 17 devolva uA ideia do algoritmo 
onsiste em, dada uma requisição num vérti
e v, primeiro en
ontrar oan
estral de v de nível mais baixo que tem 
apa
idade positiva (linhas 1-4 de Servir). O algo-ritmo então des
e na árvore, sorteando a 
ada passo uma subárvore 
om 
apa
idade positiva, 
omprobabilidade propor
ional à 
apa
idade da raiz da 
ada subárvore. Ao �nal, o algoritmo terá es-
olhido um dentre os servidores à distân
ia mínima de v. É possível mostrar que esse algoritmo éequivalente ao algoritmo GP, mas es
rito dessa forma re
ursiva �
a mais simples argumentar sobrepropriedades do algoritmo utilizando indução.A prova de que o algoritmo Servir atende às propriedades (1) e (2) é por indução no 
ompri-mento c do 
aminho em T de v a x, o an
estral 
omum de nível mais baixo de u e v. Se c = 0, oque o
orre quando k(v) > 0, tem-se que x = v, logo as propriedades valem trivialmente. Se c > 0,então k(v) = 0 e Servir exe
uta as linhas 4-7. Por hipótese de indução, o vérti
e p da linha 4 tem
apa
idade positiva e altura igual à do pai de v. Assim, qualquer �lho de p tem mesma altura que ve, devido à atualização nas linhas 2 e 6, se k(p) > 0, então algum �lho de p tem 
apa
idade positiva,do que as propriedades seguem. A propriedade (3) segue do fato de que as 
hamadas re
ursivas deServir param assim que o algoritmo en
ontra um an
estral de v 
om 
apa
idade positiva e dofato de que, devido à forma da HST, todo vérti
e 
om mesma altura e mesmo an
estral 
omum emrelação a v está à mesma distân
ia de v. A propriedade (4) segue 
laramente do sorteio da linha 5.Devido a essas propriedades e à forma da HST, 
omo o algoritmo GP-HST faz uma 
hamada aServir 
om um vérti
e folha, o mesmo devolve um vérti
e folha 
om 
apa
idade positiva. Portanto,



7.2 O ALGORITMO GULOSO PROBABILÍSTICO EM HSTS 57o algoritmo GP-HST devolve uma solução viável. É evidente também que o algoritmo GP-HST éonline.7.2.1 Análise do Fator de CompetitividadeUma vez que o algoritmo GP-HST supõe que T é uma λ-HST perfeita de base t, todas asarestas de nível i têm 
usto exatamente tλi−1. Sejam r uma requisição, s um servidor e x o an
estral
omum de nível mais baixo de r e s, o qual será denominado ponto de virada entre r e s. Seja VTo 
onjunto dos vérti
es internos de T . Para uma solução f e um vérti
e v ∈ VT , seja τf (v) o númerode pares (r, s) ∈ R×S em que s = f(r) e v é o ponto de virada entre r e s. Segue que o 
usto de fem relação à instân
ia I é
val(f, I) = 2

∑

v∈VT

τf (v)

hT (v)
∑

i=1

tλi−1,onde hT (v) é o nível de v em T . Seja f∗ uma solução ótima o�ine; para simpli�
ar a notação,denote τf∗(v) por τ(v).O fator de 
ompetitividade do algoritmo é O(lg n) se λ = 2Hn, e a prova é por indução naaltura h de T . Se h = 1, então T restrita a R ∪ S induz a métri
a (2t)-uniforme. Nesse 
aso,observe que o algoritmo é equivalente ao da Seção 7.1, e portanto tem fator de 
ompetitividade Hn,
onforme o Teorema 7.2.O passo de indução se baseia na seguinte transformação. Seja I = (T, S,R, k) uma instân
iado problema, onde T tem altura h > 1, para a qual o algoritmo devolve uma solução f . Seja T ′a HST obtida pela remoção das folhas de T e pela divisão do 
omprimento de 
ada aresta em T ′por λ; note que T ′ também é uma λ-HST pefeita de base t. De�na 
omo instân
ia reduzida de Ia instân
ia I ′ = (T ′, S′, R′, k′) do problema em que as requisições e servidores numa subárvore Tvde T 
om raiz v e hT (v) = 1 são todos aglutinados em v, e k′ 
onsiste em k restrito a S′. Seja f ′ asolução que f induz em I ′; isto é, se s = f(r), então s′ = f ′(r′), onde r′ e s′ são os pais de r e sem T , respe
tivamente. Note que
val(f ′, I ′) = 2

∑

v∈VT :hT (v)≥2

τf (v)

hT (v)−1
∑

i=1

tλi−1.Além disso, note que, se os sorteios do algoritmo forem os mesmos, então a solução devolvida peloalgoritmo para a instân
ia I ′ será exatamente f ′.O seguinte fato será útil adiante.Fato 7.3 : Sejam I uma instân
ia do problema do emparelhamento mínimo online bipar-tido, f∗ uma solução ótima o�ine de I e I ′ a instân
ia reduzida de I. A solução induzidapor f∗ em I ′ é uma solução ótima o�ine de I ′.Demonstração: Suponha, por 
ontradição, que exista uma solução f̂ de I ′ 
om 
usto menor queo da solução induzida por f∗ em I ′. Então é possível mostrar que existe uma solução viável de Ique induz f̂ em I ′ e tem 
usto menor que o de f∗, uma 
ontradição. �



58 ALGORITMOS PROBABILÍSTICOS 7.2Seja então X =
∑

v∈VT
τf (v); note que X é uma variável aleatória. Tem-se que

val(f, I) = 2
∑

v∈VT

τf (v)

hT (v)
∑

i=1

tλi−1

= 2
∑

v∈VT

τf (v)



t+

hT (v)
∑

i=2

tλi−1





= 2t
∑

v∈VT

τf (v) + 2
∑

v∈VT

τf (v) · λ

hT (v)
∑

i=2

tλi−2

= 2t
∑

v∈VT

τf (v) + 2λ
∑

v∈VT :hT (v)≥2

τf (v)

hT (v)−1
∑

i=1

tλi−1

= 2tX + λ · val(f ′, I ′).Da linearidade da esperança,
E[val(f, I)] = 2t · E[X] + λ · E[val(f ′, I ′)]. (7.1)O lema a seguir delimita E[X].Lema 7.4 (Csaba e Pluhár, 2008 [CP08, Lema 7℄): Seja f uma solução devolvida pelo al-goritmo GP-HST para uma instân
ia I = (T, S,R, k) do problema do emparelhamentomínimo online bipartido 
om n requisições, onde T é uma HST perfeita de base t. Seja

X =
∑

v∈VT
τf (v), onde VT é o 
onjunto de vérti
es internos de T e τf (v) é o número derequisições das quais v é o ponto de virada em f . Então

E[X] ≤
∑

v∈VT

τ(v)

hT (v)
∑

i=1

(Hn)
i,onde Hn é o n-ésimo número harm�ni
o e τ(v) = τf∗(v) para uma solução ótima o�ine f∗de I.Demonstração: Seja h a altura de T ; a prova é por indução em h. Se h = 1, então T restritaa R ∪ S induz a métri
a (2t)-uniforme. Do Teorema 7.2,

2t · E[X] = E



2t
∑

v∈VT

τf (v)



 = E[val(f, I)] ≤ val(f∗, I) ·Hn = 2t
∑

v∈VT

τ(v)Hn,do que o lema segue para h = 1.Suponha então que h > 1. Sejam I ′ = (T ′, S′, R′, k′) a instân
ia reduzida de I e X ′ =
∑

v∈VT :hT (v)≥2 τf (v). Então
X = X ′ +

∑

v∈VT :hT (v)=1

τf (v) (7.2)



7.2 O ALGORITMO GULOSO PROBABILÍSTICO EM HSTS 59e, por hipótese de indução,
E[X ′] ≤

∑

v∈VT :hT (v)≥2

τ(v)

hT (v)−1
∑

i=1

(Hn)
i. (7.3)Seja T o 
onjunto de subárvores de T 
om raiz nos vérti
es de altura 1 em T . Para 
adaárvore Tv ∈ T 
om raiz v, 
onsidere a instân
ia Iv = (T ′

v, S(v), Rf (v), k[S(v)]), onde T ′
v 
onsisteem Tv a
res
ida de um vérti
e v′ à distân
ia t de v 
om k(v′) = 0, S(v) são os servidores em Tv ,

k[S(v)] 
orresponde à restrição de k a S(v), e Rf (v) são as requisições que são atendidas porservidores de Tv em f . As requisições que são atendidas em Tv mas provêm de vérti
es em VT \VTvpassam a ser no vérti
e v′ em Iv. Note que Iv depende dos sorteios realizados pelo algoritmo GP-HSTpara I.Seja fv := GP-HST(Iv); note que, se os sorteios do algoritmo forem os mesmos, então fv(r) =

f(r), para toda requisição r de Iv. Seja f∗
v uma solução ótima o�ine de Iv e f∗[Iv] uma solução queutiliza as mesmas es
olhas que f∗ para as requisições de Iv que vêm de Tv, e os servidores restantespara as requisições de Iv em v′. Então val(f∗

v , Iv) ≤ val(f∗[Iv], Iv). Além disso, do Teorema 7.2,tem-se que E[val(fv, Iv)] ≤ val(f∗
v , Iv) ·Hn.Seja σf (v) o número de requisições em v′; note que

∑

v∈VT :hT (v)=1

σf (v) = X ′.Além disso, val(fv, Iv) = 2t(τf (v) + σf (v)), já que as requisições 
ontadas em σf (v) têm pontode virada em f num vérti
e de altura maior que 1, e 
laramente, por 
onstrução, val(f∗[Iv], Iv) =

2t(τ(v) + σf (v)). Assim,
2t(E[τf (v)] + E[σf (v)]) = E[val(fv, Iv)]

≤ E[val(f∗
v , Iv)] ·Hn

≤ E[val(f∗[Iv], Iv)] ·Hn

= 2t(τ(v) + E[σf (v)]) ·Hn.Logo
E[τf (v)] ≤ Hn · (τ(v) + E[σf (v)]) − E[σf (v)],o que leva a

E





∑

v∈V:hT (v)=1

τf (v)



 ≤ Hn





∑

v∈V:hT (v)=1

τ(v) + E[X ′]



− E[X ′],e portanto, juntado isso 
om as Equações (7.2) e (7.3),
E[X] ≤ Hn





∑

v∈V:hT (v)=1

τ(v) + E[X ′]





≤ Hn





∑

v∈VT :hT (v)=1

τ(v) +
∑

v∈VT :hT (v)≥2

τ(v)

hT (v)−1
∑

i=1

(Hn)
i




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=

∑

v∈VT :hT (v)=1

τ(v)Hn +
∑

v∈VT :hT (v)≥2

τ(v)

hT (v)−1
∑

i=1

(Hn)
i+1

=
∑

v∈VT :hT (v)=1

τ(v)Hn +
∑

v∈VT :hT (v)≥2

τ(v)

hT (v)
∑

i=2

(Hn)
i

≤
∑

v∈VT

τ(v)

hT (v)
∑

i=1

(Hn)
i,logo o lema segue. �O teorema a seguir 
on
lui a análise do algoritmo. O mesmo mostra que o algoritmo GP-HSTé λ-
ompetitivo para instân
ias em que a métri
a é dada por uma λ-HST 
om λ ≥ 2Hn. Meyerson,Nanavati e Poplawski [MNP06℄ exibiram um 
ontraexemplo que mostra o algoritmo GP tem fatorde 
ompetitividade ω(lg n) se λ = o(lg n), mas tal 
ontraexemplo não será dis
utido aqui. Como osalgoritmos GP e GP-HST são equivalentes, esse 
ontraexemplo mostra que o resultado a seguir éassintoti
amente justo.Teorema 7.5 (Csaba e Pluhár, 2008): O 
usto esperado de uma solução f produzida peloalgoritmo GP-HST para uma instân
ia I = (T, S,R, k) do problema do emparelhamentomínimo online bipartido, onde n é o número de requisições de R e T é uma λ-HST perfeitade base t 
om λ ≥ 2Hn e t > 0, é tal que

E[val(f, I)] ≤ λ · val(f∗, I).Demonstração: Seja ci = 1−
(

1
2

)i para i ≥ 1. Então
val(f∗, I) = 2

∑

v∈VT

τ(v)

hT (v)
∑

i=1

tλi−1 ≥ 2
∑

v∈VT

τ(v)

hT (v)
∑

i=1

citλ
i−1.A prova 
onsiste em mostrar que

E[val(f, I)] ≤ 2
∑

v∈VT

τ(v)

hT (v)
∑

i=1

citλ
i, (7.4)Observe que, para i > 1,

ci − ci−1 = 1−

(

1

2

)i

− 1 +

(

1

2

)i−1

= −1 ·

(

1

2

)i

+ 2 ·

(

1

2

)i

=

(

1

2

)i

.Disso deduz-se que Hn ≤ c1λ e que, para ℓ > 1,
ℓ
∑

i=1

ciλ
i −

ℓ−1
∑

i=1

ciλ
i+1 =

ℓ
∑

i=1

ciλ
i −

ℓ
∑

i=2

ci−1λ
i

= c1λ+

ℓ
∑

i=2

(ci − ci−1)λ
i
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= c1λ+

ℓ
∑

i=2

(

1

2

)i

λi

=
ℓ
∑

i=1

(

λ

2

)i

≥
ℓ
∑

i=1

(Hn)
i.A prova de (7.4) é por indução na altura h de T . Se h = 1, do Teorema 7.2 segue que

E[val(f, I)] ≤ val(f∗, I) ·Hn = 2
∑

v∈VT

τ(v) · tHn ≤ 2
∑

v∈VT

τ(v) ·
tλ

2
= 2

∑

v∈VT

τ(v) · c1tλ,logo (7.4) vale para h = 1.Se h > 1, sejam I ′ a instân
ia reduzida de I e f ′ uma solução que o algoritmo devolveria para I ′.Por hipótese de indução e pelo Fato 7.3,
E[val(f ′, I ′)] ≤ 2

∑

v∈VT :hT (v)≥2

τ(v)

hT (v)−1
∑

i=1

citλ
i.Isso e o Lema 7.4 apli
ados a (7.1) permitem 
on
luir que

E[val(f, I)] = 2t · E[X] + λ · E[val(f ′, I ′)]

≤ 2t
∑

v∈VT

τ(v)

hT (v)
∑

i=1

(Hn)
i + 2t

∑

v∈VT :hT (v)≥2

τ(v)

hT (v)−1
∑

i=1

ciλ
i+1

≤ 2t
∑

v∈VT

τ(v)





hT (v)
∑

i=1

ciλ
i −

hT (v)−1
∑

i=1

ciλ
i+1



+ 2t
∑

v∈VT :hT (v)≥2

τ(v)

hT (v)−1
∑

i=1

ciλ
i+1

= 2t
∑

v∈VT

τ(v)

hT (v)
∑

i=1

ciλ
i,que é exatamente (7.4), 
on
luindo a prova. �7.2.2 Apli
ação de Aproximação de Métri
asNeste ponto o seguinte algoritmo para o problema MinEPBOnline2(M,S,R, k), denominadoOM (de online mat
hing), que 
ompõe o algoritmo GP-HST 
om a aproximação de métri
as pormétri
as arbóreas, deve ser óbvio para o leitor. O algoritmo BCR(T, k) é o algoritmo da Seção 4.3,que aproxima uma 2-HST T por uma k-HST 
om distorção esperada O(k/ lg k) (mais pre
isamente,por uma (2⌈lg k⌉)-HST perfeita 
om base de�nida). O algoritmo FRT(M) é o algoritmo da Seção 4.2,que aproxima uma métri
a �nita M por uma 2-HST 
om distorção esperada O(lgm), onde m :=

|VM |. O algoritmo OM re
ebe 
omo entrada uma métri
a M , um 
onjunto S de pontos de M (osservidores), uma sequên
ia R de pontos de M (as requisições), eventualmente 
om repetições, e uminteiro k(s) ≥ 1 para 
ada s ∈ S (a 
apa
idade do servidor s). O algoritmo devolve uma função
f : R→ S tal que |{r ∈ R : f(r) = s}| ≤ k(s) para todo s ∈ S.



62 ALGORITMOS PROBABILÍSTICOS 7.2OM(M,S,R, k)1 n← |R|2 T ← BCR(FRT(M), 2Hn)3 devolva GP-HST(T, S,R, k)Para simpli�
ar a análise que segue, o algoritmo será rees
rito da seguinte forma (expandindoo 
ódigo de GP-HST).OM(M,S,R, k)1 n← |R|2 T ← BCR(FRT(M), 2Hn)3 estenda k(v) para v ∈ VT \ S4 para i← 1 até n faça5 f(ri)← Servir(T, k, ri)6 devolva fClaramente, se trata de um algoritmo online. Utilizando os Teoremas 4.4 e 4.5 e o Fato 3.10, tem-se que as distân
ias entre as folhas de T aproximam probabilisti
amente as distân
ias em M 
omdistorção esperada O(lgm lg n/ lg lg n), onde n := |R|. Assim, a 
omposição dos algoritmos FRT eBCR 
orresponde ao item (4) do Teorema 3.11, e o algoritmo GP-HST 
orresponde ao item (3) doTeorema 3.11. Como o algoritmo GP-HST supõe que as requisições e os servidores são todos emfolhas de T , vale o item (2) do Teorema 3.11, e 
omo o valor de um emparelhamento é a soma dasdistân
ias entre uma requisição r e o servidor f(r) que a atende, vale o item (1) do Teorema 3.11.Assim, pelo Teorema 7.5, 
on
lui-se que o algoritmo OM tem fator de 
ompetitividade esperado
O(lg2 n lgm/ lg lg n). Entretanto, esse algoritmo só seria práti
o se m = O(nc), 
om c 
onstante, oque em muitos 
asos não é válido: em geral M é in�nita.Uma primeira alternativa que vem à mente seria utilizar M [R ∪ S] na linha 2. No entanto,isso faria 
om que o algoritmo deixasse de ser online para uma instân
ia arbitrária, visto que seriane
essário 
onhe
er a sequên
ia R de antemão. O algoritmo é online se for atendida a restrição deque R ⊆ S; tal fato será utilizando mais adiante. O pseudo
ódigo dessa alternativa, o algoritmoOM∗ para o problema MinEPBOnline2(M,S,R, k), é apresentado a seguir.OM∗(M,S,R, k)1 n← |R|2 T ← BCR(FRT(M [R ∪ S]), 2Hn)3 estenda k(v) para v ∈ VT \ S4 para i← 1 até n faça5 f(ri)← Servir(T, k, ri)6 devolva fPara instân
ias em que R ⊆ S, o algoritmo OM∗ tem fator de 
ompetitividade esperado
O(lg2 n lg |S|/ lg lg n), ou O(lg3 n/ lg lg n) se |S| = O(n).



7.2 O ALGORITMO GULOSO PROBABILÍSTICO EM HSTS 63O seguinte algoritmo é um algoritmo online para uma instân
ia arbitrária deMinEPBOnline2.O algoritmo utiliza 
omo base a rotina MaisPróximo(S, ri), que 
al
ula o servidor mais próximode ri em S, independente desse servidor ter ou não 
apa
idade para atender a ri.OM′(M,S,R, k)1 n← |R|2 T ← BCR(FRT(M [S]), 2Hn)3 estenda k(v) para v ∈ VT \ S4 para i← 1 até n faça5 f ′(ri)← Servir(T, k,MaisPróximo(S, ri))6 devolva f ′A ideia do algoritmo é, para 
ada requisição, exe
utar o algoritmo OM∗ 
omo se a mesmaestivesse no servidor mais próximo em S, tenha esse servidor 
apa
idade para atendê-la ou não.Dessa forma, para 
al
ular T é ne
essário saber apenas a posição dos servidores.O lema a seguir mostra que, se o fator de 
ompetitividade esperado do algoritmo OM∗ é κ parainstân
ias em que R ⊆ S, então o fator de 
ompetitividade esperado de OM′ é no máximo 2κ+ 1.Dessa forma, o algoritmo OM′ tem fator de 
ompetitividade esperado O(lg2 n lg |S|/ lg lg n), o queé O(lg3 n/ lg lg n) se |S| = O(n).Lema 7.6 (Csaba e Pluhár, 2008 [CP08, Lema 2℄): Se o algoritmo OM∗ tem fator de 
om-petitividade esperado κ para instân
ias em que R ⊆ S, então o algoritmo OM′ tem fator de
ompetitividade esperado no máximo 2κ+ 1.Demonstração: Dada uma instân
ia I = (M,S,R, k), seja f ′ a solução devolvida por OM′tendo I 
omo entrada. Para r ∈ R, denote por g(r) o servidor devolvido por MaisPróximo(S, r).Sejam R̂ := (g(r1), . . . , g(rn)), Î := (M,S, R̂, k) e f a solução devolvida por OM∗ tendo Î 
omoentrada. Note que, se os sorteios forem os mesmos, a árvore T obtida na linha 2 do algoritmo OM∗para Î é exatamente a árvore T obtida na linha 2 do algoritmo OM′, uma vez que R̂ ⊆ S. Assim,existe uma 
orrespondên
ia entre os sorteios de OM∗ e de OM′ de modo que, para 
ada r ∈ R,
f ′(r) = f(g(r)). (7.5)Sejam f∗ uma solução ótima o�ine de I e f̂ a solução análoga a f∗ em Î, isto é, tal que f̂(g(r)) =

f∗(r) para 
ada r ∈ R. Seja f̂∗ uma solução ótima o�ine de Î.No melhor 
aso toda requisição é atendida pelo servidor mais próximo, logo um limite inferiorpara val(f∗, I) é ∑n
i=1 dM (ri, g(ri)). Da desigualdade triangular e de (7.5), para 
ada r ∈ R, valeque

dM (r, f ′(r)) ≤ dM (g(r), f(g(r))) + dM (r, g(r)).Somando isso para todas as requisições, tem-se que
val(f ′, I) ≤ val(f, Î) + val(f∗, I). (7.6)



64 ALGORITMOS PROBABILÍSTICOS 7.2Similarmente, da desigualdade triangular e do fato de que f̂(g(r)) = f∗(r), vale que
dM (g(r), f̂ (g(r))) ≤ dM (r, f∗(r)) + dM (g(r), r),para 
ada r ∈ R. Logo

val(f̂ , Î) ≤ val(f∗, I) +
n
∑

i=1

dM (g(ri), ri) ≤ 2 · val(f∗, I).Pela de�nição de f̂∗, tem-se que val(f̂ , Î) ≥ val(f̂∗, Î), logo val(f̂∗, Î) ≤ 2 · val(f∗, I).Como OM∗ é κ-
ompetitivo, vale que val(f, Î) ≤ κ · val(f̂∗, Î). Juntando isso 
om a desigual-dade (7.6), tem-se
val(f ′, I) ≤ κ · val(f̂∗, Î) + val(f∗, I) ≤ (2κ + 1) · val(f∗, I),o que 
on
lui a prova. �Dessa forma, 
hega-se ao seguinte teorema.Teorema 7.7 (Csaba e Pluhár, 2008 [CP08, Teorema 1℄): Existe um algoritmo para o pro-blema do emparelhamento mínimo online bipartido 
om fator de 
ompetitividade esperado

O(lg3 n/ lg lg n), onde n é o número de requisições.



Capítulo 8Considerações FinaisNeste trabalho foi apresentada a té
ni
a de aproximação de métri
as �nitas por métri
as arbó-reas e a apli
ação dessa té
ni
a ao problema do emparelhamento mínimo online bipartido.Ini
ialmente, pro
urou-se de�nir os 
on
eitos utilizados no restante do texto, a saber, teoria dosgrafos, teoria das probabilidades, problemas de otimização, algoritmos de aproximação, algoritmosonline e análise 
ompetitiva. Na versão original da dissertação, foi feito um esforço para de�nir algo-ritmos online e análise 
ompetitiva de forma 
oerente 
om as de�nições de problemas de otimizaçãoe algoritmos de aproximação, de forma a ter a análise 
ompetitiva de algoritmos online 
omo um
aso espe
ial da teoria de algoritmos de aproximação. Na literatura de 
omputação online é feitoesse paralelo apenas num nível bási
o; num nível mais formal, as de�nições não mais se en
aixamnas presentes na literatura de algoritmos de aproximação. Chegou-se à 
on
lusão, no entanto, deque a de�nição proposta não era abrangente o su�
iente e que, embora os 
on
eitos sejam pare
idos,têm diferenças fundamentais, e optou-se por manter as de�nições apenas num nível informal.Em seguida, foram apresentados os 
on
eitos de métri
as e aproximação de métri
as, juntamente
om dois resultados que mostram 
omo a té
ni
a de aproximação de métri
as pode ser utilizadapara obter bons algoritmos de aproximação em problemas métri
os. O Teorema 3.11 mere
eu aten-ção espe
ial, uma vez que 
hegou-se à 
on
lusão de que as hipóteses no enun
iado do teoremaoriginal eram insu�
ientes para a demonstração do mesmo. Por ser um teorema bási
o da té
ni
ade aproximação de métri
as, é ne
essário 
hamar a atenção para esse detalhe. Mais adiante foiapresentado o limite inferior para aproximações probabilísti
as de métri
as por métri
as arbóreas.Aqui as prin
ipais di�
uldades foram a impre
isão e a falta de formalismo em alguns pontos dasdemonstrações originais, em espe
ial quanto às distribuições de probabilidade utilizadas.O 
apítulo seguinte (Capítulo 4) apresenta o algoritmo FRT, que é utilizado para aproximarmétri
as �nitas arbitrárias por métri
as arbóreas. Esse foi um dos 
apítulos que tomou mais tempo,tendo em vista a di�
uldade de en
ontrar uma versão do algoritmo sem bre
has nas demonstrações.Houve também um esforço em es
lare
er o objetivo de 
ada pro
edimento, em espe
ial da rotinaRefine. A última seção desse 
apítulo apresenta a aproximação de uma 2-HST por uma k-HST.O algoritmo pre
isou ser modi�
ado, tanto porque as de�nições do trabalho original diferiam dasutilizadas neste texto, 
omo para atender às suposições feitas por algoritmos em outros 
apítulosque utilizam este 
omo base.Por �m, na parte sobre o problema do emparelhamento mínimo online bipartido (Capítulos 5a 7), é apresentado um históri
o do problema, juntamente 
om limites inferiores no fator de 
ompeti-tividade dos algoritmos para esse problema. São apresentadas soluções determinísti
as e probabilísti-65
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as. Uma di�
uldade en
ontrada foi que tanto os algoritmos determinísti
os 
omo os probabilísti
osforam obtidos em paralelo por dois grupos (para os algoritmos determinísti
os, Kalyanasundaram ePruhs e Khuller, Mit
hell e Vazirani, e para os algoritmos probabilísti
os, Csaba e Pluhár e Meyer-son, Nanavati e Poplawski), de forma que houve um esforço em uni�
ar a notação utilizada emtoda a parte. Ainda assim, é utilizada uma de�nição diferente do problema no 
apítulo dos algo-ritmos probabilísti
os. Na apresentação do algoritmo GP-HST, em espe
ial, houve um trabalhode formalização muito intenso até se 
hegar ao nível de detalhe apresentado. Um grande avançoo
orreu quando se per
ebeu que es
rever o algoritmo de forma re
ursiva auxiliaria no argumento daprova por indução do seu fator de 
ompetitividade. (No trabalho original o algoritmo apresentadotambém é re
ursivo, mas não existe uma 
orrespondên
ia tão forte entre o algoritmo e a prova porindução 
omo no presente texto.)O projeto ini
ial in
luía também a apli
ação da aproximação de métri
as ao problema dos kservidores [Kou09℄. No entanto, 
hegou-se à 
on
lusão de que a simples 
omposição do algoritmopara árvores 
om a aproximação de métri
as não leva a um algoritmo relevante, e tal solução teriao mesmo problema abordado na Seção 7.2.2 em relação ao problema do emparelhamento mínimoonline bipartido. Trabalhos mais re
entes no sentido de utilizar aproximação de métri
as para obterresultados melhores para esse problema ainda são in
ompletos e 
obrem apenas parte dos 
asos.Assim, de
idiu-se fo
ar nos limites inferiores da aproximação de métri
as e no problema do problemado emparelhamento mínimo online bipartido. Já o trabalho de Bansal et al. [BBGN07℄, que propõeum algoritmo 
om melhor fator de 
ompetitividade que o des
rito na Seção 7.2, foi en
ontradoapenas às vésperas da �nalização do texto, logo não houve tempo para in
luí-lo.
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