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Resumo

MACHADOQO, F. C. Limitantes de programacgao semidefinida para o niimero
de contato. 94 f. Dissertacao (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo. 2017.

O nimero de contato do R" (em inglés, “kissing number”) é o maior nimero
de esferas de raio unitario e interiores dois-a-dois disjuntos que podem tocar si-
multaneamente uma esfera de raio unitario central. Nesta dissertacao estudamos
métodos que limitam o tamanho de tais configuracoes através de técnicas de oti-
mizagao, como dualidade e programacao semidefinida. O principal resultado obtido
foi o calculo de melhores limitantes para o ntimero de contato nas dimensoes 9 a
23; o que foi possivel gragas a exploragao de simetrias dos polinémios presentes no
limitante proposto por Bachoc e Vallentin (2008), levando a consideragéo de pro-
gramas semidefinidos menores. Por fim, o limitante estudado é estendido para uma

classe mais geral de problemas.

Palavras-chave: numero de contato, codigos esféricos, empacotamento, programa-

¢ao semidefinida.






Abstract

MACHADQO, F. C. Semidefinite programming bounds for the kissing num-
ber. 94 pp. Master thesis - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de
Sao Paulo, Sao Paulo. 2017.

The kissing number of R™ is the maximum number of pairwise-nonoverlapping
unit spheres that can simultaneously touch a central unit sphere. In this thesis
we study methods to bound from above the size of such configurations using op-
timization techniques, like duality and semidefinite programming. The main result
achieved is the computation of better bounds for the kissing number in dimensions
9 to 23; a result possible due to the exploitation of symmetries in the polynomials
present in the bound proposed by Bachoc and Vallentin (2008), leading to the con-
sideration of smaller semidefinite programs. Finally, the studied bound is extended

to a bigger class of problems.

Keywords: kissing number, spherical codes, packing, semidefinite programming.
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Introducao

O nimero de contato do R™ (em inglés, “kissing number”) denotado por 7,
é o maior niamero de esferas de raio unitario e interiores dois-a-dois disjuntos que
podem tocar simultaneamente uma esfera de raio unitario central.

FIGURA 1. A esquerda, seis discos tocam um disco central no plano
euclidiano. A direita, uma configuracao com 12 esferas que mostra
T3 > 12.

Consideramos o espago euclidiano R” com seu produto interno z-y := Y 1" | ;y;
e denotamos a esfera unitaria centrada na origem por S" ! :={xr e R" : z-2 = 1}.
A distancia angular d(z,y) entre dois pontos z,y € S"~! ¢ definida como d(z,y) :=
arccos(z - y). Dada uma configuracao de esferas que satisfaga as condigdes do pro-
blema, como os centros de trés esferas que se tocam formam um tridngulo equilatero,
os pontos de contato dessas esferas com a esfera central possuem distancia angu-
lar minima de 7/3 (Figura 2) e, reciprocamente, qualquer conjunto de pontos com
distancia angular minima de 7 /3 fornece uma configuragao de contato.

Conjuntos de pontos com distancia angular minima 6 sao chamados de cddigos
esféricos. Definindo o parAmetro (usamos |C| para denotar a cardinalidade de um
conjunto C')

A(n,0) :=max{|C|: C c S" ! d(z,y) > 0 para z,y € C,z # y},

que representa o maior niimero de pontos em S™~! com distancia angular minima 6,
temos que 7, = A(n,7/3). O problema de determinar o maior codigo esférico para
um certo valor de 6 j& foi considerado extensivamente e possui diversas aplicagoes,
como no projeto de sinais de energia constante no chamado canal gaussiano em
teoria das comunicagoes ou na limitagao do niimero de solugoes de certas equagoes
diofantinas com formas quadraticas em teoria dos numeros (veja o artigo de Slo-
ane [Slo81] ou os Capitulos 1 e 3 de Conway e Sloane [CS99] para mais referéncias).
Também podemos enxergar um codigo esférico de distancia angular minima 6 como
um empacotamento de calotas esféricas! de raio #/2 em S™~1.

As vezes o problema de empacotamento de calotas esféricas em dimensao n = 3
é formulado de maneira diferente e pergunta-se qual o maior raio tal que existe

YUma calota esférica de centro e € S"~! ¢ raio ¢ ¢ o conjunto {z € S"~1 : d(e,z) < ¢}.
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2 INTRODUGAO

FIGURA 2. A esquerda, trés esferas que se tocam simultaneamente
e o angulo de 7/3 formado entre os pontos de contato. A direita,
um empacotamento de calotas esféricas de raio /6.

um empacotamento com um certo nimero N de calotas, posto dessa forma esse
problema é conhecido como problema de Tammes (veja Coxeter [Cox62]).

Determinar A(n,#) é um problema dificil que depende néo apenas da constru-
cao de coédigos esféricos grandes, mas também do desenvolvimento de técnicas que
limitem o tamanho de qualquer codigo. Nesta dissertacao estamos interessados em
estudar métodos que limitem superiormente o tamanho de codigos esféricos, em
especial do namero de contato. Para isso sera util vermos A(n,#) como o namero
de independéncia de um grafo: seja G,, g 0 grafo com conjunto de vértices S"~! e no
qual dois vértices distintos x, y sdo adjacentes se d(x, y) < 0. Dessa forma, os codigos
esféricos correspondem aos conjuntos independentes de G, 9 e (G, ) = A(n,6).

O namero de contato s é conhecido exatamente nas dimensoes 1, 2, 3, 4, 8 e 24.
Enquanto é facil ver que 75 = 6, determinar 73 foi um problema muito mais dificil,
que remonta a uma disputa em 1694 entre Isaac Newton, para o qual 73 = 12, e
David Gregory, que conjecturou 73 = 13. Enquanto é possivel exibir uma configu-
ragdo com 12 bolas que tocam uma bola central (Figura 1), nao é facil mostrar que
nao é possivel rearranja-las de modo a encaixar uma 13* bola no espago que sobra
(de fato, sobra tanto espacgo que é possivel alcancar qualquer permutagdo apenas
girando as esferas em torno da esfera central, veja detalhes no final do Capitulo 1 de
Conway e Sloane [CS99]; recentemente, Kusner et al. [KKLS16] fizeram um estudo
das possiveis configuragoes de contato). Newton estava certo, mas uma prova de
que 73 = 12 s6 foi fornecida por Schiitte e van der Waerden [SvdW53] em 1953.

A resposta para as dimensoes 8 (73 = 240) e 24 (724 = 196560) foi obtida em
1979 por Odlyzko e Sloane [OS79] e independentemente por Levenshtein [Lev79],
baseados em um método proposto por Delsarte, Goethals e Seidel [DGS77] anos
antes e conhecido como limitante de programagao linear, que funciona especial-
mente bem quando a configuracdo 6tima é simétrica e tnica, como ocorre nessas
dimensdes (as configuragdes relacionam-se respectivamente com os reticulados Eg
e de Leech; veja mais informacoes sobre esses reticulados no Capitulo 4 de Conway
e Sloane [CS99]).

Em dimensao 4, o limitante de programagao linear apenas mostra 7, < 25.
Ainda que por muito tempo conjecturado, o valor correto (74 = 24) s6 foi provado
em 2003 por Musin [Mus08] com uma modificagio desse método (veja também a
exposigdo de Pfender e Ziegler [PZ04]).

Nas demais dimensoes apenas sao conhecidos limitantes. Nas dimensoes me-
nores do que 24, os melhores limitantes superiores conhecidos atualmente foram
calculados por Machado e Oliveira [MdOF17] (o resultado principal desta disser-
tagdo), melhorando os resultados de Mittelman e Vallentin [MV10]; ambos os tra-
balhos usam um método proposto por Bachoc e Vallentin [BV08], conhecido como
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limitante de programacao semidefinida, que melhora o limitante de programacao
linear através da adigao de restrigoes baseadas nas relagoes entre triplas de pontos.

Para completar o quadro, também sao conhecidos resultados assintoticos. Ka-
batiansky e Levenshtein [KL78] mostram que 7, < 20-401n(1+0(1)) " enquanto Wy-
ner [Wyn65|] mostra de forma nio-construtiva que 7, > 2(170-5l0gz3)n(1+o(1)) —
20:2075..n(1+0(1)) (yeja também as Segdes 1.2.2 e 9.3.5 de Conway e Sloane [CS99)).

Contribuicoes e organizacao do trabalho

Esta dissertagao organiza-se da seguinte forma. No Capitulo 1 sao apresenta-
das introdugoes aos principais pré-requisitos do texto: teoria das representacoes
(necessaria para o aproveitamento das simetrias presentes no problema), kernels
de Hilbert-Schmidt (necessarios para a generalizagdo dos limitantes inicialmente
definidos para grafos finitos) e teoria de dualidade em programagao conica (neces-
saria para a formula¢do dos programas de otimizacao que serao considerados). No
Capitulo 2 é apresentado o limitante de programacao linear e sao demonstradas as
propriedades dos polindmios harmonicos esféricos usadas pelo limitante. No Capi-
tulo 3 é apresentado o limitante de programagao semidefinida, o principal limitante
considerado neste trabalho. No Capitulo 4 sdo apresentadas as técnicas de otimi-
zagao polinomial necessarias para o célculo do limitante, assim como os resultados
obtidos. Por fim, no Capitulo 5 o limitante de programagao semidefinida é esten-
dido para uma classe mais geral de problemas, através dos “grafos topologicos de
empacotamento”.

O principal resultado obtido foi o calculo de melhores limitantes para o ntimero
de contato nas dimensoes 9 a 23; tal progresso foi possivel gragas a exploragao
de simetrias dos polinémios presentes no limitante de programacao semidefinida,
levando a resolugao de problemas de otimizagao menores. Esse resultado é exibido
na Secao 4.3 e ja foi aceito para publicagao:

[MdOF17] Fabricio C. Machado e Fernando M. de Oliveira Filho. Improving the
semidefinite programming bound for the kissing number by exploi-
ting polynomial symmetry. Aceito em FExperiment. Math., 2017. ar-
Xiv:1609.05167.

A apresentacao dos limitantes de 3 pontos para grafos topologicos de empacota-
mento compactos feita na Segao 5.3 e a interpretacao do limitante de programacgao
semidefinida como um exemplo desses limitantes também é uma contribui¢ao nova.

Notas sobre as notagoes

Nesta dissertagao usamos a notagao conhecida como delta de Kronecker, defi-
nida por

{1 se i =7,
dij = -
0 caso contrario.

Se C' & um conjunto finito, usamos a notacao R para denotar o espaco vetorial
das fungoes de C' em R. Tal como normalmente usado para o R™, vemos uma fungao
f € R como um vetor coluna indexado por C, vemos fT como o vetor linha cor-
respondente e uma funcio A € R€*¢ como uma matriz, de modo que para g € R,
definimos ¢” f € R por g7 f := Yowec f(@)g(x) e fg¥ € RE*C por (fg7)(z,y) ==
f(z)g(y). Também definimos Af € R por (Af)(z) := dyec Az y) f(y) e gt Af €
R por gTAf = Zgg,yec A(l‘, y)g(z)f(y)

Usamos (,) para denotar um produto interno em um espago vetorial, quando
o espago for complexo convencionamos que ele é antilinear na segunda entrada,
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de modo que {(u,av) = @ {u,v). Também usamos a notagdo (,) para denotar o
produto do traco entre matrizes, definido por (A, B) := tr (BT A) = Z” A; iB;
(ou tr (B*A) no caso de matrizes complexas); observe que com as notagoes do
paragrafo anterior, vale que g Af = (A, fgT').

Usamos a notagao X > 0 para denotar que uma matriz é positivo-semidefinida,
isto é, simétrica e tal que para qualquer vetor f vale fTXf > 0 no caso real e
hermitiana e tal que para qualquer vetor f vale f*X f > 0 no caso complexo.

Nesta dissertagao consideramos diversos problemas de otimizacao e usamos max
ou min para denotar se eles sao problemas de maximizacao ou minimizagao sem
com isso estar afirmando que os valores 6timos desses problemas sao atingidos (eles
devem ser interpretados como sup e inf).



CAPITULO 1

Preliminares

1.1. Teoria das representacgoes

Nesta secao vemos as definigoes e resultados bésicos da teoria das represen-
tacoes. As principais referéncias sdo os dois primeiros capitulos de Fulton e Har-
ris [FH91], os dois primeiros capitulos de Serre [Ser77] e o primeiro capitulo de
Vilenkin [Vil68]. Essa teoria sera tutil pois em diversas partes desta dissertagao
(como no fim da Segéo 2.2, na Segdo 3.1 e na Secao 4.2) consideramos fungodes inva-
riantes sob a agao de grupos e estamos interessados em simplificar suas descrigoes;
isso é possivel através do método de bloco-diagonalizagao descrito na Segao 1.1.3.

1.1.1. Definigoes. Neste trabalho consideramos grupos compactos, finitos ou
infinitos. Um grupo compacto é um grupo que também é um espago topologico
compacto onde as operagoes do grupo (produto e inverso) sdo continuas. Uma
propriedade importante desses grupos € a existéncia e unicidade da medida de Haar
(veja o Teorema 11.4 de Conway [Con90]), que é uma medida de Borel u positiva,
regular, que atribui valor positivo e nao-nulo aos conjuntos abertos, normalizada
de modo que p(G) = 1 e invariante (isto é, tal que para todo boreliano E C G
e g € G, vale que u(E) = u(gF) = u(Eg) = u(E~'), onde gF = {gz : = € E},
Eg={xg:x € E}e E=! = {27! : 2 € E}). Com a medida de Haar podemos
construir uma integral invariante tal que

/f )dpulyg /fhgdu /fghdu /f (g~") dulg),

para todo h € G e f u-integravel.

Seja V' um espago vetorial, nesta se¢do iremos sempre supor que os espagos
vetoriais sdo complexos (outros corpos, como os reais, também podem ser conside-
rados, porém a teoria de representagoes torna-se mais complicada nesses casos). O
grupo formado pelos operadores lineares inversiveis de V' é chamado de grupo linear
e denotado GL(V'). Uma representagdo de G é um homomorfismo continuo p entre
G e GL(V) (isto é, uma fungao continua p: G — GL(V) tal que p(g)p(h) = p(gh)
para todos g, h € G). As vezes o homomorfismo p é omitido, p(g) é denotado direta-
mente por g e V' é chamado de representagao de GG. Nesta dissertacao consideramos
representagoes em espagos de dimensao finita e mais geralmente em espacos de Hil-
bert (veja, e.g., o Capitulo II de Reed e Simon [RS72] para uma introdugio aos
espagos de Hilbert). Nesse segundo caso também supomos que os operadores p(g)
sejam continuos em V.

Se (,): V? — C & um produto interno de V, dizemos que a representagio
p: G — GL(V) é unitdria se

(p(g)v, plg)w) = (v, w)
para todo g € Gev,w e V.

PROPOSIGAO 1.1. Se G € um grupo compacto e p: G — GL(V') é uma repre-
sentagao em um espago V. com um produto interno {, >0 qualquer, entao existe um
produto interno com rela¢do ao qual a representacdo € unitdria.
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DEMONSTRAGAO. Considerando inicialmente que G seja um grupo finito, um
produto interno invariante pode ser construl'do por simetrizagao:

(u,v) :=
@ o
gEG
A mesma coisa pode ser feita caso G seja infinito e compacto, nesse caso usamos
sua medida de Haar p:

(u,v) == /G {(p(g)u, p(g)v), du(g)- O

Apesar de a proposicao anterior ter uma demonstracao simples, ela permite-
nos afirmar que toda representacao de um grupo compacto em um espago com
produto interno pode ser considerada como uma representa¢ao unitaria e assim a
hipdtese sobre a representagao ser unitéria, que aparece em diversas proposigoes,
s6 é relevante quando houver uma afirmagao sobre o espago com um determinado
produto interno. As vezes supor que a representacao ¢ unitaria também nos permite
omitir a hipotese sobre o grupo ser finito ou compacto.

EXEMPLO 1.2 (Representagao regular). Se G é um grupo finito, podemos con-
siderar o espaco C¢ das funcoes de G em C com o produto interno

(0, |®§j¢ (1)

geG
Nesse espago pode-se definir uma representagao unitaria de G chamada representa-
¢ao regular, em que cada elemento g € G define um operador p(g) que leva a funcao

¢ € C% na funcao
((9)9)(s) := p(g™"s).
O conjunto {¢, : g € G} onde ¢4(s) = 1se g = s e ¢,(s) = 0 caso contrario, é
uma base de C¢. Calculando a acdo de p(g) em um elemento ¢, dessa base, temos
(p(9)¢n)(s) = dn(g™"'s) e logo p(g)Pn = Pgn-
No caso de G ser um grupo compacto, uma representacao similar pode ser
considerada sobre o espago L?(G) com o produto interno

www:4¢@waw@»

mais detalhes podem ser encontrados na Segao 1.2.4 de Vilenkin [Vil68].

Duas representacoes p: G — GL(V) e 7: G — GL(W) sao ditas equivalentes
se existe um isomorfismo 7: V' — W que comuta com elas, ou seja, tal que

Tp(g) = (9T, (2)
para todo g € G. Nesse caso, T pode ser obtida a partir de p por 7(g) = Tp(g9)T*.
Como o nome sugere, essa é uma relagdo de equivaléncia; o estudo das representa-
¢oes pode ser reduzido ao estudo das classes de equivaléncia dessa relagao.

Denotamos o conjunto dos homomorfismos entre dois espagos vetoriais V e
W por Hom(V,W). Se T: V — W & um homomorfismo que comuta com duas
representacoes, como em (2), dizemos que T é um G-homomorfismo. O conjunto
dos G-homomorfismos ¢ um subespago vetorial de Hom(V, W) que denotamos por
Hom(V, W)Y (as representagdes p e 7 ficam subentendidas no contexto). Usamos
também os nomes G-isomorfismo para os isomorfismos que comutam com as repre-
sentagoes (como no paragrafo anterior) e G-endomorfismo para quando V =W e
p = T; nesse altimo caso, sdo usadas também as notagdes End(V) := Hom(V,V) e
End(V)% := Hom(V, V)¢
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Podemos ver os G-homomorfismos como homomorfismos que fazem o seguinte
diagrama comutar para todo g em G:

v L w
p(g)l lf(g) (3)

v L ow

Se p: G — GL(V) é uma representagdo e W é um subespago de V tal que
p(g)w € W para todo w € W e g € G, dizemos que W é um subespago invariante.
Se W for um subespago proprio, ndo-nulo e invariante, podemos restringir p(g) a
W e obter uma representagao p"V : G — GL(W). Dizemos que p"V' é uma subrepre-
sentacdo de p. Se V nao possuir nenhum subespago proprio e nao-nulo invariante,
dizemos que p é uma representacao irredutivel.

Vejamos agora formas de definir novas representagoes a partir de representagoes
previamente conhecidas.

Soma direta. Dependendo do contexto, a soma direta V @& W de dois espacos
vetoriais é definida como soma direta interna ou soma direta externa. Caso V e W ja
sejam subespagos de um espago maior e VAW = {0}, V@ W (soma direta interna)
é o espago formado por todos os vetores da forma v + w, com v € V e w € W,
caso nao valha V NW = {0}, falamos apenas na soma V + W. Caso V e W sejam
espagos sem nenhuma relagao predefinida, V& W (soma direta externa) é V- x W
com uma estrutura de espago vetorial onde os elementos (v, w) sdo denotados por
v+w; nesse caso VNW = {0} é uma consequéncia da defini¢ao. No caso de espagos
com produto interno, o produto interno na soma direta externa é definido de modo
que os espagos V e W sejam ortogonais. Na soma direta interna os espagos V e
W podem ou nao ser ortogonais; quando é necessario ressaltar que a soma direta é
ortogonal, usa-se a notacao V' L W.

Se p: G — GL(V) e 7: G — GL(W) séo duas representagoes de G, a represen-
ta¢io na soma direta p® 71 =w: G — GL(V & W) ¢é definida por

w(g)(v+w) := p(g)(v) + 7(g)(w),
para g € G,v € V e w € W. No caso de espagos de Hilbert de dimensao infinita

e representagoes unitarias, a soma direta ortogonal enumeravel também pode ser
definida de forma semelhante.

Quociente. Se W é um subespago de um espaco vetorial V', podemos definir o
espago quociente V/W como o espago formado pelas classes de equivaléncia v+W :=
{v+w:w e W} ecom as operagoes definidas de modo que a aplicagdo v — v+ W
seja um homomorfismo.

Se p: G — GL(V) & um representacao de G e W é um subespago invariante
dessa representagdo, a representa¢io no espago quociente p': G — GL(V/W) &
definida por

p(g)(v+W):=p(glv+W,
para g € G e v € V. A representacao estd bem definida, isto é, temos que se
v+ W =u+ W, entao p(g)v+ W = p(g)u+ W pois W é um subespago invariante
de p.

PrOPOSIGAO 1.3. Se p: G — GL(V) é um representacao de G e V' é soma
direta de subespagos invariantes V. =W @ U, entdo a subrepresentacio p¥ em U é
equivalente & representagio p' no espago quociente VJ/W.
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DEMONSTRAGAO. Denotemos por A a transformacao linear A: U — V/W
dada por Au = u + W. Como V ¢é soma direta entre W e U, temos que A é
um isomorfismo entre U e V/W. O resultado segue assim que observarmos que A é
um G-isomorfismo, de fato, para u € U e g € G temos:

A(p" (g)u) = A(p(g)u) = p(g)u+W = p'(g)(u+ W) = p'(9)(Au). O

Dual. O espago dual V* de um espago vetorial V' é o espago Hom(V,C) (no
caso de espagos de Hilbert de dimensao infinita considera-se V', o dual topologico,
constituido pela restri¢ao de V* aos homomorfismos continuos). No caso de espagos
de dimensao finita, se {vy,...,v,} € uma base de V, é conveniente considerarmos
a base dual {v],...,v}} correspondente em V*, definida por v} (v;) := ¢ ;.

Se p: G — GL(V) é uma representagao de G, a representacdo no espago dual
p* =71:G — GL(V*) é definida por

((9) )W) = F(plg™ ),
para g € G, f € V* e v € V. Com essa defini¢ao, temos que (7(g)f)(p(g)v) = f(v)
parage G, feV*eveV.

Produto tensorial. Apesar de o produto tensorial V ® W poder ser definido
para espagos de Hilbert (veja Reed e Simon [RS72] Capitulo I1.4), aqui nos restrin-
gimos por simplicidade a espacos vetoriais de dimensao finita. Se V e W sao dois
espacos de dimensao finita, o produto tensorial V ® W é definido como o espaco
dual do espago de todos os funcionais bilineares em V x W. Para cada par de vetores
v €V ew € W, o produto tensorial v @ w é o elemento de V ® W definido por
(v®@w)(p) := p(v,w) para todo funcional bilinear ¢: V x W — C. Dessa forma, a
aplicacao ®: V x W — V ® W é bilinear.

Temos também que se {v1,...,v,} é uma base de V e {wy,...,w,,} é uma
base de W, entéo {v; ®w; : 4 =1,...,n,j = 1,...,m} é uma base de V ® W;
de fato, um funcional bilinear é determinado pelo seu valor nos pares (v;,w;),

comi=1,...,nej=1...,m, logo o conjunto de funcionais bilineares {¢, , :
p=1...,nq = 1,...,m}, onde ¢, q(v;,w;) := d,:04,, ¢ uma base do espaco
dos funcionais bilineares e o conjunto {v; @ w; : i =1,...,n,j = 1,...,m} pode

ser identificado com a respectiva base dual, pois (v; @ w;)(¢p,q) = @p.q(vi, w;) =
0p,ibq.; = i ;(Pp,q) Paratodos p,i=1,...,neqj=1,...,m.

No caso de espagos com produto interno, o produto interno em V@ W é definido
como (€, @ fi1,€i @ [jn) = (€ir,€in) - {fjr, f5») € entdo é estendido por linearidade
ao resto do espaco (assim a base com os vetores e; ® f; é ortonormal, se as bases
com os vetores e; e f; o forem em seus respectivos espacos). Fixando bases em cada
espaco, nao é dificil mostrar que a soma direta e o produto tensorial sdo associativos,
comutativos e que vale a distributividade do produto sobre a soma (no sentido de
isomorfismo entre espagos vetoriais).

Se p: G — GL(V) e 7: G — GL(W) sao duas representagoes de G, a represen-
tagao no produto tensorial p@ 1T =1: G — GL(V ® W) é definida por

P(g)(v @ w) := (p(g)v) ® (T(9)w)
parag € G,v € Vew € W e estendida por linearidade. As propriedades associativa,

comutativa e distributiva mencionadas para os espagos vetoriais também valem para
as representagoes com essas definicoes.
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Homomorfismos. Considerando V' e W espacgos de dimensao finita, temos que
V* @ W pode ser identificado com Hom(V, W) definindo

(f @w)(v) = flv)w, (4)
para f € V* ew € W. De fato, se {v1,...,v,} é umabasede V, {wy,...,w,} é uma
base de W e T' € Hom(V, W) tal que T'(v;) = > ;% tijw;, entdo Y5 70 ti0F @
w; = T. Com essa identificagdo e as definigdes anteriores, se p: G — GL(V) e
7: G — GL(W) sao duas representages de GG, obtemos uma representacgdo p*®7 =
¥ em Hom(V, W):

(W(9)T)(v) :=7(9)Tp(g~ " )v.
O homomorfismo 1(g)T pode ser entendido como o homomorfismo que completa o
seguinte diagrama

Vv L w
p(g)l lr(g) (5)

% P(9)T W

Comparando com o diagrama (3), vemos que se T' é um G-homomorfismo entao

(W(9)T)v = 7(9)Tp(g)"'v =Tp(g)p(g)"'v =T,
para todo v € V e g € G e portanto os G-homomorfismos sdo justamente os
homomorfismos que ficam fixos sob essa representacao. Ja haviamos definido a
notacio Hom(V, W)% para o espaco dos G-homomorfismos entre as representagoes
V e W e a partir dessa observacao podemos estender essa notacao e usar V& para
o subespaco invariante de V' que é fixado por uma certa representacdo, isto é:

VG .= {veV:plg)v=wvrparatodo g € G}. (6)

1.1.2. Redutibilidade e Lema de Schur. Apos termos visto operacoes para
produzir novas representagoes, invertemos o ponto de vista e veremos que represen-
tagoes podem ser decompostas como soma direta de subrepresentagoes irredutiveis;
tais representacoes sao ditas completamente redutiveis. Restrigimos o estudo a es-
pacos de dimensao finita, porém representacoes de grupos compactos em espagos de
Hilbert também sao completamente redutiveis (veja Folland [Fol16], Teorema 5.2).

PrOPOSIGAO 1.4. Seja p: G — GL(V) wma representagdo unitdria em um
espaco de dimensao finita e W um subespago invariante. Entdo seu complemento
ortogonal W= também € invariante e a representacio em V € igual ¢ soma direta
de suas subrepresentacoes em W e W+,

DEMONSTRAGAO. Tome x € W+; desejamos mostrar que p(g)r € W+ para
todo g € G. Como a representagdo em V é unitaria, temos que para qualquer
yew,

(p(g)z,y) = (z,p(g™)y)
e como W é um subespago invariante, p(g~')y € W e logo (z,p(g7")y) = 0.
Portanto W+ também é um subespaco invariante.

A afirmacéao sobre a representagao em V ser igual a soma direta de suas subre-

presentagoes segue diretamente da definicao da representacao na soma direta. [

PROPOSIGAO 1.5. Toda representagdo unitiria em um espago de dimensao fi-
nita pode ser escrita como soma direta ortogonal de subrepresentacoes irredutiveis.

DEMONSTRAGAO. Seja p: G — GL(V) uma representacdo unitaria em um es-
paco de dimensao finita. Caso p seja irredutivel, ndo ha nada a provar, caso con-
trario, seja W7 um subespago proprio, nao-nulo, invariante e irredutivel. Pela Pro-
posicao 1.4, o complemento ortogonal de W; também é invariante, de modo que
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obtemos V = W7 1L U com Wi irredutivel. Caso U nao seja irredutivel, podemos
repetir o argumento até obtermos a decomposicao desejada. O

Se V' é um espaco de representagao decomposto como soma direta de subespa-
¢os invariantes e irredutiveis, podemos agrupar os subespacos cujas representacoes
sejam equivalentes entre si. Obtemos:

V=@ L---L1I,
Iy =Vir L L Vi, @

onde os subespacos V} ; sao invariantes e irredutiveis e tais que a subrepresentacao
em V} ; é equivalente & em V; ; se e somente se k = [. Os subespagos I}, sdo chamados
de componentes isotipicas da representacao.

Tal decomposi¢ao nao é tnica em geral (considere por exemplo a representagao
p: G — GL(V) em um espago V' de dimensao maior do que 1, tal que p(g) = I para
todo g € G: nesse caso qualquer decomposigdo ortogonal em espagos de dimensao
1 serve), porém veremos no Teorema 1.15 que os nimeros my, ..., m, sdo Unicos
e veremos no Teorema 1.17 que as componentes I, também nao dependem da
decomposicao escolhida.

A proxima proposicao caracteriza os G-homomorfismos entre representagoes
irredutiveis e possui diversas aplicagoes que serao vistas a seguir.

PRrROPOSIGAO 1.6 (Lema de Schur). Se p: G — GL(V) e 7: G — GL(W) sao
duas representacgoes irredutiveis de um grupo G em espagos de dimensdo finita e
T € Hom(V, W), entdo:

(1) T € um isomorfismo ou o homomorfismo nulo.

(2) Sep eT sio equivalentes, entdo dim Hom(V, W)& = 1. Em particular, se
fixamos bases em Ve W de modo que as matrizes de p e T sejam iguais,
entao a matriz de T' € igual a X\ para algum A € C.

DEMONSTRAGAO. O primeiro item segue do fato do niicleo e da imagem de T,
denotados por KerT e Im T, serem subespagos invariantes de V' e W, respectiva-
mente. De fato, como T' é um G-homomorfismo, temos que para todo g € G,

Tp(g) = 7(9)T.

O nicleo de T é um subespago invariante de V' pois se v € Ker T, entao Tp(g)v =
7(g)Tv = 7(g9)0 = 0 e portanto p(g)v € KerT para todo g € G. A imagem de T é
um subespago invariante de W pois se w € Im 7', entao w = Tv para algum v € V e
T(g)w = 7(9)Tv = Tp(g)v € ImT para todo g € G. Como V e W sao irredutiveis,
ou Ker7T =V e ImT = {0} e T é o homomorfismo nulo, ou KerT = {0} e
ImT =W e T é& um isomorfismo.

O segundo item segue do fato de que se S e T sao dois G-homomorfismos, entao
S — AT é um G-homomorfismo para todo A € C. Como C é algebricamente fechado,
temos que para algum A o polindmio det(S — AT) = 0 e S — AT néo pode ser um
isomorfismo. Logo, pelo primeiro item, S — AT = 0. (]

Uma consequéncia interessante do Lema de Schur é a seguinte proposigao, que
diz que apesar de a dimensao do espago de G-homomorfismos entre dois espacos
equivalentes ser 1, se as representacoes forem unitarias, entao existe um que preserva
o produto interno entre os espagos. Tal fato é til pois, se fixarmos uma base
ortonormal em um dos espagos, podemos usar tal homomorfismo para determinar
uma base ortonormal no outro espago de modo que as matrizes das representacoes
nos respectivos espagos sejam iguais. Na proxima se¢ao usamos a existéncia de tais
correspondéncias entre bases.

PROPOSIGAO 1.7. Sejam p: G — GL(V) et: G — GL(W) duas representagies
unitdrias, irredutiveis e equivalentes em espagos de dimensao finita. Entao existe
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um G-isomorfismo ¢: V. — W que preserva os produtos internos nos respectivos
espagos de modo que (u,v) = {pu, pv) para quaisquer u,v € V.

DEMONSTRAGAO. Seja {ey,...,eq} uma base ortonormal de Ve T: V — W
um G-isomorfismo. Como pelo Lema de Schur, dim Hom(V, W)% = 1, desejamos
mostrar que

<T€i,T€j> = Oé&)j,
para todos 7,5 = 1,...,d e algum o € R, a > 0; de modo que ¢ = TT seja o
G-isomorfismo desejado.
Seja A: V — W a transformacao linear definida para todo j = 1,...,d por
d
Aej = Z (Tej,Te;) Te;.

=1

Temos que A é um G-homomorfismo, pois para qualquer i =1,...,d e g € G:
d
Zpsz JAe, = Z ps,i(9) (Tes, Tey) Te, = Z (9)ei, Ter) Tey
s=1 s,t=1 t=1
d d
- Z (Tei, Tp(yg e, ) Tey = Z pst(g ) (Te;, Tes) Tey

t=1 s, t=1

(Te;, Tes) Tp(g)es = 7(g)Ae;.

I
M=~

s=1

Logo, pelo Lema de Schur segue que A = o7 para algum a € C. Temos entao
que (Te;,Te;) = ad;j para i,j = 1,...,d e considerando i = j, como (,) é um
produto interno, temos que o € R e o > 0. O

1.1.3. Bloco-diagonalizagao de G-endomorfismos. A principal aplicagao
do Lema de Schur em que estamos interessados é uma descri¢do mais simples dos
elementos de End(V)“; veremos que em uma certa base eles podem ser descritos
através de matrizes bloco-diagonais.

TEOREMA 1.8. Seja p: G — GL(V') uma representa¢ao unitdria em um espago
de dimensao finita. Entao V possui uma base ortonormal onde a matriz de qual-
quer G-endomorfismo T: V. — V € bloco-diagonal e composta por blocos 11, ..., T,
sendo que cada um desses blocos também é bloco-diagonal; cada bloco Ty, é composto
por dy, blocos iguais de tamanho my X my. Os numeros di,...,d, sio as dimen-
soes das r representacgoes irredutiveis do grupo G e 0s numeros my, ..., m, $ao as
correspondentes multiplicidades das componentes irredutiveis da decomposicao de p
em soma de subrepresentagoes irredutiveis.

T1 0 Ak 0
T = , T = ’Ak:[)‘ﬁj]zljkzr
0 T, 0 Ay

DEMONSTRAGAO. Pela Proposicao 1.5, podemos considerar V' decomposto como
soma direta ortogonal de subespacos irredutiveis:

V=L L. 11,
I =Vi1 L L Vi,

com a subrepresentacao de Vj ; equivalente & de V; ; se e somente se k = [.
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Usando a correspondéncia entre End(V') e V* ® V, podemos ver um operador

de V como um elemento de
r mE mg

D DDV @V

kl=1i=1 j=1
Considerando a representacao ¢ = p* ® p nesse espaco, temos que cada um dos
termos V', ® V| ; € um subespaco invariante e portanto se 7' € (V* ® V)9, entdo T
é fixado por todo ¥ (g) e cada um dos componentes de T' na soma anterior também
¢ fixado. Pelo Lema de Schur, (Vk*l ®Vl7j)G é igual a {0} se k # [ e possui dimensao
1 caso contrario.

Fixando bases ortonormais {ey;1,...,€xr,.q,} em cada subespago irredutivel
Vi,; de modo que as matrizes das subrepresentagoes equivalentes sejam iguais, pelo
segundo item do Lema de Schur temos que a matriz da componente de T em
(V,“®ij) elguala)\k T, com)\}~C € Cparai,j=1,...,mpek=1,...,r (com
I sendo a matriz 1dent1dade de ordem d).

Obtemos assim uma base de V' em que ao ser ordenada em blocos {eg 15, -,
ekmy,sycomk=1,...,res=1,...,d, a matriz de T possui a estrutura descrita
no enunciado. (]

Esse teorema sera usado na Secao 4.2, onde também sera necessario um mé-
todo para calcular a base descrita explicitamente, partindo das matrizes p(g) da
representacao. Veremos como fazer isso no Teorema 1.21.

1.1.4. Caracteres e decomposicao explicita de uma representagao. A
proxima aplicagdo do Lema de Schur serd completar a caracterizagdo da decom-
posi¢do de uma representagdo em subrepresentagoes irredutiveis (Teoremas 1.15
e 1.17). Nesta segao voltamos também a considerar a representacdo regular (Exem-
plo 1.2) e vemos como os coeficientes das representagoes unitarias e irredutiveis de
um grupo formam uma base ortonormal de C& (Teorema 1.20). Por fim, vemos um
método para calcular as bases dos subespagos invariantes a partir das matrizes da
representacao (Teorema 1.21), conforme motivado no fim da segdo anterior.

Consideramos a seguir grupos finitos, porém a maior parte do que veremos
estende-se para grupos compactos, conforme descrito no Capitulo 4 de Serre [Ser77],
no Capitulo 5 de Folland [Fol16] ou na Secao 1.4 de Vilenkin [Vil68§].

Seja p: G — GL(V) uma representagdo de um grupo finito G em um espago
de dimensao finita. Ao fixarmos uma base, os coeficientes p; ;(g) das matrizes dessa
representagao sao fungoes de G em C. Vemos a seguir que os coeficientes das re-
presentacoes irredutiveis e unitarias sdo ortogonais em C% (com o produto interno
definido em (1)).

LEMA 1.9. Sejam p: G — GL(V) e 7: G — GL(W) duas representagoes ir-
redutiveis de um grupo finito G em espacos de dimensdes n e m respectivamente.
Para Ty € Hom(V, W), considere

HT
= 1@ G| > (g DTop(y).
geG
Entao T = 0, se p e T nao forem equivalentes e T = (tr To/n)I, caso V. =W e
p=T.
DEMONSTRAGAO. Pode-se verificar que T € Hom(V, W)@, logo pelo Lema de
Schur, T = 0 se p e T ndo forem equivalentes e T' = A, caso V = W e p = 7.

Podemos determinar A calculando o trago de ambos os termos, trT = tr7j e
tr (AI) = An. O
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PRrOPOSIGAO 1.10. Sejam p: G — GL(V), 7: G — GL(W) duas represen-
tagoes irredutiveis, nao-equivalentes e unitdrias de um grupo finito G em espagos
de dimensoes n e m respectivamente. Fizando bases ortonormais e denotando por
pi;(9) e Tij(g) os coeficientes das matrizes dessas representacdes com relag¢do a
essas bases, temos:

(1) Para quaisquer i1,j1 =1,...,n eig,jo =1,...,m,
(Pir,j1s Tizrja) = 0.
(2) Para quaisquer i1,j1,12,j2 = 1,...,n,
(Pir.jrs Pizgz) = Oiria 0 g2 /10
DEMONSTRAGAO. Sejam {e1,...,en} € {f1,..., fm} as bases ortonormais de

V e W. No caso do item (1) considere

geqG

O resultado segue calculando o coeficiente ¢, ;, da matriz de 7" nas bases fixadas.
Pelo Lema 1.9, T' = 0 e logo t;, ;, = 0. Por outro lado,

Te,, = ﬁ S (g (el ® fin)ol9)es,

geG
= ﬁzzpkdl )( 11 ®f12 |G| Z'D“’jl 71).}612
gEGk 1 geG
m m
|G| ZPZIJI )ZTk’iz( Z Piv,jis Tio,k fk7
geqG k=1 k=1

e portanto,
0=t = <pi1»j177_1'2,j2> :
No caso do item (2), considere

|G| Z €i ®€i2)p(g).
geG
Novamente, o resultado segue calculando o coeficiente ¢;, ;, da matriz de T na
base fixada. Pelo Lema 1.9, T = (tr (e}, ® e;,)/n)I = (8;,,i,/n)1 e logo t;, ;, =
8i1.i20j,,5, /1. Por outro lado, de forma anéaloga ao célculo anterior,

Tej, = Z <pi17j1’pi2,7€> €k
k=1
e portanto,
5i17i25j17j2/n = tj27j1 = <pi1,j1’pi2,j2> : U
Introduzimos agora os caracteres das representacoes, que sao ferramentas uteis
para o estudo de representagoes em espacos de dimensao finita.
Seja p : G — GL(V) uma representagdo de um grupo G em um espago de
dimensao finita V. O cardter da representagao ¢ definido como a funcao x,: G — C,

Xp(g) := trp(g). (8)

As primeiras propriedades do caréter seguem diretamente de propriedades da
funcdo traco. Em especial, o trago da matriz de um operador independe da base
fixada no espago (e com isso podemos falar no trago do operador, sem fazer men-
¢do a nenhuma base ou matriz), isso pode ser verificado através da identidade
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tr (AB) = tr (BA), satisfeita por quaisquer duas matrizes de dimensdes compati-
veis, e observando que se T e T' sdo as matrizes de um mesmo operador em bases
distintas, entao existe Q inversivel tal que T/ = QTQ!.

PROPOSICAO 1.11. Se x, € o cardter de uma representacio p: G — GL(V) de
um grupo compacto em um espaco V de dimensao finita, entdo:

(1) x,(e) =dimV (e € o elemento neutro de G),

(2) Xp(g_l) = X,(g) para todo g € G,
(3) Xp(hgh_l) = X,(9) para todos g,h € G.

DEMONSTRACAO. Como V tem dimensao finita e como G é compacto, pela
Proposicao 1.1, podemos considerar V' com um produto interno no qual a repre-
sentagdo p é unitaria. Consideremos as matrizes da representagdo relativas a uma
base ortonormal.

Como a matriz de p(e) é igual & matriz identidade em qualquer base, temos
que x,(e) =trI = dim V. Também,

= Zpi,i(gil) = Zpi,i(g) = x,(9)-

E por fim,
Xp(hgh™") = tr (p(h)p(g)p(h ")) = tr p(g) = x,(9)- O

PROPOSIGAO 1.12. Sejam p: G — GL(V) e 7: G — GL(W) duas representa-
coes em espagos de dimensdo finita:

(1) Se p e T sdo equivalentes, entdo x, = Xr-

(2) O cardter x,, da representagio w =p® T em VO W € x,(9) = xp(9) +
X+(g), para todo g € G.

(3) O cardter x,- da representagio p* em V* € x,+(9) = x,(9), para todo
geQG.

(4) O cardter x da representacio v = p&T em VOW € xy(9) = Xp(9)Xx+(9),
para todo g € G.

DEMONSTRAGAO. Se p e T sdo equivalentes, entdo existe um G-isomorfismo T’
entre V e W e logo, para todo g € G, temos

Xo(9) = trplg) = tr (T '7(9)T) = tr7(g) = x-(9)-
Fixemos produtos internos em V e W de modo que as representacoes sejam

unitarias e bases ortonormais {ej,...,e,} em Ve {f1,..., fm} em W. No caso da
soma direta, {eq,...,e,} U{f1,..., fin} &€ uma base ortonormal de V'@ W e, para
todo g € G,
Xol(9) =trw(g) = (w(g)eiei) + Y (w(@)fy 1)
i=1 f=1
=Y {p(g)eied) + D> (T(a) 15, 1;) = trp(g) + tr7(9) = X, (9) + X (9).
i=1 f=1

No caso do espago dual, a partir das defini¢coes de p* e da base dual, temos
para todos i,j =1,...,ne g € G,

pii(9) = (p*(9)ej)(ei) = € (plg™ )ei) = pyilg™") = pii(9)
e logo para todo g € G,

9) =Y _0ii(9) = piil9) = x,(9)-
=1 =1
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No caso do produto tensorial, {e; ® f; :i=1,...,n, j=1,...,m} é uma base
ortonormal de V' ® W e, para todo g € G,

xu(g) = tri(g) = Z D Wler® fi) i@ £y

:ZZ 61®7’ )fjaei®f3 ZZ 62,67, ( )fj?fj>

i=1f i=1 f=1
= trp(g)tr7(g) = x,(9)x-(9). O

O primeiro item da proposi¢ao anterior mostra que o carater é uma funcao das
classes de equivaléncia das representagoes. Veremos na Proposicao 1.16 que essa
funcao é injetiva, isto é, que se duas representagoes possuem o mesmo carater, entao
sao equivalentes. Portanto os caracteres caracterizam as classes de equivaléncia das
representagoes.

Os caracteres das representagoes irredutiveis formam uma familia ortonormal
de fungoes:

PROPOSIGAO 1.13. Sejam p: G — GL(V) e 7: G — GL(W) duas representa-
¢oes irredutiveis de um grupo finito G em espacos de dimensao finita.
(1) Se p e T nao sio equivalentes, entdo (X,,Xx-) = 0.
(2) (XpsXp) =1

DEMONSTRAGAO. Pela Proposicao 1.1, podemos fixar produtos internos em V'
e W tais que p e 7 sejam unitérias. Fixemos bases ortonormais e denotemos por
pi;(9) e 7; ;(g) os coeficientes das matrizes das representagdes com relagio a essas
bases. Temos:

<XP’XT |G| ZXP X'r g |G| ZZPH );Tj’j(‘g)

geG geG i=1

n m n m
:ZZ Zpl@ TJ] ZpllvTjj
i=1 j= geG =1 j=1
e entdao ambos os resultados seguem dlretamente da Proposu;ao 1.10. O

Pelo terceiro item da Proposicao 1.11, os caracteres sao constantes dentro das
classes de conjugacdo do grupo. Tais funcgoes sao chamadas funcdes de classe e
formam um subespaco de C©.

PROPOSIGAO 1.14. Os caracteres das representagoes irredutiveis formam uma
base ortonormal do espaco das fungoes de classe de um grupo finito G e portanto o
numero de representacgoes irredutiveis nao-equivalentes entre si € igual ao niumero
de classes de conjugagdo de G.

DEMONSTRAGAO. A Proposigao 1.13 mostra que os caracteres formam um con-
junto ortonormal; falta mostrar que eles geram o subespago considerado.

Seja entdo f € CY uma fungio de classe tal que (f,x,) = 0 para qualquer
representacao p irredutivel. Desejamos mostrar que f = 0.

Seja p: G — GL(V') uma representagao irredutivel de G e considere

T=> fl9)r(g)

geG
Temos que T € End(V)G, pois para todo h € G,

T =" flg)plhg) = F(h=Tgh)p(gh) = > f(g) =Tp(h).

geG geG geG
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Pelo Lema de Schur, T'= AI. Calculando o trago de T', obtemos
T =Y F(9)xp(9) = |Gl {xp. f) = 0,

geG
e portanto T = 0. O mesmo argumento estende-se para qualquer representagao
em espacos de dimensao finita, pois pela Proposicao 1.5 tais representagoes sao
completamente redutiveis e 7' = 0 em cada termo da decomposicao.
Consideremos p sendo a representacao regular de G e a base {¢, : g € G} de
G©, definidas no Exemplo 1.2. Aplicando T em ¢,, obtemos

0=T¢.= Z mp(g)@ = Z m%

geG geG

Como {¢, : g € G} ¢ linearmente independente em C%, concluimos que f =0. O

Temos agora as ferramentas necessarias para a demonstragao dos teoremas
prometidos sobre a decomposi¢ao de uma representagao como soma de subrepre-
sentacoes irredutiveis.

TEOREMA 1.15. Sejam G um grupo finito e p*: G — GL(Vy), comk =1,...,7,
representantes das classes de representacgoes irredutiveis do grupo. Denotemos por
Xk 08 caracteres dessas representacoes.

Se p: G — GL(V) é uma representagdo em um espago de dimensdo finita com
decomposicao em soma de subrepresentacoes irredutiveis:

V=hLo --&Il,
I, =Vi1® D Vi,
de modo que a subrepresentacao em Vi ; € equivalente a p* para todo k =1,...,7r

ei=1,...,my, entdo my = (X, Xk) € 05 nimeros my nao dependem da decompo-
si¢ao particular.

DEMONSTRAGAO. Pelo segundo item da Proposi¢do 1.12, podemos expressar
Xp como combinagao linear dos caracteres das representacoes irredutiveis:

Xp = max1 + -+ MmeXe

O resultado segue diretamente das relagoes de ortogonalidade vistas na Propo-
sicao 1.13. O

PROPOSIGAO 1.16. Se duas representagoes em espagos de dimensdao finita pos-
suem o mesmo cardter, entdo sao equivalentes.

DEMONSTRAGAO. Se duas representagdes tém o mesmo carater, entdo pelo
Teorema 1.15, elas podem ser decompostas em termos de representagoes irredutiveis
de maneira semelhante e logo sao equivalentes. O

TEOREMA 1.17. Seja p: G — GL(V') uma representacio de um grupo finito G
em um espaco de dimensao finita com decomposicao em subrepresentacdes irredu-
tiveis nos mesmos termos descritos no Teorema 1.15.

Entao a projecao py de V na componente isotipica Iy, é dada pela formula

Pr = Cgfl > xie(9)r(9),

geG

com dy, := dim V. Portanto as componentes isotipicas nao dependem da decompo-
st¢do em subrepresentacgoes irredutiveis escolhida.

DEMONSTRAGAO. Como py é uma combinagao linear dos operadores p(g), te-
mos que cada subespaco V;; é um subespaco invariante de py.
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Observe que p; € End(V)%, pois para todo h € G,

h)py = \G| ZXk (hg) |G| ZXk h=1gh)p(gh)
geG geG

dy, —_
= 1@ > xk(@)p(g)p(h) = prp(h).
geG
Fixando um subespaco invariante e irredutivel V; ;, pelo Lema de Schur, temos
que a restrigao de py é igual a \I. Comparando os tragos, obtemos

dy,
Ady = tr (M) = trp, = il Zxk g) = di. (X1, Xx)
geG
e pela Proposicao 1.13, py, = 0511 em Vj ;.
Observando pi em todos os termos da decomposi¢gao, vemos que pi é a iden-
tidade em [ e nulo em cada I; com [ # k. Portanto, py é a projegdo de V em
I. O

PROPOSIGAO 1.18. Se a representacio p: G — GL(V) de um grupo finito em
um espaco de dimensdo finita € unitdria, entdo suas componentes isotipicas sao
ortogonais.

DEMONSTRAGAO. Pela Proposic¢ao 1.5, o espaco V' possui uma decomposigao
como soma direta ortogonal de subrepresentagoes irredutiveis. Usando essa decom-
posicao ortogonal vemos que as componentes isotipicas também sao ortogonais entre
si. O

Calculando o caréter da representagao regular podemos estabelecer mais resul-
tados sobre as representagoes irredutiveis de um grupo finito.

ProroOSIGAO 1.19. Sejam xi, com k =1,...,r, os caracteres das representa-
¢oes irredutiveis de um grupo finito G e dj, as dimensdes dos respectivos espagos de
representacao. Entao:

(1) As dimensdes dy, satisfazem Y ,_, di =|G|.
(2) Para todo g € G, g # e, temos Y, _, dixk(g) = 0.

DEMONSTRAGAO. Sejam p a representagao regular de G e {¢, : g € G} a
base de C%, definidas no Exemplo 1.2. Para calcular Xp, basta observar que a
representagao atua permutando os elementos da base e que se g # e, entao gh # h
para todo h € G. Assim, os termos diagonais das matrizes p(g) nessa base sdo zero
para todo g # e. Logo,

Xp(e) =dimC? = |G| e x,(9) =0, para g € G\ {e}.

Pela Proposicao 1.14, x, pode ser expresso como combinacao linear dos carac-
teres xx. Como

<XP? Xk) |G| Z Xp Xk Xk( ) = dy,
geG
temos
Xp = lel + -+ err-
Aplicando essa formula em e, obtemos o primeiro item e aplicando em g € G,
g # e, obtemos o segundo. O

O préximo teorema mostra que os coeficientes das matrizes das representa-
¢es unitarias e irredutiveis do grupo formam uma base ortonormal de C%. Como
mencionado no inicio desta se¢ao, a maior parte das proposigoes vistas podem ser
estendidas para grupos compactos. No caso de C, esse espaco é substituido pelo
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espaco de Hilbert L?(G) e o teorema correspondente (conhecido como Teorema de
Peter-Weyl — veja o Teorema 1 da Subegao 1.4.3 de Vilenkin [Vil68]) diz que essas
fungoes formam um sistema ortonormal completo desse espago.

TEOREMA 1.20. Sejam p*: G — GL(Vi), com k = 1,...,r as representacoes
unitdrias e irredutiveis de um grupo finito G e pﬁj (g) os coeficientes das matrizes
dessas representacgoes com relacao a bases ortonormais fixadas nesses espagos. As
funcoes @pﬁj, comdp :=dimVy, k € r ei,j = 1,...,dg, formam uma base
ortonormal de C%.

DEMONSTRAGAO. Pela Proposicdo 1.10, essas fungoes formam um conjunto
ortonormal. Pelo item 1 da Proposicao 1.19, elas geram C&. O

As formulas de projecio dadas no Teorema 1.17 sdo uteis para construir expli-
citamente a decomposicao de uma representagao em componentes isotipicas. Nao
podemos esperar formulas semelhantes para a decomposi¢ao das componentes iso-
tipicas em subrepresentagoes irredutiveis, visto que tal decomposi¢ao nao é unica,
mas vemos a seguir um método que produz tal decomposigao a partir da escolha
de uma base para um certo subespago da componente isotipica.

TEOREMA 1.21. Seja p: G — GL(V') uma representagdo unitdria de um grupo
finito G em um espago de dimensao finita com decomposicGo em componentes iso-
tipicas

V=L 1 ---11I,.
Para k =1,...,r, seja p*: G — GL(Vi) uma representagio unitdria e irredutivel
associada & k-ésima componente da decomposicao anterior. Sejam dy a dimensdo
de Vi, e p’;ﬂ(g) os coeficientes das matrizes dessa representacdo com relacdo a

uma base ortonormal de Vi. Para o,B = 1,...,d, considere o operador linear
Pap: V=V
dy
Pop = 1o > ok s(9)nl)
geG
Entao:

(1) O operador pa.o € uma projegdo, sua imagem Wy, estd contida em I, e
Ip=Wy L.~ L W,,.

(2) O mapa pa,p € nulo em todo I; com | # k e em todo W, com ~y # 3; € um
isomorfismo entre Wg e W,,.

(3) Seja {acgl), e xgmk)} uma base ortonormal de Wy. Para i =1,...,my
ea=1,...,dg, seja ) = pa,wgl)- Entao {J;Y),...,x((;:} é uma base

ortonormal de um subespago Vi ; tal que:

(a) Vi, € um subespago invariante da representagdo p e para todo g € G,
a matriz de pV*i(g) € igual a matriz de p*(g) nas suas respectivas
bases jd fizadas (pV*i € equivalente a p*).

(b) I =Vig1 L+ L Vi,

DEMONSTRAGAO. Paral # k, consideremos uma decomposi¢ao da componente
I; em subespagos invariantes e irredutiveis

Li=Vian®- & Vim,.

Como p, g ¢ combinagdo linear dos operadores p(g), os subespagos V;; s@o inva-
riantes para pq g €, fixando uma base ortonormal em cada subespago V;;, vemos
que os coeficientes da matriz de po gly,; s@o nulos, pois pelo primeiro item da
Proposicao 1.10, '

(Pa.slvi s = di{ph . p2i') = 0
e portanto p,, g é nulo em todo I; com [ # k.
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Para todos a, 8,7v,6 = 1,...,dg, os operadores definidos no enunciado satisfa-
zem
o {pa,e s€ 5 =7,
Po,BPy,e = L.
0 caso contrario.
De fato,
Pa,pPry,e = Z pOé»B p’y, h) Z paﬁ p'ys h)p(h)
g,h€G g9,heG
Z ok 5(9)pk (b g)p(h)
g,heG
Z Pk s(g Zpe,c Yt (9)p(h)
g,heG
S S (S ek 0))o
heGC 1 geG
Gl 5
RS ) SO NN FUEI S 3 )
heG ¢=1 heq
= 5/3,’vpa7e-

Logo pi’a = Pa,a € Pa,n € Uma projecao com imagem contida em Ij. Pelo
Teorema 1.17, Zi’;l Do, € a projecao sobre I e entao I, = Wy 4 --- + Wy, .
Para ver que a soma ¢é direta e ortogonal, note que como os operadores p,,g séo
definidos como uma combinagcao linear dos operadores p(g), eles também preservam
o produto interno de V' e portanto se a # 3, v € W, e u € Wp,

(v,u) = (Pa,av, Pp,pU) = (Pg,6Pa.a¥, Ps.ePs,51) = 0,
Pois pg aPa,a = 0. Isso conclui a demonstracao do item (1).
Como py,spy,y = 0 se v # 3, 0 mapa p,,s ¢ nulo nos subespagos W, com
v # B edimImp, g < dimWg. Como py gps,a = Pa,as temos que W, C Imp, g
e dimW, < dimWjg. Trocando o por 8, temos dim W, = dim W3 e portanto
Imp, g = W, Isso conclui a demonstracao do item (2).

Que {xgi), . ,x((;g} ¢ um conjunto ortonormal, segue do fato de I ser soma
direta ortogonal dos subespagos W, e gc((f) € W, paratodo a=1,...,d.
A seguinte identidade é satisfeita para todo h € Ge 8,y =1,...,d:
dp
p(h)psy =Y PE 5(h)Dary-
a=1
De fato,
1g
p(h)ps = |G‘Zpﬁw |G|Zpﬁwh r(g)
g€@G g€eG

= G S hala mZZm g7k 5(h)ol9)

geG geG a=1
dy,

dy,
= Z |G\ Z pk - (9)p(g) = ZPZ,B(h)p%’Y
a=1

a=1 geG
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e disso segue o item (3) (a), jéqueparatodogeG i1=1,....mpefB=1,...,d,

= p(g)pp.azt’ Zpa,g 9Pz’ Zpa

Para mostrar o item (3) (b), note que para4,j = 1,...,my, @ # j, temos Vi ; L

p(g)z

Vi,j- De fato, para quaisquer a,f=1,...,dg, caso « 7é ﬁ, temos <xa ,xg)> =0
pmsxa e Wy e:r GWg,casoa—B,

<ng),x,(j)> (pa 1% ,pa 1$§J)> <x(i) :v(j)> —0,
pois o conjunto {mgl), cee (mk } foi escolhido ortonormal. A igualdade afirmada
no item (3) (b) segue do fato de ambos os espagos terem dimensdo dgmy. O

1.2. Kernels positivos, continuos e invariantes

Uma matriz em C"*™ pode ser vista tanto como uma fungdo {1,...,n} x
{1,...,n} = C quanto como um operador linear em C". Nesta se¢ao substituimos
{1,...,n} por um espago topologico compacto de Hausdorff X. Consideramos fun-

¢oes complexas, pois na Segao 1.2.2 usamos a teoria de representacgoes desenvolvida
na ultima se¢do, entretanto todas as definicbes podem ser consideradas de forma
analoga no caso real. Uma referéncia mais completa para kernels em espacos de Hil-
bert é o Capitulo VI de Reed e Simon [RS72]. J4 a sec¢@o sobre kernels invariantes
segue a Segdo 3.3 de Bachoc, Gijswijt, Schrijver e Vallentin [BGSV12].

1.2.1. Kernels positivos e continuos. Seja X um espaco topolégico de
Hausdorff compacto e w uma medida de Radon (i.e., definida em todos os conjuntos
de Borel, finita em compactos e internamente regular) estritamente positiva de X
(i.e., todo conjunto aberto e ndo-vazio possui medida estritamente positiva), norma-
lizada de modo que w(X) = 1. Consideramos o espaco de Hilbert L?(X) das fungoes
complexas com quadrado integravel em X (na verdade, classes de equivaléncia, em

que duas fungoes f e g sao consideradas equivalentes se [ (f(ac)—g(alc))2 dw(z) =0)

com o produto interno
- [ s@i ). )

Um kernel de Hilbert-Schmidt é uma fungao K € L*(X x X). A um kernel
associamos um operador integral de Hilbert-Schmidt, que é um operador da forma

Ty: L*(X) = L*(X), (Txf)(=x / K(z,y)f(y)dw(y).

Tal como uma matriz pode ser positivo-semidefinida, dizemos que um kernel
K ¢é positivo se seu operador associado for auto-adjunto e positivo, isto é, se para
todo f7g € L2(X)7 temos <TKfag> = <f7TKg> € <TKfaf> > 0

Consideramos também fungoes continuas C(X) e kernels continuos C(X x X),
que de forma semelhante definem operadores integrais em C(X). Como estamos
supondo X compacto, esses espagos sao subespagos densos de L?(X) e L*(X x X)
(Teorema 3.14 de Rudin [Rud87]). Dizemos que um kernel continuo é hermitiano se
K(z,y) = K(y,x) para todo z,y € X; o conjunto dos kernels continuos e hermiti-
anos ¢ denotado por C(X X X)per (no caso real trocamos o termo “hermitiano” por
“simétrico” e usamos a notacdo C(X X X )sym), com a continuidade, a condigdo sobre
o kernel ser hermitiano é equivalente a de seu operador associado ser auto-adjunto.

Denotamos o conjunto dos kernels continuos e positivos por C(X x X)=o. Esse
conjunto possui uma caracterizagao muito util que apresentamos a seguir como
uma proposigao, cuja demonstracdo pode ser encontrada em Bochner [Boc4l] ou
adaptada a partir da Proposigdo 3.35 de Folland [Fol16].
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PROPOSICAO 1.22. Um kernel continuo e hermitiano K € positivo se e somente
m .

se para qualquer subconjunto finito {x1,...,xm} de X, a matriz (K(xi7xj))ij:1 é
positivo-semidefinida.

1.2.2. Kernels invariantes. Supomos agora que existe um grupo compacto
G que age continuamente em X e que w é G-invariante (i.e., w(gA) = w(A) para
todo g € G e A subconjunto mensuravel de X). A agido de G em X induz uma
representagao unitéria L em L?(X) definida por

(L(9)f) (@) := f(g™ ). (10)
Dizemos que um kernel K é invariante se seu operador associado Tk comuta
com a representacao de modo a ser um G-endomorfismo. Com a hipotese sobre a
continuidade da agéo, podemos restringir a representagao a C(X) ese K € C(X xX),
a condicao de invaridncia é equivalente a dizer que K (gz, gy) = K(x,y) para todos
z,y € X e g € G. De forma semelhante ao definido em (6), usamos as notagoes
L2(X x X)9 C(X x X)€ ., C(X x X)€,, etc, para os respectivos espagos de kernels
invariantes. -
Seja V um subespaco invariante de C(X) de dimensao finita e V) o subespaco
de C(X x X) gerado pelos kernels da forma (x,y) — fi(z)f2(y), com fi,fs € V.
Note que se {v1, ..., v,} € uma base ortonormal de V', 0 operador associado ao kernel

z,y) — vi(x)v;(y) corresponde ao operador v} ® v; na notagdo da Segdo 1.1.1. De
j J
fato, se K(z,y) = v;(z)vj(y) e f € V, temos

(Ti f)() = / o0y @)F () deoly) = (f, 03) ().

X

Logo os kernels de V() correspondem justamente aos operadores de V* @ V.

Nos Capitulos 2 e 3 estamos interessados em descrever kernels continuos, po-
sitivos e invariantes. Com a correspondéncia entre os kernels de V(2 e os opera-
dores de V* ® V, isso pode ser feito com o método de bloco-diagonalizagao de
G-endomorfismos da Segao 1.1.3, conforme descrito a seguir.

ProPOSIGAO 1.23. Considere V' decomposto como soma ortogonal de subespa-

¢os irredutiveis

V=L 1 ---11I,

I =Vi1 L L Vi,
com a subrepresentacdo de Vi ; equivalente a de V) ; se e somente se k = [. Para
cada k =1,...,r et =1,...,my, seja {ex,i1,...,€kia,} uma base ortonormal
de Vi ; tal que as matrizes das subrepresentagoes de G em subespagos equivalentes
sejam iguais. Seja Ey a matriz de tamanho my X my cujas entradas sao os kernels

d.
(Ek)i’j(ﬂi,y) = Z 6k,i,s(x)6k,j,s(y)~
s=1

Um kernel K € V(2 ¢ positivo e invariante se e somente se existem matrizes
positivo-semidefinidas A, = ()\ﬁj) tais que

K= > XN;(Br), ;= > (AeEy).
k=1i,j=1 =1

DEMONSTRAGAO. Segue do Lema de Schur e do método de bloco-diagonalizagao
descrito no Teorema 1.8 que os kernels (Ek')i ; geram o espago dos kernels invari-

antes. Basta observar que como, pela escolha das bases, a matriz de L(g) em cada
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subespaco V}; € unitaria e nao depende de 7, temos que (Ek)ij(g_lgg,g—ly) =

G
(B), ;(@9) e logo Tig,), , € (Vii; @ Vi)
A equwalenma entre K ser um kernel positivo e as matrizes Ay serem positivo-
semidefinidas segue de que para quaisquer g, h € C(X),

(Txg,h //my y)A(@) duo(z) dw(y)
_iZA JZ/ / ekis(T)en ;s (¥)g(y)h(x) dw(z) dw(y)

klz]l

5 5 3) SE RN cwvers

k=1s=114,j=1

logo fazendo g = h,

(Txg, g) ZZ Z N (enis 9) (enjiss 9)-

k=1s=11¢,j=1

Se as matrizes Ay forem positivo-semidefinidas, entdo para qualquer g € C(X),
o termo & direita na equagao anterior é nao-negativo e portanto K é um kernel
positivo. Por outro lado, se K é um kernel positivo o termo a esquerda é nao-

negativo para todo g € C(X) eparacada k=1, ..., 7 e ai,...,an, € C, existe
g € I que faz o termo a direita ser igual a ZZ el )\k ;aiag, de modo que a matriz
Ay é positivo-semidefinida. u

O teorema seguinte é muito semelhante a proposi¢ao anterior, porém possui
hipoteses mais simples, o que facilita sua aplicagdo na Proposi¢ao 3.2 do Capitulo 3.

TEOREMA 1.24. Considere V' decomposto como soma direta de subespagos ir-
redutiveis,

V=Ll1l--11I,

Ik = Sk,l @ @Sk,mk7
com a subrepresentacdo de Sy; equivalente a de S;; se e somente se k = l. Para
cada k=1,...,r ei=1,...,mk, seja {fri1, -, frid,} uma base ortogonal de
Sk,i com vetores cujas normas dependem apenas de k e ¢ e tais que as matrizes da

subrepresentag¢io de G em subespagos equivalentes sejam iguais. Seja Fy a matriz
de tamanho my X my cujas entradas sao os kernels

(Fk kazs .f/%]:( )

Um kernel K € V(2 ¢ positivo e invariante se e somente se existem matrizes

positivo-semidefinidas Ay, = ()\fj) tais que
I mi T
— k — i
K= % XN;(F),; =D (ArFr).
k=14,j=1 k=1

DEMONSTRAGAO. A demonstracdo deste teorema seguira da Proposi¢ao 1.23,
assim que estabelecermos uma relagao entre as bases de V' consideradas em cada
enunciado. Fixe £ = 1,...,r e considere uma decomposi¢ao ortogonal de I; em
subespacos invariantes e irredutiveis:

L =Vii L L Vi,

Para cada i = 1,...,my, como Si; é um subespaco invariante e irredutivel da
mesma componente isotipica, os subespacos sao equivalentes entre si e existe um
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G-isomorfismo entre Sy ; e Vj ;. Pela Proposicao 1.7, existe um G-isomorfismo que
preserva o produto interno e como os vetores fi;1,..., frid, a0 ortogonais e de
mesmo tamanho, podemos escolher um G-isomorfismo ¢y ;: Sk — Vi, de modo
que {€exi1,-.-,€kidy,}, COM €k ;s = @i fris), Seja uma base ortonormal de Vi ;.
Segue que as matrizes da representacao em V; ; sdo iguais as matrizes da repre-
sentagao em Sj; com as suas respectivas bases ja fixadas. Como V é soma direta
dos subespagos invariantes Sy ; e dos subespacos invariantes Vj ;, podemos definir
um G-isomorfismo ¢ de V em V a partir das transformacoes ¢y, ;; para isso basta,
para cada v € V, escrever v = >, > sp;, com si; € Sk, e entdo definir
Pv =34y Dok DiSk,i-

Temos que ¢~ ! é um G-isomorfismo de V em V que leva os vetores €k,i,s NOS
vetores fj ;s €, visto na base de vetores ey ; s, possui a mesma estrutura bloco-
diagonal descrita na Segao 1.1.3. Isso implica que para cada k = 1,...,r existe uma
matriz Ay = (af’ ;)i joy inversivel tal que

mp
fk,i,s = g A,5€k,j,s5
Jj=1

para todo i = 1,...,mg e s = 1,...,di. Escrevendo E} como no enunciado da
Proposicao 1.23, temos

Essa relagao permite-nos obter o teorema a partir da proposigao anterior.
Pela Proposicdo 1.23, existem matrizes positivo-semidefinidas Aj, tais que K =
Sy <A§€,E7k> Substituindo Ej por A,:le(Agl)* e denotando /T;;l por By, te-
mos

K=Y (A, Ep)=> (A, BiFpBj) =Y tr(BiFx BiAy)
k=1 k=1 k=1

= > o (F BiALBy) = > (BiA Bi, F)
k=1 k=1
e entdo fazendo Ay = Bj A} By, obtemos a expressao do teorema. O

Em certos casos, com o auxilio do Teorema de Stone-Weierstrass (Teorema IV.9
em Reed e Simon [RS72]), é possivel considerar sequéncias de subespagos invariantes
e de dimensao finita

VoCViC---CC(X),
de modo que um kernel de C(X x X) possa ser aproximado uniformemente por
kernels de Vd(Q) com d suficientemente grande.

Nas aplicagoes dos proximos capitulos, estamos interessados em kernels reais. Se
G for um grupo cujas representagoes irredutiveis sao realizaveis em espagos vetoriais
reais, podemos ver o conjunto dos kernels reais como um subconjunto dos kernels
complexos e encontrar bases para os subespacos irredutiveis e invariantes formadas
apenas por funcoes reais, de modo que um kernel real possa ser representado por
matrizes positivo-semidefinidas reais na expressao dada pelo Teorema 1.24.

1.3. Programacao cénica

Programacao conica é uma grande classe de problemas de otimizacgao definidos
em termos de cones e que inclui os problemas de programagao linear e semide-
finida. Nesta secao vemos defini¢oes e resultados que incluem cones contidos em
espagos vetoriais de dimensao infinita, o que sera tutil para a teoria desenvolvida
no Capitulo 5, porém aqui, ao contrario das duas tultimas segoes, nos restringimos
a espagos vetoriais reais. Vemos também uma teoria de dualidade que consiste no
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estudo conjunto de um par de problemas de otimizagao que possuem uma relagao
de simetria entre si e que produzem limitantes para os valores das solugoes via-
veis um do outro. A principal referéncia desta se¢do sdo os Capitulos III e IV de
Barvinok [Bar02], uma referéncia complementar para o estudo de cones em espagos
vetoriais topologicos é o livro de Aliprantis e Tourky [ATO7].

1.3.1. Teoremas de separagao. Apresentamos primeiramente dois teoremas
chamados “teoremas de separagdo” que sdo muito tuteis adiante. Ambos mostram
a existéncia de funcionais lineares que separam conjuntos convexos' disjuntos com
certas propriedades topologicas.

Um espago vetorial topoldgico é um espago vetorial considerado junto com uma
topologia onde as operagoes de adigao e multiplicagao por escalar sao continuas. O
primeiro teorema supde que um dos conjuntos possui interior ndo-vazio (Teorema

I11.3.2 de Barvinok [Bar02]):

TEOREMA 1.25. Sejam V' um espago vetorial topoldgico e A, B C V' dois con-
Juntos convexos tais que ANB = () eint A # (. Entdo existe um hiperplano fechado
que separa A e B, isto €, existe um funcional linear continuo f: V — R nao-nulo
tal que f(z) < f(y) para todo x € A ey € B.

Um espago vetorial topolédgico é localmente convexo se a sua topologia possuir
uma base formada por conjuntos convexos; note que qualquer espaco normado é
localmente convexo j& que as bolas que geram a topologia desses espagos sao con-
vexas. Consideramos esses espagos pois assim temos o seguinte teorema (Teorema
I11.3.4 de Barvinok [Bar02]):

TEOREMA 1.26. Sejam V um espago vetorial topoldgico localmente convexo,
A C V um conjunto convexo fechado e w € V \ A. Entao existe um hiperplano
fechado que separa estritamente u de A, isto €, existe um funcional linear continuo
f:V =R tal que f(z) < f(u) para todo x € A.

1.3.2. Dualidade entre espagos vetoriais. Sejam E e F dois espacos ve-
toriais reais. Se (,) : E x F' — R ¢ uma forma bilinear ndo-degenerada, isto &, tal
que {e, f) =0 para todo e € F implica f =0 e (e, f) = 0 para todo f € F implica
e = 0, dizemos que {,) é uma dualidade entre F e F. Dizemos também que E e
F formam um par dual. Um exemplo tipico de par dual é quando E é um espaco
vetorial topologico de Hausdorff localmente convexo, F' é seu dual topologico (o
espago de todos os funcionais lineares continuos) e (e, f) = f(e); pode-se mostrar
que essa forma bilinear é nao-degenerada com o Teorema 1.26 ¢ o fato de {0} C E
ser fechado.

Note que a definicdo de par dual nao pressupoe que os espagos E e I’ sejam
espagos vetoriais topologicos. Podemos tornar os espagos F e F' de uma dualidade
em espagos vetoriais topologicos localmente convexos com a chamada topologia fraca
da dualidade que em F é a topologia gerada pela base de conjuntos abertos da forma

{le€eE:a; < (e fi)<pBi, i=1,...,m},

com f1, ..., fm € Feay, P1, ..., am, Bm € R. A topologia fraca da dualidade em
F é definida de maneira similar. Essas s@o as menores topologias com as quais os
funcionais ¢¢: E = R, ¢r(e) := (e, f) e Ye: F = R, c(f) := (e, f) sao continuos
para todo e € F e f € F. Com essas topologias temos a seguinte proposi¢ao
(Teorema 4.2 de Barvinok [Bar02]):

PROPOSIGAO 1.27. Seja {(,): E x F — R uma dualidade e considere E e F
espagos topoldgicos com suas respectivas topologias fracas. Entao, para cada f € F,

1Um subconjunto S de um espago vetorial é convezo se para todo u,v € S e A € [0,1] temos
Au+(1—=XNves.
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a fungao ¢s(e) = (e, f) € um funcional linear continuo em E, assim como para
cada e € E, a fungao Y (f) = (e, f) € um funcional linear continuo em F. Além do
mais, todo funcional linear continuo ¢: E — R pode ser escrito como ¢(e) = (e, f)
para um unico f € F e todo funcional linear continuo ¢: F — R pode ser escrito
como Y(f) = (e, f) para um dnico e € E.

DEMONSTRAGAO. Provemos primeiro que ¢¢(e) ¢ um funcional linear continuo
para todo f € F. Seja e >0 e ey € E, para a := ¢s(ep), considere o aberto

U={eecE:a—ec<{e,f)<a+e}.

Temos que U é uma vizinhanga de eg e para todo e € U, temos |¢¢(e) —ds(eo)| < e
Logo ¢ & continuo em eg e, como eg € arbitréario, em todo E.

Provemos agora que qualquer funcional linear continuo ¢: £ — R é igual & ¢
para algum f € F tnico. Como ¢ é continuo em 0, existe uma vizinhanca U de 0
tal que |¢(x)| < 1 para todo x € U. Temos que U pode ser escolhido dentro da base
de abertos que define a topologia fraca e portanto é um conjunto da forma

U:{GEE:OL¢<<6,f,’><ﬂ1j, i:l,...,m},

com fi, ..., fm € Feay, B1, ..., Qm, Bm € R (note que como 0 € U, entao
a; < 0 < B; para i = 1,...,m). Para qualquer ¢ > 0, temos também que se
ea; < {(z,f;) < €B; para i = 1,...,m, entdo (1/e)z € U e, como ¢ é linear,
|p(z)| < e. Logo, fazendo € — 0, temos que se (z, f;) = 0 para i = 1,...,m, entdo
¢(x) = 0, isto &, ¢(x) = 0 se ¢;(x) := (x, f;) = 0 parai = 1,...,m. Isso implica
que? ¢ = A\1p1 + -+ + An®m, com i, ..., \yn € R e portanto ¢(x) = (z, f) com
f=Xf1+ -+ \nfm. Para provar a unicidade, suponha que existam f;, fo € F
tais que ¢(x) = (x, f1) = (z, f2) para todo € E. Entao (z, f1 — f2) = 0 para todo
I'GEefl—fQZO.

A demonstragao para os funcionais ¢: F — R é analoga. O

Daqui em diante consideramos implicitamente os pares duais com suas topolo-
gias. Também podemos considerar pares duais com topologias diferentes da fraca,
mas nesse caso precisamos que as topologias sejam compativeis com o par dual,
isto &, o resultado da Proposi¢do 1.27 torna-se uma hipodtese adicional (também
supomos que os espagos sejam localmente convexos). Novamente, o exemplo tipico
é F ser um espago normado com a topologia da norma e F' ser seu dual topologico
com a topologia fraca (nesse caso também conhecida como topologia fraca-x).

Sejam (,);: B1 x F1 — R e (,),: B2 x F; — R dualidades entre espacos
vetoriais. Se A: Ey — Ey e A*: Fy — F sao transformagoes lineares tais que

(Ae, f), = (e, A" f), paratodoseec E,, fe€ F,

dizemos que A* é a transformagao adjunta de A. A seguinte proposi¢do garante a
existéncia e a unicidade da transformacao adjunta:

PROPOSICAO 1.28. Sejam (,); : E1 x F1 = R e (,), : Es x F» — R dualidades
entre espagos vetoriais. Se A: By — FEy € uma transformagao linear continua, entdo
existe uma transformacao adjunta A*: Fo — Fy e essa transformacdo € unica.

DEMONSTRAGAO. Para f € F, seja ¢: Ey — R definido por ¢(e) := (Ae, f),.
Como A e (-, f), sdo lineares e continuos, temos que ¢ é um funcional linear continuo
e portanto, pela Proposicao 1.27, existe um tnico f’ € Fy tal que ¢(e) = (e, f');.
Fazendo A* f := f’, como (,), e (,), sao bilineares, nao ¢ dificil ver que A* & linear.

2Para ver isso, defina ®: E — R™ por ®(z) = (¢1(z),...,dm(z)) e note que se ®(x) = d(y),
entao ¢(z) = ¢(y), de modo que existe ¥: Im & — R linear tal que ¢ = 1po P e, apos estender 1) de
Im ® para R™, temos que % pode ser escrita como uma combinagao linear de suas coordenadas.
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Para demonstrarmos a unicidade, se A} e A5 sao duas transformacoes tais que
(Ae, f)y = (e, AT f); = (e, A5 f), paratodoe € Ey e f € Fy, entao (e, Ajf — A5f), =
0 para todo e € E; e portanto Aj f = A3 f para todo f € F5. O

1.3.3. Cones em espagos vetoriais topolégicos. Um subconjunto K de
um espaco vetorial E é chamado de cone (convezo) se para todos o, 8 € R, o, 8 > 0
ex,y € K, temos az + fy € K. Um cone é pontudo se K N (—K) = {0}.

Se K C E é um cone, defimos a relagao <y por

r<gysy—xe kK.

Nao é dificil mostrar que <y é reflexiva e transitiva, e que se x <k ¥, entdo
ar + z <g ay + z para todos z € F e a > 0. Entretanto, é necessario supor que
K seja pontudo para que essa relagao seja anti-simétrica e defina uma relagao de
ordem parcial em F.
Dada uma dualidade (,) : E X F — R e um cone K C F, o cone dual K* C F
é definido por
K*:={f€eF:(ef)>0, para todo e € K}.

Se K é um cone em F, definimos K* C F de maneira similar.

PROPOSIGAO 1.29. Seja (,): E X F — R uma dualidade e K C E um cone.
Se K é fechado, entio (K*)* = K.

DEMONSTRAGAO. Que K C (K™*)*, segue diretamente da defini¢do de cone
dual. Para mostrarmos (K*)* C K, considere x ¢ K. Como K ¢é fechado, pelo
Teorema 1.26, existe f € F tal que (x, f) < (u, f) para todo u € K. Como 0 € K,
temos (z, f) < 0. Ademais f € K*, pois se houvesse y € K tal que (y, f) < 0,
entao tomando A = ((z, f) / (y, f)) + 1, teriamos que (\y, f) < (z, f) com Ay € K.
Portanto = ¢ (K*)*. O

Até aqui, todas as defini¢Ges e resultados relativos a um par dual F, F' guardam
uma simetria entre os espagos, de modo que a ordem entre os espagos nao seja
relevante. A dltima proposicao d4 um passo a mais nessa dire¢ao ao mostrar que,
supondo K fechado, (K*)* = K; isso permitird que os programas primal e dual
definidos na proxima secdo sejam intercambiaveis. A hipotese sobre K ser fechado
também possui essa simetria, ja que K* sempre é fechado (isso pode ser observado
diretamente a partir da definigdo, que pode ser interpretada como uma intersecgao
de fechados).

Ja observamos que a ordem induzida por um cone s6 é realmente uma relagao de
ordem parcial se o cone for pontudo. Infelizmente em geral nao é verdade que o dual
de um cone pontudo é pontudo, entao precisamos considerar outras propriedades
em conjunto para obtermos uma caracterizacdo que preserve a simetria. A seguir,
denotamos por K — K o espago vetorial gerado pelo cone K, istoé K— K = {z—y:
z,y € K}.

PROPOSIGAO 1.30. Seja (,) : E X F — R uma dualidade e K C E um cone.

(1) Se K — K ¢ denso em E, entido K* é pontudo.
(2) Se K € pontudo e fechado, entao K* — K* é denso em F'.

DEMONSTRAGAO. Para provarmos o item (1), seja f € K*N(—K™*). Segue que
(e, f) = 0 para todo e € K — K e, pela continuidade de ¢¢(z) = (z, f) e densidade
de K — K, temos que (z, f) = 0 para todo = € E. Logo f =0 e K* é pontudo.

Para provarmos o item (2), suponhamos por contradicdo que K* — K* nao
seja denso em F'. Entao existe f € F nao pertencente ao fecho de K* — K* e
pelo Teorema 1.26, existe e € E tal que (e, f) > 0 e {e,z) = 0 para todo = €
K* — K* (aqui usamos que K* — K* é um subespago de F'). Como K é fechado,
pela Proposigao 1.29, (K*)* = K elogo e € KN(—K) = {0}, uma contradi¢ao. O
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A Proposigao 1.30 motiva a seguinte defini¢do: dada uma dualidade (,) : F x
F — R, dizemos que o cone K C E (ou F) é proprio se for fechado, pontudo e
K — K for denso em FE (ou F).

PrOPOSIGAO 1.31. Se (,): Ex F — R ¢ uma dualidade e K C E (ou F) ¢
um cone proprio, entao K* também é proprio. O

1.3.4. Par de programas primal e dual. A forma mais simétrica de apre-
sentar o par de problemas de otimizagao conica é a chamada forma canonica. Con-
sidere (,); : E1 x F1 = Re (,), : B2 x F5 — R duas dualidades, K1 C Eq, Ky C E»
dois cones e A: F; — FEs uma transformagao linear com adjunta. Fixados ¢ € F) e
b € F, temos respectivamente os programas primal e dual na forma candnica:

. b,
max (x,c)y i (0, 9),
Az <k, b, (11) Ay >k ¢, (12)
T 2k, 0. y >k; 0.

Trocando b,c e A por —c,—b e —A*, respectivamente, podemos reescrever o
programa (12) na forma do programa (11) e, supondo que K; e Ky sejam cones
fechados de modo que valha a Proposi¢do 1.29, o novo programa (12) torna-se
equivalente ao antigo programa (11) e dessa forma os programas primal e dual sdo
intercambiéveis.

O préximo teorema é conhecido como “teorema da dualidade fraca” e, apesar de
ter uma demonstragao simples, revela a principal caracteristica do par de problemas
de otimizacao: solugoes viaveis de um produzem limitantes para o valor das solu¢oes
vidveis do outro.

TEOREMA 1.32. Considere os problemas primal (11) e dual (12) na forma
canonica.

(1) (Dualidade fraca) Para qualquer solugdo vidvel x do problema primal e
qualquer solugao vidvel y do dual, temos

<I,C>1 S <b7 y>2 .
Se (z,c); = (b,y),, entio x ey sao solugoes dtimas.
(2) (Critério de otimalidade) Se x e y sao solugdes vidveis dos problemas
primal e dual tais que

(x,c—A%y); =0e (Ax —b,y), =0,

entao (x,c); = (b,y)y e x ey sdo solugdes otimas.
(3) (Folgas complementares) Se x e y sao solugoes dtimas dos problemas pri-
mal e dual tais que (x,c); = (b,y),, entdo

(x,c—A%y); =0e (Ax —b,y), = 0.

DEMONSTRAGAO. Sejam z € K; e y € K3 tais que Az <p, be A%y >k c.
Todos os itens deste teorema seguem diretamente da seguinte cadeia de desigual-
dades:

<JJ,C>1 < <.’L‘,A*y>1 = (Aa:,y>2 < <ba y>2' U

Denotando o valor 6timo do problema primal por e o valor 6timo do problema
dual por 3, o teorema anterior nos mostra que sempre vale v < 3. Entretanto, em
geral é possivel que ocorra v < . A diferenca f — v é chamada de intervalo de
dualidade (“duality gap”). Existem teoremas que garantem [ = ~ sob hipoteses
adicionais, a forma mais facil de mostrar-los é colocando os problemas na chamada
forma padrao.
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Considere (,); : E1 x F1 = Re (,), : F3 x F» = R duas dualidades, K C E,
um cone e A: E; — E5 uma transformagao linear com adjunta. Fixados ¢ € Fj e
b € E5, temos respectivamente os programas primal e dual na forma padrao:

max (z,c),
€ min (b, y),
Az=b, ~ (13) v (14)
Aty >k- c.
T ZK 0.

A forma padrao pode ser vista como um caso particular da forma canoénica,
pois os programas (13) e (14) sao iguais aos programas (11) e (12) quando K; = K
e Ky = {0}. Entretanto, ndo ha perda de generalidade ao considerarmos problemas
nessa forma pois é possivel reescrever problemas na forma canénica como problemas
na forma padréo. Para ver como, usamos “variaveis de folga”: considere £ = E1$® Fs
e F =F, @ Fy, com a dualidade (,) : E x F — R definida por ((e1,e2), (f1, f2)) =
(e1, f1)1+(e2, f2),, faca K = K1 XKy C E, ¢ = (c,0) e defina a transformacao linear
A: E — E5 por A(x,v) = Az 4 v. Temos que & > 0 implica que & = (z,v) com
r €Ky eveKye A7 = b implica que Az +v = b, isto é b >k, Az, de modo que
escrevemos o programa (11) na forma do programa (13); o dual (14) deste problema
também corresponde ao problema (12), pois A*y = (A*y,y) e K* = K7 x K3.

Existem diversos teoremas que dao condigoes para a dualidade forte, isto é, v =
5. Vejamos a seguir dois deles, outros resultados semelhantes podem ser encontrados
na Segao IV.7 de Barvinok [Bar(2].

TEOREMA 1.33. Considere os problemas primal (13) e dual (14) na forma
padrdo. Se o cone A(K) := {(Ax,(x,c),) : x € K} contido em Ey x R for fechado
e existir uma solugao vidvel para o problema primal, entdo v = . Se o valor dtimo
do problema primal for limitado, entao existe uma solugao dtima para o primal.

DEMONSTRAGAO. Se o problema primal nao for limitado (isto &, v = 00), entao
pela dualidade fraca o dual nao pode ser viadvel e v = 8 = co. Podemos entao supor
que v < 0.

Considere a linha L = {(b,7) : 7 € R}, também contida em Ey X R. A intersec-
¢do LN A(K) é um conjunto fechado de pontos da forma (b, (x,c),) com x viavel
para o primal. Como o problema primal é viavel, temos que L N A(K ) # 0 e como
essa intersecgao é fechada e estamos supondo que o primal é limitado, temos que
existe uma solugdo 6tima x¢ tal que (xo,c); = 7.

Pela dualidade fraca, ja sabemos que v < 3. Provemos agora que para qualquer
e > 0, existe uma solugao y viavel para o dual tal que (b,y), < v+ €, de modo que
B < . Como (b,y+¢€) ¢ A(K) e A(K) é convexo e fechado, pelo Teorema 1.26,
existe (y',0) € F» x R tal que

(b,y")g +a(v+e) < (Az,y)y + 0 (2,¢), (15)

para todo z € K. Como 0 € K, temos

b,y +o(y+e) <O.
Ademais, vale que

(Az,y")y + 0 (2,¢); >0
para todo x € K, pois caso tivéssemos (Az,y’), + o (z,c); < 0 para algum z € K,
como K é um cone, a condigio (15) seria violada para algum Az € K com A > 0.
Substituindo em (15) a solugao 6tima z¢ € K do primal, como Azxg = b, (zg,c) =7
e € > 0, obtemos ¢ < 0. Fazendo y := —(1/0)y’, temos (b,y), < 7+ € e também
(Az,y)y — (z,c); > 0 para todo = € K, o que implica (z, A*y —¢); > 0, de modo
que A*y >+ c. Portanto y é viavel para o dual e 8 = ~. O
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A seguir um outro teorema semelhante que também garante a dualidade forte.
Dessa vez a hipotese é sobre a existéncia de um ponto no interior de um conjunto
e em vez de usarmos o Teorema 1.26 para a separacao, usamos o Teorema 1.25.

TEOREMA 1.34. Considere os problemas primal (13) e dual (14) na forma
padrao. Seja A(K) C Ey x R o conjunto A(K) := {(Ax,t) : € K,t < (x,¢),}.
Se o primal possuir uma solu¢io vidvel T tal que (AZ,(Z,c),) € int A(K), entao
v = B. Se o valor étimo do problema primal for limitado, entdo existe uma solugao
dtima para o dual.

DEMONSTRAGAO. Se o problema primal nao for limitado (v = o), entao pela
dualidade fraca o dual nao pode ser viavel e v = 8 = co. Podemos entao supor que
v < oQ.

Considere o conjunto L = {(b,s) : s > 7}, também contido em Ep x R. A
intersecgdo entre L e A(K) é vazia pois caso (b,t) € A(K) N L, existiria x € K
viavel para o primal com (z,c); > 7, o que contradiz o fato de ~ ser o valor 6timo
do primal. Logo, pelo Teorema 1.25, existe (y',0) € F5 x R\ {(0,0)} tal que

(b, YY)y +0s < (Az,y), + ot (16)

para todo s > v,z € K et < (x,c),.
Como 0 € K, para t = (0,¢); = 0, temos (b,y'), +0s < 0 para todo s > v e
logo também vale
(b,y")y + 0y <0. (17)
Ademais, temos
(Az,y")y + 0 (z,0); >0 (18)
para todo x € K, pois caso tivéssemos (Az,y’), + o (x,c); < 0 para algum z € K,
como K é um cone, a condigdo (16) seria violada para algum Az € K com A > 0.
Provemos agora que o < 0. Caso o > 0, fixando s > v e 2 € K, a condigao (16)
seria violada para t — —oo. Também nao é possivel que o = 0, pois caso isso ocorra
terfamos que y' # 0 e, de (17) e (18), (AZ,y'), = (b,y') = 0. Como (AZ, (Z,¢c),) €
int A(K), existe uma vizinhanca U de b tal que para todo u € U, existe x € K com
Az = u. Como y' # 0 e (,), € nao-degenerada, existe v € E» tal que (v,y), > 0.
Como a fungao p: R — Fy definida por p(A) := Av+b & continua, p~(U) é aberto
em R e como 0 € ¢~ 1(U), existe € > 0 tal que se |\| < ¢, entdo v +b € U. Logo
existe ' € K tal que —(e/2)v +b = Az’ e entao (Az’,y’), < 0, 0 que entra em
contradi¢ao com (18).
Definindo y := —(1/0)y’, a partir de (18) temos (x, A*y — ¢); > 0 para todo
x € K e portanto A*y >k« ¢, isto é, y é solugdo viavel para o dual. Por outro lado,
a relacao (17) mostra que (b, y), < e como, pela dualidade fraca, vale (b,y), > v,
concluimos que (b, y), =7 e portanto y é uma solucao 6tima do dual. O

Em problemas de dimensao infinita é dificil aplicar o Teorema 1.34 pois muitos
cones de interesse possuem interior vazio. Em espacos de dimensao finita, como em
problemas de programacao semidefinida, esse teorema leva a uma condigao muito
atil para a dualidade forte, as vezes chamada de condigao de Slater:

PROPOSIGAO 1.35. Considere os problemas primal (13) e dual (14) na forma
padrdo e todos 0s espacos sendo de dimensdo finita. Se existir T € int K vidvel para
o primal e o valor dtimo do primal for limitado, entdo v = f e existe uma solugdo
dtima para o dual.

DEMONSTRAGAO. Podemos supor que a transformacao A é sobrejetora (como
jé estamos suponto que o primal é viavel, a substituicao de E5 pela imagem de
A nao altera o programa (13) e estamos encontrando uma solugdo 6tima para o
programa (14), cujo espago de variaveis é apenas reduzido). Como & € int K, existe
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uma bola em torno de & contida em K e como A é sobrejetora e 0s espagos possuem
dimensao finita, a imagem dessa bola por A também contém uma bola em E5. Temos
entao que (AZ, (Z,c),) € int A(K) e o resultado segue do Teorema 1.34. O



CAPITULO 2

O limitante de programacao linear

Neste capitulo obtemos o assim chamado limitante de programacao linear, cri-
ado por Delsarte, Goethals e Seidel [DGS77| para limitar o tamanho dos codigos
esféricos. Fazemos isso a partir do nimero teta de Lovész, conforme apresentado
por Bachoc, Nebe, Oliveira e Vallentin [BNAOFV09]. Apos vermos o nimero teta
de Lovasz em grafos finitos e sua extensao com kernels, a forma final do limitante
é obtida com o auxilio de certas propriedades dos polinémios harménicos esféricos,
que estudamos em detalhe ao final deste capitulo.

2.1. O numero teta de Lovasz para grafos finitos

Lovéasz apresentou em 1979 [Lov79] o paraAmetro 9(G), que limita superiormente
o namero de independéncia de um grafo finito G = (V, E). Existem diversas formas
equivalentes de apresenté-lo (veja o artigo original ou o artigo de Knuth [Knu94]),
uma delas é como o valor 6timo do seguinte programa de otimizacao semidefinida:

max Z X (u,v)

u,weV

X eRVYV, X =0,

ZX(mu) =1,

uev
X(u,v) =0 se {u,v} € E.
Nao ¢ dificil provar que ¥(G) limita o namero de independéncia a(G):
PROPOSIGAO 2.1. Para todo grafo finito G = (V, E), temos 9(G) > o(G).
DEMONSTRAGAO. Para qualquer subconjunto C' C V néo-vazio e indepen-

dente, seja xo: V' — {0,1} sua fungao caracteristica (tal que xo(u) =1 se u € C
e xc(u) = 0, caso contrario). Defina a matriz X € RV*" por
1
X(u,v) = @XC(U)XC(U)'
Temos que X é uma solugao viavel para o Programa (19) cujo valor é igual a
Zu,veVX(uvv) = |C| O

Observando as solugbes viaveis que representam os conjuntos independentes no
Programa (19), podemos obter um limitante melhor adicionando restrigdes de nao-
negatividade nas entradas de X. Esse limitante sera mais adequado para a nossa
aplicagdo e serd denotado por ¥/(G), seguindo Schrijver [Sch79] (X > 0 significa

31
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que todas as entradas de X devem ser ndo-negativas):

max Z X(u,v)

u,veV

XeRVY, X>0, X =0,

ZX(u,u)zl,

ueV

X(u,v) =0 se {u,v} € E.

Voltaremos a esse programa na Sec¢ao 5.2, quando vemos formas de fortalecé-lo.
Veremos agora um programa em que nao apenas o valor 6timo, mas qualquer solu¢ao
viavel produz um limitante para o numero de independéncia. Este é o programa
dual, conforme a teoria de dualidade de programagao conica vista na Secao 1.3.

min A\

AeR, ZeRVXV, Z =0,
(21)
Z(u,u) = X — 1 para todo u € V|

Z(u,v) < =1 seu,veV, u#v, {uv}¢kFE.
Como X = ﬁ[ ¢ uma solugdo estritamente viavel para o Programa (20), vale
a condicao de Slater (Proposi¢ao 1.35) para a dualidade forte e assim o valor 6timo
do Programa (21) também ¢é 9'(G). Provamos a seguir diretamente a afirmagao de
que solugdes viaveis para o Programa (21) produzem limitantes superiores para o
nimero de independéncia.

PROPOSIGAO 2.2. Se A\, Z satisfazem as restrigoes do Programa (21), entdo
a(G) < A

DEMONSTRAGAO. Se C' C V é um conjunto independente ndo-vazio qualquer,
como Z > 0, temos

0< > Z(u,v) < [C|(A= 1)+ (IC]” = [C)(-1),
u,veC

o que implica |C] < . O
2.2. Extensao do ntimero teta linha de Lovasz para cédigos esféricos

Voltamos agora ao problema central desta dissertacao, em que desejamos li-
mitar o tamanho méaximo de um cédigo esférico C' C S"~! com distancia angular
minima 6, valor denotado por A(n,#). Como descrito na introdugao, esse problema
pode ser formulado como o nimero de independéncia do grafo G, que possui
conjunto de vértices S"~! e arestas entre vértices com distancia angular menor
que 6.

Notemos aqui que S”! com sua medida de superficie w satisfaz as hipéteses
impostas sobre X na Segao 1.2 e assim podemos estender o ntmero teta linha de
Lovész para o grafo G, ¢ substituindo as matrizes no Programa (21) por kernels
continuos (note que estamos usando kernels reais):

min A
ANER, Z € C(Sn_l X Sn_l)tm
Z(u,u) = X\ — 1 para todo u € S" 1,

Z(u,v) <=1 sewu-ve€[—1,cosb].
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A hipotese sobre a continuidade dos kernels permite-nos usar a caracterizagao
dos kernels continuos e positivos dada na Proposigao 1.22, que faz com que o mesmo
argumento usado na demonstragao da Proposicao 2.2 se aplique a esse limitante.

PROPOSIGAO 2.3. Se A\, Z satisfazem as restrigées do Programa (22), entdo
A(n,0) < A\ O

Também seria natural tentar considerar o Programa (20) com kernels, entre-
tanto o resultado é um programa que nao se aplica ao grafo G, ¢ que estamos
considerando. Conforme visto na Segao 1.3, para escrevermos o programa dual de
(22) & necessario considerar o cone dual de C(S™~1 x S"~1), que estd contido em
um espaco de medidas. Veremos mais detalhes sobre essa relagao de dualidade no
Capitulo 5.

Até aqui temos um método para limitar o tamanho de codigos esféricos, porém
ainda nao temos técnicas para efetivamente construir kernels que sejam solugoes
viaveis do Programa (22). O proximo passo sera observar que podemos nos restringir
a kernels invariantes, semelhantes aos vistos na Secao 1.2.2.

O grupo ortogonal

O(R™) := {T e R™™" . TTT =1}
age sobre os kernels de C(S"~! x §"~1):
(ToZ)(x,y):=Z(T"'a, T 'y).

Se A, Z satisfazem as restrigdes do Programa (22) e T € O(R"), entdao A,
T o Z também satisfazem. De fato, para qualquer u € S"~! (T o Z)(u,u)
Z(T7Yu, T7u) = A~leseuw € [~1,cos 0], entdo (ToZ)(u,v) = Z(T " u, T~ 1v)
—1 (pois (T'"'u) - (T7') = u-v). Além disso, T' o Z ¢é um kernel continuo (T
um operador linear e portanto estamos apenas compondo operagoes continuas) e
positivo (substitua {z1,...,z,} € S* ! por {T'zy,..., T 'x,} ao aplicar a Pro-
posigao 1.22).

O grupo ortogonal é um grupo topoldgico com sua topologia herdada de R™*"
e, conforme mencionado na Secao 1.1.1, possui uma medida de Haar normalizada
que denotamos por u. Temos que se (A, Z) é uma solucao viavel do problema, entao
(A, Z) com

o IAN

Z(,y) = / (T 0 2) () dp(T)
O(R™)

é uma solugao invariante com o mesmo valor. Portanto podemos restringir o Pro-
grama (22) a kernels invariantes sem enfraquecer o limitante:

min A

AER, ZeC(s" 1t x g2
- (23)
Z(u,u) = X\ — 1 para todo u € S~ !,

Z(u,v) < -1 seu-ve[-1,cos0)].

A vantagem da restri¢do a kernels invariantes é que eles podem ser caracteri-
zados de uma forma simples. A drbita de um par de pontos (u,v) € S~ x §7~!
sob a agao de O(R™) é o conjunto

O(u,v) := {(Tu, Tv) : T € O(R™}.
Tal 6rbita é determinada pelo produto interno u-v. Como um kernel invariante deve

ser constante entre pontos de uma mesma 6rbita, um kernel continuo e invariante
pode ser representado por uma fungao continua f: [-1,1] — R:

Z(u,v) = f(u-v).
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Para expressar um kernel invariante e positivo consideramos os resultados sobre
kernels invariantes exibidos na Secao 1.2.2. E necessario estudar a representacio de
O(R™) em C(S™71), o que sera feito em detalhe na Secdo 2.4. A conclusdo sera o
seguinte teorema [Sch42|:

TEOREMA 2.4 (Teorema de Schoenberg). Um kernel K: S"~! x §"~1 - R ¢
continuo, positivo e O(R™)-invariante se e somente se

K(z,y) =Y axPf(zy),
k=0

. o0 . .
com ay > 0, tais que Y, ap converge. Nesse caso, a série acima converge abso-
lutamente e uniformemente em S™~ ! x Sn1.

Acima, P} é o polinémio de Gegenbauer de grau k, normalizado de modo que
P(1) = 1. Esses polinémios podem ser obtidos a partir dos polindmios 1,¢,t2...
através do processo de Gram-Schmidt com o produto interno

1
(f,9) 2/ F®g®)( —t2)("—3)/2 dt.
-1
Os polindmios P}’ serao estudados na Secao 2.4.4.

2.3. O limitante de programacao linear

Usando o Teorema de Schoenberg para reescrever o Programa (23) e truncando
a série no d-ésimo termo, obtemos o chamado limitante de programacao linear,

devido a Delsarte, Goethals e Seidel [DGS77]:
d
min 1+ Z ar
k=1
ar €R, ap >0 para k=1,...,d, (24)
d
ZakP,?(t) <-1 para todo ¢ € [—1, cosd)].
k=1

Substituimos a variavel A por 1 + 22:1 ay, e fixamos ag = 0, jA que como
PJ(t) = 1 para todo t € R, qualquer solugao viavel do programa com ag > 0 pode
ser transformada em uma solugao viavel de valor menor fazendo ag = 0.

Apesar de a validade desse limitante resultar do mesmo argumento usado na
demonstracao da Proposicdo 2.2, a seguir é fornecida uma outra prova de que
solugbes viaveis desse programa limitam o tamanho de um codigo esférico. Essa
prova se baseia em uma propriedade dos polinémios P’ que serd demonstrada na
Segao 2.4.4.

PROPOSIGAO 2.5. Se C C 8"~ € finito e w: C — C, entdo
S w(eyw(@)Pi(e-¢) > 0.
e,c’eC
TEOREMA 2.6. Se aq,...,aq satisfazem as restrigoes do Programa (24), entdo
A(n,0) < |1+ 30, ax].

DEMONSTRAGAO. Seja C C S"~ 1 C # (), um codigo esférico de distancia
angular minima #. Considere a quantidade

S(C) =Y (1+Zd:akpg(u.v)>.

u,veC k=1
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Por um lado, a Proposi¢ao 2.5 implica que

d
S(EC)=ICP+> ar > Pi(u-v)>I[C" (25)

k=1 u,veC

Por outro lado,

SOEDY <1 +§djakp,g(u.u)> + ) (1 +zd:akP£(u~v)>

uelC k=1 u,veC, k=1
uztv (26)

d
< |C|<1+Zak>,
k=1

pois se u,v € C' e u # v, entdo u-v € [—1,cosd]. Juntando as duas desigualdades e
considerando que A(n,#) é um namero inteiro, obtemos o resultado desejado. O

O limitante de programagdo linear é assim chamado pois o Programa (24)
pode ser visto como um programa linear com infinitas restri¢oes (uma para cada
t € [-1,cos6]). Uma forma de lidar com essas restrigdes é usando amostragem:
escolha um subconjunto finito A C [—1,cosf] de amostras e resolva o programa
linear apenas com essas restrigdes. Se A for uma amostra grande e suficientemente
boa, o polinémio f(t) = 1+ ZZ=1 ap P (t) serd quase viavel para o programa
original e podera ser modificado de modo a produzir um limitante valido (seja
M = maxyc[_1 cos9) f(t) e caso 0 < M < 1, substitua f por {:J]\Vj para obter uma
solucdo viavel). Outro método para se calcular uma solu¢ao do Programa (24) é
usando programacao semidefinida e a representacdo de polindmios nao-negativos
por somas de quadrados, esse método seré visto na Secao 4.1.

Na Tabela 2.1 vemos os valores dos limitantes superiores calculados por Odlyzko
e Sloane [OS79] para o namero de contato (§ = 7/3) usando a técnica de amostra-
gem.

n | lim. inferior | lim. superior n | lim. inferior | lim. superior
3 12 13 14 1606 3492
4 24 25 15 2564 5431
5 40 46 16 4320 8313
6 72 82 17 5346 12215
7 126 140 18 7398 17877
8 240 240 19 10668 25901
9 306 380 20 17400 37974
10 500 595 21 27720 56852
11 582 915 22 49896 86537
12 840 1416 23 93150 128096
13 1154 2233 24 196560 196560

TABELA 2.1. Limitantes superiores para o nimero de contato cal-
culados por Odlyzko e Sloane [0OS79]. Os valores dos limitantes
inferiores sao obtidos através de construgoes explicitas e podem
ser encontrados no livro de Conway e Sloane [CS99], a parte das
dimensoes 13 e 14, nas quais os limitantes foram obtidos por Zino-
viev e Ericson [ZE99].

E interessante observar que o limitante de programacao linear ndo mostra que
73 = 12 (resultado devido a Schiitte e van der Waerden [SvdW53]) e nem que
74 = 24 (resultado conjecturado por muito tempo, mas que s6 foi provado em 2003,
por Musin [Mus08]). Mas, talvez surpreendentemente, o limitante de programacgao
linear mostra que 73 = 240 e 194 = 196560. O valor do limitante obtido nessas
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dimensoes é justo (ndo faz uso da fungéo piso) e isso nos da informagoes sobre os
codigos esféricos que atingem esses valores. Por exemplo, em dimensao 8 o polinémio
f@) =1+ 2221 ap P} (t) que produz o limitante é:
F() = 1+ 8P(E) + 25P5(1) + 5225 (1) + o> PE(1) + GOP (1) + 2 PE()

~ 320

-3
Como o limitante é justo, todas as desigualdades na demonstragao do Teorema 2.6
devem valer com igualdade para um cédigo esférico C' C S” de distancia angular
minima /3 e tamanho 240. Da igualdade na inequagao (26) resulta que se z,y € C,
entdo x -y € {—1,-1/2,0,1/2,1}. Também, definindo

(t+1)(t+1/2)%3(t — 1/2).

1
Avi= gl@y) € Ox Craey =1},

parat € {—1,—1/2,0,1/2,1}, obtemos a partir da igualdade na inequacéo (25) que
A PE(—1) + A 1aPS(=1/2) + AgPE(0) + Ay o PE(1/2) = —1

para k = 0,...,6, o que implica que A_; = 1,A_;/5 = Ay, = 56 e Ag = 126.
Usando essas propriedades, Bannai e Sloane [BS81] mostraram que as configuragoes
com 240 pontos em dimensao 8 sao iguais a menos de isometrias e correspondem &
obtida pelo reticulado Eg. De forma semelhante, em dimensao 24 as configuragoes
com 196560 pontos correspondem a menos de isometrias & obtida pelo reticulado
de Leech (para informagoes sobre esses reticulados, veja o Capitulo 4 de Conway e
Sloane [CS99]).

Para a dimensdo 17, o Programa (24) apenas produz o limitante 717 < 12218.
Para a determinagdo do limitante 717 < 12215, Odlyzko e Sloane [OS79]| usaram
uma modificagdo do Programa (24) que se baseia na observagdo de que em uma
calota esférica de raio ¢ < 7/6 cabe no maximo um ponto de um codigo esférico e
em uma calota esférica de raio ¢ < arccos (m) cabem no méximo dois pontos
de um codigo esférico (arccos ( 2/ 3) ¢ o angulo entre o centro e os vértices de um
tridngulo esférico de lados com comprimento angular 7/3), o que leva ao seguinte
programa:

d
min 1+Zak+b1+2b2
k=1

ar €R, ap >0 parak=1,...,d,

b1,b2 € R, b1,b2 >0,

d
ZakP,?(t) < —14+b; +by para todo t € [—1, —\/§/2], (27)
k=1
d
ZakP,?(t) < —1+by para todo t € [~V/3/2, —/2/3],
k=1

d
ZakP,?(t) < -1 para todo t € [—+/2/3,1/2].
k=1

Esse programa é valido para qualquer dimensao n e a principio é capaz de
produzir limitantes melhores, visto que fixando b; = bs = 0 voltamos & formulagao
anterior. Porém apenas em dimenséo 17, Odlyzko e Sloane [OS79] foram capazes de
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produzir um limitante melhor com essa modificagdo (experimentos com a técnica
de somas de quadrados que veremos na Se¢ao 4.1 mostram que também é possivel
obter 715 < 8312, 719 < 25900, 791 < 56851 e 793 < 128095 com o Programa (27)).

A prova de que uma solugao viavel para o Programa (27) produz um limitante
para o numero de contato é semelhante a prova do Teorema 2.6, s6 que com a sepa-
racdo em trés casos para se limitar o termo Y ., e, f(u-v) e 0 uso das observagoes

uFv
sobre os codigos em calotas. A prova de que 74 = 24, de Musin [Mus08], também
modifica o Programa (24) usando restrigoes sobre codigos dentro de calotas, porém

com argumentos mais elaborados e especificos para a dimensao 4.

2.4. Polindmios harmoénicos esféricos

Nesta se¢ao obtemos uma caracterizagao dos kernels O(R™)-invariantes em ter-
mos dos polindmios de Gegenbauer, uma familia de polindémios ortogonais que sur-
gem a partir do estudo dos espacos de polindmios harmonicos esféricos, que vemos
corresponder aos subespagos invariantes e irredutiveis da representacao de O(R™)
em C(S"~1). Grande parte desta se¢io é baseada na Segao IX.2 do livro de Vilen-
kin [Vil68], entretanto o Capitulo 9 do livro de Andrews, Askey e Roy [AAR99]
e o Capitulo 5 do livro de Axler, Bourdon e Ramey [ABRO1] também séo uteis
(o primeiro livro foca na teoria das representagdes, o segundo nas propriedades
dos polindmios que surgem e o terceiro nas fungdes harmonicas). No restante
desta secao consideramos polindmios com n variaveis reais e usamos as notagoes
r=(21,...,0,) ER" er? =% +... +22.

2.4.1. Espagos de polinémios esféricos, homogéneos e harmoénicos.
Consideramos espacos vetoriais complexos de polindmios com n varidveis reais.
Chamamos de polinémio esférico a imagem de um polindmio sob a aplicacao p —
plgn-1, que restringe um polindémio & fungao que este define na esfera. Note que
essa aplicagdo é linear, porém nao ¢ injetiva: se f e g sdo dois polinoémios e h(z) =
f(x)+ (1 —1r?)g(z), entdo f(£) = h(€) para qualquer & € S™~ L.

Denotemos por Pol(S™~ 1)<, o espago vetorial complexo formado pela imagem
dos polinémios de grau no maximo d sob essa aplicacao. Esse espaco é um subespago
de L?(S™~1) e, tal como definido na Se¢do 1.2, podemos considera-lo com o produto
interno

)= [ HETE (o

e com a representagao unitaria L do grupo ortogonal

(L(D)f)(E) = F(T™e),

para f € Pol(S" 1)<, e T € O(R™) (observe que Pol(S" 1)<, é um subespago
invariante com relacio & representagao definida em L2?(S™~1)).

Denotemos por P o espago dos polindmios homogéneos de n varidveis e grau
m. Se f € P" e x =rf com £ € S"1 entdo

fr&) =r"f(§).

Logo f ¢ determinado por sua restrigao & esfera e a aplicagao entre P? e L2(S"~1)
¢ injetora. Para cada m < d, podemos entao identificar P}, com sua imagem em
Pol(S" 1) <4.

Dizemos que um polinémio f é harmonico se Af(x) = 0, onde

é conhecido como operador de Laplace. Denotemos por H,}, o espago dos polindmios
harménicos e homogéneos de grau m. Da mesma forma que com P, podemos
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identificar H) com o espago de polinémios esféricos correspondente. As vezes esse
espago também é chamado de espago dos polindémios harmonicos esféricos de grau
m (omitindo o termo “homogéneos”).

2.4.2. Projegao harmonica. Um mesmo polindmio esférico pode correspon-
der a restrigao a esfera de diversos polinémios. Vemos nesta secao que todo polino-
mio esférico coincide de maneira tinica com um polindémio harmoénico. O seguinte
resultado estabelece a chamada projegao harmoénica de um polinémio:

PROPOSIGAO 2.7. O espaco P} € soma direta do subespaco H com o subespago
r2P" _, dos polinémios da forma r*f, com f € P"_,. Em simbolos:
Pl =H &r’P)_,.
DEMONSTRACAO. Provemos primeiro que
H NPy _, = {0}.

Seja f € r?P"_, com f # 0, mostraremos que Af(z) # 0. Para isso, escreva

f(z) =r*g(x) comge P* ,,,0<k<|m/2] e g nao divisivel por r2.
Temos

N "0 0
M) =3 5 (o)) = 30 5o (2hr™ Pmig(a) +17 5 -g()

i=1

n 2

= Z <4k(k — D)2k 122g(x) + 2kr?h 2 g(x) + 4kr?F 2y ai_g(x) + T%%g(m’))
1 ¢ %

~ 9
_1)2k—2 2k—2 2k—2 _ 2k
=4k(k — 1)r*""“g(x) + 2knr=""=g(x) + 4kr < ;:1 Z; axig(x)> + =" Ag(z)

=2k(2(k — 1) + n +2(m — 2k))r?*2g(z) + r** Ag(z)
= 2k(n + 2m — 2k — 2)r**“2g(z) + r?* Ag(z).

Suponha por absurdo que Af(z) = 0. A partir de k > 1 e m > 2k, obtemos
(n + 2m — 2k — 2) > 0. Cancelando 2*=2, vemos que g ¢ divisivel por 72, o que &
uma contradigdo. Portanto Af(x) # 0.

Provemos agora que

H? +r*P"_, =P".

Para isso, calculemos as dimensoes desses espacos. Temos que a dimensao de
P7 ¢ igual ao nimero de n-uplas de inteiros nao-negativos que somam m, que
¢ igual a ("*"71). Como a dimensdo de r?Pj_, é igual a dimensdo de Pj_, e
H Nr?2P?_, = {0}, temos que

dim A, < dim P} —dim P, _,,

por outro lado, se f € P, entdo Af(z) € P _, e a condicdo Af(z) = 0 impde

nao mais do que dim(P” _,) condicdes lineares nos coeficientes de f(x). Logo,
dim H};, > dim P} —dim P> _,

e portanto
-1 _
dim H? = dim P — dim P"_, = ("+m >—<”+m 3). (28)
m m—2

Como a dimensao de H? Nr?P2_, ¢ 0, temos que a dimensao de H +r?P"_,
¢ igual a de P e portanto a soma ¢é igual ao espago todo. O

Aplicando a proposigao anterior a P, _, e repetindo o processo, obtemos:
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TEOREMA 2.8. Se f € um polindmio homogéneo de grau m, existem e sdo
inicos polindmios hy,_or € H o, com 0 <k < |m/2], tais que
Lm/2]
flz) = Z 72K B o ().
k=0

Em particular, para € € S™1 vale
m/2]
FEO =" hm-a(9). O
k=0

Como todo polinémio é soma de polindémios homogéneos, podemos concluir
que todo polindomio de grau d coincide na esfera com um polinémio harménico (néo
homogéneo) de grau menor ou igual a d e logo

Pol(S" )<y = Hy + -+ + HJ.

Ainda falta determinar se a soma anterior é direta, isto ¢, se H; N H" = {0},
quando vistos como subespagos de L%(S"~1). A proxima proposicio mostra nao
apenas isso, mas também que esses espacos sao ortogonais.

PROPOSIGAO 2.9. Os espagos H}} e H* de polindmios harmonicos esféricos de
graus k e l, com k # 1, sao ortogonais entre si.

DEMONSTRAGAO. Sejam fi, € HJ e f; € H". Pelo teorema de Green (veja §1.11
de Arfken e Weber [AWO01]), temos

/” quk(a:)Am*MAfk(x) dz = /Sni1 T ©VFE)-E—F OV F(€)-€ dw(€).

Como fi e f; sao fungbes harmonicas, o lado esquerdo é nulo. Como f; é um
polinémio homogéneo de grau k e f; é um polinémio homogéneo de grau [, temos
que Vfi(z) - =kfi(z) e Vfi(x) -z =1fi(x), logo o lado direito é igual a

=0 [ ROF@ o)

e como k # [, obtemos o resultado desejado. (]

2.4.3. Invariancia e irredutibilidade de H]}. Retornando & representacao
L de O(R™) sobre L?(S™~!) (definida em (10)), vemos agora que os espacos de
polindémios harmonicos e esféricos H}, sao invariantes.

PROPOSIGAO 2.10. O espaco H), € um subespaco invariante da representagdo
L de O(R™) em L*(S"71).

DEMONSTRAGAO. Sejam f € Hy, e T = (t;;)7;—; € O(R"), desejamos mostrar
que L(T)f € H. Que L(T)f seja um polindomio homogéneo de grau m, segue do
fato de T~! ser um operador linear inversivel. Que L(T)f seja harmonico, segue do
fato de a acao do operador de Laplace comutar com a agdo do grupo ortogonal e
portanto A(L(T) f(z)) = L(T)(Af(x)) = 0. Verifiquemos essa afirmacéo (usamos
a seguir que T~! =TT e portanto que Y_;°, t;;t;; & igual a 1, se i = j, e igual a 0,
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caso contrario):

n n n 82 1
_ gg (;mtl])a /T
no a2
3 % J(T™ 1) = Af(T2e) = L(T) (A f(x)). =

Agora que sabemos que os espacos H, sdo invariantes, podemos também ob-
servar que as representagoes de O(R™) nesses espagos nao podem ser equivalentes,
visto que ja calculamos em (28) a dimenséo desses espagos e elas diferem entre si.

Para provar a irredutibilidade dos espagos H & preciso considerar fungoes
zonais esféricas. Dizemos que uma funcao f: S"~! — C é zonal esférica com polo
e € S"! se f ¢ invariante sob a agdo do subgrupo de O(R™) que estabiliza e, isto
é7

{T € O(R") : Te = e}.
O valor de uma funcao zonal esférica em um ponto ¢ € S™~! depende apenas do
produto interno e-&, logo as fungoes zonais esféricas podem ser associadas a fungoes
no intervalo [—1,1].

O proximo lema mostra que as fungoes zonais esféricas formam um subespago
de H)' de dimensao 1. A irredutibilidade de H}, é provada na proposigao seguinte
como uma consequéncia disso.

LEMA 2.11. A menos de um fator multiplicativo, existe exatamente um polino-
mio harmonico e homogéneo de grau m que € invariante sob todas as transformagoes
ortogonais que fizam um ponto e € S*~1. Esse polinomio € dado pela expressio

J@) =Y eula- )" H0? - (- )2)2,
k=0

onde ¢, =0 se k € impar e
(m—Fk)(m—Fk-1)
(k+2)(n+k—-1)"

DEMONSTRAGAO. Podemos supor que e = (1,0,...,0), pois para qualquer ou-
tro e/ € S"71, existe T € O(R™) tal que Te’ = e e se f é uma fungdo zonal esférica
com polo €', pode-se verificar que L(T)f é uma fungdo zonal esférica com polo e.

Provemos primeiro que existe no maximo um polinémio como no enunciado.
Seja f € H) invariante sob a agao das transformagoes ortogonais que fixam e. Logo
f(z1,...,2n) = f(z1,4/r? — 2%,0,...,0) (estamos denotando > ' , 27 por r* —z7)
e podemos olhar apenas para os monomios de f que contém a primeira e a segunda
variaveis. Temos

Clkt2 = —Ck para 0 < k <m — 2.

f(x) = et (r? — o)
k=0
e como também vale que f(x1,...,2,) = f(z1,—/r? — 2%,0,...,0), temos também
fla) = e~k (r? — af)*/?,
k=0

logo ¢, = 0 para todo k impar.
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A partir de Af(z) = 0, podemos obter uma relagao entre os coeficientes cy:

—~ & m—k( .2 _ _2\k/2
Af(z) = Z - Q(Zcm (r? = 23)"/?)
1=1 k=0

m—2
=Y cklm—k)(m—k—Da "2 (r? —a})M?
k=0
+ZZC e kk(r —x%)¥+(k—2) 2(r? —x%)g_l)
1=2 k=2
m—2
= cx(m—k)(m—k—1)z k22 — g2)k/2
k=0
+ chk(n +k—3) 2 k2 - x%)%
k=2
m—2
=3 (clm—K)m =k = 1) + cupa(k + (0 + k= 1) )2 722 — 272,
k=0
e portanto,

B (m—k)(m—-k—-1)
T T e )+ k- 1)
para todo k entre 0 e m — 2.
Essa recorréncia determina todos os coeficientes ¢, como miultiplos de ¢g, assim
provamos que existe no maximo um polinémio, como querfamos.
Reciprocamente, seja f como no enunciado. Como seus coeficientes satisfazem
a relacdo de recorréncia, temos A f = 0. Vemos diretamente de sua expressao que f
é um polinémio homogéneo de grau m e vemos também que determina uma fungao
zonal esférica de polo e, pois sua expressdo depende apenas de z - e e 2. O

PROPOSIGAO 2.12. O espago H), € um subespago irredutivel da representagdo
L de O(R™) em L?(S"71).

DEMONSTRAGAO. Seja F' um subespago invariante e ndo-nulo de H,!,. Deseja-
mos mostrar que F' nao pode ser um subespaco proprio.

Consideremos {Ry, ..., R;} uma base ortonormal de F e seja R: S~ — C"
o vetor
Ri(§)
R(&) =
Ru(§)

Podemos definir o kernel K € F(?),

h
)= Y R@R:n) = RIE'R().

Como a representacao de O(R™) é unitéaria e F' ¢ um subespago invariante, a agdo de
uma matriz T € O(R™) na base {R;(§), ..., Ry(§)} produz outra base ortonormal
de F, logo existe uma matriz unitaria U tal que R(T¢) = UR(E) e

K(T¢,Tn) = R(§)*UUR(n) = R(§)"R(n) = K(&,n).
Portanto K(&,n) é invariante sob a agdo de O(R™). Fixando ¢ e fazendo f(n) :=
K(¢,m), temos que f € F, que f é ndo-nulo (por ser uma combinagao de fungoes
linearmente independentes) e que f é invariante sob a acdo das transformagoes
ortogonais que fixam &.
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Caso F' seja um subespago proprio, entao o complemento ortogonal G de F' em
H & nao-nulo e pelo mesmo argumento podemos definir g € G invariante sob a
acao das transformagoes ortogonais que fixam £. Como F' e G sao ortogonais, as
funcoes f e g sdo linearmente independentes, o que contradiz o Lema 2.11.

Concluimos que H;! nao pode possuir subespacos invariantes proprios e néo-
nulos sob a a¢ao de O(R™) e portanto é irredutivel. O

Observe que considerando a Proposigao 1.18, os resultados desta segao dao-nos
uma demonstracao alternativa da Proposicao 2.9.
Os resultados provados até aqui podem ser agrupados no seguinte teorema:

TEOREMA 2.13. O espago Pol(S" 1)<y dos polinémios esféricos de grau no
mdximo d, sob a agdo do grupo ortogonal O(R™), decompéde-se como soma ortogonal
de subespagos invariantes, irredutiveis e nao-equivalentes entre si:

Pol(S" Neg=Hy L --- 1L H}. O

2.4.4. Polinémios de Gegenbauer e kernels O(R")-invariantes. Vimos
no Lema 2.11 que o valor em ¢ € S"~! de um polinémio harménico, homogéneo
de grau m e zonal esférico de polo e é dado por um polinémio de grau m em £ - e.
Vemos agora que esses polindmios sao multiplos dos polinémios de Gegenbauer, uma
conhecida familia de polindmios ortogonais, e que podem ser usados para definir
kernels positivos e O(R™)-invariantes.

Comecemos definindo esses polinomios. A partir do Lema 2.11 e com alguns
ajustes nos parametros, definimos para todo n inteiro positivo e m inteiro nao-
negativo o polinémio:

[m/2]
P (u) := Z cru™ 2R (1 — u?)F, (29)
k=0

com ¢y = 1 e coeficientes ¢, definidos pela recorréncia
(m—2k+2)(m—2k+1)
2k(n + 2k — 3) ’
A primeira propriedade que estabeleceremos é a chamada “féormula de adi¢ao”,
que ressalta a ligacao desses polindmios com H).

CL = —Ci—1 para 1 <k < |m/2]. (30)

PROPOSIGAO 2.14 (Formula de adigao). Se {Ry, ..., Run } € uma base orto-
normal de H, entdo para quaisquer & e n em S™ 1, vale:
n 1 —
P& m) = - > Ri(Ri(n)- (31)

DEMONSTRACAO. A exemplo do que foi feito na demonstracdo da Proposi-
cdo 2.12, seja K € (H!)®,

w,
K(&n) =Y Ri(§)R;(n).
i=1

Temos que K(&,n) é O(R™)-invariante. Fixando &, temos que p(n) := K(&,n) per-
tence a H) e é invariante sob a agdo de transformacgoes ortogonais que fixam &,
logo pelo Lema 2.11 e pela forma como os polinémios P, foram definidos, temos

K(&mn) =cPy(&-n)

para alguma constante c.
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Falta determinar que ¢ = hl,. Para isso observe que, pela expressio (29),
Pp (1) =1 e, lembrando que [g,_, dw(z) =1,

hn

K€o= [ KeowO=3 [
i=1

A partir da formula de adicao segue facilmente a Proposigao 2.5, usada na prova
do limitante de programagao linear e que, em conjunto com a Proposigao 1.22,
estabelece a positividade dos kernels (z,y) — PJ*(z - y).

m

h?‘L
Ri(©)Ri(§)dw(§) =Y 1=hp. O
i=1

PROPOSICAO 2.5. Para todo C, subconjunto finito de S"™' e w: C — C, vale:
>° weyu(@)P(e-¢) > 0.
c,c’'eC

DEMONSTRAGAO. Pela formula de adigido (Proposi¢ao 2.14),

hy
§jw@wwm%w®=§jw@ww%§j&@mw>
c,c’eC c,c’eC i=1
1O 2
= @ Z ’ Z w(c)Rl(c)‘ >0. O
1=1 ceC

Para A > —1/2, os polindmios de Gegenbauer Cj (u) (também conhecidos como
polindmios ultraesféricos — veja Andrews, Askey e Roy [AAR99], Se¢do 6.4 ou
Szegd [Sze39|, Secao 4.7) sdo uma familia de polinémios ortogonais com relagao
ao peso (1 — u?)*~1/2 no intervalo [—1,1]. Isso significa que eles sdo dois-a-dois
ortogonais com relagao ao produto interno

1
<ﬁmA:/¥ﬂmmmu4u%%vam

do espago L?([—1,1]). Essa condigdo, junto com a informacao de que o polinémio
C,? (u) possui grau k, determina esses polinémios a menos de um fator multiplica-
tivo; na literatura eles sio usualmente encontrados com a normalizagio Cp(1) =
(M2271). A relacdo de ortogonalidade também permite identifica-los com os cha-
mados polindmios de Jacobi (veja e.g., Szegd [Sze39|, Capitulo 4) de parametros

a=0=A-1/2.

PROPOSIGAO 2.15. Os polindmios P*(u) definidos em (29) e (30) sdao maltiplos
dos polinomios de Gegenbauer com pardmetro A = (n — 2)/2. Temos

PP ) = Cy PP ) /o PR ().

DEMONSTRAGAO. Precisamos mostrar que os polindémios P} (u) sao dois-a-dois
ortogonais com relagio ao peso (1 —u?)("=3)/2 no intervalo [—1, 1].

Fixando k # [ e n € 8", pela Proposigao 2.14 temos que f(§) := P(€-n) €
H} eg(§) :== P"(&n) € H'. Como pela Proposigao 2.9 esses espagos sdo ortogonais,
vale

| A npre maw(e) o (32)

A seguir precisamos distinguir as medidas superficiais das esferas S"~! e S"72,
portanto denotamos por w, a medida normalizada de S"~! (que até aqui, como
na equacgao anterior, denotamos por w). Escrevendo £ = un + v/1 — u?¢ com u €
[-1,1], ¢ € S"2 C (Rp)t e usando que (Corolario A.5 de Axler, Bourdon e
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Ramey [ABRO1])

_ (n—=1P(n/2+1)
don(®) = BT 2 £ 1/2)

a integral em (32) pode ser reescrita como

n—1I'(n/2 31/
viwwr)(n(/a/ﬂ/z /s/ P @) P (w)(1 = w?)" D7 duden -1 (¢)

(1 —u®)™=3/2 du dw,_1 (), (33)

(n—=1)T(n/2+1) 2y (n—
= PP (u) PP (u) (1 — (n=3)/2 q
'I’Lﬂ'l/QF n/2+1/2 / k l )( u ) u,

0 que mostra a ortogonalidade mencionada. 0

Diversas propriedades dos polindomios de Gegenbauer (que como ja mencionado,
s@0 um caso particular dos polinémios de Jacobi) podem ser encontradas na lite-
ratura; veja por exemplo Szegé [Sze39], em especial a formula (4.5.1), que fornece
outro método para calcular os polinomios P! explicitamente.

A principal aplicagao dos polindomios de Gegenbauer é a descricao dos kernels
positivos, continuos e O(R™)-invariantes. A partir do Teorema 1.24, considerando
a decomposi¢ao de Pol(S™" 1)<, vista no Teorema 2.13 (no caso, todos os subespa-
¢os irredutiveis nao sao equivalentes entre si e as componentes isotipicas possuem
multiplicidade 1) e a Proposicao 2.14, temos que um kernel positivo e invariante de

Pol(S"fl)(f()i ¢ dado por uma combinagdo positiva dos kernels (§,n) — P2(€-n),
com m = 0,...,d. Note que como as componentes isotipicas possuem multiplici-
dade 1, a condigao de positividade de um kernel invariante implica na sua imagem
ser real.

Segue do Teorema de Stone-Weierstrass (Teorema IV.9 em Reed e Simon [RS72])
que Pol(S"~1)(?) & denso em C(S™~! x S"~1), logo um kernel continuo, positivo e
invariante pode ser aproximado com qualquer precisao por combinagoes positivas
dos kernels (§,n) — P"(£-n), com m = 0,1,.... Terminemos esta se¢do demons-
trando o Teorema de Schoenberg [Sch42|, enunciado na Segao 2.2, que estabelece
esse resultado, acrescentando a convergéncia absoluta e uniforme dessas aproxima-
goes.

TEOREMA 2.4 (Teorema de Schoenberg). Um kernel K: S"~! x S"~1 - R ¢
continuo, positivo e O(R™)-invariante se e somente se:

)= Pz y), (34)
k=0

com ay > 0, para todo k e tais que ZZOZO ar converge. Nesse caso, a série acima
converge absolutamente e uniformemente em S™~! x §n1,

DEMONSTRAGCAO. Provemos primeiro que se ag, a1, ... 40 nao-negativos e tais
que Y ;7 ai converge, entdo o kernel K definido em (34) ¢ continuo, positivo e
O(R™)-invariante.

Segue da Proposicao 2.5 que para todo u € [—1,1] e k inteiro ndo-negativo,
|P(u)| < PP(1) =1 e portanto a série >, , arP{(z - y) converge absolutamente
para todos z,y € S" !

Como | Y 72 apPr(u)| < >°p2, ak, a série Y oo apP(z - y) converge uni-
formemente. Como o limite uniforme de fungoes continuas é continuo, o kernel K
dado pela equagao (34) é continuo.

O kernel K & positivo pois pelas Proposigoes 2.5 e 1.22, os kernels (z,y) —
Pl*(z - y) sdo positivos e os coeficientes ay sdo todos maiores ou iguais a zero. Por
fim, o kernel K é O(R")-invariante, pois sua expressao depende apenas de x - y.
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Provemos agora que se K: S"~! x §»~! — R & um kernel continuo, positivo e
O(R™)-invariante, entao existem nimeros ag, a1, . . . nao-negativos tais que Z;CZO ak
converge e K satisfaz a expressao (34).

Seja f: [—1,1] — R a fun¢do continua tal que K(z,y) = f(z - y). Como os po-
linémios P formam um sistema ortogonal completo em L?([—1,1]) com o produto
interno

(f. 9)n = / ()1 =) 2,

existem numeros ag, a1, ... tais que

f=Y aPy,
k=0

com convergéncia em L2?([—1,1]).
Provemos primeiro que a; > 0 para todo [ inteiro nao-negativo. Por um lado,
(f,P")n = o ar(PP, P")n = ai(P/*, P/*),,. Por outro lado, usando ¢ para deno-

(n—1)I'(n/241)

tar jea equagao (33), temos

nml/20(n/2+1/2
1
(f, 20 = / RCOLAOIE —u?)" I du = ¢ /S e P m) dw(©),
para qualquer n € S"~! e entdo se {Ry, ... ,th} for uma base ortonormal de H}*,

usando a Proposigao 2.14,
hi'
n n c
(f, P = /S 1 /S HE PR ) dw(€) dn) = - S0 (T Riy Ri) 20,

n— n— 1 =1

pois K é um kernel positivo. Disso resulta a; > 0.

Vejamos agora que a série ZZOZO ay, converge. Para cadam = 0,1,..., considere
a funcao

fn(w) = f(u) = > ap P} (u).
k=0
Essa fungao é continua e além disso, f,, = Z;im 41 ax Py com convergéncia em
L?*([~1,1]) e como, pelas Proposigdes 2.5 e 1.22, os kernels (z,y) — P{(z - y) sao

positivos, temos que (z,y) — fm(z - y) também é positivo e logo f,,(1) > 0 para
qualquer m. Disso resulta que

FO) = ax = F(1) =Y arPy(1) = fm(1) >0,
k=0 k=0

e portanto a série ZZO:O a ¢ monodtona e limitada superiormente por f(1), logo
convergente. O






CAPITULO 3

O limitante de programacao semidefinida

Considerando kernels invariantes sob a agao de apenas um subgrupo de O(R"),
obtemos um aperfeicoamento do limitante apresentado no capitulo anterior, devido
a Bachoc e Vallentin [BV08]. Na Proposigao 3.4 obtemos matrizes cujos coeficien-
tes satisfazem uma propriedade semelhante & vista na Proposicao 2.5 e, seguindo
o artigo de Bachoc e Vallentin [BV08|, derivamos o limitante diretamente a partir
dessas propriedades. As demonstragoes de algumas propriedades sobre os polino-
mios harmonicos sao apresentadas em uma secao no fim do capitulo. Na Se¢ao 5.5
veremos uma outra forma de obter o limitante como um aperfeigoamento do ntimero
teta de Lovasz.

3.1. A acgao do subgrupo estabilizador de um ponto

Fixemos um ponto e € S"~! e consideremos o subgrupo H que estabiliza e sob
a agao de O(R™), isto é,

H:={T € OR"):Te=e}.

Escrevendo R™ como soma direta entre o subespago gerado por e e seu complemento
ortogonal, vemos que H & isomorfo a O(R"1).

Quando consideramos a agao de H em L?(S"~1), como H é um subgrupo de
O(R™), os espagos de polindomios harmonicos e homogéneos H, ainda sdo invarian-
tes mas ja nao sao mais irredutiveis. Cada um desses espagos pode ser decomposto
em subespacos invariantes e irredutiveis menores que, conforme indicado pelo iso-
morfismo entre H e O(R"™!), sdo equivalentes a espacos Hinfl. Na Segao 3.3 de-
monstramos o seguinte teorema:

TEOREMA 3.1. O espago H sob a ag¢do de H (o subgrupo de O(R™) que esta-
biliza e € R™, fizado) decompie-se como soma ortogonal de subespagos invariantes,
irredutivets e nao equivalentes entre si:

n __ n—1 n—1 n—1
Hm - HO,m 1 Hl,m Lo L an,ma
com a representacao de H em Hi";Ll equivalente & representagdo de O(R"™1) em
n—1
H' .
Escrevendo essa decomposi¢ao em conjunto com a que tinhamos no Teorema 2.13,
obtemos uma decomposi¢ao de Pol(S"!)<, em subespagos invariantes e irreduti-
veis sob a agao de H:

Pol(S" YNey = Hy L H} L --- L H?
= Hyy' L Hgyt Lo L Hpg

L HYY Lo L HY

n—1

1 H}

Agrupando os subespacos irredutiveis e equivalentes entre si, obtemos
Pol(S" Neg=1Io L - 1 I, (35)

- 35

Io=H' L. LHY ' ~(d—k+1)H "

47
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Podemos usar essa decomposi¢cao em conjunto com o Teorema 1.24 para des-
crever os kernels positivos e H-invariantes de Pol(S”fl)(f;. Conforme descrito pelo
teorema, para cada k = 0,...,d, precisamos construir bases ortogonais para os su-
bespacos invariantes e irredutiveis de [ com vetores de mesma norma e tais que
as matrizes das subrepresentagoes irredutiveis e equivalentes sejam iguais; isso sera
feito na demonstragao da Proposigao 3.2, porém considerando uma decomposigao
alternativa de I como soma direta de subespacos invariantes e irredutiveis

I =Sko® - ® Ska—s- (36)
Para cada i = 0,...,d — k, seja {fii1,---, fk%h;_l} a base de Sj; com as carac-
teristicas descritas e seja F' a matriz de tamanho (d — k+ 1) x (d — k + 1) cujas
entradas sao os kernels
REt
(Flg)i’j ('Iv y) = Z fk,i,s(x)fk,j,s(y)a
s=1
comi,j=0,...,d—k.

Conforme descrito no Teorema 1.24, um kernel K € Pol(S"’l)(fr)l positivo e
H-invariante pode ser descrito através de matrizes positivo-semidefinidas Ay de
tamanho (d —k+1) x (d—k+1):

d d—k d
K=3 > XN;(F Z Aw, B!
k=01i,j=0 k=0

Como os kernels (F,?)Z . sao H-invariantes, o valor de (Fk) (z,y) depende
apenas da 6rbita de (z,y) so7b a agao de H. Tal érbita é determmada pelos produtos
internosu =e-x,v=-e-y et =x-y, logo podemos reescrever a expressao anterior
através de fungoes nas variaveis u, v e t definindo matrizes Y, cujas entradas sao
tais que

(Yk) (e ze-y,x-y):= (Fk) (z,y)
para todo ¢, =0,...,d — k.
A seguir, calculamos os coeficientes das matrizes Y, explicitamente.

ProOPOSIGAO 3.2. Para k = 0,...,d e i,j7 = 0,...,d — k, as entradas das
matrizes Y, definidas anteriormente sao:

(Ykn)i,j(uavat) = Ui'UjQZ_l(’U,,’U,t), (37)

com

n=1( o — — 2 2 k/2 1 t—uv
) = (-t )R (),

com as fungoes P} sendo os polindmios ortogonais de Gegenbauer, introduzidos na

Secao 2.4.4.

DEMONSTRAGAO. Podemos escrever z € S"~! como soma entre sua compo-
nente na diregao de e e seu complemento ortogonal

x=wue+ 1 —u2(,
comu=z-ee( €S2 C (Re)*.Paracadai =0,...,d—Fk, definimos ¢;: Hy' ™' —
Pol(S"')<,4 de modo que para f € H}' !,

ei(£)(@) = (1/y/mp")u' (1 — u®)P2 £ (Q).

Note que f é um pohnomlo homogeneo de grau k em n — 1 variaveis e a multipli-
cacao por (1 — u?)¥/? garante que ¢;(f) seja uma funcio polinomial de grau k + i
nas coordenadas de z. A transformacio ¢; comuta com as acdes de O(R" 1) em
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Hp ' ede H em Pol(S" 1)< e assim ¢;(Hy ') é um subespago de Pol(S" 1)<,
equivalente a H,?il. Obtemos entao d — k + 1 subespacgos independentes entre si
e equivalentes a H,?fl, tal como na decomposigao (36). Fixando uma base orto-
normal {gk,l,...,gk_’hg—l} em H,:‘_l, usamos suas imagens fr ;s ‘= ©i(gr,s) para
determinar bases em o;(H; ') e calcular (Y;*); ;(u,v,t).

Sejam x,y € S" 7! tais que = ue + V1 —u2¢, y =ve+ V1 —v2fex-y =t
entao:

Ryt

(Ykn)i,j(u7vat) = Z fk,i,s(x)fk,j,s(y)
s=1

e
= DT (O (- )T
k s=1
=i (=) (1= o) Y 003
k s=1
=il (1 u®)(1 - )PPl ©)

uivi((1u2)(1v2))k/2p:_1< t—uv )

VaI— @)1 )
sendo que na penudltima passagem usamos a Proposicao 2.14 e na ultima usamos

que t = (ue + V1 —u2() - (ve + V1 — v2§). O
Os resultados discutidos até aqui podem ser resumidos pelo seguinte teorema.

TEOREMA 3.3. Um kernel K € Pol(S”_l)(i)i é positivo e H-invariante se e
somente se existem matrizes positivo-semidefinidas Ay de tamanho (d — k + 1) X

(d—k+1), para k=0, ..., d tais que
d
K(z,y) =Y (A, Ve ze g,z y)),
k=0
com as matrizes Y, definidas na Proposi¢io 3.2. Ademais, se K € um kernel real,
seus coeficientes A também sao reais. O

Algumas observagoes sobre a tltima proposigao e teorema:

(1) Existem diversas formas de decompor I como soma de subespagos in-
variantes e irredutiveis, levando a diferentes construgoes de Y. Porém,
conforme descrito na demonstragao do Teorema 1.24, essas opgoes levam
a transformacoes do tipo Y;' — AY*A*, com A sendo uma matriz inver-
sivel, o que por sua vez leva a transformacoes semelhantes nas matrizes
Ay.

(2) Note que as entradas de Y} sdo polinomios. Isso segue do fato de P}’ (u)
ser um polindmio par ou impar, dependendo de k (isso pode ser obser-
vado diretamente na expressao (29)). Também pode-se observar que esses
polindmios possuem grau menor ou igual a 2d, Yj*(1,1,1) é igual a Jyyq
(a matriz em R(HDX(4+1) com 1 em todas as suas entradas) e Y;*(1,1,1)
é a matriz nula se k > 0.

(3) A afirmagao sobre um kernel com imagem real poder ser expresso por ma-
trizes Ay, reais segue do fato de todas as entradas de Y;* serem polinoémios
linearmente independentes e de imagem real.

A relagao entre as matrizes Y, e os kernels positivos nos permite mostrar o
seguinte resultado (compare-o com a Proposi¢ao 2.5):
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PROPOSICAO 3.4. Para todo subconjunto finito C C S 1, k=0,....,d—k e
w: C — C, temos

> w@) )Y (e -z e -y, x-y) = 0.
z,yeC

DEMONSTRAGAO. Dado w € C¥#+1 seja Ay, = ww*. Pelo Teorema 3.3, o ker-
nel K(z,y) = (Ag,Y"(e - z,e-y,x - y)) é positivo e pela Proposi¢ao 1.22, a restricao
de K a C' x C' & uma matriz positivo-semidefinida, logo:

d—k
0< > p@p)K(w,y) = > w@)ply) Y wiwg(Viile-ze-y,z-y)
z,yeC z,yeC i,j=0
d—k L
= > wiwy > p@)p(y) (Ve ze-yz-y). O

i,7=0 z,ycC

No inicio desse capitulo fixamos um ponto e € S"~! e entdo tudo que se seguiu,
incluindo a definigao das matrizes Y}, foram dependentes desse ponto. Essa escolha
é artificial, visto que nenhum ponto da esfera é especial na definigao dos codigos
esféricos. Uma forma de levar isso em conta é definindo a matriz S} para k =
0,....,d —k,

St v.0) = 5 3 ¥ o 0.1), (38)

c€S3
com S3 sendo o grupo de permutagoes das varidveis u, v e t. As matrizes S}’ satis-
fazem uma relacao semelhante a Proposicao 3.4, que sera usada na proxima segao.

PROPOSICAO 3.5. Para todo subconjunto finito C C S* 1 ek =0,...,d — k,
temos:
Z Sp(z -z, z-y,z-y) = 0.
z,y,z€C

DEMONSTRAGAO. Observemos inicialmente que a acdo de O(R™) em S"~! é
transitiva, isto é, para todo z € "1, existe 1, € O(R") tal que ¥,e = 2. A acio
de O(R™) também preserva o produto interno, isto &, (¢x) - (vy) = z -y para todos
€ OR") e z,y € S" L. A seguir, dados C C S"! e ¢p € O(R"), denotemos por
Y(C) o conjunto {¢zx : x € C}.

Para qualquer subconjunto finito C' € S™~!, temos:

Z S,?(z-x,z-y,m-y):% Z ZYk”(U(z~x,z-y,x-y))

z,y,z€C z,y,2€C 0€S3
= Y W(wzya-y
z,y,z€C
= > V(e (rta)e- (9 ty), (v ) - (42 y)
zeC zxz,yecC

=Y > Yie-me-yz-y) =0

2€C z yey; ' (O)

Sendo que na segunda igualdade trocamos a ordem entre o somatério em S3 e o
somatorio triplo em C' e, para cada o € Sz, trocamos os nomes de z,y e z de modo
a obter o mesmo resultado. Cada parcela do ultimo termo é positiva semidefinida
pela Proposigao 3.4 aplicada em ¢, 1(C), com u(z) = 1 para todo = € ¢ 1(C). O

3.2. O limitante de programacao semidefinida

As relagoes satisfeitas pelas fungoes determinadas na se¢ao anterior podem
ser usadas para a construgao de um novo limitante para o tamanho dos codigos
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esféricos e consequentemente do nimero de contato. Contruimos inicialmente um
problema de otimizagao cuja solugao 6tima produz um limitante e em seguida, por
um argumento de dualizagao, obtemos um problema em que qualquer solucao viavel
produz um limitante.

O primeiro passo ¢, para cada codigo esférico C € S"~! de distancia angular
minima 6, definir uma fungao que mede a distribui¢do dos produtos internos entre
triplas de pontos do codigo, isto é:

3. . P s
zo(u,v,t) : |C||{ccc yeC’:c-d=u,c-"=v,c c-t}|.
Como estamos considerando coédigos esféricos com distancia angular minima 6, de-

finimos os dominios I := [—1,cosf] e
A= {(u,v,t) € I*: existem ¢, ¢/, ¢’ € S" ! c-d =u, c- " =v, - =t}, (39)

que corresponde as triplas de produtos internos entre pontos distintos de um cédigo
com distancia angular minima 6.

Construimos o limitante a partir de propriedades satisfeitas por essas funcoes.
Temos que z¢(u,v,t) > 0 para todo w,v,t € [—1,1] e z¢(u,v,t) = 0 para quase
todos os pontos, exceto um ntimero finito de triplas de (I U {1})® (e por isso os
somatoérios a seguir estdo bem definidos), também:

xc(la 171) = 1a
zc(o(u,v,t)) = xc(u,v,t) para todo o € Ss,

|IC|? = Z xc(u,v,t):1+32xc(u,u,1)+ Z zc(u,v,t),

w,v,t€[—1,1] uel (u,v,t)EA
|C| = Z xc(u,u,l)zl—i—Zxc(u,u,l).
u€[—1,1] uel

Comparando as duas tltimas identidades, obtemos

1+3Zxc(u,u,1)+ Z ar:c(u,v,t)z<1—|—z:30(;(u7u’1))27

u€el (u,v,t)EA uel

o que implica

Zxc(u,u,l)—i— Z zo(u,v,t) (chuul) >0,

uel (u,v,t)EA uel
equivalente a

(o I "
Yuerto(wu, 1) >0 crae(u,u, 1)+ 32, , nea To(u,v,t) ) =

A Proposigao 2.5 (com w(c) = 1 para todo ¢ € C), para k = 1,...,d, implica
na seguinte relacao satisfeita pelas fungoes z¢:

Z xo(u,u, 1) P (u) =1+ Zxc(u,u, 1)P{(u) > 0. (41)
u€[—1,1] uel
E a Proposigao 3.5, para k = 0,...,d, implica em:
Z xo(u,v,t)SE (u,v,t) = Sp(1,1,1) + 3 Z xe(u,u, 1)S) (u, u, 1)

w,v,te[—1,1] uel

+ Z c(u,v,t)SE (u,v,t) = 0. (42)
(u,v,t)eA
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Considerando as relagoes (40), (41) e (42) satisfeitas pelas fungoes z¢, podemos
escrever o seguinte problema de otimizagao:
max 1—|—Zw(u,u71)

uel
z: (TU{1})® = Rxo,

z(u,v,t) =0 exceto para um namero finito de triplas em (I U {1})?,

(é 8>+Zx(u,u,1)<(1) D+ > w(u,vvt)<8 ?)tO,

uel (u,v,t)EA (43)

1—|—Zx(u,u,1)P£(u) >0 parak=1,...,d,

uel

SE(L,1,1) + 3 w(u,u, 1)SE (u,u, 1)

uel

+ Z z(u,v,t)Sg (u,v,t) =0 parak=0,...,d.
(w0, t)EA

Como as fungoes z¢ construidas a partir dos cédigos esféricos sao solugoes
viaveis para esse problema, o valor 6timo de (43) produz um limitante para A(n, ).
Entretanto, nessa forma néao é claro como podemos limitar superiomente o valor
de uma solugao 6tima. Isso pode ser feito construindo-se um problema dual com
técnicas semelhantes as explicadas na Segao 1.3. O resultado é o seguinte programa
em que qualquer solucao viavel produz um limitante para A(n,6):

d
min 1+Zak—|—b11 + <F0,Jd+1>
k=1

ar €R, ap >0 parak=1,...,d,
bir b2
B= >0,
<b12 bz2> -
Fj, € RU=k+1)x(d=k+1) = [ para k =0,...,d,

d
(a) Z ap Py (u) + 2b1a + bao
k=1

d
+3Z (Fi, Sy (u,u,1)) < =1 parauel,
k=0

d
(b) baa + Z (Fy, SE(u,v,t)) <0 para (u,v,t) € A.
k=0

Esse é o limitante de programagao semidefinida, conforme proposto por Ba-
choc e Vallentin [BV08]. O limitante ¢ assim chamado pois pode ser visto como um
programa de otimizacao semidefinida com infinitas restrigoes, indexadas pelos con-
juntos I e A. Veremos no proximo capitulo como encontrar solugoes viaveis através
de um programa de otimizacao semidefinida finito.

Em vez de ver os detalhes sobre o processo de dualizagao, apresentamos a
seguir uma prova direta de que uma solugao viavel do Programa (44) fornece um
limitante superior para A(n,#) (repare como a demonstracdo se baseia apenas na
Proposigéo 2.5 e na Proposic¢ao 3.5):
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TEOREMA 3.6. Se aq,...,aq,B,Fy,...,Fy satisfazem as restrigcoes do Pro-
grama (44), entao A(n,0) < Ll + ZZ:1 ar + b11 + (Fo, Jat1) J

DEMONSTRAGAO. Seja C' C S™ ! um conjunto nao-vazio de pontos com dis-
tancia angular minima 6. Considere a quantidade

d
sy =Y (1 +3 " anPp (e y) + 2biz — zbgz)

z,yeC k=1
d
+ Z (bgg +Z(Fk,5£(z-x,z~y,x~y)>>.
z,y,zeC k=0
Como ag > 0 para k=1, ..., d, pela Proposigao 2.5, temos

d
3 (1 +3 " anP (e y) + 261z — 2b22) > |C2(1 + 2b1s — 2b20).
z,yeC k=1

Como Fj, = 0 para k = 0,...,d e o produto (A, B) de duas matrizes positivo-
semidefinidas é sempre nao-negativo, pela Proposicao 3.5 temos

d
> (bt X (FuSiGwzoyaey) ) 2 |CPbas
k=0

z,y,ze€C

e portanto
S(C) 2 |CP(1+ 2b1z — 2b22) + |C[ baa.
Por outro lado,

d
Z (1 + ZakP,:‘(x y) + 2b12 — 2b22>

z,yeC k=1
d d
= |C|(1 + Zak =+ 2b12 — 2b22) + Z (1 + ZakP,:L(a: . y) + 2b12 — 2b22)
k=1 z,yeC: k=1
T#Y
e (usando a condigdo (b) do programa)
d
S (bt D (e SEG w2 gz ey))
z,y,z€C k=0
3 d
s=1 z,y,ze€C": k=0
H{z.,y,2}|=s
d
< (O] (b2 + (asr Fo) ) +3 3 (b2 + Y (B i gz -y, 1) ),
w,y;C: k=0
!

logo (usamos agora a condigao (a) do programa),

d
S(C) < IC1(1+ Y an + 2612 = baa + (Fo, Jaya) ).
k=1
Juntando as duas desigualdades para S(C) e cancelando |C|, obtemos
d

|C|(1 + 2b12 — 2b2) + |Cbae < 1 + Z ap 4 2b12 — bag + (Fo, Jay1) ,
k=1
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0 que implica

d
1+ ((b11 = 2613 + bz) + [C1 (2612 = 2b22) +|C12b22 ) < 1+ 3 @by + (Fo, Jasa)
k=1
e finalmente
d
IC] <1+ Zak +b11 + (Fo, Jay1)
k=1

ja que B > 0 implica que a expressao entre parénteses é nao-negativa, qualquer que
seja o valor de |C].

Como isso vale para qualquer conjunto C de pontos com distancia angular
minima 6, e considerando que A(n,#) é um numero inteiro, obtemos o resultado
desejado. O

3.3. A decomposicao de H; sob a acao de H

Nesta segao demonstramos o Teorema 3.1 e vemos os detalhes de como H}, se
decompoe como soma de subespacos irredutiveis sob a agao de H, o subgrupo de
O(R™) que estabiliza um certo ponto e € S"~1. Tal como na Secdo 2.4, usamos

r? = 2% + .-+ 22 e por simplicidade supomos que e=(1,0,...,0).
Para k = 0,...,m, denotemos por z7" kH n=1 5 espaco dos polindmios da forma
f(x) = 27 Fhy(x ), com hy € H ' ea = (1‘2,...75En) € R""1. Os polinoémios

desse espago sao homogéneos de grau m e J:’ln_kH,?_l é um subespago invariante

de P (o espago dos polindmios homogéneos de n variaveis e grau m) sob a agao de
H, cuja representagio ¢ equivalente a representacio de O(R" 1) em H,?_l e logo é
irredutivel.

Na préxima proposigao, vemos uma outra decomposicao do espaco P seme-
lhante & que vimos na Proposigao 2.7.

PROPOSIGAO 3.7. Seja 2P _, o espago de polinémios da forma r2 f(z), com
fePrPr 5 eparak=0,...,m, seja x" kH,? L0 espaco dos polinomios da forma
" Fhi(a), com hy € HP ' e a’ = (v2,...,2,) € R*™L. Entio,

m
Y T
k=0
DEMONSTRACAO. Primeiramente, mostremos que esses subespacos geram todo
P". Seja f € P, dividindo f por 2, substituindo 23 por 7% — (23 + -+ + 22) no
resto e colocando z; em evidéncia, podemos escrever f na forma
flw) = r?F(z) + z101(2) + p2(2"),
com F'e€ PP 5, ¢ € P~ 1 e g € P"~1. Aplicando a decomposi¢io vista no
Teorema 2.8 em ¢; e 2, obtemos

Ltm=1)/2] R Lm /2] X
f@)y=rF@)+ > a1 =) oo @)+ Y (07— 2) b2k (2),
k=0 k=0

com hy € H"~!. Expandindo os bindémios e agrupando os termos com 72, obtemos
f@)=r*fi(z +Z$T “hi(x

com f1 € P?_, e hy € Hy'™', conforme desejado.
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%28
ot

Para mostrar que a soma é direta basta calcular a dimensao dos espagos. Usando
que dim(P}) = <n+$,1) e dim(Hp) = (") — (”jn”igg) (conforme a equa-
¢ao (28)), temos que a soma das dimensoes dos espagos é

Zdlm HP Y + dim(P2_,)
k=0

<(n+k2) (n+k 4)>+<njnan3)
; ((n+k—2 (n+k 4)>+<n—;77_11—3)
() () ()

_ <” tme 1) — dim(P?). O

r”ﬁsT;Ms

3%

n—1
A seguir demonstramos o Teorema 3.1, apresentado no inicio deste capitulo.

TEOREMA 3.1. O espago H sob a ag¢do de H (o subgrupo de O(R™) que esta-
biliza e € R™, fizado) decompie-se como soma ortogonal de subespagos invariantes,
irredutiveis e nao equivalentes entre si:

H=Hy, ' LH, VL LHL

m,m?

com a representacao de H em Hlnm1 equivalente & representacdo de O(R"™1) em
H L

DEMONSTRAGAO. Como os subespagos presentes na decomposigao da Proposi-
¢ao 3.7 sao subespagos invariantes com relagao a representa(;éo do grupo H, temos
pela Proposi¢ao 1.3 que a representacao de H em @, x kH "=1 ¢ equivalente &
representacao de H no espago quociente P /72 P" ., que, pela decomposi(;éo de P
vista na Proposicao 2.7, é equivalente a representacao de H em H . Disto resulta a
decomposicao indicada no enunciado. A ortogonalidade entre os subespacos segue
da Proposicao 1.18, sendo que o fato da representagdo de H em H]} ser unitaria
segue do fato da representagao de O(R™) em L?(S™7!) o ser. O






CAPITULO 4

Calculo do limitante de programacao semidefinida

Neste capitulo vemos como encontrar solucoes vidveis para o limitante de pro-
gramagao semidefinida dado no Programa (44) e entdo limitantes para o problema
do ntmero de contato através do Teorema 3.6.

As restrigoes (a) e (b) do programa formam um conjunto infinito de restri¢oes e
para considera-las é necessario aplicar alguma técnica, como a de amostragem vista
na Secao 2.3. Neste capitulo vemos outra, baseada na representagdo de polindomios
por somas de quadrados via programacao semidefinida. No fim também vemos uma
forma de verificar rigorosamente os resultados obtidos.

4.1. Otimizagao polinomial e soma de quadrados

Um polindmio de n variaveis p € R[z] (denotemos z = (z1,...,2,) € R") é
dito soma-de-quadrados se puder ser escrito como
2 2
P=@ + Tt Gy
com ¢; € R[z]. Expressar um polindmio como uma soma de quadrados é uma
forma de certificar que um polinémio é ndo-negativo para todo = € R™, entretanto

nem todo polinémio ndo-negativo pode ser expresso dessa forma. Um exemplo é o
polinémio de Motzkin:
p(x1,20) = 2323 (2? + 22 - 3) + 1.

Esse polindémio ¢ nao-negativo, o que ¢ claro se 2 +x2—3 > 0 e, caso 23 +x3—3 < 0,
fazendo y? = 3—x? —22, temos p(x1, 12) = —x2w3y>+1 > —((x§+x§+y2)/3)3+1 -
0 (pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica). Temos também que
esse polindmio nao pode ser expresso como uma soma de quadrados. Para ver isso
considere que p = Z?il 7"12, com polinémios r; de grau no maximo 3; como o0s
coeficientes de x¢ e x§ em p sdo iguais a zero, vemos que os coeficientes de 3 e x3
nos polinémios 7; devem ser zero. Analogamente, como os coeficientes de z}, x5, 2
e ¥3 em p sdo nulos, os coeficientes de x2, 23,21 e x5 nos polinémios 7; também
devem ser iguais a zero; podemos entao escrever r; = aixlxg + bix%xg +cix1x0 +d;
e analisando o coeficiente de z3z3 em p, temos —3 = Y " ¢7, 0 que gera uma
contradi¢ao. Hilbert [Hil88] mostrou que essas duas propriedades (ser globalmente
nao-negativo e ser soma-de-quadrados) sdo equivalentes apenas para polindmios de
uma variavel, polindmios de grau dois e polinémios de duas variaveis e grau quatro.

Apesar de soma-de-quadrados ser uma propriedade mais restritiva do que ser
nao-negativo, vemos a seguir que podemos determinar se um polinémio pode ser
escrito como soma de quadrados usando programacao semidefinida, o que na préatica
pode ser resolvido por computadores.

PROPOSIGAO 4.1. Seja p € R[z] um polinémio de grau 2d e B uma base de
R[z]<4, 0 espago dos polindmios de grau no mdzimo d. Seja vg: B — Rlz] tal que
vp(q) = q para todo q € B. Entdo p € soma-de-quadrados se e somente se existe
uma matriz positivo-semidefinida @Q: B x B — R tal que p = UEQUB = <Q, UBU£>.

57
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DEMONSTRAGAO. Digamos que exista uma matriz ) positivo-semidefinida tal
que p = ngvB. Ela pode ser fatorada como Q = RR” e assim p = UERRTUB =
Z?ll (riTvB)2, com os vetores r; denotando as colunas de R de modo que riTvB
seja um polinémio.

Reciprocamente, se p puder ser escrito como p = Y., ¢7, com ¢; € Rlz]<q,
como B é uma base desse espaco, existe 7; € R tal que rlvg = ¢; e podemos

definir uma matriz R com as colunas formadas pelos vetores r;, de modo que p =
UERRTUB. O

A proposi¢ao anterior permite reduzir a questdao da representatividade de um
polinémio como soma de quadrados pela da viabilidade de um programa semide-
finido. Note que a identidade p = <Q, v3v£> é uma igualdade entre polindmios e
deve ser transformada em um conjunto de restrigoes lineares nas entradas de Q.
Isso pode ser feito considerando uma base B= de R[z]<2q € comparando os coefici-
entes de ambos os lados nessa base; usualmente escolhemos B e B— como as bases
monomiais de seus respectivos espagos, entretanto na proxima se¢ao veremos um
caso em que serd conveniente escolher bases diferentes.

Vimos até aqui uma forma de certificar que um polindémio é nao-negativo
em todo R", consideremos agora polinébmios nao-negativos em conjuntos semi-
algébricos fechados, isto é, conjuntos da forma

{r eR": gi1(x) >0, g2(x) >0, ..., gs(x) > 0}, (45)
comgyi, ..., gs € Rlz]. Uma condigdo suficiente para um polindémio p € R[z] ser ndo-
negativo em tal conjunto é a existéncia de polinémios qq, . . . , ¢s somas-de-quadrados
tais que

P=q+qq + -+ gsds (46)

Tal como no caso global, nem todo polinémio ndo-negativo em um conjunto semi-
algébrico pode ser expresso dessa forma, entretanto existem resultados que, com
algumas hipoteses adicionais, garantem a existéncia de tal representagao. Um desses
teoremas ¢ devido a Putinar [Put93]:

TEOREMA 4.2 (Positvstellensatz de Putinar). Sejo K = {z € R" : gi(z) >
0,..., gs(xz) > 0} um conjunto semi-algébrico compacto. Suponha que exista um
polinémio P na forma P = rog+g1r1+- - -+9gsTs, comrg, ..., rs somas-de-quadrados,
tal que o conjunto {x € R™ : P(x) > 0} seja compacto. Entao, todo polinémio p
positivo em K pode ser escrito como p = qo + g1q1 + -+ + gsqs, com qo, .., s
somas-de-quadrados.

O teorema nao diz nada sobre o grau dos polindémios qq, ..., ¢s que aparecem
na expressao (ao contrario do caso global, isso ndo é claro, pois podem haver cance-
lamentos entre os termos dos diversos polindmios presentes na férmula). Na pratica,
na busca por uma representagao com programacao semidefinida é necessério limitar
o grau desses polindmios, o que acarreta em alguma perda de generalidade.

Usando essa técnica podemos reescrever as condigoes (a) e (b) do Programa (44).
Seja B uma base de Rlu]<q € vp,: B — R o vetor obtido de vp quando avalia-
mos cada entrada em u, de modo que vp . (p) = p(u). Para a condigdo (a), usamos
g(u) :== (u+ 1)(cos — u), de modo que I = {u € R: g(u) > 0} e substituimos a
restricao por

d

d
> arPy(u) + 2b1g + boo + 3> (Fr, Si(u, u, 1))
k=1 k=0

+ <QOaVO,u> + <Qlag(u)vl,u> = -1, (47)
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com Qo, Q1 = 0 sendo duas variaveis novas para o programa, Vg, = v Bo,uvgo’u com
Bo = {l,u,u?,...,ut} e V1, = UBLUUEIM com By = {1,u,u?,...,u%"1}. Os graus
sao escolhidos de modo que o maior grau em todos os polinémios que aparecem no
lado esquerdo de (47) seja 2d.

Para a condigao (b), também podemos reescrever A como um conjunto semi-
algébrico. Para isso, observamos que a matriz

1 uw v
u 1 t
v t 1

¢ a matriz de Gram de trés pontos distintos ¢, ¢, ¢’ € S"~! com distancia angular
minima 6 se e somente se for positivo-semidefinida e u,v,t € I. Isso é equivalente
a seu determinante ser ndo-negativo e g(u), g(v), g(t) > 0, isto é:

A ={(u,v,t) eR®: g;(u,v,t) >0parai=1,...,4},

com g1(u,v,t) := g(u), go(u,v,t) = g(v),

g3(u,v,t) == g(t), ga(u,v,t) =1+ 2uvt —u? — v? — 2
Assim a restrigao (b) pode ser substituida por

! (48)
=49

d
baa + Z<Fk, Sk) + (Ro, Va) + (R1,91Va—1) + (R2,92Va—1)
k=0

+ (Rs3,93Vi—1) + (Ra, 94aVa—2) =0, (49)

com Ry,..., R4 = 0 sendo varidveis novas para o programa e Vy = vp " vgd/, com
By sendo a base monomial de Ru, v, t]<g para cada d’ que aparece na férmula. No-
vamente, os graus sao escolhidos de modo que o maior grau em todos os polinémios
que aparecem no lado esquerdo de (49) seja 2d.

Note que os tamanhos das matrizes presentes na restri¢ao (49) crescem rapida-
mente com d. O nimero de mondémios com 3 varidveis e grau até d é (d;’r?’), 0 que
com d = 14 por exemplo, leva & consideracao de matrizes de tamanho 680 x 680.
Mittelman e Vallentin [MV10] resolveram o Programa (44) com 6 = 7/3, as res-
trigdes (a) e (b) substituidas por (47) e (49) e d < 14, obtendo limitantes para o
nimero de contato nas dimensées n = 3,...,24. Em todos os casos, esses limitantes
foram os melhores conhecidos até entao, sendo os resultados novos na maior parte
dos casos ainda em aberto. Os valores serao apresentados na Secao 4.3, junto com
os novos limitantes obtidos.

Devido ao tamanho do problema de programacao semidefinida a ser resolvido e
dificuldades numéricas, Mittelman e Vallentin [MV10] usaram solvers com precisao
numérica elevada e mais lentos, como o SDPA-GMP [Nakl10], e por isso so foi
possivel considerar problemas com d < 14 usando essa formulacdo. A situagao é
diferente da que ocorre com o limitante de programacao linear, onde é possivel
realizar cédlculos com polinémios de grau crescente, até o ponto em que nao se
observam mais melhorias significativas no limitante fornercido [OS79]; nas tabelas
presentes no artigo de Mittelman e Vallentin [MV10] observa-se que o valor do
limitante obtido ainda pode ser melhorado com o incremento de d.

A partir da forma como as matrizes S} foram definidas em (38), temos que
os polindémios presentes em suas entradas sao simétricos com relagao as permuta-
¢Oes entre as variaveis u, v e t; o dominio A da condigdo (b) do Programa (44)
também possui essa simetria. Vemos na proxima secao uma forma de usar essa
propriedade para reduzir o tamanho das matrizes usadas na formulagao com somas
de quadrados.
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4.2. Somas de quadrados com polindmios invariantes

Seja G um grupo finito que age linearmente em R™, o que induz uma agao no
espago de polindmios em n varidveis R[z] definida de modo que para todo g € G,
p € R[z] e x € R,

gp(x) :=p(g~ ).
Dizemos que um polindmio p é invariante quando gp = p para todo g € G.

Como um exemplo inicial, consideremos o polinémio de duas variaveis

p(x1,z2) = xf + x%

Esse polindbmio é soma-de-quadrados e é invariante com relacao & permutacao de
suas variaveis; ele também pode ser escrito como
p(z1,29) = %(m +x2)% + %(m — 15)%,

a soma do quadrado de um polinémio simétrico com o quadrado de um polino-
mio anti-simétrico (isto é, tal que p(z1,z2) = —p(z2,21)). Vemos a seguir uma
técnica desenvolvida por Gatermann e Parrilo [GP04]| (veja também o texto de Ba-
choc, Gijswijt, Schrijver e Vallentin [BGSV12]) que mostra como podemos reduzir
o tamanho dos programas semidefinidos relacionados & decomposigao em soma de
quadrados quando o polinémio é invariante.

Supomos por simplicidade que G seja um grupo cujas representagoes irreduti-
veis sejam todas realizaveis em espagos vetoriais reais, o que sera suficiente para a
aplicagao no limitante para o numero de contato. (Caso contrério, passa a ser neces-
sario o uso de programagao semidefinida com matrizes complexas e polindmios com
coeficientes complexos na decomposi¢ao em soma de quadrados.) A técnica pode
ser resumida pelo seguinte teorema, que serd demonstrado na Secao 4.2.2, onde
também é descrito como calcular os coeficientes das matrizes Vdi explicitamente.

TEOREMA 4.3. Seja G um grupo finito que possui todas as suas representacoes
irredutiveis realizdveis em espagos vetoriais reais e di,...,d, as dimensoes dessas
representacoes. Entao existem matrizes Vdi de tamanho m; X m; para i =1,...,r
com polindmios invariantes e de grau até 2d em suas entradas tais que um polindmio
p € R[z] de grau 2d invariante sob a ac¢io de G é soma-de-quadrados se e somente

se existem matrizes positivo-semidefinidas Q,...,Q" tais que
p={(QLVi)+--+(Q",V]).
Os numeros my, ..., m, sao as multiplicidades das componentes irredutiveis da re-

presentagio de G em Rlz|<q, de modo que mydy + - -+ + myd, = (”Zd).

4.2.1. Aplicacdo ao limitante. Voltemos a considerar a restricdo (b) do
Programa (44). Anteriormente a substituimos pela condi¢ao

d
b22+Z<Fk7S]?> + 7104 171 + -+ gara =0,
k=0
com os polindmios gy, . . ., g4 definidos em (48) e os polindmios 79, . .., r4 somas-de-

quadrados, que em (49) ja foram substituidos pela expressao dada pela Proposi-
gao 4.1. Apesar de os polindmios presentes nas matrizes S’ serem invariantes sob
a acao do grupo S3 que age permutando suas variaveis e de o dominio A possuir
propriedade semelhante, nao podemos supor sem prejuizo ao limitante que os po-

linbmios rg,...,T4 sejam invariantes. Isso ocorre porque os polinémios g1, ..., g4

nao o sao, caso estivéssemos usando polinémios sy, ..., S4 invariantes e tivéssemos
d

baa + »_ (Fi, Sp) +70 + 5171 + -+ + 8414 = 0, (50)

k=0
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com polindémios 71, ...rs somas-de-quadrados nao necessariamente invariantes, po-
derfamos simetrizar toda a equagao:

20<b22+z Fk,Sk>—|—7‘Q—|—81T1+ —|—54r4>:0

|83| oc€S3

e, como 0s outros polindmios presentes sao invariantes, obter

d
b22+z <Fk,52>+<@ Z 0'7’0) +51 (|8713| Z O'Tl)—|—. . -—|—$4<@ Z O"I“4) =0,
k=0 0cE€Ss3 ocE€S3 0€S3

uma, expressao com polinémios somas-de-quadrados e invariantes.

Vemos no proximo lema que de fato podemos representar o dominio A com
polinémios invariantes:

LEMA 4.4. Considere os polindomios

S1:=g1+92+9g3, S2:=9192+ 9193+ 9293,

(51)
53 1= 919293, € S4 = §a,
com os polindomios g; definidos em (48). Entao
A= {(u,v,t) €ER® : si(u,v,t) >0, i=1,...,4}.
DEMONSTRAGAO. Como s1,...,84 sd0 combinacoes positivas de produtos de
J1s- .-, g4, temos que g;(u,v,t) > 0 parai =1, ..., 4 implica em s;(u,v,t) > 0 para

i=1,...,4.

Para a direcao contraria, podemos supor que g1 (u, v,t) < 0 (g2 e g3 sdo analogos
e se g4(u,v,t) < 0, entdo s4(u,v,t) = ga(u,v,t) < 0). Suponha que sz(u,v,t) > 0
e s3(u,v,t) > 0. Entéo (g19293)(u,v,t) > 0 e assim (g293)(u,v,t) < 0. Também,
(9192 + 9193 + g293)(u, v,t) = 0 implica que

(91(g2 + 93))(u,v,t) > —(g293)(u,v,t) >0,
e entdo (g2 + g3)(u,v,t) < 0. Portanto, s1(u,v,t) = (91 + g2 + g3)(u,v,t) < 0. O

Assim, a equagao (50) com os polindmios s1, ..., s4 dados em (51) e os polind-
mios 7, ..., 74 somas-de-quadrados e invariantes é uma condigao suficiente para a
restrigao (b) do Programa (44) ser satisfeita. Como feito na se¢ao anterior, escolhe-
mos os graus dos polindmios r; de modo que o maior grau em todos os polinémios
que aparecem no lado esquerdo de (50) seja 2d; essa escolha é util pois evita que
o problema fique sobredeterminado pelas restrigoes lineares, o que afeta a estabi-
lidade numeérica do programa e a verificacao dos resultados que seré descrita na
Secao 4.4. Usando o Teorema 4.3 no lugar da Proposicao 4.1 para representar os
polinémios r;, a condicao (b) é substituida por:

d
bao + Z(kagg) + (Rg, V) + (B3, Vi) + (RS, V)
k=0
+ (R, s1Vj_1) + (R}, s1Vi 1) + (R}, 51V ) (52)
+ (Ry, 52V o) + (R3, 5V, o) + (R3, 52V o)
+ (Ry, 53V _3) + (R3, 3V 3) + (R}, 53V} 3)
+ (R1,54Vy o) + (R, 54V o) + (R, 54V 5) =0,

com as matrizes Rﬁ > 0 sendo varidveis novas para o programa. O teorema foi
aplicado com r = 3 pois sabe-se que o grupo S3 de permutacoes de trés elementos
possui trés representagoes irredutiveis distintas, conhecidas como trival, alternante,
ambas de dimensao um, e padrao, de dimensao dois: todas realizaveis em espacos
vetoriais reais.
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4.2.2. Demonstracdo do Teorema 4.3. Vejamos R[z] como um subcon-
junto do espago de polindmios com coeficientes complexos C[z] e estendamos a agao
de G para C[z] de modo a termos um espago vetorial complexo e assim possamos
usar a teoria de representagoes vista na Se¢ao 1.1. Em seguida nos restrinjamos ao
espaco de dimenséo finita C[z]<4, com polindmios de grau no maximo d, e fixemos
um produto interno {,) de modo que pela Proposic¢ao 1.1 a representagio de G seja
unitaria. Esse produto interno pode ser escolhido de modo que (p, ¢) € R para todos
p, q € Rlz]; para ver isso considere como produto interno inicial o produto interno
(,)o que faz a base monomial ser ortonormal (que possui essa propriedade) e con-
sidere a simetrizagao efetuada na demonstracdo da Proposigao 1.1 (a simetrizagao
preserva a propriedade, ja que gp € R[z], se p € R[z] e g € G).

Seja B uma base ortonormal de Clx]<,4 escolhida de modo que B C Rx]<y;
isso pode ser feito através do processo de Gram-Schmidt aplicado & base monomial,
ja que (p,q) € R para todos p,q € Rz]. Seja vg: B — Clz] um vetor definido
como na Proposi¢ao 4.1, de modo que vp(q) = ¢ para todo ¢ € B. Para = € R",
denotemos por vg,, o vetor obtido de vp quando avaliamos cada entrada em z.

Para cada g € G, seja P;: B x B — R a matriz na base B da representacao em
Clz]<q; as matrizes P, sdo reais pois B C R[z] e a representagao ¢ induzida pela
acao linear de G em R"™. Pode-se verificar que para cada g € G e x € R”,

_ pT
UB,g—1z = Pq UB,x-

De fato, para q € B,

vBg-12(0) = 9a(z) = Y Pylp,a)p(x) = Y Pe(p.))vs2(p) = (P vB.2)(0)-

pEB pEB
Se p € R[x]<24 é soma-de-quadrados e invariante sob a agdo de G, temos pela
Proposigao 4.1 que existe Q: B x B — R positivo-semidefinida tal que p = ngvB
e assim para cada x € R",

=[G D) = g7 2 ey Qui

geG geG
T
|G|Z UBI PUB@) UBI(‘G|ZPQP )UBI
geG geG
Logo podemos definir a matriz

|G|ZPQ :

geG
que também é positivo-semidefinida e satisfaz
Pg@ = QPQ
para todo g € G; temos que @ é a matriz de um G-endomorfismo e, conforme
descrito no Teorema 1.8, o espago C[z]<4 possui uma base ortonormal W na qual
a transformagao dada por () é bloco-diagonal.

Seguindo a notacao usada na demonstracdo do Teorema 1.8, consideremos
C[z]<q decomposto como soma direta ortogonal de subespagos irredutiveis:

C[I]Sd = Il 1L Ir,
Iy =Vi1 L L Vi,
com a subrepresentagao de Vj ; equivalente & de V; ; se e somente se k = [ e fixemos
bases ortonormais {ej 1, ..., €4, em cada subespago irredutivel Vi ; de modo

que as matrizes das subrepresentagoes equivalentes sejam iguais e tenhamos a base
W = {e;m,s k= 1,...,T,i: 1,...,mk,s: 1,...,dk}.
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Os polinémios ey, ; s podem ser determinados pelo processo descrito no Teo-
rema 1.21, que usa as matrizes P, da representagdo e matrizes das representacoes
irredutiveis de G, que estamos supondo serem reais. Assim W C R[z] e a matriz
U: Bx W — R de mudanca de base entre B e W & real. Como B e W sao orto-
normais, U~! = UT e a matriz da transformacdo definida por @ na base W ¢ dada
por UTQU, que além de bloco-diagonal é também positivo-semidefinida.

Podemos escrever p como soma de quadrados usando UT QU

p=vpQup = vp(UUT)QUUT v = (vEU)(UTQU) (U vp)
= ,UIT/;/(UTQU)’UW = <UT@U7 UWU;Z/;/> )

com vy = UTwp. De acordo com o Teorema 1.8, a matriz UTQU é composta por
r blocos distintos Q',...,Q", com Q* sendo de tamanho my, x my, e repetindo-se
dj, vezes. Assim podemos reescrever p como a soma de 7 termos:

p=(Q\Va)+ - +(Q", Vi),

k N k T . ~ .
com V' sendo o bloco correspondente & Q" em vy vy, e cujas entradas sao:

dp,
(ViE)ig = Y €hiinsChojs-
s=1

Note que com essa expressao também fica claro que as entradas das matrizes de
sdo polindmios de grau até 2d, ja que os polinémios ey, ; s pertencem a C[z]<4 e que
sao polindmios invariantes, pois as matrizes das representacoes de GG nos subespacos
Vi,i com as bases {€k s, ---,€kid, } S20 unitarias e ndo dependem de . O

4.3. Resultados

O Programa (44) foi resolvido com § = 7/3 e com as restrigdes (a) e (b)
substituidas por (47) e (52), respectivamente. Essas restrigoes sao identidades poli-
nomiais que devem ser reescritas como restrigoes lineares nas variaveis do problema,
isso pode ser feito escolhendo bases para Rlu]<zq ¢ R[u,v,t]<24 € expandindo to-
dos os polinoémios nessas bases. Para a restrigdo (47), simplesmente escolhemos a
base monomial de R[u]<z4. Para a restri¢do (52), notemos que todos os polindmios
que aparecem sao invariantes, entao podemos considerar menos restrigoes se nos
restringirmos a uma base do subespago de polindmios invariantes de R[u, v, ]<24.
Uma forma de escolher tal base é considerar todas as triplas (a,b,c¢) de inteiros
nao-negativos tais que a + 2b + 3¢ < 2d e para cada uma delas pegar o polinémio
(u+v+1)2(u+v2+12)(u? +v3 +12)°. Pela Proposicio 1.1.2 de Sturmfels [Stu08],
esses polinémios geram o subespaco de polinémios invariantes de grau no maximo
2d e pelo Teorema 1.1.1 do mesmo livro junto com um argumento de dimensao,
vé-se que esses polindmios formam uma base do subespaco.

Obtemos assim um programa semidefinido menor do que o considerado na
Secao 4.1, o que na pratica gera uma grande diferenga. Por exemplo, experimentos
com o solver SDPA-GMP [Nakl10] em um processador de 2.4 GHz demoraram 9
dias para resolver o programa apresentado na Secao 4.1 no caso d = 11 e n = 12,
que envolve matrizes de tamanho (3211) = 364. Apo6s a simplificagao, a matriz é
decomposta em trés blocos de tamanhos 83, 41 e 120 e o programa resultante pdde
ser resolvido em menos de 12 horas sob condig¢oes similares.

Dessa forma foi possivel calcular o valor do limitante para o nimero de contato
com d até 16 em um tempo inferior a 6 semanas e melhorar os resultados obtidos
por Mittelmann e Vallentin [MV10] nas dimensées 9 a 23.

Os resultados sao exibidos na Tabela 4.1. Seguindo Mittelmann e Vallentin, a
tabela inclui diversos valores de d e digitos decimais, jA que a sequéncia de valores



10

11

12

13

64 4. CALCULO DO LIMITANTE DE PROGRAMAQAO SEMIDEFINIDA
lim. lim. sup. lim. sup. Iim. lim. sup. lim. sup.
inf. d  anterior [MV10] novo n inf. d  anterior [MV10] novo
12 14 12.38180947 12.381921 14 1606 14 3183.133169 3183.348148
15 12.374682 15 3180.112464
16 12.368591 16 3177.917052
24 14 24.06628391 24.066298 15 2564 14 4866.245659 4866.795537
15 24.062758 15 4862.382161
16 24.056903 16 4858.505436
40 14 44.99899685 44.999047 16 4320 14 7355.809036 7356.238006
15 44.987727 15 7341.324655
16 44.981067 16 7332.776399
72 14 78.24061272 78.240781 17 5346 14 11072.37543 11073.844334
15 78.212731 15 11030.170254
16 78.187761 16 11014.183845
126 14 134.4488169 134.456246 18 7398 14 16572.26478 16575.934858
15 134.330898 15 16489.848647
16 134.270201 16 16469.090329
306 14 364.0919287 364.104934 19 10668 14 24812.30254 24819.810569
15 363.888016 15 24654.968481
16 363.675154 16 24575.871259
500 14 554.5075418 554.522392 20 17400 14 36764.40138 36761.630730
15 554.225840 15 36522.436885
16 553.827497 16 36402.675795
582 14 870.8831157 870.908146 21 27720 14 54584.76757 54579.036297
15 869.874183 15 54069.067238
16 869.244985 16 53878.722941
840 14 1357.889300 1357.934329 22 49896 14 82340.08003 82338.035075
15 1357.118955 15 81688.317095
16 1356.603728 16 81376.459564
1154 14 2069.587585 2069.675634 23 93150 14 124416.9796 124509.320059
15 2067.388613 15 123756.492951
16 2066.405173 16 123328.397290

TABELA 4.1. Limitantes inferiores e superiores para o ntimero de
contato nas dimensoes 3, ..., 24. As dimensoes 8 e 24 foram omi-
tidas ja que o limitante de programacao linear ja é justo. Todos os
limitantes inferiores podem ser encontrados no livro de Conway e
Sloane [CS99], exceto nas dimensdes 13 e 14, obtidas por Zinoviev
e Ericson [ZE99]. As melhorias sobre os limitantes previamente co-
nhecidos estao sublinhadas. Todos os limitantes foram verificados
rigorosamente com o método descrito na Secao 4.4.

nos indica o quao forte o limitante de programagao semidefinida de Bachoc e Val-
lentin [BVO08] pode ser se polindomios de grau mais alto forem usados. Os digitos
decimais na dimensao 4 também sao interessantes, j4 que um limitante justo po-
deria dar-nos informacao sobre as configuragdes 6timas (ainda ¢ um problema em
aberto se a configuracao de 24 pontos em dimensao 4 dada pelos vetores de menor
tamanho do reticulado D4 é tnica; como descrito na Segao 2.3, para as dimensoes
8 e 24 a unicidade foi provada por Bannai e Sloane [BS81] usando a cota justa dada
pelo limitante de programagéo linear).

Observamos também que muitos dos novos valores para d = 14 sdo na verdade
maiores que os valores correspondentes obtidos por Mittelmann e Vallentin [MV10].
Isso ocorre pois os problemas resolvidos nao sao exatamente iguais: um programa
usa a restrigao (49) enquanto o outro usa a restri¢ao (52).
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4.4. Verificagao rigorosa dos resultados

Os dados usados como entrada para o solver nao sao exatos, ja que é necessario
usar aritmética de ponto flutuante para calcular as matrizes V; do Teorema 4.3 e
0 solver também usa aritmética de ponto flutuante para resolver o problema de
otimizagao; portanto a solugao obtida no fim é apenas uma aproximag¢ao numeérica
e o limitante obtido pode nao ser rigoroso. Entretanto, caso a solugao seja composta
por matrizes positivo-definidas e proximas o suficiente de uma solucao viavel, é
possivel argumentar que ela pode ser transformada em uma solugao viavel sem
alterar muito o resultado, produzindo assim um limitante rigoroso.

A técnica usada para verificar a solugao é uma adaptacao do processo usado por
Dostert, Guzman, Oliveira e Vallentin [DGdOFV17]. O primeiro passo é encontrar
uma solugao com matrizes positivo-definidas junto com um limitante inferior para
o seu menor autovalor. Em seguida devemos verificar o quanto a solugao viola as
restricoes do problema; se o limitante inferior do menor autovalor for grande com-
parado com a violagao das restrigdes (em um sentido que sera descrito precisamente
a seguir), concluimos que é possivel transformar a solugdo em uma solugdo exata
sem alterar o valor do limitante. Essa comparacao nao pode ser feita com aritmética
de ponto flutuante, em vez disso, a verificagao se baseia em uma biblioteca de arit-
mética intervalar, como a MPFI [RRO05], que representa ntimeros como intervalos e
faz todos os arredondamentos para fora.

E conveniente usar uma restrigio semelhante & restricio (49) no lugar da res-
trigdo (52):

d
bao + Z<Fk, Si) + (Ro, Va) + (R1, 51Va—1) + (R, 52Va-2)
k=0
+ <R3, Sng_3> + <R4, S4Vd_2> =0, (53)

com Ry,...,Ry = 0eVy =vp, vgd,, com By sendo a base monomial de Rlu, v, t] <
para cada d’ que aparece na equagao, pois (53) usa matrizes baseadas na base mono-
mial de Rlu, v, t]<q/, que podem ser calculadas de forma exata e assim conhecemos
precisamente toda a entrada do problema. Dada uma solucao obtida pelo solver
para o problema com a restri¢ao (52), podemos converté-la em uma solugao para o
problema com a restri¢ao (53). Para isso, note que no processo descrito na demons-
tracdo do Teorema 4.3, a matriz @ torna-se bloco-diagonal apés a mudanca entre
a base monomial e a base dada pelos Teoremas 1.8 e 1.21, portanto a conversao se
resume em desfazer essa mudanca de base. O tamanho do programa aumenta, ja
que estamos perdendo a estrutura bloco-diagonal, mas isso nao é um problema, ja
que o programa ja foi resolvido pelo solver e a conversao nao é uma operagao cara.

Para obter uma solucao com matrizes positivo-definidas, o problema é resolvido
com uma pequena mudanga de variaveis, em que cada variavel X é substituida
por X’ + Apin, com a restricio X’ = 0. Isso faz a restri¢ao semidefinida ser mais
rigida, o que penaliza o valor do limitante obtido, mas nos da uma solugao com
menor autovalor aproximadamente Ap;,. Esse pardmetro auxiliar deve ser escolhido
pequeno o suficiente para que a perda no limitante seja pequena, mas grande o
suficiente para que a comparagao ao final do processo funcione. Apos alguns testes,
valores em torno de 10~® e 107! funcionaram bem.

Para tornar o limitante rigoroso, para cada varidavel X da solucao obtida, pro-
curamos um Ax > 0 tal que X —Ax [ tenha uma decomposigao de Cholesky Ly L%;
normalmente esse Ax é um pouco menor do que o A, usado na etapa anterior.
Todos esses célculos ainda sao feitos com aritmética de ponto flutuante, mas agora
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podemos expressar X como
X =LxL% +)xI

e interpretar o lado direito como a solugao aproximada do problema de forma que
tenhamos um limitante para o seu menor autovalor; a partir deste ponto todos os
calculos sao feitos com aritmética intervalar.

O proximo passo é checar as restrigdes (47) e (53); como ambos 0s casos sdo
similares, consideremos a restri¢ao (53). Como dito, os coeficientes da restrigao sao
conhecidos exatamente e assim podemos usar aritmética intervalar para calcular o
polinémio r que aparece no lado esquerdo de (53) quando todas as variaveis sdo
substituidas pelas correspondentes expressoes Ly L% + Ax 1. Temos que 7 provavel-
mente nao sera 0, porém observamos que Vy; = vp dvgd possui a base monomial dos
polinémios de grau no méaximo 2d em suas entradas e assim podemos encontrar A
tal que r = (A, V) (isso pode ser feito com A sendo simétrica, basta colocar os coe-
ficientes de 7 nos lugares correspondentes de A e entdo substituir A por (A+AT)/2).
Substituindo Ry por LROLg0 + Ar, — A em (53), temos uma solugdo exata; mas
agora temos que checar se Lr, L}, 4+ Ar, — A = 0. Isso sera satisfeito se [|A]| < Ag,
(onde ||A| = (A, A)'/? é a norma de Frobenius de A); de fato, tomando qualquer
vetor w € RB4, temos

w'(Lp, L, + Ary — A)w = w" (Lr, L + Ar)w — Y A(p,q)w(p)w(q)
P,q€Bq

> Apow’w — ( > w( )1/2( > ( > Alp, q)w(p))2)1/2
qE€EBy qeBg p€eBy

> Ag,w w—(Zw ) (Z > Ap9*) (D] (p)Q))1/2
qEBy qeEBy pEBg pEBy

= Apow’ w — ( )( > Al q)z)l/2
q€Bq P,q€Bq

= (Ar, — [l4)w"w > 0.

A condigdo Ag, > ||A|| pode ser verificada com a aritmética intervalar se os valores
de [|A| e AR, forem distintos o suficiente.

Para este processo funcionar, devemos escolher no primeiro passo Apnin grande
o suficiente comparado com o residuo ||A]|, que por sua vez depende do tamanho
do problema e da precisao numérica do solver. Isso apenas pode ser feito sem uma
grande perda no valor do limitante se o problema for resolvido com um solver de
alta precisao; aqui todos os programas semidefinidos foram resolvidos com o SDPA-
GMP [Nak10] configurado com 200 bits de precisao (equivalente a cerca de 60 casas
decimais). Todos os resultados descritos na tltima coluna da Tabela 4.1 passaram
por essa verificagao.



CAPITULO 5

Extensao para grafos topolégicos de
empacotamento

Vemos neste capitulo como estender o limitante de programagao semidefinida,
até aqui definido para limitar o tamanho de codigos esféricos, para uma classe
maior de problemas. Consideramos o nimero de independéncia de grafos com o
conjunto de vértices possivelmente infinito, porém com certas propriedades topolo-
gicas adicionais que surgem em problemas de empacotamento e que serao descritas
na Segao 5.1.

Grande parte deste capitulo segue o trabalho de de Laat e Vallentin [dLV15],
onde é discutida a nogao de “limitantes de k& pontos”, 1til para comparar a com-
plexidade de diversos limitantes para o nimero de independéncia; veremos que o
limitante de programacao linear é um limitante de 2 pontos, enquanto o limitante
de programagao semidefinida é um limitante de 3 pontos.

5.1. Grafos topologicos de empacotamento

Estamos interessados em grafos cujos vértices que sejam “préximos” sejam ad-
jacentes e nos quais vértices adjacentes continuem adjacentes apoés sofrer “pequenas
perturbagoes”. Mais precisamente, um grafo cujo conjunto de vértices é um espago
topologico de Hausdorff é chamado de grafo topoldgico de empacotamento se cada
clique finito estiver contido em um clique aberto.

Note que a condi¢ao presente na definicao sb precisa ser verificada para cliques
de tamanho um e dois. De fato, se {z1,...,2:} é um clique de tamanho t > 2,
podemos escolher cliques abertos Uy; ;3 que contenham cada par {z;,z;} com i # j,
definir U; = ﬂj# Ui jy e entao tomar U = UE:I U; como um clique aberto que
contenha {z1,...,2;}. Qualquer grafo considerado com a topologia discreta (por
exemplo, um grafo finito) é um grafo topologico de empacotamento, entretanto
topologias mais fracas levam a condigoes mais fortes: nesta dissertagao consideramos
grafos com conjunto de vértices compacto, nesse caso a condigao de grafo topologico
de empacotamento implica naturalmente que os conjuntos independentes sejam
finitos, pois o conjunto de vértices possui uma cobertura finita por cliques.

EXEMPLO 5.1 (Grafos de distancia). Um grafo de distancia G = (V,E) é
um grafo no qual V = (V,d) é um espago métrico e em que existe D C (0, 00)
tal que z,y sdo adjacentes precisamente quando d(x,y) € D. Se D for aberto e
contiver o intervalo (0,4) para algum § > 0, entdo pode-se mostrar que G é um
grafo topolégico de empacotamento. O grafo G, ¢ apresentado na introdugéo para
modelar o problema dos c6digos esféricos é um grafo de disténcia.

ExEMPLO 5.2 (Empacotamento de corpos). Seja (V,d) um espago métrico, K
um subconjunto de V' com interior nao-vazio e I' um grupo topolégico que age
continuamente em V preservando distancias. Um empacotamento de K em V é
uma colegdo de imagens {gK : g € S} com S C T tal que se f,g € S, entdo
int (fK)Nint (¢K) = 0.

67
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Podemos definir um grafo G com conjunto de vértices I' e cujos conjuntos
independentes correspondem aos empacotamentos. Para isso, note que int (fK) N
int (gK) # () se e somente se int K Nint (f~1gK) # 0, de modo que definindo

X :={geTl\{e}:int KNint (gK) # 0},

tomamos como arestas os conjuntos { f, g} C I tais que f_lg € X. Esse grafo é um
grafo de Cayley! e X é o seu conjunto de conexao.

Provemos que G é um grafo topologico de empacotamento. Seja {f,g} C I' um
clique de tamanho um ou dois. Como int (fK) N int (¢K) # 0, existe uma bola
aberta de centro xg e raio r, que denotaremos por B(zg, ), contida em int (fK) N
int (¢K). Como a agao de I' preserva distancias, isso implica que B(f lzq,r) U
B(g~'z¢,7) C K. Seja

U:={hel:hf 'xy € B(xo,r/2) ou hg *xg € B(xo,7/2)},

temos que U é aberto, pois é a unido das imagens inversas de B(xg,7/2) sob duas
fungdes continuas, {f,g} C U e U é um clique, pois para qualquer h € U, o aberto
B(z,7/2) esta contido em hK; de fato, se h € U, temos que d(hf~tzg,xq) < /2
(o argumento é analogo no caso com g) e para qualquer x € B(xg,7/2),

d(hil‘ra fﬁlmO) S d(hilxv hile) + d(hilx()v fﬁle)
= d(x,x0) + d(hf 'aq, x0)
<r,

logo h™'z € B(f~'xp,7) C K e x € hK.

Este exemplo engloba diversos problemas considerados na literatura, entre eles
o problema dos codigos binérios corretores de erro, que correspondem ao empaco-
tamento de bolas no cubo de Hamming {0,1}" (um dominio finito), o problema
do empacotamento de calotas esféricas em S™~! (o problema central desta disser-
tagdo, um dominio compacto) e o problema do empacotamento de corpos convexos
no espago euclideano (um dominio localmente compacto).

5.1.1. Topologia da familia de conjuntos independentes. Uma das prin-
cipais consequéncias de um grafo ser um grafo topologico de empacotamento é a
estrutura topolédgica da sua familia de conjuntos independentes. Vejamos primeiro
como definir uma topologia para essa familia.

Seja G = (V, E') um grafo topologico de empacotamento. Denotemos por sub (V)
a familia de subconjuntos com até ¢ vértices, por I; a familia de subconjuntos in-
dependentes com até ¢ vértices, por I_; a familia de subconjuntos independentes
com exatamente t vértices e também I} := I, \ {#} e subj(V) := suby(V) \ {0}.
Desejamos atribuir uma topologia a2 I;. Para isso, vemos I; como um subconjunto
de sub; (V) e, conforme feito na Se¢io 2 de Handel [Han00], consideramos V! com
a topologia produto e em seguida a imagem de V? sob o mapa

q: Vi = subiy(V),  q(v1,..,vr) = {01, 04}

com a topologia quociente, isto &, tal que S C sub; (V) é aberto se ¢~1(S) for aberto
em V' (essa topologia também ¢ conhecida como a maior topologia que faz ¢ ser
continua).

1Em geral, se I' ¢ um grupo, X CT étalquee ¢ T'e X = X1, o grafo de Cayley G = Cay(T', X
com congunto de conexdo X é o grafo com conjunto de vértices V(G) = T’ e arestas E(G)
{{f,9} CT: f~1g € X}. As condigdes sobre X garantem que o grafo seja simples.

2Em de Laat e Vallentin [dLV15] é considerado I, aqui o conjunto vazio ndo sera importante,
porém a distingdo na notagdo serd mantida.

~
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E conveniente construir uma base de abertos para suby(V). Parar =1,...,te
Ui,..., U, CV, seja
(Uy..., U :i={S€suby(V): SCU;U---UU,, SNU; # D parai=1,...,7}.
Conforme observado por Handel [Han00],

q_l((Ul, e Ur)t) = U Ur(l) X X U’T'(t)

7 {1,...,t}—={1,...,r}
T é sobrejetora

e portanto se Uy, ...,U, forem abertos em V', entdao (Ui,...,U,); é aberto em
sub} (V). Ademais, conforme a Proposicio 2.11 de Handel [Han00], se B é uma base
de abertos de V, entao

Bt Z:{(Ul,...,UT)tZlSTSt,Ul,...,UTGB}

é uma base de abertos de sub;(V) e se {uy,...,u,} é um elemento de um conjunto
aberto U de sub;(V), entao existem vizinhangas U; de cada u; tais que (Uy, ..., U,);
seja uma vizinhanca de {uy,...,u,} contida em U.

Como a topologia de sub;(V) foi definida a partir das operagoes de produto
e quociente, se V for compacto, entao segue imediatamente da compacidade de V'
que sub; (V) é compacto. Também pode-se mostrar que sub;(V) é Hausdorff (veja
Handel [Han00], Proposicao 2.7).

Finalmente, temos uma topologia em I] e em I_; vendo-os como subconjuntos
de subj(V). Observe que I—; é homeomorfo a V, por isso em alguns momentos
trocamos um pelo outro no texto.

Vejamos agora duas proposi¢oes nas quais a hipotese do grafo ser um grafo
topologico de empacotamento assume papel central.

PROPOSIGAO 5.3. Seja G = (V, E) um grafo topoldgico de empacotamento com
conjunto de vértices compacto. Entdo I} é compacto para todo t € N.

DEMONSTRAGAO. Mostremos que I é um subconjunto fechado do espago com-
pacto subj (V). Tome {x1,...,z,} € suby(V)\ I}; sem perda de generalidade pode-
mos supor que z; e xo2 sao adjacentes. Pela hipotese, existe um clique aberto U C V
que contém {z1,x2} e, como V é Hausdorff, existem abertos disjuntos Uy, Us C U
tais que 1 € Uy e x9 € Us. Considere (Uy,Us,V, ..., V), onde V aparece r — 2

vezes. Temos que (U, Us,V,...,V); é uma vizinhanca de {z1,...,2,} contida em
suby(V)\ I}, pois se S € (Uy,Us,V,..., V), entdo S contém s; € Uy e so € Us, que
sao adjacentes. O

PrOPOSIGAO 5.4. Seja G = (V,E) um grafo topoldgico de empacotamento.
Entao o mapa c: I, = N, ¢(S) = |S| € continuo para todo t € N. Em particular,

I_, € aberto e fechado em I, parar =1,...,t.

DEMONSTRAGAO. Seja {z1,...,7,} € ¢ 1(r). Pela hipétese sobre G, existem
cliques abertos e disjuntos Uy, ..., U, tais que x; € U; para ¢ = 1,...,r. Logo
o conjunto (Uy,...,U.); NI} & aberto em I e contém {z1,...,2,}. Temos que
(Ur,y...,Up)e NI C e Y(r), pois se S € (Un,...,U): NI}, entdo |S| > r ja que os
conjuntos U; sao disjuntos e |S| < r ja que os conjuntos U; sao cliques. O

5.2. Matriz de momentos e limitantes de k pontos para grafos finitos

Calcular o nimero de independéncia de um grafo finito € um problema NP-
dificil que atraiu a atencao de muitos pesquisadores para o desenvolvimento de
técnicas que encontrem solugoes aproximadas ou limitantes através do uso de pro-
gramagao linear e semidefinida (tal como o ntumero teta de Lovasz, apresentado na
Secao 2.1).
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Essas técnicas aplicam-se mais geralmente ao caso em que desejamos otimizar
uma fungao linear sobre um politopo P := conv(K N {0,1}"), com K um conjunto
semi-algébrico (como em (45)), e envolvem técnicas de extensao e projegao (“lift-
and-project methods”) em que consideramos projegoes de objetos em espagos de
dimens&o maior. Exemplos s&o a hierarquia de Lovasz-Schrijver [LS91] e a de Las-
serre [Las02|, que constroem uma sequéncia de relaxagoes K 2O K IDK2D>..-D
K™ = P que convergem para P em n passos e em que, sob certas condi¢oes sobre
K, pode-se otimizar uma funcao linear em K' em tempo polinomial para qualquer
t fixo.

Laurent [Lau03| apresenta esses métodos em um quadro comum usando matri-
zes de momentos, que definimos a seguir. Para um conjunto finito V, t € {1,...,|V|}
e y: subgy (V) — R (usamos por simplicidade as notagoes ys = y(S),y; = ygy e
Yij = Y{i,j})» @ matriz truncada de momentos M;(y) € a matriz

Mi(y): suby(V) x suby (V) = R,  M(y)s,1 := ysur- (54)

Note que quando = € {0,1}" e y ¢ dado por ys = [I;cg wi para todo S € suby(V),
temos que M;(y) = yy = 0.

No caso do problema do namero de independéncia de um grafo G = (V, E),
consideramos K = {x € RV : 1 — 2, — x, > 0 para todo {u,v} € E}. A hierarquia
de Lasserre possui uma descricao simples nesse caso, que conforme descrito por
Laurent [Lau03] (Lema 13, sendo que aqui estamos trocando ¢ + 1 por ¢t de modo
a comegar a contagem em ¢ = 1), no passo ¢ produz um limitante las;(G) para o
numero de independéncia, definido como o valor 6timo do seguinte problema de

otimizacao:
max E Yu
ucV

y: subg (V) — R,

ys = 0 para todo S € subg (V) \ I, (55)
yp =1,

Nao é dificil mostrar diretamente que a(G) < las;(G). Para isso, basta verificar
que para qualquer I C V independente, y definido por ys =1se S C T eys =0
caso contrario é uma solugao viavel de valor |I|. Laurent [Lau03] também mostra
(Proposicao 14) que las, ) (G) = a(G).

Como explicado por Bachoc, Gijswijt, Schrijver e Vallentin [BGSV12] (Se-
¢ao 4.3), uma variagdo dessa hierarquia é obtida restringindo y a conjuntos com
pelo menos um elemento, removendo a linha e a coluna correspondentes ao conjunto
vazio de M;(y) (denotemos a matriz resultante por M/ (y)) e adicionando restrigoes
de nao-negatividade. A condigao yy = 1 é substituida por ), . y. = 1 e 0 objetivo
por 3, ey Yun- Como Mi(y) = 0 implica que (3, vu)? < yp > wwey Yuw, Ob-
temos uma relaxagao. A variagao descrita corresponde ao valor 6timo do seguinte
problema de otimizagao, que denominamos nimero teta-linha de Lovasz estendido



5.3. LIMITANTES DE 3 PONTOS PARA GRAFOS TOPOLOGICOS DE EMPACOTAMENTO 71

9,(G), visto que para t = 1 obtemos o Programa (21):

max E Yu,v

u,veV
y: suby, (V) — Rxo,

ys = 0 para todo S € subj, (V) \ I,, (56)

Zyu:L

ucV
M;(y) = 0.

Diversos limitantes para «(G) podem ser obtidos considerando diferentes sub-
matrizes principais de M|y |(y) e restrigdes extras. A denominagdo limitante de k
pontos refere-se ao tamanho k do maior subconjunto de V' considerado no dominio
de y e serve como pardmetro de medi¢do da complexidade de um limitante (em
termos do namero de varidveis usadas) assim como de seu potencial (espera-se que
um limitante que considere relagoes entre subconjuntos maiores de vértices produza
resultados melhores). Nesse sentido, os limitantes las;(G) e ¥}(G) sao limitantes de
2t pontos.

Como o calculo de um limitante de 4 pontos ji é muitas vezes inviavel na
pratica, é interessante a formulagao de um limitante de 3 pontos que produza alguma
melhoria sobre o numero teta-linha de Lovasz. Podemos fazer isso considerando
submatrizes principais de MJj(y) escolhidas de modo que s6 aparegam conjuntos
com até trés vértices. Sejam M/ (y) as matrizes definidas para cada w € V por:

Mllu(y) VXV — R7 Mqlu(y)uw = y{u,v,w}- (57)

Partindo de ¥ (G) e adicionando a condi¢do de que as matrizes M/ (y) sejam
positivo-semidefinidas, obtemos o seguinte problema de otimizagao cujo valor 6timo
denotamos por 3PB(G):

max > Yuu

u,veV
y: subg(V) — R>o,

ys = 0 para todo S € subs(V) \ I3,

(58)
Z Yu = 1,
ueV
Mi(y) = 0,

M), (y) = 0 para todo w € V.
5.3. Limitantes de 3 pontos para grafos topologicos de empacotamento

Nesta se¢@o generalizamos o Programa (58) para grafos topoldgicos de empaco-
tamento compactos. Antes, precisamos discutir os espagos que serao considerados a
fim de termos pares duais e podermos usar a teoria de dualidade vista na Segao 1.3.

Tendo em vista a condigio ys = 0 para todo S € subj(V)\ I} no Programa (58),
substituimos o dominio de y por I}, que pela Proposigao 5.3 é compacto. Seja C(I5)
o conjunto das fungdes reais e continuas em Ij considerado inicialmente com a
topologia induzida pela norma do supremo. Pelo Teorema de Representacao de Ri-
esz (veja por exemplo Berg, Christensen e Ressel [BCR84|, Teorema 2.4), seu dual
topologico pode ser identificado com o espago M (I}) das medidas de Radon com
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sinal (i.e., definidas na o-algebra de Borel, finitas em compactos e internamente
regulares) e, conforme visto na Segéo 1.3.2, esses espagos formam um par dual com
a dualidade (f, p) := [ fdp para todo f € C(I4) e p € M(I}). Nesse caso, as topo-
logias fracas da dualidade sdo conhecidas como topologia fraca de C(I4) e fraca-* de
M(I}). Consideramos o cone C(I})>o das fungdes ndo-negativas e denotamos seu
cone dual (C(I4)>0)* por M(I5)>o. A variavel y torna-se A € M(I4)>¢.

Para representar a condi¢do Mj(y) > 0 de (58), consideramos o espago dos
kernels continuos e simétricos C(V X V)gym € 0 cone C(V x V)¢ dos kernels con-
tinuos e positivos (aqui, em vez de usar a definigdo de positividade introduzida
na Segao 1.2.1, que depende de uma medida previamente definida em V', usamos
a caracterizagao da Proposigao 1.22, isto é, dizemos que um kernel continuo e si-
métrico € positivo se a sua restricao a qualquer subconjunto finito de V' é uma
matriz positivo-semidefinida). Denotamos por M(V X V)gym 0 dual topolégico de
C(V xV)gym (que também pode ser identificado com o espaco das medidas de Radon
com sinal simétricas, isto é, tais que p(F, E') = u(E’, E) para todos os borelianos
E,E' C V) e denotamos por M(V x V)¢ o cone dual de C(V x V)»¢. Usamos
a mesma técnica usada por de Laat e Vallentin [dLV15] e generalizamos o opera-
dor Mj: RsuPs(V) 5 RV*V através de seu operador adjunto. Como para quaisquer
y € R5(V) com yg = 0 para todo S € suby(V)\ I e Y € RV*V vale

<M{(y)7y> = Z y{u,v}Y(uaU) = Z Ys Z Y(U,U),
u,veV Sel {u,'ue}Viq

definimos o operador A;: C(V x V)gym — C(I3) por:
AK(S) = Y K(uv). (59)

u, eV
{u,v}=5

Note que A1 K(S) é dado por expressoes diferentes dependendo do tamanho de S:

A1 K ({u}) = K(u,u) se {u} € I,
A1 K ({u,v}) = K(u,v) + K(v,u) se {u,v} € I_q,
A1 K ({u,v,w}) =0 se {u,v,w} € I_3.

Porém ainda assim A; K é uma funcdo continua pois, pela Proposicao 5.4, I pode
ser escrito como a uniao disjunta dos abertos I—;, I—o e I_3 e A1 K é continua em
cada uma dessas partes. Como ||A;K||oo < 2||K |00, A1 € um operador continuo
quando C(V x V)gym € C(I3) sdo considerados com suas topologias induzidas pelas
respectivas normas do supremo e portanto A; também é continuo quando o domi-
nio e o contradominio sdo considerados com suas topologias fracas (veja Meggin-
son [Meg98]|, Teorema 2.5.11), logo pela Proposigéo 1.28 existe um operador adjunto
A M(I3) = M(V X V)gym. A condicao M| (y) = 0 torna-se AjA € M(V x V),
com A € M(I4).

Para representar as condigdes M), (y) = 0 para todo w € V' do Programa (58),
definimos C(V X V X V)gym como o espago das func¢des continuas T': V x V x V —
R simétricas nas primeira e segunda coordenadas, isto &, tais que T'(u,v,w) =
T'(v, u, w) para todos u, v, w € V. Definimos C(V XV x V)¢ como o cone das fungoes
T € C(V xV x V)gym para as quais as matrizes (T(xiaxjvw))zj=1 sdo positivo-
semidefinidas para todo n € N e w,x1,...,2, € V. Denotamos por M(V x V x
V)sym 0 dual topologico de C(V XV X V)gym (que também pode ser identificado com
o espago das medidas de Radon com sinal simétricas, isto é, tais que u(E, E', E") =
w(E', E, E") para todos os borelianos E,E',E" C V) e por M(V x V X V)¢ 0

cone dual de C(V x V x V). Como para quaisquer y € RsuP5 (V) com ys = 0 para
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todo S € suby (V) \ I} e {Yy }wev € RV*V vale

Z <Mqlu(y)7Yw> = Z y{u,v,w}}/w(u7v) = Z Ys Z }/w(uyv)a

weV u,v,weV Self u,v,wEV:
{u,v,w}=85

definimos o operador Aspp: C(V XV x V)gym — C(I3) por:
AngT(S) = Z T(u, v, w). (60)

w,v,weV:
{u,v,w}=5

Note que AsppT'(S) é dado por expressoes diferentes dependendo do tamanho de S:
AsppT({u}) = T(u, u,u) se {u} € I,
AspuT({u,0}) = T(u, v, 1) + T(v,u,u) + T(v, v, 1)
+ T(u,v,v) + T(v,u,v) + T(u,u,v)  se {u,v} € I_g,
AsppT({u,v,w}) = T(u,v,w) + T (v,u, w) + T(u,w,v)

+ T(w,u,v) + T(v,w,u) + T(w,v,u) se {u,v,w} € I_3.
Novamente, é uma consequéncia da Proposicao 5.4 que AsppT seja uma fungao
continua, pois I} pode ser escrito como a unido disjunta dos abertos Iy, I_o e
I_3 e A3ppT é continua em cada uma dessas partes. Como ||AsppT||oo < 6]/ cos
temos que Aspp é um operador continuo com relacdo as topologias das normas
e também com relacdo as topologias fracas e portanto existe o operador adjunto
Alpg: M(I5) = M(V XV X V)gym. As condigoes M/, (y) = 0 tornam-se Alpp\ €
MV XV x V)=g, com A € M(I5).

Por fim, a condigdo ),y yu = 1 torna-se simplesmente A(/—1) = 1 e a fungao
objetivo > <y Yu» torna-se A(I=1) + 2A(I=2). Com todas essas substituicdes,
definimos para um grafo topologico de empacotamento compacto G = (V, E) o
parametro 3PB(G) como o valor 6timo do seguinte programa de otimizagao:

max  A(I_1) + 2\(I_s)
A € M(I}) >0,
M=) =1, (61)
AN € M(V x V),
AsppA € M(V XV x V)wo.

Esse programa é uma generalizagdo do Programa (58) pois segue da forma
como ele foi construido que se G for um grafo com conjunto de vértices finito e
considerado com a topologia discreta, os Programas (58) e (61) s@o iguais.

Apos alguma manipulacdo, podemos construir o dual do Programa (61) usando
a teoria vista na Sec¢ao 1.3.4. Obtemos o seguinte programa:

min  a
a € R,
K e C(V xV)ro, (62)
TeC(VXxVxV)so,

AlK + A3PBT SC(Ié)zo (a - 1)1]:1 - 21[:2.
A funcdo 1x € C(I4) é a fungao indicadora que assume valor 1x(S) = 1 se
S € X e 1x(S) = 0 caso contrario; para X = I—1 e X = I_o, essa funcdo é
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continua devido a Proposigao 5.4. A notagao <¢(r;)., fol introduzida na Segao 1.3.3
e significa que a fungao a esquerda deve ter valor menor ou igual do que a fungao
a direita para todo S € Ij.

E uma consequéncia da forma como foi construido e do processo de dualizacao
que solugoes vidveis para o Programa (62) produzam limitantes para «(G). Vejamos
uma prova direta desse fato:

TEOREMA 5.5. Se G = (V, E) € um grafo topoldgico de empacotamento com
congunto de vértices compacto e a, K, T satisfazem as restri¢oes do Programa (62),
entio o(G) < a.

DEMONSTRAGAO. Seja C' C V um conjunto ndo-vazio e independente qualquer.
Considere a quantidade:

E AlK(S) +A3PBT(S).
SCC:
Ser;

Por um lado, temos

5 k() + Awnt(®) < (1) -0+ (1) 20+ ()0

SCC:
Sel;

= [Cl(a = |C]).

Pelo outro lado,

> ALK(S) + AsppT(S) = Z( > Kwv)+ Y T(u,v,w))

SCC: SCC: u,veV: u,v,weV:
SeI sery  A{uw}=S {u,v,w}=S
= Z K(u,v) + Z T(u,v,w) > 0.
u,veC u,v,weC
Juntando as duas desigualdades, obtemos |C| < a. O

5.4. Simetrizagao para grafos homogéneos

Seja G = (V, E) um grafo topologico de empacotamento com conjunto de vérti-
ces compacto. Dizemos que G é um grafo homogéneo se existe um grupo compacto
T", subgrupo do grupo de automorfismos de G, que age continuamente em V e tal
que a agao de I' em V é transitiva.

A agéo de I pode ser estendida para C(V X V)gym € para C(V X V X V)gym
componente a componente:

(o K)(u,v) := K u, '),  (¢oT)(u,v,w) :=TW 'u, v v,9"  w),
para K € C(V X V)gym, T € C(V XV X V)gym, ¥ €T e u,v,w € V.

Se a, K e T satisfazem as restrigdes do Programa (62) e ¢ € T, entéo a, ¥ o K
e ¥ oT também as satisfazem. Para ver isso, note que

Ao K)(S)= Y K@ 'u¢gp'v)=A K@)
u,veEV:
{u,v}=5

Agpp( o T)(S) = Y, T 'u, ¢ v, ¢ w) = AgppT (v~ 19),
u,v,weV:
{u,v,w}=S

logo, como ¥~1S € I} se e somente se S € I} e |[¢p~1S| = |S], também vale
A1(Yo K) + Asp(¥ o T) <c(ry)s, (@ — 1)1, —217,.
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Ademais, temos que Yo K € C(V X V)g e poT € C(V x V x V)=0; a continui-
dade segue do fato de estarmos compondo fungoes continuas e a positividade segue
diretamente da definicao, basta notar que restringir 1) o K a um subconjunto finito
{21,...,2,} de V é o mesmo que restringir K a {¢)"'z1,...,9% " 'z,} e o mesmo
argumento vale para ¥ o T

Como I' é um grupo compacto e possui uma medida de Haar, podemos sime-
trizar uma solugéo a, K, T do Programa (62) e obter uma solu¢ao de mesmo valor
com K e T invariantes sob a agao de I'. Restringindo-nos a solugbes invariantes,
podemos simplificar o calculo do limitante. Vemos na préxima proposi¢ao como
uma funcdo I'-invariante de C(V x V x V) pode ser expressa de um jeito mais
simples:

PROPOSIGAO 5.6. Seja V' um espago topoldgico de Hausdorff compacto e T' um
grupo compacto que age continuamente em V de forma transitiva. Fize e € V e
seja H o subgrupo estabilizador de e sob a acdo de I'. Entdo existe uma bijecio ®
entre as fungoes I'-invariantes de C(V x V X V)wg € 0s kernels H-invariantes de
C(V xV)so. A cada T € C(V x V x V)L, associamos ®(T) € C(V x V), dado
por B -

O(T)(z,y) :=T(x,y,e).
Reciprocamente, a fungdo inversa ®~' associa a cada R € C(V x V)&, a funcao
P~H(R) e C(V x V x V)L, dada por

O (R)(2,y,2) = R(¢> 2,9 1Y)
onde, para cada z € V, 1, € I € tal que e = z.

DEMONSTRAGAO. Para ver que ®(7T") é H-invariante, note que para ¢ € H
temos

O(T) (W v y) =T e, vy e)
=T ey, e) = T(,y, ) = ©(T)(z,y).
A positividade de ®(T') segue diretamente da defini¢ao de C(V x V' x V)¢ aplicada
au=e.
A funcao ®~! estd bem definida, isto é, ndo depende da escolha de ., pois se
escolhermos outro ¥, € T tal que v.e = z, entdo ¢ 1, € H e

R(; 2,02 ty) = R((WE ) e, (W1 1 )us ) = R e, vl ty).
Temos que ®~!(R) é I-invariante, ji que para vy € T,
O H(R)(va, vy, v2) = R, ve, 03 vy)
e como R é H-invariante e 1/);1'7*11&72 € H, temos
R ya, v vy) = Ry, e,y ty) = 7 H(R)(2,y, 2).
Provemos que ®~!(R) é continua. Pela definigdo de continuidade, precisa-

mos mostrar que para quaisquer pontos x,y,z € V e € > 0, existem vizinhancas
Ve, Vy, Vo C V de @,y e z tais que se (a,b,¢) € V, x V,, x V,, entao

|®~Y(R)(a,b,c) — ® H(R)(x,y, 2)| < e.
Como R é continua, existem vizinhangas Vi,Va C V de ¥, 'z e ¢ 'y (fixemos
algum v, € T tal que ¢, e = z) tais que se (u,v) € V] x Vo, entéo
|R(u,v) — R(yp; o, b y)| < e
Como R ¢ H-invariante, podemos substituir V7 x V5 pelo aberto

U= |J hi x bV,
heH
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de V x V que é H-invariante e também satisfaz que se (u,v) € U, entdo |R(u,v) —
R(yp7tx, ¢ 1y)] < e. Como a agao de I' em V & continua, existem vizinhangas
AcCT devy, eV, Vy, CVdexeytaisquese p € A, a € V, eb eV, entdo
(¥~Ya,v~1b) € U; como U é H-invariante, podemos trocar A pelo também aberto
AH = {yh:¢ € A h € H} CT sem alterar a conclusdo anterior. Definindo V, :=
{ve:p € AH} C V,temosque z € V, (pois ), € A)equesec € V,, entdao ). € AH
(para qualquer . € T tal que ¢.e = ¢). Logo obtemos que se a € V,,, b € V, ¢
c € V., entdo (v ta, 7 tb) € U, o que por sua vez implica que |R(¢ ta, ¥ tb) —
R(¥; 'z, 1y)| < € e portanto |®~(R)(a,b,c) — ®~H(R)(z,y,2)| < €, conforme
desejavamos. Para concluirmos que ®~!(R) é continua, resta mostrar que V, é um
conjunto aberto de V, para isso, considere a aplicacdo f: I'/H — V dada por

f(WH) = ve.

Nao é dificil ver que f estd bem definida, que é continua e que é uma bijecao
entre os dois espagos, ademais, como I' é compacto, I'/H também o é e como V &
um espago de Hausdorff, segue que f é um homeomorfismo entre os dois espacos
(conforme o Teorema 5.E de Simmons [Sim63]). Finalmente, como V, é a imagem
de [AH):={yH €T'/H :¢p € AH} por f e como AH ser aberto em I" implica que
[AH] é aberto em I'/H, concluimos que V, ¢é aberto em V.

Para ver que @ !(R) pertence ao cone C(V x V x V)., note que se n €
Ne w,zi,...,z, € V, entdo a matriz (Q_l(R)(xi,a:j,w))ijl ¢ igual & matriz
(R(Ygtas, w;lxj))zjzl que & positivo-semidefinida pois R € C(V x V)xo.

Por fim, note que ®~1 & de fato a fungdo inversa de ®, pois para T € C(V x
V x V)L,

N (@(D)) (@, y, 2) = ®(T) (W o, v 'y) = T(47 w9y e) = T(a,y, 2)
e para R € C(V x V)I;O,

(@7 (R))(w,y) = DTH(R)(z,y,¢) = Ry 2,9, 'y) = R(z,y). O
5.5. O limitante de programacao semidefinida revisto

Voltemos ao problema dos cédigos esféricos. O grafo G, 9 que modela o pro-
blema é um grafo topolégico de empacotamento com conjunto de vértices V = S"~!
e & homogeéneo sob a ac¢ao de I' = O(R"). Portanto, podemos usar o Programa (62)
em conjunto com as observagoes feitas na tultima se¢ao para obter um limitante para
A(n,0), que veremos ser muito semelhante ao limitante apresentado no Capitulo 3.

Ja vimos como representar um kernel continuo, positivo e O(R™)-invariante

KecC(S" 1t x S"—l)Sf)R”) com o Teorema 2.4,

d
K(z,y)=> Pz y), (63)
k=0

com aj > 0, sendo que aqui a série é apresentada truncada no d-ésimo termo, de
modo a termos um ntmero finito de variaveis, e usamos os polinémios de Gegen-
bauer P estudados na Secao 2.4.4.

De acordo com a Proposi¢ao 5.6, podemos representar uma funcao 7' € C(S™ 1 x
Sl ox S"’l)ggm) através de um kernel ®(T) € C(S™ 1 x S" 1) com H sendo
o subgrupo estabilizador de um ponto e € S"~! sob a acdo de O(R™). Vimos na
Segdo 3.1 como representar um kernel positivo e H-invariante de Pol<g(S™~ 1)),
que consiste no espago gerado pelos kernels da forma (z,y) — fi(z)f2(y), com
J1, f2 € Pol(S" 1) <4; segue do Teorema de Stone-Weierstrass (Teorema IV.9 em
Reed e Simon [RS72]) que Pol(S” 1)) & denso em C(S" ! x S"~1) e logo ker-
nels de C(S™~! x S"1) podem ser uniformemente aproximados por kernels de
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Polgd(S”_l)(Q) com d suficientemente grande. Conforme descrito pelo Teorema 3.3,
um kernel ®(T") € Pol(S”‘l)(fc)l é positivo e H-invariante se e somente se existem

matrizes positivo-semidefinidas Fj, de tamanho (d — k + 1) x (d — k + 1) para
k=0,...,d tais que
d
(I)(T)(x’y) :Z(Fk,Yk"(e-m,e-y,x-y», (64>
k=0

com as matrizes Y,* dadas pela Proposicao 3.2.

Para aplicar as expressoes (63) e (64) ao Programa (62), devemos distinguir
trés casos, de acordo com o tamanho de S € I5:

Caso |S| = 1 (denotemos S = {x}), temos:

d d
A K(S)=K(z,2) =Y apP(1) =) a
k=0 k=0
d
A3PBT(S) = T(I7 €z, l’) = ‘I)(T)(%ZIL d);lx) = Z <Fka Ykn(la 1, 1)>
k=0

= (Fo, Jat1)

(conforme observado apo6s o Teorema 3.3).
Caso |S| = 2 (denotemos S = {z,y}, com z - y = u), temos:
d

A K(S) = K(x,y) + K(y,2) = Y _ap(P{(z-y) + P{'(y - x))
k=
] 0
= 2ZakP,?(u)
k=0
ABPBT(S) = T(.’E, Y, LL’) + T(y7 Z, 37) + T(ya Y, .’17)
+T(z,y,y) + T(y,z,y) + T(z,,y)
= O(T) (¢, o, y) + ©(T) (¢, 'y, ¥y ') + D(T) (y s ¥5 ' y)
+ O(T) (¢, ',y M y) + (T) (W, Hy, ¥y o) + S(T) (4, M,y M)

d
3 <Fk (VP (1) + Vi (u, 1, ) + V(1)
k=0
+ Y (w, 1, u) + Y (1, u,u) + Y (u, u, 1))>
d

=6> (Fi,Sp(u,u,1)).
k=0
Caso |S| = 3 (denotemos S = {z,y,z},com z -z =u, z-y =vex-y=t),
temos:

A K(S) =0
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AsppT(S) =T(z,y,2) + T(y,z,2) + T'(z, 2,y)
+T(z,x,y) +T(y,2z,2) + T(z,y,x)
= (1) (o, ¥ y) + S(T) (7 My, s a) + S(T) (o, 4y ' 2)
+O(T) (¥ 2,0y ) + R(T) (W sy 2) + S(T) (W 245 y)

d
Z <Fk, (Vi (u, v, t) + Y (v,u, ) + Y7 (E, v, 0)
k=0

+ Y (v, t,u) + Yt u,v) + Y (u, €, v))>

d
= 62 (F, Sp(u,v,t)).
k=0

Substituindo essas expressoes no Programa (62) e substituindo a — 1 pela ex-
pressao que aparece quando |S| = 1, obtemos quase exatamente o Programa (44),
como formulado por Bachoc e Vallentin [BV08] (a tunica variavel faltando é a va-
ridvel B, que vem de uma restri¢do extra no programa primal).



Conclusao

Neste trabalho sao calculados novos limitantes para o nimero de contato nas di-
mensoes 9 a 23. Para isso € usado o limitante de programagao semidefinida proposto
por Bachoc e Vallentin [BV08] e as melhorias sdo possiveis através da aplicagao de
técnicas de otimizacao polinomial com polinémios invariantes introduzidas por Ga-
termann e Parrilo [GP04], que permitem a reducdo do tamanho dos programas
semidefinidos considerados.

Também é estabelecida uma relagao entre o limitante de programacao semi-
definida para codigos esféricos e um limitante para o nimero de independéncia de
grafos finitos que se baseia em submatrizes principais da matriz de momentos com
entradas relativas a conjuntos de até 3 elementos. Essa conexao é possivel através de
uma adaptagao de uma técnica usada por de Laat e Vallentin [dLV15] que permite
estender tais limitantes para grafos topologicos de empacotamento compactos.

Essa extensao é interessante nao s6 por proporcionar uma melhor compreensao
do limitante estudado neste trabalho, como também por sugerir formas de fortalecé-
lo. Diversos limitantes podem ser formulados em termos da matriz de momentos,
em de Laat e Vallentin [dLV15] a hierarquia de Lasserre [Las02, Lau03] é estendida
para grafos topologicos de empacotamento compactos. O principal desafio para
o célculo desses limitantes é a resolucao dos problemas de otimizacao polinomial
resultantes, que passam a envolver polindmios com mais variaveis e resultar em
programas semidefinidos muito grandes.
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