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Resumo

Algoritmos para o problema da arvore de Steiner com coleta de pré-
mios

Neste projeto estudamos algoritmos de aproximacao para o problema da arvore de Stei-
ner com coleta de prémios. Trata-se de uma generalizagao do problema da arvore de Steiner,
onde é dado um grafo com custos positivos nas arestas e penalidades positivas nos vértices.
O objetivo é encontrar uma subarvore do grafo que minimize a soma dos custos das arestas
mais a soma das penalidades dos vértices que nao pertencem a subarvore. Em 2009, os au-
tores Archer, Bateni, Hajiaghayi e Karloff obtiveram pela primeira vez um algoritmo com
fator de aproximacao estritamente menor do que 2. Além de analisarmos este algoritmo, es-
tudamos também a implementacao de algoritmos 2-aproximagao para o problema da arvore

de Steiner e da arvore de Steiner com coleta de prémios.

Palavras-chave: arvore de Steiner, algoritmo de aproximagao, problema com coleta de

prémios.
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Abstract

Algorithms for the prize-collecting Steiner tree problem

In this project we analyze approximation algorithms for the prize-collecting Steiner tree
problem. This is a generalization of the Steiner tree problem, in which it is given a graph with
positive costs in edges and positive penalties in vertices. The goal is to find a subtree of the
graph that minimizes the sum of costs of edges plus the sum of the penalties of the vertices
that don’t belong to the subtree. In 2009, the authors Archer, Bateni, Hajiaghayi e Kar-
loff described for the first time an algorithm with approximation factor strictly less than 2.
Besides analyzing this algorithm, we also study the implementation of 2-approximation al-

gorithms for the Steiner tree problem and prize-collecting Steiner tree problem.

Keywords: Steiner tree, approximation algorithm, prize-collecting problem.
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Capitulo 1

Introducao

O problema da arvore de Steiner consiste em, dado um grafo com custo nas arestas e um
conjunto de vértices denominados terminais, determinar um subgrafo conexo que contém
todos os vértices terminais e cuja soma dos custos das arestas seja a menor possivel. Ele
pode conter outros vértices além dos terminais. Este subgrafo de custo minimo existe para
qualquer grafo conexo dado, e podemos supor que é uma arvore quando os custos das arestas
sa0 positivos.

O nome do problema é uma homenagem ao matematico suico Jakob Steiner, de grande in-
fluéncia e destaque no estudo de geometria. Originalmente, o problema foi proposto pelo ma-
teméatico francés Pierre de Fermat no inicio do século XVII com a seguinte descri¢do [Mac87]:

Dado um tridangulo ABC, localizar um ponto P cuja soma das distancias PA,
PB e PC seja minima.

Figura 1.1: Descricdo de Fermat.

Sabe-se que o fisico e matematico italiano Evangelista Torricelli resolveu o problema
antes de 1640. Ele afirmou que as circunferéncias que circunscrevem os tridngulos equilateros
contruidos com os lados do tridngulo dado intersectam o ponto procurado, conhecido como
ponto de Torricelli.
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Figura 1.2: Ponto de Torricelli.

Para um tridngulo com angulo maior ou igual a 120°, o ponto P coincide com o vértice
deste angulo.

Figura 1.3: Ponto P coincide com vértice de angulo maior do que 120°.

No século XIX, Jakob Steiner escreveu sobre o problema de Fermat generalizado: localizar
um ponto P que minimize a soma ponderada das distancias de P a uma quantidade arbitraria
de pontos no plano. Entao, o problema se popularizou com nome problema de Steiner no livro
What is Mathematics? publicado em 1941, de Richard Courant e Herbert Robbins [CR41].

Os progressos no problema da arvore de Steiner foram rapidos desde 1990, quando Ale-
xander Zelikovsky [Zel93] apresentou o fator de aproximagao de 1,833 — o primeiro algoritmo
a melhorar o ingénuo fator 2. Piotr Berman e Viswanathan Ramaiyer [BR92| diminuiram
o fator para 1,746 em 1992. Zelikovsky [Zel95] alcangou uma 1,693-aproximacao em 1997,
seguida da melhoria de Hans Jiirgen Promel e Angelika Steger [PS00| para 1,667 e de Ma-
rek Karpinski e Zelikovsky [KZ97]| para 1,644 em 1997. Em 1999, Stefan Hougardy e Pro-
mel [HP99| apresentaram uma 1,598-aproximacao.
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Em 2005, Gabriel Robins e Zelikovsky [RZ05| publicaram o fator de aproximacao de 1,55
que foi o menor encontrado para o problema da &rvore de Steiner até o ano de 2010, quando
Jaroslaw Byrka, Fabrizio Grandoni, Thomas Rothvofe Laura Sanita [BGRS10] apresentaram
a melhoria para o fator de 1,39.

No problema da arvore de Steiner com coleta de prémios (PCST, Prize-Collecting Steiner
Tree), além do custo das arestas, o grafo também possui um valor de penalidade para cada
vértice. Nao é dado um conjunto de vértices terminais. Desta feita, o objetivo é obter uma
aArvore que minimize a soma dos custos de suas arestas e as penalidades dos vértices que nao
pertencem & &rvore. O problema da arvore de Steiner pode ser visto como um caso particular
do PCST, quando os vértices terminais tém valor de penalidade bem grande e os demais
vértices tém penalidade zero.

Este problema tem aplicacdes no projeto de circuitos elétricos e redes de comunicagao.
Além de ser uma ferramenta tedrica util para ajudar a resolver outros problemas de otimi-
zagao, foi aplicado pela empresa AT&T com bons resultados para otimizagao de redes de
telecomunicag¢des do mundo real [ABHKO09|. Ivana Ljubic, René Weiskircher, Ulrich Pfers-
chy, Gunnar Klau, Petra Mutzel e Matteo Fischetti utilizaram o PCST para modelar a
instalagdo de cabos de fibra 6tica na Alemanha [LWP'05].

O primeiro algoritmo de aproximacao para o PCST foi obtido por Daniel Bienstock,
Michel Xavier Goemans, David Simchi-Levi e David Paul Williamson [BGSLW93| em 1993,
e seu fator de aproximacgao é 3. Este algoritmo encontra uma solucdo aproximada através
do arredondamento de uma solucao da relaxacdo do programa linear. Mais tarde, em 1995,
Goemans e Williamson [GW95] desenvolveram um algoritmo com fator de aproximacao
(2—%) baseado em um esquema primal-dual para a versao enraizada do problema, onde n
é o nimero de vértices do grafo dado.

Executando o algoritmo de Goemans e Williamson para todas as possibilidades de raiz,
obtém-se uma (2—-1)-aproximagio que consome tempo O(n*logn).

David Stifler Johnson, Maria Minkoff e Steven Phillips [JMP00] propuseram, em 2000,
uma modificacdo no algoritmo que permite executar o esquema primal-dual apenas uma vez
resultando em um tempo de execugao de O(n?logn). Entretanto, este algoritmo nao mantém
o mesmo fator de aproximacao do algoritmo de Goemans e Williamson, como demonstrado
por Paulo Feofiloff, Cristina Gomes Fernandes, Carlos Eduardo Ferreira e José Coelho de
Pina [FFFdP07]| em 2006. Estes mesmos autores, em 2007 [FFFdP07| publicaram uma modi-
ficagdo no algoritmo de Goemans e Williamson baseado em um programa linear sutilmente
diferente, que resulta em um fator de aproximacao de (2—%) para a versao nao-enraizada e
pode ser implementada com tempo de execugao de O(n?logn). Mais recentemente, em 2009,
Aaron Archer, Mohammad Hossein Bateni, Mohammad Taghi Hajiaghayi e Howard Jeffrey
Karloff [ABHK09, ABHK11] obtiveram um fator de aproxima¢ido menor do que 2 para o
PCST.

Organizacao do texto

O texto estd organizado da seguinte forma: No capitulo 2 apresentamos algumas defini-
¢oes bésicas de teoria dos grafos, programacao linear e algoritmos de aproximagao e fixamos
parte da notacao que é empregada ao longo do texto.

Em seguida, no capitulo 3, descrevemos o problema da arvore de Steiner, um algoritmo
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para resolvé-lo e a andlise do seu fator de aproximacao.

O problema da arvore de Steiner com coleta de prémios é apresentado no capitulo 4.
Aqui vemos primeiramente a versdo nao-enraizada do problema e os conceitos bésicos que
o envolvem. Além disso, descrevemos um algoritmo de 2-aproximacdo juntamente com sua
anélise. Em seguida, consideramos a versao do problema da arvore de Steiner com coleta de
prémios com raiz. Fazemos uma anélise comparativa da relaxacao do programa linear e uma
adaptagao do algoritmo anterior para resolver instancias desta versao.

O capitulo 5 descreve resultados recentes de Archer, Bateni, Hajiaghayi e Karloff que
obtiveram um algoritmo com fator de aproximacao estritamente menor do que 2 para o
problema da arvore de Steiner com coleta de prémios.

Finalmente, no capitulo 6, escrevemos as nossas consideragoes finais, contribuicoes e
possiveis trabalhos futuros.



Capitulo 2

Preliminares

Este capitulo apresenta notagoes basicas, conceitos e definicdes envolvendo grafos, algo-
ritmos de aproximacao e programacao linear que sao utilizados ao longo da dissertagao. A
notagao e as definicoes de grafos utilizadas sdo as de Paulo Feofiloff, Yoshiharu Kohayakawa
e Yoshiko Wakabayashi [FKWO04]. J4 as de algoritmos de aproximacdo e programagao linear
sao as mesmas de Cristina Gomes Fernandes, Flavio Keidi Miyazawa, Marcia Cerioli e Paulo
Feofiloff [dCCD*01].

2.1 Notacao basica

O conjunto dos nimeros racionais é denotado por Q e o conjunto dos nimeros racionais
nao-negativos por Q..

Dada uma fun¢ao f que associa um nimero Q. ou Q a cada elemento de um conjunto 5,
denotamos o valor que f associa a um elemento s de S por f,. Além disso, se X é um
subconjunto de S, utilizamos a abreviatura f(X) para representar o valor de ) __y fi.

2.2 Grafos

Um grafo (ndo-dirigido) é um par G = (Vg, Eg), onde Vi é um conjunto arbitréario finito
e Fg é um conjunto de pares nao-ordenados de elementos de V. Os elementos de Vi sao
chamados de vértices e os de E¢ sdo chamados de arestas. Denotaremos uma aresta {u, v}
simplesmente por uv ou e,,. Se u e v sdo vértices em Vg e uv é uma aresta em Eg, dizemos
que uv incide em u e em v e que u e v sd30 as pontas ou extremidades da aresta. Além
disso, dizemos que os vértices u e v sao adjacentes.

O namero de vértices do grafo G é denotado por ng := |Vg|. Entretanto, usamos a
notagao simplificada n quando nos referimos ao grafo do contexto.

Um grafo é completo se uv é uma aresta do grafo para todo par de vértices distintos
e v.

Dados um grafo G = (V, E¢) e um subconjunto de vértices S, definimos o corte dc(.5)
como o conjunto de arestas que tém uma extremidade em S e outra em Vg \ S. Dizemos que
um corte dg(S) separa dois vértices u e v, se u estd em S e v em Vi \ S, ou vice-versa.
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O grau de um vértice v é o ntimero de arestas que incidem em v. Em outras palavras, é
a cardinalidade do corte dg({v}).

Um caminho em um grafo G é uma sequéncia (vg, ay, v1, az, V2, .., ap, v,) tal que v; é um
vértice em Vg para todoi =0,1,2, .., p, os vértices sao dois a dois distintos, a; € uma aresta
em Fg e vale que a; = v;_1v; para todo i = 1,2, .., p. Dizemos que vy € v, sao as pontas ou
extremidades do caminho e os demais vértices sao chamados internos. Podemos denotar
um caminho por sua sequéncia de vértices.

Se ¢ é uma funcao que associa um custo ¢, em Q. a cada aresta e de Eg e P é um
caminho, denotamos por ¢(P) o custo do caminho P, que é a soma dos custos de todas
as arestas em P.

O problema do caminho minimo (Shortest Path Problem) é definido da seguinte maneira:

Problema MINPATH(G, ¢, s,t): Dados um grafo conexo G, um custo ¢, em Q-
para cada e em Fg e dois vértices s e t de Vz, encontrar um caminho entre s e
t de custo minimo.

Um grafo é conexo se, para qualquer par de vértices u e v, existe um caminho conectando
estes vértices.

Um subgrafo de um grafo GG é qualquer grafo H contido em G, isto é, um grafo H tal que
Vi C Vg e Eg C Eg. Um subgrafo conexo maximal de um grafo é chamado componente.
Se um grafo é conexo, ele possui apenas um componente. Um subgrafo H = (Vy, Ey) é
chamado gerador de G se Vg = V.

Seja X C Vi um subconjunto de vértices de um grafo GG. Definimos o subgrafo induzido
por X como o grafo H = (X, Ey), onde o conjunto de vértices de H é o conjunto X e
as arestas de H sao todas as arestas de Eg que tém as duas pontas em X. Este subgrafo
induzido é denotado por G[X].

Um circuito em um grafo G é uma sequéncia (vq,ay,va, @z, .., vy, a,) tal que v; é um
vértice em Vi para todo i = 1,2, .., p, os vértices sao dois a dois distintos, a; é uma aresta
em Eg para todo:=1,2,..,p, a; = v;v;41 parai = 1,2, ..,p—1 e a, = v,v;. Assim como

os caminhos, podemos denotar os circuitos por sua sequéncia de vértices.

Uma floresta é um grafo que ndo contém circuitos. Um grafo que nao tem circuitos e
é conexo denomina-se arvore. Assim, cada componente de uma floresta é uma arvore. Um
vértice que tem grau 1 em uma arvore é chamado de folha.

Se ¢ é uma funcao que associa um custo c. em Q. a cada aresta e de Fg e I’ é uma
floresta, denotamos por ¢(F) o custo da floresta F', que é a soma dos custos de todas as
arestas em F'.

Uma arvore geradora de um grafo GG é uma arvore que é subgrafo gerador de G. Em
outras palavras, é uma arvore de G que contém todos os seus vértices.

O problema da arvore geradora minima (Minimum Spanning Tree Problem) é definido
da seguinte maneira:

Problema MST(G, c): Dados um grafo conexo G e um custo ¢, em Q. para
cada e em FEg, encontrar uma arvore geradora de custo minimo.
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Um grafo D é dirigido, ou chamado de digrafo, quando suas arestas sdo pares ordenados
do tipo uv. Arestas dirigidas sdo chamadas de arcos. O vértice u é chamado de extremidade
inicial do arco e o vértice v, de extremidade final do arco.

Para grafos dirigidos existe o conceito de arborescéncia. Uma arborescéncia é uma
sequéncia da forma (vg, ay, vy, as, ve, .., ag, V), onde v, .., v, sdo vértices distintos dois a
dois, ai, .., a, sdo arcos distintos dois a dois e, para cada j, a; é um arco da forma v;v;,
com ¢ < j. O primeiro vértice da sequéncia, vy, é a raiz da arborescéncia. Cada vértice da
sequéncia, com excecao da raiz, é extremidade final de exatamente um arco da arborescéncia.
A raiz nao é extremidade final de nenhum arco.

Estendemos este conceito para grafos nao-dirigidos: uma arborescéncia é uma arvore
com raiz que induz uma dire¢ao das arestas na qual a extremidade inicial sempre é o vértice
mais préoximo da raiz.

(a) (b)

Figura 2.1: (a) Arvore.
(b) Arborescéncia induzida com raiz a.

2.3 Algoritmos de aproximacao
Um problema de otimizagao consiste de:

e um conjunto de instancias;
e um conjunto de candidatos a solugao, ou solugoes viaveis, para cada instancia Z; e

e uma funcdo que define o valor ou custo de um candidato a solugdo.

Um problema de otimizagao pode ser de minimizag¢ao ou de maximizag¢ao. O MIN-
PATH e MST apresentados na secao anterior sao exemplos de problemas de minimizacao,
que interessam-se pelos candidatos a solugido (caminhos e arvores, respectivamente) de valor
minimo. Em ambos os problemas, a func¢ao valor é definida como a soma dos custos das
arestas que pertencem ao caminho ou a arvore.
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Um candidato a solugao cujo valor é minimo em um problema de minimizagao ou maximo
em um problema de maximizagao é chamada solugao 6tima, ou simplesmente solucgao. Seu
valor é dito 6timo e é denotado por opt; para uma dada instancia Z.

Um algoritmo de aproximacao ¢ um algoritmo polinomial para problemas de otimi-
zagao. Ao invés de buscar uma solugao para o problema, ele busca um candidato a solugao
com um valor que se aproxima do valor 6timo. Por exemplo, considere um problema de
minimizagao e um algoritmo de aproximacao que devolve um candidato a solu¢ao C7 para
uma instancia Z. Se Sz é uma solucao desta instancia e vale que:

valor(Cz) < avalor(St)

para toda instancia Z, dizemos que este algoritmo é uma a-aproximagao para o problema.

Para problemas de maximizagdo, a definicdo é equivalente: um algoritmo que é a-
aproximagao devolve um candidato a solugdo C7 para uma instancia cuja solugao é S7 e
vale para toda instancia Z:

valor(Cz) > awvalor(Sz)

Dizemos que « é o fator de aproximacgao do algoritmo. Note que em problemas de
minimizagao a > 1 e em problemas de maximizacao, 0 < a < 1. Se a = 1, tem-se um
algoritmo exato, que encontra uma solucao do problema. Portanto, quanto mais préximo
de 1 for o fator de aproximagao, melhor é o algoritmo.

2.4 Programacao linear

Um problema de programacao linear ou programa linear de minimizag¢ao consiste
em:

Problema PL(A, b, c): Dada uma matriz real A indexada por M x N, um vetor
real b indexado por M, um vetor real ¢ indexado por N e parti¢oes {M;, My, M3}
e {N1, Na, N3} de M e N respectivamente, podendo um ou mais dos M; ou N;
ser vazio, encontrar um vetor x indexado por N que

minimize cx

sob as restrigdes (Az); > b; paracadaiem M,
(Az); = b; paracadaiem M, , (2.1)
(Az); < b; paracadaiem Mj, ‘
x; > 0 paracadajem NV,
r; < 0 paracadajem N;.

Neste PL, cx é chamada fungao objetivo e, para cada linha ¢ da matriz A, a relagao entre
(Az); e b; corresponde a uma restri¢io linear sobre o valor de x.

Um vetor x que satisfaz todas estas restrigoes é chamado de candidato a solugao, ou
solugao viavel. Se tal vetor x existe, dizemos que o problema é viavel, senao o problema
é inviavel.
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Existe uma importante relacio de dualidade entre programas lineares. O dual de um
programa de minimizacdo, como o PL(A,b,¢) (2.1), é um programa de maximizagdo da
seguinte forma:

Problema PD(A, b, ¢): Dada uma matriz real A indexada por M x N, um vetor
real b indexado por M, um vetor real ¢ indexado por N e parti¢oes { My, My, M3}
e {Ny, N, N3} de M e N respectivamente, podendo um ou mais dos M; ou N;
ser vazio, encontrar um vetor y indexado por M que

maximize yb

sob as restri¢gbes (yA); > c¢; paracada jem Ny,
(yA); = c¢; paracada jem N, , (2.2)
(yA); < ¢; paracada jem N3, ’
y; > 0 paracadaiem M,
yi < 0 paracadaiem Mj .

Convenciona-se chamar o programa do qual o dual se originou de primal. Cada com-
ponente do vetor x é uma variavel primal e cada componente do vetor y é uma variavel

dual.

Existe uma relagdo fundamental entre os candidatos a solu¢do de um programa primal e
os candidatos a solugao do seu dual:

Lema 2.1 (da dualidade) Para todo candidato a solucao x de um programa primal e todo
candidato a solugao y do programa dual, vale que cx > yb. [ ]

Este lema também é conhecido como teorema fraco da dualidade.

Um programa linear é denominado inteiro quando sao adicionadas restrigoes que exigem
que algumas variaveis sejam inteiras.

O programa linear obtido de um programa linear inteiro ignorando-se as restri¢oes de
integralidade é uma relaxacao linear.

E comum formular um problema de otimizacdo como um programa linear inteiro. Re-
laxagoes lineares de problemas de otimizacao sao, por sua vez, muito usadas no projeto de
algoritmos de aproximacao.

2.5 Linguagem algoritmica e invariantes

A linguagem algoritmica adotada nesta dissertacdo é a de Feofiloff [Feo97, Feo03|. Abaixo
encontra-se um exemplo onde esta notagao é utilizada.

Algoritmo BUSCA(n, v, z): Recebe um inteiro positivo n, um vetor v[1..n| de
nimeros inteiros em ordem nao-decrescente e um inteiro x. Devolve TRUE se
existe um indice k em [1..n| tal que v[k] = z, e, em caso contrario, devolve
FALSE.
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O algoritmo é iterativo e no inicio de cada iteragdo tem-se inteiros ¢ e j em [0..n+1] e
um vetor v[0..n+1] onde supomos que v[0] = —c0 e v[n+1] = +oo. No inicio da primeira
iteragao i =0 e j = n+1.

Cada iteracao consiste no seguinte:

Caso 1: 1 > j

Devolva FALSE e pare.

Caso 2: 1< j

Escolha um indice k em [i.. j].

Caso 2A: v[k| ==z
Devolva TRUE e pare.

Caso 2B: v[k] <z
Comece uma nova iteragdo com k+1 no papel de 3.

Caso 2C: v[k] > x
Comece uma nova iteragdo com k—1 no papel de j.

A ordem em que os casos sao enunciados é irrelevante: em cada iteracao, qualquer um
dos casos aplicaveis pode ser executado. Os casos podem nao ser mutuamente exclusivos,
e a definicao de um caso ndao supoe implicitamente que os demais nao se aplicam. Sao
utilizadas ainda expressdes como “Escolha um indice k em [i.. j]”, quando nao faz diferenca
qual o valor escolhido. Portanto, a descricao de um algoritmo pode nao ser completamente
deterministica.

A correcao dos algoritmos descritos nesta dissertagdo baseia-se em demonstracoes da
validade de invariantes. Estes invariantes sao afirmagoes envolvendo objetos mantidos em
cada iteracao do algoritmo que sao validas no inicio de cada itera¢do. Exemplos de invariantes
para o algoritmo descrito acima sao:

(i1) ¢ e j sdo valores em [0..n+1].
(i2) para todo t em [0..i—1], vale que v[t] < .

(i3) para todo t em [j+1..n + 1], vale que v[t] > .

Deve-se demonstrar que as relagoes invariantes valem no inicio de cada iteracido; nao
fazemos isto para o presente exemplo. Os elementos v[0] e v[n+1] foram artificialmente
inseridos para simplificar a descricao das relagdes invariantes acima.

Invariantes nos ajudam a entender e demonstrar a correcao de algoritmos. No exemplo
em questdo vé-se facilmente que quando o algoritmo devolve TRUE, no caso 2A, ele esti
correto, ou seja, existe k em [1..n] tal que v[k] = x. Ademais, quando i > j, do invariante
(12) e (i3), tem-se que v[k| # = para todo k em [0..i—1] e [j+1..n+1]. Como i > j, entdo
v[j] # x para todo j em [0..n+1]. Portanto, no caso 1, o algoritmo corretamente devolve
FALSE. Finalmente, o algoritmo para, ja que em cada iteracdo em que nao ocorrem os casos 1
e 2A, o caso 2B ou o caso 2C ocorre e, portanto, o valor de i é acrescido de pelo menos 1 ou
o valor de j é decrescido de pelo menos 1.



Capitulo 3

Arvores de Steiner

Seja G = (Vg, Eg) um grafo conexo e R um subconjunto de Vi dos chamados vértices
terminais. Uma arvore de Steiner é uma arvore 7' = (Vr, Er) subgrafo de G tal que Vp
contém todos os vértices terminais ou, em outras palavras, 7' conecta ou liga os vértices
terminais.

Note que o conceito de arvore de Steiner depende do conjunto R de terminais. Neste
texto, ao nos referirmos a uma Aarvore de Steiner, o conjunto de vértices terminais esta
frequentemente implicito no contexto.

A: R

Figura 3.1: llustracdo de um grafo e um conjunto R de vértices terminais representados por tri-
dangulos.

11
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A: R

Figura 3.2: [lustracdo de uma drvore de Steiner representada pelas arestas mais espessas.

Dada uma fun¢ao custo c de E; em Q ., definimos o custo da arvore 7' como sendo a
soma dos custos das arestas que estdo em T ¢(T) = > . p Ce.

Figura 3.3: O custo desta drvore de Steiner é T+4+24+4+34+5+3=28.

O problema da arvore de Steiner (Steiner Tree Problem) consiste em:

Problema MINST(G, ¢, R): Dados um grafo conexo GG, um custo ¢, em Q-

) ) ? =
para cada e em Eg e um conjunto R de vértices terminais, encontrar uma arvore
de Steiner de custo minimo.
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Figura 3.4: As arestas espessas representam uma drvore de Steiner de custo minimo. O custo da
drvore € 15=4+2+24+1+3+1+2.

Neste problema de otimizagao, dada uma arvore 7' candidata a solugao, o valor de T' é
definido como o custo de T ¢(T).

O problema MINST generaliza o problema MINPATH (se¢do 2.2). De fato, o caminho de
custo minimo entre vértices s e t nada mais é do que uma arvore de Steiner de custo minimo
que conecta os terminais R = {s,t}.

A: R

Figura 3.5: Para |R| =2 0 MINST ¢ equivalente ao MINPATH.

Quando o conjunto R de terminais é Vg o problema MINST é equivalente ao MST
(se¢do 2.2) no qual queremos encontrar uma arvore de custo minimo que conecte todos os
vértices do grafo.
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A: R

Figura 3.6: Se todos os vértices do grafo sao terminais, o MINST € equivalente ao MST.

Para os problemas MINPATH e MST sdo conhecidos algoritmos eficientes [CLRSO01]. J4,
em geral, para o MINST ndo se conhecem algoritmos eficientes, como veremos na proxima
secao.

3.1 Complexidade computacional

Resultados de intratabilidade mostram que para certos problemas nao hé, ou nao se
acredita que haja, algoritmo eficiente para resolvé-lo. Um exemplo desse tipo de resultado
pode ser visto nesta secio. E demonstrado a seguir que o problema MINST de encontrar uma
arvore de Steiner de custo minimo é uma tarefa computacionalmente ndo-trivial [GJ90]. Mais
precisamente, é demonstrado que esse problema é NP-dificil. Intuitivamente, o fato desse
problema ser NP-dificil significa que & medida que o niimero de vértices e arestas do grafo
cresce, o problema torna-se rapidamente impraticidvel de ser resolvido por um computador
em uma quantidade de tempo razoavel. Isto também significa que ndo ha algoritmo eficiente
para o problema, a menos que alguns problemas computacionais reconhecidamente dificeis
possam ser resolvidos eficientemente [CLRS01, GJ90].

Mostramos que o problema de decisao associado ao MINS'T é NP-completo, o que nos leva
a concluir que o correspondente problema de otimizacao é NP-dificil. Para isso, apresentamos
uma redugao do problema da Cobertura Exata (CE) ao MINST, sugerida por Richard Karp
em 1972 [Kar72| e descrita por Carlos Eduardo Ferreira em 1989 [Fer89).

O problema de decisao associado ao MINST é definido da seguinte forma:

Problema MINST (G, ¢, R, k): Dados um grafo conexo G, um custo ¢, em Q.
para cada e em Eg, um conjunto R de vértices terminais e um nimero k em Q,
encontrar (se existe) uma arvore de Steiner cujo custo seja no maximo k.

O problema de decisao associado ao problema de Cobertura Exata ¢ definido da seguinte
forma:
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Problema CE,(U, F): Dados um conjunto U = {uy,us, ..,u;} e uma familia
F =A{V1, Vs, .., V,} de subconjuntos de U, encontrar (se existe) uma subfamilia
de F que seja uma particao de U.

Exemplo: Dados

U = {1,2,3,4,5} e
F o= {{17273}7{475}7{17274}7{17375}7{273}7{1}}>

a subfamilia {{1},{2,3},{4,5}} é uma cobertura exata de U.
Teorema 3.1 O problema MINST; € NP-completo.

Demonstracgao: Inicialmente, observamos que MINST,; € NP. De fato, dada uma arvore
T de G, podemos verificar em tempo polinomial (O(|E¢g|)) se T contém um caminho entre
cada par de vértices terminais. Basta utilizar um algoritmo de busca em largura ou em
profundidade. Também podemos verificar em tempo O(|E¢|) se ¢(T) < k. Com isso, fica
claro que MINST,; € NP.

Agora vamos mostrar que CE, pode ser reduzido a MINST; em tempo polinomial. Sabe-
se que o problema CE,; é NP-completo. Por isso, a reducdo polinomial é suficiente para
demonstrar este teorema.

Dada uma instancia (U, F) do CE,4, com

U:{Ul,UQ, "aut}ef:{‘/la%a ‘/T} .

construa a seguinte instincia (G, ¢, R, k) do MINST:

VG = {nO}U{‘/Iv‘/% ..,W}U{Ul,u% "7Ut} €
Eq {neViri=1,..,r}U{wV;:weVy,i=1,..,t,j=1,..,r}

|Vi| se e é do tipo ngV; para algum i =1, .. r
Co = o
© t caso contrario

R = {U17U2, "7utan0}

E o= t2+1¢.
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arestas com custo b

Figura 3.7: Instincia do MINST (G, ¢, R, k) correspondente a instincia CE4(U, F) dada no exem-
plo 3.1. Os vértices tridngulos sdo terminais.

Para mostrar a reduc¢do polinomial, provaremos que CE,4(U, F) tem solugio se e somente
se MINST4(G, ¢, R, k) tem solugao.

Primeiro, mostramos que se uma subfamilia £ de F é cobertura exata de U, entdo o
subgrafo G[I(L)] é solugdo de MINST (G, ¢, R, k), onde

I(L) ={e € Eg : e incide em algum vértice V;, que pertence a L} .

Como L é cobertura exata de U, existe em G[I(L)] exatamente uma aresta incidente a
cada vértice correspondente a um elemento de U. Tais arestas tém custo total ¢2. Como cada
vértice correspondente a um membro de L esta ligado a ng, existe um caminho entre ng e
cada vértice correspondente a um elemento de U, e portanto, G[I(L£)] contém um caminho
entre cada par de vértices de R. Como L é cobertura exata de U, segue também que o custo
total das arestas incidentes a ng em G[I(L)] é t. Logo, > = t? + {, e portanto

G[I(L)] é solugdo de MINST (G, ¢, R, k).

e€Bg1(cy Ce
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arestas com custo 5

Figura 3.8: As arestas mais espessas formam o subgrafo G[I(L)] correspondente & cobertura ezata

£={{1},{2,3),{4,5}) de U.

Resta mostrar que, se 7' é uma solu¢do de MINSTy(G, ¢, R, k), entdo tem-se também
uma soluc¢do de CE,4(U, F).

Seja L :={V; : ngVj € Er}. Como ng e os vértices correspondentes a elementos de U s@o
vértices terminais, existe em 7' um caminho entre ng e cada um desses vértices. Pela estrutura
do grafo GG, podemos concluir que £ é uma cobertura de U e portanto Zvjezz V| > t.

Por outro lado, notemos que em cada vértice correspondente a um elemento de U deve
incidir pelo menos uma aresta de 7', pois tais vértices sdo terminais. Como tais arestas tém
custo ¢ e |U| = t, o custo total destas arestas é pelo menos t*. Como Y . c. < t* 4t nio
podemos ter em 7" mais do que t arestas incidentes nos vértices correspondentes aos elementos
de U, uma vez que ng é terminal. Com isso, o custo total dessas arestas é exatamente 2.

Como
d e <tHt,
ecEr
entao
> <t
e€d({no})
Asgsim,

t> > =) Vil >t

eEéT({nQ}) Vjeﬁ

Logo, L é cobertura exata de U, e portanto é uma solugdo de CE4(U, F).
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3.2 Arvores de Steiner de arvores

Antes de explorar o problema MINST(G, ¢, R) pretendemos, nesta se¢do, considerar o
caso particular em que o grafo de entrada (G é uma arvore. Apesar deste caso ser elementar,
gostariamos de enfatizar aqui que muitos algoritmos para problemas de Steiner tém duas
etapas distintas. Na primeira etapa, tipicamente a mais envolvente, o problema mais geral
é reduzido para um no qual o grafo de entrada ¢ uma arvore. Na segunda etapa, resolve-
se de maneira 6tima o problema restrito & arvore contruida na primeira etapa. O fator de
aproximacao do algoritmo resultante é, portanto, devido & primeira etapa.

Denominamos o algoritmo que resolve o problema MINST(G, ¢, R) para instincia em
que o grafo G é uma arvore de MINST-PODA. Para o algoritmo o custo ¢ das arestas é
irrelevante, j& que c. estd em Q. para cada e em FEg. Entretanto, nao é dificil estender
o algoritmo MINST-PODA para devolver arvores de Steiner de custo minimo mesmo para
grafos em que c. é possivelmente negativo. Apesar de ser irrelevante, optamos por manter o
pardmetro ¢ por questao de uniformidade.

O algoritmo recebe uma arvore GG e um subconjunto R de vértices terminais e basicamente
remove todas as folhas que nao sdo vértices terminais. A descricdo do algoritmo supoe que
R tem pelo menos 2 vértices. O nome “PODA” é devido a esse processo de “cortar folhas” da
arvore.

Algoritmo MINST-PoODA(G, ¢, R): Recebe uma arvore GG, um custo ¢, em Q-
para cada aresta e em Eg e um conjunto R de vértices terminais com |R| > 2.
Devolve uma arvore de Steiner 7' de custo minimo.

O algoritmo é iterativo. No inicio de cada iteragdo temos uma subarvore T" de G que
contém todos os vértices terminais. No inicio da primeira iteracao 7' = G.

Caso 1: Toda folha de T é um vértice terminal

Devolva T' e pare.

Caso 2: Existe uma folha de 1" que nao é vértice terminal
Escolha uma folha v de T que nao é vértice terminal.

Comece uma nova iteragao com 7T'—v no papel de T'. |

A relagao invariante fundamental mantida pelo algoritmo MINST-PODA é a seguinte.
No inicio de cada iteragao do algoritmo vale que:

(i1) T é uma arvore que contém todos os vértices terminais.

No inicio de cada iteragdo (i1) vale trivialmente. Como no inicio da altima iteracao todas
as folhas de T estao em R entdo é evidente que a arvore devolvida é uma arvore de Steiner
de custo minimo.
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3.3 Conjuntos ativos e colecoes laminares

Se G é um grafo e R é um subconjunto de Vi, dizemos que um subconjunto S de Vi é
ativo de (G, R) se

RNS#0 e R\S#£D.

Entao S é ativo se existe pelo menos um vértice terminal em S e um fora dele. A colecao
de todos os subconjuntos ativos é denotada por A. Aqui, mais uma vez, o conjunto R de
vértices terminais esta implicito.

E evidente que uma arvore 7" é de Steiner se e somente se d7(S) # () para todo S em A,
j& que todo par de vértices terminais estd conectado na arvore 7.

Para o caso em que R contém apenas um vértice terminal, nao h& conjuntos ativos e
a arvore de Steiner contém este tnico vértice. Nao consideramos este caso na andlise do
problema e do algoritmo.

Uma colecao £ de subconjuntos de V; é dita laminar se, para quaisquer dois elementos
Lie Ly de L, vale que Ly N Ly =0 ou L; C Ly ou L; O Ly: ou os conjuntos sao disjuntos,
ou um esta contido no outro. A colecdo de elementos maximais de uma colecdo laminar £ é
denotada por £*. Entdo, £* é uma colegio de conjuntos disjuntos (figura 3.9).

-

»” SN
;O O\

-
,4
S

-
Figura 3.9: llustracio de uma cole¢do laminar L. A cole¢cdo L* de elementos mazimais estd repre-

sentada com linhas tracejadas.

Se L é uma colecdo laminar de subconjuntos de Vi e X é um subconjunto de Vi, entao
adotamos a seguinte notacao:

LIX]:=={LelL:LCX}.

Em palavras, £[X] é a subcole¢do do elementos em L que estdo contidos em X.
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3.4 Programa linear primal e dual

Véarios dos algoritmos que apresentamos neste texto se apoiam no método primal-
dual. O algoritmo de aproximac¢ao MINST-GW para o MINST descrito neste capitulo é um
exemplo. Nesta secao descrevemos o par de programas primal e dual nos quais o algoritmo
MINST-GW se inspira. Comecamos descrevendo uma relaxacao linear para o MINST, em
seguida deduzimos o correspondente problema dual.

O seguinte programa linear é uma relaxagdo de MINST(G, ¢, R): encontrar um vetor x
indexado pelas arestas de GG que

minimize cx
sob as restrigdes z(dg(9))
x

1 paracada Sem A, (3.2)
0,

(AVAAY

onde z(0¢(S5)) = D  cs.(5) Te © A & a colegao de subconjuntos ativos de (G, R).

Dada uma arvore de Steiner T, é evidente que o vetor caracteristico de Er é um candidato
a solucdo de (3.2). Portanto, se 2* é uma solu¢do de (3.2) entdo

cx* < opt(G, e, R),

onde opt(G, ¢, R) denota o valor da solu¢do do problema MINST(G, ¢, R).

Seja A a matriz indexada por A x Eg tal que, para cada conjunto S em A e para cada
aresta e em FEg, temos que

Ag, — { 1 see€dg(S)

0 caso contrario.

Com isso podemos reescrever o programa primal da seguinte maneira:

minimize cx
sob as restrigbes Azx > 1, (3.3)
r > 0.

Por se tratar de um problema de minimizagao, é interessante buscar um limitante inferior
para o seu valor 6timo. Utilizando a primeira restrigdo de (3.3), para qualquer vetor y > 0
indexado por A4, temos que

y(Az) >yl = yg =y(A) .

SeA

Se existir garantia de que vale ¢ > yA, entdo temos o seguinte limitante inferior para o
valor do primal:

(3.4)
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Logo, cx > y(A). Além disso, como queremos obter o melhor limitante possivel, buscamos
maximizar y(A). Organizando estas condiges temos:

maximize y(A)
sob as restrigoes  yA
)

c, (3.5)

IV INA

Mais detalhadamente, o dual do programa linear (3.2) consiste em encontrar um vetor y
indexado pela cole¢ao A de subconjuntos ativos de Vi que

maximize y(A)
sob as restrigdes  y(A(e))
Y

c. paracadaeem Fg , (3.6)
0,

IV INA

onde A(e) :=={S e A:e€dz(9)}.

3.5 Delimitacao para o valor 6timo

Seja G um grafo, c uma fung¢ao que associa um custo c. em Q. para cada aresta e em Fg
e R um conjunto de vértices terminais. Dizemos que um vetor y respeita c se y é indexado
pela colegdo A de conjuntos ativos de (G, R) e é um candidato a solugido do dual (3.6), ou
seja, se y € um vetor nao-negativo tal que

y(Ale)) < ce

para cada aresta e. Dizemos ainda que uma aresta f estd justa por y se vale que
y(A(f)) = ¢ -

Se z* & uma solugdo do primal, vale que cz* < opt(G, ¢, R), pois (3.2) é uma relaxagio
linear do problema MINST(G, ¢, R). Se y é um candidato a solugao do dual, entao y(A) < cz*,
segundo o lema da dualidade da programagéo linear (se¢ao 2.3). Portanto,

y(A) < opt(G, ¢, R) . (3.7)

Esta delimitagdo inferior para opt(G,c, R) é fundamental para o célculo do fator de
aproximagao do algoritmo MINST-GW descrito a seguir.

3.6 Algoritmo MINST-GW

O algoritmo MINST-GW para o problema MINST(G, ¢, R) que veremos nesta se¢do foi
proposto por Michel Xavier Goemans e David Paul Williamson [GW95].
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O algoritmo MINST-GW é composto de duas etapas. A primeira etapa é realizada pelo
algoritmo MINST-EXPANSAO que, utilizando o arcaboucgo do método primal-dual baseado
no programa dual (3.2), encontra uma arvore de Steiner Tj e um vetor dual viavel y tais que
toda aresta em Tj esté justa por y. Na segunda etapa é aplicado o algoritmo MINST-PoDA
sobre a arvore de Steiner T e é devolvida uma arvore de Steiner T tal que

o(T) <2y(A) < 20pt(G, ¢, R),

onde A é a colecdo de conjuntos ativos de (G, R) e a segunda desigualdade é devida a
delimitacdo (3.7). Isto mostra que o algoritmo MINST-GW, que esta resumidamente descrito
logo a seguir, é uma 2-aproximacao polinomial. Este fato é completamente demonstrado na
secao 3.7.

Algoritmo MINST-GW (G, ¢, R): Recebe um grafo conexo G, um custo
ce em Q. para cada aresta e em FEg e um conjunto R de vértices terminais
com |R| > 2. Devolve uma arvore de Steiner 7" e um vetor y indexado por A que
respeita ¢ tais que ¢(T) < 2y(A).

Passo 1: Sejam 1j e y a &rvore e o vetor obtidos pela execucao do algoritmo MINST-
EXPANSAO(G, ¢, R).

Passo 2: Seja T a arvore obtida pela execugao do algoritmo MINST-PODA(Ty, ¢, R).
Devolva T e y e pare. 1

Como vimos anteriormente o algoritmo MINST-PODA resolve o problema
MINST(Tp, ¢, R). A etapa mais envolvente é a realizada pelo algoritmo MINST-EXPANSAO
a qual passamos a descrever.

O algoritmo MINST-EXPANSAO é iterativo. No inicio de cada iteragdo tem-se uma flo-
resta geradora F' de GG e um vetor y indexado por A que respeita c.

No inicio da primeira iteragao, F' nao contém arestas, apenas os vértices em Vg e y é o
vetor nulo. Em cada iteracdo, dizemos que um componente H de F' é um componente ativo
se Vi estd em A, e inativo caso contrario. Denotamos por L a colegdo (laminar) formada
pelos conjuntos de vértices que compuseram um componente de F' em algum instante do
algoritmo.

Notemos que L depende da floresta F', enquanto A depende apenas do grafo GG e dos
vértices em R.

Desta forma, £} N A é a colecao de conjuntos de vértices dos componentes de F' ati-
vos. Cada elemento S de £} N A viola a restricdo z(dc(S)) > 1 de (3.2), onde z & o vetor
caracteristico de F. Isso sugere que devemos acrescentar a F' alguma das arestas de d(S5).
Qualquer aresta deste tipo tem seus vértices extremos em elementos diferentes de L7. Di-
zemos que uma tal aresta é externa a L},. Devemos, entao, escolher uma aresta externa a
L. e acrescenta-la & F'. Esta escolha deve, é claro, estar relacionada ao custo das arestas.

Como o programa dual tem o objetivo de maximizar a soma das variaveis yq, o algoritmo
aumenta uniformemente os valores das varidveis yg com S em £} N A de modo a manter
viabilidade. Esse aumento gradativo de alguns componentes de y é interrompido quando
alguma aresta fica justa por y. Essa aresta é entdao acrescentada & floresta F' e uma nova
iteracao se inicia com a floresta atualizada.



3.6 ALGORITMO MINST-GW 23

O processo iterativo termina quando F nao tem componentes ativos. Entao, existe um
componente Ty de F' que contém todos os vértices terminais, e cada um dos demais compo-
nentes é unitario.

Algoritmo MINST-EXPANSAO(G, ¢, R): Recebe um grafo conexo G, um
custo c. em Q. para cada aresta e em Eg e um conjunto R de vértices ter-
minais com |R| > 2. Devolve uma arvore de Steiner Tj, e um vetor y indexado
por A tais que y respeita ¢ e toda aresta em Tj é justa por y.

O algoritmo é iterativo. Cada iteragdo comega com:

e um vetor y indexado por A que respeita c;
e uma floresta geradora F' de Gj e

e uma colecdo laminar L de subconjuntos de V.
No inicio da primeira iteragido temos que y =0, F =0, e Lr = {{v} : v € Vi }.

Caso 1: L3N A=10
Seja Ty o componente de F' que contém todos os vértices terminais.

Devolva Tj e y e pare.

Caso 2: L5 NA#(
Seja € o maior nimero em Q. tal que ¥ respeita c, onde y' é tal que y5 = yg + € se
S e LypNAeyg =yg caso contrario.
Escolha uma aresta f justa por y e externa a L.
Sejam V) e V5 os extremos de f em L.
Defina F':= F+f e L}y .= LpU{V1 UL}

Comece uma nova iteragdo com F'+f, y' e L nos papéis de F', y e L, respectivamente.
|

O algoritmo devolve uma arvore de Steiner. De fato, no inicio de cada iteragao de MINST-
EXPANSAO, F' é uma floresta geradora de GG. Ao final do algoritmo MINST-EXPANSAO, F’
nao tem componentes ativos, e portanto, todos os vértices terminais estao conectados. A
arvore 1, é o componente da floresta F' que contém todos os vértices terminais, portanto
é uma arvore de Steiner. Logo, T' devolvida pelo algoritmo MINST-PODA é também uma
arvore de Steiner.

A secao 3.8 ilustra a execugao deste algoritmo.

Goemans e Williamson [GW95] mostraram que o algoritmo MINST-GW pode ser im-
plementado de tal forma que o seu consumo de tempo seja O(|Vg|*log |V|).

Lema 3.2 (JGW95]) O algoritmo MINST-GW admite uma implementacao polinomial. m
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Um dos aspectos cruciais em uma implementagao do algoritmo MINST-GW que seja
eficiente é a representacio do vetor dual viavel y que respeita c. E evidente que uma im-
plementacao eficiente nao pode manter todos os componentes de ¥, j4 que sua dimensao é
proporcional a 2/V¢l. Para contornar este inconveniente é suficiente que sejam armazenados
apenas os componentes nao-nulos de y, ou seja, os valores de y indexados pelos elementos
em Lp. Como Lp é uma cole¢do laminar de subconjuntos de Vi temos que o nimero de
elementos em L é ndo superior a 2|Vg| — 1. Assim, estarfamos armazenando um nimero de
componentes de y polinomial no tamanho do grafo.

3.7 Analise do algoritmo

Passamos agora a analisar o fator de aproximagao do algoritmo MINST-GW. Porém,
antes de delimitar o custo ¢(7') da arvore devolvida pelo algoritmo, é preciso estabelecer
uma relagdo fundamental entre 7" e a colecao L3, N A dos componentes de F' ativos em uma
iteracao arbitraria do algoritmo.

Lema 3.3 No inicio de cada iteracao do algoritmo MINST-EXPANSAO, vale que

> (S < 2L n Al

SeLrnA

onde T € a drvore de Steiner que o algoritmo MINST-GW devolve.

Demonstracao: Digamos que o grau em 7" de um componente S de F' é o ntimero de arestas
em d7(.S), ou seja, o grau em T de S é |67(S)|. Vale que, para qualquer componente S de F,

se [0p(S)| =1entdo Se LNA. (3.8)

A implicagao (3.8) afirma que os componentes de F' de grau 1 em T sdo todos ativos.
Para provar essa afirmagdo, tome um componente S de F' tal que |07(S)| contém uma tnica
aresta, digamos ww; ajuste a notagao de modo que u € S. Sejam U e W os componentes de
T — uw que contém u e w respectivamente. Como uw é a tnica aresta de T em d7(5), temos
UCSeWCV\S. Como T éuma arvore minimal, a remogao da aresta uw faz com que a
floresta resultante tenha componentes ativos, ou seja, a aresta uw separa vértices terminais.
Entao,

RCUUW, RNU#D e RNW #0.

Segue dai que RNS # (e R\ S # (). Assim, S é um componente de F e estd em A e
portanto em L} N A. Isso conclui a prova de (3.8).

Seja Zr o conjunto de todos os componentes inativos de F' cujo grau em 7' nao é nulo,
ou seja, todos os componentes inativos S tais que |67(S)| > 1. Digamos que dois elementos
S e S’ de L3, sdo adjacentes se existe uma aresta de 7' com um extremo em S e outro em
S’. Esse conceito de adjacéncia define um grafo, digamos H, sobre o conjunto de vértices L}..
Como T é uma &rvore subgrafo de T, qualquer circuito em H corresponderia a um circuito
em Ty, o que é impossivel, ja& que Ty é uma arvore. Portanto, H é uma arvore. Segue dai
imediatamente que ) gy, [0m(S)| = 2[En| < 2(|Vh|-1). Como Vi = L} = (LENA)U(ZF),
temos que
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Y br(S) < 2(Lk N Al +|2r] - 1)

secs,

Em virtude de (3.8), temos que |07(S5)| > 2 para cada S em Zp. Logo > ¢ - [67(5)] >
2| ZF|, e portanto,

S 1er(S) = Y 16r(S) = > [6r(S)]

SecrnA Secs SeZp
< 2(1LNAl+ |2 — 1) — 2| ZF|
< 2LENAl.
Isso conclui a demonstragao do lema 3.3 ]

A interpretacao dessa desigualdade é de que o grau médio dos vértices ativos do grafo H
nao é maior do que 2.

A seguir, mostramos como esse resultado garante o fator de 2-aproximacao para a arvore
construida pelo algoritmo.

Teorema 3.4 O algoritmo MINST-GW ¢ uma 2-aproximacao para o problema MINST.

Demonstracao: Como j4 foi observado, o subgrafo 7" que o algoritmo MINST-GW devolve
é uma arvore de Steiner. Provaremos agora que, no inicio de cada iteragao de MINST-
EXPANSAO, vale a desigualdade

> 160(S)lys < 2y(A) - (3.9)

SeA

E evidente que a desigualdade é valida no inicio da primeira iteracio de MINST-
EXPANSAO, quando y = 0. Suponha agora que a desigualdade seja valida no inicio de
uma iteragao qualquer. Durante a iteracdo, yg é acrescido de € se e somente se S € L}, N A.
Portanto, o lado esquerdo de (3.9) é acrescido de

S r(S)le

SeLrnA

enquanto o lado direito é acrescido de 2|L£} N Ale. O lema 3.3 garante que o incremento do
lado esquerdo ndo é maior que do lado direito. Portanto a desigualdade (3.9) vale no inicio
da iteracdo seguinte de MINST-EXPANSAO. Isso prova (3.9).

No inicio de cada iteragdo o vetor y respeita c. Além disso, vale também que toda aresta
na arvore 1 estd justa por y:

Z ys=c. paracadaecT .
S:e€dr(S)
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Para mostrar que o algoritmo é uma 2-aproximacao, resta verificar que
co(T) < 20pt(G, e, R). De fato, temos que

oT) = Zce

ecT

> w (3.10

e€T S:e€dr(S)

= 3 or()lus (3.11)

SeA
< 2y(A) (3.12)
< 20pt(G, ¢, R) . (3.13)

A igualdade (3.10) vale porque toda aresta na arvore 7" esta justa por y. A linha (3.11)
segue da anterior por meio de reorganizaciao dos somatoérios. A desigualdade (3.12) segue
de (3.9). Finalmente, a desigualdade (3.13) é consequéncia da delimitagao inferior (3.7).

3.8 Ilustracao do algoritmo MINST-GW

Nesta secao ilustramos o funcionamento do algoritmo MINST-GW através da execugao
detalhada de um exemplo.

Como é comum nesse tipo de ilustragoes, o grafo utilizado na execugdo é completo e é
dado através do desenho no plano de seus vértices. Inicialmente, somente os vértices sao
exibidos e as arestas estdo implicitas. O custo de cada aresta é a distancia euclidiana entre
as suas pontas no desenho. As tnicas arestas que, & medida que a execugao do algoritmo
avanca, sao exibidas por linhas entre as suas pontas sao aquelas que estdo sendo inseridas
na floresta I’ e correspondem a arestas justas por y. Os vértices do grafo sdao representados
por tridngulos e por pequenos discos. Os tridngulos sao os vértices terminais. A figura 3.10
mostra o grafo no inicio do algoritmo MINST-EXPANSAO no passo 1 do algoritmo MINST-
GW. Através da figura vemos que

VG = {a,b,c,d,e,f}e
R = {a,c,d,e}.

Assim, no inicio da primeira iteragdo do algoritmo MINST-EXPANSAO temos que

F = 0,

y = 0,

Lr = {{a}, {b}. {c}, {d}. {e}, {f}} e
Ly = {{a}, {0}, {c},{d}. {e}, {/}}.

Durante as iteragoes do algoritmo MINST-EXPANSAO as faixas ou molduras se formam
ao redor dos vértices, e, posteriormente, ao redor de aglomerados de circulos, indicando os
componentes nao-nulos de y que sdo formados por conjuntos ativos em Lp. A largura de
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=p

@

(a) (b)

Figura 3.10: (a) Instdncia “geométrica” do problema MINST.
(b) Situagdo no final da primeira e inicio da sequnda iteracdo. Faizas ou molduras indicam os
componentes nao-nulos de y e a aresta ef torna-se justa por y.

uma moldura representa o valor do componente de y formado pelos vértices no interior da
moldura. A soma das larguras das molduras ao redor de um mesmo aglomerado é o valor do
componente y formado pelos vértices no conglomerado.

No inicio da primeira iteragao, temos que

Ly A = {{a},{c}, {d},{e}},

onde A é a colecao dos conjuntos de vértices ativos. Desta forma, passamos ao caso 2 do
algoritmo MINST-EXPANSAO onde os componentes em L£}. N A de y serdo acrescidos de e.
Na ilustracao esses crescimentos uniformes de componentes de y sdo representados através
do crescimento de molduras ao redor dos conjuntos em L3 N .A. Na figura 3.10(b) vemos
o resultado dessa primeira execugao do caso 2. O crescimento dos componentes de y e das
correspondentes molduras na figura 3.10(b) s6 pararam pois a aresta ef se tornou justa
por y. Isto pode ser visto na figura, pois a distancia entre os vértices e e f foi totalmente
preenchida pelas molduras que envolvem o vértice e e o vértice f. Assim, a aresta ef é
adicionada a floresta F' e o conjunto {e} U {f} é inserido na cole¢do Lp. Com isto, no inicio
da segunda iteracao teremos

F=A{ef},
EF = {{CL}, {b}7 {C}7 {d}7 {6}7 {f}7 {67 f}}7
r = {{a}, {0}, {c} . {d},{e, f}}.
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(c)

(d)

Figura 3.11: (c) Configuracao ao final da seqgunda iteragdo do algoritmo. A aresta ab passa a fazer
parte da floresta F.

(d) Na terceira iteragdo a aresta cd € incluida na floresta F'. Como as duas pontas de cd pertenciam
a conjuntos ativos, desta vez o nimero de conjuntos ativos em L} diminui de um.

Na segunda iteragdo do algoritmo MINST-EXPANSAO,

LrnA = {{a} {c} {d}, {e, f}},

e 0 caso 2 é mais uma vez executado. Depois do incremento uniforme dos componentes de y
em L}:NA a aresta ab se torna justa por y e ao final da iteragao passamos a ter a configuragao

F = {abef},
Lr = {{a}, {0}, {c}. {d}, {e}. {f}. {a,b},{e, [}}, e
Ly = {{a, b}, {c},{d},{e, f}}.

Esta nova execucdo do caso 2 encontra-se ilustrada na figura 3.11(c).

Em seguida, no inicio da terceira itera¢do temos que

E*F nNA = {{aa b}7 {C}a {d}v {6, f}} )

e 0 caso 2 é novamente executado. Desta vez, a aresta cd se torna justa por y, ligando dois
componentes ativos. Por isso, a cardinalidade da cole¢ao de conjuntos ativos em L. diminui.
Neste momento temos que

F = {ab,cd,ef},
Lr = {{a}, {0}, {c},{d}, {e}, {f}.{a, 0}, {c,d}, {e, }},
Fo= {{CL, b}’ {Cv d}v {6, f}} :
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A presente configura¢do se encontra ilustrada na figura 3.11(d).

() (f)

Figura 3.12: (e) A aresta de fica justa na iteragdo quatro e mais uma vez o nimero de conjunto
ativos em L N A diminui.

(f) Desta vez, a aresta bd fica justa e € adicionada & floresta F', que fica com um tinico componente
que nao € ativo.

Na quarta iteracao do algoritmo o caso 2 é outra vez executado pois

[';“ nNA = {{a> b}? {C, d}7 {67 f}} :

Mais uma vez dois conjuntos ativos sdo ligados ja que a aresta de fica justa por y devido ao
incremento dos valores dos componente y em L} N .A. Dessa forma, a nova configuragao é

F = {ab,cd,de,ef},
EF - {{a}7 {6}7{0}7 {d}7 {6}7{f}7{a7 b}7 {C7 d}7 {67 f}?{c7 d7 e? f}}7
Ly = {{a,0}{c.de f}}.
Essa configuragao esté ilustrada na figura 3.12(e).

Comecando a quinta iteragao vemos que

[,*Fﬂ.A = {{aab}a{cad7ev f}}

Agora é a vez da aresta bd ficar justa por y no caso 2 e ser inserida na floresta F' que fica com
um tnico componente que nao é ativo, L3 N A = (). A configuragio ao final desta iteragao
se encontra ilustrada na figura 3.12(f) e corresponde a

F = {ab,bd,cd,de,ef},
Lr = {{a}. {0} {c}, {d} {e}, {f}.{a, 0} {c,d}. {e, f}.{c.d,e, f}.{a,b.c.d e, f}},
» = {{a,b,c,dye, f}}.
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Como ja foi mencionado, no inicio da sexta e ultima iteracdo do algoritmo MINST-
EXPANSAO temos que nenhum dos conjuntos de vértices formados por componentes de F
é um conjunto ativo, em simbolos £} N A = (. Portanto, o caso 1 é executado e a tnica
arvore Ty da floresta F' é a arvore de Steiner que é devolvida pelo algoritmo junto com o
vetor . Com isto se encerra o algoritmo MINST-EXPANSAO e o passo 1 do algoritmo MINST-
GW.

Figura 3.13: Arvore de Steiner encontrada pelo algoritmo MINST-GW.

No passo 2 do algoritmo MINST-GW o algoritmo MINST-PODA recebe a arvore Tj e o
conjunto R de vértices terminais. Como a ponta f da aresta ef é uma folha de Ty que nao
é vertice terminal, o algoritmo remove ef da arvore e devolve a arvore T = {ab, bd, cd, de}
resultante para o algoritmo MINST-GW, j& que todas as demais folhas sao vértices terminais.
A arvore T obtida no passo 2 pode ser vista na figura 3.13.

Finalmente, o algoritmo MINST-GW devolve a arvore de Steiner 7' e o vetor y e para.
Como foi visto na sec¢do anterior, o vetor y devolvido respeita o custo ¢ das arestas e é um
“certificado de qualidade” da arvore de Steiner, ja que com y e T" em maos é possivel limitar

o quao longe o custo da arvore 7' estd do custo de uma arvore de Steiner de custo minimo
(figura 3.14).
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c eff

Figura 3.14: Arvore de Steiner 6tima para esta instancia.

No préximo capitulo consideraremos uma generaliza¢ao natural do MINST e do algoritmo
visto neste capitulo.
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Capitulo 4

Arvore de Steiner com coleta de prémios

Seja G = (Vi, Eg) e ¢ uma fungdo custo de Eg em Q.. Na arvore de Steiner com
coleta de prémios trocamos os vértices terminais R da arvore de Steiner por uma func¢ao
penalidade 7 de V; em Q.. Assim, para cada vértice v passamos a ter uma penalidade 7,
que funciona como uma certa generalizagao dos vértices terminais. O interesse, como no
MINST é encontrar uma arvore “barata’, mas desta vez é acrescentado ao custo das arestas
da arvore a penalidade que deve ser “paga” por aqueles vértices que deixamos de conectar e
nao fazem parte da arvore construida.

Figura 4.1: Uma instdncia do PCST: um grafo, custo nas arestas e penalidades nos vértices.

O custo da arvore 7' de G é ¢(T') = ¢(E7). No problema da arvore de Steiner com coleta
de prémios temos ainda uma funcao penalidade que associa a cada vértice v de G um valor
racional nao-negativo m,. Se m é uma fun¢ao penalidade de Vi em Q ., entao a penalidade

paga pelos vértices que nao foram conectados por uma arvore 7' e (7)) = n(Vg \ Vr).

33
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Figura 4.2: O custo da drvore na figura é 44+ 4+ 3+ 1+ 2 = 13, jd a penalidade paga por essa
drvore € 3+ 4245+ 4 = 54.

Problema PCST(G, ¢, 7): Dados um grafo conexo G, um custo ¢, em Q. para
cada aresta e em E; e uma penalidade 7, em Q. para cada vértice v em Vg,

encontrar uma arvore 7' que minimize ¢(7") 4+ 7 (7).

Neste problema de otimizagao, dada uma &rvore 7' candidata a solugao, o valor de 7' é

definido como ¢(T") + (7).

Notemos que, diferentemente do que ocorre com o MINST, no PCST toda arvore é
uma candidata a solugao. Por esta razdo nao seria necessario exigir conexidade do grafo
dado. Entretanto, preferimos manter a conexidade do grafo da instincia para manter a
uniformidade e evitar casos irrelevantes e incémodos.

4.1 Complexidade computacional

O problema MINST pode ser visto como um caso especial do PCST. De fato, dada uma
instancia MINST(G, ¢, R) podemos transformé-la em uma instancia PCST(G, ¢, 1) com

Ty 1= .
0, caso contrario,

{M , seveER,

onde M é um valor suficientemente grande como, por exemplo, ¢(Eg) + 1. Com esta de-
finicdo da fungdo 7 de penalidade, qualquer solu¢do de PCST(G, ¢, m) é uma solugio de
MINST(G, ¢, R), e vice-versa. Assim, como o problema MINST é NP-dificil (se¢do 3.1) con-
cluimos que o PCST também é NP-dificil.
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Figura 4.3: Arvore de Steiner com coleta de prémios com custo menor: ¢(T) +n(T) = (4 +4 +
341+2+2)+(3+5+4) =28

Nao é dificil perceber que essa reducao preserva o fator de aproximacao. Mais espe-
cificamente, um algoritmo que é uma a-aproximagao para o PCST pode ser transformado
em uma a-aproximac¢ao para o MINST utilizando-se a redugao descrita. Isto é devido ao
fato de que a fungao penalidade como definida garante que qualquer candidato a solugao
para o PCST que seja uma a-aproximagao deve conter todos os vértices terminais, ja que a
penalidade paga pela ndo conexdo de qualquer um desses vértices é essencialmente “infinito”.

Uma versao deste problema, denominada enraizada, recebe também como parametro
um vértice especial chamado de raiz r:

Problema R-PCST(G,r, ¢, m): Dados um grafo conexo GG, um vértice r em Vg,
um custo ¢, em Q. para cada aresta e em FEg e uma penalidade 7, em Q.
para cada vértice v em Vg, encontrar uma arvore 7' que contenha r e minimize

c(T)+n(T).

Pode-se reduzir uma instancia do R-PCST para o PCST atribuindo penalidade grande
ao vértice r. Dessa forma, o algoritmo nao-enraizado é forgado a inclui-lo na arvore. Por outro
lado, para reduzir uma instancia do PCST para o R-PCST, basta executar o algoritmo para
todas as possibilidades de raiz e, dentre todas as arvores obtidas, escolher aquela com menor
custo. Essas reducoes entre o PCST e o R-PCST preservam o fator de aproximagao.

Assim, do ponto de vista de complexidade computacional, os problemas MINST, PCST
e R-PCST sao todos NP-dificeis e um algoritmo que é um a-aproximagao para algum desses
problemas pode ser utilizado como subrotina de uma a-aproximacao para os demais. Dessa
intratabilidade computacional vem o interesse em algoritmos de aproximagao para estes
problemas.
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4.2 Arvore de Steiner com coleta de prémios de arvores

Da mesma forma que foi feito no capitulo anterior, nesta secdo mostraremos um algoritmo
que resolve o PCST restrito a grafos que sao arvores. Diferentemente do que ocorre com o
MINST, o algoritmo que resolve o PCST restrito a arvores nao é tao elementar e faz uso de
programagcao dinamica.

O algoritmo que veremos para o PCST é uma espécie de generalizacao do algoritmo
MINST-GW para o MINST visto no capitulo anterior. Como o algoritmo MINST-GW, o
algoritmo de aproximagao para o PCST tem duas etapas. Na primeira etapa o problema mais
geral é reduzido para um PCST no qual o grafo de entrada é uma arvore. Na segunda etapa,
resolve-se o problema restrito a arvore contruida na primeira etapa. Curiosamente, nao fara
diferenca, do ponto de vista de aproximacao, resolver esse subproblema de maneira 6tima,
apesar disso ser possivel utilizando-se o algoritmo JMP-PODA que passamos a descrever
logo a seguir.

Em 2000, David Stifler Johnson, Maria Minkoff e Steven Phillips [JMP00], apresentaram
um algoritmo que resolve o R-PCS'T restrito a arvores, com tempo de execugao linear, atra-
vés de programacao dindmica. A assimetria causada pela existéncia de um vértice especial
raiz que deve fazer parte da solugao do problema parece ser bastante conveniente. O algo-
ritmo que descrevemos se apoia na propriedade da subestrutura 6tima [CLRS01]| que
apresentamos a seguir.

No restante desta secdo utilizamos a seguinte notagdo. Se um grafo H é uma &arvore
com raiz r, entao é conveniente enxergar H como uma arborescéncia com raiz r. Desta
forma, se u é um vértice de H, escrevemos H, para nos referirmos & arvore em H com
raiz u correspondente & subarborescéncia com raiz u (figura 4.4(a)). Além disso, também é
conveniente considerar que a raiz r de H induz arborescéncias em florestas contidas em H.
Desta forma, se I’ é uma floresta que é subgrafo de H, entao F, é a arvore em F' com raiz u
e que é subarvore de H, (figura 4.4(b)).

Além disto, se (H,r,c,m) é uma instincia do problema R-PCST entdo escrevemos
(Hy,u,c,m) para nos referirmos a instancia do R-PCST restrita a subarvore de H com
raiz u, sem nos preocuparmos em restringir as funcoes c e m as arestas e aos vértices de H,,
respectivamente. Também escrevemos opt(H,r, ¢, ) para nos referirmos ao valor de uma
solugdo do problema R-PCST(H,r, ¢, ).



4.2 ARVORE DE STEINER COM COLETA DE PREMIOS DE ARVORES 37

Figura 4.4: (a) Se u é um vértice do grafo H, denotamos por H, a arborescéncia com raiz em u
(arestas mais espessas na figura).

(b) Se F' é uma floresta que é um subgrafo de H (arestas mais espessas), F,, é a drvore de F' com
raiz em u: destacada pela circunferéncia pontilhada na figura.

Teorema 4.1 (da subestrutura 6tima) Sejam (G,r,c, ) uma instancia do problema R-
PCST em que G € uma drvore e ru uma aresta de G. Se

Cru + opt(Gy,u, c,m) < (V) (4.1)

entao toda solucao T de R-PCST(G,r,c,m) tem ru como aresta e T, é uma solug¢ao de
R-PCST(Gy, u,c, 7). Reciprocamente, se (4.1) nao vale, entdo existe uma solug¢io de R-
PCST(G,r, ¢, ) que nao tem ru como aresta. A figura 4.5 mostra um esquema deste teo-
remda.
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Figura 4.5: (a) Os tridngulos da figura representam as arborescéncias cujas raizes sao adjacentes
a r. O tridngulo mais espesso representa a arborescéncia G,. Se (4.1) vale, entao toda solugio T
tem ru como aresta e Ty, € solucdo da instdncia restrita a drvore Gy.

(b) Se (4.1) nao vale, entao existe uma solugao T que nao tem ru como aresta.

Demonstragao: Seja ru uma aresta para a qual (4.1) vale e seja T' uma solucao de R-
PCST(G,r, ¢, 7). Seja U uma solugdo de R-PCST (G, u,c, 7).

Primeiro mostraremos que ru é uma aresta de T'. Suponha que ru nao é aresta de T e
portanto 7' ndo contém vértices em G,,. Seja T" a arvore resultante da ligacido das arvores T’
e U pela aresta ru.
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Temos que

c(T) +n(T) = ¢e(T) +

T)+7(Ve \ Vr) —n(Vg,)

T)+7(Ve \ Vr) — (V) + ¢ry + opt(Gu, u, ¢, )
) +
)+

=C

(
(
(
= c(T) + ¢py + opt(Gu,u,c,m) — (V) + (Ve \ Vi)
=c(T)+ oy +c(U) +7(Vg, \ Viy) = 7(Vg,) + 7(Ve \ Vr)

(T") = m(Vy) + m(Ve \ Vr)

(1) + (Ve \ V)

(

=o(T') +7(T")

o

=C

onde a tnica desigualdade é devida a (4.1). Isto contradiz a hipétese de T' ser uma solugao
de R-PCST(G,r,¢,m) ja que T" é uma solugio mais “barata” que 7'

Sabemos que ru é uma aresta de 7. Assim, resta mostrar que 7, é solugao de R-
PCST(Gy,u,c, ). Seja R a subarvore de T'— ru que contém 7. Logo T'= R+ ru+T,. Seja
T := R+ ru+ U e vale que

c(T)+7(T) < (T + n(T")
=c(R) + ¢y +¢(U)
+ ¢ry +¢(U)

+ (Ve \ (VRU VL))
+7(Ve \ (VrUVG,)) +7(Va, \ Vo)
Ve \ (VRUVg,)) +c(U) +7(Va, \ Vi)
Ve \ (VrRUVg,)) + o(T) + 7(Va, \ Vr,)
+
_l’_

| |
o o
=y
_l’_
o
X
_|_
)

(
(
(Ve \ (Ve UVg,)) +7(Va, \ Vr,)

1)
=c(R) + ¢y + c(T) + 7(Ve \ (VR U Vp,))
Vr)

onde a primeira desigualdade é devido & hipétese de que T' é solugdo de R-PCST(G,r, ¢, )
e a segunda é devido ao fato de U ser uma solu¢ao de R-PCST (G, u, ¢, 7). Como o primeiro
e ultimo termos das desigualdades acima sao os mesmos, entdo as duas desigualdades sao
igualdades e portanto T, é solucdo de R-PCST(G,,u, ¢, ).

Suponhamos agora que (4.1) nao vale e seja T uma solu¢do de R-PCST(G,r, ¢, 7). Se
ru nao é aresta de 1" entao nao ha o que demonstrar. Logo, podemos supor que ru é uma
aresta de T". Seja T" a subarvore de T' — ru que contém r. Temos que

(T") + ¢pu + c(T) + (Ve \ (Vi U V)
=c(T)+7(Ve \ (Vi UVg,)) + ¢+ c(Ty) + 7(Vg, \ Vr,)
(T +7(Ve \ (VU Vag,)) + oy + opt(Gy, u, e, )
(T +7(Ve \ (Vpr UVg,)) +7(Va,)
(T') +7(T")
onde a primeira desigualdade é devido ao fato de T, ser um candidato a solugdo de R-
PCST(Gu,u, ¢, m) e asegunda desigualdade vem da hipotese de que (4.1) ndo vale. Portanto,

T’ & uma solugdo de R-PCST(G, r, ¢, m) que ndo contém a aresta ru. Com isto concluimos
a demosntragao do teorema. [ ]

c(T)+n(T) =c

(AVARAVS
o o

~

=C
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O teorema da subestrutura 6tima 4.1 nos fornece um método recursivo para decidirmos
quais arestas fazem parte de uma solu¢do do problema R-PCST(G,r, ¢, ) em que G é uma
arvore. O algoritmo recursivo JMP-PODA a seguir é uma aplicagao imediata do teorema da
subestrutura étima.

Algoritmo JMP-PODA(G,r,c,m): Recebe uma arvore G, um vértice raiz r,
um custo ¢, em Q. para cada aresta e em Eg e uma penalidade 7, em Q.
para cada vértice v em V. Devolve uma arvore 7, que contém r e que minimiza

o(T,) + n(T}).

Caso 1: Eg =10

Devolva a arvore formada apenas pelo vértice r e pare.

Caso 2: Eq # 0
Seja U o conjunto dos vértice adjacentes a r.

Para cada vértice uw em U, seja T, a arvore devolvida pelo execugao de JMP-
PODA(G,,u,c, ) e opt, = c(T,) + 71(Va, \ Vr,)-

Para cada vértice uw em U, seja T! = T, + ru se ¢, + opt, < 7(Vg,); caso contrario
seja T a arvore formada apenas pelo vértice .

Seja T, a arvore que tem U,ey V7 como conjunto de vértices e U, ey Err como conjunto
de arestas.

Devolva T, e pare. |

O algoritmo JMP-PODA realiza, essencialmente, uma busca em profundidade no grafo G.
Logo, este algoritmo admite um implementagdo que consome tempo O(|Vg| + |Fg|) para
resolver o R-PCST restrito a arvores.

A seguir apresentamos uma versao iterativa do algoritmo JMP-PODA.

Algoritmo JMP-PoDA-I(G,r, ¢, 7): Recebe uma arvore GG, um vértice raiz r,
um custo c. em Q. para cada aresta e em Eg e uma penalidade 7, em Q.
para cada vértice v em V. Devolve uma arvore 7, que contém r e que minimiza

o(T,) + (T}).

O algoritmo é iterativo. No inicio de cada iteracdo temos trés florestas geradoras H, F' e
T de G. No inicio da primeira iteracao temos que Fy = Eg, Er = Er = ().

Cada iteracao consiste em:

Caso 1: Ey =10
Devolva T, e pare.
Caso 2: By # 0
Seja u uma folha de H, u # r.

Seja v o vértice em H adjacente a .
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Seja H' e I as florestas geradoras de G com Ep = Eg — {vu} e Ep = Ep U {vu}.
Seja opt,, = ¢(T,) + 7(V, \ Vi, )-

Seja T" a floresta geradora com Er = ErU{vu} se ¢,, +opt, < m(Vg,); caso contrario
Er = Erp.

Comece uma nova iteracdo com H', F' e T’ nos papéis de H, F' e T, respectivamente.
1

Grafo G-
(a) FEy = Eg Er=Er=10
r J
e o o
e o o
o o

Figura 4.6: (a)Ezecucdo do algoritmo JMP-PODA-I(G,r, ¢, ).
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(b) Ey = ./. (C) Ey = ./.
Er = / Erp: Er = / Er:

T A

A NS

Er= / Ep: Er= 2 Er:

r T r

FRER S

Figura 4.7: (b) O vértice folha u de H é selecionado na primeira iteragdo do algoritmo. A aresta
uv € removida de H e adicionada & floresta F'. Suponha que vale a pena pagar o custo da aresta ao
invés da penalidade do vértice u. Por isso a aresta uv é adicionada a floresta T .

(¢) Na segunda iteragao do algoritmo, a aresta uv também é adicionada a floresta T.

(d) Nesta iteracao, suponha que o algoritmo decide pagar pela penalidade do vértice u ao invés de
adicionar o aresta uv a floresta T'. Por isso, a aresta uv simplesmente € removida de H e adicionada

a F.

(e) A aresta uwv € adicionada a floresta T.
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Eyg = ./ (g) Eyg = /.

: u /e

EFI ET: EFI

SN

Figura 4.8: (f) Nesta iteracdo, semelhante a decisao tomada na figura 4.7(d), o algoritmo escolhe
pagar pelas penalidades da arborescéncia G, ao invés de pagar pela aresta uwv. Entdo, a aresta uv €
removida de H e adicionada a F.

(g), (h) A aresta uv € adicionada a floresta T.

(i) A aresta uv também é adicionada & floresta T. Neste instante, Eg =0 e F' = G.

Figura 4.9: (j) O algoritmo termina, pois Ey = (), devolvendo a drvore T,.

As relagoes invariantes fundamentais mantidas pelo algoritmo JMP-PODA-I sao as se-
guintes. No inicio de cada iteragao do algoritmo vale que:
(i1) Ex = Eg \ Er; e

(i2) T, é solugdo de R-PCST(F,,u,c, ) para todo vértice u em V.
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A correcdo do algoritmo JMP-PODA-I segue facilmente dos invariantes (il) e (i2). De
fato, o algoritmo para ja que em cada execugao do caso 2 uma aresta é removida de H.
Assim, como no inicio da tltima iteragao temos que Ey = (), entdo, devido a (il), temos que
Eg = Er. Dessa forma, ao final do algoritmo F,. = G, = G e por (i2) temos que a arvore 7,
devolvida é solugdo de R-PCST(F,,r,c,m) = R-PCST(G,r, ¢, 7).

Demonstrag¢ao de (i0): No inicio da primeira iteragdo temos que Ey = Eg = Ep, pois
GG é uma arvore. Suponhamos que no inicio de uma iteragao que ocorre o caso 2 temos que
Ey, = Ey e portanto H, é uma arvore. Precisamos verificar que (i0) vale com H' no papel
de H ao final da iteracdo. No caso 2 a floresta geradora H' de G é definida com tendo o
conjunto de arestas Ep = Fy \ {vu} onde u é uma folha de H ou, equivalentemente, uma
folha de H,. Logo, ao final da iteracao temos que Ey, = Epy. [

Demonstragao de (il): A validade da relagdo invariante (i1) é evidente. Ela vale no inicio
da primeira iteragdo pois inicialmente Ey = Eg ¢ Er = () e em cada execugao do caso 2
uma aresta (que é adjacente a uma folha de H) é removida de H e a mesma aresta é inserida
em F'. ]

Demonstracao de (i2): No inicio da primeira iteragdo (i2) vale trivialmente pois Ep =
Er =0 e portanto T e F sao florestas geradoras formadas apenas por vértices isolados.

Considere uma itera¢ao qualquer em que ocorre o caso 2 e suponha que (i2) vale no inicio
da iteragdo. Temos que verificar que (i2) vale no final dessa iteracdo com 7" no papel de T
e I no papel de F. Temos que Ep = Ep U {vu} e Epv = Ep U {vu} ou Ep = Epr. Como
u é uma folha de H temos que, devido (i0) u é uma folha da arvore H, e devido a (il) v
é o vértice raiz da arvore de F’ que o contém. Isto significa que F, = F,, e T) = T, para
todo w # v. Desta forma, resta apenas verificarmos que ao final da iteragdo 7) é solucao de
R-PCST(F!,v,c, ).

Como no inicio da itera¢do T, é solugdo de R-PCST(F,,u,c,m), entdo o valor opt,
definido no caso 2 é igual a opt(F,,u,c, 7). Desta forma, o teste ¢,, + opt, < 7(Vg,) para
decidir se a aresta vu serd ou nio incluida a 7' para formar 7" nada mais é que a aplicacdo
do teorema da subestrutura 6tima para decidir se vu é aresta de R-PCST(G,,v,c,7) e
portanto 77 é solu¢do de R-PCST(F), v, ¢, ). [

Uma consequéncia imediata dessas relacoes invariantes é o seguinte teorema.

Teorema 4.2 (Estrutura da solugdo) Se (G,r,c,m) é uma instdncia do problema R-
PCST em que G é uma drvore, entao existe uma floresta T tal que T, € solucdo de R-
PCST(Gy,u,c,m) para todo vértice u de G.

Demonstragao: Devido a relacdo invariante (il) temos que, ao final do algoritmo JMP-
Popa-I, G = F. Portanto, a relagio invariante (i2), ao final do algoritmo, afirma que T é
uma floresta tal que 7}, é solu¢do de R-PCST(F,, u,c,7) = R-PCST(G,, u,c, ). [ |

As figuras 4.7 e 4.8 mostram a execugao do algoritmo JMP-PODA-I(G,r, ¢, 7) onde o
grafo G é uma arvore, ilustrada em 4.6. Ao final do algoritmo, T (arestas espessas em 4.9)
é uma floresta tal que T, é solugido de R-PCST(G,,u, ¢, 7) para todo vértice u de G, espe-
cialmente, para u = r, T, é solugdo de R-PCST(G,r, ¢, ).
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Para resolver o PCST restrito a arvores, podemos executar JMP-PODA para todas as
possibilidades de raiz, devolvendo ao final, dentre as arvores encontradas durante o processo,
a arvore T que minimiza ¢(T) + 7(T). O consumo de tempo desse algoritmo &, portanto,
|V | vezes o consumo de tempo da busca em profundidade, ou seja, o consumo de tempo
& O(|Vel(|Ve| + |Egl|)). Alternativamente, combinando o algoritmo JMP-PODA-I com a
observagao contida no teorema 4.3 a seguir podemos resolver o PCST(G, ¢, ) quando G é
uma arvore com o mesmo consumo de tempo de apenas uma busca em profundidade. Para

isto, basta alterarmos o caso 1 do algoritmo JMP-PODA-I para

Caso 1: Ey =10

Seja v o vértice de Vi para o qual

co(T,) + (Ve \ Vr,) = min{c(T,) + 7(Ve \ V) s w € Vb
Devolva a arvore 7T, e pare.

Teorema 4.3 Seja G uma drvore com raiz v e (G, ¢, m) uma instancia do problema PCST.
Se T ¢ uma floresta geradora de G tal que T, € solugao de R-PCST(Gy,u,c, ) para todo
vértice u de G, entao T, € solugio de PCST(G, ¢, m) para algum vértice v.

Demonstragao: Seja 7" uma solugao do problema PCST(G, ¢, ) e seja v o vértice de T*
mais proximo de r. Para mostrarmos que T, é solugdo de PCST(G, ¢, ) basta verificarmos
que

c(T,) +7(Vr,) < co(T*) + n(Vpe).

Temos que
o(T,) + 7(Vr,) = (L) + 7(Ve \ V)
=cT,) +7(Ve, \ V1) + (Ve \ Ve, )
<c(T*)+7(Vg, \ V) + (Ve \ Va,)
=c(T")+ (Vg \ Vr+)
=c(T") 4+ w(Vp+),

onde a desigualdade é devido ao fato de que T, e T™ sdao uma solugao e um candidato a
solugdo de R-PCST(G,, v, ¢, ), respectivamente. n

O teorema a seguir resume o que vimos na presente secao.

Teorema 4.4 O problema PCST(G, ¢, ) restrito a drvores pode ser resolvido em tempo
linear. |

4.3 Arestas justas e conjuntos saturados

Para qualquer parte X de 2'¢ e qualquer aresta e, denotamos por X(e) a colegdo dos
elementos de X que tém e no seu corte, ou seja,
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X)) ={XeX:eciz(X)}.

Seja A := 2¢ e seja y uma fungao de A em Q.. Dizemos que y respeita (em relagao a
A) uma fungdo custo ¢ definida sobre Eg se

y(Ale)) < ce (4.2)

para cada e em Eg, sendo y(A(e)) = > g 4 Ys- Uma aresta e esta justa por y se (4.2)
vale com igualdade.

Dizemos ainda que o vetor y respeita (em rela¢ao a .4) uma funcao penalidade 7 definida
sobre Vg se

Z Yg + Z ys < m(X)  paracada X em A (4.3)
SCx 5%

e Z Yg + Z ys < m(X)  paracada X em A . (4.4)
SCX SOX

Um conjunto de vértices X € A estd saturado por y se (4.3) vale com igualdade.
Se (4.4) vale com igualdade, dizemos que X est4 saturado por y. Usualmente, dizemos que
a soma dos yg para todo subconjunto S de X nao deve exceder a soma das penalidades de
todos os elementos em X. Em (4.3) adicionou-se a parcela da soma dos yg dos conjuntos S
que contém o complemento de X. A desigualdade (4.4) é analoga a (4.3) para o complemento
de cada subconjunto de vértices X em A.

Uma aresta ¢ interna a uma particao P de V; se as suas extremidades pertencem ao
mesmo elemento de P. Arestas cujas extremidades pertencem a dois elementos diferentes de
P sdo ditas externas a P.

Para qualquer cole¢do laminar £ (se¢ao 3.3) de subconjuntos de V; e uma arvore 7' de G,
diz-se que T' tem uma ponte em L se existe S em L tal que [07(S)| = 1.

4.4 Programa linear primal e dual

O algoritmo que veremos na proxima secio é uma aplicacio do método primal-dual.
Nesta secdo descrevemos o par de programas primal e dual nos quais o algoritmo PCST-
GW se inspira. Comegamos descrevendo uma relaxagao linear para o PCST(G, ¢, ), em
seguida apresentamos o correspondente problema dual. Denotamos por A a colegao formada
por todos os subconjuntos de vértices de G .

O seguinte programa linear é uma relaxagdo do PCST(G, ¢, 7): encontrar um vetor x
indexado por Eg e um vetor z indexado por A que

!No capitulo 3 denotamos por A a cole¢ao dos subconjuntos de vértices ativos do MINST (G, ¢, R). Como,
de certa forma, no PCST(G, ¢, m) todos os vértices sdo terminais, neste capitulo .4 é a cole¢do formada por
todos os subconjuntos de vértices de G.
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minimize e+ Y 4eam(A)za
sob as restrigdes  x(6q(S5)) + > 45924+ D 40524 = 1 paracada Sem A, (4.5)
x > 0, '
z > 0.

Para ver que o programa (4.5) é de fato uma relaxacao para o PCST(G, ¢, m) tomemos
uma arvore 7' candidata a solugao do problema. Seja = o seguinte vetor indexado por Fg

1, seee Erp,

Te i= .
0, caso contrario,

e seja z o seguinte vetor indexado por A

1, se A=Vg\ Vp,
Zp =
4 0, caso contrario.

Da maneira como foram definidos, x e z sdo vetores ndo-negativos e para todo conjunto S
em A vale uma das seguintes afirmagoes:

e ha uma aresta de 7' com uma ponta em S e outra fora de S, assim z(d¢(S5)) é maior
ou igual a 1;

o S esta contido em Vi \ Ve nesse caso ) ,oq24 € 1;

o S estd contido em Vi; \ Vi e nesse caso ) ,og24 € 1.

Logo, o par (z,z) é um candidato a solu¢do do programa (4.5) de custo

cx+z A)za = c(Er) + (Ve \ Vi)

=c(T)+n(T).

Portanto, o programa linear (4.5) é de fato uma relaxagdo do PCST(G, ¢, 7).

O correspondente programa linear dual do programa (4.5) é: encontrar um vetor y inde-
xado por A que

maximize y(A)
sob as restrigdes y(Ale)) < e para cada e em Eg | (4.6)
dosca¥st D soal¥s < m(A) paracada Aem A, ‘
y =2 0.

Esse programa linear dual é uma extensdo do programa (3.6) visto na se¢do 3.4 para o
MINST. Em palavras, um vetor y indexado por A é um candidato a solugdo do programa
dual se y respeita as fungoes custo ¢ e penalidade 7 em relagdo a A.
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4.5 Delimitacao para o valor 6timo

O método de aproximacao primal-dual é iterativo e no inicio de cada iteragdo temos
um vetor dual viavel y. No caso do PCST(G, ¢, ), cada iteracdo consiste na procura por
uma &rvore T cujo valor ¢(T) + 7(T) esté “perto” do valor de uma solugdo. A medida de
proximidade da solugdo é o fator de aproximagao do algoritmo que, para ser determinado,
necessita de um limitante inferior para a solugao. O programa linear dual da se¢ao anterior

fornece esse limitante através do seguinte lema (da dualidade) especializado para o PCST.

Lema 4.5 (da dualidade) Para toda drvore T de G e todo vetor y indexado por uma
colecao laminar L de subconjuntos de Vi que respeita ¢ e m em relacdo a L vale que

y(L) <e(T)+n(T) .

Demonstracao: Seja S um conjunto minimal de £ que contém V. Se um conjunto como
tal ndo existe, seja S := V. Consideremos a particao de £ em trés conjuntos:

B:={LeL:é(L)#0D},
C:={LecL:LCSouLDS}, e
1)222{116 L:L Q S\\V%}.

Além disso, seja D* a cole¢ao dos elementos maximais em D. Temos que

y(B) = "y <> 1or(L)y, = > y(L(e))

LeB LeB ecEr
< Z ce =c(T),
ecEr
v =Yy => u+> u
LeC LCS L2S
<n(S),
yD) =Y yr=Y_ > yg <y (L)
LeD LeD* XCL LeD*
<w(S\ V).

Portanto, utilizando estas trés desigualdades obtemos que

y(£) = yB)+y(C)+y(D)

o(T) + W(E) +7(S\ Vr)
= ¢(T)+n(T) .

IN

Com isto concluimos a demonstracdo do lema. |
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Figura 4.10: Uma drvore T e uma colecdo laminar. O conjunto com linha mais espessa é S.
Conjuntos em linhas pontilhadas formam a cole¢cdo D, as linhas tracejadas junto com o conjunto S
formam C e os demais conjuntos formam a cole¢io B.

Uma consequéncia do lema 4.5 est4 logo a seguir.

Corolario 4.6 Considere uma instincia (G,c,m) do PCST. Dada uma colegao laminar L
de subconjuntos de Vi e um vetor y sobre Q- indexado por L que respeita c e ™ em relagdao
a L, vale que

y(L) < opt(G, e, m)

onde opt(G, ¢, m) é o valor de uma solu¢ao dtima para PCST(G, ¢, ).

Demonstragao: Seja O uma arvore de G que é solugdo da instancia PCST(G, ¢, ). Pelo
lema 4.5, vale que y(£) < ¢(O) + w(O)

Como ¢(O) + 7(O) = opt(G, ¢, 7), concluimos que
y(L) < opt(G,e, ) .
n

O limite inferior dado pelo colorério 4.6 é o ja bem-conhecido argumento de que qualquer
candidato a solugdo do programa linear dual (4.6) fornece um limite inferior para o valor de
uma solugao para o PCST(G, ¢, 7), como mencionamos no inicio desta se¢do. Entretanto,
devemos notar que o vetor y do colordrio é um vetor indexado por uma colecao laminar
L de subconjuntos de Vi, enquanto os candidatos a solu¢ido do programa (4.6) sdo vetores
indexados pela colecdo A de todos os subconjunto de V. Nao é dificil verificar que o ve-
tor y que satisfaz as condigoes do colorario 4.6 corresponde a um candidado a solucao do
programa (4.6) como mostramos a seguir.

Proposi¢ao 4.7 Considere uma instincia (G,c,m) do PCST. Seja y um vetor sobre Q-
indezado pela colecao A de todos os subconjuntos de V. Suponha que os componentes nao-
nulos de y formam uma cole¢cao laminar L. Se y respeita ¢ e m em relagao a L, entao y
respeita ¢ e m em relacao a A.
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Demonstracao: Para verificar que y respeita ¢ em relagdo A basta notarmos que para toda
aresta e vale que

y(A(e)) = y(L(e)) + y(Ale) \ L(e))
= y(L(e))
<ce, (4.7)

onde a segunda igualdade é devida ao fato dos componentes nao-nulos de y estarem em L e
a desigualdade vem da hipétese de que y respeita ¢ em relagao a L.

Passamos agora e verificar que y respeita 7 em relacdo a A, isto ¢, y satisfaz (4.3) e (4.4).
A demonstragao ¢ idéntica & do lema 4.5.

Seja A um subconjunto de vértices de G, com A # () e A # V. Verificaremos primeiro
que y satisfaz (4.3) com 4 no papel de X:

Zyx‘l’ZfUXSW(A)-

XCA XDA

Seja S um conjunto minimal em £ tal que S contém A ou S = V; e definamos as colecdes

B:={LeL:LCAoulLDA}e
C={LeL:LCSouLDS}e
D:={LcL:LCS\A}.

Como y respeita m em relagdo a L e S estd em L temos que

D= y+Y y<a(9),e

LeC LCS LOS
Z YL = Z YL = Z Z Yx
LeD LCS\A LeD* XCL
< S w(L) =n(s\A),
LeD*

onde por D* denotamos a colegao dos elementos maximais de D.

Como L é uma colecao laminar, entao para todo L em L temos que

eseLC Aentdio LC SoulL C S\ Ae, assim sendo, L estd em C ou L estd em D;

e se L O Aentdo L O S e, portanto, L estd em C.

Desta forma concluimos que C e D formam uma parti¢ao de B’ e que portanto vale que

Zyx+ZyX:ZyL

XCA XDA Lep!
= E yr + E YL
LeC LeD

< 7(S) +7(S\ A) = 1(A) .
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A demonstracdo de que y satisfaz (4.4) com A no papel de X' é simétrica. [ ]

A proposigdo 4.7 é importante para relacionar o comportamento do algoritmo (apresen-
tado na se¢do a seguir) com o conceito do programa dual (apresentado na se¢ao anterior)
no seguinte sentido: o algoritmo mantém viabilidade dual com o vetor y respeitando custos
e penalidades em relagdo & cole¢ao laminar Lr. Ao passo que o programa dual e o conceito
de aresta justa e conjunto saturado sdao definidos em relacao a A. Esta proposi¢ao garante
que o conceito “respeitar y” do algoritmo e da definicdo do programa dual sao equivalentes.

4.6 Algoritmo PCST-GW

Nesta secao descrevemos o algoritmo PCST-GW que é uma aproximacao polinomial
para o0 PCST(G, ¢, ). Este algoritmo é uma modifica¢ao do algoritmo de Goemans e Willi-
amson [GW95] para o R-PCST. Assim, ele é uma certa versao “ndo-enraizada” do algoritmo
de Goemans e Williamson que se baseia no programa linear descrito na se¢ao 4.4 e executa o
arcabouco primal-dual apenas uma vez. A descricao que apresentamos é devida a Paulo Feo-
filoff, Cristina Gomes Fernandes, Carlos Eduardo Ferreira e José Coelho de Pina [FFFdPO07].

O algoritmo PCST-GW &, de certa forma, uma extensao do algoritmo MINST-GW
(segdo 3.6).

Como antes, nesta se¢do denotamos por (G, ¢, 7) uma instancia do PCST e por A a
colecao de todos os subconjuntos de vértices de G. O algoritmo consiste de duas etapas. A
primeira etapa é realizada pelo algoritmo PCST-EXPANSAO que recebe G, c e 7 e devolve
quatro objetos:

e uma arvore 71, de G,
e um vetor y indexado por A,
e uma colecdo laminar L de subconjuntos de Vi; e

e uma subcolecdo Z de Lp.
Esses objetos sao tais que

e y respeita c e T;
e toda aresta em 7j é justa por y;
e L é o conjunto dos indices dos componentes nao-nulos de y; e

e todo conjunto em Z é saturado por y.

Na segunda etapa é aplicado o algoritmo PCST-PODA sobre a &rvore Tj e a colegao Z. O

algoritmo PCST-PODA devolve uma subérvore 7' de T, que ndo possui pontes em Z. A

arvore T' é devolvida pelo algoritmo PCST-GW junto com o vetor y. Na proéxima se¢ao
demonstramos que a arvore 1" e o vetor y devolvidos sao tais que
— 2 2 2

o) +7(T) < 2= 2)y(A) = (2= 2)y(Lr) £ 2= D)opt(Greom) . (48)

n
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onde a demonstracdo da primeira desigualdade é a missao central da préxima sec¢ao, a igual-
dade é devida & afirmagao de que L é o conjunto de componentes nao-nulos de y e a segunda
desigualdade é devida ao corolario 4.6, j& que o algoritmo promete devolver um vetor y que
respeita ¢ e m e cujos componentes nao-nulos estao na colecao laminar L. Supondo demons-
tradas as relagbes acima, concluimos que o algoritmo PCST-GW é uma (2— %)—aproximagéo
polinomial. A descrigao do algoritmo PCST-GW esta logo a seguir.

Algoritmo PCST-GW(G, ¢, 7): Recebe um grafo conexo GG, um custo ¢, em
Q- para cada aresta e em E; e uma penalidade 7, em Q. para cada vértice v em
V. Devolve uma arvore 7', uma cole¢ao laminar L de subconjuntos de Vi; e um

vetor y indexado por A que respeita c e 7 e tais que ¢(T)+7(T) < (2—2/n) y(A).

Passo 1: Sejam Ty, y, Lr e Z a arvore, o vetor e as colecoes laminares de subconjuntos de
vértices obtidos pela execucdo do algoritmo PCST-EXPANSAO(G, ¢, 7).

Passo 2: Seja T a arvore obtida pela execugdo do algoritmo PCST-PoODA(Ty, Z).
Devolva T e y e pare. |

O algoritmo PCST-EXPANSAO, descrito a seguir, é o componente central do arcabougco
primal-dual do algoritmo PCST-GW. Este algoritmo pode ser visto como uma generalizagao
do algoritmo MINST-EXPANSAO (se¢ao 3.6). De fato, com valores apropriados para 7 a
execugao do algoritmo PCST-EXPANSAO(G, ¢, ) tem o mesmo comportamento e produz
o mesmo resultado da execucdo do algoritmo MINST-EXPANSAO(G, ¢, R). Para isto basta,
como fizemos na se¢ao 4.1, definirmos

Ty 1=

{M, sev € R,

0, caso contrario.

Como todo algoritmo primal-dual, o PCST-EXPANSAO utiliza de maneira fundamental
as varidveis “duais” presentes no programa linear (4.6) para obter um candidato a solugdo
do problema “primal”’, que no caso do PCST é uma arvore.? Assim, a principal relacao
invariante do algoritmo PCST-EXPANSAO é a viabilidade dual. Mais especificamente, o
algoritmo mantém ao longo de suas iteragoes

um vetor y indexado por A que respeita c e 7 .

Candidatos a solugdo do algoritmo sdo também mantidos pelo algoritmo PCST-EXPANSAO
representados por uma floresta geradora F' de G formada por arestas justas em relagdo a y.

A fim de maximizar o valor da fungao objetivo y(.4) do programa dual (4.6), o algoritmo,
de maneira idéntica ao algoritmo MINST-EXPANSAO faz uso dos componentes ativos de F’
e incrementa uniformemente os valores de y correspondentes a esses componentes e uma
floresta F' vai sendo construida & medida que arestas ficam justas por y. Aqui, o conceito de
componente ativo é também uma extensio do utilizado pelo algoritmo MINST-EXPANSAO
e depende do vetor y.

2Esse candidato a solu¢do é posteriormente lapidado pelo algoritmo PCST-PODA como pode ser visto
na descri¢ao do algoritmo PCST-GW.
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Dizemos que um conjunto de vértices A é ativo (em relacdo a y) se A ndo é saturado
por y, em caso contrario dizemos que A é inativo. Denotamos por Lr a cole¢do (laminar)
dos subconjuntos de vértices que constituiram um dos componentes de F' no inicio de al-
guma iteracdo do algoritmo PCST-EXPANSAO. Notemos que L depende da ordem que as
arestas foram acrsecentadas & floresta F'. Em cada iteracao, L}, representa a cole¢ao dos
conjuntos maximais em Lp. Em outras palavras, L}, é a colegao dos conjuntos de vértices
de componentes de F.

Cada iteracao do algoritmo comeca com um vetor y viavel dual e uma floresta geradora F
de G. No inicio de cada itera¢do L}.\ Z é a cole¢io de conjuntos de vértices dos componentes
ativos de F. Sado estes os componentes de y incrementados em cada iteragdo. O processo
iterativo termina quando F' possui apenas um componente ativo, mas poderia, como faz o
algoritmo MINST-EXPANSAO, parar quando nio ha conjuntos ativos.

Algoritmo PCST-EXPANSAO(G,c,m): Recebe um grafo conexo G, um
custo ¢, em Q. para cada aresta e em E; e uma penalidade m, em Q. para
cada vértice v em V. Devolve uma arvore T de GG, uma colegdo laminar Lp de
subconjuntos de Vg; e um vetor y indexado por A, uma subcole¢do Z de L tais
que y respeita c e m, toda aresta em Tj é justa por y, Lr é o conjunto dos indices
dos componentes nao-nulos de y, e todo conjunto em Z é saturado por y.

O algoritmo é iterativo. Cada iteragao comeca com:

e um vetor y indexado por A que respeita c e 7;

e uma floresta geradora F' de G;

uma cole¢ao laminar Lr C A tal que L}, é o conjunto de vértices dos componentes de
F.

)

uma subcolecao Z de L de conjuntos inativos; e

uma subcolecio M de Lp.

No inicio da primeira iteracdo temos que y = 0, F' é tal que Vp = Vg e Er = () (floresta
geradora sem arestas), Lr = {{v} :ve Vgt e Z=M=10.

Caso 1: [LE\Z|=1ou M #0
Seja T a arvore de F tal que L3\ Z ={Vp,} ou M = {V, }.
Devolva Ty, y, Lr e Z e pare.

Caso 2: L5\ Z]|>1

Seja € o maior namero em Q. tal que y’ respeita c e 7, onde ' é tal que ys = yg + ¢
se S € L1\ Z e yy =yg caso contrario.

Caso 2A: Uma aresta f externa a L}, estd justa por 3/
Sejam V; e V5 os conjuntos em L7, que contém os extremos da aresta f.
Defina F' .= F+{f} e Ly := Lr U{VL UV,}.
Comece uma nova iteragdo com F’; ¢y’ e Lz nos papéis de F, y e L.
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Caso 2B: Um conjunto S em L} \ Z esta saturado por y
Defina 2’ := Z U {S}.
Comece uma nova iteracdo com 3y’ e Z’' nos papéis de y e Z.
Caso 2C: Para algum M em L} o conjunto M est4 saturado por 3/
Defina M’ := {M}.
Comece uma nova iteragdo com 3’ e M’ nos papéis de y e M. |

Na segunda etapa do algoritmo PCST-GW poderiamos utilizar o algoritmo JMP-PODA-
I modificado que foi mencionado na secdo 4.2, entretanto esta alteracao nao resultaria em um
algoritmo com um fator de aproximagdo comprovadamente menor [FFFAP07]. A missdo do
algoritmo PCST-PODA é simplesmente devolver uma subarvore da arvore 7j que nao possui
pontes na colecdo Z dos conjuntos saturados por y em L. O fato de a arvore devolvida
pelo algoritmo PCST-GW nao possuir pontes em conjuntos saturados por y é utilizado na
demonstragao do fator de aproximagado do algoritmo.

Algoritmo PCST-PoDA(Tp, Z): Recebe uma arvore Ty e uma colecdo Z de
conjuntos de vértices. Devolve uma arvore 1" de Ty tal que T nao tem nenhuma
ponte em Z.

Caso 1: Tj nao tem pontes em Z
Seja T = Ty.
Devolva T' e pare.

Caso 2: T tem alguma ponte em Z

Seja S em Z tal que |07, (5)] = 1.

Comece uma nova iteragao com 7y — S no papel de Ty,. |

Goemans e Williamson [GW95] mostraram que o algoritmo PCST-GW pode ser imple-
mentado de tal forma que o seu consumo de tempo seja O(|Vg|?log [V|). Uma tal imple-
mentagdo foi descrita em detalhe por Feofiloff et al. em [FFFPJ02].

O principal detalhe de uma implementagao eficiente é a manutengdo de dois valores para
cada conjunto L em L para armazenar a folga das desigualdades (4.3) e (4.4):

Ay(L) =7(L) =Y Jys+ > us

SCL SDOL
No(L) :=m(L) =Y Jys+ > Us -
SCT 5oL

Assim como no algoritmo MINST-GW, é suficiente que sejam armazenados apenas os
componentes nao-nulos de y e os valores A (L) e Ay(L) para conjuntos L em Lp. O tamanho
de Lr & polinomial em |Vg|. O lema a seguir resume a presente discussao.

Lema 4.8 (J[GW95]) O algoritmo PCST-GW admite uma implementacao polinomial. m
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4.7 Analise do algoritmo

O algoritmo PCST-EXPANSAO é o componente central do algoritmo PCST-GW. As-
sim, a demonstracao do fator de aproximagao do algoritmo PCST-GW ¢é fundamentada na
verificagdo de uma série de relagoes invariantes do algoritmo PCST-EXPANSAO. Cada ite-
ragdo do algoritmo PCST-EXPANSAO comega com um vetor y indexado por A que respeita
c e w, uma floresta geradora F' de GG, uma cole¢ido laminar L de subconjuntos de Vg, uma
subcolecao Z de L de conjuntos inativos e uma subcolecao M de Lz com no maximo um
elemento. No inicio de cada iteracdo valem as seguintes relagoes invariantes:

(i) ys = 0 para todo S em A\ Lp;

(i0) todas as arestas de F' sdo internas a Lj;
(i1) F é conexa em cada elemento de Lp;
(i2) y respeita c e ™ em relagdo a Lp;

(i3) cada aresta de I’ é justa por y;

(i4) cada elemento de Z é saturado por y;

(i5) M tem no maximo um elemento e se M # () e M € M, entdo M € L% e M esta
saturado por y;

(i6) para qualquer arvore 7" de G, se T' é conexa em cada elemento de Lr e nido tem pontes
em Z, entao vale que

S uLee)+ Y us+ 3 us < (2—%)y<cm .

ecEr SQTT SOV

Uma outra relagdo invariante, muito semelhante a (i6), também é mantida pelo algoritmo.
Esta relagdo, que batizamos de (i6’), é utilizada mais adiante, na segio 4.9.

(16”) para qualquer arvore T' de G, se T' é conexa em cada elemento de L e ndo tem pontes
em Z, entao vale que

S uLr(e) +2 ) ys+2 ) ys < 2y(Lp) .

e€ET SCVr SoVr

Comegamos com a verificagdo das relagoes invariantes (i0) a (i5).

Demonstracio de (i) a (i5): E facil verificar que cada uma dessas relagdes vale no comego
da primeira iteragao:

o Fétalque Vp =Vie Er =0e Lr = {{v}:v € Vs}, logo as relagdes (i0), (i1) e (i3)
sao satifeitas;
e y =0 e como c e 7 s30 nao-negativos, portanto (i) e (i2) sao satisfeitas;

e Z=M =10 e assim (i4) e (i5) também sdo satisfeitas.
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Consideremos agora uma iteracdo que nao seja a ultima. Portanto estamos no caso 2 do
algoritmo PCST-EXPANSAO. A defini¢io de ¢ e y feita no inicio do caso 2 garante que (i)
e (12) sdo satisfeitas no inicio da proxima iteragdo com ¥y’ no papel de y. Temos agora trés
possibilidades. Se o caso 2A ocorre, entdo f é uma aresta externa a L£}. justa por ¢/, F' = F+f
e Ln = LrU{V; UV,}, onde V) e V5 sdo elementos de £}, que contém os extremos de f.
Logo, no inicio da proxima iteracdo (i0), (i1) e (i3) sdo satisfeitas por F’,y’ e L= nos papéis
de F.y e Lr. Também é facil verificar que, se o caso 2B ocorre, entdo a relacio invariante
(i4) é valida no inicio da proxima iteragdo com Z’ no papel Z e 3’ no papel de y. J4, se o
caso 2C ocorre, entdo a relagdo invariante (i5) ¢ valida no inicio da préxima iteragdo com
M’ no papel de M e ¢ no papel de y. [

Agora passamos & demonstra¢ao da relacdo invariante (i6). Esta é a relacdo mais en-
volvente e central na demonstragao do fator de aproximagao do algoritmo PCST-GW. De
certa forma a rela¢do invariante (i6) ndo é muito usual, pois envolve um objeto, uma arvore
T genérica, que nao estd presente em cada iteragao do algoritmo, pelo menos de maneira
explicita.

Demonstragdo de (i6): No inicio da primeira iteracdo temos que y é o vetor nulo e,
portanto, para toda arvore T' temos que ambos os lados da desigualdade sao iguais a zero e
a relacdo invariante (i6) é satisfeita.

Agora suponhamos que a relagdo invariante (i6) vale no inicio de uma iteragdo que néo
seja a ultima. Assim, estamos no caso 2 do algoritmo.

Suponha que no caso 2 ocorre o caso 2A, ou seja, uma aresta f externa a L}, estd justa
por y'. Seja T uma arvore de G conexa em cada elemento de L} = Lp U {V] U 5}, sem
pontes em Z. Devemos mostrar que (i6) vale com L. e ' nos papéis de Lr e y.

. . , o

Como {V; U V5} ndo estd em Lp temos que yi. ,y, = 0 e os indices dos componentes
nao-nulos de 3’ sdo os mesmos de y e estdo todos em L. Logo, basta verificar que no fim
da iteragao corrente

> v + D st Y s < (2——>y’<£F> . (4.9)

ecEr SCVr S2Vr

Se o valor de ¢ calculado no inicio do caso 2 é zero, entdo (4.9) é verdade, pois y = ¢ e
(i6) vale no inicio da iteragdo. Logo, podemos supor que £ > 0. Seja Ativos := L3\ Z e seja
z =y —y. Como (i6) vale no inicio da iteragdo, entdo para verificar (4.9) basta verificarmos
que

Z 2(Lr(e)) + Z zg + Z zg < (2——) 2(LF) . (4.10)
ecEr SCVp SDVp

Por sua vez, y' > y e 3/ difere de y apenas em componentes com indices em Ativos. Desta
forma, por defini¢do, z € um vetor ndo-negativo que em que todos os componentes nao-nulos
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tém indices em Ativos. Assim, dividindo ambos os lados de (4.10) por € obtemos

> |Ativos(e)| + [{S € Ativos : S € Vr}| + [{S € Ativos : S 2 Vr}|

ecEr

< (2—%) | Ativos| . (4.11)

Passamos agora & verificagdo da desigualdade anterior, cuja validade implica na desigual-
dade (4.9).

Seja N := {S € L} : 67(S) = 0}. Como a arvore T é conexa em cada elemento de L,
entao

N N Ativos = {S € Ativos : S C Vr} U{S € Ativos : S D Vr}.

Além disso, como Y, [Ativos(e)| = D gc avivos [07(S)| € (2—2)| Ativos| > 2| Ativos| — 2,
entdo (4.11) seguira de

Z 167(S)| + [N N Ativos| < 2| Ativos| — 2 . (4.12)

SeAtivos

Se Ativos C N, entdo (4.12) vale pois
> 162(S)| + [N N Ativos| = | Ativos| < 2| Ativos| — 2, (4.13)
SeAtivos
ja que |Ativos| > 1 dentro do caso 2 de PCST-EXPANSAO.

Agora suponha que Ativos € N e considere o grafo H := (L%, E’), onde E’ é o conjunto
de arestas de 1" externas a L},. Como T' é conexo em cada elemento de Lp, este grafo é
uma floresta. Ele tem um componente ndo trivial e |A/| componentes triviais. Entao |E'| =

[Lil =1 —Ne

S oS = D 1er(S)= > 16r(S)|

SeAtivos SeLly SeLpNZ
= 2E| - ) 16r(5)|
SeLynz
= 2Lpl—2-2N|— > [6r(9)|
SeLynZ
< 21L%] =2 =2IN| =2|(Lr-NZ)\ N]| (4.14)

= 2|L5| —2—-2IN| =2|L-NZ|+ 2NN Z]|
= 2|L5| = 2Ly NZ| =2 =2IN|+ 2NN Z]|
= 2L\ Z] —2-2N'\ Z|

= 2| Ativos| — 2 — 2|N N Ativos| ,
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onde a desigualdade (4.14) vale pois 7' ndo tem pontes em Z.
Pode-se aplicar uma demonstracdo muito semelhante a esta para os casos (2B) e (2C)

do algoritmo. [ ]

Demonstrag¢ao de (i6’): A demonstracdo de (i6’) é idéntica a de (i6), o que ndo é ne-
nhuma surpresa tendo em vista a semelhanga das duas relagdes. Descrevemos aqui apenas
as adaptagoes que devem ser feitas & demonstragdo da relagdo (i6) a fim de obtermos a
rela¢do (i6’). Em primeiro lugar, na demonstra¢ao de (i6) todos os valores 2 — 2/n devem
ser substituidos por 2. Em vez de demonstrarmos (4.12), devemos verificar que

Z |07(S)| + 2|N N Ativos| < 2| Ativos| . (4.15)
SeAtivos
Assim, em vez de (4.13) temos que se Ativos C N, entdo (4.15) vale pois
Z 107(S)| + 2 |N N Ativos| = | Ativos| < 2| Ativos| . (4.16)
SeAtivos

A desigualdade que é demonstrada em seguida, a saber,

> 160(S)| = 2| Ativos| — 2 — 2|V N Ativos| ,
SeAtivos
ja nos apresenta o resultado desejado e nao precisa ser adaptada. [ ]

Tendo provado as relagbes invariantes de (i0) até (i6) e (i6’), temos ferramentas suficientes
para apresentarmos o fator de aproximagao do algoritmo PCST-GW.

Teorema 4.9 (do fator de aproximacgao [FFFAPO07]) SeT é uma drvore devolvida pelo
algoritmo PCST-GW (G, ¢, ), entio

c(T) +n(T) < (2—2/n)opt(G,e,7) e (4.17)
c(T)+27(T) < 20pt(G, e, 7) . (4.18)

Demonstragao: Seja Tj a arvore devolvida por PCST-EXPANSAO(G, ¢, ) e seja T C Ty a
arvore devolvida por PCST-GW(G, ¢, 7). Segue da relagdo invariante (i3) que toda aresta
de T esta justa por y, logo

(1) = Soepy e = Suep u(Lrle) . (4.19)

No comego da ultima iteragdo de PCST-EXPANSAO, seja X' a cole¢do de conjuntos de
vértices definida da seguinte maneira:

Yo {M} se o algoritmo passou pelo caso 2C |
L3 N Z caso contrario .

Em palavras, X é uma colegao de conjuntos disjuntos em que todo elemento esta saturado
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por y, segundo os invariantes (i4) e (i5). Portanto,

z(zys+zys)

XeX \SCX SDOX

=2 2 ust D D us

Xex SCX XEX gOX

< Zys‘i‘zzys

SCVr XeX 50X

SZstrZys'

SCVr SOV

99

(4.20)

(4.21)

A desigualdade (4.20) vale pois todo elemento de X é disjunto de Vy. Para explicar a

desigualdade (4.21), observe que Vy C X e por isso
{SeLr:SDOX}C{SecLr:SDT}

para todo X em X.

Além disso,

(Selpr:SOXIN{SeLp:SDX}=0

(4.22)

(4.23)

para quaisquer dois elementos distintos X e X’ de X, j4 que X & uma colecio disjunta de

conjuntos.

De (4.19) e (4.21) e da relagao invariante (i6) segue que

o(T) +7(T) = 3 y(Lele) +x(T)

eebp
< Z y(Lr(e)) + Z Ys + Z Ys
e€Er SCVr SOV

< <2—%) y(Lr) -

Da desigualdade anterior e do corolario (4.6), concluimos que

o(T) + 7(T) < (2 — %)opt(G, e .

Isto demonstra (4.17). Analogamente, De (4.19) e (4.21) e da relagdo invariante (i6’) segue



60 ARVORE DE STEINER COM COLETA DE PREMIOS 4.8

que

o(T)+27(T) = > y(Lrle)) +27(T)

ecEp
< Z y(Lr(e)) +2 Z Ys +2 Z Ys
EEET SQW S;)VT
<2y(LF) .

Finalmente, da desigualdade anterior e do corolario (4.6) temos que

o(T)+2n(T) <20pt(G,c, ) .
Com isto encerramos a demonstragao do teorema. [ |

A figura 4.11 é um exemplo (descrito em [FFFdAP07]|) de que o fator de aproximagio do
teorema, 4.9 é justo. O grafo consiste de um circuito com n vértices. Uma das arestas tem
custo 2+z, sendo z um nimero positivo arbitrariamente pequeno. Esta aresta com custo 2+=z
é chamada de especial. As demais arestas tém custo 2. Os vértices pontas da aresta especial
tém penalidade 10 e os demais vértices tém penalidade 1. O algoritmo aumenta o valor das
variaveis duais y¢ para cada conjunto unitario S até que todas as arestas ficam justas, com
excecao da aresta especial. Em uma ordem arbitraria, elas sdo incluidas na floresta F' e o
algoritmo para, devolvendo a arvore composta pelas arestas mais espessas na figura 4.11(a),
que tem custo 2(n—1) e ndo paga penalidades. Entretanto, a arvore 6tima tem custo 24z e

paga n—2 de penalidades. Ela consiste apenas da aresta especial, destacada na figura 4.11(b).
2(n—1)
24z+n—2

A razao tende a 2—% quando z tende a zero.

Figura 4.11: (a) Arestas mais espessas indicam a drvore devolvida pelo algoritmo, com custo
2(n—1).
(b) A dnica aresta espessa indica a drvore étima, que tem custo mais penalidades no valor de n+ z.

4.8 Tlustracao do algoritmo PCST-GW

Nesta secao ilustramos o funcionamento do algoritmo PCST-GW.

De maneira idéntica ao que foi feito na secido 3.8 quando vimos uma ilustragao do algo-
ritmo MINST-GW, o grafo considerado na ilustragdo é completo e é dado através de um
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desenho plano de seus vértices. A figura 4.12(a) ilustra o grafo dado. Os vértices sdo re-
presentados por circunferéncias. O nimero dentro de uma circunferéncia que representa um
vértice indica a penalidade do vértice. O nome de cada vértice é a letra que aparece pro-
xima aos vértices. O custo de cada aresta é representado pela distancia euclidiana entre os
vértices que sao extremos da aresta. Assim, através da figura vemos que o grafo G e fungao
penalidade 7 considerados no passo 1 do algoritmo PCST-GW sao tais que

Vo ={a,b,c,d, e},

Ta=3,Tp=8,mT.=7T,m1q=9e7mm.=9.

No inicio da primeira itera¢iao do algoritmo PCST-EXPANSAO temos que

I
=

Y

SIS
I
=

)

{a}, {b} {c}, {d}, {e}}, e
=0. (4.24)

s
1]
i —~—

Como na execugao do algortimo MINST-GW, durante as iteragoes do algoritmo PCST-
EXPANSAO as faixas ou molduras se formam ao redor dos vértices, e, posteriormente, ao redor
de aglomerados de circulos, indicando os componentes nao-nulos de y que sao formados por
conjuntos ativos em Lp. A largura de uma moldura representa o valor do componente de y
formado pelos vértices no interior da moldura. A soma das larguras das molduras ao redor de
um mesmo aglomerado é o valor do componente y formado pelos vértices no conglomerado.

Na primeira itera¢ao do algoritmo PCST-EXPANSAO, temos que

L\ 2 = {{a},{b},{c}, {d} {e}},

que é a colecao dos componentes de F' ativos. Desta forma, passamos ao caso 2 do algo-
ritmo PCST-EXPANSAO onde os componentes em L} \ Z de y sao acrescidos de . Vamos
supor que as distancias entre os vértices sao tais que as molduras criadas em cada iteragao
tém largura de 1 unidade.

Na figura 4.12(b) vemos o resultado dessa primeira execugdo do caso 2. O crescimento dos
componentes de y e das correspondentes molduras na figura 4.12(b) s6 pararam pois a aresta
be se tornou justa por y. Isto pode ser visto na figura, pois a distancia entre os vértices b e ¢
foi totalmente preenchida pelas molduras que envolvem o vértice b e o vértice c. Assim, no
caso 2A, a aresta bc é adicionada a floresta F' e o conjunto {b} U {c} é inserido na colegao
L. Com isto, no inicio da segunda iteragao teremos

F= {bC},

Lr= {{CL}, {b}v {6}7 {d}> {6}7 {b> C}}a
F= {{a}v {bv C}7 {d}7 {6}} €
Z=M=0.

Na segunda iteragdo do algoritmo PCST-EXPANSAO,

E} \ zZ = {{CL}, {b7 C}7 {d}7 {6}} )
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O O

19,

(a)

Figura 4.12: (a) Instdncia “geométrica” do problema PCST.

4.8

O

(b)

(b) Situagdo no final da primeira e inicio da sequnda iteracao. Faizas ou molduras indicam os

componentes nao-nulos de y e a aresta cb torna-se justa por y.

e 0 caso 2 serd executado novamente. Depois do “incremento uniforme” dos componentes de
yem L3\ Z a aresta cd é a proxima a se tornar justa por y, pois a distincia entre os vértices
cedé4. O caso 2A é mais uma vez executado e ao final da iteragdo passamos a ter

F = {bc, cd},

Lp = {{a}, {b}, {c}, {d},{e}, {b; ¢}, {b, ¢, d}}, e

*F = {{CL}, {b7 c, d}’ {6}} :

A situagdo depois desta nova execugao do caso 2A encontra-se ilustrada na figura 3.11(c).
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(c) (d)

Figura 4.13: (c¢) Configuracio ao final da sequnda iteragdo do algoritmo PCST-EXPANSAO. A
aresta cd passa a fazer parte da floresta F.
(d) Na terceira iteragio o conjunto {a} é saturado por y e passa a fazer parte do conjunto Z.

Em seguida, no inicio da terceira iteracao temos que

F = {bc, cd},
EF = {{a}7 {b}7 {C}’ {d}’ {6}7 {b7 C}= {b’ ¢, d}}7

*F = {{a},{b, ¢, d}’ {6}} €
Z=M=10.

e portanto

‘C’} \ zZ = {{a}7 {bv Cy d}v {6}} .

Assim, o caso 2 serd executado mais uma vez. Desta vez, ao incrementarmos uniformente os
componentes de y em L} \ Z o conjunto {a} serad saturado por y’ pois teremos que

D us+ Y ys=n({a})

SC{a} So7a}
Yiay = 3 = m({a}).

Assim, no caso 2B o conjunto {a} sera incluido em Z. Intuitivamente, {a} passa a fazer parte
de Z pois para conectar a aos demais vértices por uma aresta custaria & funcao objetivo
mais do que 3 unidades, enquanto que a penalidade por nao conectar a aos demais vértices
é de apenas 3.

Nesta iteragao, a cardinalidade da colegao de conjuntos ativos em L}, diminui. Ao final
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da iteragao temos que

F ={bc,cd, df },
Lr = {{a},{b} {c} {d},{e}. {b,c} {b,c d}},
L= {{a},{b;c,d},{e}},
Z={a}eM=0.

A presente configuracdo se encontra ilustrada na figura 4.13(d).

Figura 4.14: (e) A aresta ab e ef ficam justas simultaneamente na quarta iteragio. A drvore Tj
ilustrada é devolvida pelo algoritmo PCST-EXPANSAO na sua sexta e ltima iteragdo.
(f) A drvore que é devolvida pelo algoritmo PCST-GW apds a execug¢io de PCST-PODA.

Na quarta iteracao do algoritmo o caso 2 é outra vez executado pois

‘C*F \ zZ = {{b’ Cy d}’ {6}}

Desta feita temos que duas novas arestas tornam-se justas, a aresta ab e a aresta ce. Assim,
o caso 2A do algoritmo serd executado com uma dessas arestas no papel da aresta f do
algoritmo PCST-EXPANSAO. Digamos que a aresta ab foi selecionada. Desta forma, ao final
da quarta e inicio da quinta iteragoes teremos que

F ={ab,bec,cd, df },
Lr = {{a},{b}. {c} . {d},{e}, {b,c} . {b,c.d},{a,b,c d}},
[’;“ = {{a7 b= ¢, d}7 {6}} )

Z={a}eM=0.
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No inicio da quinta iteracao,

Lp\ 2 ={{a,bcd} {e}}.

Asgsim, o caso 2 serd executado, mas desta vez como a aresta ce ja esta justa teremos que o
valor de ¢ calculado no inicio da iteracao serd zero. O caso 2A serd entdo executado de tal
forma que ao final da iteragao teremos

F = {ab, cd, de, ef},
Lr={{a}, {b},{c},{d},{e},{f}, {a,b},{c,d}, {b,c,d},{a,b,c,d}, {a,b,c,d e}},
»={{a,b,c,d,e}}

Z={afeM=0.

A configuracao apos a execugdo da quarta e quinta iteragdes esta ilustrada na figura 4.14(e).

No inicio da sexta iteracao
Ly \ 2 ={{a,b,c,de}}.

Portanto, esta é a ultima iteragdo do algoritmo PCST-EXPANSAO que devolve a arvore
Ty = F', o vetor y e as colegdes Ly e Z.

Voltamos agora ao algoritmo PCST-GW onde o passo 1 acabou de ser executado. No
passo 2, o algoritmo PCST-PODA remove a aresta ab de Tj, pois esta é uma ponte em Z. A
arvore T resultante ser& devolvida pelo algoritmo PCST-GW conjuntamente com o vetor y.
A arvore T é exibida na figura 4.14(f).

Com isto terminamos a ilustragao da execucio do algoritmo PCST-GW.

4.9 Arvore de Steiner enraizada com coleta de prémios

Nesta segao consideramos a versdo enraizada do problema de Steiner com coleta de
prémios descrita na secao 4.1:

Problema R-PCST(G,r, ¢, m): Dados um grafo conexo GG, um vértice r em Vg,
um custo ¢, em Q. para cada aresta e em Eg e uma penalidade m, em Q.
para cada vértice v em V, encontrar uma arvore 7' que contenha r e minimize

c(T) 4+ n(T).

A especializacao do algoritmo PCST-GW para o problema R-PCST que descrevemos
nesta secao é usada no proéximo capitulo como uma subrotina do algoritmo com o menor
fator de aproximacdo conhecido para o R-PCST. Apesar de, como vimos na secao 4.1,
os problemas PCST e R-PCST serem equivalentes do ponto de vista de algoritmos de
aproximagao, parece que considerar a versao enraizada é frequentemente mais conveniente.
Este fendmeno ja foi presenciado na se¢ao 4.2 onde consideramos o PCST restrito a arvores.
Resumidamente, o objetivo desta secao é fazer a transicao entre o PCS'T deste capitulo e o
R-PCST do préximo capitulo.
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Programa linear primal e dual

Os programas lineares primal e dual para o problema R-PCST sao muito semelhantes
ao do problema PCST visto na segao 4.4. Vimos que o seguinte programa linear é uma
relaxagdo do PCST(G, ¢, 7): encontrar um vetor = indexado por Fg e um vetor z indexado
por A que

minimize cr + Y 4caT(A)2za
sob as restrigdes x(6g(S)) + > 45924+ 40524 = 1 paracada Sem A, (4.25)
x > 0, '
z > 0.

Passamos agora a considerar o programa linear (4.25) do ponto de vista do R-PCST. Ja
que o vértice raiz r deve fazer parte de uma arvore candidata a solucao do R-PCST entao
é natural considerarmos que a penalidade m, da raiz é infinita. Assim, para utilizarmos a
relaxacdo linear (4.25) em um arcabougo primal-dual a fim de obtermos um candidato a
solugao do R-PCST com um “bom” fator de aproximagao podemos supor que

z4 = 0 para cada A em A que contém r,

pois em caso contrario terfamos que o valor do segundo termo ), ,7(A)z4 da fungdo
objetivo de (4.25) seria infinito.

A discussdo anterior indica que, do ponto de vista do problema R-PCST, podemos
reduzir o nimero de componentes do vetor z do programa linear (4.25). Assim, em vez de
considerarmos a colecao A dos subconjuntos dos vértices ativos como sendo formada por
todos os subconjuntos de vértices de (G, passamos a considerar A como sendo formada pelos
subconjuntos dos vértices ativos que nao contém 7, ou seja

A={ACVs:r¢&A}

Convém enfatizar aqui que o mesmo simbolo A esta sendo usado para denotar colecoes
diferentes de subconjuntos de vértices de V. O conceito de conjunto ativo, e portanto
a colecao A, depende do problema sob consideracdo, que neste texto pode ser o MINST
(se¢do 3.3), 0 PCST (se¢do 4.6) ou o R-PCST (na presente se¢do e no proximo capitulo). A
decisdo de usar o mesmo simbolo para objetos distintos tem duas razdes. A primeira razao é
que acreditamos que o contexto ¢ suficiente para eliminar qualquer ambiguidade, apesar do
risco de ser inconveniente. A segunda razdo, a mais importante do ponto de vista deste texto,
é salientar semelhancga dos problemas MINST, PCST e R-PCST e que, essencialmente, o
mesmo algoritmo encontra candidatos a solucdo para todos esses problema com fator de
aproximacao proximo de 2.

Resumindo a discussao anterior, restrito ao R-PCST o programa linear (4.25) pode ser
simplificado. Ap6s as simplificagdes obtemos o seguinte programa linear que é uma relaxagao
do R-PCST(G, ¢, m): encontrar um vetor x indexado por Fg e um vetor z indexado por A
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que

minimize  cx + Y 4., 7(A)za

sob as restri¢bes x(0¢(S)) + D 4og 24
o

z

1 paracada S em A, (4.26)

(A\VAAVEY]

Para certificarmos que o programa linear (4.25) é uma relaxagao, basta procedermos de
maneira idéntica ao que fizemos na secao 4.4. Se T' é uma arvore candidata a solugido do
problema R-PCST(G, ¢, m) basta definirmos o seguinte vetor z indexado por Eg

{1, seec Er e
T =

0, caso contrario,
e o seguinte z vetor indexado por A

1, se A=Vg\Vp,e

ZA = .
{0, caso contrario.
E facil verificar que o par (z,z) é um candidato a solugdo do programa linear (4.26) tal que

cr+ Y m(A)za=c(T) +(T) . (4.27)

O correspondente programa linear dual do programa (4.5) é: encontrar um vetor y inde-
xado por A que

maximize y(A)
sob as restrigdes  y(A(e)) < c. para cada e em Eg , (4.29)
ZSQA ygs < m(A) paracada Aem A, :
y =2 0.

O programa linear (4.28) sugere que no contexto do problema R-PCST outros conceitos
devam ser adaptados, como fizemos para o de subconjuntos ativos. Sdo estes os conceitos de
um vetor y indexado por A respeitar m e o de subconjunto de vértices saturado por y.

Seja X uma subcolecdo de A. No contexto do problema R-PCST dizemos que um vetor
y indexado por X respeita (em relagdo a X') uma fungio penalidade 7 definida sobre os
vértices Vg se

Z ys <7m(X) paracada X em X . (4.29)

5cx
Um subconjunto de vértices X estd saturado por y se (4.29) vale com igualdade.

Com estas adaptagoes para o R-PCST dos conceitos de

e cole¢ao A de conjuntos ativos,

e candidato a solucao do dual y respeitar uma funcao penalidade, e de
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e um subconjunto de vértices estar saturado por y,

os lema 4.5 da dualidade e a delimitacao para o valor do 6timo do corolario 4.6 valem com
o mesmo enunciado e demonstracoes semelhantes.

Algoritmo R-PCST-GW

Nesta se¢cao apresentamos o algoritmo para o problema do R-PCST. Ao invés de des-
crever o algoritmo proposto por Goemans e Williamson em [GW95], construimos apenas
uma chamada aos algoritmos PCST-EXPANSAO e PCST-PODA descritos anteriormente co-
locando penalidade suficientemente grande para o vértice raiz para garantir que ele esteja
na arvore final devolvida pelo algoritmo. Esses algoritmos serao utilizados como subrotinas
do algoritmo do préximo capitulo.

Algoritmo R-PCST-GW (G, r, ¢, 7): Recebe um grafo conexo GG, um vértice
r em Vg, um custo ¢, em Q. para cada aresta e em E e uma penalidade 7, em
Q. para cada vértice v em V. Devolve uma arvore 7" de G que contém 7 e tal

que ¢(T) +27(T) < 2y(A).

Passo 1: Sejam Tj,y, Lr e Z a arvore, o vetor e as cole¢cdes laminares de subconjuntos de
vértices obtidos pela execucdo do algoritmo R-PCST-EXPANSAO(G,r, ¢, ).

Passo 2: Seja T a arvore obtida pela execucdo do algoritmo PCST-PODA(Ty, Z).
Devolva T e y e pare. 1

O algoritmo R-PCST-EXPANSAO é apenas uma “casca’ que faz uma chamada apropriada
para PCST-EXPANSAO (segdo 4.6), que de fato faz todo o trabalho.

Algoritmo R-PCST-EXPANSAO(G,r, ¢, m): Recebe um grafo conexo G, um
vértice r em Vi, um custo c. em Q. para cada aresta e em E e uma penalidade
7, em Q. para cada vértice v em V. Devolve uma arvore T de G que contém 7,
um vetor y de variaveis duais, uma cole¢ao laminar Lr de conjuntos de vértices
que compuseram a floresta F' e uma colecdo laminar Z de conjuntos de vértices
que foram desativados.

Passo 1: Seja 7’ uma fung¢io penalidade tal que 7. = oo e 7/, = m, para v # 7.

Passo 2: Seja Ty, y, Lr e Z a arvore, o vetor de varidveis duais e a colecao de conjuntos
de veértices devolvidos pelo algoritmo PCST-EXPANSAO(G, ¢, 7').
Devolva Ty, y, Lr e Z. 1

A demonstracio do fator de aproximacdo do algoritmo R-PCST-GW é analoga ao do
teorema 4.9 do fator de aproximacao e se apdia nas relagoes invariantes da segao 4.7.
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Teorema 4.10 (do fator de aproximacgao para o R-PCST-GW) SeT ¢ uma drvore
devolvida pelo algoritmo R-PCST-GW (G, r, ¢, ), entao

co(T)+2n(T) <20pt(G,r,c,m)
onde opt(G,r,c,m) € o custo de uma solu¢io de R-PCST(G,r, ¢, 7).
Demonstracao: Sejam 7y,y,Lr e Z o0s objetos devolvida pela execugao R-PCST-
EXPANSAO(G, 1, ¢, m). Portanto, Ty, y, Lr e Z foram construidos pela execugdo de PCST-
EXPANSAO(G, ¢, '), onde 7’ é a func¢do penalidade modificada pelo passo 1 do algoritmo

R-PCST-ExXPANSAO. Como argumentado no inicio desta sec¢io, o fato de m, = oo implica
que

e r estd em Ty;
e os elementos de Ly e Z nao contém r;
e 0s componentes nao nulos de y estao em Lp.
Assim, a subarvore T' de Tj devolvida por R-PCST-GW(G, r, ¢, ) contém r, é conexa em

cada elemento de Lz e nao tem pontes em Z. Desta forma, segue do teorema 4.9 do fator
de aproximacao que

c(T) 4 2n(T) < 20pt(G,r,c,m) .

uz | e A \

Figura 4.15: llustra¢do da drvore devolvida pelo algoritmo R-PCST-EXPANSAO.
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Figura 4.16: llustracdo da drvore devolvida pelo algoritmo R-PCST-GW, depois da execucdo de
PCST-PoODA. As arestas que eram pontes em Z foram removidas.

Este teorema é a base da construcao do algoritmo com melhor fator de aproximagao para
R-PCST apresentado no préximo capitulo.



Capitulo 5

Algoritmo de ABHK

Este capitulo é baseado no estudo feito pelos autores Aaron Archer, Mohammad Hossein
Bateni, Mohammad Taghi Hajiaghayi e Howard Jeffrey Karloff (ABHK) e publicado no ar-
tigo Improved approximation algorithms for prize-collecting Steiner tree and TSP [ABHK11]
em 2011, no qual é descrita uma técnica aplicada a problemas de coleta de prémios que
resulta na melhoria do fator de aproximacao dos seus respectivos algoritmos.

Apresentamos esta técnica aplicada & versao enraizada do problema da arvore de Steiner
com coleta de prémios. A relaxacao linear de R-PCST tem um intervalo de integralidade 2,
assim como no caso do MINST. Simplificadamente, intervalo de integralidade é o maximo
fator entre a solucdo de um programa inteiro e a sua relaxacao. Por isso, esta relaxagdo nao
poderia por si s6 fornecer um limite para construir um algoritmo com fator de aproximagao
menor do que 2. Este intervalo de integralidade tem sido visto como uma barreira para o
aperfeicoamento de algoritmos para este problema.

ABHK apresentam a descricio e anélise de uma técnica aplicada a algoritmos para
problemas de coleta de prémios que resulta em (2—¢)-aproximagao. Apesar do valor de ¢
obtido neste estudo ser pequeno (menor que 0,04), trata-se de um grande avango conceitual,
porque eles apresentam uma técnica tinica de melhoria de algoritmos de coleta de prémios que
permite contornar a barreira do intervalo de integralidade. Na préxima se¢ao apresentamos
uma intuicdo do algoritmo para R-PCST.

5.1 Ideia do algoritmo

Como descrito por Fabian Ariel Chudak, Tim Roughgarden e David Paul William-
son [CRW04], R-PCST é uma relaxagio lagrangeana do problema da k-arvore que é descrito
como:

Problema K-MST(G,r, ¢, k): Dados um grafo conexo G, um vértice r em Vg,
um custo ¢, em Q. para cada aresta e em E; e um ntmero inteiro positivo £,
encontrar uma arvore 7' com k vértices, que contenha r e que minimize ¢(7).

A relaxagao linear deste problema pode ser formulada da seguinte maneira:
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minimize cx
sob as restrigbes x(dq(S)) +D 0524 > 1 para cada S em A |
DosealSlzs < Vel =k, (5.1)
x > 0,
z > 0.

onde, relembrando a notacao, A = Vg \ {r}.

Estes autores observaram uma grande semelhanca entre os programas lineares dos pro-
blemas K-MST e R-PCST. Simplificadamente, as penalidades m do problema R-PCST
podem ser relacionadas a parcela adicionada na fungao objetivo da relaxagdo lagrangeana
de K-MST aplicada sobre a restrigdo (5.1) que assegura que T tenha exatamente k vértices.
A relaxagao lagrangeana do K-MST pode ser descrita da seguinte forma:

minimize cx + A(ZSeA |S|zs — (|Vg| — k)

sob as restrigdes z(0c(S)) + > 45524 = 1 paracada Sem A, (5.2)
z > 0,
z > 0.

Para uma constante \, esta relaxacao equivale ao problema R-PCST com 7w, = A para
todo v € Viz a menos do termo —A(|Vg|—k) na funcdo objetivo.

Suponha que R-PCST-GW (G, r, ¢, ) com m, = A para todo vértice v em Vg devolva a
arvore 1" que contém exatamente k vértices. Entao 7' é uma 2-aproximagao de K-MS'T.

Além disso, eles também notaram que o algoritmo R-PCST-GW tem fator de aproxima-
¢ao menor que 2. Este resultado é apresentado no teorema 4.10 e explorado pelo algoritmo
R-PCST-ABHK.

O teorema 4.10 apresentado no final da secao 4.9 afirma que a arvore devolvida por
R-PCST-GW para o problema R-PCST satisfaz:

c(T) +27(T) < 20pt(G,7,¢,7) ,

onde opt(G,r, ¢, m) é o valor da solu¢do de R-PCST(G,r, ¢, ).

E importante notar que este fato apresenta-se mais forte do que seria necessario para
que R-PCST-GW seja uma 2-aproximagao: ha um fator 2 multiplicando 7(7"), onde o fator
1 seria suficiente. A interpretacao deste fato é de que o algoritmo essencialmente obtém o

fator de aproximacao 2 no custo das arestas e 1 nas penalidades dos vértices.

O teorema 5.1 apresentado mais adiante mostra que:

co(T)+n(T) <20pt(G,r,c,m) —w(0)

onde O denota uma arvore que é solugdo do problema R-PCST(G,r,c, 7).
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Essa diferenca implica que, se uma fracdo constante £ do valor 6timo corresponde a
penalidades, isto é, se vale

w(0) > eopt(G,r, e, ) , (5.3)

entdo a arvore T devolvida por R-PCST-GW(G, 7, ¢, ) é uma (2—e¢)-aproximagao.

Entretanto, quando esta propor¢ao (5.3) entre o total de penalidades e o valor 6timo
nao é valida, uma outra abordagem é adotada: buscar uma segunda candidata a solugao que
tenha garantia de ser melhor do que uma 2-aproximacio quando 7(0) < € opt(G, 7, ¢, 7). O
algoritmo resultante da combinacao dessas duas politicas devolve a arvore com menor custo

dentre as duas candidatas a solucao.

Pode-se generalizar o comportamento de qualquer algoritmo para o problema R-PCST
como a tomada de duas decisoes em sequéncia, mesmo que muitos deles nao trabalhem
explicitamente desta maneira: decidir qual subconjunto S de V; deve pertencer & arvore
final, em seguida, construir uma arvore 7' tal que Vo = S.

Existem 3 pontos nos quais o algoritmo pode falhar sobre uma dada instancia R-
PCST(G,r,c,m):

1. O conjunto de vértices escolhidos para ficar de fora da &rvore contribui com muita

penalidade em relagdo ao valor de opt(G, 7, ¢, 7), isto é, 7(S) é muito grande;

2. O algoritmo mantém a penalidade 7(S5) baixa, mas a arvore paga caro pelas ares-
tas para conectar os vértices em S. Visto que existem algoritmos eficientes para o
problema da arvore geradora minima (MST), esta segunda armadilha é facilmente
evitada simplesmente escolhendo uma arvore geradora minima 7" de S.

3. A terceira falha pode acontecer quando o algoritmo escolhe um conjunto S cuja MST
é muito cara.

Obviamente, a maioria dos algoritmos nao seleciona S e T' em sequéncia, e sim, constroi
uma arvore 1" que define implicitamente S = V.

ABHK adotam a seguinte estratégia para gerar a segunda candidata a solugao: evitam a
primeira armadilha usando R-PCST-EXPANSAO para selecionar um conjunto preliminar S
de vértices. Para evitar a terceira armadilha, usam um algoritmo para o problema MINST
para possivelmente aumentar o conjunto S, enquanto produzem uma &rvore T de custo
reduzido e que contenha o novo conjunto S, mesmo que T nao seja uma MST de S.

Suponha que seja possivel identificar um conjunto de vértices D tal que 7(D) é uma
pequena fracdo de opt(G,r,c,m), e podemos provar que ha uma arvore que contém pelo
menos os vértices em D = Ve \ D e custa apenas um pouco mais do que opt(G, r, ¢, 7). Agora
suponha que executamos um algoritmo p-aproximacao para o MINST, com p < 2, sobre a
instancia em que os vértices D sdo terminais. Entdo, a arvore resultante custara nio muito
mais do que popt e, j& que ela contém no minimo D, paga no maximo 7(D) de penalidade.
Logo, esta arvore é uma (2—e¢)-aproximacao, se existirem limitantes suficientemente fortes
sobre o conjunto D.

A chave da compreensdo do algoritmo é que, quando 7(0O) é pequeno em relagao ao
valor 6timo, é possivel identificar este conjunto D, de vértices ndo-terminais, que resulta em
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uma segunda candidata a solu¢ao com valor controlado. O algoritmo R-PCST-EXPANSAO
é executado para computar D, e em seguida passa D como vértices terminais para algum
algoritmo para o MINST. O algoritmo para o MINST é usado como uma caixa-preta: para
obter um fator de 2—¢e para o R-PCST, qualquer p-aproximacio com p < 2 é suficiente. E
importante enfatizar que para selecionar os vértices terminais, nao usamos simplesmente o
conjunto de vértices V5, que R-PCST-EXPANSAO escolheu para incluir na arvore, e sim um
subconjunto cuidadosamente escolhido.

As proximas secoes apresentam a descricao do algoritmo e a andlise do seu fator de
aproximacao. Em seguida, descrevemos detalhadamente a construcao das duas candidatas a
solugao geradas pelo algoritmo que batizamos de R-PCST-ABHK.

5.2 Algoritmo R-PCST-ABHK

Nesta se¢ao descrevemos o algoritmo R-PCST-ABHK que usa como subrotina os al-
goritmos R-PCST-EXPANSAO e R-PCST-GW apresentados na se¢do 4.6 combinados com
um algoritmo para o problema MINST que tenha fator de aproximacao p < 2. Resumida-
mente, R-PCST-ABHK modifica as penalidades da instancia original (G, r, ¢, w) e produz
duas arvores. Ao final, devolve a de menor custo dentre elas.

O algoritmo é parametrizado por uma constante § > 1. Sua descri¢do é simples, mas
sua andlise é bastante complexa. A primeira arvore construida pelo algoritmo ¢ TV, a
saida de R-PCST-GW sobre a instancia (G, r, c, % 7). Para a segunda candidata a solugao,
identificamos um conjunto de vértices Dg por meio de R-PCST-EXPANSAO sobre a instancia
(G,r,c,Bm). Seja MINST, um algoritmo para o problema MINST com fator de aproximagcado
p < 2. A arvore T°7 é construida executando MINST (G, ¢, Dg), com o conjunto Dg no
papel de vértices terminais.

Algoritmo R-PCST-ABHK(G, r, ¢, 7, 5): Recebe um grafo conexo G, um
vértice r em Vi, um custo ¢, em Q. para cada aresta e em Eg e uma penalidade
m, em Q. para cada vértice v em V. Além disso, recebe um parametro 5 > 1.

Devolve uma arvore 7' tal que r € Vp e ¢(T) +7(T) < (2—¢) opt(G,r, ¢, 7) para
uma constante ¢, sendo € um nimero tal que 0 < € < 1, que depende de /.

TGW

Passo 1: Seja a arvore obtida na execu¢do do algoritmo R-PCST-GW (G, r, ¢, %W)

Passo 2: Seja T°7 a arvore obtida da seguinte maneira:

Passo 2A. Sejam Ty, y, Lr e Z a arvore, o vetor de varidveis duais e as colegoes
laminares de conjuntos de vértices devolvidos pela execucdo do algoritmo R-
PCST-EXPANSAO(G, 1, ¢, 5T).

Passo 2B. Seja Dg = Jgoz S 0 conjunto de vértices que pertenceram a algum com-
ponente desativado durante o R-PCST-EXPANSAO(G, 1, ¢, 57).

Passo 2C. Seja T°7 a arvore devolvida pelo algoritmo MINST,(G, ¢, Dg).

Passo 3: Dentre 7¢" e 77 devolva a arvore T que minimize c¢(T) + m(T).
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Ao final, o algoritmo R-PCST-ABHK, de fato, devolve uma arvore pois tanto T¢W,

saida do algoritmo R-PCST-GW, quanto 77, saida do algoritmo MINST, sdo arvores que

contém r. A préxima se¢do contém a demonstragao de que a arvore T satisfaz ¢(T) +7(T) <
(2—¢) opt(G,r,c, ), para alguma constante positiva e.

5.3 Fator de aproximacao

Para facilitar a notagdo, usaremos simplesmente opt para indicar opt(G,r, ¢, 7): o custo
da arvore 6tima do problema R-PCST(G,r, ¢, 7). Seja 0 a fragido do valor 6timo que corres-
ponde a penalidades:

G
opt

Teorema 5.1 (Limitante de T%") Se TSW ¢ a drvore obtida no passo 1 do algoritmo
R-PCST-ABHK(G,r, ¢, 7, B), entdo vale que:

(T + 7(TEW) < (2—6) opt .

Seja p o fator de aproximacdo do algoritmo para o problema MINST executado no
passo 2C do algoritmo R-PCST-ABHK.

Teorema 5.2 (Limitante de T°7) Se T°7 ¢ a drvore obtida no passo 2 do algoritmo R-
PCST-ABHK(G,r, ¢, 7, 3), entdo vale que:

(T 4+ n(T5T) < (p(l +(26-1)8) + 1T25 - 6) opt .

A demonstracao destes teoremas sdo apresentadas nas proximas segoes. A seguir, utili-
zaremos esses teoremas para a demonstragao do fator de aproximacao do algoritmo.

Teorema 5.3 (Fator de aproximacao de R-PCST-ABHK) Se = 2%,; entdo o al-

goritmo R-PCST-ABHK(G, r,c, 7w, 8) tem fator de aproximacao 2—(3—;%)2.

Demonstragio: Seja B =24 e B = p(1 + (26 — 1)) + 15° + J os fatores de apro-

ximacao das solugdes T e T respectivamente, como enunciado nos teoremas 5.1 e 5.2.

Vamos mostrar que BEW BT <2 — (%)2. Se § > (%)2, entao BEW < 2 — (%)2 como

desejado. Portanto, podemos supor que § < (%)2 e vamos provar que BT < 2 — (;%;)2.
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A igualdade (5.4) € obtida substituindo o valor de § = 3= . A desigualdade (5.5) ¢ obtida
aplicando a hipétese de que § < (2+ )2. n
p

A tabela 6.2 mostra um comparativo dos possiveis fatores de aproximagao de R-PCST-
ABHK em funcao de p.
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MINST ‘ p ‘ Fator de R-PCST-ABHK

Zelikovsky |Zel93| | 1,83 1,9982

Robin e Zelikovsky [RZ05] | 1,55 1,9839
Byrka et al. [BGRS10] | 1,39 1,9672
optarmsr | 1,00 1,8889

Tabela 5.1: Fatores de aproximacao de R-PCST-ABHK.

5.4 Candidata a solucao T¢"

Se T é uma 4arvore devolvida pelo algoritmo R-PCST-GW(G,r, ¢, ), entdo, pelo teo-
rema 4.10 temos que:

co(T)+2n(T) <20pt(G,r,c,m) .
Como nosso principal interesse é prover um bom limitante para a expressio c(T) + 7 (T),
é natural calcular este limitante perturbando as penalidades da instancia de entrada, a fim
de eliminar o fator 2 que multiplica as penalidades.

TGW

Demonstracao do teorema 5.1: Este teorema afirma que se ¢ a &rvore obtida no

passo 1 do algoritmo R-PCST-ABHK(G,r, ¢, m, 8), entdo vale que:

(T + n(TGW) < (2—6) opt .

Considere a instancia do problema R-PCST(G, 1, ¢, ) obtida multiplicando-se todas

12
as penalidades por % Seja opt: o valor 6timo desta nova instancia. E seja T a arvore
2

devolvida por R-PCST-GW (G, r, c, %ﬂ')

Aplicando o teorema 4.10 temos que

1\ —
(T +2 (7?) (T6W) < 2opty

co(TY) 4 7(TCW) < 20pty .

Entretanto, o objetivo é obter um limitante para o custo da &rvore em relagao ao valor
6timo da instancia original opt. Seja O uma solugio da instancia R-PCST(G, r, ¢, 7). Temos
que

o(TYY + 7(TCW) < 20pty

< 9 (C(O) + %w@) (5.6)
< 2¢(0) +7(0)
(T + 7(TGW) < 20pt —7(0) . (5.7)

A desigualdade (5.6) vale pois a &rvore 6tima O é viével para a instancia (G, 7, c, 7).
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Ja a ultima desigualdade (5.7) vale pois:

opt = ¢(0) + 7(0) = 2¢(0) = 20pt — 27(0) .

Lembrando que ¢ é a fragao do 6timo que corresponde a penalidades,

50
opt

temos

o(TY) 4 7(TGW) < 2opt — dopt
(2—4) opt .

Logo, para qualquer ¢ que nao depende da instancia R-PCST(G,r, ¢, ), se 6 > &, entdo
TSW ¢ uma (2—e)-aproximagao. Este fato vem ao encontro da intui¢ao de que o algoritmo R-

PCST-GW lida bem especialmente com instancias cuja arvore étima paga muita penalidade.

5.5 Candidata a solucao 7°°7

Uma ideia ingénua para obter uma (2—¢)-aproximagdo quando § < ¢ é executar R-
PCST-GW — possivelmente perturbando as penalidades — para obter uma arvore 7', e entao
executar um algoritmo para MINST com V; como os vértices terminais. Isso pode nao ter o
efeito desejado, conforme o exemplo abaixo.

Dado um ntmero inteiro k£ > 2 e um ntmero z positivo arbitrariamente pequeno, cons-
truimos uma instancia do R-PCST, onde as penalidades sdo 0 ou co. Ademais, como opt
nao permite pagar penalidades infinitas e todas as outras penalidades valem zero, tem-se
que m(O) = 0, logo, § = 0.

A instancia é composta por um 2k-circuito alternando entre vértice com penalidade zero
e com penalidade oo, conectados por arestas de custo 1. A raiz da arvore é algum vértice
que tem penalidade co. Ha ainda um vértice com penalidade zero no centro do circuito, com
arestas radiais de custo 1+z para cada vértice com penalidade oo do circuito. A figura 5.1
representa a instancia com k = 3.

Neste caso, a arvore T produzida por R-PCST-GW é um caminho contendo todas as
arestas do circuito exceto duas arestas adjacentes a um vértice com penalidade zero. T' custa
2k—2 e contém todos os vértices exceto dois com penalidade zero: um do circuito e o vértice
do meio (figura 5.2).

Entretanto, a arvore 6tima O (figura 5.3) contém apenas as arestas radiais e custa k(1+z).
Em contraste com 7', O contém apenas um vértice de penalidade zero, o do meio.
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Figura 5.1: Instdncia com k = 3, onde vértices brancos tém penalidade zero e vértices cinza tém
penalidade co.

Figura 5.2: As arestas espessas compéem a drvore T devolvida pelo algoritmo R-PCST-GW.
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1 custo = 3+32

Figura 5.3: Arvore dtima para esta insténcia.

A razao de aproximacgao kz(’;jj) tende a 2 quando k — oo e z — 0. Embora ¢(T) seja

essencialmente 2opt, a arvore 17" é na verdade a arvore de Steiner 6tima para esta instan-
cia com vértices terminais V. Logo, executar algum algoritmo para MINST nao ajuda a
encontrar uma arvore melhor.

Seja R-PCST(G,r,¢,fr) — com [ > 1 — a instancia obtida aumentando o valor das
penalidades da instancia original. Seja Dg a uniao de todos os conjuntos de vértices de
qualquer componente desativado durante a execugio de R-PCST-EXPANSAO(G, 1, ¢, O).

Seja MINST, um algoritmo com fator de aproximacao p para o problema MINST,
com p < 2. Para a segunda solu¢do, seja T°7 a arvore devolvida pela execugdo de
MINST,(G, ¢, Dg). Os vértices em Dgs sdo enviados como terminais para o algoritmo
MINST,,.

Note que o fato de escolher D_g ao invés de Vyew cobre o exemplo ruim da se¢ao anterior,
porque naquele caso, Dg é o conjunto de todos vértices de penalidade zero, entao remo-
vendo Dg, nos livramos dos k—1 vértices de penalidade zero do circuito que fazem parte de
Vrew e causavam o problema.

Para obter o fator de aproximacao de T°7, primeiro vamos limitar 7(757) e em seguida
c(T5T).

Como a arvore T°7 contém pelo menos os vértices D_g, ela paga no maximo 7(Dg) de
penalidade. Portanto, ao invés de limitar (757), é suficiente limitar 7(Dg). O lema a seguir
mostra que m(Dg) pode ser insignificante se 5 é grande o suficiente.

Lema 5.4 Suponha que O seja uma drvore solugao do problema R-PCST (G, r,c,7) e seja
um numero real maior do que 1.

Se Dg € o conjunto dos vértices em componentes desativados durante a execugao de
R-PCST-EXPANSAO(G, 1, ¢, Bm), entao vale que

w(Dy) < 7 < (1,%5 +5>0pt ,
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onde optg € o custo de uma solugio de R-PCST(G, 1, ¢, B7), opt € o custo da drvore dtima O
da instincia R-PCST(G,r,c,m) e 6 = =o),

opt

Demonstragao: Por construcao, um conjunto é desativado quando fica saturado. Logo vale
que ZSCD[; yg = PBm(Dg), ja que o algoritmo é executado sobre a instancia (G,r,c, f7).
Segue que,

Br(Dg) = Y us (5.8)

SCDg
< Z Ys (5.9)
SCVa\{r}
< Optg (510)
< ¢(0)+ Br(0) (5.11)
= ¢(0)+7(0)+ (8- 1)7(0)
= opt + [Bdopt — d opt (5.12)

= (1455 —d)opt .

Logo,

n(Dg) < (% +0— %) opt

= (1725 + 5) opt . (5.13)

A desigualdade (5.9) vale pois Ds C Vi \{r}. A desigualdade (5.10) & obtida pelo lema da
dualidade. A proxima desigualdade (5.11) vale devido & viabilidade da arvore O na instancia
(G,r,c,fBm), isto &, a arvore O é uma candidata a solu¢do do problema R-PCST(G,r, ¢, 57).

A igualdade (5.12) é obtida substituindo 7(O) por dopt. Por fim, a igualdade (5.13)
conclui esta demonstragao.

Para limitar ¢(7T°7), nés provamos o seguinte fato: comegando com uma arvore 6tima O,
o custo de estender esta arvore para conectar os vértices terminais em D_ﬁ — Vo nao é maior
que (2(36)opt. Isso garante a existéncia de uma arvore que contém pelo menos D_g cujo custo
ndo é muito maior do que opt, desde que 0 seja pequeno. Por isso o algoritmo para o MINST
nio pagard muito mais quando executado com o conjunto de terminais Dg. Este resultado
¢ um corolario do seguinte lema:

Lema 5.5 Sejam T, y, Lr e Z a drvore, o vetor de varidveis duais e a cole¢cdo de conjuntos
de vértices devolvidos pelo algoritmo R-PCST-EXPANSAO(G,r,c,Bm), com [ > 1. Seja
Dg = Ugez S € seja I qualquer subconjunto de Vi que contém r. Além disso, seja A =
Ds\I = I\ Ds.

Entao existe uma floresta K C T que possui as sequintes propriedades:
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1. Vi contém todos os vértices em A;

2. Cada drvore na floresta K inclui exatamente um vértice de I;

5. e(K) < 2%5crus < 26n(T) .

/

Figura 5.4: O diagrama ilustra os subconjuntos I e Dg de Vg. As arestas sélidas representam a
floresta K.

Demonstracao: Quando fizermos referéncia a uma iteracao do algoritmo R-PCST-
EXPANSAO, entende-se que é uma iteragdo do algoritmo PCST-EXPANSAO que é executado
no R-PCST-EXPANSAO.

A floresta K é construida por meio de duas fases de remoc¢ao de arestas a partir da
arvore T. Descrevemos estas duas fases, mostrando que K satisfaz as propriedades 1 e 2.
Em seguida, apresentamos a demonstracao da propriedade 3.

Lembramos que A = D_B\ I e que a floresta K que vamos construir deve conectar cada
vértice de A a um vértice de /. Pela definicdo de Dg, Vp C Dg. Entao T' ja satisfaz a
propriedade 1.
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Figura 5.5: As arestas em linhas pontilhadas conectam vértices em I e as arestas sdlidas formam
a drvore T

Usaremos a linguagem algoritmica para descrever as duas fases da construgdo da flo-
resta K.

PrimeiraFase(G, Tp, I): Recebe um grafo G, uma arvore Ty de G e um subcon-
junto de vértices I de V. Devolve uma floresta K que satisfaz as propriedades
1 e 2dolema 5.5.

Passo 1: Seja K; = Tj.

Passo 2: Percorra as arestas de K na ordem inversa & que foram adicionadas a floresta T
durante a execu¢ao de R-PCST-EXPANSAO(G,r, ¢, ). Para cada aresta uv faga:

Caso tnico: Existem dois vértices distintos ¢ e j em [ que pertencem ao mesmo
componente da floresta K7, mas nao pertencem ao mesmo componente da floresta
Ki—uwv.

Comece uma nova iteragdo com K;—uv no papel de Kj.

Passo 2: Devolva K.

As remogdes de arestas feitas nas iteragdes da PrimeiraFase preservam o fato de que cada
componente de K; contém pelo menos um vértice de /. Este fato vale inicialmente porque
T e I contém r. Nenhuma aresta removida no caso tinico isola um vértice que pertence a A.
Portanto, a propriedade 1 continua satisfeita ao final desta fase.

Sejam dois vértices distintos ¢ e j em I NV7y, e seja a aresta uv a Gltima aresta adicionada
a Ty no caminho que conecta ¢ a j. Ao analisar a aresta uv no caso tnico da PrimeiraFase, ela é
removida. Entao, K, termina com exatamente um vértice de I por componente, satisfazendo
a propriedade 2.



84 ALGORITMO DE ABHK 5.5

Para a descricao da segunda fase, lembremos a notagdo usada para colecao laminar:

A segunda fase funciona como o algoritmo PCST-PODA, exceto pela definicao da co-

legdo Z para verificar pontes. Seja a colegdo Z' = Z N Lg[I] de conjuntos de vértices que

foram desativados durante a R-PCST-EXPANSAO e que pertencem a colegdo Lp[I].

SegundaFase(G, K, Z'): Recebe um grafo G, a floresta K devolvida pela pri-
meira fase da construgio, e uma colecdo de subconjuntos de vértices de G. De-
volve uma floresta Ky que satisfaz as propriedades 1 e 2 do lema 5.5.

Cada iteragdo comeca com uma floresta K. No inicio da primeira iteracdo tem-se
K2 - Kl‘

Caso 1: K, ndo tem pontes em Z’

Devolva K, e pare.

Caso 2: K, tem alguma ponte em Z’
Seja S em Z' tal que |, (5)]| = 1.

Comece uma nova iteragao com K, — S no papel de Ks.

Todo conjunto S que forma ponte em Z’, isto é, |k, (S)| = 1, é removido da floresta Kj.
Como Z' contém apenas vértices de Dg \ I, nenhum vértice de A ou [ é removido. Além
disso, qualquer conjunto de Z’ nfdo contém uma arvore inteira de K,, porque cada arvore
de K5 inclui exatamente um vértice de I. Portanto, as propriedades 1 e 2 sdo satisfeitas ao
final da construcao de Ks. A figura 5.6 ilustra as fases desta contrucao.
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Figura 5.6: (a) Na primeira fase, as arestas de T que conectam dois vértices de I sio removidas.
(b) Na segunda fase, os conjuntos pontilhados que foram desativados durante a ezxecu¢do de R-
PCST-EXPANSAO e que ndo contém vértices de I sao removidos.

Seja K = K. Resta mostrar que a floresta K satisfaz a propriedade 3:

oK) < ZZyS .

Esta parte da demonstracao tem muita semelhanca com a anéalise do fator de aproximacao

do algoritmo para o problema da arvore de Steiner (se¢do 3.7).

Apenas as varidveis duais dos subconjuntos em Lr tém valor diferente de zero. Por isso,
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a propriedade 3 é equivalente a

oK) <2 3 ys = 2y(L3lT) (5.14)

Primeiramente, é preciso estabelecer uma relagio fundamental entre K e a cole¢do L3\ Z
dos componentes ativos em uma iteracio arbitraria do algoritmo R-PCST-EXPANSAO. Esta
relagdo é descrita pela afirmagio (5.15) mais adiante.

Dada uma itera¢do do algoritmo R-PCST-EXPANSAO(G, 1, ¢, 57), L} denota a cole¢do
laminar maximal de conjuntos de vértices dos componentes de F'. Denotamos os conjuntos
ativos e inativos de L}, respectivamente por L}, \ Z e Z*.

Digamos que dois elementos S e S de L}, sdo adjacentes se existe uma aresta em K
com uma extremidade em S e outra em S’. Esse conceito de adjacéncia define um grafo que
chamamos de H sobre a colecao laminar £}.. Como K foi obtida a partir de T apenas por
meio de remocao de arestas, &€ um subgrafo de Tj. Qualquer circuito em H corresponderia a
um circuito em 7y, o que é impossivel. Portanto, H é uma floresta.

No inicio de cada iteragdo, vale a desigualdade (equivalente ao lema 3.3):

Y bu(S) < 2L\ 2)]| - (5.15)

SeLi\z

Toda folha desativada de H contém algum vértice de I, pois se existisse algum conjunto
folha S € L} desativado e que nado contém vértices de I, ele seria removido na segunda
fase da construcao da floresta K. Além disso, é possivel verificar que cada componente da
floresta H possui exatamente um conjunto que contém algum vértice de I.

Seja h o nimero de componentes em H. Como cada componente de H possui exatamente
um conjunto que contém algum vértice de I, sabemos que existem exatamente h conjuntos
que contém algum vértice de I.

Seja [ o namero de folhas inativas em H. Como toda folha inativa de H contém algum
vértice de I, temos que o niimero de conjuntos ativos que contém algum vértice de I é no
méaximo h — .

A colegao L3\ Z pode ser particionada em duas colegdes:

e (L3 \ Z)[I]: conjuntos ativos que ndo contém nenhum vértice de I;

o {S:S e\ ZeSNI+#D}: conjuntos ativos que contém algum vértice de I.

Entao,

1L\ Zl = [(LE\ 2] + HS:SeLp\ZeSNI#D}
<L\ + (h=1).

Por isso, vale que
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(L)) = L3\ 2] = (h=1) . (5.16)

O ntmero de vértices em H é |[L5| = |£35\ Z| + | Z*], entdo o ntumero de arestas em H
é (|1£5\ Z] +|Z2*| — h). Como, a soma dos graus dos vértices de qualquer grafo é igual ao
dobro do ntimero de arestas, vale que

> 16ua(S) =2(L5\ 2|+ 27| —h) . (5.17)

SeL}

Como existem [ folhas desativadas em H e todo vértice que nao é folha tem grau pelo
menos 2, vale que

D 1u(S) 2 2127 = 1) +1

Sez*
=2(Z%| - 1. (5.18)

Combinando os resultados obtidos em (5.17) e (5.18), temos que

D (S = Y 18u(S) = > 16u(S)|

SeL\Z2 SeLy, Sez*
<2(Lp\ 21+ 12l = h) = 2127 =)
=215\ 2| — 2h +1
=2(1Lp\ 2] = (h=1)) =1
<2(Lp\ 2| = (h=1))
<2|(Lp\ 2| - (5.19)

A desigualdade (5.19) é obtida a partir de (5.16) e conclui a demonstragao da afirma-
¢ao (5.15).

Provaremos agora que no inicio de cada iteracdo do R-PCST-EXPANSAO vale a desi-
gualdade (equivalente a 3.9):

Do 1ea(S)lys <2 Y ys = 2y(L31) . (5.20)

SeLly Seci[I)

A desigualdade é valida no inicio da primeira iteracao de R-PCST-EXPANSAO, quando
y = 0. Suponha que a desigualdade seja valida no inicio de uma iteracdo qualquer. Durante a
iteracdo, yq € acrescido de € se e somente se S € L}, \ Z. Portanto, o lado esquerdo de (5.20)

é acrescido de
> 1ou(S)e
SeL:\Z
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Enquanto o lado direito é acrescido de

2 Y e =L\ 2] <.

Se(Lp\2)]

A desigualdade 5.15 garante que o incremento do lado esquerdo nao é maior que do lado
direito. Portanto a desigualdade 5.20 vale no inicio da iteragao seguinte.

Finalmente, concluimos que

oK)= Zce

eeK

Y Y (521

e€K S:e€di (S)

= > 10k (S)lys (5.22)

SeLly

<2 ) ys =2 us (5.23)
Secu[l] SCI

<28n(I) . (5.24)

A igualdade 5.21 vale pois toda aresta e da floresta K esta justa por y:

Ce = Z Yg -

S:e€di (S)

A igualdade (5.22) segue da anterior por meio de reorganizagio dos somatorios. A desi-
gualdade (5.23) segue de (5.20). Finalmente, a desigualdade (5.24) vale pois y respeita 57 e
conclui a demonstracao de que K satisfaz as propriedades 1, 2 e 3.

Corolario 5.6 Seja Dg o conjunto de vértices que pertenceram a conjuntos saturados du-
rante a execucdo do algoritmo R-PCST-EXPANSAO(G, 1, ¢, Bm). Existe uma drvore T tal
que

c(T) < (14 (28 —1)d)opt

e inclur os vértices em Dg.

Demonstracao: Seja I = V o conjunto de vértices de uma arvore 6tima O para a instancia
do problema R-PCST(G, r, ¢, 7). Certamente I contém o vértice raiz r, pois O é solu¢do do
problema.

Considere a instancia R-PCST(G,r, ¢, 57) e este conjunto /. Segundo o lema 5.5, existe
uma floresta K que satisfaz as propriedades 1, 2 e 3 do lema.
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Seja T' = K U O a arvore obtida pela unido da floresta K e da arvore 6tima O. Pela
propriedade 2 do teorema 5.5, cada componente de K contém exatamente um vértice de O.
Logo, T' é, de fato, uma arvore. Pela propriedade 1, K contém todos os vértices em A =
D_@\ O. Portanto, a arvore T contém os vértices em D_g e possivelmente alguns vértices de
Dy também.

Pela propriedade 3, vale que

o(K) < 2(Bn(0)) = 2B(dopt) .

Como ¢(O) + 7(0) = opt e 7(0) = dopt, temos que ¢(O) = (1—§)opt.

Portanto,
co(T) = ¢(KUO) < (14 (26 —1)d)opt .

A figura 5.4 do lema 5.5 ilustra a unido da arvore 6tima (arestas em linhas pontilhadas)
com a floresta K (arestas em linhas sélidas).

Demonstracio do teorema 5.2: Este teorema afirma que, se T°7 & a arvore obtida no
passo 2 do algoritmo R-PCST-ABHK(G, r, ¢, , 8), entdo vale que:

(T 4+ n(T5T) < <p(1 +(28—-1)8) + 1726 + 5) opt .

O corolario 5.6 mostra que existe uma arvore de Steiner que contém pelo menos os
vértices terminais Dgs e que tem custo maximo de (1 + (25 — 1)d)opt.

Como o algoritmo MINST, é uma p-aproximacao, temos que

o(TT) < p(1+ (28— 1)8)opt .

Além disso, como a arvore T°7 contém pelo menos os vértices em Dg, ela paga no maximo
7(Dg) de penalidade:

— 1—9
m(T57) < 7(Dg) < <T + 5) opt
pelo lema 5.4. Portanto, somando estes limitantes, temos que

o(T57) 4+ n(T5T) < <,0(1 +(28-1)8) + 1725 + 6) opt .

Com isso, concluimos as demonstragoes dos limitantes de 79" e T (teoremas 5.1 e 5.2)
e, consequentemente, a anélise do fator de aproximagao de R-PCST-ABHK (teorema 5.3).
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Capitulo 6

Consideracoes finais

Neste trabalho, estudamos o problema da arvore de Steiner (MINST) e o problema da
arvore de Steiner com coleta de prémios na sua versdo sem raiz (PCST) e com raiz (R-
PCST). Descrevemos e analisamos algoritmos de aproximacao para estes problemas que se
apoiam no método primal-dual. Além disso, analisamos com detalhes o primeiro algoritmo
para o problema R-PCST com fator de aproximacio estritamente menor do que 2. Neste
capitulo apresentamos as principais conclusoes, nossas percepcoes durante este estudo e
possiveis trabalhos futuros.

A tabela a seguir apresenta uma sintese dos problemas e algoritmos apresentados nesta
dissertagao e seus fatores de aproximagao.

Problema Algoritmo Fator de aproximacao
MINST MINST-GW 2 [dCCDT*01]
PCST PCST-GW 2—2 [FFFdPO7]
R-PCST | R-PCST-GW 2——= [GW95]
R-PCST | R-PCST-ABHK 2—e [ABHKI1]]

Tabela 6.1: Resumo dos problemas, algoritmos e seus fatores de aproximagdo.

R-PCST-ABHK x PCST-GW

A tabela a seguir faz um comparativo entre os fatores de aproximagao 2—¢ e 2—— dos
algoritmos R-PCST-ABHK e PCST-GW, respectivamente, em relagdo n := |Vg|, a quan-
tidade de vértices de uma instancia.

91
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MINST ‘ p ‘ 2—¢ ‘ n >7 ‘

Zelikovsky (1993) | 1,83 | 1,9982 | 1111

Robin e Zelikovsky (2005) | 1,55 | 1,9839 | 124
Byrka et al.(2010) | 1,39 | 1,9672 | 60
optangt | 1,00 | 1,8889 | 18

Tabela 6.2: Comparativo entre os fatores de aproximacdo dos algoritmos R-PCST-ABHK e
PCST-GW.

A interpretacdo é de que, se o algoritmo R-PCST-ABHK usa como caixa preta um
algoritmo MINST, com p = 1,83, ele s6 tem fator de aproximagao menor do que o fator
de PCST-GW para instancias com quantidade de vértices superior a 1111. Se é usado um
algoritmo MINST, com p = 1,55, R-PCST-ABHK tem fator de aproximacao menos do que
o fator de PCST-GW para instancias com n > 124. E, finalmente, se R-PCST-ABHK usa
como subrotina um MINST, com p = 1,39, que ¢ o menor fator de aproximacao conhecido
para MINST, o algoritmo R-PCST-ABHK tem fator melhor do que o PCST-GW para
instancias com quantidade de vértices superior a 18.

Prize-collecting

Além do problema da arvore de Steiner, existem outros problemas que podem ser genera-
lizados para uma versao prize-collecting. A adi¢do deste conceito de “coleta de prémios” por
meio de penalidades faz com que o conjunto de candidatos a solucao seja bem mais amplo.

No caso da arvore de Steiner, os candidatos a solugao de uma instancia do problema sdo
as subarvores que conectam os vértices terminais. Quando a funcao penalidade é adicionada
substituindo os vértices terminais e resultando no problema da arvore de Steiner com coleta
de prémios, os candidatos a solugao passaram a ser todas as subarvores. Intuitivamente,
para uma instancia do PCS'T, todos os vértices sao “terminais” no sentido de que queremos
uma arvore que conecte mais vértices quanto possivel. Entretanto, existe a possibilidade de
deixar de conectar alguns vértices. Esta possibilidade esta sujeita a uma multa: pagar pelas
penalidades destes vértices.

A seguir, citamos outros exemplos de problemas que podem ser generalizados para uma
versao com coleta de prémios.

O problema do caixeiro viajante com coleta de prémios (Price-Collecting Travelling Sa-
lesman Problem) [ABHK11] é definido como:

Problema PCTSP(G, ¢, m): Dados um grafo conexo G, um custo ¢, em Q-
para cada aresta e em F e uma penalidade 7, em Q. para cada vértice v em Vg,

encontrar um circuito C' que minimize o valor ¢(C) + w(C).

No problema do caixeiro viajante, os candidatos a solugao sao circuitos que contém todos
os vértices do grafo. Com a coleta de prémios, qualquer circuito ¢ candidato a solugao e o
valor de um candidato esta sujeito a funcao .

O problema do caminho minimo com coleta de prémios (Prize-Collecting Path Pro-
blem) [ABHK11] é definido como:
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Problema PC-PATH(G, ¢, 7): Dados um grafo conexo G, um custo ¢, em Q.
para cada aresta e em Eg e uma penalidade 7, em Q. para cada vértice v em

Vg, encontrar um caminho P que minimize o valor ¢(P) + m(P).

No problema original do caminho minimo, sao dados dois vértices s e t e os candidatos
a solucao sao todos os caminhos que conectam s a t. Ao considerar o problema com coleta
de prémios, temos a impressao de que o problema é facilitado. Qualquer caminho do grafo é
candidato a solugao e seu valor esté sujeito as penalidades.

Com ou sem a raiz?

Neste texto foram considerados problemas onde havia um vértice especial, chamado de
raiz (se¢do 4.9, 5.1). Noutros problemas néo consideramos a presenca deste vértice especial
(capitulo 3, se¢do 4.6).

As versOes enraizada e nao-enraizada costumam ser equivalentes do ponto de vista de
complexidade computacional.

Do ponto de vista de consumo de tempo é inconveniente executarmos um algoritmo para
a versao enraizada para todo possivel candidato a raiz. Este inconveniente pode ter sido a
principal motiva¢do dos trabalhos de Minkoff [JMP00] e Feofiloff [FFFdPO07].

No entanto, em termos de demonstracoes, percebemos que a presenca do vértice raiz
introduz uma assimetria muito conveniente, como no algoritmo JMP-PODA (segdo 4.2).

Relaxacao linear

Gostarfamos de destacar a relaxagdo linear do problema PCST, apresentada na se¢do 4.4
e mencionada na segao 4.9:

minimize e+ Y 4ea™(A)za
sob as restrigdes  2(dg(S)) + D 45924+ D 45524 > 1 paracada Sem A, (6.1)
x > 0, '
z > 0.

Percebemos que este programa linear é capaz de generalizar uma série de problemas de
otimizagdo. Na se¢do 4.9 iniciamos uma discussao acerca deste fato. Dependendo de cada
problema a ser considerado, adaptamos o conceito da cole¢ao A do programa linear.

Para o problema PCST, A representa a colecado de todos os subconjuntos de vértices,
pois, como dito anteriormente, a intuicao é de que queremos conectar todos os vértices do
grafo.

Ja para a versao enraizada R-PCST, o simbolo A denota os conjuntos de vértices que
nao contém a raiz, ja que a raiz deve obrigatoriamente pertencer a arvore final. Neste caso,
a intuicao é de que queremos conectar todos os vértices a raiz, e com isso, o nimero de
componentes do vetor z é reduzido.
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Um outro problema que pode ser considerado sob o ponto de vista deste programa linear
é o MINPATH, problema do caminho minimo. Supomos que qualquer conjunto de vértices
cujo corte separa s e t paga penalidade “infinita” e, por isso, seu componente no vetor z tem
valor zero.

Este problema linear também pode generalizar o problema da arvore geradora minima,
MST. A interpretagao é idéntica ao considerarmos o problema PCST: queremos conectar
todos os vértices do grafo, entdao .4 denota a colegao de todos os subconjuntos de vértices.
Entretanto, neste caso a penalidade para qualquer vértice é infinita, garantindo, ao final,
que todos os vértices sejam conectados.

Algoritmo R-PCST-ABHK

O capitulo 5 é dedicado a apresentar o algoritmo com melhor fator de aproximacgao para
o problema R-PCST. Em sua execuc¢ao, duas arvores sdo construidas e aquela com menor
valor é devolvida.

Curiosamente, o algoritmo R-PCST-ABHK nao esboga uma tentativa de resolver a
instancia original do problema. Na construcao das duas arvores, as penalidades do grafo
sdo modificadas e os algoritmos R-PCST-GW e R-PCST-EXPANSAO sdo usados como
subrotina.

Contribuicoes

Este trabalho concentra os principais aspectos sobre algoritmos de aproximacao para o
problema da arvore de Steiner com coleta de prémios. Foi apresentado o arcabouc¢o do método
primal-dual com origem no problema da arvore de Steiner e as adaptagoes necessarias ao
considerarmos a versao enraizada ou a versdao nao-enraizada do problema com coleta de
prémios. Por fim, descrevemos o algoritmo com fator de aproximagao estritamente menor do
que 2 que se baseia em algoritmos do método primal-dual.

Modificamos a notagao utilizada em alguns artigos a fim de desenvolver uma disserta-
¢ao com padronizacao tanto para os simbolos e conceitos, quanto para as descrigoes dos
algoritmos. Além disso, procuramos formalizar a corretude dos algoritmos por meio de de-
monstragao das relagoes invariantes.

Na segao 4.2 desenvolvemos um algoritmo linear (modificacdo de JMP-PODA-I) para o
problema da arvore de Steiner com coleta de prémios em sua versao nao-enraizada e restrito
a arvores, que até entao era desconhecido. Apesar de o algoritmo resolver o problema nao-
enraizado é curioso que ele foi o resultado da versao iterativa para o problema enraizado.

Trabalhos futuros

Desenvolvemos um trabalho extremamente teérico a respeito de aproximacoes para o
problema da &rvore de Steiner com coleta de prémios. Seria bastante interessante trabalhar
em implementacoes e observar na pratica o comportamento destes resultados.
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Além disso, seria interessante explorar o R-PCST-ABHK buscando um algoritmo para
o problema PCST, versao nao-enraizada, com fator de aproximacido também estritamente
menor do que 2.

Uma outra possibilidade seria estudar abordagens diferentes para solucionar o problema
PCST ou R-PCST. Existem algoritmos que nao foram mencionados neste texto que se ba-
seiam em um arcabouco diferente do método primal-dual. Entre eles, um algoritmo recursivo
devido a Gutner [Gut08] com o mesmo fator de aproximagao de R-PCST-GW, baseado no
conceito de local ratio e um algoritmo devido a Ljubic [LWP05] que resolve PCST com
otimalidade para instancias especificas.
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