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Resumo
Tratamos de coloração restrita de gratos, que é uma generalização do pro-

blema clássico de coloração de vértices. A generalização é obtida. impondo-se

restrições ao conjunto de cores disponíveis para cada vértice. Estudamos al-

gu mas técnicas de coloração restrita. que combinam métodos combinatórios,
algébricos e probabilísticos. Inicialmente, expomos algumas relações en-
tre coloração clássica e coloração restrita. A seguir, tratamos de coloração

restrita em grifos planares, apresentando resultados que utilizam métodos
combinatórios de Thomassen e Gutner. Prosseguindo, descrevemos uma
a.bordagem algébrica desenvolvida. por Alon e Tarsi. Uma aplicação dessa
abordagem é a prova, devida a Hãggkvist e Janssen, da conhecida conjec-
tura da coloração restrita de arestas de gratos completos de ordem ímpar.
Finalmente, discutimos a prova de Galvín para a conjectura da coloração
restrita de arestas de gratos bipartidos.

Absti'act

We survey the lisa colouring of graphs, which is a generalization of the
classical problem of colouring the vertices of a graph. The generalization
aríses when one imposes restrictions on the set of colours available for each
verter. We focus on list colouring techniques which combine combinatori-
al, algebraic and probabilistic methods. First, we present some relations
between classical colouring and lisa colouring. Nexo, we preseiit the results

concerning the list colouring of planar graphs by Thomasseíl and Gutner.
Further, we discuss an algebraic approach developed by Alon a.nd Tarsi
One application of this approach is the verification by Hãggkvíst and Jans-
sen of the well-known lisa colouring conjecture restricted to complete graphs

of odd arder. Finally, we discuss the pi'oof of the lisa colouring conjecture
for bipartite graphs due to Galvin.
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Introdução

O problema clássico da coloração de vértices de gratos se reslime em
encontrar uma função que associa a cada vértice do grato uma. cor, de mo
do que vértices adjacentes recebam cores distintas. Neste tra.balho estu
damos uma generalização deste problema que consiste em encontrar uma
coloração de vértices em que a cor de ca.da vértice u pertence a um con
junto pré-especificado Z(u) de cores "permitidas". Ou seja, dado um grato
G = (UG, Ea) e um conjunto Z:(o) para cada vértice u, encontrar uma col.-
ração c de vértices de G' tal que c(o) C C(u) para cada u C UC

O conceito de coloração restrita foi introduzido na segunda metade da
década. de 70 independentemente por Erdós, Rubin e Taylor jll] e Vizing
[24]. Vizing iniciou seus estudos nesta área com a intenção de estudar co-
loração total em grifos, ou seja, encontrar o número mínimo de cores para
colorir todos os vértices e arestas de modo que os elementos adjacentes ou
incidentes recebam cores distintas. Erd6s, Rubin e Taylor, por outro lado,
tiveram como motivação a conjectura de Dinitzt: dada uma matriz JÜ/n*.
cujas componentes são conjuntos com n elementos, é possível escolher um
elemento de cada conjunto de modo que os elementos escolhidos seja.m distin-
tos em cada linha e cada coluna. Ainda, em [11] foi dada uma caracterização
dos gratos cujo número cromático restrito não passa de 2, uma estimativa
para o número cromático restrito de grifos bipa.rtidos aleatórios, uma prova
do teorema de Brooks j10, p. 99] para coloração restrita e o enunciado de
diversas conjecturas, algumas ainda em aberto.

Apesar de oferecer um número grande de problemas desafiadores, a área
de coloração restrita começou a florescer somente na década passa.da, com
a resolução da. maioria das conjecturas enunciadas em jll], e vem crescendo
desde então com o surgimento de novas questões, novas abordagens como,
por exemplo, o uso de métodos algébricos e algumas aplicações em problemas
de escalonamento e de atribuição de frequências entre outras.

No restante da apresentação, fornecemos a notação e detalhamos os
'Jeff Dinitz propôs a conject.ura na IOt.h S.E. Conference on Comb., Graph Theory.

and Computing em abril 1979.

l



Introdução 2

métodos combinatórios, algébricos e probabilísticos utilizados para o estu-
do de coloração restrita. No próximo capítulo a.presentamos as de$nições
necessá.rias para tratar a teoria. envolvendo coloração restrita, expomos al-
gumas de suas aplicações em problemas de escalonamento e atribuição de
freqüências segundo ]6] e j21] e tratamos, de modo breve, da complexidade
computacional da teoria estudada. No capítulo 2 enunciámos alguns resulta-
dos envolvendo semelhanças e diferenças entre coloração clássica e coloração
restrita conforme jl] e jll]. A seguir tratamos de coloração restrita em gra
fos planares de acordo com [231 e em gratos planares sem triângulos segundo
[15]. No capítulo 4 damos algumas propriedades de polinâmio de digrafo
e descrevemos a a.bordagem algébrica. desenvolvida por Alon e Tarsi em [3]
que fornece uma relação interessante entre coloração e polinâmios de gratos.
Damos uma aplicação desse método. Finalmente, no último capítulo trata-
mos da conhecida conjectllra. da coloração restrita de arestas, expondo uma
prova para. gratos bipartidos de acordo com j12]. Mencionamos ainda limo
prova. da conjectura da coloração restrita. de arestas pa.ra grifos completos
de ordem ímpar, devida a Hággkvist e Janssen.



Capítulo l

Coloração restrita: conceitos
básicos

Neste capítulo damos as definições necessárias para tratar a teoria en-
volvendo coloração restrita, expomos de modo breve algumas aplicações da
teoria estudada e discutimos a complexidade algorítmica dos problemas en
volvendo coloracão restrita.

1.1 Terminologia básica
Um gra/o é um par (UG, Ec;) de conjuntos finitos, com Ea um conjunto

de pares não ordenados de elementos distintos de l,'C. Quando G estiver
subentendido, omitimos o índice a. Por exemplo, em vez de l/C e Ea escre-
vemos simplesmente V e /?. Os elementos de t,b são chamados uért ces, e os
elementos de Ea de arestas. Por brevidade, denotamos uma aresta {u,o}
por au ou ua. Se a := wu, dizemos que cv incide em 'u e em u e que a e u são
ea;tremas de a. Também dizemos que % e u são uizãnÀos ou adOacenfes e que
H e u são /ágados por cv. Duas arestas distintas são ditas a(#acenZes se elas
têm um extremo em comum .

A ordem de um grifo G, denotado por ICI, é o número de seus vértices.
O larnanÀo de G é o número de suas arestas e será denotado por llall

O grau de um vértice u de um grifo G é o número de a.resmas incidentes
em o e será denotado por da(u). Um vértice de um grato é isolado se seu
grau é zero. O grau mâ mo de um grato G' é o número õ(G) := rninlda(u)
« € UC} e o g,.« «',á«{mo é o -úmero A(6') := maxlda(«) : « C Uo}. O
g"« medi. é o «úmero d(G) :- Ú E«Cuc ';(")-

Se todos os vértices de um grifo 6' de ordem n são dois a, dois adjacentes
dizemos que (; é como/elo e o denotamos por JÍnl o grifo /{3 é chamado
triângulo.

3



CAPITULO l CONCEITOSBASICOS 4

Um grifo /7 é um suógra/o de um grifo G se ym Ç UC e EH Ç EC;
escrevemos f7 Ç G. Neste caso, (; é superyrcl/o de f7. Dizemos que um
subgrafo # é gerador (spannáng suógrapÀ) de G se yH = UC. Um subgrafo
completo de um grato é chamado de c/ique.

A união de dois gratos G' e #, denotado por (]' U H, é o grato (UG U
VH,EaU EH).

Se U é um subconjunto de UC, a uiz nàança de U, denotado por I'C(U),
é o conjunto dos vértices de UC \ t/ adjacentes a pelo menos um vértice de
U. Cada um dos elementos de I'a(H) é um uizinAo de U. Dizemos que uma
aresta irzcide en7} t/ se ela tem pelo menos um extremo em il/

Se U Ç Ua, então o subgrafo de (; índ«zádo por U, denotado por G']U],
é o subgrafo de G cujo conjunto de vértices é C/ e cujo conjunto de arestas
é o conjunto de a.restos de G que têm ambos os extremos em U. Ainda,
denotamos por G U o grato alva \ Ull para o caso em que U :: {u},
abreviamos G -- {u} por (; u.

Um grifo é óiparlido se l,/a admite uma partição em duas classes de modo
que cada aresta tem extremos em classes distintas; cima tal partição é chama
da biparfáção do grifo. Um grato óipartido carnpleZo é um grifo bipartido no
qual todo par de vértices de classes distintas é uma aresta. Denotamos por
/{.,« o grato completo com bipartição (yl, V2) tal que IVll = m e IV21 - n.

Um carninAo é um grato .f) com rP := {ui,u2} . . .,uk} não-vazio e os oi

todos distintos e Ep " {uiu2,u2u3 . . .,uk luk}. Podemos representar um

tal caminho por uit;2 ' . . z;x;. Os vértices oi e UX; são os ezíremos do caminho.
Se P= oiuz '..ok é um caminho com k ;. 3, então(rp, EP UÍokut}) é cha-
mado de cárcuifo. Um tal circuito pode ser representado por uiu2 ' . 'ukui-
O comprimerzfo de um caminho é o número de suas arestasl analogamente
definimos o comprimento de um circuito. Dizemos que um caminho é par
(resp. {hpczr) se seu comprimento é par (resp. ímpar); analogamente defi-

nimos um circuito par e um circuito ímpar. A cintura de um grifo G, g(G),
é o comprimento do menor circuito em G. Dois caminhos são ínterrzarnenle
d sjunlos se não possuem vértices em comum, exceto os seus extremos.

Um grifo é conexo se para todo par de vértices distintos H e o contém urn
caminho com extremos tl e u. Os subgrafos conexos maximais de um grifo
são chamados comporzenfes. Um grifo que nã.o contém nenhum circuito é
chamado de acú/íco. Um grifo acíclico e conexo é chamado de árvore.

Um conjLmto de vértices ou arestas dois a. dois não-adjacentes é chamado
independente. Um conjunto independente de arestas de um grato é chamado
de empate/Àamenlo (matcAing). Se t/ é um subconjunto de UC, um empa-
relhamento de G safuría U se todo vértice em U é incidente a exatamente
uma aresta do emparelhamento.
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1.2 Coloração restrita
Uma cor é um elemento de Ni. Uma lista de cores é um subconjunto

finito de N. Denotamos por P'(N) o conjunto de todas as listas de cores.
Dado um grifo G e uma atribuição r : y -+ F'(N) de listas de cores aos

«értices de G, --m; «/Draga. qu. «speíZ« Z: ou Z:-«lo«çã. (/ást-co/oring)
de (; é uma função c : y -+ N tal que c(u) C r(u) para todo u C V e
c(u) # c(u) se % e u são adjacentes. O conjunto r(u) é chamado de /ísZa de
cores permitidas de u.

Se para cada vértice u de um grifo G, a lista de cores permitidas C(u)
é suficientemente grande, G admite uma Z:-coloração. E o que mostra o
seguinte fato.

Fato l.l
Se G é um grato e C uma atribuição de listas de cores aos vértices de G

««. IC(«)l ? d(«) + l p-« Z.d. « € L'', nfã. ad«.{Ze um« Z-co/o"çã..

A prova do fato é o seguinte algoritmo guloso: para qualquer ordenação
oi , u2, . . . , u. dos vértices de G, colorimos cada vértice ui com uma cor c(ui)
de C(ui) tal que c(«{) g {c(«.Í) : .j < { e «i«j C Ea}.

Em seguida, mostramos que o problema de coloraçã.o restrita em grifos
completos corresponde ao problema. de emparelhamento em gratos biparti-

Seja G ::: /('. para algum n C N e r uma. atribuiçã.o de listas de cores
aos vértices G. Definimos o grato /{' com bipartição (Á, B) com .4 := UC,
B := U,.Wc C(") e «c € EK se, e só se, . € C(u). É claro q--e G admite uma
C-coloração se e somente se /(' possui urn emparelhamento que satura .4.
Portanto, r-coloração se reduz nesse caso a uma aplicação do teorema de
Hall j10, p. 31]. A existência de uma Z-coloração, nesse caso, não depende
apenas da cardinalidade das listas de cores, como no fato l.l.

dos

1.3 Aplicações
Vamos expor duas a.plicações de coloração restrita: a primeira. em proble-

mas de escalonamento e a sega nda em problemas de atribuição de freqüências
Um exemplo particular do problema de escalonamento pode ser obtido

aplicando-se uma restrição ao problema citado eml61, encontrado na. compa
nhia. aérea húngara. A situação dada assemelha-se à seguinte: a. companhia
possui aviões de diversos tipos e trabalha com diferentes vãos. Cada vâo

' Para o t.rat.amena.o algébrico de colorações rest.rit.as capít.ulos 4.3 e 4.4 é convenient.e
blue as cores sejam números naturais
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corresponde a um certo intervalo de tempo. A restrição é a de que cada vâo
só pode ser realizado por certos aviões. O problema. é atribuir um avião a
cada vâo.

A representação do problema e o respectivo uso de coloração restrita se
dá do seguinte modo: definimos G =(y,E) tal que y := {Ji,J2,...,J.}
sendo .,l. os vãos e JÍJk C B se e só se os intervalos de tempo correspodentes
não são disjuntos. Coada cor corresponde a um avião. Cada vértice J, tem
uma lista r(Ji) de cores permitidas. O problema de escalonamento, então,
corresponde ao problema de encontrar uma r-coloração do grato G.

Outra aplicação pode ser encontrada na atribuição de freqiiências de
transmissão de rádio e televisão (frequency assigment problem) . A situaçã.o
dada em]21] assemelha se à seguinte: suponha dados n transmissores numa
região e que cada transmissor seja capaz de operar somente em determinadas
freqüências. Certos pares de transmissores correm o risco de interferência e
por isso devem escolher freqüências diferentes.

A formulação em grifos desse problema pode ser dada por: considere
G =(y, E) com V o conjunto de tra.nsmissores {ti, t2,..., t.} e tit.Í C E se e
só se [i e fj correm o risco de interferir. O prob]ema é, dadas as ]istas Z(t{)
de frequências permitidas, encontrar uma r-coloração de G.

Clhamamos a atenção para. o fato de que em ambos os exemplos as
situações encontrados na prática são mais complicada.s. Por exemplo, as
frequências .Ê e /j escolhidas por ti e [j não devem ser apenas diferentes,
mas l/. /jl deve ser maior que o "comprimento" da aresta tifo.

1.4 k-colos'ação restrita

Dado um número inteiro positivo k, (; admite uma k-co/fiação resíri-
[a ({s k-cAoosaZ,/e) se possui uma. Z-co]oraçã.o para toda atribuição C com
IZ:(o)l ? k para todo u C }''. O ná«ero c«máfíc. «sf,iZo (cAoíc. n«mó«)
de G, denotado por ch(G), é o menor Ê tal que G admite uma k-coloração
restrita.

Uma, k-co/oração (no sentido clássico) de um grifo G é uma C-coloração
de G com Z(u) := {1, 2, . . , k} pa.ra todo vértice u. O ntímero cromático de

G, X(G), é o menor k tal que G admite cima. k-coloração. Segue da definição
que pa-ra.todo grato (;,

ch(G) 2 x(G).
Ainda, como consequência do fato 1.1, temos que para todo grifo G,

ch (G) $ A(G') + l
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Essa delimitaçã.o é justa, pois se G é grifo completo ou um circuito ímpar,
teremos ch(6') = X(G) = A(G') + l.

Ainda, Erdós, Rubin e Taylor demonstrará.m a seguinte generalizaçã.o do
conhecido teorema de Brooks [10, p. 99J:

Teorema 1.2 ([11])
Se G é um grato conexo, que não é coTítpleLo e nem é circuito ímpcLr,

.nZão ch(G) 5; z\(G).

Eis um exemplo simples de cálculo do número cromático restrito. Mos-
tramos que ch(T) $ 2 para toda árvore 7'. A prova é por indução em l7'l. Se
l7'l = 1, a afirmação é satisfeita trivialmente. Suponha que lrl > 1 e Z uma
atribuição de listas de cores aos vértices de 7' com lr(t;)l ? 2 para todo u.
Seja w um vértice de 7' de grau 1. Então w possui mais cores na. sua lista.
que vizinhos. Portanto, T admite uma Z coloração se e só se T -- zu admite
uma Z-coloração. Pela hipótese de indução, no entanto, ch(T -- w) $ 2, ou
seja, 7' w admite uma. Z-coloração.

O teoremaseguinte ca.racteriza todos os gratos que têm n úmero cromático
restrito menor que 3. Como se sabe, X(G) $ 2 se, e só se, G' não tem circuito
ímpar. A situação é mais complexa para número cromático restrito.

Teorema 1.3 ([11])
Um gra/o conexo G' dali:i/az ch(G) $ 2 se, e só se, o centro de G é ou

üm vértice ou um circuit.o par ou um grcLfo que coTtsiste de dois vértices e
três caminhos pares internamente disjuntos entre eles, onde o comprimento
de pelo rrtenos dois desses caminhos é ezatcLmente dois.

Clhamamos de centro de um grato (; o grato obtido removendo-se os
vértices de grau 1, recursivamente, até que não existam mais vértices de
gra.u 1. Vamos omitir as demonstrações dos dois teoremas anterioresl para
saber dos detalhes das demonstrações ver [11].

1.5 Complexidade computacional
De modo breve, discutimos a complexidade algorítmica. dos seguintes

problemas envolvendo coloração restrita.

e Problema 1: Dado um gra/o G e uma afríóuição C de /{slas de cores
aos vértices de G, decidir se G a.omite uma [,-coloração.

8 Problema 2: Dado um gra/o G e üm n?ímera ínfeiro posÍfiuo A, dec dr
« ch(G) $ k.

8
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Para as noções básicas de complexidade algorítmica. seguimos j13].
O problema de decidir se X(G) $ k é NP-completo [13]. Portanto o

problema l ta.mbém é NP completo.
Quanto ao problema 2, não há razão para crer que esteja em ]VP. De

acordo com [11], ele é ca-EP-completo.
C) teorema seguinte (que é uma. generalização do fato 1.1) mostra que

existe uma limitaçã.o superior nã.o trivial pa.ra. o número cromático restri-
to que pode ser calculada em tempo polinomial. Definimos o ntímero de
co/oração (co/owring number) de um grifo G como

«l(G') :- 1 + Wmgãõ(X)

Uma enumeração oi,u2) . ..,u. dos vértices de um grifo G é sma//esl-Jast
se, para todo {, oi é um vértice de grau mínimo no grifo Gi ::: G --
{uí+li üi+2) ., un}. Cllaro, pa-ra todo grifo (;,

l + .TH, da. ("i) $ "1(6')

onde ul, u2, . . . , u. é uma enumeração smallest-last dos vértices de (7. Não
é difícil mostrar que 1 + maxig5;«dG.(o{) ? col(G). E evidente que l+
maxl$i$« dG.(u{) pode ser calculado em tempo limitado por um polinâmio
em l6'jejlG'll.

Teorema 1 .4

P«« Zod. g«/o G, ch(G) $ col(G)

T) p rn n n q+ i. n r ;n

A demonstração é por indução na ordem de G. Se lal = 1 a afirmação do
teorema é satisfeita trivialmente. No passo de indução, supomos que IC'l > l
e r uma atribuição de listas com pelo menos k := col(G') cores aos vértices
de G. Claro, o grato G contém un] vértice u de gra.u no máximo k 1. Por
hipótese de induçã.o, ch(G--o) $ col(G t;). Ainda, col(G--u) $ col(G) = k,
e segue que ch(G -- u) $ k. Portanto, G -- u admite uma ,C-coloração. Corno
IZ(u)l ? k > da(u), a coloração de G-- u pode ser estendida a uma coloração



(l:apítulo 2

Semelhanças e diferenças
entre coloração clássica e
coloração restrita

Neste capítulo fazemos algumas compara-ções entre o comportamento
do número cromático clássico e do número cromático restrito. A primeira
comparação básica já foi vista na seção 1.2: todo grato G satisfaz ch(G) ?
X. (G)

2.1 Diferenças entre coloração clássica e coloração
restrita

A diferença entre o número cromático clássico e o número cromático
restrito de um grifo pode ser aibitraiiamente grande. Portanto, não existe
limitação superior para- o número cromático restrito em termos do número
cromático clássico.

Fato 2.1 (Erclós, Rubin e Taylor [11])

Se k é um nlírnero natura/, A ? 2, e m := ('\':), então X(R'«,«) = 2 e
ch(R'«,«) > k,

Demonsti'ação
Suponha que ch(Ã.«,«) $ k. Seja. (UI,V2) uma bipa.rtição de /('«,.

e atribua cada k-subconjuntos de um conjunto de 2k l cores a um dos
vértices de Vi e a um dos vértices de U2. Considere uma coloração de /('«.«
que respeite as listas assim definidas. Seja. S o conjunto de cores usadas pe-
los vértices em Vi. Temos ISI ? k, pois caso contrário o complemento de S

'Um conjunto finit.o com A eleinent.os chamamos k-conjunto.

9
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conteria pelo menos k cores e assim a lista de cores de algum dos vértices em
Ui seria parte do complemento de S, o que é um absurdo. Como ISI ? k,
existe um vértice em VU cuja lista de cores é parte de S. Portanto, este
vértice não pode ser colorido, contradição (figura 2.1). []

Figura 2.1: Exemplo para o fato 2.1, caso Ê 2: ch(/{s,3) > 2

Agora considere a relação entre o número cromático e o gra.u médio.
Existem grifos com número cromático 2 e com grau médio arbitrariamente
grande, por exemplo, os grifos bipartidos completos. Em contraste, o teore-
ma a seguir mostra que o número cromático restrito depende do grau médio

Teorema 2.2 (Alon [1])

Se G é «m g,a/o, k «m nome« ««Z««/ e d(G) > 4(T) i«(2('f)), nZã.
ch(6') > k.

d(G)

Demonsti'ação
Inicialmente, mostramos que (7 contém um subgrafo bipartido ,f7 com

õ(H) ? d(G)/4. É fácil verificar j10, p. 6] que G tem um subgrafo induzido
G' com õ(G') ? d(G)/2. Seja H um subgrafo bipartido gerador de G''
com número máximo de arestas. Suponha que existe o em Vm com dH(u) <
da,(o)/2. O gra.fo obtido deslocando u para a outiaclasse da. bipartição é um
subgrafo pipa.rtido gerador de G' com mais arestas do que /:í, contradição.
Portanto, todo vértice u de H satisfaz dH(u) ? da,(u)/2. Logo, õ(#) ?
ã(G')/2 ? d(G)/4.

Seja então H um subgrafo bipartido de G com õ(H) ? d(G)/4 e com
bipartição (.A,B) onde l.41 ? 1al. Definimos o conjunto de cores S :=
{1, 2, . . . , É4} e usa.ndo métodos probabilísticos provámos que existem sub-

conjuntos r(u) de S com lr(u)l = k para todo u € Vm, tais que H não
admite uma Z-coloraçã.o.

Adora.mos a segliinte abreviatura.

«' :- (T)
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Para. todo vértice ó C 1?, seja C(ó) um k-subconjunto aleatório de S escolhido
de modo uniforme e independente entre todos os /(' k-subconjuntos de S.
Um vértice a C .4 é óoín se, pa-ra todo k-subconjunto C de S existe um
vizinho b de a em H com C(b) = C'. Em seguida. mostramos que, para cada
a C ,'!,

a probabilidade de que a é um vértice bom é pelo menos 1/2 (2.1)

Seja. a um vértice de ,4 e bl,ó2, . . ., b.j os vizinhos de a em H. Seja. C' um
k-subconjunto fixo de S. Para. todo { entre l e J, Praz(ó{) = C'] = /('''
Portanto,

P'[/\ r(bi) # C'] = (1 /( 'y
{-1

$ (1 - Ã' ')ó(x)

J

A probabilidade de que exista um k-subconjunto C' de S tal que /\Í.. Z(ói) é
diferente de C' é no máximo /{'(1--/(''')õ(H). A desigualidade õ(#) ? d(G)/4
e a hipótese do teorema. de que d((;) > 4/(' in(2/{) implicam em

Ã'(l K -)'(") $ /{ (i - / ''') 'W
5; Ã" (1 - /{'')x'i'('x')
< /{'e 1"(2Ã)

uma vez que (l + l/m)" $ e para todo m. Logo, a probabilidade de um
vértice a não ser bom é rto máximo 1/2. Isto implica a afirmação (2.1).

Se X éo número de vértices bons de .4, a esperança de X é E(X) ? l.41/2
de acordo com (2.1). Logo, existe uma escolha de conjuntos r(b), ó C B,
para a qual o número de vértices de ,'l que são bons é pelo menos l.41/2.
Fixamos uma tal escolha de conjuntos C(ó), ó C B. Para todo a C .4,
seja r(a) um subconjunto aleatório de S escolhido de modo uniforme e
independentemente entre todos os /{' subconjuntos de S com k elementos.
Em seguida. mostramos que

H não admite uma. r-coloracão (2.2)

Existem klBI possíveis colorações de vértices de B a partir das listas C(ó).
Fixamos uma tal coloração c e estima.mos a. probabilidade de que c pode ser
estendida a urna coloração de # que respeita as listas r(a), a C Á. Pa.ra a
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provade(2.2) serásuftciente ocupar-se dos vértices bons de .A. Se a C ,4 é um
vértice bom, então o conjunto l)V := {c(b) : b € B, b é vizinho de a em H}
intersecta todo k-subconjunto de S, pois todo k-subconjunto C' de S satisfaz
que C' = r(b) para algum vizinho ó de a em H. Portanto, IWrl ? k4 k+ l,
isto é, c usa pelo medos k4 -- k + l cores para vizinhos de a em /7. Podemos
colorir o vértice a a partir de Z(a) se, e só se, C(a) \ W :# ©, isto é, se r(a)
contém uma da.s no máximo k -- l cores do conjunto S \ PP'. Em seguida
mostramos que

P'jr(a) \ W :# @l < ilÍ

Fixa.mos um elemento d de S \ W. O número de k-subconjuntos de S que
contêm aé(T..l:). Como IS\WI 5; k -- 1, o «úmero de k-subconju«tos de S

que contêm pelo m'nos um elemento de S\ I''r é no máximo(k -- t)(T..').
Como r(a) é u m k-subconjunto aleatório de S, a probabilidade de que Z:(a) \
W 7É 0 é no máximo

(k 1)(e.:.') (Ê l)(k' l)!k!

Ã' k'l(k - l)l

(k - l)k
k4

k2 l

"" X;4 k2

Logo, pa.ra um vértice bom a C ,4, a probabilidade de C(a) \ I'l' # @, isto é,
a probabilidade de podermos colorir cz a partir de lista C(a) é estritamente
menor que l/k'

Os eventos r(a) \ }y # 0 para distintos vértices bons a de .4 são indepen
dentes, em virtude da escolha independente dos conjuntos r(a). Portanto,
se / vértices em Á são bons, a probabilidade de que c pode ser estendida a
uma coloração de /:í respeitando as listas dos vértices de Á é estritamente
menor que (l/k2)Í. As inequações / ? l.41/2 e IÁI ? IBI implica.m em

(é.,' :; .ú,ç' :À
Existem klBI possíveis colorações dos vértices de B que respeitam as listas
dos vértices em B. Mostra.mos que a probabilidade de que uma. tal coloração
c pode ser estendida. a uma coloração de H respeitando as listas dos vértices
de ,4, é estritamente menor que l/klBI. Portanto, vale (2.2).

Segue da afirmação(2.2) que ch(#) > k ea desigualidade ch(G) ? ch(H)
conclui a demonstração do teorema. O
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2.2 Semelhanças entre coloração clássica e colo
]''n '' ; .\ POc+P;+ ,
a. ÇL:g LA.\./ a. \lbJ tJ3. x«J t,L

g(n, p) denota o espaço finito de probabilidade cujos elementos são giafos
com conjunto de vértices {1, 2, . . . , n}, e onde todo par de vértices é ligado
por uma aresta com a probabilidade p. Chamamos um grifo G C Ç(n,p)
de gra!/b a/eatório com aresta-probabáZ dado p. Se ,4 é uma propriedade de
grifos, dizemos que quase todo G de Ç(n,p) Zem propMedade Á se a pro-
babilidade de que G satisfaz .4 tende a l quando n tende a infinito, para
G C g(n,p). Para as noções básicas de probabilidade e grifos aleatórios
seguimos [2] e j10, cap. ll].

Denotamos Ioga := log2n. E fácil mostrar (j10, p. 240]) que quase
todo grato G em g(n, 1/2) satisfaz X(G) ?. (l + o(1))(n/(2 Ioga)). Bollobás
mostrou l71 que quase todo grato G em Ç(n, 1/2) satisfaz X(G) 5; (l +
o(1))(n/(21ogn)). Logo, quase todo grato G em Ç(n, 1/2) satisfaz X(G) =
(l+o(1))(n/(21ogn)). O teorema seguinte, devido a JefF Kahn, mostraque
o número cromático restrito tem o mesmo comportamento assintótico em
Ç(n, 1/2). Isto é um tanto surpreendente em vista do fato 2.1 e do teorema
2.2

Temi'ema 2.3 (Kahn)
Q««e todo g,a/o G' 'm g(n, 1/2) s«fisga,ch(G) = (1+.(1))(n/(2 Ioga))

T) ,. w) n n c+ )' n '' n ,.

A demonstração aseguir éconformelll. Quase todo grifo G em Ç(n, 1/2)
satisfaz ch(G) ? X(G) ? (l+o(1))(n/(21ogn)). Em seguida mostramos que
quase todo grato G em g(n, 1/2) satisfaz

ch(G) $ (1 + '(t))ãi:;.- (2.3)

Bollobás mostrou [71 que quase todo grifo G em Ç(n, 1/2) satisfaz a propri-
edade de que todo conjunto de pelo menos n/logo n vértices de G contém
um conjunto independente de q := 2 Ioga vértices. Seja Z uma atribuição
de listas de cores aos vértices de G com IZ(u)l = n/q + n/log2n. Então,
lr(u)l =(1 + 2/1og n)(n/(2 1ogn)) =(1+ .(1))(n/(2 Ioga)) para todo u.

Enquanto existir uma cor c que pertence a pelo menos n/ logo n listas de
cores, tome um q-subconjunto independente C? do conjunto de vértices que
contêm c na sua lista. Atribua cor c a todos os vértices de Q, omita c das
listas de cores dos demais vértices e retire todos os vértices em Q do grifo.

Denotemos por G' o grato obtido pelo procedimento descrito. Para todo
u C l,h, seja Z'(u) a lista de cores de u no fim de procedimento. Ê claro que
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IZ'(ü)l ? IC(t;)l -- n/q = n/log'n para todo u. Ainda, cada cor pertence a
menos do que n/ logo n listas de cores r'(o), u € Ua,. Mostramos em seguida
que, de acordo com o teorema de Hall [10, p. 31],

existe uma Z:'-coloração de G'. (2.4)

Seja /<' o grifo com bipartição (.4, B) com .4 := UC,, B := U.CVn, r'(u)
e uc € EK- se, e só se, c C Z:'(u). Considere .4' um subconjunto de .4.
Definimos os conjuntos

E'i := {a C EK'
/Ç2 ::= {a C EK'

cv incide em Á'} e
a i«ode em I'X- (.4')}

Como IC'(u)l ? n/ log' n para.todo vértice u de G', temos IEil ?(n/ log' n)l.4'l
De outro lado, cada c em /3 é adjacente a menos do que n/ logo n vértices
em .4' e portanto IE21 < (n/log' n)jl'/{ (,4')l. Claramente, E: Ç E2 e logo

Ei l 5; IZ21. Temos então

Ê:;;l..4'l 5; IE:l $ 1Z,l < i:;;lFK('1')l
Ou seja, IÁ'l < ll'K(Á')l. Pelo teorema de Hall, G' tem um emparelhamento
que satura ,4, o que implica (2.4).

De acordo com o resultado mencionado de Bollobás, a probabilidade de
que exista coloração do grifo G definida por procedimento descrito tende
a l quando rz tende a infinito. Ainda, (2.4) implica que a atribuição de
cores aos vértices de G obtida pelo este procedimento pode ser estendida. a
coloraçã.o restrita. de G' que respeita as listas de cores r(u) permitidas. Logo,
a probabilidade de que ch(G) $ (1 + o(1))(n/21ogn) tende a l quando n
terlde a. infinito, o que prova (2.3). a

Chamamos atençã.o para o fato de que a prova do teorema2.3 é extensível
a Ç(n, p) com qualquer p constante.



Capítulo 3

Coloração restrita de gratos
planares

Neste capítulo damos a prova de que todo grifo planar G satisfaz ch (G) $
5 e exibimos um grifo planar com ch > 4. Prosseguindo, tratamos de colo-
ração restrita em gratos planares sem triângulos.

Dizemos, informalmente, que um grafo é planar se pode ser desenhado
no plano de modo que as curvas que representam as arestas não se intersec-
tem exceto llum extremo comum das arestas. Para as definições formais, e
terminologia relativa a grifos planares, recorremos a Diestel [10, cap. 41.

Clhamamos a atenção para o fato de que por definição os gratos que
consideramos não admitem arestas múltiplas.

3.1 Preliminares

O seguinte lema será necessário para vários teoremas no restante do
texto. Ele limita o número de arestas de um grifo planar G em funçã.o da
cintura g(G) do grato.

Lema 3.1
Todo grüjo planar G corri pelo menos um circuito satisfaz

llcll $ ;#lf!-i(lc'i - 2)

O lema decorre da formula. de Euler. Uma demonstração pode ser encon
irada em Diestel [10, cap. 5].

Teor'ema 3.2
Todo grato planctr G snt.isjaz ch ÇG) $ 6

15
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T) n m - r. q+ }. , , r,.

Inicialmente, mostramos que todo grato planar G contém um vértice de
grau no má.ximo 5.

Como nossos gratos não têm arestas múltiplas, a cintura de 6' é no
mínimo 3, ou seja, g((;) ? 3. Porta.nto, pelo lema 3.1,

llcll $ ãálÍlb(lal - 2)
$ =-==(1c'l - 2)
= 3lal 6.

Logo, o grau médio de G é

'«a -ÚE '.(«)

= Íi;Í2llc'll

$ iiÍ'(3lc'l - õ)
< 6

Segue que G' tem um vértice de grau no máximo 5.
Seja G tim grato planar. E claro que todo subgrafo de G é planar e

portanto tem um vértice de grau no máximo 5. Logo, o número de colo-
ração de 6' é no máximo 6, ou seja, col(G) $ 6. Segue do teorema 1.4 que

3.2 O teorema das cinco cores

Como se sabe [10, p. 1061 todo grifo planar G' satisfaz X(G) $ 5. O
seguinte teorema é uma solução para. uma das conjecturas propostas por
Erd6s, Rubin e Taylor jll].

Temi'ema 3.3(Thoi-nassen 1231)
Todo grcLJo planar G satisfaz ch Ç.G) '$ 5

O truque da prova é encontrar uma hipótese de indução apropriada. O
seguinte lema contém limo tal hipótese. Um grato p/ano é uma particular
imersão de uln grato planar no plano. Uma tal imersão divide o plano em
regiões que são conhecidas como /ages de (l;. A face ilimitada é ezferr?.al as
demais sã.o {nferrzas.
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Lema 3.4
Seja G um grato plano tal que toda face interxta de G é limitada por um

Iri,engula e a face externa por um circuito CI .-- u\uz ukut. Supor\ha que
ui e o2 são coloridos com as Gares l e 2, respecZiuamenZe, e que r(u) á uma
/zela de pe/o rnezzos três cores se u € Ua \ {ul, t;2} e de pe/o z/terias cinco

cores se u C UC \ Uo. Z?n/ão, a coloração de ui e u2 pode ser estendida a
umcl coLorctção de G que respeita L.

T) D -,i n r- cF ]. ,, '' n n

A prova é por indução em lal. Se 1(;1 :: 3, entã.o G é um triângulo
ulu2usui e o vértice u3 tem três cores na sua. lista. Portanto, a. a.armação do
teorema é satisfeita trivialmente.

Suponha. agora. que IC'l ? 4. Analisamos dois casos: quando C' tem uma
corda e quando não tem nenhuma corda.

SeC'tem umacordauiujcom 2 $ { $ .j 2 5; k--l(t;t+i :=

ui), então deânimos os circuitos (:'i := uiu2'''uiujuj+i '' ukul e (l;2 :=

ujoÍU +l ' ' ' uj-luj. Denotamos por /fl o subgrafo de G induzido por vértices

de C'i e vértices de (;' que estejam na. faces internas de C'l. Denotamos por
H2 o subgrafo de G induzido por vértices de (J2 e os vértices de (7 que
estejam na. faces internas de (-;z (figura 3.1). Por hipótese de indução, a
coloração de ui e u2 pode ser estendida a uma coloração de f/i que respeita
C(o). Essa coloração de HI atribui cores ao vértices u{ e uj. Aplicando a
hipótese de induçã.o novamente a. H2, com as cores atribuídas aos vértices
t;{ e uj, obtemos a coloração desejada de G.

Figura 3.1: j101 Passo da indução na prova do lema 3.4 para o
caso em que C' := ui u2 ukul t.em uma corda uj-t;j

Se C' não tem nenhuma corda, seja.m ul, HI, ü2, . .., Um, Ok-l os vizinhos
de uh no sentido horário em torno de UX;. Como C' não tem nenhuma corda.,
todos os vizinhos &{, l $ i$ m, de uk estão na. face interna de C. Como toda
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face interna de G é limitada por um triângulo, P ::: uiuiu2
caminho em G através da face interna. de (;. Portanto, (;'
é um circuito (figura 3.2).

am Uk--l e um
= PU (C' «

Figura 3.2: [101 Passo da indução na prova do lema 3.4 para o
caso em que (; := uiu2 ukui não tem nenhuma
corda

Sejam .j e / duas cores distinta em C(uk) \ {l}. Definimos as listas de
cores

r'(ui) := r(u{) \ {.j, 1} pa'' l 5; ã $ «. e

C'(«):= r(«) se « C 6' \ {%i: l 5; i 5; m}.
Para todo í, l $ í $ m, a lista r(%{) contém pelo menos cinco cores e
portanto, lr'(w)l ?: 3 se H C C''. Logo, a hipótese de indução implica que a
coloração de ui e u2 pode ser estendida a uma coloração de G--ux; respeitando
as listas ,C'. Finalmente, completamos a coloração de G atribuindo cor J ou l
ao vértice UX: de modo que as cores atribuídas a uk.t e OX: sejam distintas. []

Demonsti'ação do teorema 3.3
Seja G um grato plano e C uma. atribuição de listas de cores aos vértices

de G com IZ(u)l = 5 para todo u C V'. Seja. G' supergrafo plano maximal.
É claro que ch(G) $ ch((;'). Como se sabe, j10, p. 73], toda face de G' é
limitada por um triângulo.

Seja uiu2u3ui a fronteira da face externa de G'. Atribuímos a ui e u2
cores de suas listas de modo que elas sejam distintas. Omitimos as cores
atribuídas a ul e t;z da lista de cores permitidas de u3. A lista de cores de
u3 resultante tem três cores. O lema 3.4 implica que a coloração de ul e u2
pode ser estendida à coloraçã.o de (.;' respeitando as listas de cores dadas.
Logo, ch(G') $ 5. Segue daí imediatamente que ch(G) $ 5. O

A prova do teorema 3.4 não utiliza troca de cores ao longo de um cami-
nho nem a fórmula. de Euler, que são os instrumentos utilizados no clássico
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método de 5-coloração de gratos planares li0, p. 961.
Como observaram Jansen e Toft [17], a prova de Thomassen de que todo

grifo planar G satisfaz ch(G) 5; 5 fornece um a.lgoritmo polinomial que,
dados um grifo plano G e uma atribuição C de listas de cores de tamanho
5 aos vértices de G, o algoritmo encontra uma. Z:-coloração de (.;.

Um grato (; é planar se, e só se, não contém rninor /{s e nem íninor
/('3,3 [10, p. 84]. (Para a. definição de minar ver j10, p. 16]). Skrekovski ]27]
estendeu o resultado de Thomassen, provando que todo grifo G sem menor
/{; satisfaz ch (G) $ 5.

3.3 Quatro cores não bastam
A conjectura de que existem gratos planares com número cromático res-

trito maior que 4 é devida a Erdós, Rubis e Taylor [11]. Voigt ]251 foi a
primeira a provar esta conjectura exibindo um tal grato com 238 vértices.
Gutner utiliza uma construção mais simples.

Teorema 3.5 (Gutnei' [15])

EzisZe um gra/o p/amar G, de ordem 75, com ch(G) > 4

Demonsti'ação
Inicialmente, definimos o grifo G{ com listas de 4 cores permitidas para

todos os vértices exceto %{ e u{ (figura 3.3) . Mostramos em seguida o seguinte
fato relativo à fiou ra 3.3:

se c é uma atribuição de cores aos vértices %{ e u{ com c(w{) = a,
c(u{) = b e a / ó, então c não pode ser estendida a. uma coloração
de Gi que respeita as listas de cores definidas na figura 3.3.

(3.1)

O vértice w{ pode ser colorido com l ou 2. Se c(w{) = 1, então, para
estender a coloração c a uma coloração de G{ que respeita as listas de cores
definidas como na figura 3.3, o triângulo ziiz2iz3 ziÍ necessariamente deve
ser colorido com as cores de conjunto {s, k}, o que é impossível.

Se c(mi) = 2, c não pode ser estendida a coloração de G{ que respeite as
listas definidas como na figura, 3.3. Assim, a afirmação (3.1) de fato vale.

Em seguida, explicamos a construção do grato G. Tomamos a união dis-
junta.degrafos G{, 1< { < 12. IdentificamosÍ todosos vértices ui,w2, . - ., w12

num vértice só, denotado por %, assim como todos os vértices ui , o2, . . . , oi2

num vértice denotado por u. Para todo l $ ã $ 1 1 identificamos os vértices
y2{ e r2({+i)' Adicionando a aresta wu, obtemos o grato G.

ou seja, contraímos a um único vértice
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.,Ga'! «üi2) abZTD y2i

3

Figura 3.3: O grato Gi com listas de cores permit.idas para todos
os vértices exceto ui e ui. As cores est.ão indicadas
dent.ro das elipses que represent.am os vértices. As
cores s, A,l,m pert.encem ao conjurit.of1,2, . . .,6} e
não são necessariamente t.idas distintas

Evidentemente, o grato G é planar e lal :: 12 7+2-- ll = 75. Mostramos
en] seguida que ch(G) > 4. Definimos as listas Z(a) = r(o) := {3,4, 5,6} e
o conjunto ..'i := {(a, b) C ,C(%) x r(u) : a # ó}. A cardinalidade do conjunto
,4 é 12. Associamos a todo {, entre l e 12, um elemento p{ C ,4 de modo que
pi :# p5 se t 3.

Para todo i, l$ i$ 12, denotamos(a,b) := p{ e(e,d) := pá+l(com
os índices tomados módulo 12) e definimos listas das cores para todos os
vértices de (;i exceto ui e ui como na 3.3. Ainda, se á $ 11, as cores / e m
na lista. de g/2{ escolhemos de modo que {/, m} ? {e, d} \ {a, b}, ou seja, de

modo que a lista do vértice y2{ contenha as cores a, b, e e d e talvez outras
cores se p{ e pi+t pião são disjuntor. Isto é necessário pois na construção de
G os vértices y2{ e z2(i+i) serão identificados.

Sej« c «ma color«ção de u e « t;l q«e .(u) € C(a), c(«) C r(«) e
.(w) # c(«). Seja « := c(%) e b := c(u). Claro q«e («,ó) C .'l e por'"-
to (a,b) = pi para algum i, l 5; { 5; 12. Então, a afirmação (3.1) implica
que c não pode ser estendida a uma. colocação de 6'i que respeite as listas
de cores permitidas dos vértices de Gi. Logo, c não pode ser estendida a.
coloração de 6' que respeite as listas de cores dos vértices de G. O
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3.4 Gratos sem triângulos
O teorema de Grõtzsch [141 afirma que todo grifo p]anar G sem triângulos

satisfaz X(G) $ 3. O seguinte teorema faz uma afirmação análoga para
ch(G), que é bem mais simples que o teorema de Grõtzsch.

Teor'ema 3.6
Todo grifo ptaTtar G sem triângulos scltisfcLZ ch ÇG) '$ 4

T) ptTI n n q+ p ,, '' ; '\

Seja G um grato planar sem triângulos. Então g(G) ? 4, e pelo lema 3.1
temos

llall $ ;êlÍil-í(iai -
-ç Í:l(lc'l - 2)
= 2lcl- 4.

2)

Logo, o grau médio de G é

'f(a) - iâ2llc'll

$ Í7?Í2(2lc'l
< 4.

4)

Segue que G tem um vértice de grau no máximo 3. Todo subgrafo de G
também é planar e portanto tem um vértice de grau no máximo 3. Logo,
col(G) $ 4. Segue do teorema 1.4 que ch(G) $ 4. []

Novamente, Voigt 1261 foi a primeira a, mostrar que nem todo grifo pla-
nar (7 sem triângulos satisfaz ch(G) $ 3; ela. exibiu um grifo planar sem
triângulos com 166 vértices e número cromático restrito estritamente maior
que 3. Gutner usa uma construção mais simples.

Teorema 3.7 (Gutner [15])

Z?zisfe um grcz/o p/amar G sem friárzgi{/os, de ordem 164, com ch(G) > 3

D e ]-n o «- st i'a rã n

Inicialmellte, definimos o grifo G'{ com listas de cores permitidas para
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a2

2

Z3

Z3

589

289 5{

b16

Z4
b26

Fiou ra 3.4: O grifo GÍ com list.as de cores permitidas para todos
os vért.ices exceto «{ e ui. As cores estão indicadas
dentro das elipses que representam os vértices.

todos os vértices exceto w.i e u{(figura 3.4). Mostramosem seguida o seguinte
fato relativo a figura 3.4:

se c é uma atribuição de cores aos vértices %{ e ui com c(%i) = a,
c(ui) = b e a # ó, então c não pode ser estendida a coloração de
G{ que respeita as listas de cores definidas na 3.4.

(3.2)

Como c(tl{) = a e c(ui) = b, os vértices z2í e Z/2i necessariamente devem ser
coloridos com s e k respectivamente. O vértice to{ pode sei colorido com l
ou 2. Se c(lo.i) = 1, então os vértices zli e z4á necessariamente devem ser
coloridos com 5 e 6 respectivamente. Logo, a única cor disponível na lista
cle z3i é 7. Portanto, para estender a. coloração c a. uma. coloração de (.7i que
respeita as listas de cores definidas na figura 3.4 precisamos colorir o circuito
ziiz2iz3 z4 z5 zli com as cores do conjunto {8, 9}, o que é impossível.

Se c(wi) = 2 analogamente obtemos que c não pode ser estendida a
coloração de Gi que respeita as listas definidas como na figura 3.4. Assim,
a afirmação (3.2) de fato vale.
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Em seguida explicamos a. construção do grifo G. Tomamos a união dis-
junta de grifos G{, 1 < í < 9. Identificamos todos os vértices ai, a2} - . . , u9
num vértice só, denotado por u, assim como todos os vértices ul , o2, . . . , u9

num vértice denotado por u. Para todo l 5; i$ 9 identificamos os vértices
g2{ e z2(i+i) (corri os índices tomados módulo 9). O grato obtido denotamos
por (;. O grifo G é planar sem triângulos e ICI :: 19 . 9 + 2 9 :: 164. Em
seguida mostramos que ch(G) > 3. Definimos a8 listas r(u) := {10, 11, 12},
Z:(u) := { 13, 14, 15} e uma. ordenação dos elementos de C(%) x r(o):

(Pi);::. :=

((lO, 13),(10, 14),(10, 15),(11, 15),(11, 13),(11, 14),(12, 14),(12, 15),(12, 13))

Paratodo {, l$ { $ 9, denotamos(a, b) := p{ e(e, d) := pi+l(com os índices
tomados módulo 9) e definimos listas das cores para todos os vértices de Gi
exceto a{ e u{ como na figura 3.4. Ainda, na construção de G identificamos
os vértices y2{ e z2(á+i)) e portanto escolhemos a cor Ê em lista de y2{ de
modo que {a, b, k} := {a, b,e, d}, isto é, de modo que a lista do vértice Z/2í

seja {ü,ó,e, d}. Note que o tamanho de conjunto {a,b,e,d} é 3 pois para
todo l 5; { 5; 9, p{ e pl+l (com os índices tomados módulo 9) têm exala.mente
um vértice em comu m .

Seja c «ma coloração de u e « tal q«e .(%) € Z(%) e c(o) C Z:(u). De
notamos a := c(w) e ó := c(u). Claro que (a,ó) = PÍ para algum ã. Então,
a afirmação (3.2) implica que c nã.o pode ser estendida a uma. coloração de
GÍ que respeita as listas de cores permitidas dos vértices de (7{. Logo, c
não pode ser estendida a coloração de G que respeita as listas de cores dos
vértices de G. O

Um último fato sobre grifos planares, cuja prova apresentamos na seção
4.5, é que todo grifo planar G sem circuitos ímpares satisfaz ch((7) $ 3.



(IJapítulo 4

Coloração restrita de digrafos

Certos fatos sobre coloração de grafos ficam mais fáceis de expor se
adotaremos uma orientação do grifo. Por isso, tratamos neste capítulo da
coloração restrita de digrafos. Inicialmente, damos as defi nações necessárias
envolvendo digrafos. A seguir tratamos de coloração restrita de digrafos
cujos subdigrafos induzidos têm núcleos. Prosseguindo, damos uma relação
interessante entre coloração e polinâmios de digrafos devido a Alon e Tarsi
[3] e damos uma. aplicação deste resu]tado.

4.1 Preliminares

Um digna/o /) é um par de conjuntos finitos (yD, EO), com Eo um
conjunto de pares ordenados de elementos distintos de yn tal que se (%, o) €
En, então (u,a) g Eo. (Em geral, essa última condição não faz parte da
definição de digrafo, mas ela é muito conveniente no presente contexto.) Os
elementos de Eo são chamados arcos. Se cr = (%, o) é um arco de um digrafo,
dizemos que a tem {nz'cio u e [érmíno o. Também dizemos que u e u são
os extremos de a ou que H e u são a(Üacenles ou uízÍnÀos. Para qualquer
conjunto t/ de vertices, I'o(P) é o conjunto de todos os vértices u em yo \ C/
tais que existe um arco com inicio em U e término u. I'b(U) é o conjLmto de
todos os vértices u em yn \ P tais que existe um arco com inicio u e término
em U. Definimos ['o(u):= r'b(u) u ]'b(u).

O grau de saz'da de um vértice o num digrafo D é o número de arcos
em D com início u e o denota.mos por d+n(u). O grau de entrada de u é o
número de arcos com término u e será. denotado por db(o). E claro que
aB(«) lrb(«)l : db(«)

O gra/o base de um digrafo D é o giafo G obtido substituindo-se cada
a,rco (zl,u) por uma. aresta {w,u}. Uma oríeriZação de um grifo G é todo

digrafo cujo grato base seja G.

24
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Uma r-co/oração de um digiafo é qualquer r-coloração de seu grifo base.
P,. ordem, o tamanho, o número crovnático e a número cromático restrito

de um digrafo são os pa.râmetros correspondentes do seu grato base. Um
conjunto de vértices é independente em D se for independente no seu grifo

Um car7zinAo 07qenlado é um digrafo P com yP :: {ui) u2} . . . , uk} não va-

zio e os u{ todos distintos e EP = {(oi, u2),(u2, u3),...,(uk-i, uk)}. Dizemos
que P é caminho de ui até ok. Podemos representar um tal caminho por
uiu2 ' ' ' ok' Para l 5; á < .j < k denotamos por uiPuj o caminho oioi+i ' ' z;j.
Se P é subdigrafo de um digrafo D, dizemos que P é caminho ern D. Se
# ? 3, então o digrafo (yP, EP U {(uk, ui)}) é chamado de cárcuiío orienta-
da. Por P+(uk,uk+i) denotarnos o digrafo(ypUÍok+t}, EPU{(ok,uk+l)}).
Urn cic/o orientado é uma unia.o de circuitos orientados disjuntor nas ares-
tas. Um digrafo que não contém nenhum circuito orientado é chamado de
ücülíco. Um caminho orientado P é par (resp. Ímpar) se llPll é par (resp.
ímpar). Analogamente definimos um circuito orientado par e circuito orien-
tado impar.

Um dígrafo é /orfemzeníe cancro se para cada par w, u de vértices distintos
existe um caminho orientado de u até u. Um componente/arte de um digrafo
1) é um subdigrafo fortemente conexo maximal. Claro, cada vértice de D
perteltce a um e um só componente forte.

base

4.2 Coloração restrita e núcleo de digrafo
Um nlíc/eo (ÊerTze0 de um digrafo D é um conjunto independente de

vértices t/ tal que para todo vértice u em yo \ U, existe um arco da forma
(u, n) com H em U. O teorema seguinte dá uma condição suficiente para que
um digrafo tenha um núcleo.

Teorema 4.1(Richai'dson 1221)
Todo digrcLfo sem circuitos orientados ímpctres teTít uln núcleo

T).r..n-+..,.n..

A demonstração a seguir é conforme ]5, p. 311]. A prova é por indução
na ordem do digrafo. Se 101 = 1, a afirmação é satisfeita trivialmente.
Seja 101 > 1. Seja Di um componente forte de D tal que I'b(ro.) = 0.
Denotamos ri := yn. .

Observe que I'o(Vi) = 1'b(Vi) se IVll = 1. Portanto, se t/ é núcleo de
D - yi -- I'o(ri) (que existe por hipótese de indução), U U ri é núcleo de
/). Suponhamos porta.nto que IVi l > 1.
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Fixamos um vértice uo de U[. Se t; é um vértice de V] distinto de %o
então todo caminho de uo até z; é caminho em Di , isto pela definição de Di.
Ainda, todos os caminhos orientados de wo até o são de mesma paridade:
suponha. que Eo e Pi são caminhos de uo até u de paridades distintas. Se
P2 é um caminho de u até uo, então no U P2 ou Pi U P2 é um ciclo ímpar e
portanto contém um circuito ímpar, contradição.

Seja P}' o conjunto de todos os vértices u em V] tais que todos os caminhos
de uo até o são pa.res Por hipótese de indução o grifo Z) -- W -- I'o(W) tem
um núcleo U. Mostramos em seguida que UU}V é núcleo de D. Inicialmente
mostramos que

ly é independente. (4.1)

Sejam u e z vértices em W e suponha que (u, z) C Eo. Se P é um caminho
de uo até u, então P é par. Se P não contém z então P+(u,z) é caminho
ímpar de wo até z, mas isto contradiz o fato de que z pertence a I'r. Se
P contém z então, aoPz e par e portanto zPu é par. Logo, zPu + (u, z) é
um circuito ímpar contradizendo a hipótese de que D não contém circuitos
orientados ímpares

A seguir mostramos que

Fo(w) = rb (n') (4.2)

É .lato q«e i'i3(W) Ç ro(m'). Resta mostrar q«e i'b(W) Ç r;3(W). Seja
z um vértice em I'b(}V). Mostramos que z pertence a I'b(W). Como
r'b (yl) = @, ternos z C yi. Seja. (z, t) arco de 1). Mostra.mos que t pertence
a l,V. Se P é um caminho de ao até z, P é ímpar pois z g T''. Se P não
contém t, então P + (z, t) é caminho par de wo até [ e ]ogo, t pertence a W
Se P contém t então, uoPt e tPz são de paridades distintas. Supondo tPz
par está claro que tPz + (z,Z) é circuito ímpar o que contradiz a. hipótese.
Portanto, tPz é ímpar. Logo, woPt é par, ou seja, t pertence a I'r. De fato,
vale (4.2).

As afirmações (4.1) e (4.2) imp]icam que H' é núcleo de Z)]WU I'o(T'r)].
Ainda, UU W é independente pois U n Fo(W) = 0. Segue que U U }V é
núcleo de D. []

Como corolário do teorema 4.1, temos que todo digrafo acíclico tem
u m núcleo.

O lema seguinte, que Alon [1] atribui a Bondy, Boppa.na e Siegel, dá
uma limitação superior para o número cromático restrito de digrafos cujos
subdigrafos induzidos têm núcleos. Usamos este resultado também para a
prova do teorema 5.7 de Galvin.
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Lema 4.2
Seja D hm diga'aFo tal que todo subdigrüfo induzido de D tem uln núcleo.

Se r é uma cztribu ção de /iscas de cores aos uérlíces de D corri lr(u)l ?
db(o) + l para fado uérlíce u de Z), então D admífe üma C-co/oração.
D e m o n st ],a rão

A prova é por indução em 101. Para. 101 = 1 a afirmação é satisfeita
trivialmente. Agora suponha 101 > 1. Sejam c uma cor em U.CVo ,C(u) e
l)i o subdigrafo de Z) induzido pelo conjunto de vértices que contêm c na
sua lista. Por hipótese, l)t tem um núcleo U. Atribuímos cor c a todos
os vértices de U e definimos C'(u) := r(u) \ {c} para todo vértice u em
ro \ U. Para todo o em Vo. \ U existe um arco com início u e término em
U e logo, aB.t,(«) + l 5; ab(«) $ 1C(«)l - l = lr'(«)l. Se « g yo. então,
aE u(u) + l .$ dE(t,) + l 5; IZ:(u)l = lr'(u)l. Por hipótese de indução então
D -- U admite uma Z'-coloração. Mas listas r' não contém cor c e portanto,
a coloração de vértices de U com cor c pode ser estendida a uma coloração
restrita de D respeitando as listas Z:(u) dadas. O

Claro que se Z) é um digrafo sem circuitos orientados ímpares então
nenhum subdigrafo de D irá conter circuitos orientados ímpares. Portanto,
como corolário do teorema 4.1 e do lema 4.2 temos

Coi'olaria 4.3
Se D é um digralo sem circuitos orientados ímpares, então chÇD) $

m ax dtn (u) + l.

Observamos que o corolário 4.3 é uma generalização do teorema 1.4.
Isto pois se ui , u2, . . . , u. é uma enumeração smallest-last de um grifo (; de

ordem n (definida na seção 1.5), então a orientação D de G definida com
lu{, uj) C Eo se e só se i> j é acíclica. Ainda, o grau de saída de todo
vértice em Z) é estritamente menor que col(G).

Observa.mos que a demonstraçã.o do teorema 4.1 fornece um algoritmo
polinomial que dado um digrafo D sem circuitos orientados ímpares encontra
um núcleo de D. Portanto, a demonstração do lema. 4.2 fornece um algoritmo
polittomial de Z-coloração: dados um digrafo D sem circuitos orientados
ímpares e uma atribuição C de listas de cores de tamanho max«eyo d+o(o)+ l
aos vértices de Z), o algoritmo encontra urna r-coloração.

4.3 O polinõmio de um digrafo
Usa.ndo técnicas algébricas, Alon e Tarei l3j obtiveram uma relação in

teressante entre coloração e polinõmios de digrafos, que em vá.rios casos
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fornece informações úteis sobre o número cromático restrito. Nesta seção
definimos o polinâmio de um digrafo e damos algumas propriedades deste
polinâmio.

O polinómío de um digrafo 1) é o polinâmio com variáveis {z« : u € 1'/o}
definido como

H ('« '«).
(u .-,)CE0

Da.qui por diante, estamos supondo que o conjunto dos vértices do digrafo
D é {1,2, . . .,n}. A seguinte observação óbvia mostra que o polinârnio de
digrafo está intimamente conectado com a coloração restrita.

/0:= (4.3)

r)he'-pvnrã0 4 4
Seja D um digrafo com vértices \.'Z, . . . .n e L umü atribuição de listas

de cores üos vértices de D. Então, D admite umu L-cotorctção #:::+ existe
(cl,c2,...,c.) C r(1) xC(2) x ' x r(n) langue .fo(cl,c2,...,c«) #O.

Qualquer polinõmio pode ser escrito como uma combinação linear de
monâmios. O coeficiente do monâmio zil:a; : . . .z:" na representação de
/o como combinação ]inear de monâmios denotamos por [zp'zp' . . .zP"]/D.
Convém observar que pt+. . .+p. :: 11/)11 para cada monâmio zf' - . zfl" , pois
o produto 4.3 tem llZ)ll termos. Nlais formalmente: se [zi: . . a;f]"]/n 7é 0,
então pi+ . ..+ p« = lll)ll(figura 4.1).

(,- --«,)(z: --«;)(., .-)(«1 «-)
- 2ziz2z3z4 tz3a;3 ?z:+ 1 2=g--;r?z2z4
+;taga4+ ?z3a4+Fg23a;4+ 1z:r4 a2 gr4

+«-,,«IÍ -- .:-ã -- «-«;,IÍ + «,,3"ã+ '?":":

Figura 4.1 O polinõmio de lim digrafo

Para aplicar o resultado de Alon e Tarsi, que apresentamos na seção 4.4,
é conveniente encontrar interpretações combinatórias de ]zi.'zg' . . . zP"]/O.
Damos em seguida duas ta.is interpretações. O teorema seguinte afirma que
em todo digrafo D os números lzÍ' . . zfl'l.fo podem ser expressos em termos
das re-orientações de 1). Se F Ç Eo, definimos Fn := {(u,u) : (u, %) C /?}.

Chamamos o digrafo D' = (rD, (Eo \ f') U Fn) de uma re-orientação de
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D. Claramente entã.o, para todo digrafo /), existem 211oll re-orientações. O
.ina/de «ma re-ode«t,ção Zy =(UO,(Eo\F') UFR) é+l(resp. 1) se
lr'l é par (resp. ímpar). Denotamos por sg(Zy) o sinal da re-orientação D'
As re-orientações de D cujo sinal é +l (resp. --l) chamamos de pares (resp.
Ímpares). Claro que se ly é par, então /n, = /n e se ly é ímpar, entã.o

Dados um digrafo D e uma função p : Vn --} N, uma re-orientação D'
de-D safis7az p se dÊ,(o) = p(u), para todo vértice u de D. Por fo(p)
(resp. (20(p)) denotamos o conjLmto de todas as re orientações pares (resp.
ímpares) de D que satisfazem p. Definimos

fo''

tifo(p) := lfo (p)l - l0o(p)l.

Para todo digrafo 1) definimos o monâmio o(D) := zfo(i) . . . z:E(")

Lema 4.5
Seca D um digrüfo com vértices \,'Z. . . . .n. Então para toda juTiÇão p

ro --lN
[zÍm . . . zâ(")]/o = dito(p).

T) n .,i n n c+ .. n .. ; .x

Inicialmente mostramos que

>ll: sg(0')'.' (0') (4.4)

onde a soma é sobre todas as re-orientações D' de Z).

Como definimos, /o = rl(i,j)CZo(ZÍ z.f). A escolha de z{ ou ZJ de
cada fator (z{ -- zj) corresponde à escolha do arco ({,j) de D ou seu arco
invertido (.j, i), respectivamente. Logo, cada monâmio na representação de
./'0 como combinação linear de monâmios corresponde a. sg(D')w(D') para.
alguma re-orientação D' de D (figura 4.2). De fato, vale (4.4).

Seja p : Vo --} N cima função fixa. Para toda re-orientação D' de D
que satisfaz p, o(Zy) = zÍ(i) . . .ír:("). Logo, se (2 é o conjunto de todas as

re-orientações l)' de Z) que satisfazem p temos

sg(Zy)w(Zy) = difo(p)zÍ(i)E P(n)Z
'n (4.5)

(4.4) e (4.5) implicam em [z'(:) zÍ[(")]/o - dito(p). n

O teorema seguinte afirma que para todo digrafo D, [z.+ (1) . . . z:b(n)]./:0
pode ser expresso em termos dos subconjuntos euleríanos de Eo.



CAPITUL04. COLORAÇÃO RESTRITA DEDIGRAFOS 30

l

2 é >e3
D

/D =(,- «,)(.,--«3) =«-', ,!--":,;+',";

l l l l

2 é ->4e3 2

o{ ol
w(01) = «-=: w(0;) = «:
;g(0{) 1 ;g(0;) = -1

3 2i< e3 2

u(0á) = .'' r; «,(0á) = a:r;
;g(o;) = -i ;g(oá) = l

3

Figura 4.2: Cada monâmio na represent.ação de /o como combi-
nação linear de monõmios corresponde a sg(1)')u(D')
para alguma re-orient.ação Zy de l)

Um digrafo Z) é eu/eráano se, e só se, dB(u) = db(o) para todo vértice
z; em yo. Como se sabe [4], um tal digrafo D contém um cic]o orientado P
com Ep = Eo. Se 1) é um digrafo, um subconjunto E de EO é eu/er ano
se, e só se, (yD, E) é um digrafo euleriano. Definimos os números

;o (0)

.: (o)
lÍa Ç Eo E é euleriano e IZI é parll e

E é euleriano e IEI é ímpar}

Note que para todo digrafo 1) temos co(D) # 0, pois o subdigrafo (rD, 0) é
euleriano.

Lema 4.6
Se D é um digrüfo com uért.ices \, 2, . . . ,n, então

,[ÍB(")]/o - ..(0) - .: (0)
T) . rr. n n a I' }' n p n,.

Seja D' uma re-orientação qualquer de D que satisfaz ai. Se l)'
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(yD, (EO \ r') U f'R) mostr«mos que

o subconjunto F de Eo é euleriano. (4.6)

Definimos os digrafos Di := (yo,F') e l)2

db,(u) para todo u C yn temos que
= (Vn,f'a). Como üb(«)

aB. (u) = ab: («) para todo u € yn

Claro, db,(u) = do:(u) para todo u € Un, e portanto a equação anterior
implica em

ab: (o) = ab. (u) para todo u C ro

Logo, l)i é um digrafo euleriano, ou seja, F é um conjunto euleriano de
arcos de Z).

A afirmação (4.6) implica. que p : l)' --} F' é uma bijeção entre as re-
orientações de D que satisfazem p := al3 e os subconjuntos eulerianos de
arcos de 1). Claro, Zy e par (resp. ímpar) se, e só se, IPI é par (resp. ímpar).
Logo, p é uma bijeção que mapeia as re-orientações pares (resp. ímpares)
de D que satisfazem p nos subconjuntos eulerianos de Eo com número par
(resp. ímpar) de arcos. Logo, lé:o(p)l = co(D) e IOo(p)l = ci (D). Portanto,
dífn(p) = co(D) cl(D) e a afirmação segue do lema 4.5. n

O lema seguinte mostra como são os polinâmios de torneios. Um lorrzeia
é uma orientação de um grato completo. O polinâmio de um torneio será
relevante no estudo do número aresta-cromático restrito.

Precisamos de algumas definições. Por .S« denotamos o grupo das per-
rnutações de Jn := {1, 2, - . ., n} sob a operação de composição. Uma frarzs-

posição r de Jn é uma permutação de Jn tal que existem i,.j € J., i:# .j e
r(ã) = j, ,-(j) = ã, r(k) = k se k # i,j. Conforme ]20], toda permutação
de J. pode ser expressa como uma composição de transposições de J.. Se
ri o ...o rÀ:: rÍ o ...o r/ onde a, para todo {, e 4, para todo j, são trans-
posições, então k e / são de mesma paridade, ou seja, (--1)k = (--1)l. Se

cr é uma permutação de J. e a = ri o . ' . o rÀ onde para todo i, ri é uma
transposição, definimos o sina/ de a, sg(a) := (--1)k

Lema 4.7
Se 7' á üm torneio corri z;érÍíces 1, 2, . . . , n, então

/r = J:: }: sg(a)zÍ(:)'':«'(2)-i 2;a(") - l
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Demonst],grão
Seja T' a re-orientação de T com (i,J) € Er, se, e só se, í < .j. Ente.o,

/r, - H (,:
i$'i<.j$",

zÕ . fv = àfT,

Usando indução em n mostramos que lll (zi -- z.f) é o seguinte deter-
l $i<.j .É",

minantei (exemplo para n - 3, figura 4.3).
2

l

»

3

D
9

«, «g
«: «?

,:-li + ,g,.

(,- -,)(.- -;)(,, «;)

.?«, «f',, - ,:,3 + ":,:

Figura 4.3: O polinõmio de um t.orneio sobre vért.ices 1, 2,3

l z.
l z..i ,i-:

«=-'
m,.lz;.i

.T-'

Sen=2,então ll.(zi--zj)-zl--z2' l .'
i.Çi<j.Ç2 ' '

Seja n > 2. Pa.ra J = 2,3,..., m, substraímos da coluna .j a colunas -- l
multiplicada por z.. Como se sa.be, isso não altera o valor de determinante.
Ternos então.

l o o
l z..i -- ';- '':-i -- ';,.';«--

l zi -- z« z? -- ';.zi
' Det.erminant.e de Vandermonde.

.1-'
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Colocando em evidência os termos adequados deste determinante temos

1 0
l Zn 1 -- Zn

} -

0
«=.?(,«-: ««)

': «« «l(,: -- -«) «T''(': ««)
Se os elementos de uma linha de uma matriz forem multiplicados por uma
constante À, então o determinante fica multiplicado por À. Porta.nto,

l z..i .i-:
(««-- «.)(««-, ««) (,-

(,-

,«)
l

z«)Un i.

zl «T-'
- (.«-: ««)(.«-, ««)

Por hipótese de indução, Un-l = .[1 (z{
l$'i<.j$n-l

zj) e portanto,

un --««)(««-,-««) (,:--««) ll (,{-:«j)
l :É'i<.j $«, -i l 'Ç'i<.j $«.

Mas, o determinante Un é, por definição, >. --sg(a)zÍ(1)'1z;(2)-i

Do lema 4.7 temos que se 7' é um torneio, então os coeficientes dos
monâmios na representação de /r como combinaçã.o linear de monâmios são
todos ou l ou -l

a'C.S

.z'(")-l D

4.4 O teorema de Alon e [Farsi

A seguir damos o resultado de Alon e Tarei e uma aplicação deste resul
todo.

Teorema 4.8 (Alon e Tarei l31)
Seja D um diga'afo com vértices 'L,'Z,. . . }n e pt,pa. . . . )pn números in-

teiros não-negatÍuos. Se [z'' . .zf]"]/n # 0 e Z: é uma aZrióu ção de Z smas

de cores aos uérfices de Z) com lr(í)l ? p{ + l para todo {; então ezisZe uma
Í» .r'r\l orn rn a H p T")

O lema aseguir é necessário para a provade teorema. 4.8. SejaZlzi,. . ., z.l
o conjLmto de todos os polinâmios com variáveis {zi : l $ i 5; n} e coefici-
entes em Z.z

:feri, . . . , r.] é um anel sob as operações cle mula.iplicação e soma ([20]).
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Lema 4.9
Sd« p = p(.:,,,,...,««)«. p./ nómí. .m Z[«-,...,««]. S«p-A« q-

o grau de p, como polinâmio em =i, é no tnázimo di para todo i e seja Si
«m sueco«jwnfo de Z c.«. di+l núm.«s íst fetos. Sep(zl,z2, . ..,r«) =0
para foda n-up/a(a;i, a;2,..., z.) em Si x S2 x ... x S., então p= 0,

Demonsti'ação
A prova do lema é por induçã.o em n. Para n :: 1, a afirmação segue do

seguinte fato:

Um polinâmio não-nulo de grau d em uma va.Fiável tem no máximo
d raízes distintas.

Seja n > 1. Se d. = 0, então por hipótese da indução p = 0.
Suponhamos que d. 2 1. Escrevemos p(zl,z2, . . .,a;.) como polinâmio

em z., isto é,
d.

z' = >1: p{(': , ',,{-0
««-:)«L

Fixamos um elemento(si,.. ., s«-l) de St x
0 para toda n-upla(zt, . . .,z.) em Si x

xS. :. Como p(,-,
x S.,

P(sl,
d.

'«--,,«)
{-0

. ;«-:)«l. = o

para todo z. em S.. Como d. ? l temos que IS.l ? 2 e portanto a a$rmação
acima implica em )1:2.p{(sl,...,s«-i)zl = 0. Logo, pi(sl,...,s«-l) = 0
para todo {, 0 $ i $ d.. Então,

Pi(zl, , z« i) = 0 pa.ra todo i, e (zi , ,z..i) C Si x x S..l

Ainda, para todo {, o grau de pi como polinâmio em z.í é no máximo dj para
todos, l$j 5; n 1. Logo, por hipótese daindução, p{ = 0 paratodo{,
0 $ i 5; d., o que imp]ica. em p = 0. []

Demonsti'anão do temi'ema 4.8
Seja Z uma atribuição de listas de cores aos vértices de D com IZ:(i)l =

pi + l para todo {. Suponhamos que D nã.o admite uma r-coloração, ou
seja, para cada atribuição c de cores aos vértices de D com c(á) C Z({) para
todo {, existe uma. aresta {J de Z) com c(i) = c(J). Portanto,

h(. 1 ) , z«) = 0 pa.ra todo (zi , , :««) € Z:(1) x x r(n)
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Definimos o polinõmio Qi(3ç{) para todo {, l 5; d $ n, como

e{(«{) := ll (,{ - /)
rcz:(i)

Para todo / em r(i), Qi(/) = 0. Consideramos portanto a identidade

«f'+: - }l: q,,,Í
.j=o

(4.8)

com qíJ = --]zÍ]Qi.
Seja /o o polinâmio obtido pela representaçã.o de Jlo como combinação

linear de monâmios, substituindo-se repetida.mente cada. ocorrência de zr',
para todo á onde d{ > p{, por uma combinação linear de zi's com potência
menor que di, para tanto usamos as equações (4.8). Em seguida, mostramos
que

As equações em (4.8) são verdadeiras para. todo sçi em r(ã), e portanto
/n(«-,..., ««) = ./:o(,i,...,,«) par. todo(,:,..., ««) € r(1) x ...x Z:(n).
Logo, (4.7) implica em

h(, 1 } , z«) = 0 para todo (zi, , ««) € C(1) x x C(n)

Ainda, para todo {, o grau de z{ em /n é no máximo pi . Segue do lema 4.9
que /o = 0.

Mostramos em seguida que

[,{' ,:'Jh - [,{' ,:"Jh
No monâmio zÍ' - . .zâ" de /o o grau de todo z{ é p{, logo as equações

em (4.8) não o afetam nas repetidas substituições para obter /n. Co-
mo cada aplicação de (4.8) diminui estritamente o grau de z{, as repe-
tidas substituições para obter /o de /o geram monâmios zT' . - a;;l" tais
que TI + ...+Tn < 11/)11, enquanto pi + .. +p. := llZ)ll. Então, em

/n não teremos nenhum novo múltiplo escalar de zÍ' .ze". De fato,
[.í: .,g"]h - [«í: .«:"]n.

ComoÍaçi: ..z]:"]/n::]zi: ...z]:']/n e por hipótese]z:: .. z'"]/o #O

temos que [z:: . .a]:"]/n # 0. Isto é uma contradição com /o = 0. Logo, a

hipótese de que Z) não admite uma. r-coloração ]eva a uma. contradição. []

Observa.mos que os polinâmios Q{ definidos na prova. do teorema 4.8
têm uma interessante proprieda,de algébrica: se D é um digrafo com vértices
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1, 2, . . . , n e Z: uma atribuição de listas de cores aos vértices de D, então
D não admite uma r-coloração se, e só se, /n pertence ao ideal do anel
ZÍsçi, . . . , znl gerado pelos polinâmios C?i. Para as definições relativas a anel
e ideal citamos [20].

Como corolário do teorema 4.8 e lema 4.5 temos:

Coi'olái-io 4.10
S©a D tzm digna/o com uérfíces 1, 2, . . . , n e p : yo --} N. Se difo(p) # 0,

.ntã. ch(O) $ .max p({) + l.l<i<n,

Clamo corolário do teorema 4.8 e lema 4.6 temos

Corolário 4.11
S. «m dÍg,a/o O s«tis/a, co(O) # cl(D) 'filão ch(D) $ mgx ab(«) + l'u 1)

Pelo corolário 4.11, se 1) não contém circuitos orientados ímpares então
ch(-D) $ max,Cvo dÊ(u) + 1, o que é corolário 4.3. Notamos que existem
digrafos que contêm circuitos orientados ímpares e ainda satisfazem co # cl
(exemplo figura 4.4). Portanto, co(Z)) # ci(1)) é condição necessária, mas
não suficiente, para que Z) nã.o contenha circuitos orientados ímpares.

D
co(D) = 1 e cl(D) = 2

Figura 4.4: 1) contém circuitos ot'iene.ados ímpares e satisfaz
fo(0) # c:(0).

4.5 Gratos bipartidos planares
Uma aplicação do teorema de Alon e Tarsi 4.8 está no problema, suge-

rido por Erdós, Rubin e Taylor jll], da determinação de número cromático
restrito de gratos pla.nares sem circuitos ímpares

Teoi'ema 4.12 (Alon e Tai'si l31)
I'odo grato bipartida planctr G satisfcLZ ch (G) $ 3
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T) o w. ,-. n c + )' n '' n ..

Primeiramente mostramos o seguinte lema: para- todo grato bipartido G

.h(c) $ f'(a)l + i, -m ;(G) :- Hm.H 1l;l. (4.9)

Seja k := fs(G)l. Definimos o grato /(' com bipa.rtição (.4, B) tal que ,4 :=
Ea, B é união de k cópias mutuamente disjuntas de UC e {a, u} C EÃ' se,
e só se, u é extremo de cv em G, isto é, cada elemento a = uu de .4 é ligado
em /(' às k cópias de a e às k cópias de u.

Mostramos em seguida que /(' tem um emparelhamento que satura .4.
Seja .4' Ç ,4 e H := al.ÁI. Pela definiçã.o de s(G') e É; temos

ll - l-w $ ;©) $ "'
Portanto, IÁ'l 5; klXI. Ainda, se a € ,4' então {a,u} C EK se, e só se,
u C ym. Logo, ll'K-(A')l = táXI. Temos e«tão l.4'l $ 1í'x'(Á')l. O teorem.
de Hall [10, p. 31] portanto implica que /<" tem um emparelhamento A4 que
satura .4.

Para todo {a, a} C h/ orientamos a. aresta cv de 6' de modo que seu início
seja u e denotamos a orientação obtida por D. Pela definição de B, todo
vértice de D é início de no máximo k arestas em h/ e portanto, d+D(u) $ k
para todo u € yn. 1) não contém circuitos ímpares pois G é bipartido,
portanto ci(1)) = 0 e logo o corolário 4.11 implica em ch(Z)) $ k + 1. Logo,
ch(G) 5; k + 1, o-- sej; -le(4.9).

Seja G um grifo bipartido planar. Seja H Ç G. H não contém circuitos
ímpares pois é bipartido e portanto g(H) ? 4. O lema 3.1 implica em
llKll $ 2lXI - 4. Logo,

y.!m .:: ?l:gl.:.! . ,
lxl ': lxl -: ''

Portanto, s(G) 5; 2 e, em virtude de (4.9), ch(G) $ 3. n

A desigualidade no teorema 4.12 é justa pois ch(/{2,4) > 2 (figura 4.5).
Observamos que existe um algoritmo polinomial que, dado um grato pla-

na.r bipartido G, encontra uma orientação D de C; com dB(u) $ 2 para todo
u C yn. Conforme observação no último parágrafo da. seção 4.2 existe um al-
goritmo polinomial que dado um grato planar bipa.rtido G e uma atribuição
r de listas de cores de tamanho 3 aos vértices de G, o algoritmo encontra
uma r-coloraçã.o de G.



{1, 2}
'u

Figura 4.5: ch(/{2,4) > 2, pois nenhuma coloração de u e u com
cores de suas listas pode ser estendida a uma co-
loração restrita de (.; respeitando as list.as de cores
permitidas.



(capítulo 5

Coloração restrita de arestas

Tratamos neste capítulo da. conjectura da coloraçã.o restrita de a.resmas

sugerida por Vizing e aparentemente publicada primeiro em artigo de Bol-
lobás e Harris ]8].

O gra/o-/{nAa (/íne grapÀ) de um grato H, denotado por L(H), é o grifo
com yZ,(H) :" /IX e aias C EL(H) se, e só se, al e a2 são arestas adjacentes
em flí. Um gra/o-/in/za é qualquer grifo da forma L(#) para algum grato

Dado um grifo H e uma atribuição r : EH --} P(N) de listas de cores às
suas a.rectas, uma. ca/oração de arestas qwe respeita Z: ou r-aresta-co/oração
de H é uma r-coloração do grafnlinha L(H). Uma k-aresta-co/oração (no
sentido clássico) de H é uma #-coloração de L(H).

O n.ím«o «e'la-c«mál{« «.Z,ito (/ísl cAr.m«fÍc ande,) de «m grifo
H é ch'(H) := ch (L(H)) e o m:í«..« «''-«omáfico de # é X'(H)
X (L(H)).

Segue da definição que para todo grato H, ch'(H) ? X'(H).

H

Conjectui'a 5.1 (Conjectui'a da colos'ação restrita de arestas)
'I'OdO gFQfO H SatISfaZ Ch' tH)

A igualdade na conjectura 5.1 foi verificada. somente para alguns poucos
casos. Por exemplo, pode ser facilmente verificado que a conjectura é valida
para árvores e grifos com grau máximo menor que 3. Nas seções 5.2 e 5.3
damos duas classes de grifos menos triviais para as quais a conjectura é
um teorema. Na seção 5.4 tratamos de limitantes superiores para o número
aresta-cromático restrito.

39
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5.1 Caracterização de gratos-linha
A seguinte caracterização de grifos-linha será usada nas seções 5.2 e 5.3.

Uma decomposição em c/{ques de um grifo (; é uma coleção C'l, C2, . . . , (',.
de diques de G tal que toda a.resta de G pertence a um e apenas um C'i.

Proposição 5.2 (Ki'ausz [19])
Um grato G sem vértices isoladosx é um grelo-linha se, e só se, existe

alma decomposição em chiques de G tal que todo vértice de G pertence Q
e atamente dois destes diques.

T) n wl n n q+ }, ;, r nn

(Necessida.de) Suponha que G é um grafulinha. Então, existe um grafo
H tal que G = L(H). Seja VW = {1,2,...,n}. Para todo vértice i de H,
seja C'i o clique em G induzido pelas arestas de H que incidem no vértice {.

Mostramos em seguida que C'i, C2, . . . , C. é uma decomposição em di-
ques de G e que todo vértice de G pertence a exatamente dois destes diques.
Seja u € Uc. Então, u é uma aresta {.j de H. Logo, u € Ci e H C (4. Pela
hipótese, G não contém vértices isolados e portanto toda componente de .17
tem ordem maior a 2. Segue que C'{ # C) e portanto, % pertence a. excita
mente dois dos diques (;i, C'2, . . . , C.. Seja cp C Ea. Então, os extremos de

a são duas arestas adjacentes de H, com um vértice J em comum. Então,
cv pertence a (;i se, e só se, i:: J.

(Suficiência) Suponha que G admite umadecomposição em diques C'i , C2,
, C'r tal que todo vértice de G pertença a exatamente dois destes diques.

T)pfi n i Tn nq n arafn F/ .-n«l

rm ::: {C'l, C2, , (.a} e Ci(b C EX se, e só se, Vc. n Vaj :# 0

Como C't,C2, . . . ,(Ji é uma decomposiçã.o em cliqttes de G, temos que 0 $
Uo. n Hall $ 1 para. todo l $ { < .7 $ J. Se Ua. n t,/b # @, denotamos com

UÍ.f o único vértice de (; em comum a C'i e (b. Definimos a função

p : Ex -+ Uc com p((,&C3) = %ij

A função ç) é uma bijeção pois todo vértice de G pertence a exatamente dois
dos diques C'i , C'2, . . . , C'r.

Sejam cv e P arestas adjacentes em .f/. Suponhamos que a = C'iC2 e
P = C'iC3 Porta«to, p(a) = wi2 e g(P) = a13. Como ui,,ai3 C Uc: e C't é
completo, segue que u12ui3 C Ea: , ou seja, p(cr)ç,(É?) C Ea

' Poderíamos admit.ir vértices isolados se períititíssemos que cada clique do tipo /ç'l
comparecesse com exat.amente duas cópias na decomposição.
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Seja.m a e P arestas nã.o adjacentes em H. Suponhamos que cv = C'iC'2
e P = (%C'4. Então, p(cr) = u12 e g(#) = a34. Suponha que %i2u34 € Ea

Então ui2w34 € Ec, para algum .7 7é 1,2,3,4 o que contradiz o fato de
ui, g Uc. p'r' { # ', 2. Logo, g(a)p(#) gl EC. []

5.2 Gratos completos de ordem ímpar
Hãggkvist e Janssen obtiveram o seguinte resultado, que prova a con-

jectura 5.1 para gratos completos de ordem ímpar, pois X'(/('«) = n para n
impar.

Temi'ema 5.3 (Hãggkvist e Janssen 1161)

P«« z.d. n, ch'(/í'«) 5; n.

A prova deste teorema é uma aplicação do corolário 4.10 (Alon e Tarei)
a uma orientação do grafnlinha de /T.. A prova é complexa e depende dos
lemas que discutiremos a seguir.

As demonstrações desta. seção envolvem torneios transitivos. Um digra-
fo D é trens lido se {(a,u), (o,«,)} Ç Eo implica em (u,w) C Eo. Em
particular, uma re orientação D' de 1) é fransiZiua se ly é transitivo.

Um torneio é transitivo se, e só se, ele é acíclico: suponha que Z) é um
torneio transitivo que contém um circuito orientado hu2 ' ' ' UX;ui. Como /)
é tra«sitivo,(ui,u3),(ui,o4),(ui,«S),. ..,(ol,uk) são arcos de O. Isto é .-ma
contradição com (uk, oi) C Eo, uma vez que nossa definição de digrafo não
admite arcos anta-paralelos. Suponha agora que Z) é um torneio acíclico e
que (u, u) e (o, to) são arcos de 1). Como D é acíclico, (t«,%) çç Eo. Como
1) é torneio, (u, w) C Eo. Logo, Z) é transitivo.

Proposição 5.4
Seja Q um conjunto de n números inteiros não-negativos. Então, Q é o

conjunto de graus de saída dos vértices de um torTteio transitiuo de ordem
n se, e só se, O = {0, 1, . ..,n -- l}.

D em o ]] st I'a rã o

(Suficiência) Seja O = {0, 1, ...,n -- 1}. Definimos o digrafo T com
yr = {ui,u2,..., t;,.} e(ui,uj) € Er se e só se i> .j. Claro, 7' é um torneio
transitivo. Ainda, d+(o{) = { 1 para. todo {, ou seja, O é o conjunto de
graus de saída dos vértices de T

(Necessidade) Seja T um torneio transitivo de ordem n. Mostramos que
o conjiinto de graus de sa.ída dos vértices de 7' é o conjLmto {0, 1, . . .,n -- l}.
Suponha que existem vértices distintos de 7', u e u, tais que d+(ü) = dr+(o).
T é um torneio e portanto ou (a,u) C Br ou (u,&) C ,f#. Suponhamos
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que (H,u) € Er. Seja W o conjunto de arcos de 7' com início t;. É claro
q«e IWI = d}(o). Seja (u,t«) «m arco de H''. Então {(u,u), (o,.«)} Ç Br,
e porta.nto o fato de que T é tiansitivo implica em (w,w) € Er. Logo,
d+(u) ? t+lWI = 1+(o), co«tradição. O

A proposição seguinte mostra que se temos uma decomposição em diques
de um grato G, então para aplicar o teorema de Alon e Tarsi é suficiente
considerar somente as orientações de G que induzem em cada. clique um
torneio transitivo.

Le«ia 5.5 ([1])
Se T é um torneio com n uért.ices então: para qualquer função p . VT »

N, difr(p):# 0 som.nÍ' q-nd. p(VT) = {0,1,...,n- l}.

Demonstração
Suponha que os vértices de 7' são 1,2, ..., n. Pelo lema 4.7,

/r = :L >ll: sg(a)"Ím'i,.m-i
a'C'S,t

..a(n)-l
w7Z

De outro lado, pelo lema 4.5,

dif I' (p) z{( :)z;(2) P(n)Z

Das duas igualdades anteriores segue que difr(p) # 0 somente quando
P(VV) = {0, 1, . . ., n - 1}. 0

Uma decomposição em Zorrzeios de um digrafo /) é uma coleção Tt , . . . , IZ;.
de subdigrafos de D onde cada iZt é um torneio e todo arco de 1) pertence
a um e apenas um dos torneios. Uma re-orientação Zy de um digrafo D é
/oca/merzfe ZransiZiua em relação a uma dada decomposição Ti , . . . , lr;,, de l)

em torneios se ela induz um torneio transitivo em cada 7}, ou seja, se Z)']t'h]
é transitivo para. cada {. E claro que se 77 é uma re-orientação transitava de
IZ} para cada {, então Ti/ U . . . U7'i, é u ma. re-orientação localmente transitava

Suponhamos dada uma decomposição em torneios Ti, . . . , lr;,. de um di-
grafo D. Para qualquer função p : yo -+ N, seja. fb(p) a coleção de to-
das as re-orientações em fo(p) que são localmente transitivas em relação a
7'-, . . . , T.. Definimos Ob(p) de modo análogo a partir de Oo (p). Definimos

de Z)

difb(p) : (p)l lob (p)l
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P-posição 5.6 (lil)
Seja D um digrcLfo e T\ , Ta, . . . , T. umu decomposição de D em torneios

Enfia, para cada /unção p : Wo --> N, difo(p) = difb(p).
Tln,..nnc+j'n"nn

Cada arco de D pertence a excita.mente um dos torneios Ti, T2, . . . , lr},, e
portanto o polinâmio de Z) pode ser representado como

fD -- fTljTa'''fT.

Pelo lema 4.5,

P({) eZfo= >l: dir«(p) ll
: l/o -->N :ic Vo

>l: difz:(pk) ll zi*(a
-* : Vrh -''N' 'iC Vvk

para todo A

Dada uma função pk : VTk --} N para cada. k, denotamos por pl+ '+ p.
a função p : yn --} N definida por p(u) := pl(t;) + . . . + p«(u) para cada

vértice u. Está implicita itesta definição a extensão de pk a l/n definida por
pk(u) := 0 se u g VTi' As três igualidades anteriores implicam no seguinte:
para qualquer função p : rn + N,

"'«'«, - ,:*E.., IÚ «'«.«,l ,
(5.1)

onde a. soma é tomada sobre todas as funções pt,p2, . . .,p. tais que pi +
P2 '+ ' ' ' + P- :: P.

Para todo k, pelo lema 5.5, difTk(pk) # 0 somente quando pk(VTk) =
{0, 1, . . . , IRAI -- 1}. A proposiçã.o 5.4 implica que as únicas re-orientações do

torneio T# com os graus de saída 0, 1, . . ., IRAI - l são torneios transitivos.
Logo, a soma em (5.1) pode ser restrita às funções pi,p2, . . ,Pm que cor-
respondem a torneios transitivos. Claro que se pi, p2, . ., p. correspondem
a. torneios transitivos, então função pt + p2 + ' ' ' + p. corresponde a re-

orientação localmente transitava. Mas, a soma em (5.1) restrita às funções
cuja soma corresponde à uma re orientação localmente transitava é o valor
de difb(p). Porta.nto, difo(p) = dirá(p). o

Um esboço da demonstt'ação do teorema 5.3
Sejam 1,2, . .., n os vértices do grato completo /('. e C'i,C'2, . . .,C'. a

decomposição de L(/('«) em diques, com Ci o clique induzido por arestas de
/('. que incidem no vértice {. Para todo i, seja (;Í o clique obtido estendendo-
se CÍ com uin vértice bÍ ad.jacente a cada. vértice em C'f. Seja G a união dos
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diques C'Í,C;, . . .,(J:. Clamo, (; é um supergrafo de L(/{«) (embora não

seja necessariamente um grafnlinha). Seja D uma orientação de G e seja
irY o torneio que Z) induz em CÍ. Hãggkvist e Janssen mostram, por meio
de enumeração exaustiva, que existe uma função p : yo -+ N tal que:

i) P(«) 5; n l para todo u C yo e

ii) existe uma única re-orientação de D que satisfaz p e é localmente
transitava em relação a 7'i, ry, . . . , lr=

O item ii) implica em jdifb(p)l = 1. Pela proposição 5.6, difn(p) = difb(p)
Logo, dito(p) :# 0 e pelo corola.río 4.10 temos que

ch(0) 5; 2H p(") + l 5; "

Como Z,(/{.) é subgrafo de G, segue que ch (L(Ã'«)) $ n, ou seja., ch'(Ã«) .g
D

5.3 Gratos bipartidos
Quando restrita a grifos bipartidos completos, a conjectura 5.1 equivale

à conjectura de Dinitz, citada na. introdução deste texto. Galvin provou a.
seguinte generalização da conjectu ra.

Teorema 5.7 (Galvin j121)
Todo grelo bipartida H satisfaz (h' (.H) X'(H)

DeHonstFârão2
Seja # um grato com vértices 1,2, . . ., n e bipartição (X, y). Seja /

X'(H) e G := L(H). Claro, ch(G) = ch'(H) ? /. Mostramos em seguida que

1 ? ch(G). Para todo vértice { de H, seja (Ji o clique em G induzido pelas
a.restos de .17 que incidem no vértice í. Pela proposição 5.2, C'l, C2, . . ., C.
é uma decomposição de G em diques tal que todo vértice de G pertence
a. exatamente dois destes diques. Diremos que C'{ é um c/íque esquerdo se
í C X e é um c/ que dIreIto se iC y. Então, todo vértice de G pertence a
exatamente um clique esquerdo e um direito e toda aresta de (; pertence ou
a um clique direito ou a um clique esquerdo.

Seja c uma /-coloração(clássica) dos vértices de G. Deânimos em seguida
uma orientação D de G: para cada aresta ao de G com c(%) < c(u),

:A mesma demonst.ração funciona para mula.igrafos. Um mu/l gra/o é uma generalização
do conceito de grifo que permite várias arestas ligando um mesmo par de vért.ices.
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se wo pertence a um clique esquerdo então (u,w) C Ep e se wu
pertence a clique direito então e (u,t;) C Eo (exemplo ílgura,
5.1)

>' c': Z

2c(1,) = 3

d+'

..P

C
c(t) = 2c(w) = 3 D

.(u) = l

Figura 5.1: Grato H e orient.ação Z) cle L(H). Traços diferen
t.es indicam diques diferent.es de L(H). O clique C3
consiste em um vértice apenas.

Comojá dissemos na seção 4.2, um núcleo de D é um conjunto independente
de vértices U tal que, para todo vértice u em ro\U, existe um arco da forma
(u, %) com H em U. Mostramos em seguida que

todo subdígrafo induzido Dt de D tem um núcleo. (5.2)

Usamos indução em IDll. Para IDil = 0, o núcleo é o conjunto vazio. Seja
Z)il > 1. Para. todo clique esquerdo C'i tal que Uc. n yo. :# el dizemos que

«m «értice a de yn: é Ci-mini«.«/ se .(%) = mi«{c(«) : « € yo. n ua.}.
Definimos o conju nto

U := {% C yO. & é Ci minimal para algum {}

Seja u tlm vértice de yn: \U. Claro, u pertence a iim clique esquerdo Ci. Seja
u vértice C'i-minimal. Claro então, c(M) < c(o) e portanto, pela definição de
Z), (o,w) C Eo.. Portanto, se U é independente segue que U é núcleo cle

Se U não é independente, sejam % e o vértices adjacentes de P. Sem
perda de generalidade podemos supor que c(w) < c(u). Pela definição de U,
uu não pode ser aresta de nenhum clique esquerdo e porta.nto uo pertence
a um clique direito. Pela definição de Z) temos (a,u) C EO.. Por hipótese
de induçã.o, Dt -- H tem um núcleo Ui.

Z)i
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Se u C Ut, então como (%,u) C Eo., temos que Ui é núcleo também
de DI. Suponha agora que u g UI. Então, como Ui é núcleo de Di -- u,
existe w € Ut tal que (o, w) C Eo:. Se u?o pertencesse ao clique esquerdo
então, pela. definição de D, c(to) < c(u) e isto seria uma contradição com
o C U. Portanto t;w pertence ao clique direito. Então, pela definição de
O, c(«) < '(««). Como '(%) < '(«), temos c(u) < c(««). Já obser-mos
que uu pertence a. um clique direito. O vértice u pertence a apenas um
clique direito, digamos (L. Portanto, as arestas %u e uw pertencem a (b.
Logo, a. aresta wto pertence a. Cb. Como c(u) < c(to), pela definição de Z),
(u, 10) C Eo. . Mas w C t/l e portanto segue que t/i é núcleo de Di. De fato,
vale (5.2).

Mostramos em seguida que

para todo u € rn, d+D(u) $ J l (5.3)

Seja % vértice de G. Então u pertence a exatamente dois diques, um es
querdo Ci e um direito (L. Pela definição de D, o grau de saída de u em
D[Uc.] é no máximo c(u) l e o grau de saída. de H em D[Ua.] é no máximo
/ c(u). Claro, toda aresta que incide em u pertence ou a (Z ou a (l&. Logo,
ab(%) S(c(%) -- 1)+(/ -- '(%)) < /. E«tão, «le(5.3).

De(5.3),(5.2) e ]ema4.2segueque ch(G) 5; ], ou seja, ch'(H) $ 1. []

Observamos que a orientação do grifo-linha de um grato bipartida defina
da na, prova de teorema 5.7 pode ter circuitos orientados ímpares (exemplo
digrafo 1) na figura 5.1). Portanto, não se pode aplicar o teorema de Ri
chardson [22] para. a prova da afirmação (5.2).

5.4 Limitantes superiores
Pe[o teorema de Vizing [10, p. 103], X'(H) 5; Z\(H) + ] para todo grato

H. Assim, a conjectura 5.1 sugere que também ch'(H) $ A(H)+ l.
Pe[o teorema de Kõnig [10, p. 103] todo grifo bipartido H satisfaz

X'(H) = Z\(H). Portanto, o teorema 5.7 implica que ch'(H) = A(H) para.
todo grato bipartido H

Claramente, para qualquer grifo H tem se z\(É(H)) 5; 2Z\(H) --2. Logo,
para todo grato H, ch'(H) = ch(L(H)) 5; A(L(H))+ l 5; 2Z\(H) l.

Ainda, como observado por Bollobás e barris ]8], se G é um grato com
z\(H) > 2, então o teorema 1.2 (generalização do teorema de Brooks) implica
em ch'(H) .$ 2z\(H) 2. De fato, se o grafulinha de H é um circuito
ímpar, então ch'(#) = ch(L(H)) = 3 $ 2z\(H) 2. Se L(H) = Ã'«, então
H = Ã'l,« e portanto, ch'(H) = ch(L(H)) = n = Z\(H) $ 2Z\(H) 2. Se
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É(H) não é completo e nem é circuito ímpar, então pelo teorema 1.2 temos
ch'(#) = ch(L(H)) $ z\(Z,(H)) $ 2A(H) - 2.

Bollobás e barris l81 foram os primeiros a. obter um resulta.do assintótico.
Eles provaram qiie ch'(H) 5; #-Z\(H)+o(A(H)) para todo grato H. O limite
superior para o número aresta-cromático restrito de gratos foi melhorado
para [ÍzX + o(Z\) por Bo]]obás e Hind [9], e posteriormente para A + o(A)
por Kahn [18]. Mencionamos um resultado nesta linha obtido por Hãggkvist
e Janssen [161 combinando métodos probabilísticos e algébricos:

Teorema 5.8 ([16])
Todo g,a/o H «fis/a; ch'(H) $ A + O(Aí«íi;iX)

Para a prova deste teorema, fazendo uso de técnica similar a.o método
usado na prova do teorema 5.3, Hãggkvist e Janssen construíram uma classe
7Z de gratos tal que para todo # em % o valor de ch'(H) é próximo de Z\(H)
e estimaram o número aresta cromático restrito para a união de gratos que
pertencem a H. Usando o Lema Local de Erdós e Lovász ]2] (que é um
resultado probabilístico) e alguns limitantes padrão da cauda da distribuição
binomial, mostraram que todo grifo pode ser expresso como tal união.
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