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Resumo

O problema do caminho minimo consiste em: dados um grafo (V, A), uma funcdo comprimento
cde A em Z e um vértice s encontrar um caminho de comprimento minimo de s até ¢, para

cada vértice £t em V.

Desde 1959, quase todos os desenvolvimentos tedricos para esse problema tém se baseado no
algoritmo de Dijkstra [11]. Foram desenvolvidas varias estruturas de dados que aumentam a
eficiéncia desse algoritmo. Porém, qualquer implementagao do mesmo, examina os vértices em
ordem crescente de distdncia a partir do vértice inicial s. Portanto, ocorre uma ordenacgao
implicita dos vértices de acordo com essas distancias. Assim, no modelo de comparacio-adicio,
qualquer implementacéo deste algoritmo consome tempo Q(m + nlogn), onde 7 é o nimero de

vértices e mm é o nimero de arcos do grafo dado.

Para grafos simétricos e comprimentos em Z ., Thorup [39] projetou um algoritmo, no modelo
RAM, que consome tempo e espago O(m + n). O algoritmo utiliza uma decomposi¢io hierér-
quica do grafo e “bucketing” para identificar eficientemente conjuntos de vértices que podem ser

examinados em qualquer ordem, evitando assim, o “gargalo” da ordenagio.
Nesta dissertacao sao descritos e implementados vérios algoritmos para o problema do caminho
minimo, inclusive os mencionados acima. Ao final, é feita uma anélise experimental das imple-

mentagoes realizadas.

Abstract

The single source shortest path problem consists of: given a graph (V, A), a weight function ¢
from A to Z 5 and a source vertex s find a shortest path from s to ¢, for each vertex ¢ in V.

Since 1959, almost all theoretical developments on this problem have been based on Dijkstra’s
algorithm [11]. Several data structures were developed to speedup its running time. However,
any implementation of Dijkstra’s algorithm scans the vertices in increasing order of distance
from s. Thus, the vertices are implicitly sorted according to their distances from s. Therefore, in
the comparation-addition model, any implementation of this algorithm has running time Q(m +

nlogn), where n is the number of vertices and m is the number of arcs of the given graph.

For undirected graphs and edge lengths in Z ., Thorup [39] proposed an algorithm, on the RAM
model, that has running time O(m +n). The algorithm avoids the sorting bottleneck by building

a hierarchical bucketing structure identifying vertices that may be scanned in any order.

This dissertation describes several algorithms for the single source shortest path problem, inclu-

ding the ones mentioned above.
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Introducao

"Highways, telephone lines, electric power systems, computer chips, water delivery systems,
and rail lines: these physical networks, and many others, are familiar to all of us. In each of
these problem settings, we often wish to send some good(s) (vehicles, messages, electricity,
or water) from one point to another, typically as efficiently as possible — that is, along a

shortest route or via some minimum cost flow pattern."
Ahuja, Magnati, Orlin, and Reddy [2]

O problema do caminho minimo (PCM) consiste em: dados um grafo (V, A), uma funcao
comprimento ¢ de A em Z 5 e um vértice s encontrar um caminho de comprimento minimo de
s até ¢, para cada vértice ¢t em V. Este problema é um dos mais comumente encontrados no
estudo de problemas de redes de transporte e comunicacdo. Um rapido passar de olhos pelo
artigo “Applications of Network Optimization” de Ahuja, Magnati, Orlin e Reddy [2] é suficiente
para convencer alguém sobre o enorme espectro de aplicagoes de métodos para o problema. Por
exemplo, esses métodos podem ser usados para reduzir tempo de voo, baixar custos de servicos
de transporte, diminuir o consumo de energia e ainda, podem ser utilizados para acelerar a
distribui¢do de informagoes (pacotes) através da rede mundial, a Internet [23, 15]. O PCM é
também um dos problemas mais elementares e possivelmente um dos mais fundamentais em
otimizacao de redes. Muitos problemas em otimizagao combinatéria e fluxos em redes usam,

como subrotina, algoritmos para encontrar caminhos minimos [1].

O problema do caminho minimo tém sido amplamente estudado por um niimero vasto de
pesquisadores. Estudos teéricos a respeito, podem ser encontrados em varios trabalhos [11, 39,

16, 3, 7, 18, 36], bem como estudos experimentais [6, 32, 21].

Desde 1959, quase todos os desenvolvimentos tedricos para esse problema tém se baseado no
algoritmo de Dijkstra [11]. Foram aplicadas varias estruturas de dados, como heap [9] e fibonacci
heap [16], para aumentar a eficiéncia desse algoritmo. Porém, qualquer implementacdo do mesmo
examina os vértices em ordem crescente de distdncia a partir do vértice inicial s, ocorrendo

assim, uma ordenacao implicita dos vértices de acordo com essas distancias. Desta forma, no
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modelo de comparacao-adigao, qualquer implementagao do algoritmo de Dijkstra consome tempo
Q(m+mnlogn), onde n é o numero de vértices e m & o nimero de arcos do grafo dado. Fredman e
Tarjan, utilizando fibonacci heaps, obtiveram uma implementacao do algoritmo de Dijkstra que

consome tempo O(m + nlogn).

O avanco tecnoldgico dos computadores tornou vidvel desenvolver algoritmos que utilizam
operagoes “mais complexas”, como enderecamento de memoria, shifts, comparagoes légicas, sem
com isto, prejudicar o consumo de tempo do algoritmo, pois estas agora passam a ser consideradas
elementares, e sao realizadas em tempo constante. Tais operagoes fazem parte do chamado mode-
lo RAM. Curiosamente, as comparagoes ldgicas, shifts, que parecem nao estar relacionadas com

o problema de encontrar caminhos minimos, proporcionam melhorias assintéticas significativas,

como observado por Zwick [43].

Recentemente, um grande ntimero de algoritmos para problemas fundamentais como or-
denagao, filas de prioridade e caminhos minimos tém sido desenvolvidos adotando o modelo
RAM [4, 40, 17, 5, 39, 31]. Estes algoritmos exibem uma melhor eficiéncia teérica, em relagio

aos algoritmos ja conhecidos para esses problemas.

Apesar de todo o esforgo, problemas bésicos relacionados ao PCM ainda aguardam por uma
resposta definitiva, por exemplo, a existéncia ou nao de um algoritmo linear para o PCM no
modelo RAM continua um problema desafiador. Entretanto, um passo importante foi dado no
sentido de resolver esta questdao. Para grafos simétricos e comprimentos em Z ., Thorup [39]
projetou um algoritmo que consome tempo e espaco O(m +n). O algoritmo utiliza uma decom-
posigao hierarquica do grafo e “bucketing” para identificar eficientemente conjuntos de vértices

que podem ser examinados em qualquer ordem, evitando assim, o “gargalo” da ordenac3o.

Nesta dissertacao sao descritos e implementados varios algoritmos para o problema do cami-

nho minimo, inclusive os mencionados acima. Também é apresentada uma analise experimental

das implementagoes.

Organizacao da dissertacao

O primeiro capitulo contém a maior parte das notacoes, conceitos e definigdes que sio usados
ao longo desta dissertacao. Em seguida, no capitulo 2, é apresentado o problema do caminho
minimo junto com os ingredientes basicos que o envolvem, como, por exemplo, o certificado de
otimalidade. No capitulo 3 é descrito o celebrado algoritmo de Dijkstra e seus invariantes. A
sua eficiéncia é analisada e uma possivel implementagdo é apresentada. O capitulo 4 mostra
implementagoes das estruturas de dados heap, D-heap, fibonacci heap, bucket heap e radiz heap.
Cada uma destas estruturas da origem a uma implementacao diferente do algoritmo de Dijkstra.
No capitulo 5 € descrito o algoritmo de Dinitz-Thorup, bem como seus invariantes e uma possivel
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implementagao. O algoritmo de Dinitz-Thorup é um passo intermediario entre o algoritmo de
Dijkstra e o algoritmo de Thorup, que é mostrado no capitulo 6, junto com seus invariantes, sua
andlise de eficiéncia e uma possivel implementacao. Uma analise experimental das implementa-
coes é feita no capitulo 7. Finalmente, no capitulo 8, relatamos as nossas conclusoes, frustraces

e possiveis trabalhos futuros.

Breve cronologia

A figura 1 traz um pouco do panorama histérico sobre os algoritmos que foram desenvolvidos
para o problema do caminho minimo. Algums deles dependem do maior comprimento de um
arco, que é representado por C, alguns resolvem versées mais restritas do problema e outros
menos. Na tabela, n ¢ o niimero de vértices e m é o nimero de arcos do grafo dado e r é a razao

entre o maior e o menor (nao-nulo) comprimento de arcos.

LAno l Algoritmo | Consumo de tempo

1959 | Dijkstra [11] O(m +n?)

1969 | Dijkstra/Dial [10] (buckets) O(m + nC)

1976 | Dijkstra/Wagner [42] O(m + nC)

1977 | Dijkstra/Johnson [24] (heap) O(mlogn)

1977 | Van Emde Boas [41] O(mloglog C)

1987 | Dijkstra/Fredman e Tarjan [16] (fibonacci heap) | O(m + nlogn)

1990 | Dijkstra/Ahuja et al. [3] (radix heap) O(m 4+ nlog(nC))

(
1993 | Dijkstra/Fredman e Willard [17] (fusion trees) O(m+/logn)
1994 | Dijkstra/Fredman e Willard [18] (atomic heap) | O(m + nlogn/loglogn)

1996 | Dijkstra/Thorup [40] (RAM priority queue) O(mloglogn)

1997 | Raman [35] O(m + n(log C)/4+e)
1999 | Thorup [39] (bucketing hierérquico) O(m +n)

2000 | Hagerup [22] O(n + mlogw)

2002 | Pettie e Ramachandran [31] O(ma(m,n) +nloglogr)

Figura 1: Histoérico envolvendo o problema do caminho minimo.

Como executar esta dissertacao

Esta dissertagao ¢ um documento CWEB. Os arquivos que compde essa dissertacio podem
ser obtidos no enderego http://www.ime.usp.br/dcc/posgrad/teses/shigueo/ na forma com-

pactada, com o nome dissertacao_cweb.tgz . Para descompactar, utilize o comando
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meu_prompt> tar -xzvf dissertacao_cweb.tgz

O comando ird produzir os arquivos:

1) Capitulos: 01-conceitos.w, 02-problema.w, 03-dijkstra.w, 04-heap.w, 05-dinitz.w, 06-thorup.w,
07-resultados.w, 08-conclusoes.w e ap-implementacoes.w.

2) Complementos: Makefile, capa.tex, agradecimentos.tex, resumo.tex, e introd.tex.

3) Figuras e tabelas: nos diretorios fig/ e graph/.

4) Filtro e geradores (DIMACS): nos diretorios dimacs/ e geradores/

5) Estilos: sty/backref.sty e sty/mythesis.sty.

6) Referéncias: bib/joseplain.bst e bib/refs.bib.

A dissertacao também esté disponivel em formato postscript, no arquivo “mestrado.ps”.

O pacote CWEB consiste, basicamente, de dois programas cweave e ctangle. O download pode
ser feito de http://www-cs-staff.Stanford.EDU/ " knuth/cweb.html.

Como criar um arquivo postscript da dissertacao.
Existem duas maneiras de se criar o arquivo: usando o Makefile ou manualmente.

Escolhendo usar o Makefile, apenas digite na linha de comando

meu_prompt> make

O arquivo postscript criado é “mestrado.ps”.

Caso queira proceder manualmente, siga os seguintes passos:

meu_prompt> cweave mestrado.w (gera o arquivo mestrado.tex)
meu_prompt> latex mestrado.tex (gera o arquivo mestrado.dvi)

meu_prompt> dvips mestrado.dvi -o

Como criar o executavel das implementacoes.

Supoe-se que o sistema operacional é do tipo UNIX-like. Os testes foram feitos em um Linux
RedHat 7.1 e nas estagoes Unix/Solaris do IME/USP.
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Como as implementagoes utilizam a plataforma SGB, é necessario a inclusao da library libghb.a.
Essa library pode ser obtida, j& pré-compilada, no mesmo enderego do arquivo da dissertacao, de
duas formas: para Linux (sgb_linux.tgz) e para Unix (sgb_unix.tgz). Descompacte o arquivo
escolhido, no mesmo diretério dos arquivos da dissertacao. Caso esteja utilizando um Unix,

serd necessario modificar, no arquivo ap-implementacoes.w, a opgdo LINUX, em enum, para
LINUX = 0.

O executéavel pode ser criado de duas maneiras: usando o Makefile ou manualmente.

Escolhendo usar o Makefile, apenas digite na linha de comando

meu_prompt> make programa

O executavel criado serd “programa’.

Caso queira proceder manualmente, siga os seguintes passos:

meu_prompt> ctangle mestrado.w (gera o arquivo mestrado.c)
meu_prompt> gcc -I./sgb/include -I./dimacs -L./sgb/lib
-0 programa mestrado.c -1gb -Im

Como executar o programa.

Digitando na linha de comando:
meu_prompt> programa

E gerado um grafo aleatério com 1000 vértices e 100000 arcos. Os comprimentos padrao dos

arcos sao nuimeros inteiros em [1..1000]. E possivel alterar esses valores passando parimetros na

linha de comando, por exemplo:

meu_prompt> programa -n512 -m4096 -cminb5 -cmax100

Esse comando gera um grafo aleatério com 512 vértices, 8192 arcos (ou seja, 4096 arestas) e com
os comprimentos em [5..100]. Para obter informagdes sobre os parametros da linha de comando,

pode-se utilizar:
meu_prompt> programa -h

ou



6 Introducao

meu_prompt> programa --hh

Este ultimo fornece informag6es mais detalhadas.

Caso deseje utilizar os geradores do ‘DIMACS, seré preciso compilé-los. Para isso digite na

linha de comando:

meu_prompt> cd geradores

meu_prompt> make

Agora serd necessario modificar, no arquivo ap-implementacoes.w, a opgdo DIMACS, em enum,

para DIMACS = 1 e compilar novamente a dissertacao.

Exemplos de uso:

meu_prompt> ./geradores/bin/sprand 8192 16384 561 | programa
meu_prompt> ./geradores/bin/spgrid 16 512 281 | programa



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos a maior parte das notagdes e definicoes que serdo usadas
intensivamente ao longo desta dissertagao.

A maior parte das definigoes e notagoes encontradas nestas preliminares seguem de perto as
de Feofiloff [13].

1.1 Notacao basica

O conjunto dos niimeros inteiros sera denotado por Z. O conjunto dos niimeros inteiros
nao-negativos serd Z , e positivos Z ..

E escrito S como uma parte de um conjunto V significando que S é um subconjunto de V.

Uma lista é uma seqiiéncia (vq,vs,...,v;) de itens. O item vy é o primeiro da lista e o item
vy € o tltimo. Uma pilha é uma lista que s6 aceita remocdes do tltimo item e inser¢es ap6s o

ltimo item. A agao de remover um item de uma pilha sera chamada de desempilhar e a acio

de inserir um novo item serd chamada de empilhar. Para pilhas, dizemos que v é o item no
topo da pilha.
Um intervalo [j..k] &€ uma seqiiéncia de inteiros 7,7 +1,...,k. Se 4 é um nimero em [5..k],

entdao ¢ € um nimero inteiro tal que 7 <17 < k.
1.2 Teoria dos grafos
Esta segao introduz os conceitos de grafos, grafos simétricos, passeios, ciclos, arborescéncias

e outros elementos basicos da teoria dos grafos. Também sao discutidas as diferentes maneiras

de representarmos um grafo no computador.

[7.-k]
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Grafos e grafos simétricos

Um grafo é um objeto da forma (V, A), onde V' & um conjunto finito e A é um conjunto de

pares ordenados de elementos de V.

Os elementos de V' sao chamados vértices e os elementos de A sao chamados arcos. Para
cada arco (u,v), os vértices u e v representam a ponta inicial e a ponta final de (u,v), respecti-

vamente. Um arco (u,v) também podera ser denotado por uv.

Um grafo é simétrico se para cada arco uv existe também o arco vu. Diremos as vezes que

o arco vu é reverso do arco uv e que o par {(u,v), (v,u)} é uma aresta.

Um grafo pode ser naturalmente representado através de um diagrama, como o da figura 1.1,

onde os vértices sao pequenas bolas e os arcos sao as flechas ligando estas bolas.

© ©
© (a)

Figura 1.1: Em (a), (b), (c) e (d) sdo mostrados exemplos de grafos. Na figura (b) é ilustrado

um grafo simétrico e em (c) uma arborescéncia.

Denotaremos, quando nao houver ambigiiidade, por n e m os ntimeros |V| e | 4|, respectiva-

mente. O tamanho do grafo é o nimero m + n.

Cortes e conjuntos induzidos

Seja (V, A) um grafo e S e Q partes! de V. Sera denotado por A(S,Q), ou simplesmente
(S, Q), o conjunto dos arcos com ponta inicial em S e ponta final em Q. Quando Q for o conjunto

!Comumente sera escrito parte significando subconjunto.
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V '\ S serd usada a abreviacao A(S) significando A(S, Q). Por A[S] entenda-se o conjunto dos  A[s]

arcos com ambas as pontas em S.

Para qualquer parte S de V, o corte determinado por S é o conjunto A(S) e o conjunto

de arcos induzidos por S é o conjunto A[S].

Passeios, caminhos e ciclos

Um passeio num grafo (V, A) é qualquer seqiiéncia da forma
(vo, 01,1, - -+ 5 g, V) (1.1)

onde vy, ...,V sao vértices, ai,...,q sao arcos e, para cada %, a; é o arco v;_1v;. O vértice
vy € o inicio do passeio e o v é seu término. Um passeio nao-orientado é uma seqiiéncia
como (1.1) onde, para cada %, o; é 0 arco v;_1v; Ou 0 arco V;v;_i.

Na figura 1.1(a) a seqiiéncia (a,ab, b, be,e,ef, f) & um passeio com inicio em a e término
em f e a seqiiéncia (a,ac, ¢, ce, e, be, b, bd, d, df, f) é um passeio ndo-orientado com inicio em a e
término em f.

Um ciclo & um passeio onde o inicio e término coincidem. Um ciclo nao-orientado
¢ um passeio nao-orientado onde o inicio e término coincidem. Na figura 1.1(b) a seqiién-
cia (a,ab,b,be, e, ec,c,ca,a) é um ciclo com inicio e término em a. Em 1.1(a) a seqiiéncia
(a, ab, b, be, e, ce, ¢, ac,a) é um ciclo nao-orientado com inicio e término em a.

Um caminho é um passeio sem vértices repetidos. Um caminho nao-orientado & um
passeio nao-orientado sem vértices repetidos. Na figura 1.1(a) a seqiiéncia (a, ab, b, be, e, ef, f) é
um caminho com inicio em a e término em f e a seqiiéncia (a, ac, ¢, ce, e, be, b, bd, d, df, f) &€ um
caminho nao-orientado com inicio em a e término em f.

Um vértice t é acessivel a partir de um vértice s se existe um caminho de s a t. O territorio
de um vértice s é o conjunto de todos os vértices acessiveis a partir de s. Se S é o territorio de
um vértice, entdo nao existe arco que saia de S, ou seja, A(S) = 0.

Um grafo (V, A) é (fortemente) conexo se para todo par (u,v) de vértices, u é acessivel a

partir de v e v é acessivel a partir de u.

Grafos aciclicos, arborescéncias e arvores geradoras

Um grafo que nao possui ciclos é dito aciclico. Um grafo simétrico é aciclico se nao possui

ciclos com pelo menos trés arcos.
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Um grafo aciclico (V, A) com |V| = |A|+ 1 é uma arborescéncia se todo vértice, exceto um
vértice especial chamado de raiz, é ponta final de exatamente um arco. Uma arborescéncia esté
ilustrada na figura 1.1(c). A raiz dessa arborescéncia é o vértice a. Se uv & um arco de uma

arborescéncia, entao u € o pai de v e v &€ o filho de u. Uma folha de uma arborescéncia é um

vértice que nao é ponta inicial de algum arco.

Um grafo simétrico aciclico (V;, A’) com |V|—1 arestas, & uma arvore geradora de um grafo

simétrico (V, A) se A’ C A.

Representacao de grafos no computador

Existem pelo menos trés maneiras populares de representarmos um grafo no computador, sao
elas: (1) matriz de adjacéncia; (2) matriz de incidéncia; e (3) listas de adjacéncia. Do ponto de

vista desta dissertagio, listas de adjacéncia é a representacao mais importante.

Matriz de adjacéncia. Uma matriz de adjacéncia de um grafo (V, A) é uma matriz com valores
em {0,1}, e indexada por V' x V, onde cada entrada (u,v) da matriz tem valor 1 se existe no
grafo um arco de u a v, e 0 caso contrario. Para grafos simétricos a matriz de adjacéncias é
simétrica. O espaco gasto com esta representagao é proporcional a n2, onde n é o numero de

vértices do grafo. Uma matriz de adjacéncia é mostrada na figura 1.2.

a b ¢ d
a|0]1]1]0
b{0]|]0|0]|1
c|O0(1T101
d|l]0f(0]0]0

Figura 1.2: Matriz de adjacéncia do grafo da figura 1.1(d).

Matriz de incidéncia. Uma matriz de incidéncia de um grafo (V, A) é uma matriz com valores
em {—1,0,+1} e indexada por V x A, onde cada entrada (u,a) é —1 se u é ponta inicial de a, +1
se u é ponta final de a, e 0 caso contrario. O espago gasto com esta representagao é proporcional

a nm, onde n é o nimero de vértices e m é o niimero de arcos do grafo. Uma matriz de incidéncia

da figura 1.1(d) pode ser vista em 1.3.

Listas de adjacéncia. Na representacdo de um grafo (V, A) através de listas de adjacéncia
tem-se, para cada vértice u, uma lista dos arcos deixando u. Desta forma, para cada vértice
u, o conjunto A(u) é representado por uma lista. O espaco gasto com esta representacao é
proporcional a n + m, onde n é o numero de vértices e m é o niimero de arcos do grafo. Uma

lista de adjacéncia esta ilustrada na figura 1.4.
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Figura 1.3: Matriz de incidéncia do grafo da figura 1.1(d).

A(a): ab, ac
A(b): bd
A(e): b, cd
A(d):

Figura 1.4: Listas de adjacéncia do grafo da figura 1.1(d).

1.3 Modelo de computacao

Um modelo de computacdo é uma descrigao abstrata e conceitual (ndo necessariamente
realista) de um computador que serd usado para executar um algoritmo. Um modelo de compu-
tagao especifica as operagoes elementares que um algoritmo pode executar e o critério empregado
para medir a quantidade de tempo que cada operagao consome. Exemplo de operagoes elemen-
tares tipicas sdo operacOes aritméticas entre niimeros e comparagoes. A escolha de um modelo
de computacio envolve um compromisso entre realidade e tratabilidade matematica. O modelo
escolhido deve capturar as caracteristicas do dispositivo computacional e ainda deve ser sufi-
cientemente simples para que permita uma estimativa do niimero de operacoes dos algoritmos

escritos para o modelo.

Existem muitos modelos de computagao que diferem em seu poder computacional (isto é,
alguns modelos podem realizar computagoes impossiveis para outros) e no consumo de tempo
de véarias operacoes. Nesta dissertacao estamos interessados em dois modelos de computacao:

modelo de comparac¢ao-adigao e modelo Random Access Machine.

O modelo de comparacao-adigao-subtracao é mais conhecido como modelo de compara-
¢do-adicdo, ja que a subtracao pode ser simulada através de adigoes [31]. Este modelo consis-
te, entre outras coisas, de m ntimeros inteiros ou reais, inicialmente armazenados em variaveis
V1, -..,Vm. Cada varidvel v;, com 7 em [1..m], pode guardar um nimero inteiro ou real e somente
pode ser manipulada por comparagoes, da forma "v; < v;" e adi¢oes, da forma "v; :=v; +v;".

No modelo de comparacao, a tinica operagao de interesse é a comparacao.

Em um grande niimero de algoritmos para o problema do caminho minimo, é comum utilizar o
modelo de comparagao-adigao. Enquanto esse modelo é mais elegante, por ser mais generalista, os
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computadores reais possuem outras operacoes que gastam tempo constante além das comparagoes

e adi¢oes, motivando o interesse pelo modelo RAM.

O modelo w Random Access Machine (RAM), ou simplesmente modelo RAM, supoe
que cada palavra de meméria do computador tem w bits, capaz de manter um inteiro em
[-2¢1.2¢=1 — 1] e que toda distancia num grafo cabe em uma palavra. Neste modelo, as
operacoes realizadas em tempo constantes sao: comparagdo, adicdo, subtracdo, bitwise ldgico,
shift arbitrario dos bits e multiplicagao. Além disso, supde-se que o niimero de palavras de me-
moria do computador, que podem ser enderecadas em tempo constante, & 2“. Isto significa que &

exigido que w seja suficientemente grande para que a mémoria comporte os dados do problema.

Os projetos de algoritmos neste modelo sao de grande interesse, pois oferecem melhorias as-
sintoticas significativas e fazem sentido do ponto de vista pratico. Porém, ainda nao se espera que
eles sejam mais rapidos quando executados nessa corrente geragio de CPU’s, que normalmente
admitem operacoes em dados de 32-bits, e no maximo de 64-bits. Os novos algoritmos necessitam
que o tamanho de w seja grande, como analisado por Rahman e Raman [34]. Por outro lado,
segundo eles, acredita-se que os novos hardwares em desenvolvimento devem transformar esses

avancos tedricos em praticos.

Dos algoritmos que serao apresentados, o de Dijkstra trabalha sobre o modelo de comparagao-
adi¢ao e o de Dinitz-Thorup e o de Thorup trabalham sobre o modelo RAM.

A palavra complexidade é utilizada nesta dissertacao como sinénimo de “recurso compu-
tacional necessario”. Assim, por complexidade de um problema entenda-se um niimero de
operacoes elementares necessarias para resolver o problema em um certo modelo. Esta é uma
medida intrinseca da dificuldade para resolver o problema. J4 por complexidade de um al-
goritmo entenda-se um nimero de operagoes elementares realizadas, no pior caso, por qualquer

implementacao do algoritmo em um certo modelo.

1.4 Filas de prioridade

Sempre que dados sao representados em um computador, os seguintes aspectos sao conside-

rados:
(1) a maneira que essas informagoes (ou objetos do mundo real) sdo modelados como objetos
matematicos;

(2) o conjunto de operagoes definidas sobre estes objetos matematicos;

(3) a maneira na qual estes objetos serao armazenados (representados) na memoéria de um com-

putador;
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(4) os algoritmos que sao usados para executar as operacoes sobre os objetos com a representagao

escolhida.

Para entender melhor esses aspectos é preciso entender a diferenga entre os seguintes termos:

tipo de dados, tipo abstrato de dados e estrutura de dados.

O tipo de dado de uma variavel é o conjunto de valores que esta variavel pode assumir. Por

exemplo, uma varidvel do tipo boolean s6 pode assumir os valores TRUE e FALSE.

Os itens (1) e (2) acima dizem respeito ao tipo abstrato de dados, ou seja, ao modelo
matematico junto com uma colegao de operagoes definidas sobre este modelo. Um exemplo de
tipo abstrato de dados é o conjunto dos nlimeros inteiros com as operagoes de adicao, subtragao,

multiplicagdo e divisao sobre inteiros.
J& os itens (3) e (4) estao relacionados a aspectos de implementacao.

Para representar um tipo abstrato de dados em um computador usa-se uma estrutura de
dados, que é uma colegao de variaveis, possivelmente de diferentes tipos, relacionadas de diversas

maneiras.

Uma fila de prioridade é um tipo abstrato de dados que consiste de uma cole¢ao de itens,
cada um com um valor ou prioridade associada. Algumas das operagoes permitidas em uma fila
de prioridade sao:

insert(v, z): Adiciona o vértice v com valor z na colecao.
delete(v): Remove o vértice v da colegao.

delete-min(): Devolve o vértice com o menor valor e o remove da colegao.

decrease-key(v, z): Muda para = o valor associado ao vértice v; supOe-se que = nao é maior que

o valor corrente associado a v. Note que decrease-key sempre pode ser implementado como

um delete seguido por um insert.

Uma seqiiéncia de operagoes é chamada monétona se os valores devolvidos por sucessivos

delete-min’s sdo nao-decrescentes. O algoritmo de Dijkstra, descrito no capitulo 3 realiza uma

seqiiéncia mono6tona de operagoes.

1.5 Linguagem algoritmica e invariantes

A linguagem algoritmica adotada nesta dissertacao é a de Feofiloff [13, 14]. Abaixo encontra-

se um exemplo onde esta notagao é utilizada.
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Algoritmo busca seqiiencial. Recebe um inteiro positivo n, um vetor de niumeros
inteiros v[0..n — 1] e um inteiro = e devolve TRUE se existe um indice z em [0..n — 1]

tal que v[i] = =z, e, em caso contrario, devolve FALSE.

O algoritmo ¢ iterativo e no inicio de cada iteracdo tem-se um inteiro 7 em [0..n]. No inicio

da primeira iteragao z = 0.

Cada iteragao consiste no seguinte.

Caso 1: 7 = n.

Devolva FALSE e pare.

Caso 2: 1 < n.

Caso 2A: v[i] = z.
Devolva TRUE e pare.
Caso 2B: v[i] # .
7 =14+ 1.

Comece uma nova iteragao com ¢’ no papel de 1. O

A ordem em que os casos sdo enunciados é irrelevante: em cada iteracio, qualquer um dos
casos aplicaveis pode ser executado. Os casos podem néo ser mutuamente exclusivos, e a definigao
de um caso ndo supoe implicitamente que os demais nao se aplicam. Serdo utilizadas ainda
expressoes como “Escolha um ¢ em [1..n)”, quando nao faz diferenca qual o valor escolhido.

Portanto, a descricdo de um algoritmo nao é completamente deterministica.

A correcao dos algoritmos descritos nesta dissertagao baseia-se em demonstragoes da validade
de invariantes. Estes invariantes sao afirmacoes envolvendo objetos mantidos pelo algoritmo que
sao validos no inicio de cada iteragdo. Exemplos de invariantes para o algoritmo descrito acima

520:
(i1) % & um valor em [0..n].
(i2) para todo j em [0..i — 1], vale que v[j] # =.

Deve-se demonstrar que os invariantes valem no inicio de cada iteracao; nao faremos isto para

o presente exemplo.

Invariantes nos ajudam a entender e demonstrar a corregao de algoritmos. No exemplo em

questao vé-se facilmente que quando o algoritmo devolve TRUE, no caso 2A, ele ndo esta mentindo,
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ou seja, existe 7 em [0..n — 1] tal que v[i] = 2. Ademais, quando 7 = n, do invariante (i2), tem-se
que v[j] # z para todo j em [0..4— 1] = [0..n— 1], e portanto, no caso 1, o algoritmo corretamente
devolve FALSE. Finalmente, o algoritmo péra, ji que em cada iteragdo em que nao ocorrem os

casos 1 e 2A, o caso 2B ocorre, e portanto, o valor de 7 é acrescido de 1.

1.6 Programacao literaria e CWEB

Knuth [26] descreve programacao literaria da seguinte maneira:

“Programacao literaria é uma metodologia que combina linguagem de programacio com
documentacao, deste modo, é possivel fazer programas mais robustos, mais portaveis, mais facil-
mente alteraveis, e mais divertidos de se escrever do que programas escritos somente em lingua-
gem de alto nivel. A principal idéia é tratar um programa como parte da literatura, direcionado
mais aos seres humanos do que aos computadores. O programa também é visto como um do-
cumento hypertexto, mais propriamente, como o World Wide Web. Este livro é uma antologia
de experiéncias incluindo meus recentes documentos nos tépicos relacionados com programagao
estruturada, bem como o artigo no The Computer Journal que langou a programacao literaria.”

Donald Knuth e Silvio Levy conceberam o CWEB que é um sistema de programacao literéaria.
Knuth criou WEB e Levy adaptou o sistema & linguagem C. Ele combina programagao em C com
documentagao tipografada em ETEX. O sistema estd descrito no livro “The CWEB System of

Structured Documentation” [28].

Para entender como um programa em CWEB deve ser lido, é preciso entender a notacao de

blocos de codigo, que sao representados por

( Nome do bloco id ) =
codigo C

A referéncia a um bloco de cédigo é feita usando-se ( Nome do bloco id ) e significa que uma

parte de codigo C serd inserida no lugar do mesmo, ou seja, funciona de forma analoga ds macros
da linguagem C.
A seguir estd um exemplo de programa em CWEB, que implementa o algoritmo de busca

seqiiencial descrito na segao 1.5.

Estrutura geral do programa. O fonte C desse programa sera escrito no arquivo "busca.c".

(busca.c 1) =
( Arquivos header e definicoes 2)
(Main 3)
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Inclusao do arquivo, da biblioteca C, necessario ao programa e definicio de TRUE e FALSE.

2 ( Arquivos header e definigoes 2) =
#include <stdio.h>
#define TRUE 1
#define FALSE 0

Este codigo é usado no bloco 1.

Programa principal.
3 (Main 3) =
int main()
{ (Variaveis locais 4)
(Leitura dos parametros de entrada 5)

(Busca seqiiencial por z 6)

}

Este codigo é usado no bloco 1.

4 ( Variaveis locais 4) =
int n;
int v[100];
int z;
int 7;

Este cédigo é usado no bloco 3.

Leitura do inteiro n, do vetor v[0..n — 1] e do inteiro z.

5 (Leitura dos pardmetros de entrada 5) =
printf ("nu=u");
scanf ("4hd", &n);
for (2 =0; i <m; i++) scanf ("%ha", &v[z]);
printf ("xu=u");
scanf ("hd", &z);

Este co6digo é usado no bloco 3.
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(Busca seqiiencial por z 6) =
for (1=0; 1 <m; i++) {
( Verifica se v[i] =z 7)

(Nao encontrou z 8)

Este codigo é usado no bloco 3.

Se v[i] = z devolve TRUE e para. Caso contrario, continua o loop.
(Verifica se v[i]) =z 7) =

if (vfi] =2) {
printf ("TRUE\n");
return TRUE;

}

Este codigo é usado no bloco 6.

Caso em que 2 = n. Devolve FALSE e para.

(Nao encontrou z 8) =
printf ("FALSE\n");
return FALSE;

Este codigo é usado no bloco 6.

1.7 Stanford Graph Base

O Stanford Graph Base (SGB) & uma plataforma para algoritmos combinatérios concebida
por Knuth [27]. No sGB um grafo é representado internamente através de listas de adjacéncia. A
implementacao dos algoritmos faz uso desta plataforma. A seguir estd uma breve apresentacao

das estruturas e de algumas funcoes do SGB.

A representacdo de um grafo utiliza estruturas (structs) para vértices, arcos e grafos, alem

de fungoes béasicas para manipular estas estruturas, como descrito a seguir.

Vértice (Vertex). Cada vértice é representado no SGB através de uma estrutura com dois

campos padrdo e seis campos de utilidade geral (do tipo util): portanto, um vértice ocupa 32
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bytes na maioria dos sistemas, nao contando a memoria necessaria para strings suplementares.

Os campos padrao sao:

arcs: apontador para um Arc. Armazena o inicio de uma lista ligada de arcos; e

name: apontador para uma cadeia de caracteres (string). Identifica simbolicamente cada vértice.

Se v aponta para um Vertex e v—arcs ¢ NULL, entao nao existem arcos saindo de v.
Entretanto, se v—arcs nao & NULL, ele aponta para uma estrutura do tipo Arc representando
um arco saindo de v, e esta estrutura Arc tem um campo nezt que aponta para o préximo arco

na lista ligada encabecada por v—arcs. Tal lista contém todos os arcos saindo de w.

Os campos para uso geral sao chamados u, v, w, z, y, z. Macros podem ser usadas para dar

a estes campos significado, dependendo da aplicagéo.

typedef struct vertex struct {
struct arc_ struct *arcs;
char *name;
util u, v, w, 2, y, z;

} Vertex;

Arco (Arc). Cada arco é representado por uma estrutura do tipo Arc. Cada Arc tem trés
campos padrao e dois campos para uso geral. Portanto, esta estrutura ocupa 20 bytes na maioria

dos computadores. Os campos padrao sao:

tip: um apontador para um Vertex;
nezt: um apontador para um Arc; e

len: um inteiro (long).

Se a aponta para um Arc em uma lista de arcos saindo de v, ele representa um arco de
comprimento a—len, indo de v até a—1ip, e o préximo arco saindo de v na lista é representado

por a—nezt.
Os campos para uso geral sao chamados a e b.

typedef struct arc_struct {
struct vertez _struct *tip;
struct arc_ struct *nezt;
long len;
util a,b;

} Arc;
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Grafo (Graph). Estamos agora preparados para olhar a estrutura do tipo Graph. Esta
estrutura pode ser passada para um algoritmo que trabalha sobre grafos.

Uma estrutura do tipo Graph tem sete campos padrao e seis campos para uso geral. Os

campos padrao sao:

vertices: um apontador para um vetor de Vertex;

n: o numero total de vértices;

m: o numero total de arcos;

id: um identificador simbolico para o grafo;

util_types: uma representacao simbolica do tipo em cada campo para uso geral;
data: aponta para a area usada para armazenar arcos e strings;

auz_data: aponta para a area usada para informagao auxiliar.

Os campos para uso geral sao uu, vv, ww, zz, yy, 22. Exemplo:

typedef struct graph struct {
Vertex *vertices;
long n;
long m;
char «d[ID FIELD SIZE],
char util _types[15],
Area data;
Area auz_data;
util wu,vv,ww,zz,yY,22;
} Graph;
Como uma conseqiiéncia destas convencoes, nds visitamos todos os arcos de um grafo g usando
o seguinte trecho de programa:
Vertex *v;
Arc *a;
for (v = g—vertices; v < g—wvertices + g—n; v++)
for (a = v—arcs; a; a = a—nezt)
visite(v,0);
Campos para uso geral (util). As estruturas Vertex, Arc e Graph possuem varios campos
para uso geral chamados de util, que sao ou nao usados dependendo da aplicagdo. Cada campo
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de uso geral é do tipo union, que pode armazenar varios tipos de apontadores ou um inteiro

longo.

Os sufixos .V, .A, .G e .S no nome de uma variavel de uso geral representa um apontador
para um Vertex, Arc, Graph ou uma string, respectivamente. O sufixo .I significa que a

variavel é um inteiro (longo).

typedef union {
struct verter struct *V;
struct arc_struct *A;
struct graph_ struct *G;
char *5;
long I;
} util;
Campo util_types. O campo util_types deve sempre armazenar uma string de comprimento 14,
seguida do usual ’/0’ (caracter nulo). Os primeiros seis caracteres do util types especificam o
uso dos campos de uso geral u, v, w, z, ¥, z; os proximos dois caracteres ddo o formato dos
campos de uso geral da estrutura Arc; os tltimos seis dao o formato dos campos de uso geral
da estrutura Graph. Cada caracter deve ser um I (denotando um inteiro longo), S (denotando
um apontador para uma string), V (denotando um apontador para um Vertex), A (denotando
um apontador para um Arc), ou Z (denotando um campo que nao esta sendo usado). O valor
default de util types é "ZZZZZZZZ7ZZZZZ", quando nenhum campo para uso geral esta sendo

usado.

Por exemplo, suponha que um grafo bipartido g usa o campo g—wuu./ para guardar o tamanho
da primeira particdo. Suponha ainda que g tem uma string em cada campo de uso geral a
de cada Arc e usa o campo para uso geral w de cada Vertex para apontar para um Arc.
Se g nao usa nenhum dos demais campos de uso geral, entao o seu wutil types deve conter
"ZZAZZZSZIZZLZ7".

Ilustracao da representacao de um grafo no SGB. As figuras 1.5 e 1.6 ilustram as estruturas

do SGB e a representacio de um grafo.

Graph Vertex Arc
vertices arcs next
n name tip
m

Figura 1.5: Tlustracao das estruturas Graph, Vertex e Arc.
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Figura 1.6: Um grafo e sua representacao no SGB.

Moédulo GB_ GRAPH do sGB. Este médulo inclui rotinas para alocar e armazenar novos

grafos, novos arcos, novas strings e novas estruturas de dados de todos os tipos.

#include gb_graph.h

Graph *gb_new_graph(long n). Um novo grafo é criado chamando-se gb_new_ graph(n),
que devolve um apontador para um registro do tipo Graph com n vértices e nenhum

arco.

void gb_new_arc(Vertex *u, Vertex *v, long len). Cria um novo arco de comprimento

len de u até v. O arco passa a ser parte do grafo "corrente". O novo arco sera

apontado por u— arcs.

void gb_new_edge(Vertex *u, Vertex *v, long len). Similar a gb_new arc. Registros
para dois arcos sao criados, um de u a v e outro de v a u. Os dois arcos aparecem

em posicoes consecutivas na memoria: v—rarcs é u—arcs + 1 quando u < v.
char *gb_save_string (char *s). Faz uma copia de s para ser usada no grafo "corrente".

void gb_recycle (Graph *g). Remove o grafo apontado por ¢ da memoria.
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Moédulo GB__SAVE do sGB. Este médulo contém cédigo para converter grafos da sua repre-

sentacdo interna para uma representacao simbédlica e vice-versa.

#include gb_save.h

long save_graph (Graph *g, char *filename). Converte o grafo apontado por g para for-
mato texto e salva o grafo no arquivo de nome filename.

Graph *restore_ graph (char *filename). Converte um grafo armazenado no arquivo file-

name do formato texto para a representagao interna do SGB.

1.8 Estrutura da implementagao

As implementacoes de todos os algoritmos discutidos nesta dissertacdo estio escritas em
CWEB, e fazem uso da plataforma SGB.
A seguir, segue a estrutura geral do programa:
(Inclusao de arquivos header 118)
(Definigoes 12)
( Variaveis globais 13)
(Fungoes auxiliares 32)
(Filas de prioridade 11)
(Algoritmo de Dijkstra 14)
( Algoritmo de Dinitz-Thorup 76)
( Algoritmo de Thorup 88)
(Teste da condicao de otimalidade 138)
(Programa principal 121)



CAPITULO 2

Problema do caminho minimo

Estao descritos neste capitulo os ingredientes béasicos que envolvem o problema do cami-
nho minimo, tais como func¢ao comprimento, fungdo potencial, funcido predecessor, critério de

otimalidade, etc. A referéncia basica para este capitulo é Feofiloff [13].

2.1 Descricao

Uma fungdo comprimento em (V,A) é uma fungdo de A em Z,. Se c¢ é uma funcgio
comprimento em (V, A) e uv esta em A, entdo, denotaremos por ¢(u,v) o valor de ¢ em uv. Se
(V, A) &€ um grafo simétrico e ¢ é uma fungdo comprimento em (V, A), entdo ¢ é simétrica se
c(u,v) = ¢(v,u) para todo arco uv. O maior comprimento de um arco serd denotado por C,
ou seja, C' = max{c(u,v) : uv € A}.

Se P & um passeio em um grafo (V, A) e ¢ é uma fun¢ao comprimento, denotaremos por c(P)
o comprimento do caminho P, ou seja, ¢(P) é o somatoério dos comprimentos de todos os
arcos em P. Um passeio P tem comprimento minimo se ¢(P) < ¢(P’) para todo passeio P’
que tenha o mesmo inicio e término que P. A disténcia de um vértice s a um vértice ¢ é o
menor comprimento de um caminho de s a t. A distincia de s a ¢t em relacdo a ¢ serd denotada
por dist¢(s,t), ou simplesmente, quando a funcdo comprimento estiver subentendida, dist(s,¢)

denota a distancia de s a t.

Nesta dissertacao, estamos interessados no seguinte problema do caminho minimo:

Problema PCM(V, A4, ¢, s): Dado um grafo (V, A), uma fun¢ao comprimento ¢ e um
vértice s, encontrar um caminho de comprimento minimo de s até ¢, para cada vértice

tem V.

Na literatura, essa versao do problema é conhecida como single-source shortest path problem.

diste(s, t)
dist(s, t)

PCM
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2.2 Funcgoes potencial e critério de otimalidade

Os algoritmos para o problema do caminho minimo descritos nesta dissertacao fornecem
certificados de garantia para as suas respostas. Se um vértice ¢ ndo é acessivel a partir de s, um
algoritmo pode, para comprovar este fato, devolver uma parte S de V tal que s € S, ¢t ¢ S e ndo
existe uv com uw em S ew em V' \ S, i.e, A(S) = 0. Este seria um certificado combinatério da
nao acessibilidade de ¢ por s. Entretanto, os certificados fornecidos pelos algoritmos, baseados
em funcoes potencial, serdao um atestado compacto para certificar ambos, a minimalidade dos

caminhos fornecidos, e a nao acessibilidade de alguns vértices por s.

Uma funcao potencial é uma funcdo de V em Z . Se d é uma funcao potencial e ¢ é uma

funcao comprimento, entdo dizemos que d respeita ¢ em uma parte A’ de A se
d(v) — d(u) < ¢(u,v) para cada arco uv em A’.

Se d respeita ¢ em A entdo diz-se que d é viavel.

Fungbes potencial vidveis fornecem limitantes inferiores para comprimentos de caminhos.
Suponha que ¢ é uma func¢do comprimento em (V, A) e que P é um caminho de um vértice s a

um vértice t. Suponha ainda que d é uma fungao potencial viavel. Vale que
c(P) > d(t) — d(s).
De fato, suponha que P é o caminho (s = vg, a1,v1,...,a, v =1). Tem-se que

c(P) = clon)+...+c(o)
> (d(v1) = d(vo)) + (d(v2) — d(v1)) + ... + (d(vg) — d(vg-1))
= d(vx) — d(vo) = d(t) — d(s).
Este fato é resumido através do lema a seguir, que é uma particularizagdo do conhecido lema da

dualidade de programacao linear [14].

Lema 2.1 (lema da dualidade): Seja (V,A) um grafo e ¢ uma fungido comprimento

sobre V. Para todo caminho P em (V, A) e toda func¢do potencial vidvel d sobre V, vale

que
d(t) — d(s) < c(P),

onde s e t sao o inicio e término de P, respectivamente. |
Do lema 2.1 tem-se imediatamente os seguintes corolarios.

Corolario 2.2 (condicao de inacessibilidade): Se (V,A) é um grafo, ¢ é uma fungao

comprimento, d é uma fungao potencial vidvel e s e t sao vértices tais que

d(t) —d(s) >nC +1
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entao t nao é acessivel a partir de s [ |

Corolario 2.3 (condigao de otimalidade): Seja (V, A) um grafo e ¢ é uma fung¢ao com-
primento. Para toda fungao potencial vidvel e todo caminho P em (V,A) de s a t, se

d(t) — d(s) = ¢(P), entao P é um caminho de comprimento minimo. |

2.3 Funcoes predecessor e representagao de caminhos

Uma maneira compacta de representar caminhos de um dado vértice até cada um dos demais
vértices de um grafo, é através de fungoes predecessor. Uma funcao predecessor é uma fungao
de Vem V. Se (V, A) é um grafo, 9 uma fungao predecessor sobre V' e vy, v1, ...,V sdo vértices

tais que

(1) vo =P(v1),v2 =P (v3),...,Vk—1 = P(vg); €

(2) o =vj—1v; estd em A parai=1,...,k,

entao dizemos que (v, @1,v1, ..., @, V) € um caminho determinado por .
Seja 7 uma funcao predecessor e ¥ := {uv € A : u = 1(v)}. E dito que 9 determina uma

arborescéncia quando o grafo (V, ¥) é uma arborescéncia.

Os algoritmos descritos nesta dissertacao utilizam fungoes predecessor para, compactamente,

representar todos os caminhos de comprimento minimo a partir de um dado vértice, conforme

ilustrado na figura 2.1.
vértice

5 1 Nerge |
1 % ’
/ b
Q N C
d
2
1 ° - e e

Figura 2.1: Representacao de caminhos através da funcao predecessor 9 com vértice inicial a. Os

m@@@@@l%

nimeros proximos aos arcos representam a fungao comprimento. Os arcos em destaque formam

uma arborescéncia. A tabela ao lado mostra os valores de ).
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2.4 Examinando arcos e vértices

Algoritmos para encontrar caminhos minimos mantém, tipicamente, além de uma funcao
predecessor, uma funcao potencial. O valor desta funcdo potencial para cada vértice é um
limitante superior para a distancia a partir do vértice s. Esta fungao é intuitivamente interpretada

como uma distancia tentativa a partir de s.

Seja d uma fungado potencial e 9 uma fungdo predecessor. Uma operacao basica envolvendo
as funcoes 7 e d é examinar um arco (relazing [9], labeling step [38]). Examinar um arco uv

consiste em verificar se d respeita ¢ em uwv e, caso nao respeite, ou seja, caso
d(v) — d(u) > e(u,v) ou, equivalentemente d(v) > d(u) + c(u,v),

fazer

d(v) :==d(u) + c(u,v) e ¥P(v) :=u.
Intuitivamente, ao examinar um arco uv tenta-se encontrar um "atalho" para o caminho de s
a v determinado por %, passando por uv. O passo de examinar uv pode diminuir o valor da
distincia tentativa dos vértices v e atualizar o predecessor, também tentativo, de v no caminho

de comprimento minimo de s a v. O consumo de tempo para examinar um arco é constante.

Outra operagao bésica é examinar um vértice. Se u é um vértice, examinar u consiste em

examinar todos os arcos da forma wv. Em linguagem algoritmica tem-se

Para cada arco uwv faca
se d(v) > d(u) + c(u,v)
entdo d(v) := d(u) + c(u,v) e ¥(v) := u.

O consumo de tempo para examinar um vértice é proporcional ao niimero de arcos com ponta

inicial no vértice.

2.5 Complexidade

O problema do caminho minimo (PCM), na sua forma mais geral, ou seja, aceitando compri-
mentos negativos, é NP-dificil: o problema do caminho hamiltoniano pode facilmente ser reduzido
a este problema.

Existem limitantes inferiores bem "fracos" para a complexidade do PCM no modelo compara-

cao-adicdo. Spira e Pan [37] mostraram que, independente do niimero de adigoes, pelo menos

9 ~ - L, . - P
cn? comparagoes sao necesséarias para resolver o problema em um grafo simétrico completo! com

'Um grafo simétrico (V, 4) é completo, se uv e vu estio em A para todo par de vértices distintos u e v.
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n vértices, onde ¢ é uma constante positiva. Limitantes para outros problemas relacionados sao

listados em Pettie e Ramachandran [31].

Alguns algoritmos para o PCM utilizam como subrotina um algoritmo para o problema da

arvore geradora minima, que consiste em

Problema AGM(V, A, ¢): Dado um grafo simétrico (V, A), uma fungio comprimento AGM

simétrica ¢, encontrar uma &arvore geradora de comprimento minimo.

O comprimento de uma arvore é a soma dos comprimentos das suas arestas.

Pettie e Ramachandran [31] observaram que, no pior caso, o tempo necessario para resolver
o problema da arvore geradora minima, no modelo de comparac¢io, nao é superior ao tempo
necessario para resolver o problema do caminho minimo no modelo de comparagao-adi¢ao. Desta
forma, um algoritmo para o problema do caminho minimo, pode utilizar uma subrotina que
constroi uma arvore geradora minima sem que isto comprometa o seu desempenho assintético no
pior caso.

No modelo RAM, o problema AGM pode ser resolvido em tempo linear, como descrito por
Fredman e Willard [18]. Assim, um algoritmo para o PCM, no modelo RAM, pode utilizar,
digamos, um algoritmo para o problema AGM como pré-processamento, sem comprometer a

eficiéncia tedrica do algoritmo. O algoritmo de Thorup, descrito no capitulo 6, resolve o problema

AGM em seu pré-processamento.






CAPITULO 3

Algoritmo de Dijkstra

Neste capitulo sera descrito o celebrado algoritmo de Dijkstra [11] que resolve o problema do

caminho minimo, apresentado na secao 2.1, ou seja:

Problema PCM(V, 4, ¢, s): Dado um grafo (V, A), uma fungao comprimento c de 4

em Zs e um vértice s, encontrar um caminho de comprimento minimo de s até ¢,

para cada vértice ¢ em V.

A idéia geral do algoritmo de Dijkstra para resolver o problema é a seguinte. O algoritmo
¢ iterativo. No inicio de cada iteragdo tem-se dois conjuntos disjuntos de vértices S e Q. O
algoritmo conhece caminhos de s a cada vértice em S U @ e para os vértices em S o algoritmo
sabe que o caminho conhecido tem comprimento minimo. Cada iteracao consiste em remover
um vértice apropriado de @, inclui-lo em S e examiné-lo, acrescentando, eventualmente, novos

vértices a Q.

A descricao abaixo segue de perto a feita por Feofiloff [13].

3.1 Descrigao

Para cada vértice ¢, acessivel a partir de um dado vértice s, o algoritmo de Dijkstra encontra
um caminho de s a ¢t que tem comprimento minimo. Da condi¢do de otimalidade (corolario 2.3)
tem-se que, para provar que um caminho P de um vértice s a um vértice ¢ tem comprimento
minimo, basta exibir uma fun¢ao potencial viavel d tal que ¢(P) = d(t) — d(s). Por outro lado,
a condicao de inacessibilidade (corolario 2.2) diz que se d & uma fungao potencial vidvel com
d(t) —d(s) = nC+ 1, entao ¢ nao é acessivel a partir de s, onde n é o niimero de vértices do grafo
e C := max{c(u,v) : uv € A}. A correcao do algoritmo de Dijkstra fornecera a reciproca dessas

condigoes.

PCM
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Algoritmo de Dijkstra. Recebe um grafo (V, A), uma fungao comprimento c de A
em Z > e um vértice s e devolve uma funcao predecessor 1 e uma fungdo potencial
d que respeita c¢ tais que, para cada vértice ¢, se ¢ é acessivel a partir de s, entao
7 determina um caminho de s a ¢ que tem comprimento d(¢) — d(s), caso contrario,
d(t) — d(s) =nC + 1, onde C := max{c(u,v) : uwv € A} e n:=|V|.

Cada iteragao comega com uma funcao potencial d, uma funcdo predecessor 7, e partes S, Q
eUdeV.

No inicio da primeira iteragdo d(s) = 0 e d(v) = nC + 1 para cada vértice v distinto de s,
1¥(v) = v para cada vérticev, S=0, Q ={s} e U=V \ {s}.

Cada iteracao consiste no seguinte.

Caso 1: Q =0.

Devolva d e 7 e pare.

Caso 2: Q #0.
Escolha u em @ tal que d(u) seja minimo.
S =S U{u}.
Q= Q\ {u).
U .=U.
Para cada v em V faca d'(v) := d(v) e ¥'(v) := ¥ (v).
Para cada arco uv faca
Se d'(v) > d(u) + ¢(u,v) entao
d' (v) == d(u) + c(u,v), ¥'(v) == u e removal v de U’ e acrescente a Q.
Comece nova iteracao com d', %', S’, Q" e U’ nos papéis de d, ¥, S, Q e U. ]
Nas interpretacoes intuitivas do algoritmo de Dijkstra é comum dizer que d guarda disténcias

tentativas, que S é o conjunto dos vértices examinados, @) é o conjunto dos vértices visitados
e que U é o conjunto dos vértices adormecidos. A figura 3.1 ilustra o algoritmo de Dijkstra em

acao.

3.2 Invariantes

A corregao do algoritmo de Dijkstra baseia-se nas demonstragoes da validade de uma série

de invariantes, enunciados a seguir. Estes invariantes sao afirmacgoes envolvendo os dados do

'E possivel que v ja pertenca a Q' e nao esteja em U’. Nesse caso, estas dltimas duas instrugées sao redundantes.
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Figura 3.1: Execugdo do algoritmo de Dijkstra. O vértice inicial é s. (a) exibe um grafo com
comprimento nos arcos. (b) mostra a situagao no inicio da primeira iteragdo. Se um arco (u,v)
estd sombreado, entdao 9(v) = u. Os potenciais sao os numeros préximos a cada vértice. Os
vértices pretos sao os de S, os vértices cinzas sao os de @), e os vértices brancos estdo em U.
(c)-(g) exibem a situagao apos cada iteragdo do caso 2. Os valores finais da fungao potencial d,

e da funcgao predecessor 7, sdo mostrados em (h).
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problema V, A,c e s e os objetos d,%,S,Q e U. As afirmacgoes sao validas no inicio de cada
iteracao do algoritmo e dizem como estes objetos se relacionam entre si e com os dados do

problema.
Os invariantes estao agrupados conforme os objetos envolvidos.

Estrutura do grafo. Os dois invariantes a seguir envolvem somente as partes S,Q e U. A

estrutura induzida por estas particoes é ilustrada na figura 3.2(a).

(dkl) (particao) As partes S, @ e U formam uma particio de V.

(dk2) (A(S,U) = 0) nao existe arco uv com u em S ev em U.

(c)

Figura 3.2: Tlustracdo dos invariantes. A figura (a) mostra a estrutura do grafo em relacio a
particdo S,Q e U de V (invariantes (dkl) e (dk2)). (b) exibe a relacao de ordem envolvendo
os potenciais dos vértices e as partes S, @ e U (invariante (dk3)). A figura (c) mostra os arcos
determinados pela funcao predecessor 9 (invariantes (dk4), (dk5) e (dk6)). Em (d) os arcos
“pontilhados” sao os que desrespeitam ¢, os com o simbolo “?” a0 lado sdo os que podem ou nao

respeitar ¢, e o arcos “cheios” sdo os que respeitam c (invariantes de (dk7) a (dk11)).

Funcao potencial e {S,Q,U}. O proximo invariante reflete o fato do algoritmo examinar os

vértices em ordem nao-decrescente da distancia a partir de s, ilustrado na figura 3.2(b).
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(dk3) (monotonicidade) para cada u em S, v em Q e w em U vale que?
d(u) < d(v) < d(w) =nC + 1.
Funcéo predecessor e {S,Q,U}. A estrutura da funcao predecessor em cada iteragao, descrita
pelos invariantes abaixo, esta ilustrada na figura 3.2(c).
(dk4) (9(Q) C S) Para cada u em @ vale que 7(u) estd em S.

(dk5) (identidade) Para cada u em U vale que ¥ (u) = u.

(dk6) (estrutura arborea de ) A func@o 4 restrita aos vértices em S U Q determina uma arbo-

rescéncia em (V, A) com raiz s.

Arcos onde a funcao potencial respeita ou desrespeita c. Com excessdo feita aos arcos
com ambas as pontas em @, o algoritmo sabe se d respeita ou ‘desrespeita’ ¢ em cada um dos
demais arcos do grafo. Isto ndo é nenhuma surpresa, tendo em vista que os vértices em @ tiveram
seus potenciais alterados e os arcos com ambas as pontas em @ ainda nao foram examinados. A

situacao encontra-se ilustrada na figura 3.2(d).

(dk7) (d respeita ¢ em A[S]) Para cada arco uv com u e v em S vale que

d(v) — d(u) < c(u,v).

(dk8) (d respeita ¢ em A[U]) Para cada arco uv com u e v em U vale que

d(v) —d(u) = (nC+1) — (nC+1) =0 < c(u,v).

(dk9) (d respeita c em A(S,Q) e A(Q, S)) Para cada arco uv com u em S e v em @ ou u em Q

e v em S vale que
d(v) — d(u) < c(u,v).

(dk10) (d respeita c em A(U,S) e A(U, Q)) Para cada arco uv com u em U e v em SUQ vale que
d(v) —d(u) =d@) — (nC +1) < c(u,v).
(dk11) (d desrespeita ¢ em A(Q,U)) Para cada arco uv com v em @ e v em U vale que

d(v) —d(u) = (nC + 1) — d(u) > c(u,v).

%A expressdo “d(u) < d(v) < d(w) = nC+1” deve ser entendida como uma abreviagio. Se algum dos conjuntos

envolvidos é vazio, considere as desigualdades que fazem sentido.
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Funcao potencial e funcao predecessor

(dk12) (folgas complementares) para cada arco uv tal que 9(v) = u vale que

d(v) — d(u) = e(u,v).
Para demonstrar que as afirmacoes acima sao legitimos invariantes deve-se demonstrar que:

(a) as afirmagoes valem no inicio da primeira iteragio; e

(b) se as afirmacoes valem no inicio de uma iteragdo em que ocorre o caso 2, entao as afirmagoes
também valem ao final da iteragao com d',9’, S’, Q" e U’ nos papéis de d,,S,Q e U.

De (a) e (b) conclui-se que as afirmagoes também valem no inicio da ultima iteracao; quando

ocorre o caso 1. Supondo-se, é claro, que mais cedo ou mais tarde o caso 1 sempre ocorre.

E evidente que cada uma das afirmacdes valem no inicio da primeira iteracio e nao é di-
ficil verificar (b) para cada umas das afirmacées. A seguir estdo as demonstragoes de (dkl),
(dk2), (dk3), (dk7) e (dk9) a titulo de ilustragao. Nas demonstragdes, sao feitas referéncias ao

procedimento de examinar um vértice ou arco como descrito na secdo 2.4.

Demonstracao de (dk1): Considere uma iteracao em que ocorre o caso 2. No inicio da itera-
¢ao, {S,Q,U} é uma particao de V. Portanto, antes do algoritmo examinar o vértice u tem-se
que {S',Q',U'} & uma particao de V, ja que S’ = S\ {u}, @ = QU {u}, e U’ = U. Durante
o exame de cada arco, os vértices eventualmente removidos de U’ s@o a seguir inseridos em Q.

Logo, no final da iteragao, {S’, Q’,U’} forma uma partigao de V. |

Demonstracao de (dk2): Considere uma iteracao em que ocorre o caso 2. No inicio da iteracao
tem-se que A(S,U) = 0. Imediatamente antes do vértice u ser examinado vale que S’ = S U {u}

e U’ = U. Do invariante (dk11) sabe-se que, para cada arco uv com u em S’ e v em U’
d(v) — d(u) > c(u,v).
Assim, cada arco uv com v em U’ serd, durante o exame do arco uv, removido de U’ e acrescentado

a @'. Portanto, no final da iteracao, tem-se que A(S’,U’) = 0. |

E importante notar que na demonstragao de (dk3) e (dk9) que é utilizada a escolha apropriada

do vértice u: d(u) < d(v) para cada v em Q.

Demonstracao de (dk3): Considere uma iteracao em que ocorre o caso 2. Note que ao final
da iteragao tem-se que d'(v) # d(v) se e somente se v estd em @ C (Q\ {u})UU e uv é um arco
do grafo com d(v) —d(u) > c(u,v). Ademais, se d’'(v) # d(v) entéo d'(v) = d(u) + c(u,v) < d(v).
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Do invariante (dk3) sabe-se que para cada z em S, y em @ e z em U vale que d(z) < d(y) <
d(z) = nC + 1. Assim, pela escolha de u (e como ¢ é uma funcao de A em Z ), apds examinar

o vértice u tem-se que
d(z) <d(u) <d(y) <d(z)=nC+1

para cada z em S’ = SU{u}, yem Q' ez em U’. ' |

Demonstragao de (dk7): No inicio da iteragdo tem-se que d respeita ¢ em A[S] (invariante
(dkT7)), em A(S, @), e em A(Q,S). Desta forma, no final de uma iteragao em que ocorre o caso 2
vale que d’ respeita ¢ em A[S'], pois S’ = S U {u} e d'(v) = d(v) para todo v em 5. |

Demonstragao de (dk9): Novamente, considere uma iteracdo em que ocorre o caso 2. Da
demonstragao do invariante (dk3), obtem-se que no final da iteracdo vale que d'(z) — d'(y) < 0
para cada z em S’ = SU {u}, y em Q'. Portanto, como os comprimentos dos arcos sao nao-

negativos, d’ respeita c em A(Q’,S5").
O processo de examinar u faz com que d' respeite ¢ em cada arco com ponta inicial em u. Do
invariante (dk9) sabe-se que d respeita ¢ em A(S, Q). Assim, como d'(v) = d(v) para cada v em

S" e d'(v) < d(v) para cada v em @', conclui-se que d’ respeita c em A(S’,Q’).

3.3 Corregao

A corregao do algoritmo de Dijkstra é facilmente demonstrada através dos invariantes apre-

sentados.

Teorema 3.1 (teorema da corregao): Para cada vértice t acessivel a partir de s o algo-

ritmo de Dijkstra devolve um caminho de s a t que tem comprimento minimo.

Demonstragao: Suponha que % e d sdo as fungoes devolvidas pelo algoritmo. Quando o
algoritmo péra tem-se que @ = 0 e do invariante (dkl) vale que S e U & uma parti¢ao de V.

Ao final do algoritmo, S é o conjunto de vértices acessiveis a partir de s. De fato, pelo
invariante (dk2) sabe-se que nenhum vértice de U é acessivel a partir de s, ja que A(S,U) = 0,
e pelo invariante (dk6) tem-se que para cada vértice ¢ em S a fungdo 7/ determina um caminho
de s a t, ja4 que 9 determina uma arborescéncia em (5, A[S]) com raiz em s.

Como Q = 0 e A(S,U) = 0, entdo dos invariantes (dk7) a (dk10) conclui-se que a fungao
potencial d é viavel.

Resta apenas verificar que cada caminho P com inicio em s, e determinado por 1, tem
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comprimento minimo. Suponha que £ em S é o término de P. Do invariante (dk12) obtem-se
que ¢(P) = d(t) — d(s). Finalmente, como d é viavel, pela condigdo de otimalidade conclui-se

que P tem comprimento minimo. | |

Um corolario importante da correcao do algoritmo é a seguinte especializacdo do teorema da

dualidade de programacao linear ao PCM.

Teorema 3.2 (teorema da dualidade): Seja (V, A) um grafo, ¢ uma fun¢io comprimento
de AemZ es et vértices do grafo. Set é acessivel a partir de s, entdo vale que

min{c(P) : P é um caminho de s a t} = max{d(t)—d(s) : d é uma fungao potencial vidvel}.

Demonstracao: Do lema da dualidade 2.1 tem-se que para todo caminho P’ e toda fungao
potencial viavel d’' vale que ¢(P’) > d'(t) — d’(s). O algoritmo de Dijkstra devolve um caminho
P e uma fungdo potencial viavel d tal que ¢(P) = d(t) — d(s). Logo, P é um caminho que tem
comprimento minimo e d é uma funcao potencial viavel para a qual a diferenca de potencial entre

s e t € maxima. [ |

3.4 Eficiéncia

Primeiro, é conveniente notar que d',%’,5’,Q" e U’ foram introduzidos na descricao do al-
goritmo por meras razoes técnicas: ajudam nas demonstragoes de invariantes. Desta forma, em
termos de eficiéncia, nao hé& necessidade de levar em consideragdo as instrugbes que inicializam
estes objetos, ja que estas podem ser simplesmente eliminadas da descrigdo. A descricdo pode

ser feita inteiramente em termos de d,%,S5,Q e U.

O numero de ocorréncias do caso 2 é no maximo 7, pois em cada ocorréncia é acrescentado
um novo vértice a S e {S,Q,U} & uma particao de V. Portanto, o niimero de iteragoes é no
maximo n + 1.

As duas seguintes operacoes sao as principais responsaveis pelo consumo de tempo assintético

do algoritmo:

Escolha de um vértice com potencial minimo. Cada execucao desta operagdo gasta tempo O(n).
Como o niimero de ocorréncias do caso 2 € no maximo 7, entao o tempo total gasto pelo

algoritmo para realizar essa operagao é O(n?).

Atualizacdo do potencial. Ao examinar um arco o algoritmo eventualmente diminui o potencial
da ponta final. Essa atualizacao de potencial é realizada nao mais que |A(u)| vezes ao

examinar o vértice u. Ao todo, o algoritmo pode realizar essa operacdo nao mais que
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>uev |A(u)] = m vezes. Desde que cada atualizacdo seja feita em tempo constante, o

algoritmo requer uma quantidade de tempo proporcional a m para atualizar potenciais.

Assim, o consumo de tempo do algoritmo no pior caso é O(n? +m) = O(n?). O teorema

abaixo resume a discussao.

Teorema 3.3 (consumo de tempo): O algoritmo de Dijkstra, quando executado, no

modelo de compara¢ao-adicao, em um grafo com n vértices e m arcos, gasta tempo O(n?).

Para grafos densos, ou seja, grafos onde m = Q(n?), o consumo de tempo de O(n?) do
algoritmo de Dijkstra é 6timo, pois, é necessario que todos os arcos do grafo sejam examinados.
Entretanto, se m = O(n?~€) para algum e positivo, existem métodos sofisticados, como o heap de
Johnson [24], o fibonacci heap de Fredman e Tarjan [16], que permitem diminuir o tempo gasto

para encontrar um vértice com potencial minimo, gerando assim implementacoes que consomem

menos tempo para resolver o problema.

A maneira mais utilizada para realizar as operagoes acima é através de implementacoes de

filas de prioridade, que serd objeto de estudo do préximo capitulo.

3.5 Complexidade

Fredman e Tarjan [16] observaram que como o algoritmo de Dijkstra examina os vértices
em ordem de distancia a partir de s (invariante (dk3)) entdo o algoritmo estd, implicitamente,
ordenando estes valores (ver figura 3.3). Assim, qualquer implementacao do algoritmo de Dijkstra
para o modelo de comparagao-adi¢do realiza, no pior caso, {(nlogn) comparacoes. Portanto,
qualquer implementacao do algoritmo para o modelo de comparagio-adigao faz Q(m + nlogn)

operagoes elementares.

Teorema 3.4 (limitante inferior): No modelo de comparagao-adigdao, o algoritmo de
Dijkstra, quando executado em um grafo com m vértices e m arcos, gasta tempo Q(m +
nlogn). |
Por outro lado, Thorup [40] mostrou que um algoritmo linear para ordenagao pode ser usado
em uma implementagdo do algoritmo de Dijkstra que executa um nimero de operacoes propor-

cional ao tamanho do grafo.

No préximo capitulo serd mostrada a implementagao de Fredman e Tarjan [16] para mode-

lo de comparacgao-adicao que gasta tempo O(m + nlogn). O algoritmo de Dijkstra com essa
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Figura 3.3: Esquema ilustrando como o algoritmo de Dijkstra pode ser utilizado para ordenar

A1y enn, Oy —> Dijkstra | — seqiiéncia ordenada

uma seqiiéncia de nimeros «j,. .., Gy.

implementagao é dtimo.

3.6 Versao em CWEB

Das partes S, @ e U descritas na segao 3.1, as partes S e U ndo entram na implementagao. E
a parte @ é representada através de uma fila de prioridade (segao 1.4).
Para criar () é utilizada a operagao create_pq, e as operacoes de @ serdo representadas pelas
fungoes insert, delete _min e decrease key.
(Filas de prioridade 11) =

void (xcreate_pq)(); /* cria @ */

void (xinsert)();

Vertex #(xdelete_min)();

void (xdecrease_key)();

Veja também blocos 25, 26, 27, 28, 29, 33, 34, 35, 36, 38, 42, 43, 44, 45, 48, 53, 54, 55, 56, 57, 61, 62, 63, 64 e 69.

Este codigo é usado no bloco 9.

Os itens armazenados em @ sao vértices, e como valor associado a cada um deles, temos o
potencial. O potencial em cada vértice serd representado pelo campo dist, e o predecessor pelo
campo pred.

( Definigoes 12) =
#define dist v.T
#define pred u.V

Veja também blocos 23, 40, 52, 59, 72, 89, 94, 104 e 119.

Este codigo é usado no bloco 9.
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Ser4 armazenado na variavel gsize, o nimero de vértices em Q.

(Variaveis globais 13) =

unsigned long g¢size;
Veja também blocos 24, 31, 71, 90, 103, 120 e 125.

Este cédigo é usado no bloco 9.

(Algoritmo de Dijkstra 14) =
void dijkstra(g, s)
Graph x*g;
Vertex x*s; /#* vértice inicial */
{ (Variaveis de Dijkstra 15)
(Inicializa d e 9 16)
(Inicializa a fila @ com s 17)
while ((Fila Q nao esté vazia 18)) {
(Bscolha u em @ tal que d(u) seja minimo 19)

( Examine o vértice u 20)

}
}

Este codigo é citado no bloco 10.

Este codigo é usado no bloco 9.

( Variaveis de Dijkstra 15) =
register Vertex xv, *u;

register Arc xa;

Este codigo é usado no bloco 14.

No inicio da primeira iteracao tem-se que d(s) = 0 e d(v) = nC'+ 1 para cada vértice v distinto
de s, 1 (v) = v para cada vértice v. Na implementacao, nC + 1 serd representado pela variavel
infinito.

(Inicializa d e 9 16) =

for (v = grvertices; v < grvertices + g-n; v++) {

wdist = infinito;

v pred = v;
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s»dist = 0;
num_ ezam = 0;

atualiza_ fp = 0;

Este codigo é usado no bloco 14.

Cria @ e a inicializa com o vértice inicial s.
(Inicializa a fila @ com s 17) =

create_pq(9);
gsize = 0;
insert(s);

gsize +t;

Este codigo é nsade no bloco 14.

(Fila @ nao esta vazia 18) =
(gsize > 0)

Este codigo é usado no bloco 14.

(Escolha u em @ tal que d(u) seja minimo 19)
u = delete_min();

gsize —;

Este codigo é usado no bloco 14.

Examina todos os arcos da forma uv (secao 2.4).
( Examine o vértice u 20) =
for (a = u~arcs; a; a = anext) {
v = a1ip;
(Examine o arco uv 21)

}

num__exram -+

Este codigo é usado no bloco 14.
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Faz d respeitar ¢ em uv (secdo 2.4).

21 (Examine o arco uv 21) =

if (vrdist — u~dist > a-len) { /+ se a fungao potencial nao é viavel #/
atualiza_ fp++;
if (v-dist = infinito) { /* v nao esta na fila %/
vdist = u~dist + a-len;
vpred = u;
insert (v);
gsize ++;
}
else { /* v ja estava na fila */

v dist = u~dist + alen;
vpred = u;
decrease_key (v);
}.
}

Este codigo é usado no bloco 20.

O teorema a seguir resume o namero de operagoes feitas pela implementagao acima, para

manipular a fila de prioridades Q.

Teorema 3.5 (nimero de operacoes): O algoritmo de Dijkstra, quando executado em
um grafo com n vértices e m arcos, realiza uma seqiiéncia de n operagoes insert, n opera-

¢Oes delete-min e no maximo m operagoes decrease-key. |

Diferentes maneiras de se implementar as fungoes insert, delete _min e decrease key serao

estudadas no proximo capitulo.






CAPITULO 4

Implementacoes de Filas de Prioridade

O algoritmo de Dijkstra, segundo o teorema 3.5, realiza uma seqiiéncia de 7 insert, n delete-
min e no maximo m decrease-key operagoes, em um grafo com n vértices e m arcos. Logo, o
consumo de tempo do algoritmo de Dijkstra pode variar conforme a implementacao de cada uma

dessas operagoes da fila de prioridade.

Existem muitos trabalhos envolvendo implementacoes de filas de prioridade com o intuito
de reduzir o tempo gasto pelo algoritmo de Dijkstra. Para citar alguns bons exemplos temos
(3, 7, 16].

As estruturas de dados utilizadas na implementacao das filas de prioridade podem ser divi-

didas em duas categorias, conforme as operagoes elementares utilizadas:

(1) (modelo de comparacao) estruturas baseadas em comparagoes; e

(2) (modelo RAM) estruturas baseadas em “bucketing”.

Bucketing ¢ um método de organizacdo dos dados que particiona um conjunto em partes
chamadas buckets. No que diz respeito ao algoritmo de Dijkstra, cada bucket agrupa vértices

de um grafo relacionados através de prioridades, que nesse caso, sao os potenciais.

Neste capitulo, sao descritas as implementacoes das estruturas de dados heap, D-heap e fi-
bonacci heap que sao baseadas em comparacdes e as estruturas bucket heap' e radiz heap que
trabalham no modelo RAM. Nas implementagoes, cada item da fila serd um vértice e a prioridade
desse vértice serd um valor numeérico, o seu potencial. As implementacoes foram baseadas nos

livros, Network Flows [1], Introduction to Algorithms [8], The Stanford GraphBase [27] e no livro
de Schrijver [36].

'Na literatura, a implementagao do algoritmo que utiliza buckets é conhecida como implementagéo de Dial [10].
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4.1 Heap

Um heap é uma estrutura de dados que mantém uma seqiiéncia de itens, onde cada item é
acessado através de um indice numérico. No nosso caso, os itens sdo vértices, que serao dispostos
em um vetor ) conforme o seu potencial. A organizacdo dos vértices em @ respeita a seguinte

propriedade:
Propriedade 4.1 (ordem):
d(Q[l#/2]]) < d(Q[é]), para cada posi¢do i em [2..gsize],
onde gsize representa o nimero de vértices em Q.

Intuitivamente, o vetor Q) também pode ser visto como uma arvore binaria, onde cada posicio

do vetor representa um vértice da arvore. A figura 4.1 ilustra essa representacao.

OO RO
(@) (v)

Figura 4.1: (a) um heap visto como uma arvore binaria; (b) o mesmo heap visto como um vetor.

Na implementacao, o vetor @ é simulado utilizando-se o campo utilitario z da estrutura do
SGB (segdo 1.7), ou seja, (@ + i)»z.V aponta para o vértice da posigao 4. Para simplificar a
notacao, (Q+14)~z.V é definido como Q(z). Além do mais, se Q(%) aponta para o vértice v, entdo
U+ POSICa0 = 1.
23 (Definigoes 12) +=
#define Qi) (Q +12)=z.V

#define posicao w.l

24 ( Variaveis globais 13) +=
Vertex *Q; /* heap */
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Para criar o heap @ é utilizada a funcao create_ heap.
25 (Filas de prioridade 11) +=
void create_heap (g) /# cria um heap vazio */
Graph x*g;

{

register Vertex =*v;

Q = grvertices;

for (v = grvertices; v < grvertices + g-n; v++) {
v posicao = 0;
wz.V = A

As implementacoes das operacoes insert, delete-min e decrease-key, sdao representadas pelas
fungoes insert _heap, delete_min_heap e decrease key heap.
26 (Filas de prioridade 11) +=
void insert_heap (Vertex #v);
Vertex #delete_min_ heap();
void decrease _key heap (Vertex #v);

O tempo gasto para inserir um vértice no heap é O(1), somado ao tempo consumido pela ope-
racao decrease_key heap . Essa operacao funciona como se o tltimo vértice tivesse seu potencial
alterado (diminuido), entdo é necessario o reposicionamento deste vértice em @, de modo que a
propriedade 4.1 continue sendo respeitada.

27  (Filas de prioridade 11) +=

void insert_heap (v)

Vertex #v;

vposicao = ¢size + 1;
decrease_key heap (v);

}

Em um heap, o vértice com o menor potencial se encontra na primeira posi¢ao, ou seja, em
Q(1). Porém, apds sua remogao, é preciso encontrar o novo vértice com potencial minimo. No

pior caso, essa operacio gasta tempo O(log gsize).
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28 (Filas de prioridade 11) +=
Vertex *delete_min_heap ()

{

register unsigned long p, f;
register Vertex v, xumin;

if (gsize = 0) return A,

vmin = Q(1);
v = Q(gsize);
p=1

f=p<L1; [+ f=2p«/
while (f < (gsize — 1)) {
if ((f < (gsize —1)) A(Q(f)ydist > Q(f + 1)-dist)) f++;
if (Q(f)dist > v-dist) break;
Qp) = Q(f);
Q(p)posicao = p;
p=;
f=p<L1
}
Qp) =v;
Q(p)posicao = p;
return vmin;

Diminuir o potencial de um vértice, ao visité-lo, pode tornar necessério reposiciona-lo em Q,
de modo que a propriedade 4.1 continue sendo respeitada. No pior caso, essa operagiao gasta
tempo O(log gsize).

29 (Filas de prioridade 11) +=

void decrease_key heap (v)

Vertex xv;

register unsigned long p, f;

f = v posicao;

p=f>1  [x |f/2] %/

while ((p > 0) A (Q(p)-dist > v-dist)) {
Q(f) = Qp);
Q(f)posicao = f;
f=mr
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p=f>1
}
Qf)=v
Q(f )y posicao = f;
}

Lema 4.2 (operagoes heap): Na implementacao da fila de prioridade Q, utilizando um
heap, cada operacdo insert, delete-min e decrease-key, gasta tempo O(logn). |

Portanto, do teorema 3.5 e do lema 4.2, o tempo gasto pelo algoritmo de Dijkstra utilizando

um heap, é

O(nlogn) + O(mlogn) + O(nlogn) = O(mlogn).

s

insert decrease-key  delete-min

Teorema 4.3: A implementagao do algoritmo de Dijkstra que utiliza um heap resolve o

problema do caminho minimo em um grafo com n vértices e m arcos em tempo O(m logn).

4.2 D-heap

2

Um D-heap, assim como o heap (secdo 4.1), é uma estrutura de dados que mantém uma
seqiiéncia de vértices, num vetor @, dispostos de maneira organizada em relagao a funcao poten-

cial, de maneira que:
Propriedade 4.4 (ordem):
d(Q[[(z —1)/p]]) < d(Q[é]), para cada posi¢do i em [2..gsize],

onde gsize representa o niimero de vértices em (Q e D é o maior niumero de filhos de um

vértice.

Intuitivamente, o vetor @ pode ser visto como uma arvore, em que cada vértice pertencente

a ele pode ter no maximo D filhos. A figura 4.2 ilustra a representacido de um 3-heap.

Na implementacdo, D é o maior numero de filhos de um vértice. A escolha de D é feita

dinamicamente, em relacao a max{2, [m/n]}. O motivo pelo qual D & escolhido dessa maneira
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1
2 3 4
° ° ° 1 2 3 4 5 6 7

(a) (b)

Figura 4.2: Ilustracao de um 3-heap. Em (a) o 3-heap & visto como uma érvore e em (b) como

um vetor.

é mostrado no final da secao.

31 (Variaveis globais 13) +=
unsigned long D; /* ntimero méaximo de filhos de um vértice */

A fungdo teto(1, 5) devolve [7/5]. A primeira utilidade da fungéo é encontrar um valor para D.

32 (Funcoes auxiliares 32) =
unsigned long teto(,5)
unsigned long 7;
unsigned long j;
{
return (1 %7 =0714/7:1/7+1);

}

Veja também blocos 41, 50, 60, 73, 74, 75, 86, 96, 105 e 129.

Este cédigo é usado no bloco 9.

Para criar o D-heap @ é utilizada a funcao create_ dheap.

33 (Filas de prioridade 11) +=
void create_ dheap (g) /% cria um heap vazio */

Graph #g;

unsigned long ¢;
register Vertex xuv;
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Q = grvertices;
for (v = grvertices; v < grvertices + g-n; v++) {
vposicao = 0;

}

t = teto(g~m/2, g-n); /#ntmero de arestas é o dobro do nimero de arcos */

D=t>271:2;

As implementagoes das operagoes insert, delete-min e decrease-key, sao representadas pelas
fungoes insert dheap, delete_min_ dheap e decrease key dheap.
34 (Filas de prioridade 11) +=
void insert_dheap (Vertex #v);

Vertex xdelete_min_ dheap();
void decrease_key dheap (Vertex #v);

Inserir um vértice no D-heap funciona de forma anéloga a inserir um vértice no heap.
35 (Filas de prioridade 11) +=
void insert_dheap (v)
Vertex *v;

{

vposicao = gsize + 1;
decrease_key dheap (v);

}

Assim como no heap 4.1, o vértice com o menor potencial pode ser encontrado na primeira
posic¢io, ou seja, em Q(1). E apos sua remocao, é preciso encontrar o novo vértice com potencial
minimo. No pior caso, essa operacao gasta tempo O(D logp gsize)

36 (Filas de prioridade 11) +=

Vertex #delete_min_ dheap ()

{

register unsigned long p, f, 2, ultimo_ filho;
register Vertex #v, xvmin;

if (gsize = 0) return A;

vmin = Q(1);

v = Q(gsize);
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p =1 /*os filhos do vértice da posicao p, sdo encontrados nas posicoes
pD — D+ 2,...,min{n,pD + 1} %/
f=pxD—-D+2
while (f < (gsize —1)) {
(Encontra filho f de p tal que d(f) seja minimo 37)
if (Q(f)dist > v-dist) break;

Qp) = Q(f);
Q(p)posicao = p;
fi

p —
f=p*D—D+2;
}
Q) =v;
Q(p)yposicao = p;
return vmin;

Encontra o min{Q(f)dist} para cada filho f de p.

37 (Encontra filho f de p tal que d(f) seja minimo 37) =
ultimo_ filho = (qsize —1) <p* D+ 17 (gsize —1) : px D + 1;
for (1= f+1; 7 < ultimo_ filho; i++)

if (Q(f)dist > Q(i)-dist) f =1

Este codigo é usado no bloco 36.

Diminuir o potencial de um vértice, ao visitd-lo, pode tornar necessério reposiciona-lo em Q,

de modo que a propriedade 4.4 continue sendo respeitada. No pior caso, essa operaciao gasta

tempo O(logp gsize).

38 (Filas de prioridade 11) +=
void decrease_key dheap (v)

Vertex xv;

register unsigned long p, f;

f =wv~posicao;

p = teto(f — 1, D), /# pai de um vértice é encontrado na posicao [(f —1)/D] */

while ((p > 0) A (Q(p)-dist > vdist)) {

Q(f) = Qp);
Q(f)posicao = f;
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f=n
p = teto(f —1,D);
}
Q) =
Q(f ) posicao = f;
}

Lema 4.5 (operagoes D-heap): Naimplementag¢ao da fila de prioridade Q, utilizando um
D-heap, cada operagao insert e decrease-key gasta tempo O(logp, n) e a operagao delete-min

gasta tempo O(D logpn), onde D = max{2, [m/n]}. |

Portanto, do teorema 3.5 e do lema 4.5, o tempo gasto pelo algoritmo de Dijkstra utilizando

um D-heap, é

O(nlogpn)+ O(mlogpn)+ O(nDlogpn) = O(mlogpn).

—

insert decrease-key delete-min

2

Note que o valor escolhido para D na implementacao é 6timo, pois para grafos esparsos,
isto é, quando m = O(n), o tempo gasto é O(nlogn), e para grafos nao-esparsos, isto é, quan-
do m = Q(n'*€) para algum € > 0, o tempo gasto &é O(mlogpn) = O((mlogn)/(log D)) =
O((mlogn)/(logn®)) = O((mlogn)/(elogn)) = O(m/e) = O(m). A tltima igualdade ¢ verda-
deira desde que € seja uma constante. Portanto, o tempo gasto é O(m) que é 6timo.

Teorema 4.6: A implementagao do algoritmo de Dijkstra que utiliza um D-heap re-

solve o problema do caminho minimo em um grafo com mn vértices e m arcos em tempo

O(mlogpn). i

4.3 Fibonacci heap

Um fibonacci heap é um conjunto de arborescéncias que respeitam as seguintes proprieda-

des:

Propriedade 4.7 (ordem): Para cada par (p, f), em uma mesma arborescéncia, onde p

é o pai do vértice f, d(p) < d(f) (anéloga a propriedade 4.1).
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Propriedade 4.8 (descendentes): Para cada vértice p, os filhos de p podem ser ordena-

dos de maneira que o i-ésimo filho tenha pelo menos % — 2 filhos.

Dizemos que o grau de um vértice é o seu niimero de filhos. Como conseqiiéncia da proprieda-
de 4.8 pode-se notar que todo vértice de grau k possui pelo menos Fy descendentes (incluindo

ele mesmo), onde Fj é o numero de fibonacci,
0 ifk=0
F,=<¢1 ifk=1
Fp 1+ Fpo ifk>2

ou

k

Frpo=1+4) F.
i=0

dando a entender a origem do nome fibonacci heap.

A implementagao de um fibonacci heap é feita através de uma lista ligada @, como ilustrada

na figura 4.3.
j il -
@ -------------- g -------------- 7 /.;»\ 17
@ @ ? 52 : 38
O (@) () (1)
(a) S R

Figura 4.3: Em (a) é exibido um fibonacci heap composto por trés arborescéncias. A linha
pontilhada enfatiza o fato do fibonacci heap ser formado pelo conjunto das arborescéncias. Em

(b) é ilustrada a representacao em forma de lista, mostrando os ponteiros da estrutura.

A lista @ pode ser dividida em dois tipos de listas: (1) (root) uma lista formada pelas raizes
das arborescéncias; e (2) (child) lista formada por filhos de um mesmo vértice. Cada vértice
num fibonacci heap contém sete campos, que sao: ponteiros pai, filho, direita, esquerda, que
representam listas duplamente ligadas circulares (lista root e child); grau_marca, que guarda
o nimero 2 * grau + marca, onde o grau é o grau do vértice e marca tem valor 1 se o vértice

(exceto o raiz) ja perdeu algum filho, e 0 caso contrario. Os campos predecessor () e dist (d)
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sao os mesmos utilizados anteriormente. Note que a estrutura Vertex do SGB tem seis campos
utilitarios. Entao, para implementar o fibonacci heap foi redefinida a estrutura Vertex do sgB
para sete campos.

(Definigoes 12) +=

#define pai t.V

#define filho w.V

#define direita y.V

#define esquerda 2.V

#define grau_marca z.1

As funcgbes a seguir sao responséveis por inserir e remover vértices de uma lista. A funcio
insere_na_ lista insere na lista | o vértice v e a fungao remove da_lista remove o vértice v da
lista.

(Fungoes auxiliares 32) +=

void insere_na_lista(l,v)
Vertex xl;
Vertex xuv;

{

v direita = l~direita;
(I~direita ) esquerda = v;
vresquerda =1
l»direita = v;
}
void remove_ da_lista(v)
Vertex *wv;

{

(v~ esquerda )y direita = v-direita;
(v~ direita )\ esquerda = v~esquerda;

Para criar o fibonacci heap @Q é utilizada a funcao create_fheap.
(Filas de prioridade 11) 4+=
void create_fheap (g)
Graph xg;

{

register Vertex *v;
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Q= A;

for (v = grvertices; v < gvertices + g-n; v++) {
v direita = vresquerda = v;
vgrau_ marca = 0;

vpai = v filho = A;

As implementacoes das operagoes insert, delete-min e decrease-key sao representadas pelas fun-
coes insert_fheap, delete_min_fheap e decrease key fheap.
43 (Filas de prioridade 11) 4+=
void insert_fheap(Vertex *v);
Vertex xdelete_min_ fheap();
void decrease_key fheap (Vertex #v);

Inserir um vértice no fibonacci heap significa colocé-lo na lista root. No pior caso, essa operagao
gasta tempo O(1).
44 (Filas de prioridade 11) +=
void insert_fheap (v)
Vertex *v;

{

if (@
Q=v

A) {
}

else {
insere_na_ lista(Q,v); /* insere v na lista root x/
if (vdist < Q-dist) Q =wv;
}
}

O vértice com o menor potencial no fibonacci heap se encontra na primeira posigao, ou seja,
@ aponta para o vértice com potencial minimo. Remover esse vértice implica em adicionar seus
filhos a lista root, e em seguida é necessario utilizar o bloco ( Consolidate 46 ), para atualizar o
ntimero de arborescéncias e encontrar o novo vértice com potencial minimo. Essa operagao gasta

tempo amortizado O(log gsize).
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(Filas de prioridade 11) +=
Vertex *delete_min_ fheap()
{
register Vertex xmin, *f, *v, *z, %y, *auz;
register Vertex #xA4;
register long 2, d, Dn;
min = Q;
if (min #A) {
[ = min-filho;
while (f #A) { /* se min tem filhos */ /+ para cada filho v de min */
v=[;
f = f~direita;
if w=/[) f=4
remove_da_ lista (v); /* remove v da lista child x/
insere_na_ lista(Q,v); /* insere v na lista root */
wpal = A;
}
remove_ da_ lista(min); /* remove min da lista root */
if (min-direita = min) Q = A;
else {
Q = Q-direita;
( Consolidate 46)
}
}

return min;

O bloco ( Consolidate 46) é responsavel por reduzir o nimero de raizes de Q, ou seja, reduzir
o numero de arborescéncias. Ele consiste em executar repetidamente os seguintes passos, até que

todo vértice da lista oot tenha graus distintos:

(1) encontre duas raizes = e y na lista 700t com o mesmo grau. Supoe-se que z~dist < y~dist; e
(2) junte (link) y a =, removendo y da lista root, e adicionando y como um filho de z.

A operagao (2) é feita em (Link arborescéncia y com a arborescéncia z 47)

( Consolidate 46 ) =
Dn = 1+ 8 x sizeof (long); /* 1+4log(n): nimero maximo de arborescéncias */
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if ((A = (Vertex *x) malloc(Dn * sizeof (Vertex #))) = A) {
printf ("%4s\n", err_message [ERROR_2]);
ezit(0);
}
for (i =0; 2 < Dn; i++) /* A[d] guarda vértices de grau d */
Al = A
v=Q;
do {
&=
v = v~ direita;
if (z=v) v=A;
remove_ da_ lista (z); /* remove z da lista root */
d = (int) z-grau_marca [2; /¥ 2% grau +marca */
while ((d < Dn) A (A[d] # A)) {
y = Ald];
if (z~dist > y~dist) {
QuT = T;
T =1y;
Yy = oug;
}
(Link arborescéncia y com a arborescéncia z 47)
Ald] = A;
d++;
}
A[d] = z~direita = x~esquerda = z;
} while (v # A);
Q=4
for (:=0; i < Dn; i++) {
if (Afi] # A) {
if (Q =A) Q = At} direita = A[i}esquerda = Ali);
else {
insere_na_lista(Q, A[7]);  /* adiciona A[i] na lista de root */
if (A[s}dist < Q-dist) Q = A[d];
}
}

}
[ree (A);

Este codigo é citado nos blocos 45 e 46.
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Este codigo é usado no bloco 45.

47 (Link arborescéncia ¢ com a arborescéncia z 47) =
remove_da_ lista(y); /* remove y da lista root */
[ = z=filho;
if (f) {
insere_na_ lista(f,y); /* insere y como filho de z %/

}

else z~filho = yesquerda = y~direita = y;

Yy pal = I;
zegrau_marca += 2;
yrgrau_marca = (y»grau_marca > 1) < 1; /* parte inteira da divisao por 2 e

depois multiplicada por 2 */
Este codigo é citado no bloco 46.

Este cédigo é usado no bloco 46.

Diminuir o potencial de um vértice v, ao visitd-lo, pode tornar necessario reposicioné-lo em
@, de modo que as propriedades 4.7 e 4.8 continuem sendo respeitadas. Isso é feito chamando-se
(Remove v da lista de filhos de p 49 ), onde p é o pai de v. Caso p esteja perdendo um segundo
filho, ainda é necessario chamar a funcao cascading cut para garantir a propriedade 4.8. Essa
operacgao gasta tempo amortizado O(1).
48 (Filas de prioridade 11) +=
void decrease key fheap (v)

Vertex #v;

{

register Vertex xp;

P = vrpat;

if ((p # A) A (v-dist < p-dist)) {
(Remove v da lista de filhos de p 49)

cascading _cut (p);

}
if (v~dist < Q-dist) Q = v;

}

49 (Remove v da lista de filhos de p 49) =
if (v-direita = v) pfilho = A;
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else {
if (p+filho = v) p~filho = (p-filho )~ direita;
remove_ da_ lista (v); /* remove v da lista de filhos de p */
} /* decrementa o grau de p %/
prgrau_marca —= 2;
insere_na_lista(Q,v); /# adiciona v na lista root */
vpai = A;
wgrau_marca = (v-grau_marca > 1) K 1; /# parte inteira da divisdo por 2 e

depois multiplicada por 2 */
Este codigo é citado nos blocos 48 e 50.

Este codigo é usado nos blocos 48 e 50.

A fungao cascading _cut repete o processo de ( Remove v da lista de filhos de p 49 ) até encontrar

um vértice que ainda nao tenha perdido nenhum filho.

50 (Fungdes auxiliares 32) +=
void cascading cut (v)
Vertex *v;

{

register Vertex #p;
D = vrpat;
if (p £ A) {
if (v-grau_marca % 2 = 0) v-grau_marca ++;
else {
(Remove v da lista de filhos de p 49)
cascading _cut (p);

}
}
}

Lema 4.9 (operagoes fibonacci heap): Na implementacao da fila de prioridade Q, uti-
lizando um fibonacci heap, as operagoes insert e decrease-key gastam tempo amortizado

O(1) e a operacao delete-min gasta tempo amortizado O(logn). [ |
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Portanto, do teorema 3.5 e do lema 4.9, o tempo gasto pelo algoritmo de Dijkstra utilizando

um fibonacci heap, é

O(n)+ O(m) +O0O(nlogn) = O0(m+nlogn).
—— N—— N———
insert decrease-key delete-min

Teorema 4.10: A implementagao do algoritmo de Dijkstra que utiliza um fibonacci

heap resolve o problema do caminho minimo em um grafo com n vértices e m arcos em

tempo O(m + nlogn). |

4.4 Bucket heap

Um bucket heap é uma estrutura de dados que mantém uma seqiiéncia de vértices num
vetor @ de listas ligadas. Para cada posigao k do vetor, Q(k) é uma lista ligada de vértices. Em

cada Q(k), sdo mantidos os vértices com potencial igual a k2.

Observe que nC, onde C' é o comprimento do maior arco, é um limitante superior para
qualquer distancia no grafo. Portanto, s@o necessarios no maximo nC + 1 buckets, ja que as
distancias podem variar de 0 a nC'. Porém, é possivel diminuir o nimero de buckets para C' + 1.
Observe que: (1) d(u) < d(v) para cada vértice u em S e v em Q (invariante (dk3)); e (2) para
cada vértice w em Q, d(w) = d(u) + c(u,w) para algum vértice u em S (invariantes (dk4) e
(dk12)). Portanto, de (1) e (2), d(w) = d(u) + c(u,w) < d(u) + C, onde u é o vértice escolhido
no caso 2 do algoritmo de Dijkstra. Em outras palavras, toda distancia tentativa é limitada
inferiormente por d(u), e superiormente por d(u) + C. Conseqiientemente, C' + 1 buckets sao

suficientes. Resultando na seguinte propriedade.

Propriedade 4.11 (ordem): Cada bucket Q(k mod (C + 1)) mantém os vértices com

potencial igual a k, onde C' é o comprimento do maior arco.

Os C'+ 1 buckets, numerados de [0..C], simulam as nC + 1 posi¢oes funcionando de maneira

circular. A figura 4.4 ilustra a organizacao dos buckets.

O ponteiro pos_ corrente indica a posigdo do bucket que est4 sendo visitada.

52  (Definicées 12) +=
#define pos corrente w.l

’Note que a ordem entre os vértices em Q(k) nio é importante
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[ ] k
k mod (C +1) O
L]

(a) (b)

Figura 4.4: A figura (a) enfatiza a organizagao circular dos buckets. (b) mostra que o bucket &
mod (C + 1) guarda o vértice com potencial k.

Para criar o bucket heap @ é utilizada a fungao create_ bkheap. Redefinimos Q(k) (a definigdo
anterior esta secao 4.1), de modo que seja o cabeca de lista do bucket k.

53 (Filas de prioridade 11) +=
#undef Q
#define Q(k) (Q +k)
void create bkheap (g)
Graph #g;
{
register unsigned long i;

register Vertex xv;

if ((Q = (Vertex ) malloc((C + 1) * sizeof (Vertex))) = A) {
printf ("%s\n", err_message [ERROR_2]);
ezit (0);
}
for (2=0; i< C+1; i++) {
Q1) direita = Q(z)esquerda = Q(7); /* endereco Q +1 */
}
for (v = grvertices; v < g-vertices + g-n; v++) {
vdireita = v~esquerda = v;

}

@~ pos_ corrente = 0;
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As implementacoes das operagoes insert, delete-min e decrease-key sdo representadas pelas fun-
coes insert_bkheap, delete_min_bkheap e decrease key bkheap.
54 (Filas de prioridade 11) +=
void insert_bkheap (Vertex #v);
Vertex xdelete_min_ bkheap ();
void decrease key bkheap (Vertex xv);

Como a implementagao é feita usando C' + 1 buckets, cada vértice v é inserido na posicao
v+dist mod (C + 1). Essa operacao gasta tempo O(1).
55 (Filas de prioridade 11) 4+=
void insert_ bkheap (v)

Vertex *v;

{
register unsigned long k;
k = v dist % (C + 1);
insere_na_lista(Q(k),v);

}

O vértice com o menor potencial pode ser encontrado na primeira posi¢ao nao-vazia de Q. No
pior caso, essa operacao gasta tempo O(C).
56 (Filas de prioridade 11) +=
Vertex *delete_min_ bkheap()

{

register unsigned long k;

Vertex #u; /* procura o primeiro bucket ndo-vazio */

for (k = Q-pos_ corrente; Q(k) = Q(k)direita; k = +k% (C+1)) ;
@Q-pos_ corrente = k;

u = Q (k) direita;

remove_da_ lista (u);

return u;

Diminuir o potencial de um vértice, ao visitd-lo, pode tornar necessario reinseri-lo em Q, de

modo que a propriedade 4.11 continue sendo respeitada. Essa operacdo gasta tempo O(1).
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(Filas de prioridade 11) +=
void decrease_key bkheap (v)
Vertex *v;
{
remove_ da_ lista(v);

insert_ bkheap (v);

}

Lema 4.12 (operagoes bucket heap): Na implementa¢io da fila de prioridade Q utili-
zando um bucket heap, as operagoes insert e decrease-key gastam tempo O(1) e delete-min

gasta tempo O(C). |

Portanto, do teorema 3.5 e do lema 4.12, o tempo gasto pelo algoritmo de Dijkstra utilizando
um bucket heap, é
O(n)+ O(m) + OnC) =0(m+nC).
—— N—— N——

insert decrease-key delete-min

Teorema 4.13: A implementagao do algoritmo de Dijkstra que utiliza um bucket heap
resolve o problema do caminho minimo em um grafo com n vértices e m arcos em tempo

O(m + nC), onde C é o maior comprimento de um arco. |

4.5 Radix heap

Um radix heap, assim como um bucket heap (secao 4.4), é uma estrutura de dados que
mantém uma seqiiéncia de vértices, num vetor @), onde para cada posicao k, Q(k) é uma lista
ligada de vértices. Porém, em vez de manter somente vértices com potencial k£ na (kmod(C +1))-
ésima posi¢ao do bucket, sao mantidos os vértices com potencial em um determinado intervalo.

Na implementacdo do radix heap, os intervalos sao consecutivos e tém largura 1, 1,2,4, 8, 16, ...

. Logo,
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onde K = [log(nC)] e range(k) é o intervalo do bucket Q(k). Portanto, o niimero de buckets

necessarios é 1 + K.

Propriedade 4.14 (ordem): Se range(k) é o intervalo do bucket Q(k), entdao Q(k)

mantém os vértices com potencial em range(k).

Os intervalos dos buckets mudam dinamicamente durante a execugao do algoritmo, rearranjando-
se de forma que os vértices com menor potencial fiquem nos buckets de largura 1. Por exemplo,
supondo que o primeiro bucket nao-vazio ¢ o Q(4), inicialmente, seu respectivo intervalo ¢ [8..15],
que & maior do que 1. Entao, é necessario fazer a redistribui¢ao dos intervalos da seguinte ma-

neira.
range(0) = [8]

range(1) = [9]
range(2) = [10..11]
range(3) = [12..15]
range(4) = ()
E também, & necessirio redistribuir os vértices pertencentes a @Q(4) nos buckets Q(0) , Q(1),

Q(2) e Q(3), assim os vértices que podem ser examinados estdo sempre em Q(0) e Q(1).

Na implementacao, ¢ suficiente guardar apenas o valor inicial do intervalo. Esse valor é mantido
em range e cada vértice v serd inserido no bucket Q(bucket).
(Definigoes 12) +=
#define range w.l
#define bucket z.I

A fungao log2(z) calcula o |logy z] para z > 1.
(Fungoes auxiliares 32) +=
int log2 ()
unsigned long z;

register int lg = —1;
do {
c=z>1;
lg++;
} while (z);
return lg;

}
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Para criar o radix heap @ é utilizada a fungao create_ rzheap.

61 (Filas de prioridade 11) +=
void create_ rzheap(g)
Graph x*g;

register int 4, K, range len;

register Vertex xv;

K = log2 (infinito) + 1; /#* nimero maximo de buckets */
if ((Q = (Vertex x) malloc((1 + K) * sizeof (Vertex))) = A) {

printf ("%s\n", err_message [ERROR_2]);
ezt (0);

}

Q(0)+direita = Q(0)-esquerda = Q(0);

Q(0)range = 0;

for (: = range_len =1; i1 < K; i++) {
Q(z)direita = Q(2)esquerda = Q(1);
Qi) range = Q(i — 1)range + range_ len;

if (1# 1) range len <=1; [* range_len = range len * 2 x/

}

for (v = grvertices; v < grvertices + g=n; v++) {
v direita = v-esquerda = v;
wbucket = K; /* indica que v estd em Q(K) */
}
}

As implementacgoes das operagoes insert, delete-min e decrease-key sao representadas pelas fun-

coes insert rzheap, delete _min_rzheap e decrease key rzheap.
62 (Filas de prioridade 11) +=
void insert_rzheap(Vertex #v);
Vertex xdelete_min_rzheap ();

void decrease _key rzheap (Vertex #v);

A insercao dos vértices é feita respeitando-se os intervalos. No pior caso, essa operacao gasta

tempo O(log(nC)).
63 (Filas de prioridade 11) +=
void insert_rzheap (v)
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Vertex #v;

{

register unsigned long k;

for (k = v-bucket; k > 0; k—) { /* encontra o bucket para inserir v */
if (vdist > Q(k)range) break;

}

v bucket = k;

insere_na_ lista (Q(k),v);

O vértice com o menor potencial é encontrado em @Q(0) ou Q(1). Caso ndo haja vértices nessas
posicoes é necessario fazer a redistribuicdo dos intervalos, e reinserir os vértices nos buckets
corretos. No pior caso, essa operagao gasta tempo O(log(nC)).

64 (Filas de prioridade 11) +=

Vertex *delete_min_rzheap ()

{

register unsigned long range len, k, ¢, min;

register Vertex #u;

if ((Q(0) = Q(0)-direita) A (Q(1) = Q(1)direita)) {
(Encontra a posi¢ao k& do primeiro bucket nao-vazio 65 )
(Encontra o valor do menor potencial em Q(k) 66 )
(Redistribui os intervalos 67)

}

k = (Q(0) = Q(0)-direita) 7 1 : 0;

u = Q(k)direita;

remove_ da_lista (u);

return u;

65 (Encontra a posi¢ao & do primeiro bucket ndo-vazio 65) =
for (k =2; Q(k)ydireita = Q(k); k++) ;

Este codigo é usado no bloco 64.

If

66 ( Encontra o valor do menor potencial em Q(k) 66 )
for (u = Q(k)direita, min = infinito; u # Q(k); u
if (udist < min) min = u-dist;

= u~direita)
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Este codigo é usado no bloco 64.

67 (Redistribui os intervalos 67) =
Q(0)range = min;
for (range len =i=1; 1 <k —1; i++) {
Q(iyrange = Q(1 — 1) range + range_len;
if (1 # 1) range len <= 1;
} /* o k-ésimo intervalo fica vazio */
Q(k)yrange = infinito;
(Remove e distribui os vértices de Q(k) nos buckets anteriores 68 )

Este c6digo é usado no bloco 64.

68 (Remove e distribui os vértices de Q(k) nos buckets anteriores 68) =
for (u = Q(k)direita; Q(k) # u; u= Q(k)direita) {
remove_da_ lista(u);
1 = u~dist — Q(0)range;
u~bucket = (1 =0) 70 : log2 (i) + 1;
insert_ rzheap (u);

}

Este codigo é usado no bloco 67.

Diminuir o potencial de um vértice, ao visitd-lo, pode tornar necessario reinseri-lo em Q, de
modo que a propriedade 4.14 continue sendo respeitada. Essa operacao gasta tempo O(1), pois
o tempo gasto por insert rzheap, j& inclui as reinsercoes dos vértices.
69 (Filas de prioridade 11) +=
void decrease_key rzheap (v)
Vertex xv;
{
remove_ da_ lista (v);
insert_rzheap (v);

}
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Lema 4.15 (operagoes radix heap): Na implementacao da fila de prioridade Q, utilizan-
do um radix heap, as operagoes insert e delete-min gastam tempo O(log(nC)) e a operagdo

decrease-key gasta tempo O(1). |

Portanto, do teorema 3.5 e do lema 4.15, o tempo gasto pelo algoritmo de Dijkstra utilizando

um radix heap, é

O(nlog(nC))+ O(m) + O(nlog(nC))= O(m +nlog(nC)).
S—_— SN—— —_—

insert decrease-key ~ delete-min

Teorema 4.16: A implementagao do algoritmo de Dijkstra que utiliza um radix heap
resolve o problema do caminho minimo em um grafo com n vértices e m arcos em tempo

O(m + nlog(nC)), onde C' é o maior comprimento de um arco. |

4.6 Eficiéncia

A figura 4.5 resume o que foi visto neste capitulo, com relagdo aos tempos gasto para cada

implementacao de ). No fibonacci heap, o tempo gasto é amortizado.

” heap [ D-heap I fibonacci heap I bucket heap I radix heap I
insert O(logn) O(logpn) 0(1) 0(1) O(log(nC))
delete-min O(logn) | O(Dlogpmn) O(logn) 0(C) O(log(nC))
decrease-key || O(logn) O(logpn) 0(1) 0(1) 0(1)
Dijkstra " O(mlogn) I O(mlogpn) I O(m + nlogn) | O(m + nC) | O(m + nlog(nC))

Figura 4.5: Eficiéncia das implementagoes de uma fila de prioridade.






CAPITULO 5

Algoritmo de Dinitz-Thorup

O algoritmo apresentado neste capitulo & um primeiro passo para o projeto de um algoritmo
linear, no modelo RAM, para o problema do caminho minimo (PCM) restrito a grafos simétricos

com fungoes comprimento simétricas.

Um componente fundamental no algoritmo de Dijkstra é a escolha apropriada do préximo
vértice a ser examinado: escolha um vértice u em um certo conjunto @ de vértices visitados tal
que o potencial ou distancia tentativa d(u) associada a u é minimo. Devido a esta escolha, tem-se
que os vértices do grafo sao examinados em ordem crescente de distancia a partir de um dado
vértice origem! e que qualquer implementagéao do algoritmo de Dijkstra, no modelo comparacao-
adigao, faz Q(nlogn) comparagoes (secdo 3.5). Assim, qualquer variante do algoritmo de Dijkstra
que tem a pretensao de executar um ntimero de operagdes proporcional ao tamanho do grafo nao

pode ser tao seletiva em relagdo ao préximo vértice a ser examinado.

Dinitz [12] observou que se § é o menor comprimento de um arco entdo, no algoritmo de
Dijkstra, pode-se escolher o préximo vértice a ser examinado da seguinte maneira: escolha u em
Q tal que

min{d(v) : v € Q} < d(u) < min{d(v) :v € Q} + 4.
Dinitz combinou esta observacao a uma particdo (bucketing) dos vértices do grafo a fim de
determinar um conjunto de vértices que podem ser examinados em qualquer ordem: os vértices

com potenciais em? [min{d(v) : v € Q}.. min{d(v) : v € Q} + 4]

O algoritmo que nesta dissertagao é chamado de algoritmo de Dinitz-Thorup foi apresentado
por Thorup [39]. Este algoritmo combina dois ingredientes, a saber, a idéia de bucketing de
Dinitz para determinar vértices que podem ser examinados em qualquer ordem e uma certa
decomposicao do grafo proposta por Thorup, descrita na préxima secao. Este algoritmo é um
estagio intermediario entre o algoritmo de Dijkstra (capitulo 3) e algoritmo de Thorup, estudado

no préximo capitulo.

'Esta ordem é conseqiiéncia do invariante da monotonicidade (dk3) do algoritmo de Dijkstra.
2Para § = 0 a observagio de Dinitz coincide com a implementacio do algoritmo de Dijkstra.

PCM
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5.1 Particoes, variante do PCM e elementos maduros

Seja (V, A) um grafo, ¢ uma fungao comprimento de A em Z, e § um nimero inteiro. Uma
particao P de V & uma d-particdo (em relagdo a c) se todo arco com ponta inicial e ponta final

em elementos distintos de P tem comprimento pelo menos § (figura 5.1).

Figura 5.1: Ilustragao de uma d-particao P = {X,Y, Z, W}.

O algoritmo descrito na proxima secao resolve a seguinte variante do problema do caminho

minimo:

Problema PCMV(V, 4,¢,d,P,s): Dado um grafo (V, A), uma fun¢ao comprimento
c de A em Z 5, um inteiro positivo d, uma d-particao P e um vértice s, encontrar um

caminho de comprimento minimo de s até ¢, para cada vértice ¢ em V.

Um algoritmo para o PCMV pode ser facilmente adaptado para resolver o PCM: basta tomar
P :={{v} :v € V} e d:= min{c(u,v) : uv € A}.

Vale a pena chamar a atencao para o seguinte fato. Do ponto de vista da definigdo do
problema faz sentido permitir 6 = 0. Entretanto, os algoritmos e implementagoes neste e no
proximo capitulo utilizam § como denominador de expressoes. O tipo de divisdo por § utilizada

se reduz a um simples shift, que no modelo RAM, consome tempo constante.

Para resolver o PCMYV o algoritmo de Dinitz-Thorup, como o algoritmo de Dijkstra, mantém,
entre outros objetos, uma fungao potencial d e o conjunto Q dos vértices visitados. E dito que

um elemento X da d-particdo dada é madurose QN X #0 e
min{d(v) :v € Q} < min{d(v) : v € QN X} <min{d(v) : v € Q} + 4.

A primeira desigualdade acima é 6bvia. A segunda desigualdade &, de fato, a condicao.
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5.2 Descrigao

O algoritmo de Dinitz-Thorup resolve o PCMV e devolve os mesmos certificados que o algorit-
mo de Dijkstra, a saber, uma fungao predecessor codificando os caminhos compactamente e uma
funcao potencial vidvel atestando a minimalidade dos caminhos e a eventual nao-acessibilidade

de alguns vértices.

Algoritmo de Dinitz-Thorup. Recebe um grafo (V, A), uma fungado comprimento
cde A em Z5, um inteiro positivo §, uma J-particio P e um vértice s, e devolve
uma fungao predecessor 1/ e uma funcdo potencial d que respeita ¢ tais que, para
todo vértice ¢, se ¢ é acessivel a partir de s, entao 9 determina um caminho de s
a t que tem comprimento d(t) — d(s), caso contrario d(t) — d(s) = nC + 1, onde
C := max{c(u,v) : uv € A}.

Cada iteracao comega com uma funcao potencial d, uma fungao predecessor 9, partes S, Q e
UdeV.

No inicio da primeira iteragdo d(s) = 0 e d(v) = nC + 1 para cada vértice v distinto de s,
1(v) = v para cada vértice v, S =0, Q= {s}, U =V \ {s}.

Cada iteragao consiste em:

Caso 1: Q =0.
Devolva d e 1 e pare.
Caso 2: Q#0

Escolha X em P tal que X é maduro.

Escolha v em @ N X tal que d(u) é minimo.

S =S U {u}.
Q= Q\ {u}.
U :=U.

Para cada v faga d'(v) := d(v) e ¥'(v) :== 9 (v).
Para cada arco uwv faca
Se d(v) > d(u) + c(u,v) entao
d'(v) == d(u) + c(u,v), ¥'(v) :=u e remova® v de U’ e acrescente a Q'

Comece nova iteragao com d', 9', S',Q" e U’ nos papéis de d, 1, S,Q e U. |
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Figura 5.2: Execugao do algoritmo de Dinitz-Thorup. (a) exibe um grafo com comprimentos nos
arcos junto com uma 3-parti¢ao cujos elementos sao os conjuntos X, Y, W, z da figura. O vértice
inicial é s. (b) mostra a situagdo no inicio da primeira iteracdo. Se um arco uv esta sombreado,
entao %(v) = u. Os potenciais sao os nimeros proximos a cada vértice. Os vértices pretos sdo os
de S, os vértices cinzas sao os de @, e os vértices brancos sao os de U. (c) — (g) exibem a situacao
apos cada iteragdo do caso 2. Os valores finais da fungao potencial d, e da funcio predecessor 1,

sdo mostrados em (h).
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Se § = 0 o algoritmo de Dinitz-Thorup, em sua forma abstrata, examina os vértices na mesma
ordem crescente de distdncia que o algoritmo de Dijkstra. A situacao de interesse é quando esta
ordenacao implicita, pela distdncia a partir da origem s, pode ser evitada, e isto ocorre quando
d € um inteiro positivo (quanto maior, melhor). Uma simulacao do algoritmo de Dinitz-Thorup

estd ilustrada na figura 5.2, onde no momento, os vetores ao lado dos grafos devem ser ignorados.

5.3 Invariantes

O algoritmo de Dinitz-Thorup mantém todos os invariantes do algoritmo de Dijkstra (se-
¢ao 3.2), exceto aquele que é o responsével pela ordem que os vértices sao examinados, o invariante
da monotonicidade (dk3).

No lugar do invariante da monotonicidade o algoritmo de Dinitz-Thorup mantém os dois

invariantes a seguir, onde o primeiro envolve a particao P e o segundo envolve o niimero J.

(dt1) (monotonicidade local) para cada parte X de V em P e para cadau em SNX, vem QNX

ew em UNX vale que?
d(u) < d(v) < d(w) =nC + 1.

(dt2) (monotonicidade relaxada) para cada uw em S, v em Q e w em U vale que

d(u) < d(w) +6 < dw) =nC +1.

Os invariantes estao ilustrados na figura 5.3

O algoritmo mantém os invariantes (dk1) e (dk2) de estrutura, os invariantes (dk4), (dk5) e
(dk6) envolvendo a fungdo predecessor e {S,Q,U}, os invariantes de (dk7) a (dk11) dos arcos
onde a funcao potencial respeita ou desrespeita c e o invariante (dk12) das folgas complementares.

A seguir estao as demonstracoes de (dt1) e (dt2) e uma nova demonstragao de (dk9), ja que
a demonstragao de (dk9), apresentada no capitulo 3, faz uso do invariante da monotonicidade,

que no, algoritmo de Dinitz-Thorup, foi substituido pelos invariantes (dt1) e (dt2).

Demonstracao de (dt1): Considere uma iteragao em que ocorre o caso 2. Ao final da iteracao
tem-se que d’'(v) # d(v) se e somente se v estd em Q' C (Q\ {u}) UU e uv é um arco do grafo
com d(v) — d(u) > c(u,v). Ademais, se d’(v) # d(v) entdo d'(v) = d(u) + c(u,v) < d(v).

Do invariante (dt1) sabe-se que para cada z em SN X,y em QN X e z em U N X vale que
d(z) < d(y) < d(z) =nC + 1. Assim, pela escolha de X e u (e como ¢ é uma fungao de A em

3E possivel que v ja pertenca a Q' e nio esteja em U’. Nesse caso estas tltimas duas instrucdes sio redundantes.
4Se alguma das intersecgbes é vazia, considere apenas as desigualdades que fazem sentido.
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dlu) < dw) < dw)=nC+1
_’E_ X
Y
; . .

diu) < dv)+6 < dw)=nC+1
(c) (d)

Figura 5.3: Tlustracao dos invariantes. X,Y e Z sdo os elementos da d-particio. Figura (a)
mostra a estrutura do grafo em relagao & particdo S,Q e U de V (invariantes (dk1) e (dk2)),
onde os arcos que cruzam as linhas tracejadas tém comprimento pelo menos 6. (b) e (c) exibem a
relacao de ordem envolvendo os potenciais dos vértices, as partes S, Q e U bem como os elementos
X,Y e Z da j-partigao (invariantes (dt1) e (dt2)). Em (d) os arcos determinados pela funcéo
predecessor 7 sao exibidos (invariantes (dk4), (dk5) e (dk6)).
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Z ), ap6s examinar o vértice u tem-se que
d(z) <du) <d(y) <d(z)=nC+1

paracadaz em S'NX =(SU{u})NX,yem Q@ NX ezem U' N X.

Seja agora Y um elemento em P distinto de X. Sejam z um vértice em S'NY = (SU{u})NY,
y um vértice em Q@' NY e z um vértice em U’ NY. Se d'(y) = d(y), entdo pelo invariante (dt1)
vale que
d(z) =d(z) < d(y) =d'(y) < d(z) =nC+ 1.
Suponha que d'(y) < d(y) e nesse caso d'(y) = d(u) + c(u,y) > d(u) + d. Do invariante (dt2)
sabe-se que d(z) < d(u) + d e portanto,

d'(z) =d(z) < d(u) +d < d'(y) < d(z) =nC + 1.
O que conclui a demonstracao do invariante (dt1). |

Demonstragao de (dt2): Considere uma iteracio em que ocorre o caso 2. E claro que ao final
da iteragao vale que d'(w) = nC + 1, para cada w em U’. Além disso, combinando os invariantes
(dk4), (dk5) e (dk6) que envolvem a funcdo predecessor e {S,Q,U} e o invariante (dk12) das

folgas complementares, obtem-se que
dW)+6<dw)+d< (n—1)C+§<nC+1=dw),
para cada v em @' e w em U’. Assim, nos concentraremos em verificar que para cada z em S’ e
y em @', ao final da iteracdo, vale que d'(z) < d'(y) + .
Seja £ um vertice em S’ e y um vértice em Q’. Se ao final da iteragao, d’(y) = d(y), entdo

pela escolha de X e u e pelo invariante (dt2) tem-se que

d(z) = d(z) < d(y) + 0 = d'(y) + 4.

Assim, suponha que, ao final da iteragao, vale que d'(y) < d(y). Portanto, d(u) < d(u) +
c(u,y) = d'(y). Do invariante (dt2), tem-se que d(z) < d(u) + §. Portanto,

d'(z) =d(z) <d(u) +d < d(y)+6.

Demonstracao de (dk9): Novamente, considere uma iteracdo em que ocorre o caso 2. Do
invariante (dt1), obtem-se que no final da iteracao vale que d'(z) — d'(y) < 0 para cada z em
SNY =l u{u})NY,yem Q' NY, onde Y & um elemento de P. Ademais, do invariante
(dt2), sabe-se que d'(z) — d'(y) < ¢ para cada z em S'NY ey em Q"N Z, onde Y e Z sao
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elementos distintos de 7. Portanto, como os comprimentos dos arcos sao nao-negativos e P &
uma J-particao, d’ respeita ¢ em A(Q’, S).
O processo de examinar u faz com que d’ respeite ¢ em cada arco com ponta inicial em u. Do

invariante (dk9) sabe-se que d respeita c em A(S, Q). Assim, como d'(v) = d(v) para cada v em
S’ e d'(v) < d(v) para cada v em @', conclui-se que d’ respeita ¢ em A(S’, Q'). |

5.4 Correcao

A correcao do algoritmo de Dinitz-Thorup é facilmente demonstrada através dos invariantes
apresentados. Mais ainda, a demonstragao da correcdo do algoritmo de Dinitz-Thorup é textu-
almente a mesma da corregdo do algoritmo de Dijkstra (secao 3.3), ja que este ultimo nio utiliza

o invariante da monotonicidade (dk3).

Teorema 5.1 (teorema da corregao): Para cada vértice t acessivel a partir de s o algo-

ritmo de Dinitz-Thorup devolve um caminho de s a t que tem comprimento minimo.

Demonstracao: Textualmente a mesma do teorema 3.1.

5.5 Eficiéncia

Como no algoritmo de Dijkstra, d’,9’, S’, Q" e U’ foram introduzidos na descricio do algoritmo
por meras razoes técnicas. Em termos de eficiéncia, nao ha necessidade de levar em consideracio
as instrugoes que inicializam estes objetos. A descri¢ao pode ser feita inteiramente em termos de
d,,S,QeU.

Uma possivel implementacao do algoritmo de Dinitz-Thorup é a seguinte. Seja A := |(nC +
1)/d]. Os elementos de P sdo mantidos em buckets B(0), B(1),...,B(A). Para cada i em
[0..A — 1], B(%) contém os elementos maduros X de P tais que

10 <min{d(v) :v € QNX}<(E+1)6 -1,
ou, equivalentemente,
i = |min{d(v) : v € QN X}/4].

O bucket B(A) contém os elementos X de P tais que QNX =0 e UN X # (. Desta forma,
Q = 0 se e somente se B(i) = () para cada 7 em [0..A — 1].

Em cada iteracao, para escolher um elemento maduro X da d-particio P basta encontrar o
menor k em [0..A — 1] tal que B(k) é ndo-vazio. Devido ao invariante das folgas relaxadas (dt2),
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os elementos maduros podem ser escolhidos pelo algoritmo a medida que os buckets sdo visitados
na ordem B(0), B(1),...,B(A —1). As operagbes principais envolvendo os buckets sdo remocoes
e insergoes. Suponha que cada bucket é representado através de uma lista ligada. Assim, cada
operacao de remocdo e insercao de elementos de P em buckets pode ser realizada, no modelo
RAM, em tempo constante: para determinar o bucket B(k) que contém um certo elemento X
de P basta computar k = |min{d(v) : v € X \ S}/d]. Portanto, o consumo total de tempo das
operacoes envolvendo os buckets é proporcional a n + m + A. Na simulagdo do algoritmo de

Dinitz-Thorup, ilustrada na figura 5.2, os buckets sao representados pelo vetor ao lado de cada

grafo.

Teorema 5.2 (consumo de tempo): O algoritmo de Dinitz-Thorup, quando executado,
no modelo RAM, em um grafo com n vértices e m arcos, gasta tempo O(n+m+ A) mais
o tempo necessario para manter o vértice com menor potencial em X \ S, para cada X

na §-parti¢ao, onde A = |(nC + 1)/d| e C é o maior comprimento de um arco. |

5.6 Versao em CWEB

Conforme visto na segao anterior, a implementacao do algoritmo de Dinitz-Thorup usa os
buckets B(0), B(1),...,B(A) para manter os elementos de uma dada d-partigdo P, que neste
caso, é representada por um grafo p, cujos vértices sao os elementos de P. A figura 5.4 mostra a

representacdo de P interpretada pelo programa.

Vi

Figura 5.4: Cada elemento V; da d-particao P é representado por um vértice p; do grafo p. Cada
arco de p tem ponta inicial em algum vértice p; e ponta final em algum vértice do grafo de
entrada. Os arcos pontilhados sao os arcos do grafo de entrada e tém comprimento pelo menos 4.

(Variaveis globais 13) +=
Vertex +B; /* bucket %/
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A implementagao utiliza os seguintes ponteiros para cada vértice: proz_elemento e ant_ elemento
que mantém uma lista de elementos da J-particdo P em cada B(4); o ponteiro elemento indica,
para cada vértice de G (grafo de entrada), a qual elemento de P ele pertence; maduro aponta
para os vértices de G' que minimizam d em cada elemento de P; e status indica se um vértice de

G ou elemento de P foi examinado ou nao.

(Definicoes 12) +=

#define proz_elemento s.V /* proxima elemento da lista */

#define ant_elemento t.V /* elemento anterior da lista */

#define elemento y.V /* aponta para o elemento de P que contém o vértice */
#define maduro z.V /* proximo vértice que pode ser examinado */

#define status =z.I
#define B(z) (B +1)

Conforme as implementagdes de filas de prioridade (capitulo 4), na implementagio do algo-
ritmo de Dinitz-Thorup também teremos as operagoes insert, delete-min e decrease-key que sao

representadas pelas fungoes insert_ dinitz, delete_min_ dinitz e decrease_key dinitz.

A fungao insert_ dinitz, insere um elemento = de p no bucket B(4). O tempo gasto por essa
fungao & O(1).
( Funcdes auxiliares 32) +=
void insert dinitz(z,1)
Vertex #z;
long 1;
{
z-ant_elemento = B(3);
z+proz_elemento = B(i)}proz_ elemento;
(B(i}yproz_elemento)ant_elemento = ;

B(i)proz_elemento = x;

}

A fungao delete_min_ dinitz remove o vértice, que tem o menor potencial, do elemento z e
escolhe o novo vértice cujo potencial é minimo. Se todos os vértices de z ja foram examinados,
z~status = EXAMINADO. Caso contrario, z~maduro aponta para o vértice com o menor potencial.

O tempo gasto por essa fungao & O(|z|), onde |z| é o ntimero de vértices de z.

®Na implementagdo um elemento de P & um vértice de p.
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74  (Funcoes auxiliares 32) +=
Vertex xdelete_min_ dinitz (z)

Vertex xz;

register Vertex u, *v;
register Arc xa;
u = x+maduro;
u~status = EXAMINADO; /* Escolhe o novo minimo de z */
o~ dist = infinito;
z-maduro = A;
for (a = zarcs; a; a = a nest) { /* percorre os vértices do elemento z */
v = atlip;
if (v-status = EXAMINADO) continue;
if (vdist < z-dist) {
o+ dist = v dist;
wmaduro = v;
}
}

if (z#maduro = A) z-status = EXAMINADO;

return u;

A funcao decrease key dinitz remove, usando a funcao remove elemento, e move, caso ne-
cessario, um elemento y do bucket atual para o bucket B(|d(v)/d]), onde v é um vértice que
pertence ao elemento y. O tempo gasto por essa fungéo é O(1).

75  (Fungoes auxiliares 32) +=
void remove_ elemento (z)
Vertex *z;

{

(zproz_elemento)ant_elemento = z~ant_elemento;

(z-ant_ elemento ;proz_elemento = z~proz_ elemento;

}

void decrease_key dinitz (v, dt)
Vertex #v;
long dt;

{

register Vertex *y;
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register long 1, j;
y = velemento; /* vy é o elemento que contém v */
if (v-dist < y-dist) {
j = (long) y~dist /dt; /* guarda a posicao antiga */
Y dist = v dist;
ymaduro = v;
1 = (long) v-dist/dt; [* |d(v)/d] */

if (4 <) {
remove__ elemento (y); /* remove y do bucket atual %/
insert_ dinitz(y,1); /* insere y em B(z) x/

}
}
}

76  (Algoritmo de Dinitz-Thorup 76) =
void dinitz(g, dt,p, s)
Graph #g;
long dt; /#* arestas com comprimento pelo menos dt */
Graph #p; /* p é a dt-particao*/
Vertex xs; /* vértice inicial */
{ (Variaveis de dinitz 77)
(InicializacGes de dinitz 78)
( Coloque os elementos de p nos buckets B(0), B(1),..., B(dtg) 79)
for (k=0; k < dtg; k++) {
while (B(k) # B(k)proz_elemento) {
(Seja z um elemento em B(k) 80)
(Escolha u em z tal que d(u) seja minimo 81)
( Examine vértice u 82)
( Verifique se z deve mudar de bucket 84)

}

}
free(B);

}

Este codigo é usado no bloco 9.

77 ( Variaveis de dinitz 77) =
register Vertex xv, *u;
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register Vertex x*z; /* elementos de p x/
register Arc xa;

register long 1, k;

register long dtg = 0; Jx A %/

Este codigo é usado no bloco 76.

Inicializa d e 9 como no algoritmo de Dijkstra (secdo 3.6). Além disso, o minimo de cada
partigao € inicializado com infinito, com excegao da partigdo que contém o vértice inicial s.
(Inicializacoes de dinitz 78) =

for (v = grvertices; v < grvertices + g-n; v++) {

z = velemento;

zdist = v dist = infinito;

vpred = v;

wstatus = v-status = NAO_EXAMINADO;

}

s+dist = 0;
(svelemento ) dist = 0; /* inicializa o elemento que contém s */
(svelemento Fmaduro = s; /* d(s) é minimo no elemento s-elemento */

Este codigo é usado no bloco 76.

(Coloque os elementos de p nos buckets B(0), B(1),...,B(dtg) 79) =
if (dt <0) {
printf ("%s\n", err_message [ERROR_4]);
ezit (0);
}
dtg = (long)(infinito /dt) + 1;
if ((B = (Vertex %) malloc(dtg * sizeof (Vertex))) = A) {
printf ("4As\n", err_message [ERROR_2]);
ezit (0);
}
for (1 =0; 7 < dtg; i++) { /+ Inicializa cabecas de lista */
B(i)rant_ elemento = B(i)proz_elemento = B(3);
}
for (z = prvertices; = < prvertices + pn; z++) {
1 = (long)(z~dist /dt); /* posicao do bucket em que z sera inserido */

insert_ dinitz (z,1); /* insere z no bucket B(z) */
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}

Este codigo é usado no bloco 76.

(Seja z um elemento em B(k) 80) =
z = B(k)proz_elemento;

Este cédigo é usado no bloco 76.

( Escolha u em z tal que d(u) seja minimo 81) =
u = delete_ min_ dinitz (z);

Este cédigo é usado no bloco 76.

( Examine vértice u 82) =

for (a = u~arcs; a; a = a nest) {
v = a-tip;
(Examine a aresta uv 83)

}

Este cédigo é usado no bloco 76.

Faz d respeitar ¢ em uv (segdo 2.4).
(Examine a aresta uv 83) =
if (v-dist —u-dist > a~len) { /* se a fungao potencial nao é viavel x/
v dist = u-dist + a-len;
vpred = u;
decrease_key dinitz (v, dt);

}

Este coédigo é usado no bloco 82.

( Verifique se z deve mudar de bucket 84) =
if (2-status = EXAMINADO) { /# todos os vértices de z ji foram examinados */

remove__ elemento(z); /* remove = do bucket atual */
}
else {
i = (long) z~dist/dt; /* nova posi¢ao do elemento z */

if (i>k) {
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remove__ elemento (z); /* remove z do bucket atual */
insert_ dinitz(z,1); /* insere = no bucket B(z) */
}
}

Este codigo é usado no bloco 76.

Lema 5.3 (operagdes Dinitz-Thorup): A implementagao de Dinitz-Thorup executa as

operagoes insert_ dinitz e decrease_ key_dinitz em tempo O(1) e delete_min_ dinitz em

tempo O(n). |

Portanto, do teorema 5.2 e do lema 5.3, essa implementacao do algoritmo de Dinitz-Thorup

gasta tempo
O(n) + O(m) + 0(n?) + 0(A) =0n*+m+A).
N——~ N~ N—— N——

insert_dinitz decrease key dinitz delete_min_dinitz percorrer os buckets

Teorema 5.4: A implementacao do algoritmo de Dinitz-Thorup resolve o PCMV em
um grafo com n vértices, m arcos e uma d-particdo em tempo O(n? + m + A), onde

A =|(nC+1)/é]| e C é o maior comprimento de um arco. |
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CAPITULO 6

Algoritmo de Thorup

O algoritmo apresentado neste capitulo, devido a Mikkel Thorup [39], resolve o seguinte
problema do caminho minimo restrito a grafos simétricos com fungGes comprimento simétricas,

em tempo e espaco linear, no modelo RAM:

Problema PCMS(V, A4, ¢, s): Dado um grafo simétrico (V, A), uma fungio compri- PCMS
mento simétrica ¢ de A em Z . e um vértice s, encontrar um caminho de comprimento

minimo de s até ¢, para cada vértice ¢ em V.

Da mesma forma que o algoritmo de Dinitz-Thorup (capitulo 5), o algoritmo de Thorup
utiliza a idéia de d-partigao e bucketing, para determinar vértices que podem ser examinados
em qualquer ordem. Em linhas gerais, a fim de evitar o custo computacional de examinar os
vértices do grafo conforme a distancia do vértice origem s, Thorup juntou a este bucketing uma
certa decomposicao hierdrquica do grafo e aplicou o algoritmo de Dinitz-Thorup recursivamente

a cada elemento desta decomposicao.

6.1 Familia laminar e representacao arboérea

Seja V um conjunto finito. Uma familia £ de partes de V' é laminar se para todo par X e
Y de elementos de L valeque X CY ouY C X ou XNY =0. Se X e Y sdo elementos de £
tais que X é um subconjunto maximal propriamente contido em Y entdo é dito que X é filho
deY eY épaide X.

Uma representacdo arbérea de uma familia laminar £ é um grafo (£, .A) tal que (¥, X)
é um arco em A se e somente se X é um filho de Y. Logo, (£,.A) é a uniao de arborescéncias.
A ilustragao de uma familia laminar e sua representacao arbérea pode ser vista na figura 6.1.
Um elemento X em (£, A) é dito uma folha se X é uma folha da arborescéncia de (£,.A) que

contém X. Os elementos em £ que nao sao folhas sao chamados de internos.
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Figura 6.1: A figura (a) mostra o diagrama de Venn de uma familia laminar £. (b) é a represen-
tacao arborea (L£,.A). O nivel de X & 2 e a altura de (£, 4) ¢ 3.

Os ancestrais de um elemento X sao todos os elementos de £ no caminho da raiz da

arborescéncia contendo X até X.

O nivel de um elemento X de £ é o comprimento do caminho da raiz da arborescéncia de

(L, A) que contém X até X. A altura de £ é o maior nivel de um elemento X de L.

Uma familia £ de partes de V é W-completa para alguma parte W de V se: (cl) L é
laminar; (c2) V estd em L; e (c3) {v} € L se e somente se v € W. Se L é W-completa, entao

sua representagdo arboérea (£,.A) é uma arborescéncia com raiz V.

6.2 Decomposi¢ao hierarquica

Sejam (V, A) um grafo e ¢ uma fungdo comprimento de A em Z .. Seja £ uma familia W-
completa e seja § uma funcao que associa a cada elemento interno X de £ um inteiro positivo
§(X). E dito que £ forma uma J-decomposicdo W-hierarquica de (V, A) em relacio a c, se

para cada elemento X de £ vale que:

(h1) o grafo (X, A(X)) é conexo, exceto, possivelmente, se X =V; e

(h2) cada aresta com pontas em filhos distintos de X tem comprimento pelo menos §(X).

Quando a funcdo d ou o conjunto W forem evidentes ou irrelevantes serdo omitidos. Assim,
algumas vezes é escrito simplesmente decomposigao hierarquica, ou d-decomposicao hierdrquica.
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Do ponto de vista da implementacao do algoritmo descrito neste capitulo, é conveniente que,
para cada X em L, 6(X) seja um ntimero da forma 2%, para algum k. A figura 6.2 ilustra a

condigao (h2) e a figura 6.3 mostra a decomposicao hierarquica de um grafo.

Figura 6.2: Decomposic@o hierarquica (condi¢ao (h2)).

Para resolver o PCMS o algoritmo de Thorup, como os algoritmos de Dijkstra e Dinitz-
Thorup, mantém, entre outros objetos, uma funcao potencial d (distancia tentativa) e o conjun-
to @ dos vértices visitados. Além disso, também mantém uma J§-decomposicao hierdrquica £. Se

X é um elemento de £, entao X é madurose QNX #Pe
X =V ou min{d(v) :v € QNY} <min{d(v) :v € QNX} <min{d(v) :v € QNY}+4(Y)/2,

onde Y é o pai de X. A figura 6.4 mostra exemplos de elementos maduros.

6.3 Descrigao

O algoritmo de Thorup resolve o PCMS e devolve os mesmos certificados que o algoritmo de
Dijkstra e Dinitz-Thorup, a saber, uma funcao predecessor codificando os caminhos compacta-
mente e uma funcao potencial vidvel atestando a minimalidade dos caminhos e a eventual nao
acessibilidade de alguns vértices. O algoritmo de Thorup aplica, de certa forma, recursivamente
o algoritmo de Dinitz-Thorup, a fim de examinar um vértice v se e somente se {v} e todos os seus
ancestrais sao maduros. A funcao ¢ da -decomposicao V-hierdrquica £ utilizada pelo algoritmo,
deve ser tal que, se X é filho de Y entdo 6(X) < d(Y)/2. A secdo 6.7 & descrito como d e L sao

convenientemente construidos.
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Figura 6.3: (a) e (d) mostram grafos simétricos. A figura (b) mostra a d-decomposicao V-
hierdrquica do grafo em (a), onde §(V) =2, 6(X) =1ed(Y) =1, e (c) mostra a correspondente
representagao arboérea. De maneira anéloga, (e) exibe a d-decomposigao V-hierarquica do grafo
em (d), onde §(V) =4, §(X) = 2 e §(Y) = 1, e (f) ilustra a correspondente representagio

arborea.

Figura 6.4: As elipses representam elementos de £. O ntimero dentro de cada elemento X de £
é o menor potencial de um vértice de X € Q. A seta pontilhada indica quais sdo os elementos

maduros.
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Algoritmo de Thorup. Recebe um grafo (V, A), uma fungao comprimento simétri-
cacde A em Z., e um vértice s e devolve uma funcao predecessor 9 e uma fungao
potencial d que respeita c tais que, para cada vértice ¢, se ¢ é acessivel a partir de s,
entdo 1) determina um caminho de s a ¢ que tem comprimento d(¢) — d(s), caso
contrario, d(t) — d(s) =nC + 1, onde C := max{c(u,v) : uv € A}.

Cada iteracao comega com uma fungao potencial d, uma fungao predecessor 7, partes S, Q e U
de V, uma decomposicao (Q U U)-hierarquica £, e uma pilha L = (Xj, X3,..., X;) de elementos
de L, tais que X;4; é filho de X;, para+=0,...,¢ — 1.

No inicio da primeira iteragao d(s) = 0 e d(v) = nC + 1 para cada vértice v distinto de
s, ¥(v) = v para cada vértice v, S = 0, Q@ = {s}, U = V \ {s}, £ é uma decomposicao V-
hierdrquica de (V, A) em relagdo a ¢ e L = (V). [O algoritmo supde que se X ¢ filho de Y, entao
5(X) < 6(¥)/2]

A ac@o em cada iteracao depende do elemento X no topo da pilha L e consiste em:

Caso 1: X nao é maduro.

Caso 1A: X =V.
Devolva d e 9 e pare.

Caso 1B: X # V e X é folha.
Seja L' a decomposi¢ao (Q U U)-hierdrquica obtida apés a remocao de X de L.
Seja L' a pilha obtida apds desempilhar X de L.

omece nova iteracao com e nos papéis de L e L.
C t L el deL el

Caso 1C: X # V e X nao é folha.
Seja L' a pilha obtida apds desempilhar X de L.
Comece nova iteragao com L’ no papel de L.

Caso 2: X é maduro.

Caso 2A: X = {u}, para algum u em V [isto &, X é folha].

S =S U {u}.
Q= Q\ {u}.
U':=U.

Para cada v em V faga d'(v) := d(v) e ¢/ (v) := (v).

Para cada arco uv faga
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Se d(v) > d(u) + c(u,v) entao
d'(v) := d(u) + c(u,v), P'(v) :==u e remova! v de U’ e acrescente a Q'.
Seja L' a decomposi¢ao (Q' U U’)-hierdrquica obtida apés a remogao de {u} de L.
Seja L’ a pilha obtida apos desempilhar X de L.
Comece nova iteragao com d’, 9, §',Q', U', L' e L' nos papéis de d, 9, S,Q, U, L e L.

Caso 2B: | X| > 1 [isto é, X ndo é folha].
Seja X’ um filho maduro de X.
Seja L' a pilha obtida apés empilhar X’ em L.

Comece nova iteragao com L' no papel de L. O

Diremos que o algoritmo visita um elemento X de £ sempre que X é empilhado em L.
O algoritmo visita apenas elementos maduros, entretanto, um elemento em L pode deixar de
ser maduro durante a visita a algum dos seus descendentes. As figuras 6.5, 6.6, 6.7, 6.8 e 6.9

mostram a simulagao do algoritmo de Thorup no exemplo da figura 6.3(a).

Considere uma iteragao em que ocorre o caso 2A. Suponha que no inicio da iteracio L =
(X0, X1,...,X;), onde Xg = V e Xy = X = {u}. Como {u} e todos os seus ancestrais sao

maduros, entao

min{d(v) :v € QN X1} < min{d(v):v € Q} + §(Xp)/2
min{d(v) :v € QN X3} < min{d(v) :v € QN X} + 6(X1)/2

min{d(v) :v € QN Xy} < min{d(v) :v € QN X1} + d(X;—1)/2

Portanto, para cada vértice v em @, vale que d(u) < d(v) + (6(V) + §(X1) +--- +6(X3-1))/2 <
d(v) + (V). A segunda desigualdade vale, pois §(X;) < 6(X;_1)/2 para cada i em [1..t — 1].
Esta observacao é a esséncia do invariante (thl) da préxima secao.

'E possivel que v ja pertenca a Q' e ndo esteja em U’. Nesse caso estas tltimas duas instrucoes sao redundantes.
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0 L= (Vl {S})

3 L =(v)

Figura 6.5: Execucdo do algoritmo de Thorup. (a) exibe um grafo com comprimento nos arcos,
junto com uma d-decomposicao V-hierarquica £. O vértice inicial é s. (b) mostra a situagido no
inicio da primeira iteragao. Um niimero proximo a um vértice ou elemento é o seu potencial. No
grafo, os vértices pretos sao os de S, os vértices cinzas sao os de @, e os vértices brancos sao os de
U. Na decomposicao hierdarquica, os elementos hachurados sao os que estao em L e os elementos
em preto sdao os que foram removidos de L. (c) mostra a situagdo ap6s empilhar o elemento {s}

(caso 2B) e (d) é a situagao apo6s examinar {s} (caso 2A).
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L = (v,x)

= o

, L = (v,x,{a})
@

L = (v)

Figura 6.6: Execucao do algoritmo de Thorup (continuagao). Em (e) e (f) ocorre o caso 2B, e em
(g) ocorre o caso 2A. Note que em (h), X ndo é maduro, pois 3+ (2/2) < 5, entdo é desempilhado
(caso 1C).
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1 25

L =(v,v,{d})

3 4 '

Figura 6.7: Execucao do algoritmo de Thorup (continuacao). Em (i), (j) e (1) ocorre o caso 2B,

e em (k) ocorre o caso 2A.
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L=(v,Y)

Figura 6.8: Execugao do algoritmo de Thorup (continuagao). Em (m) ocorre o caso 2A, em (n)
o caso 1B e em (o) e (p) o caso 2B.
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L= (V, {e}>

(s)

Figura 6.9: Execugao do algoritmo de Thorup (continuagao). Em (q) ocorre o caso 2A, em (r) o
caso 1B, em (s) o caso 2B, e em (t) ocorre o caso 2A.
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6.4 Invariantes

O algoritmo de Thorup, a exemplo do algoritmo de Dinitz-Thorup (capitulo 5), mantém
todos os invariantes do algoritmo de Dijkstra (segao 3.2), exceto aquele que é o responsavel pela

ordem que os vértices sao examinados, o invariante da monotonicidade (dk3).

No lugar do invariante da monotonicidade do algoritmo de Dijkstra, o algoritmo de Thorup
mantém os dois invariantes a seguir, que dizem respeito aos elementos de £ e a §-decomposicao
hierarquica. Note que a fungao ¢ do algoritmo & tal que, se X & filho de Y, entdo §(X) < §(Y)/2.

(thl) (monotonicidade local relaxada) para cada parte X de V em L e para cada u em SN X,
vem QNX ewem UNX vale que?

d(u) < d(v) +6(X) < d(w) =nC + 1.

(th2) (monotonicidade relaxada telescopica) para cada v em S, v em Q e w em U vale que
d(u) < d(v) + (6(Xk) + 0(Xp41) + -+ + 8(X4-1))/2 < d(w) =nC + 1

onde X}, € o ancestral de maior nivel comum a {u} e {v} e (Xp, Xj41,..., X4—1, X¢ = {u})
é o caminho de X} a {u} na representacao arbérea de L.

A seguir estdo as demonstracdes do invariante da monotonicidade local relaxada (thl) e
da monotonicidade relaxada telescopica (th2). Mais adiante, est4 uma nova demonstracio do
invariante (dk9), que utiliza (thl) no lugar de (dk3) (ou (dt1) e (dt2) do algoritmo de Dinitz-
Thorup).

Note que o caso 2A & o tinico que altera os conjuntos S, Q e U.

Demonstragao de (thl): A demonstragao é andloga & demonstracio do invariante (dt1). Bas-
ta considerarmos uma iteragdo em que ocorre o caso 2A. Seja Y um elemento de £. Se no final
da iteragdo w estd em U’'NY, entdo & evidente que no final da iteracéo vale que d'(w) = d(w) =
nC +1. Além disso, combinando os invariantes (dk4), (dk5) e (dk6) que dizem respeito a funcio

predecessor e {S,Q,U} e o invariante das folgas complementares, obtém-se que
d'(v) +6(Y) <d(w)+6(Y) < (n—1)C+6(Y)<nC+1=d(w)

para cada v em (Q'NY).
Assim, nos concentramos em verificar que para cada z em S'NY ey em Q' NY, ao final da
iteracdo, vale que d'(z) < d(y) + 4(Y).

%A expressdo "d(u) < d(v) + 6(X) < d(w) = nC + 1" deve ser entendida como uma abreviagdo. Se algum dos
conjuntos envolvidos é vazio, considere apenas as desigualdades que fazem sentido.
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Seja z um vértice em S'NY e y um vértice em Q'NY. Se d'(y) = d(y), entdo como X = {u}
e todos os seus ancestrais sao maduros e pelo invariante (thl) tem-se que

d'(z) = d(z) < d(y) + (V) = d'(y) + ().

Suponha que d'(y) < d(y). Portanto,
d(u) < d(u) + c(u,y) = d'(y).

Como L é uma decomposigao hierdrquica e do invariante (thl), vale que d(z) < d(u) + §(Y).

Portanto,
d'(z) = d(z) < d(u) +3(Y) < d'(y) + 4(Y).

Demonstracao de (th2): Considere uma iteragdo em que ocorre o caso 2B. Seja w um vértice
em U’. Ao final da iteracio d'(w) = d(w) = nC + 1. Combinando-se os invariantes (dk4), (dk5)

e (dk6) com o invariante das folgas complementares (dk12) obtém-se que

d'(w) + (6(Xg) + -+ 0(X-1))/2 < d(w) + (6(Xk) + -+ +6(X4-1))/2
(n —1)C+ (6(Xg) +--- +6(X4-1))/2
< nC+1=d(w)

IA

para cada v em @' e X;4; é filho de X; parai =k,...,t — 2.

Assim, resta demonstrar que para cada z em S e y em @Q, vale que

d(z) < d(y) + (6(Xk) + -+ + 6(X¢-1))/2.

Seja  um vértice em S’ e y um vértice em Q'. Se ao final da iteracdo d'(y) = d(y), entdo

pelo invariante (th2) e como {u} e todos os seus ancestrais sdo maduros, tem-se que
d(x) = d(x) < d(y) + (5(X) + -+ 6(Xi1))/2 = d') + O(Xe) + -+ 6(Xi-1))/2
Logo, podemos supor que ao final da iteragéo vale que d’(y) < d(y). Portanto,
d(u) < d(u) + c(u,y) = d'(y).
Do invariante (th2) sabe-se que d(z) < d(u) + (6(X%) + - -+ + d(X¢-1))/2. Portanto,
d'(z) = d(z) < d(u)+(0(Xp)+- - +0(X1-1))/2 < &' (y)+(6(Xp)+- - +8(X;-1))/2 < d' (y)+0(Xp).
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Demonstragao de (dk9): Considere uma iteracado em que ocorre o caso 2B. Seja yz um arco
qualquer em A(Q’,S’) ao final da iteragdo. Seja X em L o ancestral comum de {z} e {y} de

maior nivel. Suponha que o nivel de X é ¢ — 1. Do invariante (th1) obtem-se que

d(z) < d'(y) +d(X)/2.

Assim, como £ & uma decomposicao hierdrquica, entdo d'(z) — d'(y) < §(X)/2 < c(y,z).
Portanto, ao final da iteracao, d respeita ¢ em A(Q’, 5’).

O processo de examinar u faz com que d’ respeite ¢ em cada arco com ponta inicial em u. Do
invariante (dk9) sabe-se que d respeita ¢ em A(S, Q). Assim, como d'(v) = d(v) para cada v em
S" e d'(v) < d(v) para cada v em @', conclui-se que d’ respeita c em A(S’, Q’). |

6.5 Corregao

A corregao do algoritmo de Thorup é facilmente demonstrada através dos seus invariantes,
e é textualmente idéntica a demonstragao da correcdo do algoritmo de Dijkstra (secao 3.1), ja
que este ltimo nao utiliza o invariante da monotonicidade (dk3). Note que na tltima iteracio
do algoritmo de Thorup, quando ocorre o caso 1A, tem-se que @Q é vazio, pois se X = V nao é
maduro, entao QNV = 0.

Teorema 6.1 (teorema da corregdo): Para cada vértice t acessivel a partir de s o algo-

ritmo de Thorup devolve um caminho de s a t que tem comprimento minimo. |

6.6 Eficiéncia

Seja (V, A, ¢, s) uma instancia do PCMS. Denotamos por 7 e m o nimero de vértices e arestas
de (V, A). Uma implementacao eficiente do algoritmo de Thorup deve resolver eficientemente os

seguintes problemas:

(pl) (pré-processamento) constru¢ao da d-decomposicao V-hierarquica £ de (V, A) em relacao

ace
(p2) (caso 2A) atualizar os potenciais e manter min{d(v) : v € QN X} para cada X em L; e

(p3) (caso 2B) escolher o préximo elemento maduro a ser visitado.
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Construcao da decomposicao hierarquica

O problema (pl) é resolvido por um pré-processamento do algoritmo, que é feito em tempo
O(m + n) utilizando-se os trabalhos de Andersson, Hagerup, Nilsson e Raman [4], Fredman e
Willard [18] e Gabow e Tarjan [19]. A implementacdo do algoritmo mantém a decomposicio
hierdrquica L através de sua representacao arbérea (L£,.4). A construcao de (£, .A) esta descrita
na préxima segao.

Além de construir uma Jd-decomposicao V-hierarquica o pré-processamento também devolve

uma floresta geradora (V,T') de (V, A) tal que

(h3) cada aresta de 7" com pontas em filhos distintos de algum X em £ tem comprimento inferior
a 20(X).

As condigoes (h2) e (h3) juntas implicam que cada aresta de 7" com pontas em filhos distintos

de algum elemento X de £, tem seu comprimento em [§(X)..26(X) — 1].
E evidente que, para cada X em L, o valor

Z c(u,v)

wET(X)

é um limitante superior para o didmetro do grafo (X, A(X)), isto &, para o comprimento do
maior caminho em (X, A(X)).

Atualizacao dos potenciais
A operacao que precisa ser realizada eficientemente é

atualizar min{d(v) : v € @ N X} sempre que o potencial d(v) de um vértice v em

Q N X é decrescido.

onde X é um elemento da decomposicao £. Thorup [39] descreve como esta operagao pode ser

implementada em tempo amortizado constante.

Em linhas gerais, a idéia de Thorup é a seguinte. Seja vy, ..., v, uma ordenacao dos vértices
em (@ induzida por uma ordem arbitraria dos elementos internos da representagao arboérea (£, A).
No inicio de cada iteragao do algoritmo, para cada elemento X em L, os elementos {{v} : v €
@ N X} sao folhas de (£,.A) que tém X como ancestral. Estas folhas formam um segmento

contiguo de vy,...,v,.
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Thorup descreve como, utilizando-se os atomic heaps de Fredman e Willard [18], é possivel

manter uma particao dindmica de v, ..., v, em segmentos contiguos de tal forma que, para cada

X em L, tenha-se que
min{d(v) : v € QN X} = min{d(v;) : 1 € [k..I]}

onde k e [ dependem de X .

Escolha de um elemento maduro

A fim de escolher o préximo elemento maduro a ser visitado pelo algoritmo, pode-se proceder

de maneira analoga ao algoritmo de Dinitz-Thorup, como apresentado a seguir.

Cada elemento interno Y em £ mantém os seus filhos em buckets B(Y,0), B(Y,1),..., B(Y,A(Y)).
Para cada 7 em [0..A(Y)], B(Y,%) contém os filhos X de Y tal que

i0(Y)/2 <min{d(v) :v € QNX} < (2 +1)6(Y)/2.

O bucket B(Y, A(Y')) contém os filhos X de Y tal que QN X =0 e UNX # 0.

Em cada iteragao em que ocorre o caso 2B, para escolher o filho maduro X’ de X a ser visitado,
basta encontrar o menor k em [0..A(X) —1] tal que B(X, k) é nao-vazio. Devido ao invariante da
monotonicidade local relaxada (thl), os elementos maduros podem ser escolhidos pelo algoritmo
a medida que os buckets sdo visitados na ordem B(X,0), B(X,1),...,B(X,A(X) —1). As
operagoes principais envolvendo os buckets sdo remogoes e inser¢des. Suponha que cada bucket
é representado através de uma lista ligada. Assim, cada operacao de remocao e insercao de filhos
de um elemento X em seus buckets pode ser realizada, no modelo RAM, em tempo constante:
para determinar o bucket B(X,k) que contém um certo filho X’ de X basta computar k =
[2min{d(v) : v € X"\ §}/6(X)]. Portanto, o consumo total de tempo das operacdes envolvendo
os buckets é proporcional a

n+m+ Y (AX)+1),
XeLlx
onde L* & o conjunto dos elementos internos de £. Na simulagdo do algoritmo de Thorup,
ilustrada nas figuras 6.10 e 6.11, os buckets sao representados pelo vetor ao lado da decomposicio
hierarquica.
O valor A(X) deve ser um limitante superior para o niimero de buckets associado a X. E

suficiente tomarmos

AX) =12 Y efu,v)/8(X)] (6.1)

wveT(X)
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onde (V,T) é a floresta que satisfaz (h3) e foi construida durante o pré-processamento. O lema a
seguir mostra que com a definigado de A(X) conforme a equagao 6.1, o niimero total de buckets
mantidos pelo algoritmo é inferior a 12n. Portanto, o consumo total de tempo e espaco das

operagoes envolvendo os buckets é proporcional a

n+m+ Z (X)+1) <n+m+12n =13n+m = O(n + m).
XeL*

Lema 6.2 (nimero de buckets): Seja £ a d-decomposi¢ao V-hierdarquica de (V,A) em
relagao a ¢ e (V,T) uma floresta gerada de (V, A) tal que § e (V,T) satisfazem (h3). O

nimero maximo de buckets mantidos pelo algoritmo de Thorup é

> (AX) +1) < 12n,

XeL

onde L* é o conjunto dos elementos internos de L.

Demonstragao: Para cada elemento X em L* temos que

AX)+1<2+4+2 z c(u,v)/d(X).
weT(X)

Como cada elemento X de £ tem pelo menos dois filhos entao £ tem no méaximo 2n — 1

elementos, entao

@+ < Y2423 Y cu,v)/8(X)

XeLr XeL XE€L* weT(X)

< dn+2 Z Z c(u,v) /(X
XeL* weT (X)

= 4dn+2 Z Z c(u,v)/6(X).
weT X:uveT (X)

Considere uma aresta uv em 7. Seja Xp,..., X; uma ordenacdo dos elementos de L que
contém u e v tal que X;4, é filho de X;, parat=0,...,t — 1. Temos que
S ewo)/iX) < Y 26(X,)/6(X)
XweT(X) X:uveT(X)

= 2(0(X4)/6(Xs) + 6(Xe)/8(X 1) + -+ - + 6(X2) /8(X0))
< 2(141/241/44--)
< 4,

onde a primeira desigualdade é devida a (h3) e onde a segunda é devida ao fato que

0(Xiy1) < 0(X;)/2, parai=0,...,t — 1.
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Logo,
dn +2 Z Z c(u,v)/6(X) < 47"+2Z4
w€eT X:uveT(X) weT
< 4n+ 8n
= 12n

Niumero de iteragoes

O caso 1A ocorre apenas uma vez. Inicialmente, a d-decomposi¢ao V-hierarquica £ tem no
méximo 2n — 1 elementos. Logo, os casos 1B e 2A juntos ocorrem no maximo 2n vezes, pois em

cada ocorréncia de um desses casos um elemento é removido de L.

Para estimarmos o niimero de ocorréncias dos casos 1C e 2B, basta considerarmos o nimero
de operagoes empilha e desempilha, de elementos nao folhas, realizadas em L. Consideraremos
apenas o numero de operacoes desempilha, j& que o niumero de operagoes empilha é um a mais do
que o nimero de operacdes desempilha (o algoritmo para com L = (V)). Quando um elemento
nao-folha X é empilhado em L = (X, X1, ..., X}) temos que X é maduro e portanto, QN X #
e

min{d(v) : v € QN X} < min{d(v) : v € QN Xz} + 6(X3)/2.

O elemento X é desempilhado de £ por uma das seguintes razoes:

(r1) @NX =0; ou
(r2) min{d(v) :v € QN X} > min{d(v) : v € Q N X;} + §(X;)/2.

O ntimero total de vezes que desempilhamos um elemento pela razao (rl) é no maximo n

(o nimero de elementos internos de £ é no méaximo 7).

Sempre que um elemento é desempilhado pela razao (r2), este elemento é removido de um bucket
e inserido em outro bucket de X;. Como o ntimero total de operacdes envolvendo buckets é
limitado por 13n +7mn, entao o niimero total de vezes que um elemento é desempilhado pela razao
(r2) é no maximo 13n + m. Portanto, o nimero total de ocorréncias dos casos 1C e 2B juntos &

no maximo 2(n + 13n +m) = 28n + 2m.

Resumindo, o niimero total de iteracoes realizadas pelo algoritmo & inferior a 30n +2m+1 =

O(n+m). Como cada iteragao consome tempo amortizado constante temos o seguinte teorema.

Teorema 6.3 (consumo de tempo): O algoritmo de Thorup, quando executado, no

modelo RAM, em um grafo com n vértices e m arcos, gasta tempo O(n + m). |
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0123456 0123456

0123456

Y X

Figura 6.10: Execucao do algoritmo de Thorup. (a) exibe a representagao arborea da decom-
posicao V-hierarquica do grafo da figura 6.5(a). O vértice inicial é o s. (b) mostra a situacao
no inicio da primeira iteragao. O nimero préximo a um elemento é o seu potencial. Na de-
composicao hierarquica, os elementos em cinza sao os ja visitados. Se forem elementos internos
significam que ja possuem bucket. Os pretos sdo os removidos da representacao arborea. (c)
mostra a situacao ap6s criar o bucket de V' e (d) a situagdo apos examinar {s}. Note que nos
elementos que ja possuem bucket, o potencial minimo é a primeira posi¢ao ndo-vazia do bucket.
Em (e) ocorre a operagao de empilhar o filho maduro vy de V' (crie bucket de Y). Em (f), {s} é

empilhado e depois examinado.
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0123456 0123456

0123456

Figura 6.11: Execugao do algoritmo de Thorup (continuagdao). Como nio havia elementos em
B(Y,0) soma-se um ao minimo de ?, como mostrado em (g). Assim, Y ndo é mais maduro. Logo,
foi necessario mover vy de B(V, 1) para B(Y,2). Por ndo haver elementos em B(V,1) o minimo
de v & adicionado em um. No momento em (g) é possivel empilhar novamente v e em seguida

examinar {d}. As figuras (i), (j), (k) e (1) sdo repeticoes dos casos anteriores.
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6.7 Construcao da decomposigao hierarquica

Resumidamente, os ingredientes utilizados para construir a §-decomposicao V-hierarquica £

de (V, A) em relagéo a ¢, em tempo linear, no modelo RAM, s3o:

e Encontrar uma érvore geradora minima em tempo linear.- Nesse ponto, é utilizado o algo-
ritmo de Fredman e Willard [18];

e Conseguir executar cada operagao de unido de conjuntos disjuntos em tempo constante.

Para isso, é utilizado o algoritmo de Gabow e Tarjan [19]; e

P

e Ordenar em tempo linear. Neste caso, & utilizado o algoritmo de Andersson, Hagerup,

Nilsson e Raman [4].

Seja (V, A) um grafo e uma fungao comprimento simétrica ¢ de A em Z.. O primeiro passo
na construgao da d-decomposicao V-hierarquica £ é construir uma arvore geradora minima de
(V, A). Isso pode ser feito em tempo linear, no modelo RAM, conforme descrito por Fredman
e Willard [18]. O método desenvolvido por eles, é uma aplicagio direta de uma estrutura de
dados, chamada atomic heap, que realiza as operagoes da fila de prioridade, insert, delete-min e
decrease-key em tempo amortizado constante.

A idéia do algoritmo é semelhante ao de Dijkstra (capitulo 3). A partir de um vértice inicial
s, encontra um caminho de s até ¢, para cada vértice ¢t em V que é acessivel a partir de s. Neste
caso, os caminhos encontrados ndo sao necessariamente os minimos, o importante é que a soma
das arestas da arborescéncia determinada pela fungao predecessor tenha comprimento minimo.
Da mesma forma que o algoritmo de Dijkstra, cada iteragio comega com uma funcao potencial
d, uma fungao predecessor 9, e partes S,Q e U de V. Como Q é implementado através de um

atomic heap, & necessario controlar o nimero de elementos que sio inseridos em Q. Esse ntimero
limite sera logn.
O algoritmo que constréi uma é&rvore geradora minima em tempo linear é dividido em dois

passos. O primeiro passo consiste no seguinte:

No inicio da primeira iteragao d(v) = nC + 1 para cada vértice v, 9(v) = v para cada vértice

1, S=0,Q=0eU=V.
Entao, o passo seguinte é repetido até que U = (.

No inicio da primeira iteragao escolha u em U tal que d(u) = nC+1, faga d(u) := 0, Q = {u}
elU:=U\{u}.

Cada iteracao consiste no seguinte.

Caso 1: Q =0 ou |Q| > logn
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Pare.

Caso 2: Q#0e|Q| <logn

Escolha u em @ tal que d(u) seja minimo.
S = SU {u}.
Q:=Q\ {u}.
Para cada arco uv faga
Se ¢(u,v) < d(v) entao
d(v) := ¢(u,v), ¥(v) ;== u e remova3 v de U e acrescente a Q.

Comece nova iteragao.

Como as operagao em @ sao feitas em tempo amortizado constante, devido ao uso do atomic
heap, o primeiro passo gasta tempo O(m +n), onde n & o ntimero de vértices e m é o niimero de

arcos.

Para o segundo passo, a parte S é condensada como se fosse um tinico vértice, resultando
em um grafo com n' = O(m/logn) vértices. Utilizado o mesmo algoritmo acima no grafo
condensado, mas trocando o atomic heap por um fibonacci heap (segao 4.3)*, a arvore geradora

minima é obtida em tempo O(m + n'logn') = O(m).

A principal motivagao para trabalhar com uma é&rvore geradora minima em vez do grafo
é devido ao método desenvolvido por Gabow e Tarjan [19], que mostra como pré-processar
uma arvore, em tempo linear, para tornar possivel cada operacao union-find® gastar tempo
constante. Essas operagoes sao utilizadas na construgao das d(X)-particdes (segao 6.2), onde X
é um elemento de £. Do ponto de vista do algoritmo descrito neste capitulo, para cada X em L,
§(X) & um ntimero da forma 2%, para algum k. A construcao de £, comeca construindo partes
X, conexas maximais, induzidas por arestas de comprimento em [2°..21 — 1]. Cada parte X sera
um elemento interno de £, onde §(X) = 2°. Em seguida, sdo construidas as partes X , conexas
maximais, induzidas por arestas de comprimento [2!..2% — 1], logo §(X) = 2'. De maneira geral,
a cada passo %, as partes X sdo formadas pelas arestas de comprimento em [2¢.2t1 — 1] e
§(X) = 24

Observe que os comprimentos da arestas em [2..2°71 —1] possuem o mesmo most significant
bit (msb), ja que o msb de um inteiro z é |log, z]. Por exemplo, considere o intervalo [4,5,6,7].

Entao, o msb dos nimeros nesse intervalo é 2.

3E possivel que v ja pertenca a Q e nio esteja em U. Nesse caso estas ultimas duas instrugées sao redundantes.

“Note que agora nio é necessario controlar o nimero de elementos inseridos em Q.

5Normalmente essas operacdes sio: union, que une dois representantes de conjuntos distintos e find, que
encontra o representante de um conjunto. Pode-se tomar como referéncia o livro CLRS [9]
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De fato, o que é usado para construir os elementos internos de £, é o msb do comprimento
das arestas. Embora o msb néo é obtido diretamente, ele pode ser calculado, no modelo RAM,
usando-se um numero constante de operagoes. O msb de um nimero z pode ser calculado
da seguinte forma: (1) converta z para um nitimero em ponto flutuante. Conforme o padrao
IEEE [29] um ntimero em ponto flutuante é representado internamente pelo computador da
seguinte maneira: 23 bits para a fragdo ou mantissa, f; 8 bits para o expoente, e; e um bit para
o sinal, s, como ilustrado na figura 6.12. Além disso, todos os expoentes sao armazenados depois
de serem adicionados a um valor de deslocamento (ou bias), que é 0 x 7FH em hexadecimal, ou
127 em binério; (2) desloque (shift) 23 (0 x 17) bits a direita; e (3) subtraia 127 (0 x 7F).

bit 31 30 2322 0
L I |
s /

e

Figura 6.12: Representacao de um ntmero em ponto flutuante.

O calculo do msb é feito pela fungao msb. Para poder lidar com o cédigo binario do nime-
ro ponto flutuante, é utilizado um pequeno trecho em cédigo assembler. Os tutoriais [33, 30]
ajudaram a conectar o assembler a linguagem C.

(Fungoes auxiliares 32) +=
int msb(z)
unsigned long z;
{
register unsigned long lg;

register float f;

if (z =0) return 0;

f = (float) z;
if (LINUX) { /* Linux x86 */
__asm__ ( "movuuu%l,h0\n\t"
"sar Lu$0x17, ,A0\n\t"
"subgu,$0x7F, 4A0\n\t"
: =" (lg)

"t (f)

)5

}
else { /* SunOS/Solaris */

asm__ ( "movyuuu%l,uk0\n\t"
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"srlyuuk0,00x17,,%0\n\t"
"subu%0,u0x7F, L%0\n\t"
: =" (lg)

: 2 (f)

);

}

return ((int) lg);

}

Agora, seja ai,...,a,—1 a ordenacdo das arestas da &rvore geradora minima de acordo com
o msb(a;), obtida em tempo linear, utilizando o algoritmo packed merging, desenvolvido por
Andersson et al. [4].

O algoritmo abaixo constréi a d-decomposicao V-hierdrquica £ de (V, A) em relacio a ¢ em

tempo linear, no modelo RAM:

Para 2 de 1 até n — 2 faca
Seja qu = a;.
u = find(u) e v := find(v).
union(u,v).
Y :=Y U {find(u)}.
Se msb(a;) < msb(ai+1) entdo
Para todo v € Y faga

Seja X um elemento de £ que contém as arestas do conjunto representado

por v.
§(X) := 2msblai)
Y :=0.

Em conclusao, temos o seguinte teoremas:

Teorema 6.4 (construgao de uma decomposicéo hierdrquica): Seja (V, A) um grafo e
uma fungao comprimento simétrica ¢ de A em Z . Uma §-decomposigao V -hierarquica

de (V, A) em relagao a c é construida em tempo O(m + n). |

A figura 6.13 ilustra a construgdo de uma decomposigio hierarquica.
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Figura 6.13: (a) mostra um grafo simétrico. Em (b) o mesmo grafo com os comprimentos em
relagao ao msb. (c) mostra uma possivel 4rvore geradora minima em relagio ao msb dos com-
primentos. As curvas da figura (d) representam um nivel da d-decomposicao V-hierarquica. (e)
mostra a d-decomposicido V-hierarquica do grafo em (a). (f) ilustra a correspondente represen-

tacao arborea.
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6.8 Versao em CWEB

Esta implementacao do algoritmo de Thorup, difere do projeto do algoritmo linear de Tho-
rup [39], mas aplica as mesmas idéias. Por exemplo, ndo sao utilizados os atomic heaps desen-
volvido por Fredman e Tarjan [18]. Do ponto de vista pratico, acredita-se que mesmo fazendo
uso dessa estrutura, nao proporcionaria melhorias computacionais, pois conforme Thorup [39]
menciona, os atomic heaps sao definidos somente para n > 212" ¢ seu interesse & principalmente

tedrico.

Conforme visto na secao 6.6, uma implementacdo do algoritmo de Thorup envolve resolver
trés problemas: (pl) construgido da d-decomposi¢ao V-hierarquica £ de (V, A) em relacio a c;
(p2) atualizar os potenciais e manter min{d(v) : v € @ N X} para cada X em L; e (p3) escolher

o préoximo elemento maduro para ser visitado.

Na implementagao apresentada, os problemas sao solucionados da seguinte maneira:

Construcao da decomposicao hierarquica. A construcao da §-decomposicao V-hierarquica,
é feita a partir da &rvore geradora minima do grafo dado. Lembrando que o importan-
te é o msb do comprimento dos arcos (se¢do 6.7). O algoritmo utilizado para resolver
o problema AGM & o de Kruskal utilizando a estrutura union-find [9]. No algoritmo
de Kruskal é necessario a ordenacao dos arcos, que é feita utilizando-se um bucket
sort. Assim, como os arcos sao ordenados em relagio ao msb dos comprimentos, essa
etapa pode ser feita em tempo O(log C'+m), onde C é o comprimento do maior arco.
Apbs a ordenacao, o algoritmo de Kruskal/union-find, para encontrar uma arvore
geradora minima, gasta tempo O(ma(m,n)), onde « é a inversa da funcio de Acker-
mann. Como a construcao da decomposicao hierdrquica é feita ao mesmo tempo que

se determina a érvore geradora minima, o tempo gasto é O(log C' + a(m,n)m).

Atualizacao dos potenciais. Na decomposicao hierarquica, o min{d(v) : v € Q N X},
para algum X em L é igual ao min{d(v) : v € @ N X'}, onde X’ é um descendente
folha de X. Como min{d(v) : v € @ N X'} pode diminuir, os elementos X, ancestrais
de X’ devem ser atualizados. Na implementacao, utilizamos o método mais natural,
isto é, quando min{d(v) : v € @ N X'} diminui, o novo valor é propagado para cima
enquanto necessario. No pior caso, o tempo gasto na atualizagdo dos potenciais &,
claramente, a altura de £, que é limitada por logr, onde r é a razao entre o maior
e o menor comprimento de um arco. Portanto, o tempo gasto, em cada atualizacao
é O(logr). Como observado por Pettie e Ramachandran [32] na pratica, poucos

ancestrais precisam ser atualizados.
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Escolha de um elemento maduro. A escolha de um elemento maduro é feita através
da utilizagdo de buckets, conforme descrito na secao 6.6. Portanto, o tempo total

gasto nessa etapa é O(m + n).

A implementacao do algoritmo de Thorup estd dividida em dois blocos:
( Algoritmo de Thorup 88) =
( Construa a decomposigao hierarquica do grafo 91)

( Examine os vértices utilizando a decomposigao hierarquica 106)

Este cédigo é usado no bloco 9.

O bloco a seguir, corresponde a decomposi¢iao hierdrquica.
(Definigoes 12) +=
#define proz_sort a.A /* proximo arco na ordem serd a-proz_sort x/

#define from b.V /* uma arco vai de a~from para a-tip */

Os arcos sao ordenados, de acordo com o msb dos comprimentos, utilizando-se um bucket sort.
A ordenagdo dos arcos é mantida no vetor sort. Ento, cada posicao 4 de sort mantém os arcos
com comprimento 2°.

( Variaveis globais 13) +=
Arc #sort[100]; /* cabegas de listas (100 é suficiente) */

O decomposicao hierarquica é mantida, em arb, na forma da sua representagdo arboérea.

( Construa a decomposicao hierarquica do grafo 91) =
Graph xkrusk(g)
Graph #g;
{ (Variaveis de krusk 92)
( Ordene os arcos colocando-os nos buckets sort[0],...,sort[msbC] 93)
( Coloque cada vértice em um conjunto distinto e inicializa a arborescéncia 95 )
conj =mn;
for (i =0; 2 < msbC; i++) {
for (a = sort[i]; a A (conj > 1); a = a»proz_sort) {
u = afrom;
v = atp;
(Caso u e v estejam no mesmo conjunto, comece nova iteragao 97)
(Faca a uniao dos conjuntos que contém u e v e construa a arborescéncia 98)
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if (CONEX0) conj —;

}

( Devolva a arborescéncia 102 )
}

Este c6digo é usado no bloco 88.

( Variaveis de krusk 92) =

register Graph xarb; /* estrutura arbérea */

register Arc *a, *auz;

register unsigned long msbC; /* msb(C) */

register unsigned long 7;

register unsigned long conj;

register long 1;

register long delta atual; /# é-particdo que estd em construcio */
register Vertex *u, *v, *w, *arbv;

register Vertex livre; /#* posicao de arb que pode ser usada */

Este codigo é usado no bloco 91.

O algoritmo de Kruskal seleciona os arcos, um a um, em ordem crescente de comprimento e
de forma que nao formem ciclos. Cada posigao 4 de sort guarda os arcos que tem o msb do
comprimento igual a 1.

(Ordene os arcos colocando-os nos buckets sort[0], ..., sort[msbC] 93) =
msbC = msb(C);

for (1 =0; i <msbC; i++) sortfi] = A;

n=gmn;
for (v = grvertices; v < g~vertices +n; v+) {
for (a = v~arcs; a; a = anest) { /* s6 guarda os arcos que apontam pra frente */

if (a~tip <v) continue;
afrom = v;
1 = msb(a~len);
aproz_sort = sort[i);
sort[i] = a;
}
}

Este codigo é usado no bloco 91.
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A construgao de arb envolve o uso dos ponteiros: rep, que é usado pelos vértices em g indicando
qual elemento, em arb, eles pertencem; bksize indica o nimero méximo de posigoes de um bucket

e delta as d-particoes.
94  (Definigoes 12) +=
#define rep z.V /* aponta para o representante do conjunto */
#define bksize r.I /* soma dos arcos de um elemento (A) */
#define delta w.I /* 0 de uma particao da decomposicao hierarquica */

Inicializacoes dos ponteiros dos vértices, do grafo dado g, e daqueles responsaveis pela cons-
trucao da representacao arbérea arb. _
95 (Coloque cada vértice em um conjunto distinto e inicializa a arborescéncia 95) =

arb = gb_new_graph(n); /+ Nomeia aos vértices da arborescéncia */

for (arbv = arb-vertices,v = gvertices,i = 0; arbv < arb~vertices +n; arbv++,v++) {
arbv-elemento = arbv-rep = arbv;
v bksize = arbv—bksize = 0;
v~elemento = vrep = v;
v~delta = VERTICE_DE_G;

}

livre = arb-vertices; /* proxima posicao livre (novo elemento) */

Este codigo é usado no bloco 91.

Os dois blocos seguintes, dizem respeito & estrutura union-find.
find: A fungao find_ set encontra o representante de um conjunto.
96 (Fungoes auxiliares 32) +=
Vertex #find_set(v)

Vertex *v;

{
if (v # verep) v-rep = find_set(v-rep);
return (vrep);

}

union: Verifica se o representante do conjunto que contém o vértice 4 é o mesmo que o do
vértice v. Em caso afirmativo, significa que u e v pertencem ao mesmo conjunto. Logo, nio é
possivel adicionar o arco uw, aos arcos que estdo compondo a arvore geradora minima, pois com

este, um ciclo seria formado.
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(Caso u e v estejam no mesmo conjunto, comece nova iteragao 97) =
u = find_ set(u);
v = find_set(v);
if (u =v) continue;

Este cédigo é usado no bloco 91.

Caso o representante do conjunto que contém u e o que contém v sejam diferentes, o arco uw

ir4d compor a arvore geradora minima, e os representantes dos conjuntos serdo unidos, de trés

possiveis maneiras, conforme ilustrado na figura 6.14.

Figura 6.14: As figuras (a), (b) e (c) mostram os trés casos possiveis na unio de dois elementos.
Em (a) um novo elemento é criado e tem como filhos os elementos u e v. (b) é a situacio em que

os filhos de v se tornam filhos de u. A figura (c) ilustra o caso em que u é colocado como filho

de v.

(Faga a uniao dos conjuntos que contém u e v e construa a arborescéncia 98) =
if (u~delta # VERTICE_DE_G) {
if ((v~delta = VERTICE_DE_G) V (u > v)) {
w=1u;
U= v;

v = w;
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}

} /* u vem antes */

delta_ atual = 1;

if ((u~delta < v-delta) A (v-delta < delta_atual)) {
( Crie um novo elemento 99)

¥

else if ((u-delta = v-delta) A (v-delta = delta_ atual)) {
(Junte u e v em um tinico elemento 100)

}

else if ((u-delta < v-delta) A (v-delta = delta_ atual)) {
( Coloque u como filho de v 101)

}

Este cédigo é usado no bloco 91.

99 ( Crie um novo elemento 99) =
livre~delta = delta_ atual;
gb_new_ arc (livre,v);
gb_new_arc(livre, u);
u~elemento = v-elemento = livre;
u~rep = vrrep = lire;
livre~bksize = u-bksize + v~ bksize + a~len;
livre ++;
if (REPORT) nelementos++;

Este codigo é usado no bloco 98.

100 (Junte u e v em um 1nico elemento 100) =
for (auz = wv~arcs; auz; aur = auz~nest) {
gb_new_arc(u, auz~tip); /* transfere os arcos de v para u */

auz-tip~elemento = u;

}

vrTep = u; /# fazendo isso nao preciso ajustar os ponteiros rep dos niveis abaixo */
vrares = A,

ubksize += a~len + v~ bksize;

if (REPORT) nelementos—;

Este coédigo é usado no bloco 98.
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( Coloque u como filho de v 101) =
gb_new arc(v,u);

u-elemento = v;

urrep = v;

v bksize += a~len + u-bksize;

Este c6digo é usado no bloco 98.

Antes de retornar a representacao arbérea arb da decomposicao hierarquica de g, é preciso

calcular os valores de bksize, que limitam o tamanho dos buckets de cada elemento.

(Devolva a arborescéncia 102) =
if (livre = arb~vertices) return A; /* ndo tem nenhum elemento */

for (v = arb~vertices; v < livre; v++) {
if (vrarcs # A) v-bksize = ((v-bksize > v~delta) + 2);

}

return arb;

Este codigo é usado no bloco 91.

O bloco a seguir, corresponde e examinar os vértices, fazendo uso da decomposi¢ao hierarquica.

( Variaveis globais 13) +=

int desempilha = 0; /% ntmero de vezes que o programa desempilha vértices */

int atualiza_ acima = 0; /* nimero de vezes que subiu na arborescéncia para atualizar */
int nao_maduro = 0; /* ntimero de vezes que os elementos se tornaram nao maduros */
int nelementos = 0; /# ntmero de nos da arborescéncia (sem contar os vértices de g) */

Vertex #*BK; /* Bucket */

(Definicoes 12) +=
#define dz q.1 /* menor valor de um elemento */
#define proz_topo z.V /* proximo elemento no topo da pilha */
#define id(z) (i — arb-vertices)
#define BK(7,7) (*(BK + 4d (7)) + 7)

A funcao insere_elemento, insere v no bucket BK(u,1).
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105 (Fungoes auxiliares 32) +=
void insere_elemento (arb,v,u,1)
Graph xarb;
Vertex xv;
Vertex *u;
unsigned long 7;
{
v~ant_ elemento = BK(u,1%);
v proz_elemento = BK (u, i) proz_ elemento;
(BK(u,1)proz_ elemento }ant_elemento = v;
BK(u,2)proz_ elemento = v;

}

A implementacdo tenta ser a mais préxima possivel da descri¢ao (segao 6.3).
106 (Examine os vértices utilizando a decomposi¢ao hierdrquica 106) =
void thorup (g, arb, s)
Graph xg;
Graph *arb;
Vertex x*s;
{ (Variaveis de thorup 107)

( InicializagGes para thorup 108)
(Encontre a raiz root da arborescéncia 109 )

topo = root; /* root fica no topo da pilha */
while (1) {
z = topo;

if ((z~arcs = A) A (z~delta # VERTICE_DE_G)) {
/* z & uma folha e ndo é madura (ndo pode ser um vértice de g) */

if (z = root) { /#* Caso 1A: raiz nao é madura */
free (BK[id (z)]); /* ja posso desalocar o bucket de z */
break;

}

else { /* Caso 1B: z nao é maduro e é folha */
(Desempilhe 115)
remove_ elemento (z); /* remove z do bucket */

free (BK[id (z)]); /* ja posso desalocar o bucket de z */

continue;

}
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}

if (z~delta = VERTICE_DE_G) { /* Caso 2A: x é vértice de g */
( Examine a folha z 111)
(Desempilhe 115)
remove_ elemento (z); /* remove z do bucket */
continue;

}

if (2-status = NAO_VISITADO) {
/* elemento ainda nao foi visitado (ainda néo tem bucket) %/

( Crie um bucket para z 110)

}

fmaduro = BK(z, z~dist — z+dz > proz_elemento; /# verifica se = tem filho maduro */
if (fmaduro # BK(z,z~dist — z~dz)) {
/* Caso 2B: z é maduro e fmaduro é seu filho maduro */
( Empilhe o filho maduro de = 114)
continue;
}
- dist ++;
if (z~dist = (z~bksize + z-dz)) /o0 bucket de z est4 vazio (z virou folha) */
zarcs = A;
else {  /* Caso 1C: z ndo é maduro e nédo é folha */
dif = (z~elemento)~delta — z-delta;
2 = z~dist > dif ;
k = (z~dist — 1) > dif ;
if i6>k) {
(Mude z de bucket 113)
(Desempilhe 115)

}
}
}
}

Este coédigo é usado no bloco 88.

107 ( Variaveis de thorup 107) =
register Arc #aq;
register Vertex v, xz, *w, *arbv;
register Vertex xtopo, *root, *fmaduro;

register unsigned long n;
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register unsigned long i, k;
register unsigned long dist antes;

register unsigned long dif;

Este coédigo é usado no bloco 106.

108 (Inicializagbes para thorup 108) =
if (arb =A) {
printf ("%s\n", err_message [ERROR_3));
ezit (0);
}
n=gmn,

if ((BK = (Vertex #x) malloc(n * sizeof (Vertex #))) = A) {
printf ("%s\n", err_message [ERROR_2]);
ezit (0);

}

for (v = grvertices, arbv = arb-vertices; v < g-vertices + n; v++, arbv++) {
vant_elemento = vproz_elemento = v-pred = v;
arbv-dist = v dist = infinito;
arbv-status = v-status = NAO_VISITADO;
arbuv~ant_elemento = arbv-proz_elemento = arbv;

}

num__ ezam = 0;

atualiza_ fp = 0;

Este cédigo é usado no bloco 106.

109 ( Encontre a raiz root da arborescéncia 109) =
s+dist = 0;
for (arbv = s; arbv # arbv-elemento; arbv = arbv-elemento) {
arbv-dist = 0;
}
arbv—dist = 0;

root = arbv;

Este codigo é usado no bloco 106.

110 ( Crie um bucket para z 110) =
dist = r~dr = o~ dist > x-delta;
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z~status = VISITADO;

if ((BK[id ()] = (Vertex *) malloc((xbksize) * sizeof (Vertex))) = A) {
printf ("%s\n", err_ message [ERROR_2]);
ezit (0);

}

for (i =0; 1 < z~bksize; i++) { /#* Inicializa cabeca de lista */
BK(z,4)~ant_ elemento = BK(z,1)>proz_ elemento = BK(z,1);

}

for (a = z~arcs; a; a = anext) {

v = atip;

1 = (v~dist > z~delta); /* posigao do bucket para ser inserido */

1 —= 2~dz; /* preciso fazer o deslocamento, pois s6 aloquei x->bksize posicoes */
if (¢ < x~bksize) insere_ elemento(arb,v,z,1); /* insere v no BK /

}

Este cédigo é usado no bloco 106.

111 (Examine a folha z 111) =
for (a = z~arcs; a; a = a-nezt) {
v = atip;
if (vdist — z~dist > a-len) { /* se a fun¢do potencial ndo & viavel */
atualiza_ fp++;
dist_antes = v~dist; /* guardo o valor do potencial néo viavel */
v dist = z-dist + a-len;
vepred = x;
( Atualize o potencial dos elementos 112)
}
}

num__ezam +;

Este codigo é usado no bloco 106.

112 ( Atualize o potencial dos elementos 112) =
while (1) {
w = v~elemento;
if (w-status = VISITADO) {
it = (vdist > w-delta);
1 —=wdz;
if (1 < w-bksize) {
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dist_antes = (dist_antes > wrdelta) — w~dz;

if (2 < dist_antes) { /* remove v do bucket */
remove_ elemento (v); /* move o elemento v para o bucket (w,1) */
insere_ elemento (arb,v,w,1);

}

}
break;

}

if (v-dist > w-dist) break; /* nao preciso atualizar o minimo */
dist_antes = wrdist;

w~dist = v-dist; /* atualiza minimo do elemento w */

if (REPORT) atualiza_acima++;

U =

}

Este coédigo é usado no bloco 111.

113 (Mude z de bucket 113) =
if (z # root) {
w = z~elemento;
remove_ elemento (z); /* remove z do bucket */

1 —= w~ds; /* preciso fazer a corregdo */
if (2 < w-bksize) insere_elemento(arb,z,w,1); /* move z para o BK(w,1) */
else z-arcs = A, /* elemento z ndo pode ter mais filhos */

if (REPORT) nao_ maduro++;

}

Este c6digo é usado no bloco 106.

114 ( Empilhe o filho maduro de z 114) =
w = topo;
topo = fmaduro;

fmaduro~proz_topo = w;

Este codigo é usado no bloco 106.

115 (Desempilhe 115) =
topo = topo~proz_topo;
if (REPORT) desempilha++;

Este codigo é usado no bloco 106.
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Portanto, essa implementacao do algoritmo de Thorup gasta tempo

O(log C + ma(m, n)) +O(m logr)j—\O(n +m) = O(n +log C + ma(m,n) + mlogr).

—

dec. hierarquica atualizar =~ examinar

Teorema 6.5: A implementacao do algoritmo de Thorup resolve o PCMS em um grafo
com n vértices e m arcos em tempo O(n + log C' + ma(m,n) +mlogr), onde a(m,n) é
a inversa da funcao de Ackermann, C' é o maior comprimento de um arco e r é a razao

entre o maior e o menor comprimento de um arco. |



CAPITULO 7

Resultados Experimentais

Atualmente, hd um grande interesse em trabalhos relacionados & anélise experimental de
algoritmos. Em particular, no caso do algoritmo de Dijkstra, podemos citar os artigos de Cher-
kassky, Goldberg, Radzik e Silverstein [6, 21, 7]. Para algoritmos baseados em "decomposicio
hierédrquica", como o de Thorup, podemos citar o artigo de Petti, Ramachandran e Sridhar [32].

O interesse em experimentacdo é devido ao reconhecimento de que os resultados teéricos,
freqiientemente, ndo trazem informagoes referentes ao desempenho do algoritmo na pratica. Po-
rém, o campo da anlise experimental & repleto de armadilhas, como comentado por Johnson [25].
Muitas vezes, a implementacao do algoritmo é a parte mais simples do experimento. A parte
dificil é usar, com sucesso, a implementacéo para produzir resultados de pesquisa significativos.

Segundo Johnson [25], pode-se dizer que existem quatro motivos basicos que levam a realizar

um trabalho de implementacdo de um algoritmo:

(1) Para usar o codigo em uma aplicacdo particular, cujo propésito é descrever o impacto do
algoritmo em um certo contexto;

(2) Para proporcionar evidéncias da superioridade de um algoritmo;

(3) Para melhor compreensao dos pontos fortes, fracos e do desempenho das operacdes algorit-
micas na pratica; e

(4) Para produzir conjecturas sobre o comportamento do algoritmo no caso-médio sob distribui-

coes especificas de instancias onde a analise probabilistica direta é muito dificil.

Nesta dissertacao estamos mais interessados no motivo (3).
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7.1 Ambiente experimental

A plataforma utilizada nos experimentos ¢ um PC rodando Linux RedHat 7.1 com um pro-
cessador Pentium IIT de 733 MHz e 512MB de memoéria RAM. Os codigos estdo compilados com
0 gcc versao 2.96 e opcao de otimizagao 03.

Na implementagao, as insténcias sao obtidas utilizando-se os geradores de grafos aleatérios
disponibilizados pelo “The Fifth DIMACS Challenge”! que estdo acessiveis no enderego

ftp://cs.amherst.edu/pub/dimacs.

Essas instancias sao convertidas para o formato do SGB (se¢do 1.7), que & a plataforma utilizada
nas implementacoes desta dissertacdo. Essa conversao é feita utilizando-se um “driver” também
disponivel pelo DIMACS, porém com algumas modificagdes. Em todos os testes, para cada valor
de n e m, onde n é o niimero de vértices e m o nimero de arcos, foi obtido a média entre cinco
valores. Nao ¢ utilizado o gerador do SGB, devido ao fato que o tempo gasto para se gerar um

P

grafo com aproximadamente 2000 vértices e 1 x 10% arcos é em torno de 4 horas e o espaco
ocupado por esse grafo em disco é de aproximadamente 50MB. Além disso, estamos interessados

em grafos de dimensbes um pouco maiores que este.

As implementagdoes comparadas neste experimento sao heap (Heap), D-heap (Dheap), fibo-
nacci heap (Fheap), bucket heap (Bheap), radix heap (Rheap) e o algoritmo de thorup (Thorup).

A estimativa do tempo é calculada utilizando-se:

#include <time.h>
clock t start, end;

double time;

start = clock();

/* implementacdo */

end = clock();

time = ((double) (end - start)) / CLOCKS_PER_SEC;

O tempo estimado para a construgao da decomposicao hierarquica (AGM), realizada pela imple-

mentagao Thorup, é computado separadamente.

A estimativa da memoéria consumida por uma implementacio é calculada utilizando-se o

programa memtime da seguinte maneira:

memtime implementacdo

10 topico era "Priority Queues" e "Dictionaries".
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Esse programa esta disponivel em http://www.update.uu.se/” johanb/memtime e foi escolhido
devido a facilidade na sua manipulagao.

Na estimativa de memoria, ndo foi possivel computar separadamente a quantidade de memoria
gasta na construgao da decomposicao hierarquica, pois o programa memtime informa qual foi o
méaximo de memoria utilizada pelo processo que executa a implementagao Thorup.

Nas proximas segoes, serao apresentados os desempenhos das implementacoes em grafos pro-

duzidos pelos geradores SPRAND, SPGRID e SPBAD.

7.2 SPRAND

SPRAND gera grafos aleatorios conexos. Inicialmente é criado um ciclo hamiltoniano, e depois

sao adicionados os demais arcos aleatoriamente. Os parametros de entrada para o gerador sao

especificados da seguinte maneira:

sprand n m seed [par@metros opcionais], onde

n é o namero de vértices,
m é o numero de arcos e
seed é a semente do gerador de niimeros aleatoérios.

Toda vez que o gerador é executado com os mesmos pardmetros, ele gera o mesmo grafo.
Por default, os arcos pertencentes ao ciclo tem comprimento 1 e os demais tém comprimento em

(0..10000].
Os experimentos realizados com os grafos gerados por SPRAND se dividem em duas classes:

grafos esparsos e grafos densos.
Grafos esparsos gerados por SPRAND

Os grafos desta classe possuem o nimero de arcos 4 vezes maior que o niimero de vértices,
ou seja, m = 4n. A figura 7.1 exibe o tempo gasto pelos algoritmos e a figura 7.2 o quanto de

memoéria foi consumida. Nestes experimentos, n varia de 8192 a 262144, e os comprimentos dos

arcos estao em [1..10000].

Pode-se observar que o Bheap teve o melhor desempenho. A implementagao Thorup foi melhor
do que as implementacoes Heap, Dheap e Fheap, lembrando que o tempo necessario para construir
a decomposicao hierdrquica é computado separadamente. Além disso, nota-se que a correlagao
entre o tempo e o nimero de vértices é praticamente linear. A memoria consumida por Thorup

foi maior que a das demais implementacoes, mas apenas por um fator constante.
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7.2 SPRAND

Na figura 7.3 é analisada a sensibilidade dos algoritmos em relagao a C, que & o maior compri-

mento de um arco. Nota-se que Thorup teve um comportamento bem estavel. As implementacoes

Heap, Dheap e Fheap foram a mais sensiveis a variacao de C.

m = 4dn, C' = 10000

10

T T T

E
Y
o =
g ¥
=
0.1
0-01 1 1 1
8192 16384 32768 65536 131072 262144
Ntmero de vértices
Tempos (seg)
n Heap | Dheap | Fheap | Bheap | Rheap | Thorup || AGM
8192 0.030 | 0.028 | 0.034 | 0.036 | 0.020 | 0.034 0.040
16384 0.064 | 0.070 | 0.090 | 0.056 | 0.058 | 0.082 0.074
32768 0.172 | 0.178 | 0.200 | 0.110 | 0.136 | 0.170 || 0.152
65536 0.418 | 0.418 | 0.446 | 0.208 | 0.290 | 0.350 0.322
131072 | 0.976 | 0.972 | 1.000 | 0.414 | 0.628 | 0.714 | 0.662
262144 || 2.242 | 2.210 | 2.218 | 0.838 | 1.364 | 1.474 1.336

Figura 7.1: Numero de vértices em relagdo ao tempo em grafos esparsos gerados por SPRAND.
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8192 16384 32768 65536 131072 262144
Ntimero de vértices
Memoria (megabytes)

n Heap | Dheap | Fheap | Bheap | Rheap | Thorup
8192 0.7 0.7 0.9 0.7 0.7 3.0
16384 2.6 2.6 2.6 3.0 2.6 5.3
32768 4.7 4.7 4.9 4.7 4.7 9.9
65536 8.8 10.4 9.5 10.4 9.4 20.0
131072 18.9 19.3 18.9 18.7 18.7 39.7
262144 40.1 41.0 40.9 40.1 39.9 78.4

Figura 7.2: Memoéria utilizada quando executado em grafos esparsos gerados por SPRAND.

n = 262144
10 T e T - T T T
Heap —+—
Dheap ---%--
Fheap ---%---
Bheap --@---
Rheap --#--
Thorup ---e---
AGM ---e-

Tempo (seg)

16 64 256 1024 4096
Valor de C

Tempos (seg)

(o} Heap | Dheap | Fheap | Bheap | Rheap | Thorup || AGM
8 1.362 1.434 1.444 0.730 0.964 1.426 1.314
32 1.678 1.738 1.682 0.742 1.106 1.484 1.326
128 1.974 1.992 1.916 0.742 1.198 1.492 1.342
512 2.224 2.250 2.136 0.790 1.278 1.496 1.370
2048 2.194 2.166 2.178 0.808 1.292 1.490 1.352
8192 2.210 2.186 2.198 0.832 1.316 1.494 1.338

Figura 7.3: Valor de C' em relagédo ao tempo em grafos esparsos gerados por SPRAND.
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Grafos densos gerados por SPRAND

Os grafos desta classe possuem n?/4 arcos. A figura 7.4 exibe o tempo gasto pelos algoritmos,
e a figura 7.5 o quanto de memoria foi consumida. Neste experimentos, n varia de 512 a 8192, e

os comprimentos dos arcos sao inteiros em [1..10000].

Observa-se que o desempenho das implementagoes foram muito parecidos, tanto no tempo,

quanto no uso da meméria.

Na figura 7.6 é analisada a sensibilidade do algoritmo em relagio a C, que é o comprimento
do maior arco. Nota-se que a construcdo da decomposicao hierarquica (AGM) teve uma pequena

variagao.

m = n2/4, C' = 10000

10 ¢ T T T
Heap —+—
Dheap ---x--
Fheap ------
Bheap &
Rheap --m--- 2
| Thorup ---&---
AGM ----e--

Tempo (seg)

L~ 1 1 1

512 1024 2048 4096 8192
Numero de vértices

Tempos (seg)

n Heap | Dheap | Fheap | Bheap | Rheap | Thorup | AGM
512 0.018 | 0.012 | 0.010 | 0.020 | 0.010 | 0.018 | 0.020
1024 || 0.054 | 0.056 | 0.054 | 0.062 | 0.054 | 0.062 | 0.080
2048 || 0.230 | 0.244 | 0.238 | 0.244 | 0.240 | 0.260 || 0.326
4096 || 1.210 | 1.262 | 1.220 | 1.238 | 1.210 | 1.326 1.426
8192 || 5.618 | 6.658 | 5.728 | 5.796 | 5.722 | 6.262 | 6.346

Figura 7.4: Numero de vértices em relagao ao tempo em grafos densos gerados por SPRAND.
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1000 T T T
Heap —+—
Dheap ---x--
Fﬂeap S e
| Bheap -—&-- |
Lo £ Rheap —-a---
t Thorup ---o---

iy
o

Memoéria (megabytes)

0.1 l L 1
512 1024 2048 4096 8192

Nuamero de vértices

Memoéria (megabytes)

n Heap | Dheap | Fheap | Bheap | Rheap | Thorup
512 0.8 0.8 1.0 0.8 0.8 0.8
1024 5.7 5.6 5.6 5.6 5.6 5.9
2048 22.5 20.8 20.8 22.2 21.3 21.2
4096 93.8 94.9 95.4 93.4 95.9 96.0
8192 382.0 385.5 385.3 384.0 382.1 383.9

Figura 7.5: Memoria utilizada quando executado em grafos densos gerados por SPRAND.

n = 8192
10 T T T T T X T " T
Heap —+—
Dheap ---x--
Fheap ---%---
Bheap @~

Tempo (seg)

B it st 1
1 " 1 " 1 i 1 1 1
16 64 256 1024 4096
Valor de C

Tempos (seg)

C Heap | Dheap | Fheap | Bheap | Rheap | Thorup || AGM
8 5.618 [ 6.070 | 5.614 | 5.620 | 5.624 6.108 6.938
32 5.620 | 6.262 | 5.616 | 5.630 | 5.640 6.098 6.364
128 5.626 6.290 5.626 5.644 5.640 6.146 6.240
512 5.632 6.474 5.734 5.758 5.746 6.216 6.294
2048 5.648 6.574 5.732 5.744 5.770 6.236 6.296
8192 5.648 6.644 5.740 5.748 5.712 6.236 6.292

Figura 7.6: Valor de C' em relagao ao tempo em grafos densos gerados por SPRAND.
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7.3 SPGRID

SPGRID gera grafos em forma de grade. Em casos simples, todos os arcos pertencem a grade.
Contudo, é possivel adicionar mais arcos, tornando a instancia mais complicada. Os parametros

de entrada para o gerador sao especificados da seguinte maneira:

spgrid X Y seed [parimetros opcionais], onde

X é o tamanho horizontal da grade;
Y é o tamanho vertical da grade; e
seed é a semente do gerador de niimeros aleatorios.

Um exemplo de um grafo gerado por SPGRID pode ser visto na figura 7.7.

il
\\T

Figura 7.7: Grafo gerado com spgrid 2 3 1. Nesse exemplo, os comprimentos dos arcos foram

omitidos. O vértice fonte €0 X x Y + 1.

Toda vez que o gerador é executado com os mesmos parametros, ele gera o mesmo grafo. Por
default, os comprimento dos arcos verticais estdo em [0..100] e dos arcos horizontais estdo em

[0..10000].

Os experimentos realizados com os grafos gerados por SPGRID se dividem em duas classes:
(wide) grafos grade onde o comprimento horizontal é fixo e o vertical cresce com o tamanho
da entrada e (long) grafos grade onde o comprimento vertical é fixo e o horizotal cresce com
o tamanho da entrada. Observe que o ntimero de arcos com ponta inicial no vértice origem é

sempre determinado pelo valor de Y.
Grafos wide gerados com SPGRID

O niimero fixado de vértices na horizontal é 16, ou seja, X = 16. A figura 7.8 exibe o tempo
gasto pelos algoritmos e a figura 7.9 o quanto de meméria foi consumida. Nestes experimentos,
o valor de Y varia de 512 a 16384, e os comprimentos dos arcos sdo inteiros em (1..10000]. O
niimero de vértices do grafo € X x Y + 1 e o ntimero de arcos é 6(X x Y).
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Observa-se que, para valores grandes de Y, o Bheap teve o melhor desempenho, enquanto o

Fheap teve o pior. Em relacdo a memoéria consumida, novamente Thorup foi o maior consumidor.

Na figura 7.10 é analisada a sensibilidade do algoritmo em relagao a C', que é o comprimento

do maior arco. As implementagoes Heap e Dheap foram as mais sensiveis em relagio a variacao

de C.
n=16 x Y +1, C = 10000

10 T 1 T T
@ 1F
) e i
<5, o
o
a,
5
= -
0.1 F
[ e
0.01 ! ! ! L
512 1024 2048 4096 8192 16384
¥

Tempos (seg)

Y heap | Dheap | Fheap | Bheap | Rheap | Thorup || AGM
512 0.02 | 0.022 | 0.032 | 0.032 0.02 0.036 0.044
1024 0.05 | 0.056 | 0.078 | 0.06 0.05 0.08 0.086
2048 | 0.124 | 0.13 | 0.172 | 0.12 | 0.118 | 0.178 0.19
4096 | 0.312 | 0.316 | 0.398 | 0.24 | 0.266 | 0.372 |l 0.388
8192 0.77 | 0.73 09 | 0.488 | 0.588 | 0.776 |f 0.802
16384 || 1.822 | 1.69 2.016 | 1.004 | 1.284 | 1.596 1.636

Figura 7.8: Numero de vértices em relacao ao tempo em grafos grade gerados por SPGRID com

X =16.
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100 T T T T
—~ Heap —— /__z"
3 Dheap ---%-- i
i Fheap ---%--- o
0 Bheap ——&-- L
< L
=]
Q
E
8 10 -
-
ie)
g
o
=

1 1 1 1 1

512 1024 2048 4096 8192 16384
Numero de vértices

Memoria (megabytes)

n heap | Dheap | Fheap | Bheap | Rheap | Thorup
512 1.9 1.9 1.7 1.8 1.7 1.9
1024 3.2 3.5 3.2 3.2 3.2 5.5
2048 6.1 6.0 5.9 6.4 5.9 11.7

4096 11.4 11.4 11.4 12.3 13.4 22.8
8192 25.5 24.5 26.2 24.9 24.9 45.6
16384 49.0 51.9 49.8 51.0 50.9 90.9

Figura 7.9: Meméria utilizada quando executado em grafos grade gerados por SPGRID com X = 16.

n =16 x 16384 + 1

10 T T T T T
| Heap ——
Dheap -—-x--
Fheap ---%---
S Bheap ——&-—
& Rheap --#-—-
B, Thorup ---e---
& AGM --e---
o,
g -------- e A — e —— > :
E' -_‘,ﬂ..‘.-...._........._.._._.-.,...Qu

............... A .
R - e
[h """"""""""""" e T SRR © R
L N g . | . .
18 64 256 1024 4096
Valor de C

Tempos (seg)

C Heap | Dheap | Fheap | Bheap | Rheap | Thorup || AGM
8 1.202 | 1.222 | 1.412 | 0.812 | 0.980 1.460 1.492
32 1.488 | 1.450 1.638 | 0.842 | 1.094 1.550 1.570
128 1.820 | 1.682 1.850 | 0.852 1.160 1.564 1.592
512 1.834 | 1.702 1.956 | 0.894 1.202 1.576 1.586
2048 || 1.888 | 1.758 | 2.018 | 0.976 1.228 1.576 1.600
8192 || 1.844 | 1.706 | 2.038 1.002 1.262 1.574 1.594

Figura 7.10: Valor de C em relagdo ao tempo em grafos grade gerados por SPGRID com X = 16.
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Grafos long gerados com SPGRID

O ntimero fixado de vértices na vertical é 16, ou seja, Y = 16. Pode-se perceber que os grafos
gerados dessa maneira tendem a ter poucos vértices na fila de prioridade. A figura 7.11 exibe
o tempo gasto pelos algoritmos, e a figura 7.12 o quanto de memoéria foi consumida. Nestes
experimentos, X varia de 512 a 16384, e os comprimentos dos arcos sdo inteiros em [1..10000].

O ntimero de vértices do grafo € X x Y +1 e o nimero de arcos é 6(X x Y).

Nestes testes, a implementacdo Heap foi a vencedora, e a implementacao Bheap teve um
desempenho bem pior que as demais implementacdes. Mais uma vez, a implementagao Thorup

foi a que consumiu mais meméria.
Na figura 7.13 é analisada a sensibilidade do algoritmo em relagao a C, que é o maior com-
primento de um arco. A implementagao Bheap foi extremamente sensivel. Pode-se notar que a

medida que C' cresce, o tempo gasto por Bheap piora exponencialmente.
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n=X x16+1, C = 10000

10 ¢

Heap —+— '

[ Dheap ---x--
- Fheap ---%---

Bheap 8-

r Rheap —-#---
| Thorup ---&--

AGM

16384

512 1024 2048 4096 8192
X
Tempos (seg)

X Heap | Dheap | Fheap | Bheap | Rheap | Thorup || AGM
512 0.018 | 0.018 | 0.022 | 0.132 | 0.016 | 0.026 0.044
1024 0.032 | 0.036 | 0.054 | 0.256 | 0.038 | 0.060 0.084
2048 0.074 | 0.074 | 0.100 | 0.520 | 0.082 | 0.124 0.172
4096 0.150 | 0.160 | 0.214 | 1.036 | 0.162 | 0.248 0.354
8192 0.292 | 0.312 | 0.418 | 2.064 | 0.322 | 0.488 0.718
16384 || 0.578 | 0.624 | 0.838 | 4.152 | 0.654 | 0.972 1.454

Figura 7.11: Numero de vértices em relacao ao tempo em grafos grade gerados por SPGRID com

Y = 16.
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100 T T T T
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< 10
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1 1 1 1 1
512 1024 2048 4096 8192 16384
Nuamero de vértices
Memoria (megabytes)
n heap | Dheap | Fheap | Bheap | Rheap | Thorup
512 1.7 1.9 1.7 2.4 1.7 2.0
1024 3.2 3.2 3.2 3.7 3.4 5.4
2048 5.9 6.3 5.9 6.4 6.0 9.2
4096 11.4 12.8 114 12.3 11.6 19.8
8192 22.2 23.6 23.2 25.7 25.9 38.7
16384 51.9 52.4 51.0 49.0 50.7 76.4

Figura 7.12: Memoéria utilizada quando executado em grafos grade gerados por SPGRID com Y = 16.

= 16384 x 16 + 1

10 . : ' | |
Heap —+—
Dheap ---x---
gﬂeap e
) eap ~-@--
8)0 Rheap ---®--
<2 Thorup ---o---
o AGM ----e---
o
;
E‘ & - B
1 SPUIEY - SR
Rl A
....................... - p——
L . ' , .
16 64 256 1024 4096

Valor de C

Tempos (seg)

C Heap | Dheap | Fheap | Bheap | Rheap | Thorup || AGM
8 0.558 | 0.598 | 0.816 | 0.490 | 0.538 0.852 1.284
32 0.570 | 0.614 | 0.836 | 0.512 | 0.568 0.930 1.382
128 0.572 0.622 0.834 0.538 0.596 0.948 1.416
512 0.590 0.636 0.854 0.654 0.630 0.968 1.438
2048 || 0.576 | 0.624 0.840 | 1.086 | 0.632 0.958 1.434
8192 0.562 0.634 0.844 3.446 0.650 0.982 1.454

Figura 7.13: Valor de C em relagio ao tempo em grafos grade gerados por SPGRID com Y = 16.
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7.4 SPBAD

Assim como SPRAND, SPBAD gera grafos conexos. Porém, o comprimento dos arcos no ciclo
hamiltoniano é sempre 1, e o comprimento dos outros arcos é calculado de forma a produzir um

niimero maior de operagoes decrease-key (secdo 1.4). A forma de se usar o gerador é a seguinte:
spbad n d [pardmetros opcionais],

onde n é o nimero de vértices (deve ser dois ou mais) e d é o grau de saida de cada vértice (deve

ser um ou mais). Um exemplo de um grafo desse tipo pode ser visto na figura 7.14.

Figura 7.14: Grafo gerado com spbad 5 4. Nesse exemplo, alguns arcos foram omitidos, para

simplificar a visualizagao.

A figura 7.15 exibe o tempo gasto pelos algoritmos e a figura 7.16 o quanto de memoria foi

consumida. Nestes experimentos, n varia de 512 a 8192 e o ntimero de arcos é n?/4.

Nota-se que a implementacao Bheap esteve pior em relagio ao tempo e a meméria consumida.

As demais implementacoes tiveram desempenhos praticamente idénticos.



Resultados Experimentais 137

Tempo (seg)

1 1

0.01 !
512 1024 2048 4096 8192

Numero de vértices

Tempos (seg)

n heap | Dheap | Fheap | Bheap | Rheap | Thorup || AGM
512 0.012 | 0.018 0.016 | 0.024 0.016 0.014 0.018
1024 || 0.062 | 0.068 0.064 | 0.106 0.068 0.064 0.074
2048 || 0.296 | 0.304 0.296 | 0.456 0.308 0.300 0.324
4096 || 1.476 | 1.550 1.440 | 2.056 1.504 1.496 1.466
8192 || 6.694 | 7.388 | 6.544 | 8.826 | 6.720 6.768 6.572

Figura 7.15: Numero de vértices em relacao ao tempo em grafos gerados por SPBAD.

1000 ¢ T T T
— ' Heap —+—
3 Dheap ---»--
il Fheap ---»---
2 4op L Bheap 8- g |
?o t Rheap -—w--
5} t Thorup ---o--- _—
\E/ +
S 10 4
~
)
g
D
= i
0.1 i '
512 1024 2048 4096 8192

Nuamero de vértices

Memoria (megabytes)

n Heap | Dheap | Fheap | Bheap | Rheap | Thorup
512 0.9 0.9 1.1 1.1 1.0 0.9
1024 5.6 5.6 5.6 8.9 5.6 5.8
2048 23.9 23.8 20.9 30.0 21.9 23.8
4096 94.7 94.4 94.0 107.4 95.3 95.1
8192 || 380.6 | 384.7 | 380.6 [ 397.0 | 383.3 380.5

Figura 7.16: Memoria utilizada quando executado em grafos gerados por SPBAD.






CAPITULO 8

Conclusoes

Nesta dissertagdo descrevemos, implementamos e testamos, algoritmos para o problema do
caminho minimo. O primeiro algoritmo apresentado é o bem conhecido algoritmo de Dijkstra.
Em seguida, é descrito o algoritmo de Dinitz-Thorup, que é um estagio intermediario entre o
algoritmo de Dijsktra e o algoritmo de Thorup, que é apresentado ao final. Cada descricao
é seguida por uma possivel implementacao. No caso do algoritmo de Dijkstra, seguem cinco
possiveis implementagoes. Finalmente, é feita uma anélise experimental entre as implementacoes.
A implementacao de Dinitz-Thorup néo entra nas comparagoes de tempo, pois seu papel é apenas

facilitar o entendimento das idéias propostas no algoritmo de Thorup.

A principal diferenga entre os algoritmos esta na forma de examinar os vértices de um grafo.
O algoritmo de Dijkstra examina os vértices em ordem crescente de distancia a partir de um
dado vértice origem. Conforme observado por Fredman e Tarjan [16], o algoritmo est4, implici-
tamente, ordenando os vértices de acordo com esses valores. Assim, qualquer implementacio do
algoritmo de Dijkstra para o modelo de comparagao-adicao realiza, no pior caso, Q(m + nlogn)
comparagoes. No algoritmo de Dinitz-Thorup, é utilizada a idéia de bucketing para determinar
vértices que podem ser examinados em qualquer ordem. Thorup combinou este bucketing a uma
certa decomposicao do grafo. Também é importante lembrar que o algoritmo de Dijkstra utiliza
o modelo de comparacao-adicao, enquanto que os algoritmos de Dinitz-Thorup e Thorup foram
projetados para o modelo RAM. Os projetos de algoritmos no modelo RAM vém sendo de grande
interesse de pesquisa, pois oferecem melhorias assintdticas significativas e fazem sentido do ponto
de vista pratico.

O algoritmo linear, no modelo RAM, projetado por Thorup resolve, eficientemente, os se-

guintes subproblemas:

Construcao da decomposicao hierarquica. O primeiro passo na construcao da decom-
posicao hierarquica é encontrar uma arvore geradora minima. Isso é feito em tempo
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linear, utilizando-se o algoritmo de Fredman e Willard [18]. Segundo, ordenar as
arestas do grafo em relacao ao most significant bit (msb) do comprimento. Utilizando
o algoritmo de Andersson, Hagerup, Nilsson e Raman [4], essa tarefa é realizada em
tempo linear. E terceiro, utilizar um algoritmo préximo ao de Kruskal junto com a
estrutura union-find desenvolvida por Gabow e Tarjan [19], que realiza cada operacio

de uniao de conjuntos distintos em tempo constante.

Atualizacao dos potenciais. Utiliza a estrutura atomic heap, desenvolvida por Fredman
e Willard [18].

Escolha de um elemento maduro. E feita através do uso de buckets. O tempo total

gasto nessa etapa é O(m + n).

Na implementacao do algoritmo de Thorup nao utilizamos atomic heaps, pois como o préprio

. . = - 20 . .

Thorup [39] menciona, os atomic heaps sdo definidos somente para n > 2!2” | e seu interesse &
principalmente teérico. N6s utilizamos na implementagao apenas algoritmos mais conhecidos,

facilmente encontrados na literatura [1, 9]. Assim, resolvemos os problemas da seguinte maneira:

Construcao da decomposicao hierarquica. Primeiro, a arvore geradora minima é en-
contrada utilizando-se o algoritmo de Kruskal com a estrutura union-find [9]. O tem-
po gasto é O(ma(m,n)), onde c(m,n) é a inversa da funcio de Ackermann. Segundo,
ordenar as arestas do grafo em relagdo ao msb do comprimento é feita utilizando-se
um bucket sort. Esse passo gasta O(log C' +m). O tempo total gasto na construcao

da decomposicao hierarquica na nossa implementacio é O(log C' + m + ma(m,n)).

Atualizacao dos potenciais. A atualizagao é feita da maneira mais simples possivel, isto
é, sempre atualizamos todos os ancestrais de um elemento folha cujo potencial foi
decrescido. No pior caso, o tempo gasto na atualizagdo dos potenciais ¢, claramente,
a altura de £, que é limitado por logr, onde 7 é a razao entre o maior e o menor

comprimento de um arco. Portanto, o tempo gasto em cada atualizagio é O(logr).

Escolha de um elemento maduro. E feita através do uso de buckets. Portanto, o tem-

po total gasto nessa etapa é O(m + n).

Logo, a nossa implementagao do algoritmo de Thorup gasta tempo O(n + log C' + ma(m,n) +
mlogr).

Do ponto de vista teoérico, o algoritmo de Thorup apresenta idéias interessantes, como a
decomposigao hierdrquica, e que podem e ja estdo sendo exploradas por outros pesquisadores,

como Pettie e Ramachandran [31, 32].
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Ainda do ponto de vista tedrico, o pré-processamento do algoritmo de Thorup, isto é, a
construgao da decomposicao hierdrquica nao afeta a eficiéncia do algoritmo, como comentado
na segao 2.5. Contudo, na pratica, o mesmo nao ocorre. Basta notar que o algoritmo de Prim-
Dijkstra [9] para arvore geradora minima é praticamente idéntico ao algoritmo de Dijkstra. Logo,
apenas o tempo gasto para construir a drvore geradora minima j& serd proximo do tempo de
resolver o problema do caminho minimo. Esse fato pode ser comprovado na analise experimental

do capitulo 7.

Embora, do ponto de vista prético, o algoritmo de Thorup nao tenha se mostrado um sucesso,
a sua implementacao fez com que entendéssemos melhor o algoritmo, inclusive seus pontos fortes
e fracos. Como o pré-processamento é muito “pesado”, nao faz sentido utilizar esse algoritmo para
grafos de dimensdes pequenas. Também nao vale a pena utilizé-lo em uma tinica chamada, isto &,
encontrar o caminho minimo uma tnica vez. Se for desconsiderada a possibilidade de ocorrerem
modificagées no grafo dado, esse pré-processamento pode ser calculado uma tinica vez. Entao,
dependendo do niimero de chamadas, a um mesmo grafo, para encontrar o caminho minimo de um
vértice a todos os outros, o tempo do pré-processamento acaba nao prejudicando o tempo final.
A figura 8.1 ilustra o desempenho dos algoritmos conforme o ntiimero de chamadas a um mesmo
grafo, utilizando um vértice origem distinto a cada chamada. O grafo gerado aleatoriamente é

esparso, e foi gerado por SPRAND.

n = 262144
100 T T T
Heap —+—
Dheap ---x---
Fheap ---%---
— Bheap -
[N Rheap --=---
3 Thorup ---&---
2 10
Hy o iy i S,
S
e =
T - ol
b o -
1 E , \ ,
1 2 4 8 16

Numero de chamadas

Tempos (seg)

Numero de chamandas Heap Dheap | Fheap | Bheap | Rheap | Thorup
1 2.100 2.124 2.162 0.814 1.296 2.744
2 4.198 4.252 4.334 1.626 2.596 4.160
4 8.448 8.532 8.670 3.242 5.190 7.030
8 16.794 | 17.004 17.344 6.492 10.384 12.740
16 33.618 | 34.010 | 34.694 | 12.976 | 20.754 24.180

[ Tempo médio para construir a decomposicao hierirquica: 1.3 segundos ]

Figura 8.1: Niumero de chamadas em relagao ao tempo em grafos esparsos gerados por SPRAND.
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Em relagao aos testes, observamos que a implementagdo Bheap, apesar de ser a melhor em
alguns casos, em outros é a pior. A implementagao Rheap, apesar de nao ganhar em nenhum dos
testes, sempre teve um bom desempenho e é bem estével em relagao & variagao de C. J& com
Bheap, isso nao aconteceu. As implementacoes Heap, Bheap e Fheap tiveram os melhores desem-
penhos quando o nimero de vértice mantidos por eles é pequeno. Também foi possivel observar

que a implementagado Thorup consome mais memoéria que as demais e que o seu desempenho é

mediano.

Nao consideramos que compreendemos inteiramente o algoritmo de Thorup. A descricao
apresentada nesta dissertacao difere da descri¢do “mais baixo nivel” de Thorup. Tentamos, na
medida que nos foi possivel, extrair a esséncia do algoritmo, mas ainda sentimos que mais trabalho

precisa ser feito para compreendé-lo melhor e simplifica-lo.

Entre as partes que deixamos por fazer e seriam um préximo passo no sentido de desvendar
alguns, por nos, mistérios, destacamos o estudo dos artigos de Andersson et al [4], Fredman e
Tarjan [18], Gabow e Tarjan [19] e Gabow [20]. Apesar destes representarem avancos tedricos,
nao acreditamos que do ponto de vista pratico colaborem com uma melhora no desempenho da

implementagao do algoritmo de Thorup.

Em termos teéricos, é interessante estender as técnicas de Thorup para encontrar caminhos
minimos em grafos nao necessariamente simétricos. Os primeiros passos nessa direcio ja foram
dados por Hagerup [22] que projetou um algoritmo para o PCM que consome tempo O(n +
mlogw).

Ainda um outro possivel trabalho futuro seria fazer uma implementagao hibrida do algoritmo
de Thorup, como é feito com o quicksort, e avaliar seu desempenho. Quando o elemento X de
L a ser visitado & "suficientemente" pequeno poderiamos aplicar entdo o algoritmo de Dijkstra
para examinar todos os vértices em @ N X cujos potenciais estivessem em um certo "intervalo de

seguranga'.



APENDICE A

Implementacao

Neste apéndice, se encontra a funcao main do cédigo C, junto com as chamadas para as

implementagoes dos algoritmos. Também sao apresentadas as fungoes de teste da condicdo de
otimalidade.

118 (Inclusdo de arquivos header 118) =
#include <stdio.h>
#include <time.h>
#include <string.h>
#include <stdlib.h>
#include "gb_graph.h"
#include "gb_save.h"
#include "gb_rand.h"
#include "types_dh.h" /* definicdes usadas no parser do DIMACS #/
#include "parser.c" /* converte a entrada do formato DIMACS para o SGB */

Este cédigo é usado no bloco 9.

119  (Definicoes 12) +=
#define ERROR_O 0
#define ERROR_1 1
#define ERROR_2 2
#define ERROR_3 3
#define ERROR_4 4
#define TRUE 1
#define FALSE 0
#define EXAMINADO 1
#define NAO_EXAMINADO 0
#define VISITADO 1
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#define NAO_VISITADO O
#define VERTICE_DE_G (—1)
enum {
REPORT = 1, /* se REPORT igual a 1 gera um pequeno relatério */
DIJK =1, /* se DIJK igual a 1 executa dijkstra */
THORUP = 1, /* se THORUP igual a 1 executa thorup */
LINUX =1, /* se LINUX igual a 1 entao o SO ¢ linux , 0 se for UNIX %/
CONEX0 = 1,
DIMACS =0

120 ( Variaveis globais 13) +=

char xerr_message[] = { J* 0%/
"N~aoyconseguiuabrir,arquivo.", /* 1 */
"N~aoyconseguiuycriarygrafo.", /* 2*/
"N~aoyconseguiualocar, meméria.", /* 3%/
"N~ao,exite arboresc~encia.", [ 4%/

"Partig~aoyinvalida."};

121 (Programa principal 121) =
int main (argc, argv)
int argc;
char *argu(];

unsigned long n = 1000; /* ntmero de vértices */

unsigned long m = 50000; /* numero de arestas */

unsigned long comp min = 1; /* comprimento minimo de um arco * /
unsigned long comp_ maz = 1000; /# comprimento maximo de um arco */
unsigned long semente = 0; /* semente do nimero randdémico */
unsigned long r = 1; /* ntmero de repeti¢oes */

char xgrafo entrada = A;

char grafo_saida[30];

Graph xg;

register Vertex xs; /* veértice inicial */
register Vertex *v;

register Arc #a;

register Graph xarb;
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clock-t ¢;
float tempo, tmp;
FILE xtempos, #potencial;
[# FEEEEERE yarigveis utilizadas no parser do DIMACS *##ikdsistiokaaick o /

arc * arp;
node * ndp, *source;
long nmin;

char name[21];

long mlen;
[ FHRERR R R bR

if (((tempos = fopen ("tempos.txt","a")) = A) V ((potencial = fopen("potencial.txt",

"an) =) {
printf ("%s\n", err_message [ERROR_0]);
ezit (0);

}

if (DIMACS) {
(Entrada DIMACS 123)
if (g=A)V(gn<1)) |
printf ("%s\n", err_message [ERROR_1]);
exit (0);
}

(Encontra a arvore de caminhos minimos 124 )
gb_recycle(g);

}

else {
(Leitura da entrada 122)
while (r—) {

if (grafo_entrada) g = restore_graph (grafo_entrada);
else {
printf ("Criandogoygrafo...\n");
g = random__ graph(n,m,0,0,0,A, A, comp_min, comp_ maz, semente);
sprintf (grafo_ saida,"SP_%lu_%lu_%lu.gb",n,m, semente);
sprintf (gid, "Grafo,g");
save_graph (g, grafo_saida);
}
if (9= 1)V (gn < 1) {
printf ("%s\n", err_message [ERROR_1]);
ezit (0);
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}
n = gn;
(Encontra a arvore de caminhos minimos 124 )
gb_recycle (g);
semente ++; /#* incrementa o valor da semente */
}
}

felose(tempos);
felose(potencial);
return 0;

}

Este codigo é usado no bloco 9.

122 (Leitura da entrada 122) =
while (—arge) {
if (sscanf (argv[argc],"-n%lu",&n) =1) ;
else if (sscanf (argv[argc],"-m4lu",&m) =1) ;
else if (sscanf (argv[argc],"-cmin}lu", &comp min) =1) ;
else if (sscanf (argv[argc],"-cmaxflu",&comp maz) =1) ;
else if (sscanf (argv|[argc],"-s¥lu", &semente) = 1) ;
else if (sscanf (argv[argc],"-rhlu",&r) =1) ;
else if (strnemp (argv[arge],"-£",2) =0) grafo_entrada = argv|[argc] + 2;
else if (strnemp (argv[arge],"-h",2) =0) {
printf ("Uso:%sy [-nN] [-mN] [-cminN] [-cmaxN] [-sN] [-rN] [-farquivo.gb] [-hh]\n",
argo [0]);
return 0;
}
else if (strncmp (argv[argc],"-hh",4) =0) {
printf ("Uso:%sy [-nN] [-mN] [-cminN] [-cmaxN] [-sN] [-rN] [-farquivo.gb] [-hh]\n",
argv [0]);
printf ("unuuuu-unimero de vértices\n");
printf ("umuuuu-unomero degarestasy (oynimeroydeyarcosé,2m) \n");
printf (",cming - menor,comprimentode um,arco\n");
printf ("ucmax- maior,comprimentoyde um,arco\n");
printf ("usuuuu-usemente doynimeroy,aleatério\n");
printf ("uruuuu-unimero de repeti¢oes\n");
printf ("ufuuuu-ul~euarquivo. gb\n");

return 0;
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}

else {
printf ("Tente \’%sy-h\’ para mais,informag~oes\n", argv[0]);

return 0;

}
}

if (grafo_entrada) r =1,

Este cédigo é usado no bloco 121.

123 (Entrada DIMACS 123) =
parse(&n, &m, &ndp, &arp, &source, &nmin, name, &mlen, &g);
printf ("%s\nn=_%1d, m=_,%1d, jnmin=_%1d,source =_%1d, maxlen=_%1d\n", name,n, m,
nmin, (source — ndp) + nmin, mlen);

comp_maz = mlen;

Este cédigo é usado no bloco 121.

124 (Encontra a arvore de caminhos minimos 124) =

(Escolhe o vértice inicial s 126)

(Encontra o arco de maior comprimento 127)

( Calcule o valor para infinito 128)

if (DIJK) {
( Execute Dijkstra usando a implementagao de Heap 130)
( Execute Dijkstra usando a implementagdo de D-Heap 131)
(Execute Dijkstra usando a implementagdo de Fibonacci Heap 132)
(Execute Dijkstra usando a implementacdo de Bucket heap 133)
(Execute Dijkstra usando a implementacao de Radix Heap 134)

}

if (THORUP) {
( Execute o algoritmo de Mikkel Thorup 136)

}

Este codigo é usado no bloco 121.

125 ( Variaveis globais 13) +=
unsigned long infinito;
unsigned long C; /* maior comprimento de um arco */

unsigned long num_ ezam;
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unsigned long atualiza_fp; /% ntmero de atualiza¢oes da fungao potencial */

double sum;

126 (Escolhe o vértice inicial s 126) =
if (DIMACS) s = g~wvertices + (source — ndp) + nmin — 1;

else s = grvertices;

Este codigo é usado no bloco 124.

127 ( Encontra o arco de maior comprimento 127) =
if (grafo_entrada) {
for (v = grvertices; v < g-vertices + g=n; v++) {
for (a = v~arcs; a; a = a»next) {
if (C < avlen) C = a~len;

}

else C = comp_maz; /* ja estava calculado */

Este codigo é usado no bloco 124.

128 ( Calcule o valor para infinito 128) =
infinito = diametro(g,s) * C + 1;

Este cd6digo é usado no bloco 124.

A funcao diametro faz uma busca em largura para encontrar o maior niimero de arcos necessario
para acessar um vértice, a partir do vértice origem s.
129 (Fungoes auxiliares 32) +=
unsigned long diametro(g, s)
Graph xg;

Vertex xs;

register Vertex #u, #*v;
register Arc #aq;
register long ¢, j;
register long diam;
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diam = 0;
for (v = grvertices; v < grvertices + g-n; v++) {
vstatus = NAO_VISITADO;

}

Q = s = grvertices;

s»dist = 0;

Q(0) =s;

for (1 = j = 0, gsize = 1; gsize > 0; gsize—,1++) {
u = Q(3);

for (a = wrarcs; a; a = a nest) {
v = atip;
if (vstatus = VISITADO) continue;
v dist = udist + 1;
if (diam < v-dist) diam = v-dist;
v status = VISITADO;
Q(++7) = v;
qsize ++;

}

}

return diam;

130 ( Execute Dijkstra usando a implementagao de Heap 130) =
create_ pg = create_heap;
insert = insert_heap;
delete_min = delete_ min_ heap;
decrease _key = decrease_ key_heap;
printf ("\n+++++ttHHHt bbb DIJKSTRA -+ ++H++++++++\n " );
t = clock ();
dijkstra (g, s);
tempo = clock () — t;
printf ("\nImplementag~ao de Heap\n");
printf (" 1uVulu=ukld\t | uAulu=u%ld\n", g=n, g~m);
(Imprime os dados de saida 135)
(Testa a corretude da solucgao 140)

Este co6digo é usado no bloco 124.



150

131 ( Execute Dijkstra usando a implementagao de D-Heap 131) =
create_pq = create_ dheap;
wnsert = insert_dheap;
delete_ min = delete_min_ dheap;
decrease_key = decrease_key dheap;
pringf (" \n++++++tbt bbb DIJKSTRA 4 +++++++++H++++++++\n " );
t = clock ();
dijkstra (g, s);
tempo = clock () —t;
printf ("\nImplementag~ao de D-Heap\n");
printf (" 1oV lu=ukld\t | Ayl u=u%ld\tDu=u%1d\n", gn, g»m, D);
(Imprime os dados de saida 135)
(Testa a corretude da solugao 140 )

Este codigo é usado no bloco 124.

132 ( Execute Dijkstra usando a implementacdo de Fibonacci Heap 132) =
create_pg = create_fheap;
insert = insert_ fheap;
delete_min = delete_min_ fheap;
decrease_key = decrease_key fheap;
printf ("\n+++++++++++++t++H+44+ DIJKSTRA HH++++++++HH++4+4+\n" )
t = clock ();
dijkstra(g, s);
tempo = clock () — t;
printf ("\nImplementag~ao de Fibonacci Heap\n");
printf (" luVulo=uhla\t | uAy | u=ukld\t\n", g=n, g~m);
(Imprime os dados de saida 135)
(Testa a corretude da solugao 140 )

Este codigo é usado no bloco 124.

133 ( Execute Dijkstra usando a implementagdo de Bucket heap 133) =
create _pq = creale_ bkheap;
insert = insert_ bkheap;
delete_min = delete_ min_ bkheap;
decrease_key = decrease_key bkheap ;
printf (" \n+++++tttbt bbbttt 4+ DITJKSTRA H++++++++++++++++\n " %

t = clock();
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dijkstra(g, s);

free (Q);

tempo = clock () — t;

printf ("\nImplementag~ao de Bucket heap\n");

printf (" 1uVy |l u=u%ld\t | uAL | u=u%1d\t%1d Buckets\n", g~n, g»m, C + 1);
(Imprime os dados de saida 135)

( Testa a corretude da solugdo 140)

Este co6digo é usado no bloco 124.

134 ( Execute Dijkstra usando a implementagao de Radix Heap 134) =
create_ pq = create_rzheap;
insert = insert_rzheap;
delete_min = delete_min_ rzheap;
decrease_key = decrease_key rzheap;
printf ("\n++++tHHHH bbb DTIKSTRA HHHHHHHHHH -4+ \D " )
t = clock();
dijkstra(g, s);
free(Q);
tempo = clock () — t;
printf ("\nImplementag~ao de Radix Heap\n");
printf (" |uVulu=uhld\t | uAy lu=ukld\t%d Buckets\n", g+n, g~m, log2 (g-n * C) + 2);
(Imprime os dados de saida 135)
(Testa a corretude da solugao 140)

Este codigo é usado no bloco 124.

135 (Imprime os dados de saida 135) =
printf ("\nDurante a execug ao,do programa: \n");
printf (" Foram examinados,/luyvértices\n", num_ ezam);
for (v = gvertices, sum = 0; v < g-vertices + g»n; v++,sum += v-dist) ;
printf (" Soma,das, dist ~ancias: %.0f\n", sum);
printf ("uAufung~ao pontencial precisouyseryatualizadayldyvezes\n", atualiza_ fp);
printf ("Tempo:%.4f segundos\n", tempo /CLOCKS_PER_SEC);
if (g»m # 0) fprintf (potencial,"%.4£\t", (float) atualize_fp/g~m);
fprintf (tempos, "% .4£\t", tempo /CLOCKS_PER_SEC);

Este codigo é usado nos blocos 130, 131, 132, 133 e 134.
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( Execute o algoritmo de Mikkel Thorup 136) =
printf ("\n++++t+tttrt bttt THORUP H 4+ H+++44+4+4\0" )
t = clock ();
arb = krusk(g);
tmp = clock() —t;
printf ("Tempopara,construir,a arborescencia:%.4f segundos\n",
tmp/CLDCKS_PER_SEC);
t = clock();
thorup (g, arb, s);
gb_recycle (arb);
Jree (BK);
tempo = clock () — t;
printf ("\nImplementag~ao, de Mikkel, Thorup\n");
printf (" Vo lu=u%ld\t |uAylu=u%ld\n", g-n, g~m);
printf ("\nDurante a execug~aoydo programa:\n");
printf ("L Foram examinadosy%lu vértices\n", num_ ezam);
for (v = grvertices, sum = 0; v < grvertices + g n; v++, sum += v-dist) ;
printf ("uSoma,das dist~ancias:%.0f\n", sum);
printf ("uAufung~ao pontencial precisouyseratualizada,%1d vezes\n", atualiza_fp);
printf ("Tempo: % .4f segundos\n", tempo /CLOCKS_PER_SEC);
if (g»m #0) fprintf (potencial, "} .4f\n", (float) atualiza_fp /g m);
Jprintf (tempos , "% .4£\t", tempo /CLOCKS_PER_SEC); /* thorup =/
forintf (tempos, "}, .4f\n", tmp /CLOCKS_PER_SEC); /* AGM x/
if (REPORT) {
printf ("uAuarboresc~encia tem,,%d, nds (foragosyvértices,deyg) \n", nelementos);
printf ("L Precisouydesempilhar,j%d vezes\n", desempilha);
printf ("uPrecisouatualizar, para;cima,%d, vezes\n", atualiza acima);
printf (",_.Osuelementos._,mudar am_ de maduros para n~ao maduros,%d, vezes\n",
nao_maduro);

}

(Testa a corretude da solugao 140)

Este codigo é usado no bloco 124.
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A.1 Testa condicao de otimalidade

A fungao funcao_potencial OK verifica se todos os vértices estao com um potencial véalido.
Se todos os potenciais forem vélidos, a funcao devolve TRUE. Caso contrario, devolve FALSE e

imprime um arco que nao respeita a fungao potencial.

138 ( Teste da condigao de otimalidade 138) =
int funcao_potencial _OK (g)
Graph xg;

register Vertex *v;
register Vertex *u;
register Arc *a;
for (u = gvertices; u < grvertices + g-n; u++) {
for (a = warcs; a; a = a»next) {
v = a~tp;
if (vdist — u~dist > a-len) { /* a fungao nao respeita ¢ */
printf ("\n**rk*kkx, A fungTao potencialn”ao @ validaykxkkkkkkk\n");
printf ("****¥% ,Arco que n~ao respeitaga fung ao potencial k¥****¥\n");
printf ("FEFxErk ks ->uhsuu - ~uukldy-uhldu>uhldugk Rk kkkksskkk\n"  urname,
vname, v~dist, u~dist, a~len);
return FALSE;

}
}
}

return TRUE;

}

Veja também bloco 139.

Este codigo é usado no bloco 9.

A subrotina calcula_ caminho calcula o comprimento do caminho, e verifica caminhos_ OK

verifica se o comprimento do caminho respeita a condi¢ao de otimalidade 2.2.
139  (Teste da condicao de otimalidade 138) +=

unsigned long comprimento_caminho(v)

Vertex xv;
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register Vertex su;
register Arc *a;
register unsigned long minarc = infinito;
if (v-pred =v) return 0;
for (a = (vpred)-arcs; a; a = a next) {
/* encontra o arco de menor comprimento com ponta final em v */
u = a tip;
if (u=w) {
if (a~len < minarc) minarc = a~len;
}
}

return (comprimento_ caminho (v-pred) + minarc);

}

int verifica_ caminhos_OK (g)
Graph #g;
{
register Vertex xv;
register unsigned long comp;
for (v = grvertices; v < grvertices + g-n; v++)
if ((v~dist # infinito) A ((comp = comprimento_ caminho(v)) # v-dist)) {
printf ("\n**_ Comprimento doycaminho de s a %syesta errado **\n" , v-name);
printf ("*** Caminho:%1ld\tPotencial : 41ld  ***\n", comp,v-dist);
return FALSE;

}

return TRUE;

Se nao houve nenhum problema, imprime as seguintes mensagens.

140 (Testa a corretude da solugao 140) =
if (REPORT A funcao_ potencial_ OK (g) A werifica_ caminhos_ OK (g)) {
printf ("»»»»», Fung~ao,potencial 0k «<«c<\n");

printf ("»»»»»,Caminhosde custo yminimo 0k, «««cc\n" bz

}

Este codigo € usado nos blocos 130, 131, 132, 133, 134 e 136.
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(Escolha u em @ tal que d(u) seja minimo 19) Usado no bloco 14.



166 LISTA DE REFINAMENTOS

(Escolha u em z tal que d(u) seja minimo 81) Usado no bloco 76.
(Escolhe o vértice inicial s 126) Usado no bloco 124.
(Examine a aresta uv 83) Usado no bloco 82.
(Examine a folha z 111) Usado no bloco 106.
( Examine o arco uv 21) Usado no bloco 20.
( Examine o vértice u 20) Usado no bloco 14.
(Examine os vértices utilizando a decomposicao hierdrquica 106) Usado no bloco 88.
(Examine vértice u 82) Usado no bloco 76.
( Execute Dijkstra usando a implementagao de Bucket heap 133) Usado no bloco 124.
( Execute Dijkstra usando a implementagao de D-Heap 131) Usado no bloco 124.
( Execute Dijkstra usando a implementacgao de Fibonacci Heap 132) Usado no bloco 124.
( Execute Dijkstra usando a implementagao de Heap 130) Usado no bloco 124.
( Execute Dijkstra usando a implementacao de Radix Heap 134) Usado no bloco 124.
( Execute o algoritmo de Mikkel Thorup 136) Usado no bloco 124.
(Faca a uniao dos conjuntos que contém u e v e construa a arborescéncia 98) Usado no bloco 91.
(Fila @ ndo estd vazia 18) Usado no bloco 14.
(Filas de prioridade 11, 25, 26, 27, 28, 29, 33, 34, 35, 36, 38, 42, 43, 44, 45, 48, 53, 54, 55, 56, 57, 61, 62, 63,
64,69) Usado no bloco 9.
Funcoes auxiliares 32, 41, 50, 60, 73, 74, 75, 86, 96, 105, 129) Usado no bloco 9.
Imprime os dados de saida 135) Usado nos blocos 130, 131, 132, 133 e 134.
Inclusao de arquivos header 118) Usado no bloco 9.
Inicializagoes de dinitz 78) Usado no bloco 76.
Inicializagoes para thorup 108) Usado no bloco 106.
Inicializa d e 9 16) Usado no bloco 14.
Inicializa a fila @ com s 17) Usado no bloco 14.
Junte u e v em um unico elemento 100) Usado no bloco 98.
Leitura da entrada 122) Usado no bloco 121.
Leitura dos pardmetros de entrada 5) Usado no bloco 3.

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(Link arborescéncia y com a arborescéncia = 47) Citado no bloco 46.  Usado no bloco 46.
(Main 3) Usado no bloco 1.

(Mude z de bucket 113) Usado no bloco 106.
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