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Resumo

O Problema de Steiner em Grafos consiste em encontrar, em um grafo com custos nas
arestas, uma drvore de custo minimo contendo um dado conjunto de vértices.

Esse problema tem wm papel central na drea de algoritmos de aprozimacao e diversas
de suas variantes tém aplicagées, por evemplo, em projeto de redes de comunicacao.

Neste trabalho apresentamos um estudo de wdrios algoritmos de aprozimacao para
este problema. Os algoritmos escolhidos baseiam-se na utilizacio de drvores k-restritas
e formam uma série, cada um deles tendo explorado melhor uma idéia introduzida pelo
anterior. Todos eles foram projetados durante a vltima década, sendo o mais recente, o
melhor algoritmo de aprozimacdo para o problema até o momento em termos de razéo de
aproTIMacao.

Abstract

The Steiner Tree Problem consists in finding a minimum cost tree that spans a given
subset of vertices. This problem plays a central role in approzimation algorithms. Many
of its variants have applications on network design.

In this work we present a study of several approzimation algorithms for the Steiner
Tree Problem. The selected algorithms are based on the use of k-restricted trees and form
a series, each one exploring further an idea introduced by the previous one. All of them
were developed during the last decade and the last of them has the best performance ratio
known for the problem so far.
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Introducao

Problemas de otimizagdo sao de interesse nas mais diversas 4reas do conhecimento.
Chamamos de Otimizagcio Combinatiria a rea da Ciéncia da Computagao que estuda
esses tipos de problemas. Um problema de otimizacio combinatéria pode ser definido
basicamente da seguinte forma: dada wma funcio definida sobre um conjunto finito A,
encontre, se exustir, um elemento de A que minimize (mazimize) a funcio dada.

Embora a defini¢do seja simples, para muitos desses problemas nao é facil encontrar
um elemento de A que responda a pergunta do problema. Em geral, a dificuldade est4
no fato que A, mesmo sendo finito, pode ter um nimero muito grande de elementos.
Isso torna invidvel, do ponto de vista computacional, gerar e verificar todos os elementos
de A para encontrar um melhor. Vérios desses problemas fazem parte do conjunto dos
problemas N'P-dificeis. Isso significa que, para vérios desses problemas, ndo conhecemos
e nem mesmo esperamos encontrar algoritmos eficientes para resolvé-los. Contudo nao
podemos simplesmente deixar de estudar tais problemas, porque eles possuem importantes
aplicacoes préticas.

Cormen, Leiserson e Rivest [10] sugerem duas abordagens para problemas NP-dificeis:

e Algoritmos que produzam solugées 6timas mas que no pior caso consumam tempo
exponencial no tamanho da entrada. (Estes algoritmos podem ser adequados apenas
para instancias pequenas ou particulares.)

e Algoritmos eficientes (isto é, que consomem tempo polinomial no tamanho da entra-
da) que produzam solugées aprorimadas com uma garantia de qualidade, ou seja,
um limite para o erro entre o custo da solugdo produzida pelo algoritmo e o custo
de uma solugao 6tima do problema. Estes algoritmos sio denominados algoritmos
de aprozimagao e chamamos razGo de aprozimagio a sua garantia de qualidade. (A
defini¢ao precisa desses conceitos serd dada no capitulo 1.)

O Problema de Steiner em Grafos é um dos exemplos de problema de otimizacao
NP-dificil [18]. Informalmente, ele pode ser assim definido: dado um grafo G com custos
nao-negatwos nas arestas, determinar wm subgrafo conexo de G de custo minimo que
contenha um dado conjunto de vértices. Esse problema aparece no contexto de projetos
de circuitos VLSI [29], drvores filogenéticas [28], problemas de conexdo [23], etc.

O surgimento do Problema de Steiner data do século XVII. Segundo Maculan [35], a
primeira formulagao do problema foi feita pelo mateméatico francés Pierre de Fermat. O



problema era o seguinte: dadas trés cidades, deseja-se construir uma rede de estradas de
comprimento total minimo de forma que se possa ir de qualquer uma das trés cidades a
qualquer outra através dessas estradas.

- Utilizando geometria, podemos reescrever formalmente o problema acima: dados trés
pontos no plano euclidiano, determinar um conjunto de segmentos de reta que interligue
estes pontos de tal forma que a soma dos comprimentos dos segmentos de reta seja minima.

Ainda de acordo com Maculan, no século XIX, o gedmetra alemao Jacob Steiner reuniu
diversas solugoes em um trabalho. Por causa deste trabalho, o problema, primeiramente
proposto por Fermat, passou a ser conhecido como o Problema de Steiner.

Courant e Robbins [11] apresentaram uma maneira de determinar a solu¢io deste
problema através de uma construgao utilizando régua e compasso. Sejam A, B e C' os
trés pontos, sendo que A é tal que o angulo formado pelos segmentos AB e AC é méximo.
Temos dois casos para analisar. Se esse angulo é maior ou igual a 120°, entdo a solugdo &
dada pelos segmentos AB e AC. Caso contrario, seja P o ponto do plano euclidiano tal
que os segmentos AP, BP e C'P formam, dois a dois, um angulo de 120°. Esses segmentos
formam a solugao do problema. Vejam as figuras abaixo.

A

Figura 1: A > 120°

120°

Figura 2: A < 120°

O Problema de Steiner em Grafos (PSG) é uma variante do Problema de Steiner.
Neste trabalho, apresentaremos uma resenha dos algoritmos de aproximacao para o PSG
baseados em drvores k-restritas (definidas no capitulo 1). O uso de &rvores k-restritas
mostrou-se eficaz para o PSG — os algoritmos de aproximacdo com as melhores razdes de
aproximacgao conhecidas para o PSG utilizam essas arvores.



Este trabalho esta organizado da seguinte forma. No primeiro capitulo, definimos o
Problema de Steiner em Grafos, discutimos a sua complexidade computacional e comen-
tamos algumas técnicas de solugdo do problema. Além disso, estabelecemos a. notacgao
que sera usada na apresentacao dos algoritmos e apresentamos o primeiro algoritmo de
aproximagao para o problema — o ingénuo algoritmo da drvore geradora minima com
razao de aproximacao 2.

No segundo capitulo, apresentamos o algoritmo das drvores 3-restritas, proposto por
Zelikovsky [48] em 1993. Durante varios anos, 2 foi a melhor razio de aproximagao
constante conhecida para o problema. O algoritmo das arvores 3-restritas foi o primeiro
a conseguir uma razao de aproximagao constante menor que 2. O algoritmo é simples
porém sua andlise é complexa e o artigo original continha falhas que foram explicitamente
consertadas por Gropl, Hougardy, Nierhoff e Promel [21].

No terceiro capitulo, apresentamos o algoritmo de Berman e Ramayer [6], que utiliza
drvores k-restritas para uma constante k > 3. No quarto capitulo, descrevemos o algoritmo
do ganho relativo, elaborado por Zelikovsky [49], que introduziu uma nova maneira de
escolher drvores k-restritas. No quinto capitulo, temos o algoritmo do pré-processamento,
proposto por Karpinski e Zelikovsky [31], que introduziu o conceito de perda de uma
arvore de Steiner.

No sexto capitulo apresentamos o algoritmo de Robins e Zelikovsky [42], proposto em
2000, cuja razao de aproximagdo é a melhor conhecida para o PSG até o presente. O
ultimo capitulo contém algumas consideracdes finais. ‘

Esses algoritmos evoluiram uns dos outros e mostram diferentes maneiras de se usar
arvores k-restritas no projeto de algoritmos de aproximacdo para o PsG. E importante
ressaltar que o nosso objetivo principal no estudo desses algoritmos é a demonstragao de
uma razao de aproximacdo e ndo a determinacgdo precisa do tempo de execucao desses
algoritmos. Esperamos que esta dissertagao facilite a compreensdo desses interessantes
algoritmos e sirva como ponto de partida e de apoio para o estudo do PSG e de problemas
correlatos.



Capitulo 1

Definicoes especificas e notacao

Neste capitulo descrevemos alguns dos conceitos utilizados neste trabalho, definimos
formalmente o Problema de Steiner em Grafos e discutimos algumas de suas principais
caracteristicas.

1.1 Teoria dos grafos

Os conceitos e definigGes abaixo foram retirados dos livros de Bondy e Murty (8] e de
Diestel [12]. .

Um grafo G = (V, E) consiste de um conjunto finito e ndo-vazio Vg e de um conjun-
to Eg de pares nao-ordenados de elementos de V. Os elementos de Vg sio chamados de
vértices de G e os de E sao as arestas de G.

Se e = {u,v} € Eg, entdo os vértices u e v sdo os extremos de e. Algumas vezes
denotamos e simplesmente por uv. Dois vértices u, v em Vg sio adjacentes se existir uma
aresta com extremos u e v. Duas arestas sao paralelas se tém os mesmos extremos. Um
lago é uma, aresta que tem os extremos iguais.

Um grafo G' é simples se ele ndo tem arestas paralelas e nem lacos. Se cada vértice
de G ¢é adjacente a todos os outros, entdo G é completo.

Se A C Vg, denotamos por 6(A) o conjunto de todas as arestas de G que tém um
extremo em A e o outro em Vg \ A. Seu € A ewv ¢ A, dizemos que §(A4) separa u e v.
Chamamos tal conjunto de corte de G' definido por A. Se A = {v}, escrevemos §(v) em
vez de 6({v}). O numero |0(v)| é o grau de v.

Se os grafos H e G sdo tais que Vy C Vg e Ey C Eg, entdo dizemos que H é um
subgrafo de G. Se H é um subgrafo de G e Ey é o conjunto de todas as arestas de G
que tém ambos os extremos em Vy, entdo H é um subgrafo induzido de G. Se Vi = Ve,
dizemos que H é um subgrafo gerador de G. Se A é um conjunto de vértices de G, o
subgrafo induzido de G' que tem A por conjunto de vértices é denotado por G[A].

Seja F' um conjunto de pares nao-ordenados de vértices de G. Denotamos por G+ F
o grafo (Vg, Eg U F). De modo analogo, G — F' é o grafo (Vg, Eg \ F). Se F = {f},



escrevemos G + f e G — f, respectivamente, para G+ {f} e G — {f}.

Um passeio é uma seqiiéncia C = (vo, €1,v1,€2,V, ..., €, ;) de elementos de um
grafo G onde wy,...,v; sao vértices e cada e; é uma aresta com extremos v;_1 e v;. Os
vértices vy e v sao os ertremos de C. Para simplificar, podemos omitir as arestas e
representar um passeio por sua seqiiéncia de vértices, (vp,...,v;). Algumas vezes inter-

pretamos C' como o conjunto de arestas de C. O passeio é fechado se vy = v, e aberto
caso contrdrio. Se as arestas de C' sao todas distintas, entdo C' é chamado de trilha. Se os
vértices de C sdo todos distintos, entdo C é chamado de caminho. Se k > 1 e os vértices
U1, ...,V sao todos distintos e vy = vy, entdo C' é um circuito.

Um grafo euleriano G é um grafo onde o grau de todos os vértices é par. Uma trilha
euleriana P em G é um passeio fechado que passa uma tnica vez em cada aresta de G.
Um circuito hamiltoniano C em um grafo G é um passeio fechado que passa exatamente
uma vez em cada vértice de G.

Um grafo G é conezo se, para cada par u, v de vértices, existe um caminho em G com
extremos u e v. Um componente de G é um subgrafo conexo maximal de G. Dizemos
que dois vértices u e v de G estdo conectados ou que u estd conectado a v em G se u e v
estao em um mesmo componente de G. De modo andlogo, dizemos que um conjunto de
vértices X de G estd conectado, ou G conecta X, se todos os vértices de X estio em um
mesmo componente de G. Uma floresta é um grafo simples sem circuitos. Uma drvore
¢ uma floresta conexa. Algumas vezes confundiremos uma arvore com o seu conjunto de
arestas e um componente de um grafo com seu conjunto de vértices. Uma, drvore enraizada
em v € uma arvore onde todas as arestas da drvore tém uma orientacao no sentido do
vértice v. Esta orientacdo é obtida através de todos os caminhos em M de um vértice u
ao vertice v, onde u # v. O vértice v é denominado raiz da drvore. A figura 1.1 ilustra
algumas das definigbes acima mencionadas.

Dados um grafo G' e uma fungdo ¢ que associa um niimero a cada aresta de G, de-
notamos por ¢(F) a soma Y ,.rc(e) para todo conjunto F de arestas de G. Quando a
funcdo c estd subentendida, chamamos o niimero ¢(F) de custo de F' e o niimero c(e) de
custo de e. Para um subgrafo H de G, escrevemos ¢(H) em vez de ¢(Ey) e chamamos
este nimero de custo de H.

Se G é completo, dizemos que ¢ satisfaz a desigualdade triangular se

c(ij) < e(ik) + c(kj)

para quaisquer trés vértices distintos 7, j e k de G.

Uma drvore geradora minima de (G, c) é uma drvore geradora em G de custo minimo.
Ou seja, M* é uma drvore geradora minima se para toda drvore geradora M em G tem-se
que ¢(M™) < ¢(M). Denotamos o custo de M* por mst(G, c).

Seja W um conjunto de vértices de G. A reducio de c em W é a funcao que coin-
cide com ¢ exceto nas arestas cujas duas extremidade estio em W, onde ela vale zero.



Figura 1.1: Sejam G = (V,E), onde V := {1,2,3,4,5,86,7, 8 e E =
{a,b,c,d,e, f,g,h,%,7,k,1,m,n, o}. A aresta o é um exemplo de lago e as arestas a e b sio
paralelas. Se A := {4,5}, entdo 6(A) := {f,9,%,7}. A seqiiéncia P := (1,a,8,m,7,k,6)
¢ um exemplo de um caminho em G de 1 a 6. O grafo G — {a,0} é simples e as arestas
pontilhadas representam as arestas de uma arvore geradora de G.

Denotamos a redugio de ¢ em W por ¢[W]. Mais especificamente,

c(e) seed Egwy,
c[W](e) =
0 se e € Egw).

A restrigio de ¢ a G[W] é a fungdo que coincide com ¢ exceto nas arestas que nao estao
em Egw), onde ela nao estd definida. Mais especificamente, se ¢ é a restrigao de ¢ a G[W],
entao

¢(e) = c(e) para toda aresta e em Egw).-

Algumas vezes usamos ¢ no lugar da restricio de ¢ a G[W].

Arvores de Steiner e arvores k-restritas

Considere um grafo completo G, uma funcao ¢ de Eg em Qg satisfazendo a desigual-
dade triangular e um conjunto R néao-vazio de vértices de G. Chamamos os vértices de R
de terminais e os de Vi \ R de vértices de Steiner. Uma drvore T em G é uma drvore de
Steiner de (G, R) se R C Vp. Uma drvore de Steiner minima de (G, ¢, R) é uma arvore de
Steiner de (G, R) de custo minimo, ou seja, 7 é uma arvore de Steiner minima de (G,¢,R)
se ¢(T") < ¢(T) para toda drvore de Steiner T de (G, R). Denotamos por smt(G,c, R) o
custo de uma drvore de Steiner minima de (G, ¢, R).



Uma k-drvore de (G, R) é uma drvore em G com k folhas cujos vértices internos sio
de Steiner (ou seja, ndo estdo em R) e as folhas sdo terminais (estdo em R). Para uma k-
drvore Ty, de (G, R), denotamos por VT'(T;) o conjunto dos terminais de TA e por VS(Ty)
o conjunto dos vértices de Steiner de T3, —

Seja T' uma drvore de Steiner de (G, R). Se T" é uma subérvore maximal de T' que é
uma z-drvore de (G, R) para algum 1, dizemos que 7" é um componente cheio de T. Se,
para algum k, todo componente cheio de T’ ¢ uma ¢-arvore em (G, R) com i < k, dizemos
que T' é uma drvore k-restrita de (G, R).

Uma drvore k-restrita minima de (G, ¢, R) é uma 4rvore k-restrita de (G, R) de custo
minimo, ou seja, 7" é uma &rvore k-restrita minima de (G, ¢, R) se ¢(T*) < ¢(T) para
toda drvore k-restrita T de (G, R). Denotamos por smt;(G,c, R) o custo de uma arvore
k-restrita minima de (G, ¢, R). A figura 1.2 ilustra as definices acima.

® ierminal

O vértice de Steiner

Figura 1.2: Exemplo de arvore de Steiner. Cada componente cheio estd destacado pelas
linhas pontilhadas. Note que, nesse exemplo, o nimero méximo de terminais de um
componente cheio é 5. Portanto trata-se de uma drvore 5-restrita.

Note que, se uma érvore de Steiner minima T de (G, ¢, R) é uma drvore k-restrita,
entao 7' € uma arvore k-restrita minima. Entretanto, o inverso nao é verdadeiro. Por
exemplo, uma drvore 2-restrita minima, que é uma arvore geradora minima no subgrafo
induzido pelos terminais, nem sempre é uma arvore de Steiner minima. Veja a figura 1.3.

Conjunto remocao e fungao projecao

Sejam H um grafo e ¢ uma fungdo de Ey em Q. Considere uma arvore geradora
minima M de (H,¢) e um conjunto 7 de vértices de H. Um separador de 7 em M &

8
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O wértice de Steiner

Figura 1.3: No grafo as linhas normais sao arestas de uma arvore geradora minima, sobre
os terminais e as linhas pontilhadas sao as aresta de uma arvore de Steiner minima.

um conjunto minimal de aresta de M cuja remogao desconecta todo par de vértices de 7.
Um conjunto remogdo D de 7 em M é um separador de 7 em M com ¢(D) méximo.
Denotamos por ind(M, ¢, 7) o nimero ¢(D), onde D é um conjunto remogao de 7 em M.

Se 7 = {z,y}, entdo ind(M, ¢,7) é o custo de uma aresta de custo méximo no caminho
em M entre os extremos de zy e é denotado por ind(M, ¢, zy). Neste caso, chamamos uma
tal aresta de indice de zy em M. Note que ¢(zy) > ind(M, ¢, zy) para qualquer aresta zy,
porque, se ¢(zy) < ind(M, ¢, zy), entdo uma aresta de custo méaximo no caminho em M
entre = e y poderia ser substituida pela aresta zy resultando em uma arvore geradora M’
de (H,¢) tal que ¢(M') < ¢(M). Um absurdo ja que M é uma drvore geradora minima
de (H,¢).

O custo de um conjunto remogao de 7 em M também pode ser definido a partir da
reducao de ¢ em 7. Veja a seguinte expressao,

ind(M, ¢, 7) = mst(H,¢) — mst(H, ¢[r]). (1.1)

Isso, em particular, mostra que a funcgao indice na verdade ndo depende da arvore
geradora minima M. Porém, como em geral associamos o valor do indice ao custo de um
conjunto remogao, é conveniente manter M como parametro.

Seja D um conjunto remocao 7 em M. A fungdo projecio p de D em T relativa a M
é uma funcao que associa cada aresta de D uma aresta de H, definida do seguinte modo.
Para cada aresta e de D, existem dois componentes de M — D, digamos X, e Y,, cada um
contendo um dos extremos de e. Sejam z e y os vértices de 7 em X, e Y, respectivamente
(cada componente de M — D tem exatamente um vértice de 7, pois D é minimal). A
fungao projecao associa a aresta e a aresta xy. Observe que a imagem da funcao projegao



€ uma drvore geradora de H[7]. Veja na figura 1.4 um conjunto remogao D de 7 em M e
a imagem da funcao projecao p de D em 7 relativa a M.

Figura 1.4: O conjunto remogao D := {e, f} e a imagem da funcdo projecio (D) =
{¢', f'} sobre 7 := {z,y,2z} em M, onde M sdo as arestas pontilhadas mais as arestas
de D.

- Vejamos algumas propriedades sobre o custo de um conjunto remocao.

Lema 1.1 Sejam H wm grafo, ¢ uma funcdo de Ey em Q>0 € M uma drvore geradora
minima de (H,¢). Para todo conjunto T de vértices de H com |r| > 3, temos que

nd(M, ¢, 7) < ind(M, ¢, 7\ {v}) + ind(M, ¢, wv),

para qualquer v e w em 7, onde u # v. Além disso, a igualdade vale para algum u em T,

u # .

Prova. Seja D o conjunto remocao de 7 em M. Em M — D existem |7| componentes,
cada um deles contendo um vértice de 7. Seja A o componente que contém v. Seja e uma
aresta de custo minimo em D que conecta A a um outro componente, digamos B. Note
que D\ {e} é um conjunto remogao de 7\ {v} em M. Assim, temos a seguinte igualdade

ind(M, ¢, 7) = ind(M, ¢, 7\ {v}) + é(e).

Veja a figura 1.5. Note que, pela escolha de e, temos que ¢(e) <ind(M, ¢, uv) para todo u
em 7\{v} (e aigualdade vale quando u é o vértice de 7 em B). De fato, c(e) <¢(f) onde f
¢ a aresta em DN 6(A) que separa u de v, e portanto é(e) < ind(M, ¢, uv). Portanto

ind(M, ¢, 7) < ind(M, ¢, 7\ {v}) +ind(M, ¢, uv),
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e Vértices de 1

Figura 1.5: As elipses sdo os componentes de M — D e as linhas pontilhadas sdo as arestas
do conjunto D.

valendo a igualdade para pelo menos um u em 7\ {v}. O

O lema e o coroldrio abaixo serio de grande importancia na determinacdo de uma
razao de aproximagao dos algoritmos que veremos.

Lema 1.2 Sejam 79 e 7, conjuntos de vértices de H com pelo menos dois terminais, ¢
uma fungdo de Ey em Qso, M uma drvore geradora minima de (H,¢) e D um conjunto
remogao de 1o em M e sua respectiva fungio projecio p relativa a M. Seja ¢ uma funcdo
tal que, para toda aresta e de H, tem-se que ¢'(e) = ¢(e) se e ¢ p(D) e d(ple)) <
ind(M,¢,e) see € D. Se M' := M — D + p(D) entdo

ind(M, é, T1) Z an(]\/]l, é,, Tl).

Prova. A prova é por indugao em |r;|. Primeiramente vamos mostrar que, se |11| = 2,
entao o lema vale. Sejam z e y os elementos em 7.

Sejam P o caminho em M dez a y e P’ 0 caminho em M’ dez ay. Se PN D = 0,
entdo P = P’ e ndo h4 nada a provar. Se PN D # 0, sejam ey, ..., e as arestas de PN D
e fj :=ple;) para j =1,... k. Seja C; o tinico circuito em M + T

E facil ver que f; € P’ para todo j e que P’ consiste de trechos de P e dos C;,
para j = 1,...,k. Seja f uma aresta de custo miximo em P’, ou seja, f é tal que
¢(f) = ind(M',é,zy). Se f € P, entdo ind(M', ¢, zy) = ¢(f) = ¢(f) < ind(M, ¢, zy).
Se f ¢ P, entao f € C; para algum j e ind(M', ¢, my) = ¢(f) < é(e;) < ind(M, ¢, zy).

Agora, suponha que |7;| > 2. Pelo lema 1.1, existem u e v em 71 onde u # v tal que

ind(M, é,m) =ind(M, ¢, \ {v}) + ind(M, ¢, w).
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Pela hipétese de indugao quando aplicada no lado direito da igualdade acima, temos que

nd(M, ¢,n1) > and(M', &, \ {v}) +ind(M', ¢, uv)
— > ML ) —

onde a tltima desigualdade vale pelo lema 1.1. O

Corolario 1.3 Sejam 1y e 7, conjuntos ndo-vazios de vértices de H, ¢ wma fungio de Ey
em () satisfazendo a desigualdade triangular e M uma drvore geradora minima de (H,¢).
Se M' é uma drvore geradora minima de (H,¢[7y)) entdo

ind(M, é,m) > ind(M', ¢[ro], 71).

Ganho

Considere novamente um grafo completo G, uma funcéo ¢ de Eg em Q-0 satisfazendo
a desigualdade triangular e um conjunto R n&o-vazio de vértices de G. Seja T} uma
arvore de Steiner minima de (G, ¢, 7), onde 7 é um subconjunto de R, ¢ é a restri¢ao de ¢
a G[R] e M uma drvore geradora minima de (G[R],¢). O ganho de 7 em M indica se é
ou nao vantajoso utilizar 7' para compor com M uma arvore de Steiner de custo baixo.
Matematicamente, o ganho de 7 em M é o ntimero g(M, 7) := ind(M, ¢, 7) — smt(G, c, 7).
(Fica subentendida a dependéncia do ganho de G das fungoes c e ¢.) Na figura 1.6
mostramos o ganho de 7 em M.

Lema 1.4 Sejam G um grafo completo, ¢ uma funcio de Eg em Qso satisfazendo a
desigualdade triangular, R um conjunto ndo-vazio de vértices de G e T um subconjunto
de R. Considere também ¢ e ¢ funcées de Eg[R] em Qso, M e M’ drvores geradoras
minimas de (G[R],¢) e de (G[R],¢') respectivamente. Se ind(M,é, 1) > ind(M', ¢, 1),
entao

9(M,T) > g(M',7).

Prova. Segue diretamente da definigao de ganho. O

1.2 Problema de Steiner em Grafos

Nesta segao, apresentamos o Problema de Steiner em Grafos, partindo de sua definigao
até o primeiro algoritmo de aproximagdo conhecido para o problema. Grande parte das
informagoes desta segdo foi retirada da dissertacdo de mestrado de Ferreira [15].

12



® ierminal

O wértice de Steiner

Figura 1.6: As linhas pontilhadas sdo as arestas de uma 4rvore de Steiner minima T*, as
linhas finas juntamente com as grossas representam as arestas de uma arvore geradora M
e as linhas grossas representam um conjunto remocio D de VT(T*) em M. O ganho de
VT(T*) em M é o custo de D menos o custo de T*.

Definicao

Considere um grafo G = (V, E) conezo, uma fungdo ¢ de Eg em Qso e um conjunto R
nao-vazio de vértices de G — os terminais. O objetivo do Problema de Steiner em Grafos
€ encontrar uma drvore de Steiner minima de (G,c, R).

A primeira versao do Problema de Steiner apareceu como um problema de geome-
tria [35]. A formulagdo utilizando os elementos da Teoria dos Grafos apareceu, pela
primeira vez, em 1971. Ela foi proposta por Hakimi [24] e por Dreyfus e Wagner [14].

Algumas observagées podem ser feitas sobre as instincias do PSG. Se existir em G
arestas paralelas, podemos elimind-las deixando apenas uma aresta de menor custo dentre
as arestas paralelas. Lagos também podem ser eliminados do grafo. Vértices de Steiner
de grau 1 junto com a aresta incidente a este vértice podem ser eliminados.

O fecho métrico de (G, ¢) é o par (G, ), onde G é um grafo completo com conjunto de
vértices Vg e, para qualquer par de vértices u e v de Ve, t(uv) € o custo de um caminho
de u até v de custo minimo de (G, c), ou seja.

€(uv) := min{c(P) : P é um caminho de u até v em G}.
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Note que, a fungdo ¢ satisfaz a desigualdade triangular. Além disso, se T é uma drvore de
Steiner em (G, ¢, R) e T é uma 4rvore de Steiner de (G, ¢, R) obtida através da substituicao
de cada aresta uv de T pelas arestas de um caminho minimo de . a v em G e da remocao de
uma aresta de cada eventual circuito criado a partir desta substituigdo, entao ¢(T) < ¢(T).

Com base nessas observagoes, podemos nos restringir a instancias do PSG que consis-
tam de um grafo completo e uma funcao custo nas arestas satisfazendo a desigualdade
triangular.

Complexidade computacional

Nesta subsecao comentaremos sobre a complexidade computacional do PSG e de algu-
mas de suas variantes. Os conceitos sobre complexidade computacional utilizados nessa
dissertagao podem ser encontrados em [17, 38].

Segundo Karp [30], através do problema da cobertura ezata consegue-se mostrar que o
problema de decisao associado ao PsG é N P-completo portanto o Psc é N P-dificil.

Se |R| = 2, o PSG é equivalente a encontrar um caminho de custo minimo entre dois
vértices num grafo com custos ndo-negativos nas arestas. Neste caso, existem algoritmos
eficientes (veja, por exemplo [13]). Se R = V, entdio o PSG é equivalente a encontrar uma
arvore geradora minima de (G, c¢). Os dois algoritmos mais conhecidos para encontrar uma
arvore geradora minima em um grafo sdo os algoritmos de Kruskal [33] e o de Prim [40).
Logo, podemos assumir no restante deste trabalho que 2 < |R| < |Vg|.

Técnicas de solucgao

Apesar do PSG ser NP-dificil, muitos algoritmos foram projetados para tentar en-
contrar uma solugdo 6tima. Nesta subsecdo, comentaremos de forma bem sucinta, alguns
desses algoritmos e as técnicas envolvidas.

Um dos primeiros algoritmos para resolver o PSG foi elaborado por Hakimi [24]. Ele
utilizou o que denominamos de enumeracdo explicita. Esta técnica se baseia em construir
todas as drvores de Steiner e escolher uma de menor custo. A complexidade deste al-
goritmo € polinomial no nimero de terminais e exponencial no nimero de vértices de
Steiner. Lawler [34], valendo-se do fato das propriedades do fecho métrico, apresentou um
algoritmo cuja comple*udade é polinomial no niimero de vértices de Steiner e exponencial
no nimero de terminais. E importante notar que, se o nimero de terminais ou o niimero
de vértices de Steiner estd fixo, entdo os algoritmos acima resolvem o PSG em tempo
polinomial.

Dreyfus e Wagner [14] utilizaram programacédo dindmica para resolver o PSG. Shore,
Foulds e Gibbons [43] também projetaram um algoritmo que resolve o PsG. Eles usaram
busca ezaustiva (branch and bound) na arvore de solucdes.

Uma outra abordagem para resolver o PSG é formula-lo como um problema de progra-
magao inteira [1, 3, 4, 35, 37]. Ferreira [15] mostra o resultado da aplicagao de ferramentas
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da teoria dos poliedros ao PSG.

Uma abordagem que tem avangado muito nos tltimos anos para problemas A/ P-dificeis
é o projeto de algoritmos de aproximacio. E na aplicacao dessa abordagem ao PSG que
_estamos interessados. :

Algoritmos de aproximacao

Seja. (G, ¢, R) uma instancia do Problema de Steiner em Grafos e 4 um algoritmo
que produz uma drvore de Steiner T de (G, R). Dizemos que A é um algoritmo de
aprozimagao para o PSG se A consome tempo polinomial no tamanho da instincia e
c(T) < a- smt(G,c, R) para qualquer instancia (G,c, R) do PsG, onde a é um ntimero
maior do que 1. Neste caso, dizemos que A é uma a-aprozimacdo para o PSG e o niimero o
€ uma razao de aprozimagcdo do algoritmo A para o PSG. Em geral, a pode ser uma funcao
dependente da instancia do problema, entretanto, neste traballho, estamos interessados
em razao de aproximagdo O(1), ou seja, em razdo de aproximagao constante. Algumas
vezes, para simplicar o texto, usamos o termo algoritmo como sinénimo para algoritmo
de aproximacao.

O primeiro algoritmo de aproximacio para o PSG é atribuido a Moore (1968), de
acordo com Gilbert e Pollack [19]. O algoritmo constréi uma drvore geradora minima de
(G[R],¢), onde ¢ € a restricio de ¢ a G[R]. Este algoritmo, que denotamos por MST,
tem uma razao de aproximacdo de 2 (mais exatamente, de 2 + ﬁ, onde n é o numero
de terminais do grafo). Entre este algoritmo e o algoritmo das drvores 3-restritas outros
algoritmos foram projetados [32, 41, 36], porém todos com razdo de aproximacao de 2.
Abaixo, mostramos uma prova da razio de aproximagio do algoritmo M ST baseada na
demostragao apresentada por Vazirani [45].

Lema 1.5 Sejam G um grafo completo, ¢ uma fun¢io de Eg em Qs satisfazendo a
desigualdade triangular e R um conjunto de vértices de G. Se ¢ € a restrigao de ¢ a G[R),

entao
mst(G[R], ¢) < 2smit(G, ¢, R).

Prova. Seja T uma édrvore de Steiner minima de (G, ¢, R). Vamos construir, a partir
de T', uma drvore geradora de G[R] de custo no méximo 2 ¢(T).

Para isso, duplique as arestas de 7', obtendo um grafo euleriano L. Seja P uma trilha
euleriana em L; o custo desta trilha ¢ 2 smt(G, ¢, R). Sem perda de generalidade, podemos
assumir que P := (vp,ey,...,e;,v;), onde vy = v; é terminal e folha em 7.

Utilizando P obtemos um circuito hamiltoniano C' := (o, €1, €1, <+ < 5 o1y 8L, Ci)
em G[R]. O circuito C' foi obtido de maneira que ¢y = ¢ = g e para cada par de
vértices ¢;_y e ¢;, 1 <1 <k, existem dois terminais v, e vy em P taisque 0 <z <y < [.
Além disso, se existe um terminal v, em P entre v, e Uy, entao v; = c¢; para algum
0 <j <i—1. Note que C pode ser obtido em tempo polinomial.
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Por causa da desigualdade triangular, o custo do circuito hamiltoniano C' nio é maior
do que o custo da trilha euleriana P. Jogando fora uma aresta deste circuito, obtemos
uma arvore geradora M de G[R] que tem custo no méximo 2 smt(G,c, R). Portanto,

— mst{GRl &)= 2smitlG e RO ———

A andlise da razao de aproximagdo do algoritmo M ST é justa, ou seja, existe uma
instancia do PSG para o qual o custo da solugdo produzida pelo algoritmo M ST dividido
pelo custo da drvore de Steiner minima é tao préximo de 2 quanto se queira.

Veja na figura 1.7 tal instancia. O grafo é composto por n terminais e um vértice de
Steiner. As arestas que ligam o vértice de Steiner aos terminais tém custo 1, enquanto
que as outras arestas tém custo 2. O custo de uma drvore geradora minima para essa
instancia do problema é 2(n — 1) e o custo de uma 4rvore de Steiner Gtima, é n.

== Arestas de custo 2

— Arestas de custo 1

Figura 1.7: Grafo onde a razao de aproximagao do algoritmo M ST é 2 + %

Lembrando que uma drvore geradora minima de (G[R],¢) é uma arvore 2-restrita
minima de (G, ¢, R), uma maneira de generalizar esse algoritmo, construindo boas apro-
ximagoes para o PSG seria um algoritmo que devolvesse uma arvore k-restrita minima
para algum k > 2 fixo (a figura 1.8 e o lema 1.6 abaixo comprovam a nossa afirmagao).
Borchers e Du [9] demonstraram uma férmula para calcular o maximo da razio entre o
custo de uma drvore k-restrita minima e o custo de uma arvore de Steiner minima para
qualquer instancia (G, ¢, R) do PSG.

Lema 1.6 Seja 1. o supremo da razio entre smity(G,c, R) e smt(G,ec, R) para quais-
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quer G, c e R. Sek=2'+5s, ondel e s sdo naturais e 0 < s <2 entdo

(l+1)2"+
T = ——————,
Y > - S

Para uma arvore 2-restrita minima ja vimos um algoritmo eficiente e, para encontrar
uma arvore 3-restrita minima existe uma (1 + €)-aproximagdo probabilistica polinomi-
al [39], mas nenhuma demonstracio de que o problema é NP-dificil. Em particular, pelo
lema 1.6, temos que r, = 2 e 3 = 2.

Infelizmente, para k > 4, construir uma arvore k-restrita minima é um problema NP-
dificil [30]. Contudo, mesmo sendo dificil produzir tais arvores, elas serao utilizadas nos
algoritmos e nas provas de razdes de aproximagdes.

Com excegao do algoritmo de Berman e Ramayer os algoritmos que veremos sio al-
goritmos gulosos (detalhes sobre algoritmos gulosos podem ser encontrados em [10]), ou
seja, selecionam algumas drvores k-restritas, onde k é uma constante fixa, cujos vértices de
Steiner estarao presentes, junto com os terminais, na solucdo devolvida pelos algoritmos.
Além disso, usaremos drvores k-restritas minimas como limitantes superiores das solucoes
produzidas pelos algoritmos.

Vale ressaltar que o método guloso, apesar de ser o método utilizado pelo algoritmo
com a menor razao de aproximagao conhecida até o momento, nio é o tnico para se
construir solugdes aproximadas para o PSG. Por exemplo, Williamson, Goemans, Mihail
e Vazirani [46] projetaram um algoritmo para o PSG baseado no método primal-dual *.

Inaproximabilidade

A menor razao de aproximagao conhecida para o PSG é 1,55. Uma pergunta natural é
até que ponto podemos continuar procurando algoritmos que consigam melhorar essa razao
de aproximagao supondo que P # NP. Nesta subsecdo mostraremos alguns resultados
que impoe limites para uma razao de aproximacao do PSG.

Arora, Lund, Motwani, Sudan e Szegedy [2] juntamente com uma reducio, devida a
Bern e Plassman [7], do problema da B-cobertura de vértices? para o PSG mostram que
existe uma constante ¢ > 1 tal que nenhum algoritmo de aproximacao para o PSG tem
razao de aproximacao menor do que ¢, a menos que P = N'P. Denominamos uma tal
constante ¢ de limite de aprozimabilidade (approzimation threshold).

Além disso, Bern e Plassman mostraram que, se existe um algoritmo com razao de
aproximagao 1+€ para o PSG, entdo existe um algoritmo para o problema da B-cobertura
de vértices com razdo de aproximagao 1 + (1 + B)e. Portanto, bons algoritmos para o
PSG implicam em bons algoritmos para o problema da B-cobertura de vértices. Com esse

' Detalhes sobre 0 método primal-dual podem ser encontrados em (16, 45].

?0 problema da B-cobertura de vértices consiste em descobrir um conjunto de vértices de custo minimo
tal que toda aresta do grafo tenha um dos extremos nesse conjunto onde o grau méximo dos vértices do
grafo é menor ou igual a B.

17



resultado, se conhecermos um limite de aproximabilidade para o problema da B-cobertura
de vértices, entao temos um limite de aproximabilidade para o PSG.

Berman e Karpinski [5] mostraram que o melhor limite de aproximabilidade para o

~ problema da 4-cobertura de vértices é de 1,0128. Logo temos um limite de aproxima-

bilidade de 1,0025 para o PsG. Recentemente Thimm [44], utilizando uma reducio de
Héstad [25] para o problema Max-E3-Lin-2, melhorou este resultado obtendo um valor
de 1,0074.

Podemos concluir que, mesmo com os avangos no projeto de algoritmos de aproxi-
magao, ha uma grande diferenca entre a razao de aproximacao do melhor algoritmo co-
nhecido até o presente e do melhor limite de aproximabilidade do Psa.
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Neste grafo completo apresentamos somente
_ asarestas de custo 1. As demais arestas tém
custo igual ao comprimento do menor caminho
entre os dois vértices que elas ligam.

Arvore 2—restrita de custo minimo
Custo 7

Arvore 3—restrita de custo minimo
Custo 6

Arvore 4—restrita de custo minimo

Arvore de Steiner étima

Custo 5

O Vértices de Steiner

Arestas da drvore

‘ Vértices Terminais v aas  Arestas de custo 1 ndo utilizadas

Figura 1.8: Exemplos de drvores k-restritas minimas.
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Capitulo 2

Algoritmo das arvores 3-restritas

O algoritmo das drvores 3-restritas é um algoritmo guloso projetado por Zelikovsky [48]
para o problema de Steiner em grafos. Este algoritmo foi o primeiro a superar o ingénuo
algoritmo M ST, obtendo uma razdo de aproximacao de 16—1 < 1,834. Zelikovsky utilizou
arvores 3-restritas minimas para inserir na solugao produzida pelo seu algoritmo alguns
vértices de Steiner. Esta abordagem inspirou vérios outros algoritmos de aproximacao
para o PSG. A seguir, descrevemos o algoritmo das arvores 3-restritas.

2.1 Descricao do algoritmo

A entrada do algoritmo é um grafo completo G, uma fungdo ¢ de Eg em Qs satis-
fazendo a desigualdade triangular e um conjunto R de vértices — os terminais. Como
saida, o algoritmo produz uma arvore de Steiner cujo custo é no méaximo 16—1 do custo de
uma arvore de Steiner minima de (G, ¢, R).

Para um conjunto arbitrario 7 de trés terminais, que chamaremos de tripla, denote
por 7> uma drvore de Steiner minima de (G,c,7). Note que, neste caso, T, é também
uma arvore 3-restrita minima.

Vamos apresentar primeiramente uma variante do algoritmo de Zelikovsky. Depois
comentaremos sobre o algoritmo original. O algoritmo comeca com uma rvore geradora
minima M de (G[R],¢), onde ¢ é a restrigdo de ¢ a G[R], e com um subgrafo S de G.
Inicialmente S é a drvore M. Em cada iteragdo, o algoritmo escolhe uma tripla 7 que
maximiza g(M,T). Se g(M,T) é positivo, o algoritmo constréi uma arvore de Steiner
minima de (G, ¢, 7) e um conjunto remogdo D, de 7 em M. Entio, o algoritmo diminui o
custo ¢(e) de cada aresta e em G[R] que est4 na imagem da fungio projecdo de D, em 7.
O custo de cada uma dessas arestas diminui de g(M, ). Além disso, o algoritmo altera M
e S adequadamente e para quando nao h4 mais triplas com ganho positivo. Neste ponto,
o algoritmo devolve S. Veja a figura 2.1.

Note que o algoritmo das drvores 3-restritas pode ser implementado de forma que seu
consumo de tempo seja polinomial no tamanho da sua entrada.
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Algoritmo das arvores 3-restritas(G,c, R)

1 Seja ¢y a restricdo de ¢ a G[R];

2 Seja My uma drvore geradora minima de (G[R], ¢);

3 So:= My; o I
4 1:=1;

o  Enquanto existir 7 C R, |7| = 3, com g(M;_;,7) > 0 faga
6

7

8

Seja 7; € R com |13| = 3 e g(M;_1, ;) méximo;
Seja T; uma drvore 3-restrita minima de (G, ¢, 7;);
Seja D; um conjunto remogao de 7; em M;_;;

9 Seja p a fungdo projecdo de D; em 7; relativa a M;_q;
10 Ai = @;

11 Ci ‘= Cj—1,

12 Para cada e em D; faca

13 ¢i(p(e)) == ci—1(e) — g(M;_4, Ti);

14 A; = A; U {p(e)};

15 ]V[i = Mi—l - Di + Ai;
16 Si =581 —D; +T;;
17 t:=1+1;

18 f:=1-—1;

19 Devolva Sf.

Figura 2.1: Algoritmo das &rvores 3-restritas

2.2 Analise do algoritmo das drvores 3-restritas

No artigo original de Zelikovsky [48] havia um erro na anélise do algoritmo. Esse erro
foi explicitamente corrigido, apenas em 2001, no trabalho de Grépl, Hougardy, Nierhoff e
Promel [21]. A nossa prova de uma razdo de aproximacio é baseada nesse trabalho.

A andlise a seguir é longa e técnica. Os lemas 2.1 e 2.5 sdo utilizados na demons-
tragdo do teorema 2.6. Eles provam invariantes do algoritmo. O lema 2.2 é usado na
demonstragao do lema 2.3 e os lemas 2.3 e 2.4 sdo utilizado na demonstragio do lema 2.5.

Lema 2.1 Para todo ¢ = 0,...,f, no algoritmo das drvores 3-restritas temos que
¢i(e) > 0 para toda aresta e de G[R], M; é uma drvore geradora minima de (G[R), é;) e
¢i(M;) = éo(My) — 255, 9ry, onde g, = g(M;_1,7;).

Prova. A prova é por indugdo em 7. Para ¢ = 0, o lema é trivial. Para i > 0, suponha
que ¢;—1 € nao-negativo, que M; , é uma arvore geradora minima de (G[R],¢;_,) e que
Ci-1(Mi—1) = é(My) — 2 ;_:11 9r; -

Vamos mostrar que ¢;(e) > 0 para toda aresta e de G[R]. Note que as alteragoes
de ¢;_, para ¢; ocorrem na linha 13 do algoritmo. Portanto basta mostrar que O novo
custo atribuido é nao-negativo.
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Digamos que 7; = {z,y, 2}, D; = {¢, f} e p é a funcdo projecio de 7; em Dj relativa
a M;_;. Sem perda de generalidade, suponha que z é tal que e é a aresta de custo maximo
no caminho de z a y em M;_; e f é a aresta de custo maximo no caminho de z a z
em M;_;. Se vé o vértice de Steiner de T} (veja-a figura 2.2), entdo

c(zv) + c(vy) > c(zy) > ¢ii(zy) > ¢ima1(e),

onde a primeira desigualdade vale pela desigualdade triangular, a segunda pelo fato que
¢i—1(e) > ¢;(e)! para toda aresta e de G[R] e a terceira porque M;_, é uma arvore geradora
minima de (G[R], ¢;-1). Utilizando a desigualdade acima podemos concluir que

-

1
1
1
1
~ ! -
“O-7
(Y

® terminal

O  wvértice de Steiner

Figura 2.2: Linhas em negrito representam as arestas e e f, linhas normais sio arestas
de M;_, e linhas pontilhadas sdo as arestas de uma arvore de 3-retrita minima de (G, e, ).

Ci1(f) = 9(Mi1, 1) = é1(f) — (Gima(e) + éia(f) — smi(G, ¢, 73))
= smt(G,c,7;) — ¢i-1(e)
= c(zv) + c(vy) + c(vz) — ¢;i_1(e) > 0.

De forma andloga, podemos concluir que ¢;_; (f) — 9(M;_1,73) > 0.

Pela definicao de D; e p, M; é uma 4rvore. Além disso, como o custo ¢i(p(e)) < éi1(e)
para cada e em D;, temos que p(e) é a aresta de custo minimo de (G[R],¢;) no corte
definido por uma das componentes de M;_, — e. Portanto M; é uma drvore geradora
minima de (G[R],¢;). Quanto ao custo de M;, temos que ci(M;) = éi-1(Mi—1) — 2g,,.
Assim, por indugao,

1
C,(]\/fl) = Co(]\/[g) -2 ZgTj O

J=1

'Na linha 13 do algoritmo note que p(e) = xy nado estd em M;_, e e é uma aresta de custo maximo
no caminho de x a y em M;_,, portanto ¢;_,(p(e)) > éi—i1(e) > ¢;i(p(e)) pois g(M;—y,7;) > 0. Para as
outras arestas temos que ¢—_, () > ¢;(e).

(\]
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O préximo lema serd usado na demonstracao do lema 2.3.

Lema 2.2 No algoritmo das drvores 3-restritas, se i > 1, 7 € uma tripla, D é um siepa— 7

rador de T em M; e ¢;(D) — smt(G,c,7) > 0, entdo DN A; = .

Prova. Digamos que 4; := {¢/, '} e D; := {e, f}, onde ¢ := p(e) e f":=p(f). Suponha
por contradigdo que DN A; # (). Sem perda de generalidade, podemos assumir quee’ € D.
Se f" € D também, entdao temos que

¢i(D) — smt(G,c,7) = é(€) +é(f) — smi(G, e, 1)

c',-_l(e) + éi_1(f) — smt(G’, c, T) — 29(]V[i—1> Ti)
g(Mi—I)T) - 2g(Mi—1)Ti)

0,

<
<

pois e e f sdo separadores de 7 em M;_y, g(M;_1,7;) > 9(M;_1,7) e g(M;_q,7;) > 0.
Por outro lado, se f' ¢ D, seja h o elemento de D distinto de ¢’. Temos que

¢i(D) — smi(G,c,7) = ¢&(€)+é(h) — smt(G,c,7)
= ¢i-1(€) + ¢io1(h) — smi(G, ¢, 7) — g(M;_1,73).

Se {e, h} é um separador de 7 em M;_;, entdo
¢(D) — smt(G,c,7) < g(M;_1,7) — g(M;_1,75) < 0.

J4 se {e, h} ndo é um separador de 7 em M;_1, entdo seja C o tinico circuito em M; + f.
Considere o par de vértices z e y de 7 tal que h é a tinica aresta de D no caminho P
de z ay em M;. Se {e, h} nao é um separador entdo P contém f; do contrério P seria o
caminho de z a y em M;_,. O caminho P’ de z a y em M,_, contém uma aresta de C se
e s se P nao a contém. Em particular, se P’ ndo contém h entdo h estd em C. Neste
caso, {e, f} é um separador de 7 em M,_; e ¢i-1(f) > ¢i—1(h). Veja a figura 2.3. Assim,
temos que

c'i_l(e) + Cz_l(f) - smt(G’, c, T) =& g(Mi—b Ti)
9(Mi_1,7) — g(Mi_r, 73)
0.

¢i(D) — smt(G, ¢, 1)

VAN VARVAN

Nos vérios casos, chegamos a uma contradigdo da hipétese que ¢i(D)—smt(G,c,7) > 0.
Portanto podemos concluir que DN A; = 0. O

O lema 2.3 abaixo, mais técnico, é uma peca central na demonstragao de que, em cada
iteracao do algoritmo, todas as arestas do conjunto D; estio em S;_;. Isso serd usado na

prova de que Sy contém uma drvore de Steiner de (G, R).

23



Figura 2.3: Temos que M; := M;_, — {e, f} + {€¢, f'}, {€¢/, h} é um separador de 7 em M;,
{e, h} ndo é um separador de 7 em M;_; mas {e, f} é.

Lema 2.3 Sejami>1 e a em M;. Se T é uma tripla tal que D :={a,b} é um separador
de 7 em M; para algum b e ¢;(D) — smt(G,c,7) > 0, entdo a € M;_, e existe uma
tripla 7' e uma aresta b' em M;_, tal que D’ := {a,V'} é um separador de 7' em M;_, e
¢i-1(D') — smt(G, ¢, 7') > ¢(D) — smt(G, ¢, 7). '

Prova. Sejam D; := {e, f} um separador de 7; em M;_; e A; = {¢, f'} a imagem
da fungdo projecdo de D; de 7; relativa a M;_,. Pelo lema 22, DN A; = 0, ou seja,
{a,b} € M;_,. Sejam A, B e C os componentes de M; — {€, f'} como na figura 2.4.
Sejam C o tnico circuito em M; + e e Cy 0 tinico circuito em M; + f.

24



Caso 1: a ¢ C, UGy

Sem perda de generalidade, suponha que a € E4 (de forma andloga vale para Ejp
e E¢). Sejam A’ e A” os componentes de A — a e suponha que A” ndo contém

nenhum extremo de ¢’ e f’. Note que A” também nio contém os extremos de e
ou f e contém pelo menos um e no maximo dois elementos de 7 pois {a,b} é um
separador de 7 em M;. Veja a figura 2.5. Se A” contém dois elementos, entao {a, b}

All

Figura 2.5:

¢ um separador de 7 em M;_;. Assim, tome 7/ ;== 7 e &’ := b e vale o lema.

Se A” contém exatamente um elemento de 7 e os outros dois elementos de 7 estio
em A’ ou B ou C, entdo {a,b} é um separador de 7 em M;_, e o lema é verdadeiro.
Senao, apenas um entre A’, B e C nao contém elementos de 7. Neste caso, se {a, b}
nao é um separador de 7 em M;_, entdo ou e ou f ou ambos estido no caminho entre
esses vértices. Tome 7' := 7 e I de custo méximo entre os elementos de {e, f} que
estao no caminho entre esses vértices. Note que ¢(V/) > ¢(b), pois b estd em algum
dos circuitos Cy e C5. Assim, temos que

¢i-1(D) — smt(G,c,7') = éim(a) + éo1 (V) — smt(G, e, 7)
> ¢i—1(a) + ¢i-1(b) — smt(G, ¢, 7)

= ¢ +¢(b) —smt(G,c,7)
¢i(D) — smt(G, e, ).

Caso 2: a€ CLUC,

Caso 2.1: a € E4 (a € E¢ é andlogo)
Sejam A’ e A” os componentes de A — a onde A’ contém um extremo de e’
Note que A” contém pelo menos um e no maximo dois elementos de 7 pois
{a,b} é um separador de 7 em M;. Veja a figura 2.6. Se A” tem dois elementos
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Figura 2.6:

de 7 e A" tem um ou A’ tem dois elementos de 7, entdo {a, b} é um separador
de 7 em M;_,. Caso contririo ha pelo menos um elemento de 7 em B U C.
Se A’ contém um elemento de 7, entdo, supondo que b nao separa 7 em M;_;,
ou e ou f ou ambos separam em M,;_; um par de elementos de 7. Tome 7/ = 7
et/ em {e, f} que separa T e tem custo mdximo. De modo andlogo ao caso 1,
temos que ¢(V) > ¢(b) e o lema vale. Se A’ ndo contém nenhum elemento de 7,
entao a nao separa nenhum elemento de 7 em M;_; e {e,b} é um separador
de 7 em M;_,. Assim, tome 7/ :=T7; eV := f,

¢i-1(D) — smt(G,¢,7) = éi-1(a) + éia(f) — smit(G, e, 1) + ¢i—1(e) — ¢i—1(e)
¢i1(D;) — smt(G, e, 1) + éi(a) — é-1(e)
(M1, 75) + éi(a) — éi—a(e)

9(M;_1,7;) (2.1)
9(M;_,, T)

¢i—1(a) + ¢i—1(b) — smi(G, e, )

¢i(a) + ¢;(b) — smi(G, ¢, T)

= (D) — smi(G,c, 1),

1

v IV

onde a desigualdade (2.1) vale pois a estd no caminho em M;_; entre o vértice
de 7; que estd em A’ e o vértice de 7; que estd em B e ¢i—1(a) < éi—1(e).
Caso 2.2: a € Ep

Sejam B’ e B" os componentes de B — a onde B’ contém o extremo comum
de ¢’ e f'. Note que B” contém pelo menos um e no méaximo dois elementos
de 7. Veja a figura 2.7. Se B” tem dois elementos de 7 e B’ tem um elemento
de 7, entdo {a,b} é um separador de 7 em M;_,. Do mesmo modo, se B” tem
um elemento de 7 e B" ou 4 ou C tem dois elementos de 7, entdo {a,b} é um
separador de 7 em M;_,.
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Figura 2.7:

Sendo hd pelo menos um elemento de 7 em AUC. Se AUC contém exatamente
um elemento de 7, entao tome 7’ := 7 e b’ := e ou f dependendo desse elemento
estar em A ou C. Note que neste caso b estd em C; ou Cs, assim Ci—1(b) >
¢i-1(b) e vale o lema (andloga & uma situagdo do caso 1).

Se AUC contém dois elementos de 7, entdo a ndo separa nenhum elemento de 7
em M;_1, logo tome 7’ := 7; e ' em {e, f } de custo maximo em M;_;. Como no
caso 1, o lema vale pois, como no caso 2.1, temos que ¢;_;(D’) —smt(G,c, ') >
¢i(D) — smt(G, ¢, 7)

Pelos casos 1 e 2 podemos concluir que o lema é verdadeiro. O

Finalmente, o lema abaixo garante que as arestas dos conjuntos remocao escolhidos
pelo algoritmo nao tiveram o seu custo alterado durante a execucgao do algoritmo, ou seja,
ndo fizeram parte de nenhum conjunto 4; de uma iteracdo anterior.

Lema 2.4 Sei >0, 7 € uma tripla, D é um conjunto separador de 7 em M; e é:(D) —
smt(G,e,7) > 0, entdo DN Uiy A; = 0.

Prova. A prova é por indugao em 7. Para i = 0 o lema é trivial. Por indugao, suponha
que o lema vale para 7 — 1. Agora provaremos que o lema vale para i.

Primeiramente, pelo lema 2.2, DN A; = (). Agora, seja a um elemento arbitrario de D.
Vamos mostrar que a ¢ ;;11 Aj. Como i > 1, D é um separador de 7 em M;, a € D e
¢(D) — smt(G,c,7) > 0, pelo lema 2.3, a € M;_, e existe b em M;_; e uma tripla 7’
tal que D' := {a,b'} é um separador de 7/ em M;_, com ¢;_,(D') — smt(G,c, ') > 0.
Mas entao, pela hipétese de inducdo, D' N ;;11 A; = 0, ou seja, a ¢ ;;11 A;. Como
isso vale para um elemento arbitririo de D, concluimos que D N Uj-;ll A; = 0 e portanto

DnUi_, 4;=0. O



A seguir mostraremos que Sy contém uma arvore de Steiner de (G, R) e que seu custo
nao passa de ¢(Sp) — Z;le 9(M;_y, ;).

Para tanto, considere uma variante do algoritmo em que, para cada arvore 7} escolhida
pelo,algoritmo,na.ﬁlinhaJTéffeitafumafcépiarde—vértice—defSteinerfdefﬂfGomfessas copias,
podemos assumir que 7; utiliza um vértice de Steiner nunca antes utilizado (eventualmente
tal vértice serd uma cépia de um vértice utilizado anteriormente). Para essa variante do
algoritmo, podemos mostrar o seguinte lema.

Lema 2.5 Para todo i, 0 < 1 < f, no algoritmo das drvores 3-restritas temos que S; é
uma drvore de Steiner de (G, R), ¢(S;) = ¢(Sp) — 3521 9(M;_1,7;) e cada aresta de M;N S;
separa os mesmos pares de terminais em M; e S;.

Prova. A prova é por indugio em 4. Para i = 0 o lema é trivial. Para 7 > 0, suponha
que Sj—1 é uma drvore de Steiner de (G, R), que ¢(Si-1) = ¢(Sp) — 1 9(Mj1,75) e que
cada aresta de M;_; N S;_; separa os mesmos pares de terminais em M;_1eS;_;.

Pelo lema 2.4, D; N ;_:11 Aj = 0. Isso implica que D; C (M;_; N S;_1). Assim, em
M;_1—D;, dois terminais estao separados se e s6 se estao separados em Si—1—D;. Como A;
é uma arvore geradora de G[7;] e T; é uma arvore de Steiner de (G, 7;) que ndo usa vértices
de Steiner de S;_,, temos que S; é uma arvore de Steiner de (G, R) e cada aresta de M;N.S;
separa os mesmos pares de terminais em M; e S;.

Quanto ao custo de S;, temos que ¢(S;) = ¢(S;—1) —c(D;) +¢(T}) = c(Si—1)—g(M;_1, 13)
e, por indugao, ¢(S;) = ¢(Sp) — iy g(M;_1,7;). O '

Contraindo-se os vértices de Steiner de St que sdo copias de um mesmo vértice,
obtém-se o Sy devolvido pelo algoritmo das &rvores 3-restritas. Tal operacao de con-
tracdo mantém Sy conexo e nio altera o custo j& que ndo ha custo nas arestas entre os
vértices de Steiner duplicados. Podemos concluir entéo que o Sy devolvido pelo algoritmo
contém uma drvore de Steiner de (G, R) e que ¢(S;) = ¢(S,) — 25:1 9(M;_y, ;).

Finalmente temos o teorema mostrando uma razao de aproximacao para o algoritmo
das drvores 3-restritas.

Teorema 2.6 Sejam G um grafo completo, ¢ uma funcio de Eg em Q>0 satisfazendo
a desigualdade triangular e R um conjunto de vértices de G. O custo da solugcao do
algoritmo das drvores 3-restritas para (G, c, R) € no mdzimo % do custo de wma drvore
de Steiner minima de (G, ¢, R).

Prova. Denote g(M;_,7;) por g,,. Como é(M,) = c(Sp), pelos lemas 2.1 e 2.4, temos
que,

(2.2)

M) — c'o(Mo)) _ Co(Mo) + é4(My)
2 - 2 ’

Z

f=1 :
c(Sy) < e(Sp) - Z . = c(Sp) — ( £



Agora mostraremos que ¢p (M) < smts(G,c, R). Seja T* uma arvore 3-restrita minima

de (G,¢,R) ey, .

¢r(My) =
l

= Z(mst(G[R],éf[Tf,--

k=1
l

< Z(mSt(G[R]> éf) - mSt(G[R]) C'f[TI:]))

k=1
l

mst(G[R], Cf) == mst(G[R], éf[Tg, ..

.., T o conjunto de terminais de cada um dos componentes cheios de T™*
(note que 2 < |7f| < 3 para 1l < i < ). Como mst(G[R], ¢[rf, ..., 7))
~ escrever o custo de My como

= 2 (9(My, ) + smt(G, ¢, 7))

k=1

{
< > osmi(G,e,my) = o(T3).

k=1

= 0, podemos
: )Tl*])
. )Tl:—l]) - mSt(G[R]’ éf[Tf7 “3s >7—I:]))
(2.3)
(2.4)

A desigualdade (2.3) vale por (1.1) e pelo corolario 1.3 e a desigualdade (2.4) vale pela
linha 5 do algoritmo que garante que 9(My, 1) < 0 para todo Tf -

Como ¢ (My) = smty(G,c, R) e ¢r(My) < smis3(G,c, R), podemos substituir esses
valores na desigualdade (2.2) e dividir pelo custo de uma &rvore de Steiner minima de

(G, ¢, R), ficando com
c(Sy)

smt2(G,c, R)  smi3(G,c, R)

smt(G,c, R)

2smt(G,c, R)
To + T3
2
2 5/3
27 2
11
F.

2smt(G,c, R)

(2.5)

(2.6)

Onde (2.5) vem de 7j, := max {%} e a igualdade (2.6) vale pelo lema 1.6. O

Infelizmente, ndo existe na literatura uma familia de instincias tal que a aplicacao
deste algoritmo resulte na razao de aproximacio anunciada. Logo existe a possibilidade
deste algoritmo ter uma razao de aproximacio menor do que 16—1.

2.3 Algoritmo original de Zelikovsky

O algoritmo originalmente proposto por Zelikovsky diferia em vérios pontos da versao
apresentada na figura 2.1. Primeiramente, na linha 13, ¢;(p(e)) era zerado. O algoritmo
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nao construia iterativamente as arvores Sy, .. ., Sy. Ele apenas guardava em um conjun-
to W os vértices de Steiner das arvores 74, ..., 77 e no fim devolvia uma drvore geradora
minima de (G[RUW],¢). Veja a figura 2.8.

“A anélise apresentada para a variante pode ser facilmente alterad a para o algoritmo
original. Basta notar que o lema 2.4 continua vilido mesmo com a alteragdo na linha 13
e que mst(G[RU W], ¢) < ¢(Sy).

Algoritmo das arvores 3-restritas(G, c, R)

1 Seja ¢ a restrigao de ¢ a G[R];

2 Seja My uma drvore geradora minima de (G[R], ¢);

3 Wy :=0;

4 1:=1;

5  Enquanto existir 7 C R, |7| = 3, com g(M;_;,7) > 0 faca
6 Seja 7; € R com |5| = 3 e g(M;_1,7;) méximo;

7 Seja T; uma drvore 3-restrita minima de (G, ¢, 7;);

8 W; =W;,,uVS(Ty)

9 Seja D; um conjunto remogao de 7; em M,_;;

10 Seja p a fungdo projecdo de D; em 7; relativa a M;_q;
11 Ci = Cij—1,

12 Para cada e em D; faga

13 ¢i(p(e)) = 0;

14 A; = A; U{p(e)};

15 MZ = Mi—l = Di + A“

16 d:=d+1;

17 f:i=1—1;

18 Seja T' uma drvore geradora minima de (G[RU W], c);
19 Devolva T.

Figura 2.8: Algoritmo das drvores 3-restritas original
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Capitulo 3

Algoritmo de Berman e Ramayer

O algoritmo descrito no capitulo anterior utiliza 4rvores 3-restritas minimas para es-
colher os vértices de Steiner que estardio na solucio produzida pelo algoritmo. Uma idéia
natural para melhorar esse algoritmo é a utilizagio de drvores de Steiner minimas sobre
conjuntos de até k terminais, onde k£ é uma constante maior ou igual a 3.

Berman e Ramayer [6] apresentaram um algoritmo que utiliza esta idéia resultando
em uma razao de aproximag¢ao menor que 1—61- para o PSG.

3.1 Descri¢ao do algoritmo

Na verdade, Berman e Ramayer descreveram uma familia de algoritmos: um algoritmo
para cada k > 3. A entrada de cada algoritmo é um grafo completo G, uma funcéo ¢
de Eg em Qs satisfazendo a desigualdade triangular e um conjunto R de vértices — os
terminais. Como saida, o algoritmo produz uma &rvore de Steiner de (G, R) cujo custo
dividido pelo custo de uma solugao 6tima do Psc para (G, ¢, R) é no maximo

ry — Z Ti-'—l *"'i.
i=3 t—1
Pelo lema 1.6, para k suficientemente grande a razio de aproximacao do algoritmo de
Berman e Ramayer se aproxima de 1,734.

Note que quando k& = 3 a expressdo acima coincide com a razio demonstrada para o
algoritmo das arvores 3-restritas. Embora neste caso a delimitacao na razdo de aproxi-
magao seja a mesma para os dois algoritmos, eles sdo diferentes, ou seja, para uma mesma
insténcia, eles podem produzir solugdes diferentes. H4 no entanto uma forma de modificar
o algoritmo de Berman e Ramayer de forma que, para k = 3, ele funcione exatamente
como o algoritmo das arvores 3-restritas.

O algoritmo de Berman e Ramayer, para um certo k, é dividido em duas fases: a fase
de avaliagao e a fase de construgio, que passamos a descrever.



Fase de avaliacao

Seja ¢ a restricdo de ¢ a G[R]. Esta fase inicia com uma &rvore geradora minima M
de (G[R],¢) e pilhas m; (3 < j < k) inicialmente vazias. Esta fase processa, em ordem

crescente de cardinalidade, todos conjuntos 7 de terminais que tém cardinalidade entre 3
ek. :

Em cada iteragao, esta fase toma um conjunto 7 de terminais e constréi uma arvore de
Steiner minima T} de (G, ¢, 7), um conjunto remogao D de 7 em M e a fungao projecao p
de D em 7 relativa a M.

Se o ganho de 7 em M é positivo, empilha-se algumas informagoes para usar na
fase de construgdo, altera-se convenientemente o custo ¢ na imagem de p e modifica-se
a arvore M, removendo cada aresta e de D e adicionando p(e). A fase termina quando
todos os conjuntos sdo analisados e ela devolve uma drvore geradora minima de (G[R),¢)
e as pilhas 7; para 3 < j < k. Abaixo segue a descricio precisa da fase de avaliacao.

Algoritmo BRj-avaliagao(G,c, R)
Seja ¢ a restricao de ¢ a G[R];
Seja M uma drvore geradora minima de (G[R], ¢);
Para j de 3 até k faga
Ty = Q);
Para cada 7 C R tal que || = j faca
Se g(M,7) > 0 entao
ganho = g(M, T);
Seja D um conjunto remogao de 7 em M;
Seja p a funcdo projecao de D em 7;
10 Empilha [, D, p, ¢] em 7rj;
11 Para cada e em D faca
12 ¢(p(e)) := ¢(e) — ganho;
13 M =M — e+ p(e);
14 Devolva M, {7rj}§=3.

O© 00 N O U W~

Figura 3.1: Fase de avaliacdo

'Sejam M e ¢; os valores iniciais de M e ¢ e, para 3 < j < k, sejam Mj; e ¢; os valores
de M e ¢ apds o processamento de todos os conjuntos 7 onde |7| = j, ou seja, ao final da
iteragao j do para da linha 3. Denotando por Q(j) o conjunto dos 7 armazenados em j
e por g, o valor de g(M,7) nalinha 6 da iteracdao em que 7 é processado, temos o seguinte
invariante do algoritmo B Rj-avaliacéo.

Lema 3.1 Para todo j, 2 < j < k, M; € uma arvore geradora minima de (G[R], ¢j).
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Além disso,

mSt(G[R]’éj) sej =2,
 ¢i(M;) = ) S

&-1(M;1) = ( — 1) Trequ 9 s€3<j <k.

Prova. A prova é por indugdo em j. Para j = 2, o lema é trivial pois My é uma arvore
geradora minima de (G[R], ¢) e ¢ = ¢. Suponha agora que as afirmagdes do lema valham
para j tal que 2 < j < k.

Queremos mostrar que M, é uma 4rvore geradora minima de (G[R], ¢j41) e que
¢ (Mjn) = ¢(M;) — § Trequirn) 9

Por indugao M; é uma 4rvore geradora minima de (G[R), ¢;). Note que M; é o valor
de M e ¢; é o valor de ¢ no inicio da iteracdo j+1 do para da linha 3. Em cada iteragao do
para da linha 11 modificamos ¢ e M. Reduzimos o custo de uma aresta p(e) e trocamos
a aresta e por p(e) em M. Por causa da redugao do custo de p(e) e, segundo as definicoes
de conjunto remogao e fungdo projegao, é ficil ver que no fim do para M é uma arvore
geradora minima de (G[R], ¢). Portanto, podemos concluir que M; é uma arvore geradora
minima de (G[R)], ¢;).

Note que, em cada iteragdo do para da linha 11, o custo de M diminui de 9-. Logo,
apds o processamento de todas as arestas de D, o custo de M diminui de |D|g, = (I7]-1)g..
Observe que, entre M; e M;,, sao processados todos os subconjuntos de R com j + 1
terminais. Sejam 74, ..., 7, os subconjuntos de R em Q(j + 1), ou seja, aqueles conjuntos
cujo ganho € positivo. A diferenca entre M; e My, € de (11| —1)g,, +- -+ (|7,| — 1)gr,.
Como |1| =--- = |1,| = j + 1, temos que,

¢i(M;) — éim(Mjp) =3 > ¢, O
TEQ(j+1)

Um outro invariante do algoritmo B Ry-avaliagio é dado pelo lema abaixo.

Lema 3.2 Para qualquer subconjunto T de R tal que |7| < j, temos que g(M;,7) <0,
onde 3 < 7 <k.

Prova. Primeiramente, vamos mostrar que, ao fim da iteracao em que 7 foi processado
pelo algoritmo, g(M, ) < 0. Depois vamos mostrar que g(M,T) jamais cresce durante o
algoritmo.

Seja 7 um conjunto com no méximo j terminais e M e ¢ no inicio da 1teragao em
que 7 foi processado pelo algoritmo. Se g(M, 7) < 0, ndo ha nada a demonstrar. Se
g(M,7) > 0, denote por M’ e ¢ os valores de M e ¢ ao final desta iteragao. Seja A a
imagem da fungao p definida na linha 9 do algoritmo. Como A é uma arvore geradora G|[7]
e as arestas de A estdo em M’, o dinico conjunto remocio de 7 em M’ é A. Lembrando que

33



g(M',7) = ind(M', ¢, 7) — smt(G,c,7) e que ¢(A) = ind(M’, ¢,7), podemos reescrever o
ganho como sendo

 9gM' 1) = ¢A)—smt(G,cT)
(D) = (7] = 1)g(M, 7)) — smt(G,¢c, )
= (an(M) é) T) - (ITI - l)g(M7 7—)) - (an(M) é) T) - g(]V[, T))
= (2-Ir)g(M, ),
que € negativo, pois |7| > 3 e g(M,T) é positivo.

Para provar que ¢(M,7) jamais cresce durante o algoritmo, basta mostrar que
9(M,T) > g(M’, 7). Note que M e M’ sdo, respectivamente, arvores geradoras minimas
de (G[R],¢) e (G[R],¢). Além disso, pelas linhas 6 a 13 da fase de avaliacdo, temos que
M' := M — D + p(D) e, para toda aresta zy em D, d(p(zy)) < ind(M,é,zy), onde D
€ um conjunto remocao de 7 em M e p a funcéo projegao de D em 7. Pelo lema 1.2,
temos que ind(M,¢,7) > ind(M',&,7). Agora, utilizando o lema 1.4 concluimos que
g(M,7) > g(M',7). Assim, g(M,7) jamais cresce durante o algoritmo BRj-avaliacao.

Com isso podemos concluir a prova do lema. Para qualquer conjunto 7 com no
maximo j terminais temos que g(M;,7) < 0 no fim da iteracao j do algoritmo BR-
avaliagao. O

Fase de construcao

Recorde que a fase de avaliacao devolve uma, 4rvore geradora M de G|[R] e as pilhas
{m;}is-

A fase de construgao utiliza as informacées armazenadas nas pilhas para construir uma
arvore de Steiner de (G, R). A partir de M, as informagdes nas pilhas sdo processadas
em ordem reversa, isto é, comecamos a retirar as informagées armazenadas a partir da
pilha 7 até 7.

Inicialmente comegamos com a drvore S := M. A cada iteracao, desempilha-se um
conjunto remogao D, sua correspondente fungdo projecio p e um conjunto 7 de terminais.
Seja A a imagem de p. Restauramos M, removendo A e incluindo D. Alteramos S de
forma que seu custo nao suba muito e, no fim da iteracao, este nao contenha nenhuma
aresta de A.

Apés o processamento de todas as informacées das pilhas, o algoritmo devolve S como
solucao. Veja na figura 3.2 a descricdo precisa da fase de construcao.

Denote por S; os valores de S no inicio do para da linha 2 do algoritmo para j =
k,...,3.

Seja ¢t uma funcao custo sobre as arestas de S definida do seguinte modo:
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Algoritmo BRy-construgao(G, R, M, {m;}5_,)
1 S:=M;
2 Para j de k até 3 faca
3 Enquantor; # () faca S
4 Desempilha |7, D, p, ¢] de m;;
5 Seja A a imagem de p;
6
7
8

M:=M—- A+ D;
Se A C Es entao
Seja T} uma arvore de Steiner minima de (G, ¢, T);

9 Vs = Vs UVS(Tr);

10 Eg:= Eg \ A;

11 Para cada aresta e em T* faga

12 Se Eg U {e} nao forma circuito entao

13 Es := Es U {e};

14 Senao

15 Para cada aresta f em A N Eg faga

16 Seja e em M tal que S — f + e é conexo e ¢(e) é minimo;
17 S:=5—f+e;

18 Devolva S.

Figura 3.2: Fase de construcgao

éle) seee Ecir),
ctle) =
c(e) caso contrario.

Note que na linha 6 o algoritmo estd desfazendo as alteracdes realizadas em M e ¢
na fase de avaliacdo. Assim, considerando que ¢ no inicio da fase de construgao é ¢, os
valores de M e ¢ no inicio do para da linha 2 sio, respectivamente, M; e ¢;.

O seguinte invariante vale no algoritmo B Rj-construcao.

Lema 3.3 Para todo j, k > j > 2, S; € uma drvore de Steiner de (G, R) e o seu custo
satisfaz o sequinte

Ck(]v[k) se j =k,
cf (S5) <
i (Si) + (1 = 1) Trequn 9 se k> j> 2.

Prova. A prova é por indugao em j.

(%]
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Para j = k as afirmagbes do lema sao triviais pois no inicio do algoritmo BR.-
construgao Sy € igual a M. Suponha que as afirmacoes do lema valham para j tal
que k>35> 2.

-~ Vamos provar que S;-; é uma drvore de Steiner de (G, R) e que seu custo satisfaz
ci_1(S5-1) < ¢f (S5) + (7 — 2) Lreqq) 9r-

Para isso vamos analisar as alteracdes realizadas em S e em seu custo no processamento
de uma quddrupla [7, D, p, ¢] desempilhada.

Seja 5" o valor de S na linha 3 do algoritmo. Mostraremos que mesmo apos as modifi-
cagoes de S’ o grafo resultante, que chamaremos de S”, é uma arvore de Steiner de (G, R).

Temos dois trechos do algoritmo que modificam S’ (linhas 8 a 13 e 15 a 17).
Mostraremos que ao término dessas modificagées S’ continua uma arvore de Steiner
de (G, R).

Seja T; uma arvore de Steiner minima de (G,c,7). Nas linhas 8 a 13 inserimos os
vértices de Steiner de 7,* em S’ e substituimos as arestas de A em S’ por arestas de T
tomando o cuidado de ndo deixar formar circuitos. Note que ao fim dessas instrugoes o
grafo resultante é uma &rvore.

Nas linhas 15 a 17 removemos cada aresta em A N E% por uma aresta e em M de tal
modo que S" — f + e é conexo. Como S’ é uma 4rvore entdo S’ — f + e também é uma
arvore.

Pelas observagoes acima e como S’ é uma 4rvore de Steiner de (G, R) pode-se concluir
que apods processarmos uma quddrupla o grafo S” é uma drvore de Steiner de (G, R).

Agora vamos analisar o que acontece com ¢*(S’) em uma iteragio do enquanto na,
linha 3. Se todas as arestas de A estdo em S’, substituimos A por “algumas” arestas de Tr.
Assim, o novo custo de S é, no méximo, c*(S') — ¢(A) + smt(G, ¢, 7). Pela definicio de
ganho temos que

H(S) < ¢H(S) ~ (UD) ~ (7] - 1)gy) + (D) — g,)
< NS+ (Il - Vg, — g,
< NS + (] - 2)gs.

Agora vamos analisar o caso em que nem todas as arestas de A estio em S’. Nas
linhas 13 a 15 do algoritmo, substitui-se todas as arestas que estdo em A e em S’ por
arestas de M. Seja f := wv uma dessas arestas, onde u,v € 7. Pela fase de avaliagao,
¢(f) = ind(M,¢é,uv) — g-. Seja e a aresta em M escolhida na linha 14. Note que e
estd no caminho em M entre u e v, logo ¢(e) < ind(M, ¢, uv). Portanto é(e) — é(f) <
¢(e) —ind(M, ¢,uv) < g,. Como |AN E%| < |r| — 2, entdo apés processarmos todas as
arestas, o custo de S’ aumenta de no méaximo (|7| — 2)g,.

Portanto, em ambos os casos, o custo de S’ aumenta de no maximo (|7| — 2)g, para
cada quédrupla desempilhada.

Agora estamos prontos para provar que o lema é verdadeiro para j — 1. Observe
que, entre S; e S;_;, sao processadas todas as quidruplas armazenadas em i1



Logo, a diferenca entre os custos de S;_; e S; é no méximo o somatério dos aumentos
no custo de S para cada quadrupla analisada. Lembrando que Q(j — 1) é o conjunto
de todos os 7 armazenados em 7;_1, temos que ¢}, (Sj—1)—cf (S;) < (j—2) 2reo) 9r- O

O algoritmo de Berman e Ramayer consiste da chamada dos algoritmos BRy-avaliagao
e BRjy-construgao. Pelo lema 3.3 é fécil ver que a solugdo produzida pelo algoritmo é uma
arvore de Steiner em (G, R) além disso as duas fases do algoritmo de Berman e Ramayer
podem ser implementadas de forma que o consumo de tempo delas seja polinomial.

3.2 Andlise do algoritmo de Berman e Ramayer

Sejam m; e s; os valores de ¢;j(M;) e cf(S;) nos algoritmos BRj-avaliacio e BR-
construcao respectivamente, para j = 2, ..., k.

Lema 3.4 Sejam m; o valor de M; na fase de avaliagdo e t; o valor de uma drvore
Jj-restrita minima T; de (G,c, R). Entdo m; <t; para j =2,...,k.

Prova. Sejam 7q,...,7 o conjunto de terminais de cada um dos ! componentes cheios
de T;. Podemos escrever o custo m; como

m; = mSt(G[R]) CJ) - mSt(G[R], éj[Tl, e ,7‘[])
; ,
= ;(mst(G[R], ¢i[m, ..., 1im1]) — mst(G[R), ¢i[m, ..., 7))

< Z:(mst(G[R]:éj) — mst(G[R], ¢[n])) (3.1)
l

= Z:(Q(Mj,’l‘i) + smt(G, ¢, 7))

< Xl:smt(G, ¢,m) =c(T}) = t;. (3:2)

i=1
A desigualdade (3.1) vale pelo coroldrio 1.3 e pela equagdo (1.1), e a desigualdade (3.2)
vale pelo lema 3.2, que garante que g(M;, ;) <0. O

A seguir mostramos a prova de uma razao de aproximagio para o algoritmo.

Teorema 3.5 O algoritmo de Berman e Ramayer tem uma razdo de aprozimacdo de, no
mdzimo,

TR | (3.3)

onde T := sup {S—"M}

smt(G,c,R)



Prova. Pelos lemas 3.1 e 3.3, temos que

$i-1—5<(j—2) > g, paraj=k, ... 3¢

- ~ TEQ()) B -
Mjp — ]—1 Z gr paraj=3,...,k.
T€Q(7)
Substituindo a segunda expressao na primeira obtemos que, para j = 3,...,k,
7 —2
$j-1— 85 < j—_—l(mj—l — m;)
1
= (mj1—my) — — 7 (Mg-1 = my).

Somando-se para todo j, obtemos

k
1
S2 — Sk < My *mk—z.—l(mj 1 — my),
5=3J ~
e como Sy = M}, concluimos que
G|
S < Mg — Z ——(mj_ — m;)
5=3J
k—1
1 1 1
= mij(——— =) + my. 3.4

Agora, considere uma &rvore j-restrita minima Tj de (G, ¢, R) e seja t; o seu custo. Pelo
lema 3.4, m; <t; para 2 < j < k. Entdo, usando a equacao (3.4), deduzimos que

k-1 k
11 1 tiy —t;
CNE T 7 (RS AP o o Tl

i 1 1 1
82 < Yomy (=g = )+
= J—1 37k J =

>0

j=1

Dividindo tudo pelo custo de uma drvore de Steiner minima de (G, R, ¢), obtemos

S9 t k 1_t /r] I—T]
smt(G,c,R)_smt(GcR ; thcR)(]—l) - ]Z:; F—1 -
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3.3 Comparacao com o algoritmo das arvores 3 - res-
tritas

——Se; nafase-de avaliagdo do-algoritmo de Berman e Ramayer para k = 3, escolhemos
as triplas em ordem do ganho — as de ganho maior primeiro — entéo o algoritmo de
Berman e Ramayer reduz-se ao algoritmo das arvores 3-restritas.

O lema 2.2 no fundo garante que apenas as triplas escolhidas pelo algoritmo das arvores
3-restritas sao empilhadas e que, na fase de construgio, a condi¢do da linha 7 est4 sempre
satisfeita, ou seja, uma arvore de Steiner de uma tripla empilhada na fase de avaliacao
serd incluida na drvore final.
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Capitulo 4

Algoritmo do ganho relativo

Os algoritmos das &rvores 3-restritas e o de Berman e Ramayer utilizam a funcao
ganho para escolher drvores k-restritas minimas, onde k = 3 para o primeiro algoritmo
e k é uma constante fixa maior ou igual a 3 para o segundo. Os vértices de Steiner dessas
arvores escolhidas compéem, junto com os terminais, uma &rvore de Steiner produzida
por esses dois algoritmos como solu¢ao do PSG.

O algoritmo do ganho relativo, também proposto por Zelikovsky [49], ¢é guloso e utiliza
a mesma idéia de escolher arvores k-restritas minimas para melhorar o custo da solucao
corrente. A diferenca fundamental entre este algoritmo e os anteriores esta no processo
de escolha das arvores k-restritas.

Novamente, o algoritmo que apresentaremos consiste na verdade em uma familia de
algoritmos — um algoritmo para cada valor de k. Assim, assumimos no restante do
capitulo que k£ é uma constante fixa maior ou igual a 3.

4.1 Ganho relativo

Sejam G um grafo completo, ¢ uma funcdo de Eg em Qs satisfazendo a desigualdade
triangular e R um conjunto de vértices — os terminais. Considere também a restricao ¢
de ¢ a G[R], uma drvore geradora minima M de (G[R],¢) e um subconjunto 7 de R. O
ganho relativo de T em M, denotado por g,(M,T), é a razdo entre o custo de uma arvore
de Steiner minima de (G, ¢, 7) e o custo de um conjunto remocio de 7 em M. Em formula,

smit(G,c, )
M,7) = SHGT)
9 \MT) = a5, 7)

Note que ficou implicita a dependéncia do ganho relativo das fungées c e ¢é.

(4.1)

4.2 Descricao do algoritmo

A entrada do algoritmo é um grafo completo G, uma funcio ¢ de Ec em Qg sa-
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tisfazendo a desigualdade triangular e um conjunto R de vértices de G. Como saida, o
algoritmo produz uma drvore de Steiner de (G, R) cujo custo dividido pelo custo de uma
solugao 6tima do PSG para (G, ¢, R) é no maximo (1 + In(72))ry. Quando k cresce, essa
delimitagdo se aproxima de 1 +In(rp) =1 +1In(2) <1,694.

Seja ¢ a restrigio de c a G[R] e, para um conjunto 7 de no maximo k terminais, denote
por T; uma arvore de Steiner minima de (G, ¢, 7).

O algoritmo comega com uma arvore geradora minima M de (G[R), ¢) e um conjunto W
de vértices, inicialmente vazio. Em cada iteracdo, o algoritmo escolhe um conjunto 7 e
constréi T, e um conjunto remogdo D de 7 em M que minimiza 9-(M, 7). O algoritmo
adiciona os vértices de Steiner de T, a W e zera o custo ¢(e) de cada aresta e em G[R]
que estd na imagem da funcado projecdo de D em 7. Além disso, o algoritmo altera M de
forma a manté-la uma arvore geradora minima de (G[R],¢). O algoritmo para quando o
custo de M ¢ igual a zero. Neste ponto o algoritmo devolve uma 4rvore geradora minima
em (G[RUW],c). Na figura 4.1 est4 a descricdo precisa do algoritmo do ganho relativo.

Algoritmo do ganho relativo(G, ¢, R)

1 Seja ¢ a restricao de ¢ a G[R];

2 Seja My uma drvore geradora minima de (G[R], ¢);

3 ti=1;

4 Wy = @,

5 Enquanto ¢_,(M;_,) > 0 faga

6 Seja 7; € R com 2 < || < k e g,(M;j_1,7;) minimo;
7 Seja T; uma 4rvore k-restrita minima de (G, ¢, 7;);
8 I’Vz = Wi-—l U VS(T;),

9 Seja D; um conjunto remogao de 7; em M;_i;

10 Seja p a fungao projecao de D; em 7; relativa a M;_q;
11 A; = 0;

12 Ci = Ci_1;

13 Para cada e em D; faga

14 ¢i(p(e)) == 0;

15 A =AU {p(e)};

16 Mi = Mi—l - Di + A“

17 1:=1+4 1;

18 fi=i—1;

19 Seja T' uma 4rvore geradora minima de (G[RU Wy], c);
20 Devolva T.

Figura 4.1: Algoritmo do ganho relativo
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Note que

smt(G, e, 1;
L (4.2)
md(]V[z'—uCz‘—b’fi)
- pois-existe 7-tal que g,(M;=1;7) = 1. Basta tomar como 7 os extremos de uma aresta de
Mo N M;_,. (Se nao hd nenhuma aresta em My N M;_,, entao o custo de M;_; é nulo e
o algoritmo teria parado.) Além disso, note que o algoritmo do ganho relativo pode ser
implementado de forma que seu consumo de tempo seja polinomial no tamanho da sua
entrada.

9r(Mi_1,73) 1=

4.3 Analise do algoritmo do ganho relativo

O lema a seguir mostra a relagio entre a drvore devolvida como solugao pelo algoritmo
e as drvores de Steiner escolhidas durante o algoritmo.

Lema 4.1 Seja T a solu¢io produzida pelo algoritmo do ganho relativo e Th,...,Tf as
drvores de Steiner escolhidas. Temos que

f
o(T) < Y ofTy).

Prova. Seja T" := Ule Tj. Para provar o lema é suficiente mostrar que 7" é conexo e que
seu conjunto de vértices é igual ao conjunto de vértices de 7.
Suponha por absurdo que 7" nao é conexo. Logo existem pelo menos dois compo-

nentes A e B em 7'. Como 7" é formado pela unido de T; para j = 1,..., f entdo em
cada um dos componentes A e B existe pelo menos um terminal. Seja zy uma aresta de M,
tal que = estd em A e y estd em B. Note que ndo existe nenhum T, 7 =1,...,f, que

contenha z e y, logo zy estd em M; e g,(My,{z,y}) = 1. Portanto cr(zy) = co(zy) > 0
contrariando a condicdo de parada do algoritmo. Assim, podemos concluir que T" é
conexo.

A unido dos vértices de Steiner das arvores de Steiner escolhidas pelo algoritmo é
igual a W;. Suponha por absurdo que existe um vértice v em R tal que v nao estd em 7".
Note que existe uma aresta uv em M, para algum v em R e tal aresta estd em My ja
que v nao esta em nenhum 7. Além disso ¢(uv) = é(uv) > 0, ou seja, ¢(My) > 0, uma
contradicao. Logo o conjunto de vértices de T é igual ao conjunto de vértices de 7. O

O préximo lema mostra um delimitador superior da razdo entre o custo da solugao
produzida pelo algoritmo do ganho relativo e do custo de uma arvore k-restrita minima
de (G,c, R).

Lema 4.2 Sejam G wm grafo completo, ¢ uma fun¢io de Ec em Qso satisfazendo a
desigualdade triangular e R um conjunto de vértices de G. O custo da solugao do algoritmo
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do ganho relativo sobre o custo de wma drvore k-restrita minima de (G, c, R) € no mdzximo
T2
(1+1In = e

Prova. Seja 7" uma drvore k-restrita minima em (G,c, R) e, para cada componente
- cheio 77 de T™, considere 7, 0s vértices terminais de T* paral <j </

Em cada iteracao, o algontmo escolhe um con_)unto 7; de no mdximo k terminais que
minimiza o ganho relativo. Assim,

9-(M;_q,7) < mjin {gr(Mi—hT;)} : (4.3)
Sabemos que, para niimeros nao-negativos a; e b;, 1 < j <[,
m1n Z %
J 5_‘,]
Tomando a; = ¢(T}) e b; = ind(Mi_l, ¢i-1,7;) e, utilizando (4.1) e (4.3), temos que
c(T3) 25 c(T7)

M;_,,7;) < mi J < ]~ J . 4.4
9r (M1, 7) < r {i”d(Mi—l,éz’—be)} = Xiind(Mioy, &, 7)) (4.4)

Pelo corolério 1.3, o denominador do lado direito da desigualdade acima pode ser
substituido por

Zznd é, o 5 s Tica b 77,

onde M; é uma drvore geradora minima de (G[R], ¢;-1[r,...,7}_1]) e que, pela definicio
de indice, é uma soma telescépica. Assim
smt(G, ¢, R)
]V[i— » 1 < . .
oM T) S o R e — msUGIR], et eor])
smti(G, ¢, R)
_ 45
mst(G[R), ¢i—1)’ (45)
ja que mst(G[R], ¢;[ry, ..., 7]) = 0 pois Uj_ =T"* e conecta R.

Sejam m; := mst(G[R)], c,) smiy, = smtk(G ¢, R) e smt := smt(G,c, R). Usando a
defini¢ao de ganho relativo, temos que
(L)  _ oT)
ind(M;_1, ¢io1, i) Mo —my

9 (M1, 1) =

Portanto, aplicando as desigualdades (4.2) e (4.5),

i=1

f f
S oT) = 3 gr (Mo, m)mi —m)

< Z min { il } (mi1 —my). (4.6)

mi_1
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Note que a seqiiéncia mg, my, . .. , My, que sao os custos das drvores geradoras minimas
em cada iteragao do algoritmo, é monotonicamente decrescente, sendo que my = 0 e
mo = mst(G[R],¢). Assim, estimamos o somatério em (4.6) por uma integral do seguinte
modo ) S

f ! )

t mi— smit
E min{l,smk}(mi_l—mi) < E / ]min{l,smk}d:c
i=1 m - z

i—1

smiy mo 1
= / dx + smiy, / —dzx
0 s

mtk Z

mo
= smip + smiy (ln )
smiy,

my smit
= smiy <1 + In — )
smt smiy,

= smi (1 + In 2) ) (4.7)
Tk

Do lema 4.1 e das desigualdades (4.6) e (4.7), temos que

f
e(T) <3 e(T) < (1+In 2)smty(G, ¢, R). O
t=1 . k

Abaixo segue a prova de uma razao de aproximagcio para o algoritmo do ganho relativo.

Teorema 4.3 Sejam G um grafo completo, ¢ uma fungéo de Eq em Q>0 satisfazendo a
desigualdade triangular e R um conjunto de vértices de G. O custo de uma solugdo do
algoritmo do ganho relativo para (G, c, R) sobre o custo de uma drvore de Steiner minima
de (G, ¢, R) € no mdzimo (1 +In )1y

Prova. Seja T a solugdo produzida pelo algoritmo do ganho relativo. Pelo lema 4.2,

temos que
o) = o(T)  smin(G e ) = A7) T < (1 + In 12_) re. O
smt(G,c,R)  smity(G,c,R) smt(G,c, R) smii(G, ¢, R) Tk

Para k suficientemente grande, a delimitagio acima se aproxima de 1 +1In2 < 1,694.

Similarmente ao algoritmo de Berman e Ramayer, nio se conhece uma instancia do
PSG que resulte exatamente na razao de aproximagio demonstrada para o algoritmo do
ganho relativo. A instidncia que resultou na maior razao de aproximacao conhecida para
o algoritmo do ganho relativo foi exibida por Grépl, Hougardy, Nierhoff e Promel [22]. A
razao de aproximacao obtida foi de 1,33 para k suficientemente grande.
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Capitulo 5

Algoritmo do pré-processamento

Com excegdo do algoritmo de Berman e Ramayer, os algoritmos das drvores 3-restritas
e do ganho relativo sao gulosos. Em cada iteragdo eles escolhem um conjunto 7 de no
méximo k terminais e uma arvore de Steiner sobre 7 que sejam 6timos segundo algum
critério de escolha e acrescentam os vértices de Steiner dessa drvore a um conjunto W.
Se considerarmos o valor de smt¢(G,c, R U W) durante a execugio de cada um desses
algoritmos, esse nimero pode aumentar quando o algoritmo escolhe um vértice de Steiner
“errado” para incluir em W.

Karpinski e Zelikovsky [31] apresentam uma maneira de levar em conta esse aumento.
O algoritmo proposto por eles utiliza o que chamaremos de floresta de terminais minima.
Além disso, o algoritmo do pré-processamento também depende de um parametro fixo k
que delimita o nimero de terminais das drvores k-restritas que o algoritmo seleciona.

5.1 Floresta de terminais e ganho ponderado

Sejam G um grafo e R um conjunto de vértices de G — os terminais. Seja 7' uma drvore
de Steiner de (G, R). Lembrando que V. S(T') ¢ o conjunto de vértices de Steiner de 7,
um subgrafo F de T' ¢ uma floresta de terminais de (T, R) se, para qualquer v em V.S(T),
existe um caminho em F' que conecta v a algum vértice de R. Veja a figura 5.1.

Uma floresta de terminais minima F* de (T,c,R) é uma floresta de terminais tal
que, para qualquer floresta de terminais F' de (T, R), temos que c(F*) < ¢(F). O custo
de F* é o que chamamos de perda de (T, c, R) e denotamos por perda(T,c, R). Note que
perda(T,c, R) = ¥, perda(T;, ¢, 7;), onde Ty é um componente cheio de T e 7 .= VT(T;).

O lema seguinte nos d4 um importante limitante superior para a perda de uma &rvore
de Steiner.

Lema 5.1 Para qualquer drvore de Steiner T de (G,c, R), cujos vértices de Steiner tém
grav pelo menos 3, temos que

c(T).

N | =

perda(T, c, R) <
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® ierminal

O vértice de Steiner

Figura 5.1: Uma drvore de Steiner onde as linhas pontilhadas representam uma floresta,
de terminais da drvore.

Prova. Para provar este lema, basta mostrar que para qualquer componente cheio T,
de T vale perda(T;,c,7) < % ¢(T;), onde 7 = VT(T,).

Seja 7 um terminal de 7. Oriente as arestas de 7. de forma que 7, torne-se uma
arvore enraizada em 7.

Agora vamos construir uma floresta de terminais. Para cada vértice de Steiner 5,
escolha uma das arestas de custo minimo, digamos f, entrando em s (note que todo
vértice de Steiner tem pelo menos uma aresta entrando nele). Seja F' o conjunto das
arestas escolhidas — F' é uma floresta de terminais. De fato, todo vértice de Steiner ests
conectado em F' a uma folha da drvore, que é um terminal. O custo de F' é nio mais
que %C(TT) pois, para cada aresta e em F', ha pelo menos uma aresta de 7., fora de F' de
custo pelo menos c(e), j4 que cada vértice de Steiner em T, tem grau pelo menos 3. Veja
a figura 5.2. O

Note que toda arvore de Steiner T' pode ser transformada em uma 4rvore de Steiner
com custo no méximo ¢(7") onde cada vértice de Steiner tem grau no minimo trés. A
primeira observagao é que podemos remover de T os vértices de Steiner de grau zero ou
um. Se um vértice de Steiner v tem grau dois, exclua v e as arestas incidentes a v de T
e insira a aresta em G que conecta os dois vértices adjacentes a v em T. Por causa da
desigualdade triangular, se denotarmos por 7" a 4rvore resultante, temos que ¢(7") < e(T).

Sejam G um grafo completo, ¢ uma fungao de Eg em Q- satisfazendo a desigualdade
triangular e R um conjunto de vértices — os terminais. Dados uma fungao ¢ de Egg
em (5o, uma arvore geradora minima M de (G[R],¢) e um conjunto 7 de terminais, o



(a)

O terminal

@ vértice de Steiner

Figura 5.2: (a) Um componente cheio 7, de T. (b) Uma 4rvore enraizada 7, com raiz no
vértice 1. Linhas pontilhadas representam arestas da floresta de terminais de 7.

ganho ponderado de T em M, denotado por g,(M, ), é dado por

o(T;) + 3 perda(T;, c,T)
ind(M, ¢, T) ’

9p(M, 7) := min (5.1)

T,

onde o minimo é tomado dentre todas as drvores k-restritas T, de (G, 7).
Note que estd implicita a dependéncia do ganho ponderado das fungées ¢ e ¢.

5.2 Descricao do algoritmo

A entrada do algoritmo é um grafo completo G, uma funcdo ¢ de Eg em Qo sa-
tisfazendo a desigualdade triangular e um conjunto R de vértices de G. Como saida, o
algoritmo produz uma drvore de Steiner de (G, R) cujo custo dividido pelo custo de uma
solugao 6tima do PSG, para k suficientemente grande, é no méaximo 1,645.

Seja ¢ a restrigdo de ca G[R]. O algoritmo comega com uma arvore geradora minima M
de (G[R],¢) e um conjunto W de vértices, inicialmente vazio. Em cada iteragéo, o algo-
ritmo escolhe uma drvore k-restrita de (G, c,7) com 7 C R e || < k (note que k estd
fixo durante o algoritmo) que minimize g,(M, 7) e constréi um conjunto remocao D, de 7
em M. O algoritmo adiciona os vértices de Steiner de 7, a W e zera o custo ¢(e) de
cada aresta e em G[R] que estd na imagem da funcdo projecio de D, em 7. Além disso,
o algoritmo altera M de forma a manté-la uma arvore geradora minima de (G[R],¢). O
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algoritmo pédra quando ¢(M) = 0. Neste ponto, o algoritmo executa o algoritmo do ga-
nho relativo para (G,c, RUW). Na figura 5.3, est4 a descrigao precisa do algoritmo do
pré-processamento.

“Algoritmo do pré-processamento(G,c, R)

1 Seja ¢g a restricao de ¢ a G[R];

2 Seja Mp uma drvore geradora minima em (G[R], é);

3 ti=1;

4  Enquanto ¢;_;(M;-1) > 0 faga

5 Seja 7; tal que 7; C R, 2 <|r;| <k, e gp(M;_1,7;) é minimo;

6 Seja T; uma 4rvore k-restrita de (G, ;) tal que
(M1, ) = “Gopretdlion.

7 W :=WUVS(T;);

8 Seja D; um conjunto remogao de 7; em M;_;;

9 Seja p a fungao projecdo de D; em 7; relativa a M;_;;

10 Ai = @;

11 &= Gy

12 Para cada e em D; faga

13 ¢i(p(e)) = 0;

14 A=A U{p(e)};

15 Mi = Mi—l - Di + Ai;

16 1:=1+1;

17 f:=1-1,;

18 Seja T" a saida do algoritmo do ganho relativo para (G, ¢, R U w);
19 Devolva T".

Figura 5.3: Algoritmo do pré-processamento

Note que o algoritmo do pré-processamento pode ser implementado de forma que seu
consumo de tempo seja polinomial.

Como

o(T7) + g perda(T;, c,7) i
iﬂ,d(Mi_l,éi_l,T) '

quando 7 é o conjunto dos extremos de uma aresta de M;_; com custo diferente de zero
e T € uma drvore k-restrita de (G, 7), temos que

o(T;) + %perda(T,-, ¢, 7Ti) -

nd(M;_y,é0,m)

9p(Mi1,73) = (5.2)
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5.3 Anadlise do algoritmo do pré-processamento

O algoritmo sera analisado em duas fases. A primeira fase compreende as linhas 1
a 17 do algoritmo e a segunda fase corresponde a execucio do algoritmo do ganho relativo

~ (linha 18). O seguinte lema corresponde & anélise da primeira fase.

Lema 5.2 Sejam G um grafo completo, ¢ uma funcio de Eg em Q>0 satisfazendo a
desigualdade triangular e R wm conjunto de vértices de G. Se Ty, . .. , T sao as drvores k-
restritas escolhidas pelo algoritmo do pré-processamento para (G,¢,R) e,... ,Tf Seus
respectivos conjuntos de terminais, entdo

J 1
Z(C(’E) + §perda(Ti, ¢, 7)) < gsmtk(G, ¢, R) (1 +In

1=1

4 mst(G[R],c)
5 smig(G, ¢, R)
Prova. Seja T* uma &rvore k-restrita minima de (G,¢, R) e, para cada componente
cheio 75 de T, considere 7; os terminais de T} paral < j <. Por (5.1), temos que
. o(T}) + 3perda(T}, ¢, 7})
gp(Mi—l;Tj) < - i — " 1o
'md(Mi_l, Ci—1, ’Tj)

Pela escolha de 7; na linha 5 do algoritmo, temos que

o(T}) + %perda(Tj*, c,75)
ind(M;—1, ¢1,77) -

9p(Mi-1,73) < min {9p(Mi—1,77)} < min (5.3)

J
Sabemos que, para niimeros nao-negativos a; eb;, 1 <j<lI,

Z 295
mln

J Z]

Tomando-se a; = ¢(T}) + %perda(’]‘j",c, 77) e bj = ind(M;—1, ¢i—1,77), por (5.3), temos
que
o (Mos ) < ST + 3perda(T;, c,7)
pRTImb = 2 ind(ﬂ/[i—lyéi—lﬂ-;) .
Pelo coroldrio 1.3, o denominador do lado direito da desigualdade acima pode ser
substituido. Assim, obtemos

9p(M;_1,13) < =1 (c(TF) + 3 perda(T} ¢, 7))
A Eé:l an(‘/‘/[;’él—l[’rl»'-'77_;—1]77—]?))

onde M é uma drvore geradora minima de (G[R], ¢é;_y[75, . . ., 7;_1]). Pelo lema 5.1 e por
que 25:1 o(T}) = c(T*) = smt,(G, ¢, R), temos que

9p(Mi1,7) < Snz”(. - ,).+2 = k(* 22 *).
X md(M &, ., 7))
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Pela defini¢ao de indice, o denominador do lado direito da desigualdade acima é uma
soma telescopica. Entao

2smty(G, ¢, R)

M; 1,7 ;
Gp(Mi1, 7)< mst(G[R], ¢;.1) — mst(G[R], ¢, [, --., 771))
5 te(G,c, R
4mst(G[R] Ci—l)
Ja que mst(G[R], ¢ 1[5, ..., 7}]) = 0 pois U =T* e conecta R.

Para simplificar as formulas sejam m, = mst(G[R],¢é), perda; =
perda(T;, c,7;), smty = smity(G,c,R) e smt := smt(G, ¢, R). Usando a definicdo
de ganho ponderado, temos que

o(T;) + L perda; c(T;) + L perda;
9p(Mi—1,73) = - (Z,) 2= = (T) + .
ind(M;_q, éi—1,T;) Mi—1 — My
Portanto, aplicando-se a igualdade acima e as desigualdades (5.2) e (5.4),
! 1
Z(C(T;) + 5])67‘(10,,') = Zgr i—1, Tz mi—l _mi)
=1
o smt
< Zm { 4m1_’1“} (miy — m;). (5.5)
Note que a seqiiéncia mg, my, . . ., My, que 8ao os custos das drvores geradoras minimas

em cada iteragao do algoritmo, é monotomcamente decrescente, sendo que m; = 0 e mg =
mst(G[R],¢). Assim, podemos limitar o somatério em (5.5) por uma integral do seguinte
modo.

53mtk fpmio 5 smiy,
m mi_1 —my;) < / {1 - }da:
ZI{ ml—l}( : )—gmi 4 z
m 5 smit
= omin{l —sm’”}da:
mg 4 z
S smity, 5 m 1
= /4 d:c+—smtk/ ’ —dz
0 4 gsmi; T
53mt + > miy | 1 L
= - -3 n
47T TR T e
) 4 mp
= oot (1 4lns )
4sm "'( + nSsmt,C

e com isso concluimos a prova do lema. O
A seguir vamos nos dedicar & andlise da segunda fase do algoritmo do pré-processamen-
to. Primeiramente mostraremos um delimitador superior no custo de uma arvore k-restrita

minima de (G,¢, RUW).
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Lema 5.3 Sejam G um grafo completo, ¢ uma fun¢io de Eg em Qso satisfazendo a
desigualdade triangular, R um conjunto de vértices de G e W o conjunto de vértices
de G construido na primeira fase do algoritmo do pré-processamento. Se Ty, ..., Ty sao

~as drvores k-restritas selecionadas pelo algoritmo do pré-processamento para (G, c, R) e

T, .-, Ty Seus respectivos conjuntos de terminais, entgo

f
smty(G, ¢, RUW) < smit(G,c, R)+ Y perda(T;, ¢, ).

i=1

Prova. Seja T* uma drvore k-restrita minima de (G, ¢, R) e F; uma floresta de terminais
minima de (7j,¢,7;) para 1 < ¢ < f. Para provar o lema, basta mostrar que o grafo
T"+ Fy+-- -+ Fy contém uma arvore k-restrita de (G, RU W).

Primeiro note que 7% + Fy + - -- + F; é conexo, pois U{=1 7; = R, todo componente
conexo de F; contém pelo menos um terminal de 7; e 7* conecta todos os terminais.
Assim, seja 7" uma &rvore geradora de T* + Fy + --- + F. Basta mostrar que 7" é uma
arvore k-restrita de (G, RUW).

Note que toda aresta de F; que estd em 7" é um componente cheio de T', pois
todo vértice de F; é terminal em 7. (Para todo 1 < < f, temos que VS(T;) C W.)
Os demais componentes cheios de 7" sdo subdrvores de componentes cheios de 7* e
portanto tém no maximo o mesmo nimero de folhas que o correspondente componente
cheio de 7™, ou seja, sao também k-drvores. ~Logo T}, é uma 4rvore k-restrita de
(G,RUW) e de fato T* + F| + --- + F; contém uma &rvore k-restrita de (G,RUW).

Como smty(G,c, RUW) < ¢(T") < smity,(G, ¢, R) + L, perda(T;, ¢, 7;), o lema segue. O

O teorema abaixo mostra uma razao de aproximagio para o algoritmo do pré-proces-
samento.

Teorema 5.4 Sejam G um grafo completo, ¢ uma funcio de Eg em Q>0 satisfazendo
a destgualdade triangular e R um conjunto de vértices de G. A razio entre o custo da
solugdo do algoritmo do pré-processamento e o custo de uma drvore de Steiner minima
de (G, c, R) é menor que 1,645 para k suficientemente grande.

Prova. Considere o conjunto W de vértices de Steiner construido pelo algoritmo e se-

jam T4, ..., T as drvores k-restritas minimas selecionadas pelo algoritmo para (G,c,R) e

T1,.- -, 7y seus respectivos conjuntos de terminais. Para simplicar, denotemos mst(G/[R], c)

por mst, smt(G, ¢, R) por smt, smix(G,c, R) por smiy e smitx(G,c, RU W) por smtj,.
Pelo lema 4.2 do algoritmo do ganho relativo, temos que

t I o(T,
c(T') < [1+1n ms, smty, < 1+lnM smt}, (5.6)
s, smit),

pois mst < sz:1 c(T5).
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Seja

5 4 mst
Bi = Ssmt (1 )
k 4$m k +in 5 mt,\

-~ Pelo lema 5.2, temos que S -

f
elT;) < By — = Zperda T:,6,7) = (ZBk — Zperda(Ti, C,Ti))

M\

=1 ‘l—l 2 =1
e, combinando o lema 5.3, concluimos que
/ 1
Z (T, 5 (2B}, + smty — smty,). ' (6.7)

o,
—

Aplicando-se (5.7) em (5.6), deduzimos que

2By + smty, — smt;
c(T) < (1+ln k ;sml;’ > k) smit),
k

B ar — smit)

onde aj := 2By + smty, e

T
=(1+1 — 2z).
(@) ( i zx) (ax — 22)
Mas o méximo da funcdo f(z) é atingido quando a sua derivada ¢ nula, ou seja, quando
ar — 2T T
== ] . 5.9
2x " ap — 2T (5.9)

Definindo y = —Lﬁ, a equacao acima corresponde a y = In %, cuja solucao é yp =
0,3515.... Portanto, como a solugao de (5.9) é zp = entdo o maximo da
fungao f(z) é

aﬁ.
2(1+yo)”’

ag
— =ary = (2B i
50+ 90) ar Yo = (2Bk + smtx)yo,

) 2z Yo = (1 4+ %0)2%0
220 Yo

f(IL‘[)) = (1 + In

pois ax — 229 = 2xp Yo € Yo = In 511/—0
Assim, de (5.8), concluimos que

¢(T") < f(wo) = (2B + smix)vo,



e o limite da razao de aproximagao do algoritmo do pré-processamento quando k tende a
infinito é

c(T") < lim (smty + 2Bx) yo

lim

—_——— k=0 smt  —  k—oo smt
. smtk B k
= 2 —_—
B <kll)r<r)10 smt ¥ Alggo .smt)
5 8
< w142 (141 —))
= ( *3 ( TiRe
< 1,6443....

Portanto, para k suficientemente grande, temos que

/
A1) 1645 O
smi

A escolha de 1/2 como fator multiplicativo da perda na defini¢io do ganho ponderado
resulta na melhor razdo de aproximagédo obtida por esta anélise e, como nos algoritmos
anteriores, nao se conhece instancia do PSG que, quando executado o algoritmo do pré-
processamento, resulte na razdo de aproximacio demonstrada.

Hougardy e Prémel [27] generalizaram o algoritmo do pré-processamento. Ao invés
de duas fases, o algoritmo proposto por eles é composto por n fases. Basicamente, em
cada uma delas o algoritmo escolhe algumas arvores k-restritas e adiciona seus vértices
de Steiner ao conjunto de terminais formando um novo conjunto de terminais para a fase
seguinte processar. Eles mostraram que este algoritmo atinge uma razao de aproximagao
de no méximo 1,598 para n e k suficientemente grandes.
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Capitulo 6

Algoritmo de Robins e Zelikovsky

Este algoritmo, projetado por Robins e Zelikovsky [42], é o melhor algoritmo de apro-
ximagao conhecido para o PSG até o momento. Como os algoritmos apresentados nos
capitulos anteriores, ele também utiliza drvores k-restritas, onde k é uma constante fixa
maior ou igual a 3, para produzir como solu¢ao uma arvore de Steiner.

A novidade deste algoritmo em relagio aos anteriores estd na utilizagdo do ganho
relativo & perda e da contracdo de florestas de terminais. A contragao de florestas de
terminais de (7, 7) em contraposi¢do & contracio de 7. possibilita a escolha, em uma
iteracao futura, de uma &rvore k-restrita que contenha mais de um terminal de uma
arvore k-restrita ja escolhida. Com excegdo do algoritmo de Berman e Ramayer, essa
possibilidade nao existe nos algoritmos anteriores.

6.1 Contracao de florestas de terminais e ganho re-
lativo a perda

Sejam G um grafo completo, ¢ uma fun¢io de Eg em Q- satisfazendo a desigualdade
triangular e R um conjunto de vértices — os terminais. Considere também uma funcao ¢
de Eg(r) em Qso, um conjunto de pelo menos dois terminais 7, uma arvore de Steiner T,
de (G, 7) e uma floresta de terminais minima F' de (T, ¢, 7).

Para cada aresta e de T, — F seja g(e) a aresta de G[R] cujos extremos so os terminais
de cada um dos componentes de F' conectados pela aresta e. Se |7| = 2 entdo e = q(e).
A contragao de F' em ¢ é a fungdo que denotamos por ¢[T5, F] de Eg(r) em @Qso, definida
por

¢(f) se f # q(e) para todo e em Er _p,

C[TT> F](f) =
min{¢(f),c(e)} se f = q(e) para algum e em Ep. _p.

Para simplificar, denotamos ¢[Ty, F1][T, Fs) - - - [T}, F] por ¢[Ty ... T}, F, ... Fj.
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A fungao ¢ definida nas arestas de T, — F' é denominada de projegao da contracdo de F
em T relativa a G[R]. Denotamos por Q(7, F') a imagem da funcio q. Veja na figura 6.1
um exemplo de contragao de florestas de terminais. Seja T' o componente cheio da, figura.
As linhas grossas representam as arestas de uma floresta de terminais minima F de T

Para cada aresta e (linha normal) de T — F', o custo da aresta g(e) (linha pontilhada) é
alterado para o min{c(e), ¢(¢(e))}-

. terminal
O vértice de Steiner

Figura 6.1: Exemplo de contracdo de uma floresta de terminais.

Nosso objetivo, através do lema a seguir, é mostrar uma desigualdade envolvendo
floresta de terminais e contragao de florestas de terminais muito semelhante a uma pro-
priedade de conjunto remocao provada no lema 1.2.

Lema 6.1 Sejam G um grafo, ¢ uma funcdo de Eg em Qsy, R um conjunto de vértices
de G, ¢ a restrigdo de c a G[R], 1 um conjunto de vértices de R, T, uma drvore de Steiner
de (G,71) e Fy uma floresta de terminais minima de (T}, ¢, 7). Se ¢ é uma fungdo em
Ecir) que coincide com ¢ exceto em wma aresta e de G[R] onde ¢/(e) < ¢(e), entdo

mst(G[R], ¢) — mst(G[R], ¢[Th, F1]) > mst(G[R],¢) — mst(G[R), ¢[Ty, Fi)).

Prova. Sejam ey,...,e; as arestas de T} — F} e ¢ a projecio da contracao de F} em T}
relativa a G[R]. Seja M, uma &rvore geradora minima de (G[R],¢) e ¢y = ¢. Para



t=1,...,7,seja ¢ a fungao custo definida da seguinte maneira

¢i-1(f) se [ # q(e;),
- &(f) =

- min{¢ i (), ele)} se f=q(e;)
e seja M; uma drvore geradora minima de (G[R),¢;). Note que
éi—l(]\/[i—l) — CZ(]VIZ) = max{O, ind(M,-_l, éi—l; q(ez)) — c(ei)}.

Portanto, como ¢; = ¢[Ty, Fi], temos que

mst(G[R], ¢) — mst(G[R], ¢[Th, Fi]) = imax{o,ind(]\/[i_l, ¢i-1,q(ei)) —cle;)}.  (6.1)

=1

Agora, seja ¢y = ¢ e ¢ uma fungdo custo definida do seguinte modo

¢(f) se f #e,
G(f) =
min{¢;(f),d(e)} se f=e.
Seja,
M; se ¢;(e) > ind(M;, ¢, e),
M =
M; — € +e secj(e) <ind(M;,é;e)ee éo indice de e em M;.
Note que M; é uma arvore geradora minima de (G[R], ¢). Parat=1,...,5 temos, pelo

lema 1.2, que
ind(/\/li_l,c'i_l,ei) Z ind(M{_l,c'g_l,ei). (62)

Além disso,
Cia (M) — (M) = max{0, ind(M;_,, &y, q(e:)) — c(e;)}.

Portanto, como ¢; = ¢[Th, F1], temos que

J
mst(G[R], ¢) — mst(G[R], &[Ty, F]) = > max{0, ind(M]_,, ¢_,, q(e;)) — c(e:)}.  (6.3)
i=1
Por (6.1), (6.2) e (6.3) podemos concluir que
mst(G[R], ¢) — mst(G[R], ¢[Ty, F]) > mst(G[R],¢) — mst(G[R), ¢[T}, Fi]). O
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Corolario 6.2 Sejam G um grafo, ¢ uma funcio de Eg em Qsg, R wm conjunto de
vértices de G e ¢ a restrigdo de ¢ a G[R]. Respectivamente, sejam 1y e 71 conjuntos ndio-
vazios de vértices de R, Ty e Ty drvores de Steiner de (G, 1) e (G, n), Fy e Fy florestas
de terminais minima de (Ty, ¢, 70) e (T1,¢,71). Entdo

mst(G[R), ¢) — mst(G[R], [Ty, 1)) > mst(G[R], é{Ty, Fo)) — mst(G[R], d{To, Fy][T1, F1]).

Prova. Basta aplicar sucessivamente o lema 6.1 com cada aresta de Q[To, Fy] no papel
dee. O

O ganho relativo & perda de T em ¢, denotado por g;(7,¢), é dado por

L perda(T,,c, )
o) = 10 e e G T )

onde o minimo é tomado dentre todas as drvores k-restritas 7. de (G, T) e todas as florestas
de terminais minimas F' de (77, c, 7). Se o denominador for nulo, considere g;(, ¢) := +oo.

Note que o denominador do ganho relativo & perda é uma variante do custo de um
conjunto remogao, que utiliza a contragdo de florestas de terminais no lugar da funcao

reducao.

6.2 Descricao do algoritmo

O algoritmo depende de um pardmetro fixo k. A entrada do algoritmo é um grafo
completo G, uma fungdo ¢ de Eg em Qs satisfazendo a desigualdade triangular e um
conjunto R de vértices de G. Como saida, o algoritmo produz uma érvore de Steiner de
(G, R) cujo custo dividido pelo custo de uma solugio 6tima do PSG para (G,c, R), para k
suficientemente grande, é no maximo 1,55.

O algoritmo comega com uma fungéo ¢ que inicialmente é a restricio de ¢ a G[R] e um
conjunto W de vértices inicialmente vazio. Em cada iteracio, o algoritmo escolhe 7 C R
com 3 < || < k, uma arvore k-restrita 7, de (G,7) e uma floresta de terminais F
de (77, 7) que minimiza g,(7,¢). O algoritmo armazena, os vértices de Steiner de T, em W
e comega uma nova iteragao com a contragao de F' em ¢ no lugar de ¢.

O algoritmo pédra quando néo existe 7 tal que 3 < |7| < ke g,(7,¢) < 1. Neste ponto, o
algoritmo constréi uma drvore geradora minima de (G{RUW], ¢) como saida do algoritmo.
Na figura 6.2, estd a descrigao precisa do algoritmo de Robins e Zelikovsky.

Note que o algoritmo de Robins e Zelikovsky pode ser implementado de forma que seu
consumo de tempo seja polinomial.

E importante reforgar que em uma iteragdo, ao escolhermos uma &rvore k-restrita,
existe a possibilidade de que pares de terminais desta arvore k-restrita possam ser com-
partilhados por uma outra arvore k-restrita escolhida futuramente pelo algoritmo. Assim,
por causa da contragdo de florestas de terminais, o algoritmo estd descartando menos
drvores k-restritas do que se fosse utilizada a operagao de reducao.
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Algoritmo de Robins e Zelikovsky(G, ¢, R)
Seja ¢y a restrigao de ¢ a G[R];
Wy = 0;
1= 1: .

1

2

3

4 Enquanto existir 7 C R com 3 < |7] < k tal que g[(T ¢o1) <1 faga
5

6

Seja 7; € R com 3 < |1;| < k e gi(7;,¢—1) minimo;
Sejam T; uma arvore k-restrita de (G, ¢, 7;)
e F; uma floresta de terminais minima de (7}, ¢, 7;) para as quais

s perda(T;,ci—1,7;)
gl(TZ’C’—l) mst(G(R],¢;—1)—mst(G[R],éi— 1[F,,’r,])’

7 Wi = Wi_, UV S(T});
8

C"i = éz’—l[ﬂ: E])
9 i =141
10 f:=1—1;

11 Seja T' uma édrvore geradora minima de (G[R U Wy], c);
12 Devolva T.

Figura 6.2: Algoritmo de Robins e Zelikovsky

6.3 Analise do algoritmo de Robins e Zelikovsky

O lema abaixo mostra um limitante inferior para o custo de uma &rvore k-restrita
minima que serd muito 1til na demonstragio de uma razao de aproximacéo do algoritmo.

Lema 6.3 Sejam G um grafo completo, ¢ uma funcio de Eg em Qq satisfazendo a
desigualdade triangular e R um conjunto de vértices de G. Seja T* uwma drvore k-restrita
minima arbitriria de (G,c,R) et o nimero de componentes cheios de T*. Para j =
1,...,t considere as triplas (T}, 7}, F}) onde T} é um componente cheio de T, T, €0
conjunto dos terminais de T e F * € uma ﬂoresta de terminais minima de (T* c, 'r]*)
Entao

smitg(G, ¢, R) = c(T") > mst(G[R], [T ... T}, Fy ... F}]) + perda(T*, ¢, R).

Prova. Seja Q(T}, F}) a imagem da fungdo projecdo da contragio de T} em F* relativa,
a G[R]. Note que este conjunto é um conjunto minimal de arestas que conecta , OU seja,
Q(T* F}) é uma arvore geradora de G[r J] Como T} sao os componentes chelos de T,
podemos conclmr que Us—, Q(T7, F}) sdo as arestas de uma drvore geradora M de G[R]
pois U =T*. De fato um circuito em M induziria um circuito em 7.

Denotando Ty ... Ty, Fy ... F}] por ¢, vale que

smtp(G,c, R) = ¢(T)

= ZC(’TJ)

j=i



= YTy ~ F) +el(F})

Il
\g
&
S
3
L. *
&
+
‘ ~
7
3
=
2
s
| *
b
o

j=1 j=1
¢.(M) + perda(T*, c, R)
mst(G|[R], ¢.) + perda(T*, c, R),

v

concluindo a prova do lema. O

Baseando-se no lema 6.3 podemos definir um delimitador superior para o custo de uma
solugao produzida pelo algoritmo.

Lema 6.4 Sejam G um grafo completo, ¢ uma fun¢io de Eg em Q>0 satisfazendo a
desigualdade triangular e R um conjunto de vértices de G. No algoritmo de Robins e
Zelikovsky, temos que

b
mst(G[RU W], c) < mst(G[R], és) + > perda(Tj, c, 7).

=1

Prova. Seja M uma &rvore geradora minima de G([R], ¢;). Considere o subgrafo H de
G[R U Wy] obtido de M pela substituicido de cada aresta e em M N U;-c:l Q(T;, F;) por
uma aresta f em T} — Fj tal que ¢s(e) = c(f) e pela floresta de terminais F} para algum j.
Assim,
/
c(H) < ép(M) + Zl c(F3).
j=
Além disso, H é um subgrafo gerador conexo de G[R U Wy]. De fato, para cada
substituicao, F; + f conecta os extremos da aresta e removida. Portanto

mst(G[RU Wy, c) < c(H) < mst(G[R], ¢;) + Xf: c(F;). O

Lema 6.5 Sejam G um grafo completo, ¢ uma funcio de Eq em Q>0 satisfazendo a
desigualdade triangular e R um conjunto de wvértices de G. Sejam ¢ a restricao de c
a G[R], T* uma drvore k-restrita minima arbitrdria de (G,c,R) e t o ndmero de com-
ponentes cheios de T*. Para j =1,...,t, considere as triplas (ﬂ?,T;,Fj") onde T € um
componente cheio de T*, 7; € o congunto dos terminais de T; e F} € uma floresta de
terminais minimas de (T}, c,7;). No algoritmo de Robins e Zelikovsky temos que

mst(G[R], ¢;) < mst(G(R], ¢[Ty ... T}, F} ... E}')) + perda(T*, c, R).
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Prova. Denote ¢,[T7... T}, Fy ... F}] por c} ec[Ty... T}, Fy ... F;] por c). Pela defini¢io
de contragao de florestas de terminais minimas, temos que

mst(G[R], c§) > mst(G[R], c}).

Pela desigualdade acima e pelo corolario 6.2, vale que

mst(G[R], ¢r) — mst(G[R],¢') < mst(G[R],c}) — mst(G[R), ct)
t . .
= > (mst(GIR], ;) - mst(GIR), &)
j=1
t .
< S (mst(GIR), ér) — mst(G[R), &[T}, F1). (6.4)
7j=1
A condicdo da linha 4 do algoritmo de Robins e Zelikovsky garante que gl('r;‘, ¢f) > 1, ou

seja, que
mst(G[R), &) — mst(G(R], &[T}, Ff]) < perda(T}, ¢, ).

Combinando a desigualdade acima com (6.4) obtemos que

i
mst(G[R], ¢;) — mst(G[R], ;) < Y~ perda(T}, ¢, 7}) = perda(T*, ¢, R). O

i=1

Finalmente, o préximo lema d4 uma delimitagdo superior para o custo da solugao
produzida pelo algoritmo. Sua prova se assemelha muito & prova do lema 5.2.

Lema 6.6 Sejam G wm grafo completo, ¢ wma funcio de Eg em Q>0 satisfazendo a
desigualdade triangular e R um conjunto de vértices de G. Seja T* uma drvore k-restrita
minima arbitrdria de (G,c,R) e l o mimero de componentes cheios de T*. O custo da
solugdo produzida pelo algoritmo de Robins e Zelikovsky é delimitado por

smity(G,c, R) se perda(T*,c¢,R) =0,
mst(G[RU Wy],c) <

smit(G, ¢, R) + perda(T*,c, R) - In (1 + ms“%ﬁﬂ&i’ﬁ;ff’c’m)

se perda(T*,c, R) > 0.
Prova. Considere a tripla (TJ-*,T;,F;‘), para j = 1,...,¢, tal que T} é um componente
cheio de 7%, 7; € 0 conjunto dos terminais de T} e F; é uma floresta de terminais minima
de (T}, c, ;).

Se perda(T*,c, R) = 0, entdo T* é uma &rvore 2-restrita minima de (G,¢,R), ou
seja, T € uma drvore geradora minima de (G[R],c) que, nesse caso, coincide com uma
arvore de Steiner minima de (G, ¢, R), isto é, o algoritmo devolve uma solucao 6tima.
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Supondo que perda(T™, ¢, R) > 0, em cada iteracio o algoritmo escolhe um conjunto 7;
de terminais que minimiza o ganho relativo & perda. Assim,

9i(7i, €im1) < mjin,{,gl(ﬁ:?i:l)}- ~ (6.5)

Sabemos que, para niimeros nao-negativos a; e bj, 1< <1,

win % < 2%
J bj Zj bj
Tomando a; = perda(T},c,7;) e b; = mst(G[R],é-1) — mst(G[R], ¢ [T}, F}]) e, uti-
lizando a definigao do ganho relativo a perda, temos que
_ _ perda(T}, c,T5)
. Faq) £ 0675
97, 6i-1) < min {mst(G[R], éi1) — mst(G[R], &1[T7, FY))
Y_;perda(T}, c, )
5=, (mst(GLA, éx—1) — mst(GIR), 61115, F]))

Pelo coroldrio 6.2, o denominador acima pode ser substituido por

t
j=

(mst(G[R], ¢ [TY ... Ty, FY ... Fj_]) — mst(G[R], &[T ... I3, B GBS,
1
que é uma soma telescpica. Assim obtemos que

. perda(T*, ¢, R)
(7 61) < mst(G[R], &—1) — mst(G[R), &[Ty ... Ty, Fy - F7])
perda(T*,c, R)
mst(G[R], é-1) — mst(G[R), [Ty ... I, Fy ... F7])’

(6.6)

ja que, pela definicdo de contracio de florestas de terminais, é facil ver que
mst(G[R], &[Ty ... T}, FY ... F}]) < mst(G[R), &[T .. T FY L UFY)).

Para simplificar as férmulas, sejam m* := mst(G[R], ¢[Ty ... T}, F ... FY]), perda; =
perda(T;, ¢, 7;), perda* := perda(T*,c, R), m; = mst(G[R], &) e smty, = smty(G,c, R).
Pela escolha de 7;, T; e F;, temos que

! f
> perda; = > ai(Ti, Gi1) (M — my).

=1 1=1

Substituindo na expressao acima g;(7;, ¢;_;) pela melhor delimitagdo entre as dadas
por (6.6) e pela condigao de parada do algoritmo, temos que

f i da*
Zperdai < Zmin {1, mLelr(_a?} (mi—y — my).
i=1 =1 1=
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Note que mg = mst(G[R], é) e my = mst(G[R], ¢;). Assim,

f mo—m”* la*
> perda; < min {1, peroe } dz

S _Jmg—m* L T J —
perda* mo—m* dr
= / dz +pe7‘da*/ — (6.7)
mg—m* perda* HA
= perda® +m"' — my; + perda* - In (M)
perda*
— smit
< smty — mys + perda® - In (1 o M) . (6.8)
perda*

Primeiramente observe em (6.7) que mo —m* > perda* > mys—m*. De fato, mg > smt, >
perda® +m* pelo lema 6.3 e que my < m* + perda* pelo lema 6.5. Portanto a quebra da
integral ¢ valida. A desigualdade (6.8) vale pois a derivada da funcdo

f(z) = z + perda* - In (mo — £>
perda*
€ nao-negativa para z < smit; — perda* e portanto f(m*) < f(smiy — perda*) j4 que
m* < smt — perda* pelo lema 6.3.
Pelo lema 6.4 sabemos que mst(G[R U W;],c) < m; + L, perda;. Logo

- t‘
mst(G[RU W], c) < smty, + perda” - In (1 + M) ,
perda*

e com isso concluimos a prova do lema. O

O teorema abaixo mostra uma razio de aproximacdo para o algoritmo de Robins e
Zelikovsky.

Teorema 6.7 Sejam G um grafo completo, ¢ uma funcio de Eq em Q-0 satisfazendo
a desigualdade triangular e R um conjunto de vértices de G. A razio entre o custo da
solugdo produzida pelo algoritmo de Robins e Zelikovsky e o custo de uma drvore de Steiner

minima de (G, c, R) é, no mdzimo,
In3
Tk (1 + *2 ) s

Prova. Para simplificar, denotemos mst(G[R],c) por mst, smt(G, ¢, R)
por smt, smti(G,c, R) por smty e perda(T*,c, R) por perda*, onde T* é uma &rvore
k-restrita minima arbitraria de (G, ¢, R). Se perda* = 0, o teorema vale trivialmente pelo
lema 6.6. Podemos supor que perda® > 0. Lembre-se que mst < 2 smt < 2smty. Se T

62



€ uma arvore de Steiner de (G, R) devolvida pelo algoritmo de Robins e Zelikovsky, o
lema 6.6 e a desigualdade anterior garante que

perda* smiy, -
— (D) <smp I e 1 22— — '
c(T) < sm k( iy n( +perda*>) (6.9)

Pelo lema 5.1 temos que perda* < %smtk. Como perda* > 0 e smty > 0 podemos
concluir que 0 < % < 3. A fungao f(z) =z -In(1 + 1) tem um m4ximo no intervalo
[0,1/2] quando z = 3. Portanto o méaximo de (6.9) é alcancado quando 22rde’ — 5. Assim

smiy
c(T) _ smiy 1 In3
—2 L 1+=-In3) = 1+ —
smt_smt<+2 n) Tk<+2>’

que conclui a demonstragao do teorema. O

Para k suficientemente grande, a delimitagio acima se aproxima de 1 + 1"73 < 1,55,

Gropl, Hougardy, Nierhoff e Promel [22] mostraram uma instancia onde a razio de
aproximagao do algoritmo de Robins e Zelikovsky quando aplicado a essa instancia é de 1,2
para k suficientemente grande. N&o se conhece outra instancia do PSG que resulte em uma
razao de aproximagao maior quando aplicado ao algoritmo de Robins e Zelikovsky.



Os algoritmos que apresentamos sao simples se comparados com as suas demonstra-
¢oes de uma razao de aproximacdo. Na medida do possivel, tentamos estabelecer um
padrao para a apresentagao dos algoritmos e de suas demonstracées. Como dissemos na
introdugao deste trabalho, o foco principal no estudo desses algoritmos é a demonstragao
de uma razao de aproximagao e ndo na determinagio precisa do tempo de execucao dos
algoritmos. A tabela abaixo resume, em ordem cronolégica, as principais inovagoes de
um algoritmo para o outro e as respectivas razoes de aproximacao de cada um deles.

Algoritmo Caracteristicas Razao
MST 1968 | solugao intuitiva 2
arvores 3-restritas 1990 | 4rvores 3-restritas ‘ 1,834
Berman e Ramayer 1991 | drvores k-restritas 1,734
ganho relativo 1995 | fungao ganho relativo 1,694
pré-processamento 1996 | florestas de terminais e ganho ponderado | 1,644
Hougardy e Promel 1999 | generalizagao do pré-processamento 1,598
Robins e Zelikovsky 2000 | contragao de florestas de terminais 1,55

Razao de aproximagdo dos algoritmos apresentados.

Embora as dividas iniciais sobre esses algoritmos de aproximacao baseados em arvores
k-restritas para o PSG jd ndo existam, no decorrer da elaboragio deste trabalho foram
surgindo outras que gostariamos de partilhar com os leitores.

A partir do algoritmo das drvores 3-restritas, ndo existe comprovacao que a razio de
aproximagao demonstrada é a razao real do algoritmo. Assim pode ser possivel melhorar a
analise ou pode ser possivel que exista uma instancia que resulte na razao de aproximacao
demonstrada.

Sera que podemos aplicar os algoritmos para o PSG em variantes do problema encon-
trando, para estes, razoes de aproximagao melhores do que as conhecidas na literatura?
Um exemplo concreto de problema onde drvores k-restritas podem trazer razdes de aprox-
imagoes melhores que a melhor razdo conhecida até o momento é o Problema de Steiner
com Penalidades (veja detalhes em [20] e no capitulo 4 de [26]).



Serd que a idéia de fazer um pré-processamento nos terminais utilizando como base
o algoritmo de Robins e Zelikovsky resulta em uma razio de aproximagao menor do
que 1,557
~Uma outra questao interessante é como os algoritmos descritos nesta dissertagio se
comportam na prdtica. Ou seja, quando executados em instancias construidas aleatoria-
mente ou obtidas de problemas reais, qual deles obtém a melhor 4rvore de Steiner? Qual
deles consome menos tempo?

Deixamos estas perguntas para leitores interessados em prosseguir no estudo de apro-
ximagoes para o Problema de Steiner em Grafos e nas suas variantes.
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