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Resumo

C) Problema, de Steiner em Gratos consiste em en,contrür, em 'um grato com Cêstos na,s
arestas, uma árvore de c'rasto m'íni'm,o contendo 'um dado conliunto de uédices.

Esse problem,a, tem um papel central na área, de nlgoritmos de üpro='tmação e diversas
de suas uariüTttes têm aplicações, por exemplo, em proljeto de redes de com'ünicação.

\leste trabalho aprece'r\ramos um estudo de vários algoritmos de aproüvnação pcLra
Este 'proble'ma. Os atgoritmos escolhidos baseiam-se na, 'ütitização de ardores k-restritas
! for'unam uma séüe, ca,da 'um del,es tendo explorado melhor uma ideia introduzida pelo
anterior. Todos eles forcem proljetados durante cl últivna década, sen,do o mais recente. o
melhor algoz'Limo de aproa;ilação para o problema até o momento em termos de razão de
üprozzmaçao.

Abstract

['he Steiner Trem Probtem consista in $nding a mina'rnum post trem thüt spans a gi'ue'n

snbset of'uedices. Tais problem pla's a central role in aT)pro=imation algorithms. ManlJ
)j its 'uariants haue u'pptications Oll 'r\etuork desig'n.

n leis work me T)resent Q study of seueral, approhmation ütgorithms for the Steiner
Frei Problem. The selected atgorithms are basca on the use ofk-restri,cted trens and forra
1, sex"ies, each one e=ploring Jurther an ideal iniroduced bU the premio' s one. Alt of trem
fere deueloped during the la,st decide a'n,d the lüst of trem ha,s the best performance ratio
hno'un Jor the probtem se Jar.
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Introdução

Problemas de otimização são de interesse nas mais diversas áreas do conhecimento.
Chamamos de OfÍmÍzação C'omóinatáda a área da Ciência da Computação que estuda
esses tipos de problemas. Um problema de otimização combinatória pode ser definido
basicamente da seguinte forma: dada uma /unção de$n da sobre um cozÜunto ./inato ..4,
Encontre, se ex'tstir, 'u'rn elemento de A que min'tmize (maximize) Q ju'nção dada.

Embora a definição sda simples, para muitos desses problemas não é fácil encontrar
um elemento de .4 que responda a pergunta do problema. Em geral, a dificuldade está
no fato que .4, mesmo sendo finito, pode ter um número muito grande de elementos.
isso torna inviável, do ponto de vista computacional, gerar e verificar todos os elementos
de .4 para encontrar um melhor. Vários desses problemas fazem parte do conjunto dos
problemas ./V7)-dd!'cais. isso significa que, para vários desses problemas, não conhecemos
e nem mesmo esperamos encontrar algotitmos eficientes para resolvê-los. Contudo não
podemos simplesmente deixai de estudar tais problemas, porque eles possuem importantes
aplicações práticas.

Cotmen, Leiseison e Rívest j101 sugerem duas abordagens para problemas .VP'-difíceis:

e Algoritmos que produzam soluções ótimas mas que no pior caso consumam tempo
exponencial no tamanho da entrada. (Estes algoritmos podem ser adequados apenas
pala instâncias pequenas ou particulares.)

8 Algoritmos eficientes (isto é, que consomem tempo polinomial no tamanho da entra-
da) que produzam se/rações aproximadas com uma garantia de qualidade, ou seja,
um limite para o erro entre o custo da solução produzida pelo algoritmo e o custo
de uma solução ótima do problema. Estes algoritmos são denominados aZgorifmos
de arroz mação e chamarmos razão de aprozámaçâo a sua garantia de qualidade. (A
definição precisa. desses conceitos será. dada no capítulo l.)

O Problema de .S'feáner em Grcl/os é um dos exemplos de problema de otimização
.,VP'-difícil j181. Tnformalmente, ele pode sei assim definido: dado um gra/o G com custos
tão-negativos nas arestas, determinar u'm s'ubgrafo con,elo de G de custo mínimo que
conÉenAa um dado c07Üunto de uédáces. Esse problema. aparece no contexto de projetos
de circuitos VLSI 1291, alvores filogenéticas 1281, problemas de conexão 1231, etc.

O surgimento do Proa/em.a de Sleáner da.ta. do século XVIT. Segundo Maculan 1351, a.
primeira. formulação do problema foi kit.a pelo matemático fra.ncês Pieite cle Feima.t. O
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problema. era o seguinte: dadas íris cidades, deseja-se co zsZru r zómíz rede de esfradc&s de
co'mT)cimento totctt mínim,o de forma, q'ue se 'possa ir de qualquer uma, das três cidades a,
qualquer out.ra atrctués dessas ostra,das.

lltilizarLdo:geometria.podemos reescrever--formalmente o problemaacima: dados crês
po'r\tos no 'pla'rto euctidia'n,o, determinar um co'n,junto de segvnentos de Teta que interligue
estes pontos de tal Jorra,a ql e Q soma dos com'pri'rnentos dos segue'Rios de Teta se:ja, menina.

Ainda. de acordo com Maculan, no século XIX, o geõmetra alemão Jacob Steiner reuniu
diversas soluções em um trabalho. Por causa. deste trabalho, o problema, primeiramente
propost,o por Fermat, passou a ser conhecido como o Problema de SteÍner.

Courant e Robbins jlll apresentaram uma maneira de determinar a solução deste
problema através de uma construção utilizando régua e compasso. Sejam .4, B e C' os
três pontos, sendo que .4 é ta] que o ângu]o formado pe]os segmentos HB e ]C é máximo.
Temos dois casos para analisar. Se esse ângulo é maior ou igual a 120', então a solução é
dada pelos segmentos .4.B e .4C'. Caso contrário, seja P o ponto do plano euclidiano tal
que os segmentos .4P, .BP e (7P formam, dois a dois, um ângulo de 120'. Esses segmentos
formam a solução do problema. Vejam as figuras abaixo.

Figura 1: A 2. 120'

A

120'

P

B C

Figura 2: A < 120'

O Problema de Steiner em Gratos (PSG) é uma variante do Problema. de Steiner.
Neste trabalho, apresentaremos uma resenha. dos algoritmos de aproximação para. o PSG
baseados em ardores k-restràlús (definidas no capítulo 1). 0 uso de á.rvores k-restritas
most.iou-se eficaz para- o psc os algoritmos de aproximaçã.o com as melhores razões de
aproximação conhecidas pala o psG utilizam essas áivoies.
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Este trabalho está. osga.nizado da. seguinte forma. No primeiro capítulo, definimos o
Problema de Steiner em Grifos, discutimos a. sua complexidade computacional e comen-
támos algumas técnicas de soluça.o do problema. Além disso, estabelecemos a notação
que será-usada-na-apresentação dos algoritmos e a;present;amos o primeiroHa;lgoritmo de
aproximação para o problema o ingênuo aZgohlmo da árvore geradorcz mÍháma com
lazão de aproximação 2.

No segundo capítulo, apresenta.mos o a/gorÍfmo das árvores 3-resfr ías, proposto por
Zelikovsky 1481 em 1993. Durante vários anos, 2 foi a melhor razão de aproximação
constante conhecida. pata o problema. O ajgoritmo das árvores 3-restritas foi o primeiro
a conseguir uma. razão de aproximação constante menor que 2. O algoritmo é simples
porém sua aná]ise é complexa e o artigo original continha falhas que roíam explicitamente
consertadas poi Grõpl, Hougardy, Nierhoff e Prõmel j211.

No terceiro capítulo, apresentamos o aZgor tmo de Z?errnan e Ramayer l61, que utiliza
árvores k-restritas pala uma constante k 2. 3. No quarto capítulo, descrevemos o aZgorifmo
do ganho re/afÍuo, elaborado por Zelikovsky ]49], que introduziu uma nova maneira de
escolher árvores k-restritas. No quinto capítulo, temos o aZgodfmo do pré-processamento,
proposto por Karpinski e Zelikovsky j311, que introduziu o conceito de perda de uma
árvore de Steiner.

No sexto capítulo apresentamos o czZgorÍtmo de Robins e .Ze/ AousA2/ 1421, proposto em
2000, cuja razão de aproximação é a melhor conhecida para o psc até o presente. O
último capítulo contém algumas considerações finais.

Esses algoritmos evoluíram uns dos outros e mostram diferentes maneiras de se usar
árvores k-restritas no projeto de algoritmos de aproximação para o PSG. E importante
ressaltar que o nosso objetivo principal no estudo desses algoritmos é a. demonstração de
uma razão de aproximação e não a determinação precisa do tempo de execução desses
algoritmos. Esperamos que esta dissertação facilite a compreensão desses interessantes
algoritmos e sirva como ponto de partida e de apoio para o estudo do PSG e de problemas
colrelat os .



Capítulo l

DeHnições especí6-cas e notação

Neste capítulo descrevemos alguns dos conceitos utilizados neste trabalho, definimos
formalmente o Proa/ema de $teáner em Gra!/os e discutimos algumas de suas principais
características.

1.1 Teoria dos gratos
Os conceitos e definições abaixo foram retirados dos livros de Bondy e Murty l81 e de

Dieste] [121.

Um grc!/o G = (y. E) consiste de um conjunto finito e não-vazio Uc e de um conjun-
to Ea de pares não-ordenados de elementos de VC. Os elementos de UC são chamados de
uédÍces de G e os de .Ea são as arestas de (;.

Se e = {u,u} C -Ea, então os vértices u e u são os ea;tremas de e. Algumas vezes
denotamos e simplesmente por uu Dois vértices u, o em UC são adbacenfes se existir uma
aresta com extremos u e u. Duas arestas são para/elas se têm os mesmos extremos. Um
laço é uma aresta que tem os extremos iguais.

Um grafo G é simp/es se ele não tem arestas paralelas e nem laços. Se cada vértice
de G é adjacente a todos os outros, então G é completo.

Se .4 Ç Vc, denotamos por 'í(.A) o conjunto de todas as giestas de G que têm um
extremo em 4 e o outro em UC \ .Á. Se u C d e u çl d, dizemos que õ(.4) separa % e u.
Chama.mos ta] conjunto de cone de G definido por .Á. Se .4 = {u}, escrevemos õ(u) em
«ez deõ({«}). O «úmero lõ(u) éo g«u deu.

Se os gratos .17 e G são tais que yx Ç VC e Ex Ç Ea, então dizemos que .17 é um
s?logra/o de G. Se /7 é um subgrafo de G e EH é o conjunto de todas as giestas de G
que têm ambos os extremos em yH, então H é um suógra/o nduzádo de G. Se ym -: Uc,
dizemos que /7 é um suógra/o gerador de (;. Se .,4 é um con.junto de vértices de G, o
subglafo induzido de G que tem ,4 por conjunto de vértices é denotado pot C]H].

Se.ja. F um con.junto de pares não-ordenados de vértices de G. Denotamos por G + F'
o grato (Uc,-Ea U F'). De modo análogo, G -- F' é o grifo (Va,Ea \ F). Se F = {./'},
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escrevemos G + ./ e G -- /, respectivamente, para G + {/} e G' {/}.
Um /]asseÍo é uma. sequência C' = (uo,ei,ui,ez,u2,. -,'k,uk) de elementos de um

gtafo G onde uo, . . . ,uJ; são vértices e cada. e{ é uma aresta com extremos ui.] e uí. Os
xértices=io e =uA:.são oa eatremo# =de =G-Paiaaimplificai:í =podemos omitia-as arestas e

representar um passeio por sua seqüência. de vértices, (uo, . . . ,uÃ;). Algumas vezes inter-
pretamos C' como o conjunto de arestas de C'. O passeio é /ec/fado se uo = uk e aZ)ergo

caso contra.rio. Se as arestas de C' são todas distintas, então C é chamado de fr{//za. Se os
vértices de C' são todos distintos, então C' é chamado de camÍnÀo. Se k ? l e os vértices
z;:, . . . , ux; sã.o todos distintos e uo = uÊ, então C' é um circuito.

Um gra/o eu/ariano G é um grato onde o grau de todos os vértices é par. Uma fr /Àa
euleráana P em G é um passeio fechado que passa uma única vez em cada aresta de G.
Um circuito ÀamãZforzÍano C' em um grifo (; é um passeio fechado que passa exatamente
uma vez em cada vértice de G.

Um grifo (; é conexo se, para cada pat u, u de vértices, existe um caminho em G com
extremos u e u. Um componente de G é um subgrafo conexo maximal de G. Dizemos
que dois vértices u e u de G estão conectados ou que u está cancelado a u em G se u e o
estão em um mesmo componente de G. De modo análogo, dizemos que um conjunto de
vértices X de G está conectado, ou G colecta X, se todos os vértices de X estão em um
mesmo componente de (;. Uma ./Zoresfa é um grato simples sem circuitos. Uma árvore
é uma floresta conexo. Algumas vezes confundiremos uma árvore com o seu conjunto de
arestas e um componente de um grato com seu conjunto de vértices. Uma árvore enraizada
em u é uma árvore onde todas as arestas da árvore têm uma orientação no sentido do
vértice u. Esta orientação é obtida através de todos os caminhos em M de um vértice u
ao vértice u, onde u # u. O vértice u é denominado raiz da árvore. A figura 1.1 ilustra.
algumas das definições acima mencionadas.

Dados um grato G e uma função c que associa um número a cada aresta de G. de-
notamos por c(-F) a soma E.:Fc(e) para todo conjunto F' de arestas de G. Quando a
função c está subentendida, chamamos o número c(F') de custo de -F e o número c(e) de
cuspo de e. Para um subgrafo # de G, escrevemos c(.H) em vez de c(EH) e chamamos
este número de custo de .ll/.

Se G é completo, dizemos que c satÍs/az a desagua/dado friangu/ar se

c({.j) $ .({k) + .(k.j)

para quaisquer três vértices distintos {, J e k de (;.
Uma árvore geradora mhÍma de (G, c) é uma árvore geradora em G de custo mínimo.

Ou se.ja: À/* é uma árvore geradora. mínima se para- toda árvore geradora. À4 em G tem-se
que c(M*) 5; c(À4). Denotamos o custo de M* por mst(G, c).

Se.ja W um conjunto de vértices de G. A redução de c em W' é a função que coin-
cide com c exceto nas arestas cujas duas extremidade estão em W, onde ela. vale zelo.
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Figura. 1.1: Sejam G = (K.E), onde y := {1,2,3,4,5,6,7,8} e E :=
{a,ó,c, d,e, ./,g, h,á,J,Ê,Z,m,n,o}. A aresta o é um exemplo de laço e as arestas a e b são
paralelas. Se .4 := {4,5}, então õ(.A) := {/,g,i,J}. A seqüência P := (1,a,8,m,7,&,6)
é um exemplo de um caminho em G de l a 6. O grato G -- {a, o} é simples e as arestas
pontilhadas representam as arestas de uma árvore geradora de G.

Denotamos a redução de c em W por clWI. Mais especificamente,

''«'.,-{ =''' ::::=:.1. 0 se e C .Ec;]w].

A restrição de c a alWI é a função que coincide com c exceto nas arestas que não estão
em .Ba]w], onde ela não está definida. Mais especificamente, se é é a restrição de c a alWI,
então

é(e) c(e) para toda aresta e em Ba]w]

Algumas vezes usamos c no lugar da restrição de c a KIWI

Arvores de Steiner e árvores k-restritas
J

Considere um grafo completo G, uma função c de .Ea em Q>o satisfazendo a desigual-
dade triangular e um conjunto R não-vazio de vértices de G. Chamamos os vértices de R
de terra na s e os de Uc \ -R de ué7'vices de SfeÍner. Uma árvore T em G é uma. árvore de
Sf.{ne' de (G, R) se R Ç Vr. Uma á«.« de $fein« mhÍma de (G, c, R) é «ma á-.-re de

T=r de(G R) de custo mínimo, ou sda, 7" é uma árvore de Steiner mínimade(G, c, R)
se c(7'*) 5; c(7') para toda árvore de Steinei 7' de (G, R). Denotamos por smt(G, c, R) o
custo de uma. á.ivoie de Steiner mínima de (G, c, R).
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Urna É-árvore de (G, R) é uma á.ivore em G com k folhas cujos vértices internos sã.o
de Steiner (ou seja, não estão em R) e as folhas são terminais (estão em R). Para uma #-
árvore T# de (G, R), denotamos por 1''7'(Tt) o conjunto dos terminais de T# e por yS(Tk)
o conjunto dos.vérticebdeSteinei:d&.Zb

Seja T uma árvore de Steiner de (G, R). Se 7'' é uma subárvore maxima] de T que é
uma á-árvore de (G, R) para. algum á, dizemos que 7'' é um comporzenfe cAeáo de 7'. Se.
para' algum k, todo componente cheio de 7' é uma. {-árvore em (G, R) com { $ k, dizemos
que 7' é uma árvore k-restrita de (G, R).

Uma ár''ore k-resfrãfa m ma de (G, c, R) é uma árvore k-restrita de ((;', R) de custo
mínimo, ou seja, 7'* é uma árvore k-restrita mínima de (G,c, R) se c(7'*) $ c(7') para
toda árvore k-restrita T de (G, R). Denotamos por smtk(G, c, R) o custo de uma árvore
k-restrita mínima de (G, c, R). A figura 1.2 ilustra as definições acima.

uértece de Steáner

Figura 1.2: Exemplo de árvore de Steiner. Cada componente cheio está destacado pelas
linhas pontilhadas. Note que, nesse exemplo, o número máximo de terminais de um
componente cheio é 5. Portanto trata-se de uma á.rvore 5-restrita.

Note blue, se uma árvore de Steiner mínima 7' de (G,c, R) é uma árvore k-restrita,
então T é uma. árvore k-restrita mínima. Entretanto, o inverso não é verdadeiro. Poi
exemplo, uma árvore 2-restrita. mínima, que é uma. árvore geradora mínima no subgrafo
induzido pelos terminais, nem sempre é uma. árvore de Steiner mínima. Veja a figura 1.3.

Conjunto remoção e função projeção
Sejam H um grifo e ê uma função de Ex em Q>o. Considere urna. á.lvoie geiadola

mínima. 7\-/ de (H,õ) e um conjunto 1- de vértices de H. Um separador de 1- em M é

8



O vértice de Sleiner

Figura. 1.3: No grato as linhas normais são arestas de uma árvore geradora mínima sobre
os terminais e as linhas pontilhadas são as aresta de uma árvore de Steiner mínima.

um conjunto minimal de aresta de M cuja remoção desconecta todo par de vértices de r
Um conjunto remoção Z) de 1- em JW é um separador de r em JW com é(.D) máximo.
Denotamos por {nd(À/, é,r) o número é(.D), onde Z) é um conjunto remoção de 1- em A/

Se l- = {#, 3/}, então dnd(M, é, 1-) é o custo de uma aresta de custo máximo no caminho
em M entre os extremos de zy e é denotado por {nd(À4, ê, ZZ/). Neste caso, chamamos uma
tal aresta de ?'ndáce de #3/ em M. Note que é(aç3/) ? {nd(JI/, é, z3/) para qualquer aresta z3/,
porque, se é(sçy) < índ(.A/, é,zy), então uma aresta de custo máximo no caminho em M
entre z e y poderia ser substituída pela atesta ZZ/ resultando em uma árvore geradora. .A/'
de (H, ê) ta] que ê(.A4') < é:(M). Um absurdo já que M é uma árvore geradora mínima

O custo de um conjunto remoção de r em À/ também pode ser deânido a partir da.
reduçã.o de ê em r. Veja a seguinte expressão,

de (H, é)

ánd(M, ê, ,'-) «..t(-#, ó) - «.t(n', ól,-l) (1.1)

Isso, em particular, mostra que a função índice na verdade não depende da árvore
geradora. mínima À4. Porém, como em geral associamos o valor do índice ao custo de um
conjunto remoção, é conveniente manter M como parâmetro.

Seja Z) um conjunto remoção 'r em A/. A /unção pro.feção p de Z) em r relativa a M
é uma função que associa cada a.lesta de Z) urna. atesta de /], deânida do seguinte modo.
Para. cada aresta e de Z.), existem dois componentes de ]M -- Z), digamos X. e ye, cada. um
cona.endo um dos extremos de e. Sejam z e y os vértices de 1- em X. e }'2 respectivamente
(cada componente de ]V -- D tem exatamente um vértice de 1-, pois Z) é minimal). A
função pio.jeçã.o associa à. aiest.a e a atesta ZZ/. Observe que a imagem da. função pio.lega.o

9



é uma á.rvoie geradora de .llíl7-l. Ve.ja na figura. 1.4 um conjunto remoção Z) de 1- em &/ e
a imagem da. funçã.o projeção p de Z) em r relativa. a A/

Figura 1.4: O conjunto remoção Z) := {e, ./'} e a imagem da função projeção p(.D) :=
{e', /'} sobre l- := {z,Z/,z} em M, onde A4 são as arestas pontilhadas mais as arestas
de.D

Vejamos algumas propriedades sobre o custo de um conjunto remoção

l.ente \.l Seljam H um grato, ê uma Junção de En em Q>o e M uma árvore geradora
mháma de (H, é). Para todo co@urzfo 1- de védicas de H com lr1 2 3, temos que

ánd(M, é, '-) $ ánd(M, ê, r \ {«}) + índ(M, é, u«),

para qualquer u e u em 'r, onde u :# u. Alérrrip disso, Q igucttdade vale peru algum u em v,
U U

Prova. Seja. Z) o conjunto remoção de r em M. Em M -- Z,) existem lrl componentes,
cada. um deles contendo um vértice de r. Seja .4 o componente que contém u. Seja e uma
aresta de custo mínimo em .D que conecta .4 a um outro componente, digamos -B. Note
que .D \ {e} é um conjunto remoção de r \ {u} em M. Assim, temos a, seguinte igualdade

ánd(M', é, .'-) ánd(M, é, ,- \ {«}) + ê(e)

Vda- a figura 1.5. Note que, pela escolha de e, temos que ê(e) 5; {nd(M, é, uu) para. todo u
em I'-\lu} (e a igualdade vale quando u é o vértice de r em Z?). De fato, é(e) $ é(./') onde /
é a atesta em D n õ( 4) que separa u de u, e portanto é(e) $ {nd(M, é,uu). Po;tanto

ánd(M, ê, r) $ índ(M: é, .'- \ {«}) + {nd(Ã4, é, u«)
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yérfices de a-

figura 1.5: As elipses são os componentes de M
do conjunto D.

Z) e as linhas pontilhadas são as arestas

valendo a igualdade para pelo menos um u em r \ {u}. []

O lema e o corolário abaixo serão de grande importância na determinação de uma
razão de aproximação dos algoritmos que veremos.

Lema 1.2 Sejam zo e ri c07Üunfos de ué7'faces de ]7 com rezo menos dois terminais, é
.Lma junção de En em Q).ü, M uma árvore geradora mínima de ÇH,õà e D um comi'unto
'emoção de vü em M e sua resT)ectiua, função projeção p relat'iua ü M. Selva, d umu função
f.J gue, p«. f'd" ""f" ' de n, Zem-;e que é'(e) = ê(e) 'e e # p(D) e é'(p(.)) <
ánd(M,é,e) see C O. Se M' := M -O+p(O) então '

ámd(M', ê, ,-:) ? ãnd(M', ê', .-:)

Prova. A prova é por indução em ll'-il. Primeiramente vamos mostrar que, se l7-il = 2,
então o lema vale. Se.jam # e y os elementos em ri.

Sejam P o caminho em À4 de g a g/ e P' o caminho em 71/' de z a Z/. Se P n D - 0,
então P = P' e não há nada. a. provar. Se PnZ):# 0, sejam ei,...,eÀ; as arestas de PnZ)
e /l ,:= p(ej) para. .j ' 1, . . . , k. Seja (% o único circuito em M + ./j.

E fáci] ver que /J G P' para todo J e que P' consiste de trechos de P e dos C'..
pala j - l,...,A. Seja ./ uma aresta de custo máximo em P', ou seja, ./ é tal que
d(/) - {"d(M',é',#z/). S' / C P, então {nd(M',d,ZZ/) (/) = é(/) é {nd(M,é,zg/).
Se J' gl P, e"tão ./ C q para alg«m J e {nd(M', d, zy) = d(./) $ é(e:Í) $ {nd(M, é, #3/).

Agora, suponha que l7-tl > 2. Pelo lema. 1.1, existem u e u em l-i onde u / u tal que

{« .Z( M', ê: ',: ) índ(M, é, r- \ {«}) + {nd(M, ê, «)
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Pela. hipótese de induçã.o qua.ndo aplicada. no lado direito da. água.Idade acima, temos que

{nd(M',é,.'--) ? ánd(M'', é',,-: \ {«}) + {nd(M'', ê,u«)
à ámdGÀ/ÇéÇ':0,

onde a. última desigualdade vale pelo lema l.l n

Corolário 1.3 Sejam zo e a''i c07Üuníos não-Dúzias de oédáces de .ll/, ê uma /unção de E
lm Q>o satisfa,zevLdo Q desigualdade trictnguLar e M umü árvore geradora, mínima de ÇH, Q.
S. M' é «m. á«o« ge«do« mhÍm« d' (-m,ólnl) e«fã.

ánd(M', ê, .'-:) ? ãnd(M', êlzol, ,:)

Ganho

Considere novamente um grifo completo G, uma função c de .Ea em Q>o satisfazendo
a desigualdade triangular e um conjunto R não-vazio de vértices de G. Se.la 7= uma
árvore de Steiner mínima de (G, c, I'-), onde I'- é um subconjunto de .R, é é a restrição de c
a alXI e M uma árvore geradora mínima de (CIRI, ê). O ganho de r em M indica se é
ou não vantajoso utilizar 7y para compor com iW uma árvore de Steiner de custo baixo.
Matematicamente, o ganho de r em M é o número g(M, I'-) := {nd(.A/, é, a'') -- smt(G, c, l-).
(Fica subentendida a dependência do ganho de G das funções c e é.) Na figura, 1.'6
mostramos o ganho de 1- em M

Lema L.4 Sejam G um grato completo, c uma f vtção de Ec em Q.>o bati,sfazendo a
lesig' atdade triang'ulür, R um conliunto não-vazio de vértices de G e 1- um subconjunto
le R. Con,sidere também ê e d funções de Ec\R\ em Q->ü, M e M' ardores geradoras
mh{«.« de (CIXI,õ) ' de (CIRI, d) «'pe'lá«me«te. Se ind(M,ê,,-) 2 ánd(M',ê',.'-),
então

g(M, r) 2 g(M', ,).

Prova. Segue diretamente da. definição de ga,nho. ü

1.2 Problema de Steiner em Gratos

Nesta seção, apresentamos o Problema de Steiner ern Gratos, partindo de sua definição
até o primeiro algoritmo de aproximação conhecido para. o problema. Grande parte das
informações desta. seçã.o foi retirada da. dissertação de mestrado de Ferreiro. j151.
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O vértice de Steáner

Figura 1.6: As linhas pontilhadas são as arestas de uma árvore de Steiner mínima 7'*. as
linhas finas juntamente com as grossas representam as arestas de uma árvore geradora M
e as,linhas grossas representam um conjunto remoção D de y7'(T*) em M. O ganho de
}'7'(7") em M é o custo de Z,) menos o custo de 7'*. ' ' '

D pfi n{ .- ã nB'u''

lJonsidere um grato G = (V, E) conexo, uma função c de Ec em Q>o e um conliunto R
não-vazio de liéüices de G -- os terminais. O objetivo do Problema de Steãner em Gratos
! encontrar umu árvore de Steiner m'mima de QG,c,R].

A primeira versão do Problema de Steiner apareceu como um problema de geome-
tria 1351. A formulação utilizando os elementos da Teoria dos Gratos apareceu, pela
primeira vez, em 1971. Ela foi proposta por Hakimi 1241 e por l)reyfus e Wagner j141.

Algumas observações podem ser feitas sobre as instâncias do psc. Se existir em G
arestas paralelas, podemos elimina-las deixando apenas uma aresta de menor custo dentre
as arestas paralelas. Laços também podem ser eliminados do grifo. Vértices de Steiner
de grau l junto com a aresta. incidente a este vértice podem ser eliminados.

O /echo mélr co de (G, c) é o pai (a, ê), onde a é um grifo completo com conjunto de
vértices Uc e, para qualquer par de vértices u e u de Uc, Z(uo) é o custo de um caminho
de u até u de custo mínimo de(G, c), ou sda

?(u«) minÍc(P) : P é um caminho de u até u em G}
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Note que, a. função ê sa.tisfaz a. desigualdade triangular. Além disso, se 7 é uma. á.ivore de
Steiner em(G, ê, R) e T é uma árvore de Steiner de(G, c, R) obtida através da substituição
de cada. aresta uu de T pela-s a.Festas de um caminho mínimo de u a u em G e da. remoção de
uma aresta-decadaevenl.ual circuito criado apaPtiPdentasubst,ituiçãorent,ão c({Z=!) 'çc(F):

Com base nessas observações, podemos nos restringir a instâncias do PSG que consis-
tem de um giafo completo e uma função custo nas arestas satisfazendo a. desigualdade
triangular.

Complexidade computacional
Nesta subseção comentaremos sobre a, complexidade computacional do PSG e de algu-

mas de suas variantes. Os conceitos sobre complexidade computacional utilizados nessa
dissertação podem ser encontrados em j17, 381.

Segundo Karp 1301, através do proa/emct da cobertura ezata consegue-se mostrar que o
problema de decisão associado ao psc é .A/''7)-como/efo portanto o PSG é JVP-difícil.

Se l.nl :: 2, o PSG é equivalente a encontrar um caminho de custo mínimo entre dois
vértices num grato com custos não-negativos nas arestas. Neste caso, existem algoritmos
eficientes (veja, por exemplo j131). Se R = Uc, então o PSG é equivalente a encontrar uma
árvore geradora mínima de (G, c). Os dois algoritmos mais conhecidos para encontrar uma
árvore geradora, mínima em um grato são os algorítmos de IKtuskal l33) e o de Prim 1401.
Logo, podemos assumir no restante deste trabalho que 2 < lal < IVcl.

Técnicas de solução
Apesar do psc ser .A/7>-difícil, muitos algoritmos foram projetados para tentar en-

contrar uma solução ótima. Nesta subseção, comentaremos de coima bem sucinta alguns
desses algoritmos e as técnicas envolvidas.

Um dos primeiros algoritmos para resolver o PSG foi elaborado por Hakimi ]24]. Ele
utilizou o que denominamos de enumeração e:W/úãfa. Esta técnica se baseia em construir
todas as árvores de Steiner e escolher uma de menor custo. A complexidade deste al-
goritmo é polinomial no número de terminais e exponencial no número de vértices de
Steiner. Lawler 1341, valendo-se do fato das propriedades do fecho métrico, apresentou um
algoritmo cuja complexidade é polinomial no número de vértices de Steiner e exponencial
no número de terminais. E importante nota.r que, se o número de terminais ou o número
de vértices de Steiner está fixo, então os algoritmos acima resolvem o psc em tempo
polinomial .

Dreyfus e Wagnei 1141 utilizaram programação dinám ca pala resolvem o psc. Shore.
Foulds e Gibbons 1431 também projetaram um algoritmo que resolve o PSG. Eles usaram
busca eraust ua rórclncÀ and óound) na. árvore de soluções.

Uma. otttia. abordagem pa-ra resolver o psc é formula.-lo como um problema de progra-
mação {nleãra 1] , 3, 4, 35: 371. Ferreira j151 mostra o resultado da aplicação de ferramentas
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da. feoráa dos po/ácaros ao PSG.
Uma abordagem que tem avançado muito nos últimos a.nos para- problemas ./VP-difíceis

é o projeto de algoritmos de aproximação. É na aplicação dessa abordagem ao psc que
.es:tamosinteressados.

Algoritmos de aproximação

Seja (G,c,R) uma instância do Problema de Steiner em Grifos e ,4 um algoritmo
que produz uma. árvore de Steiner 7' de (G,R). Dizemos que .4 é um aZgohtmo de
apronàmação pa-ra o psc se ,4 consome tempo po]inomia] no tamanho da instância e
c(7') 5; a ' smt(G,c, R) para qualquer instância (G,c, R) do PSG, onde a é um número
maior do que 1. Neste caso, dizemos que .4 é uma a-apto mação pala o PSG e o número a
é uma rc&zão de aproximação do algoritmo .4 para o psc. Em geral, cr pode ser uma função
dependente da instância, do problema, entretanto, neste traballho, estamos interessados
em razão de aproximação O(1), ou seja, em razão de aproximação constante. Algumas
vezes, para simplicar o texto, usamos o termo algoritmo como sinónimo para algoritmo
de aproximação.

O primeiro algoritmo de aproximação para o PSG é atribuído a Moore (1968), de
acordo com Gilbert e Pollack j191. O algoritmo constrói uma árvore geradora mínima de
(Clal,Z), onde é é a restrição de c a CIRI. Este algoritmo, que denotamos por MS7',
tem uma razão de aproximação de 2 (mais exatamente, de 2 + }, onde n é o número
de terminais do grato). Entre este algoritmo e o algoritmo das árvores 3-restritas outros
algoritmos foram projetados l32, 41, 361, porém todos com razão de aproximação de 2.
Abaixo, mostramos uma prova da razão de aproximação do algoritmo MS7' baseada na
demostração apresentada por Vazirani 1451 .

Lema L.5 SejarT\ G uurl grato comi\preto, c uma, junção de Ec em (2>ü satisfaze'ndo Q
desagua/dada friangu/ar e R um c07üunfo de uéd ces de G. Se é é a restrição de c a C]-n],

mst(CIXI, ê) 5; 2 .«{(G, c, R).

Prova. Seja 7' uma árvore de Steiner mínima de (G,c, R). Vamos construir, a partir
de T, uma árvore geradora de clal de custo no máximo 2 c(7').

Para. isso, duplique as arestas de 7', obtendo um grato euleriano L. Seja P uma. trilha
euleriana em LI o custo desta trilha é 2 smt(G, c, -R). Sem perda de generalidade, podemos
assumir que P :=(uo,ei,..., e!, uz), onde uo = ui é terminal e folha em T

Utilizando P obtemos um circuito hamiltoniano C' := (co,e{,ct,...,cÊ-i,el,ct)
em CIXI. O circuito C' foi obtido de maneira que co = ck = uo e para cada, par de
vértices ci.i e ci, l $ { $ k, existem dois terminais u, e uv em P tais que 0 < z < Z/ $ /.

Além disso, se existe um terminal ot em P entre u, e u,, entã.o ut = cj para- algum
0 $ .j < ! 1. Note que (; pode sei obtido em tempo polinomial.
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Poi causa da. desigualdade triangular, o custo do circuito hamiltoniano C não é maior
do que o custo da trilha euleriana. P. Joga.ndo fora. uma atesta. deste circuito, obtemos
uma árvore geradora. M de alXI que tem custo no máximo 2smt(G,c, R). Portanto,
«sí.GGÍal,d '= 2-;mt(G,.,4--D

A análise da. lazão de aproximação do algoritmo MST é justa, ou se.ja, existe uma
instância do psc para o qual o custo da. solução produzida pelo algoritmo .A/ST dividido
pelo custo da. árvore de Steiner mínima é tão próximo de 2 quanto se queira.

Vda na figura. 1.7 tal instância. O grifo é composto por n terminais e um vértice de
Steiner. As arestas que ligam o vértice de Steiner aos terminais têm custo 1, enquanto
que as outras arestas têm custo 2. O custo de uma árvore geradora mínima para essa
instância do problema é 2(n -- 1) e o custo de uma árvore de Steiner ótima é n.

decusto 2

Arestas de custo l

Figura 1.7: Grifo onde a razão de aproximação do algoritmo MS7' é 2 + l

Lembrando que uma árvore geradora mínima de (CI.nl,õ) é uma árvore 2-restrita
mínima de (G, c, R), uma maneira de generalizar esse algoritmo, construindo boas apro"
ximações para o psc seita um algoritmo que devolvesse uma áivote k-restrita mínima
para algum k > 2 fixo (a figura 1.8 e o lema 1.6 abaixo comprovam a nossa afirmação).
Borchers e Du l91 demonstraram uma fórmula para calcular o máximo da razão entre o
custo de uma árvore Ã;-restrita mínima e o custo de uma árvore de Steiner mínima. para
qualquer instâ.ncia. (G, c, R) do psG.

Lema 1.6 S'da rk o supremo dc' r'zzão entre smtt(G,c,R) e smt(G:c,R) para gua s
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qu,er G, c e R. Se k 21 + s, onde Z e s são nafuraàs e 0 $ s < 2f, Calão

(Z + 1)2z + s
'*''lFT;

Para. uma. árvore 2-restrita. mínima já vimos um algoritmo eficiente e, para. encontrar
uma árvore 3-restrita mínima existe uma (l + c)-aproximação probabilística. polinomi-
al 1391, mas nenhuma. demonstração de que o problema é .VP-difícil. Em particular, pelo
lema. 1.6, temos que r2 :: 2 e r3 := }.

Infelizmente, para k ? 4, construir uma árvore k-restrita mínima é um problema .A/P-
dífícil 1301. Contudo, mesmo sendo difícil produzir tais árvores, elas serão utilizadas nos
algoritmos e nas provas de razões de aproximações.

Com exceção do algoritmo de Berman e Ramayer os algoritmos que veremos são al-
goritmos gulosos (detalhes sobre algoritmos gulosos podem ser encontrados em j101), ou
se.la, selecionam algumas árvores k-restritas, onde k é uma constante fixa, cujos vértices de
Steiner estarão presentes, junto com os terminais, na solução devolvida pelos algoritmos.
Além disso, usaremos árvores k-restritas mínimas como limitantes superiores das soluções
produzidas pelos algoiitmos.

Vale ressaltar que o método guloso, apesar de ser o método utilizado pelo algoritmo
com a menor razão de aproximação conhecida até o momento, não é o único pala se
construir soluções aproximadas para o PSG. Por exemplo, Williamson, Goemans, Mihaíl
e Vaziraní 1461 projetaram um algoritmo para o psc baseado no método prdmaZ-dua/ l

Inaproximabilidade

A menor razão de aproximação conhecida para o PSG é 1,55. Uma pergunta natural é
até que ponto podemos continuar procurando algoritmos que consigam melhorar essa razão
de aproximação supondo que P 7é ./V'P. Nesta subseção mostraremos alguns resultados
que impõe limites para uma razão de aproximação do PSG.

Afora, Lund, Motwani, Sudan e Szegedy l21 juntamente com uma redução, devida a
Bem e Plassman l71, do proa/ema da B-cozedura de uédices2 para o PSG mostram que
existe uma constante c > 1 tal que nenhum algoritmo de aproximação para. o psc; tem
razão de aproximação menor do que c, a menos que P = JVP'. Denominamos uma tal
consta"te c de !i""Íte de arroz maó / dado (approzàmafion fÀresÀo/d).

Além disso, Bem e Plassman mostraram que, se existe um algoritmo com razão de
aproximação l +c para o PSG, então existe um algoritmo para o problema. da. B-cobertura
de vértices com razão de aproximação 1 + (1 + B) c. Portanto, bons algoritmos para o
psC implicam em bons algoritmos pala o problema da Z?-cobertura de vértices. Com esse

' Detalhes sobre o método primal-dual podem ser encontrados em j16, 4SI.
2 O problema da B-cobeituia de vértices consiste em descobrir uin conjunto de vértices de custo mínimo

tal que toda aresta do grato tenha um elos extremos nesse conjunto onde o grau máximo dos vértices do
gtafo é menor ou igual a B
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resultado; se conhecermos um limite de aproximabilidade pa.ia o problema. da .B-cobettut-a.
de vértices, ente.o temos um limite de aproximabilidade pala o PSG.

Bel-man e Karpinski l51 mostraram que o melhor limite de aproxímabilidade para. o
problema da. 4-cobertura de vérticesLé=duJ,0.128. Logo temos um limite de aproxima-
bilidade de 1,0025 para o PSG. Recentemente Thimm 1441, utilizando uma redução de
Hâstad 1251 para o problema Max-E3-Lin-2, melhorou este resultado obtendo um valor
de 1,0074.

Podemos concluir que, mesmo com os avanços no projeto de algoritmos de aproxi-
mação, há uma grande diferença entre a. razão de aproximação do melhor algoritmo co-
nhecido até o presente e do melhor limite de aproximabilidade do PSG.
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Neste grelo completo apresaltamos somettte
çlEgrggtas.cl Eust(L LAxíla)leis.arestas têm

custo igual ao comprimatto do menor caminho
entre os dois vértices cine elas ligam.

Adore 2-- restrüa de custo tttínimo

Clisto 7

Arvore 3-- restrita de custo mínimo
Custo 6

Amora 4-- restrita de custo mínimo

Adore de Steiner ótima

Custo 5

0
e

Vértices cte Steilter Arestas da amora

Vértices Terminais Arestas de ctlslo l leão utilizadas

Figura Exemplos de árvores k-restritas mínimas
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Capítulo 2

Algoritmo das árvores 3-restritas

O algoritmo das árvores 3-restritas é um algoritmo guloso projetado por Zelikovsky ]48]
para o problema de Steiner em gratos. Este algoritmo foi o primeiro a superar o ingênuo
algoritmo ]14S7', obtendo uma lazão de aproximação de i- < 1,834. Zelikovsky utilizou
árvores 3-restritas mínimas para inserir na solução produzida pelo seu algoritmo alguns
vértices de Steiner. Esta abordagem inspirou vários outros algoritmos de aproximação
para o psG. A seguir, descrevemos o algoritmo das árvores 3-restritas.

2.1 Descrição do algoritmo
A entrada do algoritmo é um grifo completo G, uma função c de Ec em Q>o satis-

fazendo a desigualdade triangular e um conjunto R de vértices os terminais. Como
saída, o algoritmo produz uma árvore de Steiner cujo custo é no máximo + do custo de
uma árvore de Steiner mínima de (G, c, R). "

Pala um conjunto arbitrário I'- de três terminais, que chamaremos de f7qp/a, denote
por Tr uma árvore de Steiner mínima de (G,c,r). Note que, neste caso, ZT é também
uma árvore 3-restrita. mínima.

Vamos apresentar primeiramente uma variante do algoritmo de Zelikovsky. Depois
comentaremos sobre o algoritmo original. O algoritmo começa com uma árvore geradora
mínima M de (alxl, é), onde t! é a. restrição de c a Clal, e com um subgrafo S de G.
inicialmente S é a árvore M. Em cada iteração, o algorítmo escolhe uma tripla r que
maximiza g(M,r). Se g(M,r) é positivo, o algoritmo constrói uma árvore (ie St.íÃ.r
mínima de (G, c, 1-) e um conjunto remoção .D, de 1- em .A/. Então, o algoritmo diminui o
custo t!(e) de cada aresta e em Clal que está na. imagem da função projeção de Z), em r
O custo de cada uma dessas a.Festas diminui de g(À/, r). Além disso, o algoritmo altera M
e S adequadamente e pára quando não há mais triplas com ganho positivo. Neste ponto,
o algolitmo devolve S. Veja. a. figura. 2.1.

Note que o algoritmo das á.teores 3-restritas pode ser implementado de forma. que seu
consumo de tempo seja- polinomial no tamanho da sua enfiada.
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Algoritmo das árvores 3-restritas(G, c, R)
1 Se.ja éo a restriçã.o de c a. CIXl;
2 Seja. JMo uma á.rvore geradora. mínima de (alxl, éo);
3 So := ]Mol
't ó . .L ,

5 Enquanto existir I'- Ç R, lrl = 3, com g(J14.-i,a'-) > 0 faça
6 Sejam Ç Rcom 1%l = 3 eg(À/.-i,%) máximo;
7 Seja Z uma árvore 3-restrita mínima de (G, c, %);
8 Sda Z){ um conjunto remoção de % em Mz :l
9 Se.la p a função projeção de Di em ri relativa a À/: il
lO .4i := 0i
11 Q ::: ci-i;
12 Para cada e em Z)i faça
13 à(p(e)) : :(e) - g(A4.-:,%);
14 ..4. : ..4, U {p(e)};
15 .A/. := Àã.t -- Z)í + -Ái;
16 Si := S,-i -- Z){ + 7t;
17 Í ::: { + l;
18 / := ã -- ll
19 Devolva S/.

Figura 2.1: Algoiitmo das árvores 3-restritas

Análise do algoritmo das árvores 3-restritas
No artigo original de Zelikovsky 1481 havia um erro na análise do algoritmo. Esse erro

foi explicitamente corrigido, apenas em 2001, no trabalho de Grõpl, Hougardy, NierhoF e
Prõmel j211. A nossa prova de uma razão de aproximação é baseada nesse trabalho.

A análise a seguir é longa e técnica. Os lemas 2.1 e 2.5 são utilizados na demons-
tração do teorema 2.6. Eles provam invariantes do algoritmo. O lema, 2.2 é usado na.
demonstração do lema 2.3 e os lemas 2.3 e 2.4 são utilizado na. demonstração do lema 2.5.

l,ema 2.1 Para todo € :: 0,...,./', no aZgot'Ítmo das ardores 3-restritas lemos que
é:(') ? 0 p«« Z.d« «m.t« e de Clal, M: é um« á«,«e ge«d«« mú«{m« de (alXI, é:) e
éi(.A/,) = êo(Mo) 2Elí-i go, onde g,} := g(JWj-i,%)

Prova. A prova. é por induçã.o em {. Para. i= 0, o lema é trivial. Para { > 0, suponha.
que éi.t é não-negativo, que À/:.i é uma árvore geradora mínima. de (GIRA,éi i) e que
ã-i(A/, 1) = êo(Mo) 2 Xl:l g,}

Vamos mostrei' que ã(e) 2 0 para. toda. aresta e de CIXI. Note que as alterações
de éÍ-i para êi ocorrem na linha. 13 do algoritmo. Porta.nto basta. mostrar que o novo
custo atribuído é nã.o-negativo
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Diga.mos que q = {#,3/, z}, Z){ - {e, /} e p é a função projeçã.o de % em Dí relativa
a JMi i. Sem perda. de generalidade, suponha que z é tal que e é a aresta. de custo máximo
no caminho de z a 3/ em À%-i e / é a. atesta de custo máximo no caminho de z a z
em .AA.i. Se.tt é.o.vérticudtSteinePd&:Z; (vdaafigura,+2)rentão

c(zu) -} c(UZ/) ? c(z3/) 2 éí -(ZZ/) ? êi-:(e),

onde a primeira desigualdade vale pela desigualdade triangular, a segunda pelo fato que
éi-l(e) ? êí (e): para toda aresta e de CIXI e a terceira porque A/:.l é uma árvore geradora
mínima de (CIXI, ã.:). Utilizando a desigualdade acima podemos concluir que

[erminai

vértice de SI,eener

Figura 2.2: Linhas em negrito representam as arestas e e .f, linhas normais são arestas
de À/.-i e linhas pontilhadas são as arestas de uma árvore de 3-retrata mínima de (G, c, a'-).

ã :(/) -- (ê-:(e)+ã :(./') s«t(G,.,q))
smt(G, c, q) ê-l(e)
c(z«) + c(«Z/) + c(«) ê-:(e) > 0

De forma análoga, podemos concluir que ã.:(/) -- g(À41. i,q) > 0.
Pela definição de .Dí e p, .M, é uma árvore. Além disso, como o custo ã(p(e)) < êÍ-l(e)

para cada e em Z){, temos que p(e) é a aresta de custo mínimo de (Clal,ói) no corte
definido por uma das componentes de Aã.i -- e. Portanto JMi é uma árvore geradora
mínima de (alXI,à). Quanto ao custo de Ã4., temos que êi(.A/:) = à t(iM.-t) -- 2g,
Assim, por indução,

éi-:(/) - g(.4/,-:, a)

éi(.Ü/,) = êo(Mo) - 2 >ll: g,} []

: Na linha 13 do algoritmo note que p(e) = zy não está em A4:.i e e é urnà atesta de custo máximo
no caminho de # a y em A4í ], portanto éi--i(p(e)) ? ê i(e) > (3i(p(e)) pois g(J\4i i,a) > 0. Para as
outras arestas teia-os que à.i (e) ? ê{(e).

Z

]J
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O próximo lema será. usado na. demonstração do lema. 2.3

l.em.a 2.2 /Vo a/gor fmo das ardores 3-resfrÍfas, se á 2 1, 1- é uma tàp/a, Z,) é um sepa-
rador de I'- em À4: e ã(Z)) -- smf(G, c, r) > 0, então Z,) n .4{ = 0.

Prova. Digamos que .4{ := {e', /'} e Di := {e, /}, onde e' := p(e) e /' := p(/). Suponha
por contradição que .Dn.4{ # 0. Sem perda de generalidade, podemos assumir que e' C Z.).
Se /' C Z,) também, ente.o temos que

ê:(o) smf(G, c, ,-) ê(e') + é:(.f') - smí(G, c, ,-)

é:-:(e) + ã-:(/) - ;mt(6', c, .'-)
g(JW..:,r) 2g(À4,-:,h)
0

2 g(Ã/,-: , h)
<
<

pois e e / são separadores de I'- em À/,-i, g(À41.-i, q) 2 g(J14:,-t, I'-) e g(.üdl,-i, n) > 0
Por outro lado, se /' « Z), seja h o elemento de Z) distinto de e'. Temos que

ê: (.o) .mt (G, ., .-) ê(e') + ã(à) smt(G, c, .'-)

ê:-:(e) + ã-:(A) - ;«.t(G, c, ,-) g(.A4,.: , q) .

Se {e, h} é um separador de r em .A/,.t, então

ã(-0) - smt(G, c, r) $ g(.Aá.:, ,-) - g(.A/,.:, q) $ 0.

Já se {e, h} não é um separador de I'- em .4A-i, então seja C' o único circuito em À/, + .f
Considere o par de vértices # e 3/ de r tal que h é a única aresta de .D no caminho P
de z a y em .A4t. Se {e, A} não é um separador então P contém ./'; do contrário P seria o
caminho de z a y em À/..i. O caminho P' de z a g/ em À/,.i contém uma aresta de C' se
e só se P não a contém. Em particular, se P' não contém h então h está em (.;. Neste
caso, {e,/} é um separador de r em À/.-l e ã-i(./) ? ê-t(h). Vda a figura. 2.3. Assim,
temos que

êi(O) - ;mf(G,c,r) $ ê-:(e) + à-:(.f) - ;«.í(G,c,,-) - g(.Aã-:,q)
$ g(.Mi-:,r) g(À/.-:,q)
< 0.

Nos vários casos, chegamos a. uma contradição da. hipótese que (ii(D)--smt(G, c, I'-) > 0
Portanto podemos concluir que Z) n ,4{ = 0. []

O lema 2.3 abaixo, mais técnico, é uma peça central na demonstração de que, em cada
iteraçã.o do algoiitmo, todas as arestas do conjunto Di esta.o em $ :. Isso sela. usado na
prova de que S.r contém uma árvore de Steiner de (G, R).
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Figura 2.3: Temos que .A/l := .A4,-i -- {e, /} + {e', /'}, {e', h} é um separador de 7- em M.,
{e, /z} não é um separador de r em À4, l mas {e, /.f é.

Lema 2.3 Sejam { 2 1 e a em À4;. Se 1- é uma fráp/a fa/ que Z) ::: {a, b} é um separador
de , 'm .ü/, p«a «Zg«m ó e é:(D) - ;«.t(G,',.-) > 0, ente. « ê .Aã.: . .,is*e «m«
fràp/a 'r' e uma aresta ó' em 7Mt.l ta/ que Zy ::: {a,b'} é um separador de 7-/ em À/t.l e
ê-:(D') - ;mt(G,c,.'-') ? ã(O) - smt(G,c,r). ' ' '

Prova. Sejam .Di := {e,/} um separador de q em iM,-i e .4{ := {e',./''} a imagem
'da função. projeção de Di de q relativa a Àã.t. Pelo lema 2.2, D n .4i = 0, ou sela,
{a,b} Ç JI/.-t. Sejam ..4, B e C' os componentes de À/. -- {e',./''} como na figura 2.4.
Sejam C'i o único circuito em M; + e e C2 o único circuito em Mi + /

Figura 2.4
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Caso 1: a çZ C'l U (72

Sem perda de generalidade, suponha que a C E,,l (de forma a.ná.Ioga. vale para .En
e Zçc). Sejam .A' e ,4" os componentes de .4 -- a e suponha. que ,'!" não contém
íiêhriuin externo ae e' e ./'. Note que .4" também não contém os extremos de e
ou ./ e contém pelo menos um e no máximo dois elementos de a'- pois {a,b} é um
separador de r em À4;. Vda. a. figura 2.5. Se .4" contém dois elementos, então .(a, b}

e T{

Figura 2.5

é um separador de 7- em .441.t. Assim, tome r/ := r e ó' := b e vale o lema.

Se .4" contém exatamente um elemento de r e os outros dois elementos de 1- estão
em .Á' ou .B ou (;, então {a, b} é um separador de r em À4,.t e o lema é verdadeiro.
Senão, apenas um entre .4', B e C' não contém elementos de I'-. Neste caso, se {a, b}
não é um separador de r em .4/,-t, então ou e ou ./' ou ambos estão no caminho entre
esses vértices. Tome r := 1- e ó' de custo máximo entre os elementos de {e, .f} que
estão no caminho entre esses vértices. Note que ê(b') 2 é(b), pois b está em algum
dos circuitos C't e Oa. Assim, temos que

ã-:(0') - .mt(G, ., ,'-') ã :(a) + ã-:(b') ;mt(G, c, r)

ê-:(«) + é:-: (Z,) - .mt(G, ., ,-)
é: + é:(Ó) - ;«.t(G, c, ,-)

é:(D) .mt(G, ., ,'-).

Caso 2: a c Ct U C'z

Caso 2.1: a c E.4 (a C .Eo é análogo)

Se.jam ,4' e .4" os componentes de .4 -- a onde .4' contém um extremo de e'

Note que .,'!" contém pelo menos um e no má.ximo dois elementos de 1- pois
{a, b} é um separador de I'- em Àâ. Veja a. flguia 2.6. Se .4" tem dois elementos
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© '7'i

Figura 2.6

de r e .4' tem um ou ,4' tem dois elementos de r, então {a, b} é um separador
de f em Àã.t. Caso contrário há pelo menos um elemento de r em B U O.
Se .4' contém um elemento de r, então, supondo que ó não separa r em Aã.i,
ou e ou ./ ou ambos separam em .IMt.l um par de elementos de 1-. Tome r/ := 7-
e ó' em {e, /} que separa r e tem custo máximo. De modo análogo ao caso l,
temos clue ê(ó') ? é(b) e o lema vale. Se .4' não contém nenhum elemento de r.
então a não separa nenhum elemento de r em À/t-l e {e,b} é um separador
de 1- em Àã i. Assim, tome r' ::: 'a e b' := /,

à-:(o') smt(G, ., .'-') êi-:(a)+ ã :(/) - s«.t(G,c,ã) + à-:(e)
é:-:(O:) - '«.t(G', c, q) + ê:(«) - é:-:(e)
g(.4ã-:, n) + ê(«) - ã-:(e)
g(.ü/. :,«:)
g(.ÜA- : , r)

é:-: (a) + à : (Z,) -- s«.t(G, c, ,-)

é:(«) + ê:(Z,) - ;mt(G, c, r)
ã(-0) - .mt(G, ., ,'-),

é:-:(e)

>
>

(2.1)

onde a desigualdade (2.1) vale pois a está. no caminho em A41,.i entre o vértice
de b que está em .4' e o vértice de q que está em -B e ê-l(a) 5; ê{ i(e).

Caso 2.2: a C .Ea

Sejam B' e B" os componentes de B -- a onde B' contém o extremo comum
de e' e ./''. Note que B" contém pelo menos um e no máximo dois elementos
de r. Veja a. figura 2.7. Se B" tem dois elementos de r e B' tem um elemento
de r, então {a, ó} é um separador de r em Àã i. Do mesmo modo, se B" tem
um elemento de r e B' ou .4 ou C' tem dois elementos de r, então {a, ó} é um
sopa-ia-doi de 1- em aá i.

26



e Ti

Figura 2.7

Senão há pelo menos um elemento de r em .4U(.;. Se .4UC' contém exatamente
um elemento de r, então tome 1/ := a- e b' := e ou ./' dependendo desse elemento
estar em .4 ou C'. Note que neste caso Z) está em Ot ou Ca, assim ê-t(b') ?
êi-t(Z') e vale o lema (análoga à uma situação do caso l).
Se .4 UC' contém dois elementos de 1-, então a não separa nenhum elemento de l-
em 71/..i, logo tome r' := q e b' em {e, /} de custo máximo em .A/,.l. Como no
caso 1, o lema vale pois, como no caso 2.1, temos que ê.:(1)') smt(G, c, l-') 2.
ê:(0) - .«.f(G, ., .'-)

Pelos casos l e 2 podemos concluir que o lema é verdadeiro. []

Finalmente, o lema abaixo garante que as arestas dos conjuntos remoção escolhidos
pelo algoritmo não tiveram o seu custo alterado durante a execução do algoritmo, ou seja,
não fizeram parte de nenhum conjunto ..'!i de uma itetação anterior.

Lema 2.4 Se { 2 0, 1- é uma trzp/a, Z) é um conlunfo separador de T em À41: e é{(D)
smf(G', ', .'-) > 0, então -o n u}.: ..4j = 0.

Prova. A prova é por indução em {. Para { = 0 o gema. é trivial. Por indução, suponha
que o lema vale para á Agora provaiemos que o lema vale para {.

Primeiramente, pelo lema 2.2, Z)n.4{ = 0. Agora, seja a um elemento arbitrário de Z).
Vamos mosto'ar que a 91 Uj:i .4Í. Como { ? 1, Z) é um cepa-redor de 1- em 7Mi, a C Z) e
ã(Z)) -- smt(G,c,a'-) > 0, pelo lema 2.3, a C Àã-: e existe ó em .ü/..i e uma tripla l-'
tal que Zy := {a,ó'} é um separador de r' em A4.,-t com éi i(Z)') -- smt(G,c,7-') > 0.
Mas ente.o, pela hipótese de indução, zy n ul:i .4j = a, ou seja, a g Ul:i.4j. Como
isso va.le para um elemento arbitrário de 1), concluímos que Z) n uj:i .4j = a e portanto
D n U:.. .4í = 0. []
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A seguir mostiaiemo.s que .S./ contém uma á.rvoic de Steiner de (G, R) e que seu custo
não passa de c(So) EÊa g(Mj-t,b).

Para tanto, considere uma. variante do algoritmo em que, pa-ra cada á.tvoie iC escolhida
pelaalgoritmo nadinha-Z, é=feitauma-cópia-do-vért;ilude Steinet-de gt: Gom essas cópias;
podemos assumir que Z utiliza um vértice de Steiner nunca antes utilizado(eventualmente
tal vértice será uma. cópia de um vértice utilizado anteriormente). Para. essa variante do
algotitmo, podemos mostrar o seguinte lema.

Lema 2.5 Para todo {, 0 $ { 5; .r, no a/goriímo das ardores #-resfr fas temos gaze Si é

«.« á«,«e d' $f'ã"" d' (G, R), c(S.) = '(So) El-: g(MJ :,b) e c«d« «e;f« de .A/.ns,
separct os mesmos pctres de terrninaãs e'm Mi e Si.

Prova. A prova é por indução em {. Pala { = 0 o lema é trivial. Para á > 0, suponha
que &.i é uma árvore de Steiner de (G, -R), que c(8-1) = c(SO) -- El:l g(À6-i, q)'e que
cada aresta de .A4,.t n st.l separa os mesmos pares de terminais em'À/t. l e .g..:.'

Pelo lema 2.4, Z)i n uj:t .Áj = 0. Isso implica que .Di Ç (À/,-i n s,.l). Assim, em
Mt.l --Z){, dois terminais estão separados se e só se estão sepat'idos em .S,.: --.Di. Como .4i
é uma árvore geradora de Clnl e Z é uma árvore de Steiner de (G, q) que não usa vértices
de Steiner de S,-i, temos que S. é uma árvore de Steiner de (G, R) e cada aresta de .A41, nsi
separa os mesmos pares de terminais em .aA e Si.

Qua"to ao c«sto de 8? !erros que c(Si) = c(S-:) --c(-O{)+c(Z) = c(S.-:) --g(A4, :, %)
e, po'indução, c(S,) =c(So)--El-tg(Mj-i,q).E3 '

Contraindo-se os vértices de Steiner de S/ que são cópias de um mesmo vértice,
obtém-se o S/ devolvido pelo algoritmo das árvores 3-restritas. Tal operação de con-
trição mantém S.r conexo e não altera o custo já que não há custo nas arestas entre os
vértices de Steiner duplicados. Podemos concluir então que o S/ devolvido pelo algoritmo
contém uma árvore de Steiner de (G, R) e que c(S/) = c(SO) -- EIÍ:: g(MJ l,q).

Finalmente temos o teorema mostrando uma razão de aproximação para o algoritmo
das árvores 3-restritas.

Teo'renda. '2.6 Sejam G um grado com'preto, c uma função de Ec em Q.:;:.ü satisfazendo
L desig' utdade triangular e R um conliunto de uédices de G. O custo da, solução do
ctlgorátmo das ardores 3-restritas para (G,c, R) é no máximo $ do custo de uma árvore
de Steiner mínima de l.G,c, R].

Prova. Denota g(i14.-i,'6) por g,:. Como ê.(A4o)
que,

c(So), pelos lemas 2.1 e 2.4, temos

'';., ' '.,-H,,: -.''., - (a"çw) . '"'"'*','",'. ''.',
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Agora mostraremos que ê.r(M/) $ smt3(G, c, ,R). Seja 7" uma, árvore 3-restrita mínima
de (G, c, R) e a'-f, . . . , q* o conjunto de terminais de cada um dos componentes cheios de T*
(note que 2 $ 1'€1 $ 3 para l $ { 5; Z). Como mst(GIRA,élrÍ,. ..,rz*l) = 0, podemos
escrever o custo de M.r como

é/(M/) m.t(6'lRI, é/) - m't(Cl-nl, Ó/Id,

E (mst(G'l.RI, ó.rlq' ,
A-l

E(m't(C'l-nl, é/)
k-l

>ll: (g(M/ ,d) + 'mt(G, ., <))
k-l

>l: .mt(G, c, d)k-l

/

/

/

/

,4])

, d-:l) - m'{(GIRA, õ.rld, , 4]))

< «..í(al.nl, ó.rldl)) (2.3)

<
(2.4)

A desigualdade (2.3) vale por (1.1) e pelo corolário 1.3 e a desigualdade (2.4) vale peia
linha 5 do algoritmo que garante que g(.A4/, r#') $ 0 para todo r#'.

Como éo(Mo) = smt2(G,c,-R) e ê.r(M/) .$ smt3(G,c,.R), podemos substituir esses
valores na desigualdade (2.2) e dividir pelo custo de uma árvore de Steiner mínima de
(G, c, R), ficando com

c(S/)
;«t(6', ., R)

<

<

.mt,(G, ', -R) . .mts(G, ., -R)
2'mt(G, ', .R) ' 2'm{(G, c, R)
r2 + r3

2
L 'sl's-- + --L2 2
11

6

(2.5)

(2.6)

Onde (2.5) vem de rx; max {g::Íltl;l:?i#} e a igua]dade (2.6) va]e pe]o lema 1.6. D

Infelizmente, não existe na literatura uma família. de instâncias tal que a aplicação
deste algoritmo resulte na. lazão de aproximação anunciada. Logo existe a possibilidade
deste algoritmo ter uma. razão de aproximação menor do que t

2.3 Algoritmo original de Zelikovsky
O ajgoiitmo originalmente proposto por Zelil<ovsky diferia. em vá.tios pontos da versa.o

apresentada. na. águia 2.1. Piimeiiamente, na linha 13, cl(p(e)) era. zerado. O algotitmo
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nã.o construía iteiativamente as á.rvoies So, . . . , .S/. Ele apena-s guardava. em um con.jun-
to W os vértices de Steiner das árvores li , . . . , r/ e no fim devolvia. uma á.rvore geradora
mínima de(GIR U WI,c). Veja a figura 2.8.

A análistaptesentadaparaavapiante pode6er-facilmente'alterada'para o-a'lgoritm o
origina.l. Basta notar que o lema 2.4 continua válido mesmo com a. alteração na linha 13
' q«e m;t(6'lR u }ql, ') 5; '(8).

Algoritmo das árvores 3-restritas(G, c, R)
1 Seja éo a restrição de c a alxl;
2 Seja Mo uma árvore geradora mínima de (CIXI, éo);
3 Wo := ©;
't ü .-- l,

5 Enquanto existir r Ç R, lrl = 3, com g(]V,-i,r) >0
6 Sejam Ç Rcom 1%l =3 eg(.A4,-i,q) máximo;
7 Sda T uma árvore 3-restrita mínima de (G, c, %);
8 }K : PK-: u }''S(Z)
9 Sda .Di um conjunto remoção de % em .A/,.i;
10 Seja p a função projeção de Z)i em ri relativa a Àã.
11 cí ::: q.t;
12 Para cada e em -Di faça
13 ê: (p(e)) := 0;
14 ..4: : ..4: U {p(e)};
15 7\4, := À/..i -- -D{ + .4i;
16 { ::: ã + l;
17 / := { -- 11
18 Seja T uma árvore geradora mínima de (cla u i'r/l, c)19 Devolva T

faça

1 ;

Figura 2.8: Algoritmo das árvores 3-restritas original
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Capítulo 3

Algoritmo de Berman e Ramayer

O algoritmo descrito no capítulo anterior utiliza árvores 3-restritas mínimas para es-
colher os vértices de Steiner que estarão na solução produzida pelo algoritmo. Uma idéia
natural para melhorar esse algoritmo é a utilização de árvores de Steiner mínimas sobre
conjuntos de até k terminais, onde Ã; é uma constante maior ou igual a 3.

Berman e Ramayei l61 apresentaram um algoritmo que utiliza esta idéia, resultando
em uma razão de aproximação menor que l para o PSG.

3.1 Descrição do algoritmo
Na verdade, Berman e Ramayer descreveram uma família de algoritmos: um algoritmo

para cada k ? 3. A entrada de cada algoritmo é um grato completo G, uma função c
de EC em Q>o satisfazendo a desigualdade triangular e um conjunto R de vértices -- os
terminais. Como saída, o algoritmo produz uma. árvore de Steiner de (G, R) cujo custo
dividido pelo custo de uma solução ótima do psc para (G, c, -R) é no máximo

Pelo lema 1.6, pata k suficientemente grande a razão de aproximação do algoritmo de
Berman e Ramayei se aproxima de 1,734.

Note que quando k = 3 a expressão acima. coincide com a razão demonstrada para o
algoritmo das árvores 3-restritas. Embora. neste caso a delimitação na razão de aproxi-
mação se.ja a. mesma para os dois algoritmos, eles são diferentes, ou seja, para uma mesma
instâ.ncia, eles podem produzir soluções diferentes. Há no entanto uma. forma. de modificar
o algoritmo de Berman e Ramayer de forma que, para k = 3, ele funcione exatamente
como o algoritmo das árvores 3-restritas.

O algoritmo de Berman e Ramayer, pa-ia um cei'to k, é dividido em duas fases: a /ase
de aua/cação e a. /ase de construção, que passa.mos a. descrever.
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Fase de avajiacão

Seja. é a. restrição de c a clal. Esta fase inicia com uma árvore geradora mínima M-
de (CIXI,ê) e pilhas n-J (3 $ J $ k) inicialmente vazias. Esta fase processa, em ordem
crescenEêãe caraiããlmãtiê;iõiiõiíãnjuntos r de terminais que têm cardinalidade entre 3

Ern cada iteração, esta fase toma um conjunto 1- de terminais e constrói uma árvore de
Steíner mínima 7T de (G, c, 1-), um conjunto remoção Z) de I'- em M e a função projeção p
de D em r relativa. a M.

Se o ganho de 1- em M é positivo, empilha-se algumas informações para usar na
fase de construção, altera-se convenientemente o custo ê na imagem de p e modifica-se
a árvore M, removendo cada aresta e de -D e adicionando p(e). A fme termina quando
todos os conjuntos são analisados e ela devolve uma árvore geradora mínima de (CIXI, é)
e as pilhas a-j para 3 $ J 5; k. Abaixo segue a descrição precisa da fase de avaliação.

e k

Algoritmo l?Rk-avaliação(G, c, -R)
1 Seja ê a restrição de c a Clal;
2 Sda M uma árvore geradora mínima de (CI.nl, é)l
3 Para .j de 3 até A faça
4 a-i := 0;
5 Para cada 1- Ç R tal que ll-l -: .j faça
6 Se g(M, r) > 0 então
7 g-h.:
8 Seja Z) um conjunto remoção de 1- em M;
9 Seja p a função projeção de Z) em r;
10 Empilha lr, Z),p, ól em 7rjl
11 Para cada e em Z) faça
12 ó(p(e)) : ê(e) - g«mAo;
13 M := M - . + p(e);
14 Devolva À/, {ajlj=3

Figura 3.1: Fase de avaliação

Sejam JV2 e ê2 os valores iniciais de M e é e, pala 3 $ .j 5; k, sejam MÍ e éj os valores
de M e ê após o processamento de todos os conjuntos l- onde lrl = J, ou seja,"ao final da
iteiação J do para da linha. 3. Denotando por Q(.j) o conjunto dos r armazenados em r,
e por g.- o valor de g(]W, 1-) na. linha 6 da iteraçã.o em que 1- é processado, temos o seguinte
invaiiant.e do algoiitmo BRÀ;-avaliação.

l,ema 3.1 r'ara iodo .j, 2 $ .j $ k, À6 é uma árvore geradora mú ma de (CIXl;ój)
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.4/émi disso,

msí(GIRA, êj) se .j = 2,

$-t(MJ-i) --(J -- l)E.-eQO)g, se3 $J $k

Prova. A prova é por indução em .7. Pa.ra .j :: 2, o lema é trivial pois À/2 é uma árvore
geradora mínima de (Cl-nl, é) e ê2 = é. Suponha agora que as afirmações do lema valham
para .j tal que 2 5; j < k.

Queremos mostrar que MÍ+: é uma árvore geradora mínima de (GIXI,ój+l) e que
éj+i(À6+i) = Ój(.Ü6) --.jE...e0+UP,. ' ' '''' '

Por indução. a6 é uma árvore geradora mínima de (CI.nl, êj). Note que .A41 é o valor
de M e Ó é o valor de ê no início da iteração .7 +l do para da linha 3. Em cada iteração do
para da linha. ll modificamos ê e M. Reduzimos o custo de uma aresta p(e) e trocamos
a aresta e por p(e) em M. Por causa da. redução do custo de p(e) e, segundo as definições
de conjunto remoção e função projeção, é fácil ver que no flm do para À'f é uma árvore
geradora mínima de (alXI, é). Portanto, podemos concluir que À/l é uma árvore geradora
mínima de (Gr.RI, (i{).

Note que, em cada iteração do para da linha 11, o custo de M diminui de g,. Logo,
após o processamento de todas as arestas de .D, o custo de M diminui de IZ)Ig.- = (lrl-- l)g,.
Observe que, entre À4 e À4+t, são processados todos os subconjuntos de .R com .j +l
terminais. Sejam h, . , zp os subconjuntos de R em Q(.j + 1), ou sda, aqueles conjuntos
cujo ganho é positivos A diferença entre MJ e MJ+t é de (lril -- l)g,. + . . + (rtPI -- l)g,,
Como l7-il:: ..:: lrpl::.7+l, temos que,

êj(.Â6) - éj+:(.A6+:) } E g,.n
rCQ(j+l)

Um outro invariante do algoritmo BRk-avaliação é dado pelo lema abaixo

Lema 3.2 Para qua/quer suóconlunfo r de R fa/ gue lrl $ J, temos que g(À6,r) $ 0,
07zde 3 $ .j $ k.

Prova. Primeiramente, vamos mostrar que, ao fim da iteração em que I'- foi processado
pelo algoritmo, g(À4, 1-) $ 0. Depois VâHOS mostrar que g(M, r) jamais cresce durante o
algorítmo.

Seja T um conjunto com no máximo .j terminais e M e ê no início da iteração em
que r foi processado pelo algoritmo. Se g(À/,r) $ 0, não há nada a demonstrar. Se
g(M,r) > 0, denote pot À4' e é' os valores de M e ê ao final desta iteração. Sda .4 a
ima,gem da função p defirlida nã. linha 9 do algorit.mo. Como ,4 é uma árvore geradora Gll-l
e as atest.as de .4 estão em M', o único conjunto remoção de 1- em A4' é .4. Lembrando que
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g(M', .'-) = !nd(M', ó', .'-) -- sm{(G, c, .-) e q«e ó(,4) = {nd(M', Z:, r), podemos :eescre«r o
ganho como sendo

+U:) - 'mt(G.ç..O
(é(D) - (1,-1 - 1)g(M, r)) - .«.t(G, ., r)
(Í"a(W,Ó,,)(1,-1 - 1)g(M,,-)) -({nd(M', ê,,-)
(2 - 1.'-1)p(W, r),

g(M, r))

que é negativo, pois lrl ? 3 e g(M,l-) é positivo.
Para provar que g(M,r) jamais cresce durante o algorítmo, basta mostrar que

g(]V,a'-) ? g(M', r). Note (lue ]V e M' são, respectivamente, árvores geradoras mínimas
de.(Gl-Ralé) e (CI.RI, d). Além disso, pelas linhas 6 a 13 da fme de avaliação, temos que
M' := M -- Z,) + p(.D) e, pala toda aresta zg/ em Z), d(p(açZ/)) $ ánd(M,},ZZ/), onde'.D
é um conjunto remoção de r em M e p a função projeção de Z) em r. Pelo lema 1.2.
temos que {nd(Ã/,ê,r) 2 {nd(]V',é',r). Agora, utilizando o lema 1.4 concluímos que
g(A'f, I'-) ? g(M', ''). Assim, g(Ã4, 1-) jamais cresce durante o algoritmo BR.-avaliaçã..'

Com isso podemos concluir a prova do lema. Para qualquer conjunto r com no
máximo .j terminais temos que g(À41,7-) $ 0 no fim da iteração .j do algoritmo B.RA-nlrn 1; n-;. rl

Fase de construção

Recorde que a fase de avaliação devolve uma árvore geradora JV de CIXI e as pilhas

A fase de construção utiliza as informações armazenadas nas pilhas para construir uma
árvore de Steiner de (G, R). A partir de M, as informações nas pilhas são processadas
em ordem reverso, isto é, começamos a retirar as informações armazenadas a partir da
pilha n-Ê ate l3.

inicialmente começamos com a árvore S := À/. A cada iteração, desempilha-se um
conjunto remoção Z), sua correspondente função projeção p e um conjunto r de terminais.
Seja .4 a imagem de p. Restauramos M, removendo .4 e incluindo Z). Alterámos S de
forma que seu custo não suba muito e, no fim da iteração, este não contenha nenhuma
aresta de ,4.

Após o processamento de todas as informações das pilhas, o algoritmo devolve S como
solução. Vda na. neura 3.2 a descrição precisa da fase de construção.

Denote por SJ os valores de S no início do para da. linha 2 do algoritmo para .7 ::

Seja c+ uma função custo sobre as arestas de S definida do seguinte modo:

{« 39 J

k }
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Algoritmo BRe-construção(G, R, M, {ajl{.;)
1 S ::: M:
2 Para .j de k até 3 faça
& -Ewgua:Úalg jL&lwça
4 Desempilha la'-, Z),p, êl de a-j
5 Seja .4 a imagem de p;
6 ]V ::: M -- .4 + D;
7 Se .4 Ç Es então
8 Seja 7? uma árvore de Steiner mínima de (G, c, a-) ;
9 ys : }''S(:Ç);
lO -Es := .Es \ .4;
11 Para cada aresta e em 7; faça
12 Se Es U {e} não forma circuito então
13 Es := Es U {eJ;
l d

Id

10

18 Devolva S
17

Senão
Para cada aresta ./ em .4 n .Es faça

Seja e em M tal que S -- / + e é conexo e 'i(e) é mínimo;
S 1= S -- f -F eX

Figura 3.2: Fase de construção

é(e)

.(.)
.*(.)

se e c .BClal,

caso contrário

Note que na linha. 6 o algoritmo está desfazendo as alterações realizadas em A/ e é
na fme de avaliação. Assim, considerando que ê no início da fme de construção é éi;, os
valores de M e é no início do para da linha 2 são, respectivamente, JV{ e ê{.

O seguinte invariante vale no algoritmo l?Ri;-construção.

Lema 3.3 Para lodo j, k ? J ? 2, Sj é uma árt;ore de S'leáner de (G,R) e o seu custo
satisfaz o seguinte

'i ) 1 + b

se :i = k,

1) >1:,cc?(j+t) g.- se k > .j ? 2

Prova. A prova é pot indtiçã.o em .j
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Pala .j = k as afirmações do lema. sã.o trivia,is pois no início do algoritmo 23Rx;-

construçã.o St é igual a À/A. Suponha que as afirmações do lema valham para .j tal
que Ê ? .j > 2.

Vamos pi:oval.qu&.Sb-ré uma-á;rvore de $teiner'de =(Gí:file que seu custo satisfaz
c;-.t(8-i) $ c;(8) + (j - 2) E,-cem g,.

Para isso vamos analisei as alterações realizadas em S e em seu custo no processamento
de uma quádruplo lr, Z),p, ól desempilhada.

Seja. S' o valor de S na linha. 3 do algoritmo. Mostraremos que mesmo após as modifi-
cações de S' o grato resultante, que chamaremos de S", é uma árvore de Steiner de (G, R).

Temos dois trechos do algoritmo que modificam S' (linhas 8 a 13 e 15 a 17).
Mostraiemos que ao término dessas modificações S' continua uma árvore de Steiner
de (G. R).

Se.ja. Tr+ uma árvore de Steiner mínima de (G,c,7-). Nas linhas 8 a 13 inserimos os
vértices de Steiner de TT+ em S' e substituímos as ai'estas de .4 em S' por ai'estas de 7':
tomando o cuidado de não deixar formar circuitos. Note que ao flm dessas instruções o
grato resultante é uma árvore.

Nas linhas 15 a 17 removemos cada aresta em .4 n .E; por uma aresta e em M de tal
modo que S' -- / + e é conexo. Como S' é uma árvore então S' -- ./ + e também é uma
arvore.

Pelas observações acima e como S' é uma árvore de Steiner de (G, -R) pode-se concluir
que após processarmos uma quádrupla o grifo S" é uma árvore de Steíner de (G, R).

Agora vamos analisar o que acontece com c+(S') em uma iteração do enquanto na,
linha 3. Se todas as giestas de .4 estão em S', substituímos .4 por "algumas" giestas de 7=
Assim, o novo custo de S' é, no máximo, c+(S') é(d) -+ smt(G, c, r). Pela definição áe
ganho temos que

.''(S') 5; c''(S') - (é(O) - (lrl - l)g,.) + (é(O) - g,)
$ c+(S') + (1,-1 - 1)g, g,

1; .'''(s') + (1,'-1 - 2)g,.

Apoia. vamos analisar o caso em que nem todas as arestas de .4 estão em S/. Nas
linhas 13 a 15 do algoritmo, substitui-se todas as arestas que estão em ..4 e em S' por
arestas de M. Seja ./ := uu uma dessas arestas, onde u,u C r. Pela fase de avaliação,
ê(/) = {nd(À/,é,uu) -- g,-. Seja e a. aresta em M escolhida na linha 14. Note que e

está no caminho em M entre u e z,, logo ê(e) 5; {nd(M,é,uu). Portanto ê(e) -- é(/) 5;
é(e) -- {nd(M, ê,uu) $ g,-. Como l.4 n z;l $ 17-l -- 2, então após processarmos to(ias as
arestas, o custo de S' aumenta de no máximo (lrl -- 2)g,.

Portanto, em ambos os casos, o custo de S' aumenta de no máximo (la'-l -- 2)g, para.
cada quá.drupla desempilhada.

Apoia estamos prontos para provar que o lema. é verdadeiro para .j -- l. Observe
que, entre .$J e Sj 1, são processadas todas as quádruplas al-mazenadas em a-.f l.
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Logo, a. diferença. enfie os custos de Sj.i e Sj é no máximo o somatório dos aumentos
no custo de S pai'a cada. quádrupla a-na.ligada. Lembra.ndo que Q(.j -- 1) é o con.junto
de todos os r armazenados em n-j i, temos que c;.:(Sj i) --c+(Sj) $ (.j --2) E,-ce(j) g.- []

O algoritmo de Barman e Ramayer consiste da chamada dos algoritmos BRk-avaliação
e BRÊ-construção. Pelo lema. 3.3 é fácil ver que a solução produzida. pelo algoritmo é uma
árvore de Steiner em (G, R) além disso as duas fases do algoritmo de Berman e Ramayer
podem ser implementadas de forma que o consumo de tempo delas sda. polinomial.

3.2 Análise do algoritmo de Berman e Ramayer
Sejam m.j e sj os valores de êj(.&4) e cJ(&) nos algoritmos BRÀ;-avaliação e .BR.

construção respectivamente, para .7 = 2, . . . , k.

Lema 3.4 Sejam mj o oa/or de .IWj na /ase de aoaZàação e tj o ua/or de uma árvore
3-restrita mínima T; de (G.c.R]. Então m3 $ tj para :i -- 'Z, . . . ,k.

Prova. Sejam l-l, . . . ,zz o conjunto de terminais de cada um dos Z componentes cheios
de irT. Podemos escrever o custo mf como

«.;t(clxl, ój) «..t(Clal, Ójl,-: , . . . , rzl)

E(m;t(GIRA,$1,-: , . . . , n-:l)
{-1

E(m't(GI.RI, êj) - m't(CIXI, Glnl))
z=l

E(g(MJ , q) + ;mt(G', c, q))
Z=J.

E .«.t(c, ',n) ){-1

/

/

/

«.st(6'lRI,àl,-: , ,nl))

< (3.1)

< (3.2)

A desigualdade (3.1) vale pelo corolário 1.3 e pela equação (1.1), e a. desigualdade (3.2)
vale pelo lema 3.2, que galante que g(À6, q) $ 0. []

A seguir mostramos a prova de uma razão de aproximação para o algoritmo

Teorema 3.5 0 a/gor [mo de Z?armam e Ramayer fem ma razão de aprozámação de, rzo
Tna=tl'n0,

(3.3)

onde rk ;«-{ =2fH }
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Prova. Pelos lemas 3.1 e 3.3, temos que

sj-i sj$(.j--2) >: g, param =k,...,3e
,-cQ(.Í)

mj-i--mj=(J--l) >ll: g, param =3,...,k.
reQ(.Í)

Substituindo a segunda expiessã.o na primeira obtemos que, para .j 3, ,k,
J 2

<SJ T(mj-: -- mj)Jsj-t

("j-: mj)--ifT("j-:
Somando-se para todo .j, obtemos

',-;.'m,-m* ;!TÜ..-:
A

e como SÊ :: À/É, concluímos que

S2 <
m2 -- >1: ;-:tT(mj-i -- mj)

l

Ê

lk-l

il"'Vh - .;) + i; T"''k' (3.4)

Agora, considere uma árvore J-restrita mínima 7} de (G, c, R) e sda tj o seu custo
lema 3.4, mj $ tj para 2 5; .j $ k. Então, usando a equação (3.4), deduzimos que

Pelo

* ' }l«'ubJ*ú«* : }l* 'ú
>0

}, * á** - ': - Ê \#
Dividindo tudo pelo custo de uma árvore de Steiner mínima de (G, R, c), obtemos

;=©XR "".©" ", :l'm'(',',qCj U ''':lniy-?. -
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3.3 Clomparaçao com o algoritmo das árvores 3 - res
tricas

Seína fase de ava;lia;ção do a;lgoritmo de'Berman r Rama#erTar'rk = 3; escõltíêihos
as triplas em ordem do ganho as de ganho maior primeiro então o algoritmo de
Barman e Ramayer reduz-se ao algoritmo das árvores 3-resta-iras.

O lema 2.2 no fundo galante que apenas as triplas escolhidas pelo algoritmo das árvores
3-restritas são empilhadas e que, na fase de construção, a. condição da linha 7 está sempre
satisfeita, ou soja, uma árvore de Steiner de uma tripla empilhada na fase de avaliação
será incluída.na árvore final.
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Capítulo 4

-A-lgoritmo do ganho relativo

Os algoritmos das árvores 3-restritas e o de Barman e Ramayer utilizam a função
ganho para escolher árvores k-restrita mínimas, onde k = 3 para o primeiro algoritmo
e k é uma consta.nte fixa maior ou igual a 3 para o segundo. Os vértices de Steinei dessas
árvores escolhidas compõem, junto com os terminais, uma árvore de Steiner produzida
por esses dois algoritmos como solução do psc.

O algoritmo do ganho relativo, também proposto por Zelikovsky 1491, é guloso e utiliza
a mesma idéia de escolher árvores k-restritas mínimas pala melhorar o custo da solução
corrente. A diferença fundamental entre este algoritmo e os anteriores está no processo
de escolha das árvores k-restritas.

Novamente, o algoritmo que apresentaremos consiste na verdade em uma família de
algoritmos um algoritmo para cada valor de k. Assim, assumimos no restante do
capítulo que k é uma constante fixa maior ou igual a 3.

4.1 Ganho relativo

Sejam G um grifo completo, c uma função de EC em Q>o satisfazendo a desigualdade
triangular e R um conjunto de vértices os terminais. Clonsidere também a restrição ê
de c a. CIXI, uma. á.rvore geradora mínima. .A4 de (CIXI, é) e um subcon.junto 1- de R. O
ganho re/af uo de r em M, denotado por g,(M,7-), é a. razão entre o custo de uma árvo.e
de Steiner mínima de (G, c, r) e o custo de um conjunto remoção de I'- em À/. Em fórmula,

g,(w',.-) :- '"l(S, ','l.
ãnd(.M, é, .-)

Note que ficou implícita. a dependência do ganho relativo das funções c e ê.

(4.1)

4.2 Descrição do algoritmo
A entrada do a.lgoiitmo é um giafo completo G, uma função c de Ea em Q>o sa.
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tisfazendo a. desigualdade trio.ngula.r e um conjLmto R de vértices de G. Como saída., o
algoritmo produz uma. á.rvore de Steiner de (G, R) cujo custo dividido pelo custo de uma.
solução ótima do psc para (G, c, R) é no máximo (l + in(?))rt. Quando k cresce, essa
{!elimitaçãoue-aproxima-de .L:LlnG7=zl- L::F:=ln(2)-C1.694.

Seja é a restrição de c a. (;lXI e, pata um conjunto 1- de no máximo k terminais, denote
por Tí uma árvore de Steiner mínima de (G, c, I'-).

O algoritmo começa com uma árvore geradora mínima il4 de (al.nl, é) e u m conjunto W
de vértices, inicialmente vazio. Em cada iteração, o algoritmo escolhe um conjunto r e
constrói TT e um conjunto remoção -D de 7- em M que minimiza g,(.44',7-). O algoritmo
adiciona os vértices de Steiner de Tr a W' e zero o custo é(e) de cada aresta e em alar
que está na imagem da função projeção de Z) em r. Além disso, o algoritmo altera M de
forma a mantê-la uma árvore geradora mínima de (alXI, é). O algoiitmo pára quando o
custo de M é igual a zero. Neste ponto o algoritmo devolve uma árvore geradora mínima
em (CIX U WI, c). Na figura 4.1 está a descrição precisa do algoritmo do ganho relativo.

Algoritmo do ganho relativo(G, c, -R)
1 Seja éo a restrição de c a (;l-nl;
2 Seja .AZo uma árvore geradora mínima de (alar, éo);
LJ ü .-- -L,

4 Wo := 0;
5 Enquanto ê-i(M.,-t) > 0 faça
6 Sqjar{ Ç Rcom 2$ 1nl $keg,(À4.,-t,q) mínimos

7 Sda Z uma árvore k-restrita mínima de ((;,c,h);
8 WI. := Wi-t U }''S(Z);
9 Sda Z)i um conjlmto remoção de q em À/..il
10 Seja p a função projeção de Z)i em ri relativa a À/. tl
11 .4i := 0i
12 c{ ::: ci-l;
13 Para cada e em .Di faça
14 ã(p(e)) :
15 ..4: : ..'1: U {p(e)};
16 À/, := Mi.i -- Z){ + ..4i;
17 { ::= ã+ l;
18 / := á -- l;
19 Seja T uma árvore geradora mínima de (ala u w/l, c);
20 Devolva 7'

Figura 4.1: Algoritmo do ganho relativo
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Note que

.,n':-:, «) :- ó;Uwl:.:l.ú -$ ",
poiFaxistü 7--ta;] que-gr(À4i:l í-r') ::: .]=Bastia'tomar como-r-os extremos de umraiest;r de
À/o n À4..-t. (Se não há nenhuma aresta em À4o n À/,-:, ente.o o custo de À?l..i é nulo e
o algoritmo teria. parado.) Além disso, note que o algoritmo do ganho relativo pode ser
implementado de forma que seu consumo de tempo seja polinomial no tamanho da. sua
entrada.

4.3 Análise do algoritmo do ganho relativo
O ]ema a seguir mostra a relação entre a árvore devolvida como solução pelo algoritmo

e as árvores de Steiner escolhidas durante o algoritmo.

Lema 4.1 Sega 7' a se/ração produzida pelo aZgorÍtmo do garzAo re/atÍuo e Tt,
íruores de Stein,er escolhidas. Temos que

,b "'

/

.(]") $ >1: .(%)

Prova. Sela T' ::: UIÍ:t 17}. Para provar o lema é suficiente mostrar que 7'' é conexo e que
seu conjunto de vértices é igual ao conjunto de vértices de 7

Suponha por absurdo que T' não é conexo. Logo existem pelo menos dois compo-
nentes .Á e B em T'. Como 7'' é formado pela união de 7li pala .7 := 1, . . . ,/ então em
cada um dos componentes .4 e B existe pelo menos um terminal. Seja zg/ uma aresta de JMo
tal que # está em ,4 e 3/ está em .B. Note que não existe nenhum Zlí, .j := 1, . . .,/, que
contenha z e y, logo zg/ está em M/ e g,(.A6, {z,g}) = 1. Portanto c.f(zy) = cO(zy) > 0
contrariando a condição de parada do algoritmo. Assim, podemos concluir que T' é

A união dos vértices de Steiner das árvores de Steiner escolhidas pelo algoritmo é
igual a Pt//. Suponha por absurdo que existe um vértice u em R tal que u não está em 7/
Note que existe uma. aresta uu em A/o para algum u em R e tal aresta está em Mr jú
que u não está em nenhum %. Além disso é.f(uu) = éo(uu) > 0, ou seja, ê(M/) > 0, uma
contradição. Logo o conjunto de vértices de 7' é igual ao conjunto de vértices de T'. []

O próximo lema mostra um delimitados superior da razão entre o custo da solução
produzida pelo a.lgoritmo do ga.nho relativo e do custo de uma árvore k-restrita mínima
de (G, c, R).

l.ema 4.2 Sejavn G \lvn, grelo co'repleto, c Mina f'unção de Ec ewl Q:;;.ü sattsja,lendo n
!es'Igualdade t.ràav\g'alar e R urríl co'rLjunto de ué'rtices de G. O custo da se\ração do atgorl.tino
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(Lo ga'rtho relativo sobre o custo de 'uma, ár'Dote k-restrita. mínima de ÇG,c, R] é no máximo
íl -.F in n)

Prova. Seja 7'* uma. á.tvore k-restrita mínima em (G,c,R) e, para cada componente
etnia%naFTa;êõmiaêi 'iÍÕÍMé i

Em cada. iteração, o algoritmo escolhe um conjunto q de no máximo k terminais que
minimiza o ganho relativo. Assim,

g,(w,-:,''}) $ '1" {g,(w,-:, d)} (4.3)

Sabemos que, para números não-negativos aj e bj, l 5; J $ /,

.i.9.< Ej..%
j bi }:j bi

c(nl) e % = {nd(.A6-i, ã-i, 'Ç) e, utilizando (4.1) e (4.3), temos que

Pelo corolário 1.3, o denominador do lado direito da desigualdade acima pode ser
substituído por

g,(JW,-:, Tz) 5; mj«J
'(T)

Índ(À/,-: , à-: ,q) çt)úlÉrl:...i:-a. o.q

l

lJ

Tomando a{

>il: {nd(jq,ã :l.-Í,

onde Àq é uma árvore geradora mínima de (Cl-nl, ã-tlri+,
de índice, é uma, soma telescópica. Assim

, ü:],d),
, :V.-.tl) e que, pela definição

g,rA/i ] r.\ < .'' ~' '''-' '' ' m.t(GIRA,à.-) - m;t(GIRA,é: .i#l. T;l$
s«.tk(G, c, R)

m't(alXI,ê :)'

já que mst(GIRA, à-il7-;, . . . , 4'1) = 0 pois Ulí-i Tj+ = 7'* e conecta R.
Sejam mi:= mst(GIRA,é), smtk := .miÉ(G,'c, R) e s«.t := .mt(G,c, R)

definição de ganho relativo, temos que

(4.5)

Usando a

g, (À4.- : , q)

Portanto, aplicando as desigualdades (4.2) e (4.5),

c(Z)
7ni-l 7n{

E g,(M: :,q)(m:-:
{-1

/
«:)

« ,=} '«:-:
«:). (4.6)
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Note que a. seqüência mo, ml, . . . , m/, que sã.o os custos das árvores geiadoias mínimas
em cada. iteiação do algoritmo, é monotonicamente decrescente, sendo que m.f = 0 e
mo = mst(GIRA, é). Assim, estimamos o somatório em (4.6) por uma, integral do seguinte
mo 0

>j'minjl,=:tÊI(mi-i --mi) $ / .Z.:'. inÍI,smtkl

=' «:«{:,3} -«
mo l

d= -F smtK l .:dz
'smtk Z

'"'* * '«'. ( « =)
.«** (: * -« ==)
'«* (:*-« :)

?J~«
<

m/
smtk

0

(4.7)

Do lema 4.1 e das desigualdades (4.6) e (4.7), temos que

.(7') $ >1: '(Z) 5;(1+ 1« 2).«.t*(C, c, R).[]
{::l 7 k

Abaixo segue a prova de uma, razão de aproximação para o algoritmo do ganho relativo.

Teores\a 4.3 Seljam G uvrt grato comi)leio, c uma f'unção de Ec em Q>o satisfa.ze'rido a,
desigualdade triangular e R um conjunto de 'vértices de G. O c' sto de uma, solução do
algoritmo do ganho relativo para, ÇG,c, R] sobre o casto de uma. árvore de Steiner m'ínimü
de(G,c,R) é «. «',á«{mo(1 + 1« 2),..
Prova. Seja 7' a solução produzida pelo algoritmo do ganho relativo. Pelo lema 4.2,
temos que

.Í71 rl") .mt*(G, ', R) .(1") ,
;atam:© ' ;iüiã::© \;üp=:© ' ;aitb=:©,* $ : * -« :) ,*. -

Para. k suficientemente grande, a. delimitação acima. se aproxima de 1 + in 2 < 1,694.
Similarmente ao algoritmo de Berman e Ramayer, não se conhece uma instâ.ncia do

psc que resulte exatamente na razão de aproximaçã.o demonstrada para o algoritmo do
ganho relativo. A instâ.ncia que resultou na. maior iazã.o de aproximação conhecida para
o algoritmo do ganho relativo foi exibida. por Grõp], Hougardy, Nierhoff e Prõme] 1221. A
iazã.o de aproximaçã.o obtida foi de 1,33 para. k suficientemente grande.
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Capítulo 5

-A-lgoritmo do pré-processamento

Com exceção do algoritmo de Berman e Ramayer, os algoritmos das árvores 3-restritas
e do ganho relativo são gulosos. Em cada iteiação eles escolhem um conjunto I'- de no
máximo k terminais e uma árvore de Steiner sobre r que sejam ótimos segundo algum
critério de escolha e acrescentam os vértices de Steiner dessa árvore a um conjunto W
Se considerarmos o valor de smt(G,c,.R U W) durante a execução de cada um desses
algoritmos, esse número pode aumentar quando o algoritmo escolhe um vértice de Steiner
"errado" para incluir em W'

Kaipinski e Zelikovsky j31j apresentam urna maneira de levar em conta esse aumento.
O algoritmo proposto por eles utiliza o que chamaremos de ./Zoresfa de terminais máhãma.
Além disso, o algoritmo do pré-processamento também depende de um parâmetro fixo k
que delimita o número de terminais das árvores k-restritas que o algoritmo seleciona.

5.1 Floresta de terminais e ganho ponderado
Seja.m G um grifo e -R um conjunto de vértices de G os terminais. Se.ja T uma árvore

de Steiner de (G, R). Lembrando que \''S(7') é o conjunto de vértices de Steiner de 7'.
um subgrafo F de 7 é uma floresta de terminais de (7', R) se, para qualquer u em VS(7),
existe um caminho em F que conecta u a. algum vértice de R. Veja. a figura 5.1.

Uma ./7oresfa de terminais mz'mima F* de (7',c,R) é uma floresta de terminais tal
que, para qualquer floresta de terminais F de (7', R), temos que c(F'*) 5; c(F'). O custo
de F* é o que chamamos de perda de (T, c, R) e denotamos por perda(7', c, R). Note que
perda(T, c, R) = Eiperda(Z, c, q), onde Z é um componente cheio de T e % := Vr(Z).

O lema. seguinte nos dá um importante limitante superior para a perda de uma árvore
de Steiner.

Lema 5.1 Par'z quü/gaer árvore de $ einer 7' de (G, c, R), caos uérf ces de SÉeÍner {êm
gralt 'pelo wi.ellas 3, ternos que

pe,d«(r, ', R) $ ; '(T)
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fermÍnar

vértice de Steãner

Figura 5.1: Uma. árvore de Steiner onde as linhas pontilhadas representam uma floresta
de terminais da árvore.

Prova. Para provar este lema, basta mostrar que para qualquer componente cheio Tr
de 7' vale perda(Tr, c, r) 5; { c(Z-), onde T = }''T(ZT).

Seja r um terminal de Tr. Oriente as arestas de Tr de foi'ma que Tr torne-se uma
árvore enraizada. em r

Agora vamos construir uma floresta de terminais. Para cada vértice de Steiner s.
escolha uma das arestas de custo mínimo, digamos /, entrando em s (note que todo
vértice de Steiner tem pelo menos uma aresta, entrando nele). Seja F' o conjunto das
giestas escolhidas F é uma floresta de terminais. De fato, todo vértice de Steiner está
conectado em F' a uma folha, da árvore, que é um terminal. O custo de F é não mais
que { c(Tr) pois, para cada aresta e em F, há pelo menos uma aresta, de Tr fora de F de
custo pelo menos c(e), já que cada. vértice de Steiner em TT tem grau pelo menos 3. Vda
a figura 5.2. []

Note que toda árvore de Steiner T pode ser transformada em uma. árvore de Steiner
com custo no máximo c(7') onde cada vértice de Steiner tem grau no mínimo três. A
primeira observação é que podemos remover de 7' os vértices de Steiner de grau zero ou
um. Se urn vértice de Steinei u tem grau dois, exclua. u e as giestas incidentes a u de T
e insira a. aresta em G que conecta os dois vértices adjacentes a u em 7'. Por causa da
desigualdade triangular, se denotarmos por T' a. árvore resultante, temos que c(7'') 5; c(7').

Sejam G lim grifo completo, c uma função de EC em C2>o satisfazendo a desigualdade
triangular e R um conjunto de vértices -- os terminais. Dados uma. função é de .EC]n]
em Q>o, uma árvore geradora mínima J\4 de (CIXI,ó) e um conjunt,o T de terminais,' o
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(a) 0)

uértàce de Steiner

Figura 5.2: (a) Um componente cheio Tr de T. (b) Uma árvore enraizada TT com raiz no
vértice 1. Linhas pontilhadas representam arestas da floresta de terminais de TT.

ganas ponderado de 1- ern M, denotado por gp(]W,r), é dado por

«u', ') :- w« l l , (5.1)

onde o mínimo é tomado dentre todas as árvores k-restritas Tr de (G, r).
Note que está implícita a. dependência do ganho ponderado das funções c e ê

5.2 Descrição do algoritmo
A entrada do algoritmo é um grifo completo G, uma função c de Ei3 em Q>o sa-

tisfazendo a desigualdade triangular e um conjunto R de vértices de G. Como saída. o
algoritmo produz uma árvore de Steiner de (G, R) cujo custo dividido pelo custo de uma
soluça.o ótima do PSG, pala k suhcientemente grande, é no máximo 1,645.

Seja. é a. restrição de c a. CIXI. O algoritmo começa. com uma árvore geradora mínima /V
de (CIXI,ê) e um conjunto W de vértices, inicialmente vazio. Em cada. iteração, o algo-
ritmo escolhe uma árvore k-restrita de (G, c,r) com 1- Ç R e lrl $ k (note que k está
fixo durante o algoritmo) que minimize g,(M, r) e constrói um conjunto remoção D, de r
em A4'. O algoritmo adiciona os vértices de Steinei' de Tr a W' e zela o custo ê(e) de
cada atesta e em CIXI que está. na. imagem da função piojeçã.o de Z), em r. Além disso,
o algoiitmo a.lteta. À4 de coima. a. mantê-la. uma. áivote geradora. mínima. de (CIXI, é). O
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algoz'itmo pala- quando é(M) = 0. Neste ponto, o algoritmo executa. o algoritmo do ga-
nho relativo para (G, c, R U W). Na. figura. 5.3, está. a. descriçã.o precisa. do algoritmo do
pté processamento.

A]ÊõriiãiãUãbié:processamento(G, c, R)
1 Seja. éo a restrição de c a. CIXli
2 Seja ;Mo uma árvore geradora mínima em (CIXI, éo);

4 Enquanto ã-i(.A/.,-i) > 0 faça
5 Seja 'a tal que q Ç R, 2 5; Inl 5; k, e gP(À/.-i, q) é mínimo;
6 Sda Z uma árvore A-restrita de (G,'a) tal que

gp ( .Ü4..-: , %) S(3)ti?«Ó.(% ,c,q) .
{nd(Mi-i :êi.;;;;r '

7 w' := w' u }''s(Z);
8 Sda Z)i um conjunto remoção de % em À#l,-il
9 Seja p a função projeção de Z){ em q relativa a .A/,.il
lo ,4i := 0i
il ã:= ã :;
12 Para cada e em Di faça
13 ã(p(e)) :
14 ..4: : .4. U {p(e)};
15 JI/, := Ãã.t -- .Di + .4i;
16 { ::: á+ l;

17 ./' := { -- 1;
18 Seja 7'' a saída do algoritmo do ganho relativo para (G, c, R U W');19 Devolva 7''

3 1;Z

Figura 5.3: Algoritmo do pré-processamento

Note que o algoritmo do pré-processamento pode ser implementado de forma que seu
consumo de tempo seja polinomial

L;omo
C(TT) + {P«d«(Tr, C, .-) .

ánd(À4.-:, à-:,r) ''

quando T é o conjunto dos extremos de uma. aresta de Aã.l com custo diferente de zero
e TT é uma árvore k-restrita de (G,a'-), temos que

g (À/,-:, %)
.(Z) + { pe«d«(Z, c, n)

ánd(A#,-:,ê{ :,%)
< 1 (5.2)
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5.3 Análise do algoritmo do pré-processamento
O algoritmo será. a.nalisado em duas fases. A primeira fase compreende as linhas l

a 17 do algoritmo e a segunda fase corresponde à. execução do algoritmo do ganho relativo
(llãha 18). O seguinte lema corresponde à análise da primeira fase.

Lema E).'à Sejam G um grato completo, c uma função de Ec em Q).o satisfazendo Q
Lesiguatdüde triangular e R um conliunto de 'uédices de G. Se T\ , . . . ,Tj são as ardores r-

estritas escolhi,da,s pelo atgoritmo do pré-.E)rocessame'nto 7)ara QG,c,Rà e 'rl,. . . ,vj seus
respectivos co'rtlu'ritos de termina'ts, entiío

É'.'", * ;, ,'«'', ', ri', ' ;'«'*'', ., «, (: * .« ;=agH)
Prova. Soja T* uma árvore k-restrita mínima de ((;, c,-R) e, para cada. componente
cheio %' de T*, considere rJ' os terminais de Tj+ para l $ .j $ J. Por (5.1), temos que

gp(.A/,-:,d) 5; .

Pela escolha de % na linha 5 do algoritmo, temos que

gp(M:-:,'l) $ "y"lgp(M,-:,d)} $ '"1 .-u":-:,a-:,,,;, l

Sabemos que, para números não-negativos aj e bj, l $ .7 $ /,

.i.s< Ej..%
j bj }:l bj

'1/ ' 2 í"''' ''\'.j ) ') '.j / t

{nd(M.-:,ã-:,q) J
(5.3)

Tomando-se aj
que

c(%*) + {pe'da(7;,c,$) e ój = {nd(À/.-:,à-:,$), por (5. 3), temos

E.f {nd(.Aã-: , éi-: , 'Ç)
Pelo corolário 1.3, o denominador do lado direito da desigualdade acima

substituído. Assim, obtemos

gp(M,-:, q) 5;

pode ser

gp(À4,-i, q) 5; ,

onde JtC é uma á.rvore geradora mínima de (CIXI, ê.ilri , - ' 7;...:l). Pelo lema 5.1 e por
que EIÍ.: c(n+) = c(7'*) = s«.tk(G, c, R), temos que

g,(À/, :, %) 5;
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Pela definiçã.o de índice, o denominador do lado direito da. desigualdade acima é uma.
soma t.elescópica. Então

r [ üot'\--'' [] t,] ) t'Í--] J

5 .mf*(G, ., R)
ãm.t(G'l.RI,é: :)' (5.4)

já que mst(GIRA, êi-ilri', . . . , q'l) = 0 pois UI,:i 7;' = 7'* e conecta R.
Para simplificar as fórmulas, soam mi := mst(GI.RI,ê), perdas :=

perda(Z,c,q), s«.fk := s«.ZA(G,c,R) e smt := s«at(G,c,R). Usando a definiçã.
de ganho ponderado, temos que

g.(À/.-i,%) $
Ê'mt*(G, ', .R)

m'w(C©l, ê:.:) - m;t(GIR[B-ikr

'(Z) + !pe,d«:
7ni-l ?ná

Portanto, aplicando-se a igualdade acima e as desigualdades (5.2) e (5.4),

g (.M,-:,%) c(Z) + ! pe,d«:
{ncÍ(À/,-: , ã-: , q)

>l: g,(M,-:, q)(«..-: - m:)

É «,« {:,;=} .«-: - «:,.

Note que a seqüência mo, mi, . , m/, que são os custos das árvores geradoras mínimas
em cada iteiação do algoritmo, é monotonicamente decrescente, sendo que m.f = 0 e mo =
mst(CIXI, é). Assim, podemos limitar o somatório em (5.5) por uma integral do seguinte
modo.

l2

<

Ekm) +ip«a«:)
/

(5.5)

E"'«l:,;:i?l '":-: : Ée''' «'«{:,;:r'J'«
e' «'« {« ,;3} '.

ã'mtk . 5 fm.
dz + :smtk .:dr

0 4 "./{smt* Z

:'"*. * ;'«** ( « Ü)
;.«'* (' * -« ;â) ,

e com isso concluímos a prova do ]ema. []

A seguir vamos nos dedicar à análise da segunda fase do algoritmo do pré-processamen-
to. Primeiramente mostraiemos um delimitados supeiiot no custo de urna á.rvote k-restrita
mí«ima de (G, c, R U W).
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l.ema 5.3 Sejam G uwl trajo comi)leio, c umü junção de Ec evrl Q>o satisfa.zev\do a,
lesiguuldade triangular, R um conjunto de uédices de G e W o conjunto de uéd,ices
Le G construído n primeira fase do atgoritmo do pré-'processam,unto. Se T\, . . . .Tj são
as amores k-resfr fas se/ecáonadas ]2e/a a/gaz$élna dLpz-é:;zracessaznenfa.par ((;,c,J:» e
rl.. . . . ,TJ seus respectivos conjuntos de terrri"tina'ts, então

smfÊ(G, c, .R U W) $ s«atÊ(G, c, R) + >1: perda(Z, c, q)

/

lZ

Prova. Sda 7'* uma árvore À;-restrita mínima de (G, c, -R) e a uma floresta de terminais
mínima de (Z,c,71) para ] $ € $ ./'. Para provar o lema, basta mostrar que o grifo
7* + FI + . + F/ contém uma árvore k-restrita de (G, .R U W).

Primeiro note que 7'* + Ft + . . . + F.r é conexo, pois Ui::i q :: R, todo componente
conexo de .rC contém pelo menos um terminal de ri e T* conecta todos os terminais.
Assim, seja T' uma árvore geradora de T* + Fi + - . . + F/. Basta mostrar que T' é uma
ár"re k-restrita de (G, R U W).

Note que toda aresta de .F} que está em 7'' é um componente cheio de T', pois
todo vértice de -R é terminal em 7''. (Para todo l 5; á $ /, temos que yS(Z) ç W.)
Os demais componentes cheios de T' são subárvores de componentes cheios de 7'* e
portanto têm no máximo o mesmo número de folhas que o correspondente componente
cheio de 7'*, ou seja, são também k-árvores. Logo rX é uma árvore k-restrita de
(G, R U W) e de fato 7'* + FI + ' ' ' + F/ contém uma árvore k-restrita de (G, R U W).
Como s«',tt(G, c, R U W) $ c(7'') 5; 'mft(G, c, .R) + Ei:: p«d«(Z, c, q), o gema segue. []

O teorema abaixo mostra uma razão de aproximação para o algoritmo do pré..preces
samento.

teorema 5.4 Secam G um grato comi)feto, c uma função de Ec em Q>o satisfazendo
:l desigualdade triangular e R um conjunto de vértices de G. A razão entre o custo dct
sotqção do alvor'limo do pré-processamento e o custo de uma árvore de Steiner me'n'i'ma

de (G, c, R) é menor que 1,645 para k suÉcÍenfemente grande.

Prova. Considere o conjunto W de vértices de Steiner construído pelo algoritmo e se-
jam Ti , . . . , 7.r as árvores k-restritas mínimas selecionadas pelo a-lgoritmo para (G, c, R) e
r:, . . . , r/ seus respectivos conjLmtos de terminais. Para. simplicar, denotemos mst(GIRA, c)
p': 'ns{, smt(G, c, R) por smt, smZt(G, c, R) por smt# e smtt(G, c, R u W) por senti;.

Pelo lema 4.2 do algoritmo do ganho relativo, temos que

.',', : (: * « H) ;«*: : (: * «qP) .«'.,
(5.6)

p':' "'';* $ EÍ::. .(Z)
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Seja

«* :- :.«'* (« * -« ;=)

Pelo lema-5:2ítemos que

>ll: .(z) $ a.
f

1; E p«a«H, .,«) - ;PB. - Ep«a.W, .,«»
z'Í-l " á=l{-1

e, combinando o lema 5.3, concluímos que

>l: .(Z) $ i(2B* + 'mt* - 'mtÍ;)
/

Z

(5.7)

Aplicando-se (5.7) em (5.6), deduzimos que

..,', : (:*-«"'e
.(-P) ,

"ül ;«'l
(5.8)

onde ak := 2BÀ; + smfk e

.(«)-(: ---«a-;G) h* :«).

Mas o máximo da função ./'(z) é atingido quando a sua derivada é nula, ou sda, quando

!E.:g! .]...!
2z ak-- 2z (5.9)

Definindo g/ = gká?Z, a equação acima corresponde a y = in 1 , cuja solução é yo

0,3515..- Portanto, como a solução de (5.9) é zo :- :(iria, então o máximo da
função ./'(z) é

,.«., - (« * « =) ,«. «. - ': * «.''«. ®h - «* «. - ':"* * ;«'.,".,

pois ak -- 2zo :: 2zo 3/o e 3/o :: in l
Assim, de (5.8), concluímos que

.(7'') $ ./'(«o) (2.B~ + 'mt*)3/o,
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e o limite da. razã.o de aproximação do algoritmo do pié-processa.mento quando k tende a
infinito é

1.. !(Z.2 < @T% + 2B€1W

«. (JU =3 -- ,JU â)
«. (: * ; (: * « ;))

<

< 1,6443

Portanto, para k suficientemente grande, temos que

1:(T/) < 1,645. D

A escolha de 1/2 como favor multiplicativo da perda na definição do ganho ponderado
resulta na. melhor razão de aproximação obtida por esta análise e, como nos algoritmos
anteriores, não se conhece instância do psc que, quando executado o algoritmo do pré-
plocessamento, resulte na razão de aproximação demonstrada.

Hougatdy e Prõmel 1271 generalizaram o algoritmo do pré-processamento. Ao invés
de duas fases, o a,lgoritmo proposto por eles é composto por n fases. Basicamente, em
cada uma delas o algoritmo escolhe algumas árvores k-restritas e adiciona seus vértices
de Steiner ao conjunto de terminais formando um novo conjunto de terminais para a fase
seguinte processar. Eles mostraram que este algoritmo atinge uma razão de aproximação
de no máximo 1,598 para n e k suficientemente grandes.
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Capítulo 6

-A-lgoritmo de Robíns e Zelikovsky

Este algoritmo, projetado por Robins e Zelikovsky 1421, é o melhor algoritmo de apro-
ximação conhecido para o PSG até o momento. Como os algoritmos apresentados nos
capítulos anteriores, ele também utiliza árvores k-restritas, onde k é uma constante fixa
maior ou igual a 3, para produzir como solução uma árvore de Steiner.

A novidade deste algoritmo em relação aos anteriores está na utilização do gan/zo
re/afino (i perda e da confração de ./Zorestas de terminais. A contrição de florestas de
terminais de (Tr,I'-) em contraposição à contrição de Tr possibilita a escolha, em uma
iteração futura, de uma árvore k-restrita que contenha mais de um terminal de uma
árvore k-restrita já escolhida. Com exceção do algoritmo de Berman e Ramayer, essa
possibilidade não existe nos algoritmos anteriores.

6.1 Contrição de florestas de terminais e ganho re.
lativo à perda

Sejam G um grifo completo, c uma função de .Ea em Q>o satisfazendo a desigualdade
triangular e R um conjunto de vértices -- os terminais. Considere também uma função é
de -Eclxl em Q>o, um conjunto de pelo menos dois terminais 1-, uma árvore de Steiner T'
de (G, r) e uma floresta de terminais mínima F de (T., c, r).

Para cada aresta e de Tr -- F se.ja q(e) a aresta de alar cujos extremos são os terminais
de cada um dos componentes de F conectados pela aresta e. Se lrl = 2 então e = g(e).
A conÍração de F em é é a função que denotamos por êlTT, .PI de Ea]a] em Q>o, definida
pot

é(./') se / :# q(e) para todo e em BC..P,
êlT- , r'l(.f.

minÍé(./), c(e)} se / = q(e) para algum e em EL..P.

Pala. simplificar, denotamos êlTi , FlllT2, F21 ' ' ' 171, /ÜI poi êl7'i . . . 7;, F. . . . /\l
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A função g definida. nas arestas de Z- r' é denominada de proleção díz confração de F
em Z- re/at ua a CIXI. Denotamos por Q(7}, F) a. imagem da. funçã.o q. Veja. na. figura 6.1
um exemplo de contraçã.o de florestas de terminais. Seja. T o componente cheio da figura.
As linhas grossas representam as arestas de uma floresta de terminais mínima F de T
Para cada aresta e (linha normal) de 7' -- F', o custo da aresta q(e) (linha pontilhada) é
alterado para o minlc(e), é(q(e))}.

©
0 vértice de Steiner

Figura 6.1: Exemplo de contrição de uma floresta de terminais

Nosso objetivo, através do lema a seguir, é mostrar uma desigualdade envolvendo
floresta de terminais e contrição de florestas de terminais muito semelhante a uma pro-
priedade de conjunto remoção provada no lema 1.2.

l.en\a 6.1 Sejam G um, grato, c u'rna. junção de Ec em Q.>Ü, R um, conjunto de vértices
de G, é a restrição de c a CIXI, rl um co Üunfo de uérfices de R, Ti uma árvore de SteÍner
le (G,a-t] e FI. umü $oresta de terminais m'mima de (TI.,c,vÜ. Se d é uma j nção em
Ea["] q«e «{«cÍd. «m ê "cef. 'm «m" «e.t« . de Clal onde d(') $ é(e), enÉã.

m.f(GIRA, é) m;t(Gl-RI, élTI, Fl1) 2 m.t(GIRA, ê') m't(GIRA, ê'l7'- , F l)

Prova. Sejam ei, . . . , ej as arestas de Tt -- FI e g a projeção da. contrição de Ft em Ti
relativa a CIXI. Seja Mo uma árvore geradora mínima de (Clal,õ) e êo = é. Para
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, .7, seja c{ a ilmçao custo cleHniQa cta seguinte ma,fieira.

Í ã--(./') se ./ / q(e{),
ê:(/)

i. minÍéi-i(/), c(eiJ.t se / = g(eJ

e seja. À/, uma árvore geradora mínima de (CIXI, êi). Note que

ã -(.Aâ-:) -- ã(À/.) = maxÍO,ãnd(À/, :,à-:,g(ei)) c(e:)}.

Portanto, como éj = êlTI, Fll, temos que

m't(GIRA,é) "';'Z(GIRA,ólrt,P 1) m«{0,ánd(À/:-:,à-:,q(e.)) - c(e:)}. (6.1)

Agora, seja do = d e é; uma função custo definida do seguinte modo

hçf) ;. j # .,

mi«{à(/), ê'(e)} se ./

J

lt

ól (/)

Seja

;e «(e) 2 ind(.Aã, à, e),

se 4(e) < end(]14,,éi,e) e e' é o índice de e em ]14..

Note que J14; é uma árvore geradora mínima de (alXI, «). Para { = 1, . . . ,.j temos, pelo
lema 1.2, que

ánd(À4.-:, à-:, e:) ? índ(JW-:, ól :, e:).(6.2)
Além disso,

ól.:(JW-:) ól(J4) 0,ánd(74-:,êl :,g(e:)) - .(e:)}
Portanto, como 4 = dlTi, Fll, temos que

«,.t(C'lXI, ê') - m't(Gl-RI, ê'lTI, Fll) maxl0, ánd(JW.., é;.:, q(e:)) - .(.:)}. (6.3)

Poi (6.1),(6.2) e(6.3) podemos concluir que

«.;t(C'lXI, é) - m;z(G'lRI, élTI , Fll) ? m't(GIRA, ê') - m't(Gl-RI, é'lTI, n)).E3

J

lZ
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Corolário 6.2 Soam G umz grau/o, c uma /unção de EC em Q>o, R uzrz c07Üunto de
uédÍces de G e é a resfr ção de c a CIXI. Respect uamenfe, soam to e l-i corÜunfos não-
«;áo. d. «é,f{«. de R, Zo ' Ti á«,o«; d. Sleine, de (G,To) . (G,.-:), Eo e Fi ./Zo«.f"
de te"nànaÍs mhÍma de (Zo, c,%) e (TI, c,h). .Então

m;t(GIRA, é) - ".'t(clRI, êlTi , -F l) ? «'';t(clxl, alto, Eol) - «.;t(clxl, êlzo, zoll7'-, nl).

Prova. Basta aplicar sucessivamente o lema 6.1 com cada aresta de eITo, Eol no papel
dP P l l

C) ganas relativo â perda de r em ê, denotado por gZ(I'-, à), é dado por

onde o mínimo é tomado dentre todas as árvores k-restritas TT de (G, r) e todas as florestas
de terminais mínimas .F de (TT, c, 7-). Se o denominador for nulo, considere gl(I'-, ê) := +oo.

Note que o denominador do ganho relativo à perda é uma variante do custo de um
conjunto remoção, que utiliza a contrição de florestas de terminais no lugar da função
redução.

g.(.-, ó) :- WiP
pe,d«(TT,c, ,-) )

m.t(Gl-RI, é) - mst(GIRA, êlTT, PI) J '

6.2 Descrição do algoritmo
O algoritmo depende de um parâmetro fixo k. A entrada. do algoritmo é um grato

completo G, uma função c de Zb em Q>o satisfazendo a desigualdade triangular e um
conjunto R de vértices de G. Como saída, o algoritmo produz uma árvore de Steiner de
(G, R) cujo custo dividido pelo custo de uma solução ótima do PSG para (G, c, R), para k
suficientemente grande, é no máximo 1,55.

O algoritmo começa com uma função é que inicialmente é a restrição de c a CIXI e um
conjunto W de vértices inicialmente vazio. Em cada iteração, o algoritmo escolhe 1- Ç R
com 3 5; l7-l $ k, uma árvore k-restrita Zr de (G,r) e uma floresta de terminais f'
de (T,-, I'-) que minimiza gZ(7-, é). O algoritmo armazena os vértices de Steiner de Tr em H''
e começa- uma nova iteração com a contrição de F' em é no lugar de ê.

O algorítmo pára quando não existe r tal que 3 5; lrl $ k e gl(r, é) < 1. Neste ponto, o
algoritmo constrói uma árvore geradora mínima de (Cl-nUWI, c) como saída do algoritmo.
Na figura 6.2, está a descrição precisa do algoritmo de Robins e Zelikovsky.

Note que o algoritmo de Robins e Zelikovsky pode ser implementado de forma que seu
consumo de tempo sda po]inomia].

E importante reforçar que em uma. iteração, ao escolhermos uma. árvore k-restrita,
existe a. possibilidade de que pares de terminais desta. árvore k-restrita possa-m ser com-
partilhados por uma outra árvore k-restrita. escolhida futuramente pelo algoritmo. Assim,
poi cansa da. conta'ação de floiest.as de terminais, o algoiitmo está. descartando menos
á.ivores k-tesa:lit.as do que se fosse utilizada. a operaçã.o de ieduçã.o.
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Algoritmo de Robins e Zelikovsky(G, c, R)
1 Seja. éo a restrição de c a Clal;
2 Wo := 0;
LJ Ü .-- l.

4 Enquanto existir r Ç R com 3 $ 1rl 5; k tal que gl(I'-, ã-i) < 1 faça
5 Sejam Ç Rcom3$ 1nl$ kegz(%,à-l) mínimo;
6 Sejam Z uma árvore k-restrita de (G, c,q)

e E uma floresta de terminais mínima de (Z, c,n) para as quais
gl(n, êi-:) - «..wr':],õ:='1:l:l ic]x],';- - ['\,nD ;

7 }Z. : WG-i U }''S(Z);
8 é := ã-ilZ, al;
9 ã ::: {+ l;
lO / := { -- 1;

11 Sda 7' uma árvore geradora mínima. de (GIR U Wrl, c);
12 Devolva 7'.

Õ\-lclluvlcb iaiiiilxiia uç \\ali i rr/l) t'J)

Figura 6.2: Algoritmo de Robins e Zelikovsky

6.3 Análise do algoritmo de Robins e Zelikovsky
O lema abaixo mostra um limitante inferior para o custo de uma árvore k-restrita

mínima que será muito útil na demonstração de uma razão de aproximação do algoritmo.

Letra- 6.3 Seãaríip G um grato co'mpleto, c uma função de Ec em Q>ü satisfazem\do Q
desigualdade triangular e R um conjunto de 'uért'ices de G. Selva T* nmo, árvore k-restrita.
m(Rama arbitrária de (G,c,R] e t o número de comi)o'n,e'ates cheios de T* . Para j --
'.. . . ,t considere as triplas (Tj,a-;,F;) onde T; é um componente cheio de T* , 'r; é o

conjunto dos terminais de T; e F; é uma, fl,aresta de terminais mínima. de ÇT;,c.'r:).
'nfão

smtk(G,', R)(]"*) ;. m't(GIRA,êl7'í .. .Tt+,F.'. . ./TI)+pe,d«(T*, ., .R).

Prova. Seja Q(%*, Fj+) a imagem da função projeção da contrição de 7T em Fd+ relativa

O(T',q') é uma- árvore.geradora de Cl$1. Como %* são os componentes cheios de T',
podem.os concluir que U}.: Q(7j , FJ') sãÓ as arestas Üe urna árvore geradora, ]V de CIXI
pois Ut;i Tj+ = T*. De fato, um circuito em M induzida um circuito em 7'

Denotando élTl+ . . . irl*, .iV' . . - /TI por ê*, vale que

.«t*(G', c, R) c(7'*)
t

E'(T)
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E('(%' - q) + ':(q'))

EÉ:M%\Ç» :L.Ep«V«U; .:;4)
j=t .j=l

ê*(M) + P«d«(7'*, ., R)

m'f(Gl-RI, é*)+ P«d«(T*, ., R),

t

lJ
t t

concluindo a prova do gema

Baseando-se no lema 6.3 podemos definir um delimitador superior para o custo de uma
solução produzida pelo algoritmo.

Leda 6.4 Sejam G um trajo completo, c um,a função de Ec em Q::.o satisfazendo Q
lesiguatdade tüangular e R um cona'unto de vértices de G. No atgoritmo de Robins e
ZetikouskU, temos que

m't(GIR U W/l, c) $ «','t(CIXI, é.r) + >1: P«d«(%, c, q)

/

lJ

Prova. Seja M uma árvore geradora mínima de a(lal, é/). Considere o subgrafo H de
Cla U W.ÍI obtido de ,A/ pela substituição de cada aresta e em À/ n uj:::i Q(7j, FJ) por
uma aresta ./ em Tj -- rlf tal que t!/(e) = c(./') e pela floresta de terminais F} para algum J.

ssim,

.(.H) $ é/(M') + >1: c(-q).

Além disso, -H é um subgrafo gerador conexo de CIX U W.rl. De fato, pala cada
substituição, .l$ + / conecta. os extremos da aresta e removida. Portanto

m.t(GIR u }bl, .) $ c(-H) $ «.'t(C'lXI, ê/) + >ll: c(8). o
/

lJ

l.en\a 6.5 Sejam G um grato co'm'preto, c uma, f'un,ção de Ec em Q>ü satisfa,zendo a,
les'água,Idade triangular e R um conliunto de vértices de G. Se:jüm ê a. restrição de c
« Clal, 7'* u«.« á«o« k-«.t,áf mhim« «ó f,á, « d. (G,c,R) e t . «ám«o de c.m-
pone'ates cheios de T' . Para IÍ -- \-,. . . ,t, con,sidere as trio)las (T:,v:.F;) onde T: é um
:'mpo"»e'-te ct-eio de T* , '-; é o co'«i«-«.to d.os te«mi-«ais de T;' e É: é u«« jto;«ta de
ler'mi'mais mínimas de ÇT;.c,v;). No algoritmo de Robins e ZelàkouskU temos que

«.sf(GIRA, é.r) $ m't(GIRA, ólr.'' Ti.,F: Ft*l) + P«d«(7'*, c, R)
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Prova. Denote ê/l7'l - - 7;, .rT . . . Pj+l por c} e êl7T . . . rl , F'.
de contraçã.o de florestas de terminais mínimas, temos ãue

q'l poi do. Pela definiçã.o

m;t(GIRA, 'â) 2- «.'t(C'lXI, 'l:)

Pela desigualdade acima e pelo corolário 6.2, vale que

«.'z(clnl, é.r) m.t (CIXI, c') < m't(Gl-RI, '}) - m't(Clal, 'l.)

E(m;t(Gl-n1, 4':) - «.'t(Cla1, 4))

>l:(""t(CIXI, é/) m'z(6'lRI, õ.rlT, PJ'l)).(6.4)

t

lJ
t

J
<

A condição da linha 4 do algoritmo de Robins e Zelikovsky garante que gZ(e, é/) ? 1, ou
seja, que

m.t(G'l.RI, é/) - m't(G'lRI, õ/1%+, FI'l) 5; pe,d«(%', ', $).
Combinando a desigualdade acima com (6.4) obtemos que

«-.t(alxl, ê.r) «.t(al-nl, 'â) $ >11: pe,d«(T, ', d)
t

lJ
perda(T*,c, R). []

Finalmente, o próximo lema dá uma delimitação superior para o custo da solução
produzida. pelo algoritmo. Sua prova se assemelha muito à prova do lema 5.2.

-ema 6.6 SejaTn G um grato completo, c uma junção de Ec em Q>o satisfazendo Q
iesãgualdade triangular e R um conjunto de uéüices de G. Se:jü T* uma árvore k-restrita
mínima arbitrária de QG,c,Rà e 1, o número de componentes cheios de T* . O custo da
solução produzida pelo algo'r"itmo de Robins e ZelikouskU é delimitado por

'«.t«(G, ., R) se p«d,« (T* , c. R] 0,

«.sZ(G'lR u W/l, c) $ .mt.(G, c, R) + P«d«(T* , ., R)
se perda(7'*, c, R) > 0.

-« (' *

Prova. Considere a tripla (%*,Ç, FJ'), para .j - l, . . .,t, tal que IZ-, é um componente
cheio de T*, rj' é o conjunto dos terminais de %' e Fj+ é uma, floresta de terminais 'mínima
de (T.l, c, r;). ' '

Se perda(T*,c,R) = 0, então 7" é uma ár«re 2-restrita mínima de (G,c,R), ot-
seja, T* é uma. á.ivoie geradora. mínima. de (GIRA,c) que, nesse caso, coincide com uma.
á.ivoie de St.einer mínima. de (G, c, /?), isto é, o algoritmo devolve uma soluça.o ótima..
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Supondo que perda(7'*, c, R) > 0, em cada. iteiação o algoritmo escolhe um con.junto %
de terminais que minimiza o ganho relativo à. peida. Assim,

(6©

Sabemos que, para números não-negativos aj e óJ, l $ .j .$ t,

.i.%<Ej.%

Toma«do aj = per a(S*,c,Ç) e ój = ms{(GIRA,à :)
lizando a definiçã.o do ganho relativo à perda, temos que

m;t(GIRA,à-:lTj+,8'1) e, «ti

g.(q,à-:) $ "y" l...(Ci-nJ,ã-:) - m'{(Gl-RI,ã-:lq', q'l) l
.

(alXI,ã--) - msf(GI.RI,ã :1%t,FJ'l))

Pelo corolário 6.2, o denominador acima pode ser substituído por

>l: (m't(GIRA, ê-: IZ.'
?=1

t

7 :,e /Ç:]) «.;t(clxl, ã-: ITi+ T,€ q])),

que é uma soma telescópica. Assim obtemos que

g.rq é: .\ .
-'~ ''''''' ' m't(GIRA,ê.:)-m;t(GIRA,à.;Í,: ....',':

pe«d. ÇT* . c, R]
m;f(GI.RI,ã :) -«st(GIRA,élTT . ..Z',p.'.. .Ft'ly

já que, pela definição de conotação de florestas de terminais, é fácil ver que
m;t(G'lRI,é :lTl+ ...%*,F.'-..Fi'l) $ m't(GIRA,êlq'...Tt+,F.'...8*1).

Para simplificam as fórmulas, sejam m' := mst(GIRA, élTI' . . . Z*, .rT' . . . .rq'l), pardal :=

perda(Z,c,'l), perdas := perdiz(T*,c, R), mi := mst(GI.RI,ê) e smtk := smtÉ(G,c, R).
Pela escolha, de 'a, Z e /Ç, temos que '

E*])
< #,a (6.6)

/

E p«~": >ll: gl(% , ê- :) (m:- :
{-1

/

«:){-1

Substituindo na. expressão acima gz(L, ê{ i) pela melhor delimitação entre as dadas
por (6.6) e pela condição de parada do algoritmo, temos que

x,«'": ' !i «'« l:, ==:e;l '":-: - «:,.
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Note (lue mo m.f(GIRA, éo) e «./ msf(GIRA, ê.f). Assim,

.mo n7}* CÍZ

Z

mo --m'
mln

rR

'perda'
dz + perdas

7nf 'perda'''
(6.7)

perdas + m* -- m.f + perdas . In r Pg-
... perda' J

mo -- smtk \

perdas )

.*\

< smfk -- n7}/ + perdas . In l l + (6.8)

Primeiramente observe em (6.7) que mo --m* ? perdas ? m.f--m*. De fato, mo ? senti; ?

perda' + m* pejo lema 6.3 e que m/ 5; m* + perdas pelo lema 6.5. Portanto a quebra da
integral é válida. A desigualdade (6.8) vale pois a derivada da função

''«,-«*,«'«* «IK)
é não-negativa para z $ smtk -- perdas e portanto /(m*) $ /(smtk -- perdas) já que
m* $ smtx; -- perda* pelo lema 6.3.

Pelo lema 6.4 sabemos que mst(GIR U W.ÍI, c) $ m.f + EÍ::: perdas. Logo

«.''''" - "., ., ' '"** * ,.,'«* . -« (« * q:P) ,
e com isso concluímos a prova do ]ema. []

O teorema abaixo mostra uma razão de aproximação para o algoritmo de Robins e
Zelikovsky.

Teorenxa 6.'7 Seljam G um grato completo, c wma junção de Ec em Q:;.o satàsfaze'r\do
l desiguatda,de triangular e R um conjunto de vértices de G. A ra,zão entre o c'unto da,

solução produzida. pelo atgoritmo de Robins e ZetikouskU e o custo de urna. árvore de Steiner
mhÍm« .Ze (G, ., R) é, no má«ãmo,

Prova. Para simplificar, denotemos mst(GIRA,c) por mst, smt(G,c,R)
por smZ, smZk(G,c,R) por smZk e perda(7",c,-R) poi perda*, onde 7" é tema árvore
É-restrita. mínima arbitiá.ria. de (G, c, R). Se perda* = 0, o teorema. vale trivialmente pelo
lema 6.6. Podemos supor que perdas > 0. Lembre-se que mst $ 2smZ $ 2smtx;. Se T
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é uma. á.ivute de Steiner de (G,R) devolvida. pelo algoritmo de Robins e Zelikovsky, o
lema. 6.6 e a desigualdade anterior garante que

'«-'«;* l:*c:- -« l:*=h)l (6:9)

Pelo lema 5.1 temos que perdas 5; smtk. Como perdas > 0 e senti; > 0 podemos
concluir que 0 < zlf:ÍÍf $ !. A função /(z) = # in(l + i) tem um máximo no intervalo

lO, 1/21 qua.ndo z = {. Portanto o máximo de (6.9) é alcançado quando ZZf:ÍE: = {. Assim

= '= (: *; ' -- ;) - ,* (: *T) ,
que conclui a. demonstração do teorema. []

Para k suficientemente grande, a delimitação acima se aproxima de 1 + i:P < 1,55.
Grõpl, Hougardy, Nierhoff e Prõmel ]22] mostraram uma instância onde a razão de

aproximação do algoritmo de Robins e Zelikovsky quando aplicado a essa instância é de 1,2
para k suficientemente grande. Não se conhece outra instância do PSG que resulte em uma
razão de aproximação maior quando aplicado ao algoritmo de Robins e Zelikovsky.
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Considerações finais

Os algoritmos que apresentamos são simples se comparados com as suas demonstra-
ções de uma lazão de aproximação. Na medida do possível, tentamos estabelecer um
padrão para a apresentação dos algoritmos e de suas demonstrações. Como dissemos na
introdução deste trabalho, o foco principal no estudo desses algoritmos é a demonstração
de uma razão de aproximação e não na determinação precisa do tempo de execução dos
algoritmos. A tabela abaixo resume, em ordem cronológica, as principais inovações de
um algoritmo para o outro e as respectivas razões de aproximação de cada um deles.

Razão de aproximação dos algoritmos apresentados

Embora as dúvidas iniciais sobre esses algoritmos de aproximação baseados em árvores
k-restritas para o PSG já não existam, no decorrer da elaboraçã.o deste trabalho foram
surgindo outras que gostaríamos de partilhar com os leitores.

A partir do algoritmo das árvores 3-restritas, não existe comprovaçã.o que a, razão de
aproximação demonstrada é a razão real do algoritmo. Assim pode ser possível melhorar a
análise ou pode sei possível que exista. uma. instância que resulte na razã.o de aproximação
demonstrada.

Será que podemos aplicar os algoritmos para o psc em variantes do problema encon-
trando, para- estes, razões de aproximação melhores do que as conhecidas na literatura?
Um exemplo concreto de problema onde árvores A-restritas podem trazer razões de aprox-
imações melhores que a melhor razão conhecida até o momento é o Pi'oblema. de Steiner
com Penalidades (veja detalhes em 1201 e no capítulo 4 de l2õl).
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Algoritmo Características Razão
MST1968
árvores 3-restritas 1990
Beiman e Ramayel 1991
ganho relativo 1995
pré-processamento 1996
Hougardy e Prõmel 1999
Robins e Zelikovsky 2000

solução intuitiva
árvores 3-restritas
árvores k-restritas
função ganho relativo
florestas de terminais e ganho ponderado
generalização do pré-processamento
contrição de florestas de terminais

2

1,834
1,734
1,694
1,644



Será que a idéia. de fazer lim pré-processamento nos terminais utilizando como base
o algorítmo de Robins e Zelikovsky resulta. em uma. razã.o de aproximação menor do

]l!!!!g: gy!!.% questão interessante é como os algQljl:nleE (!esclil;oLHes:ba.dissertação se
comportam na prá.rica. Ou seja, quando executados em instâncias construídas aleatoria-
mente ou obtidas de problemas reais, qual deles obtém a melhor árvore de Steiner? Qual
deles consome menos tempo?

Deixamos estas perguntas para leitores interessados em prosseguir no estudo de apro-
ximações para o Problema. de Steiner em Grifos e nas suas variantes.

que 1,557
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