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Resumo

Neste trabalho discutimos os principais modelos de computacao paralela e apresenta-
mos, como principal foco do trabalho, solugoes para alguns problemas em classes especiais
de grafos usando modelos de granularidade grossa que acreditamos sirvam de reflexao para
a validacao de tais modelos. Tratamos alguns problemas em grafos bipartidos convexos.
Estes problemas sao: encontrar um emparelhamento méximo, encontrar um conjunto
independente maximo, determinar um circuito hamiltoniano e determinar os caminhos
minimos entre todos os pares de vértices em grafos bipartidos biconvexos. Relatamos os
resultados experimentais da implementagao de alguns dos algoritmos apresentados.

Como principais contribuiges, descrevemos uma adaptacao para o Modelo BSP/CGM
de um algoritmo PRAM para encontrar uma coloracdo em grafos cujo grau maximo é li-
mitado por uma constante; fazemos uma corregao no algoritmo BSP/CGM de Bose et
al [BCDL99] para encontrar um emparelhamento maximo em grafos bipartidos convexos;
descrevemos um novo algoritmo seqiiencial para encontrar um conjunto independente
méaximo nesta classe de grafo e estendemos a idéia deste algoritmo formulando um algo-
ritmo para o modelo BSP/CGM; e desenvolvemos um algoritmo seqiiencial linear para
encontrar um circuito hamiltoniano de facil paralelizacao nesta mesma classe.

Abstract

In this work we discuss the main models of parallel computing and we present, as
central focus, algorithms for some problems in special classes of graphs using coarse
grained parallel models. We believe that the algorithms presented help the reflection
about such models. We address the following problems in convex bipartite graphs under
coarse grained parallel models: finding a maximum matching, finding a maximum inden-
pendent set, solving the Hamiltonian circuit problem, and finding all-pairs shortest paths
in doubly convex bipartite graphs. We report experimental implementation results for
some of the algorithms.

As main contribuitions: (i) we describe a BSP/CGM algorithm for finding a color-
ing in constant degree graphs based on a PRAM algorithm, (i7) we correct the Bose et
al [BCDL99]’s BSP/CGM algorithm for finding a maximum matching in convex bipartite
graphs, (7ii) we describe a new sequential algorithm for finding maximum independent set
in convex bipartite graphs, (iv) we elaborate BSP/CGM algorithm for finding maximum
independent set in the same class of graphs, and (v) we develop a sequential Hamiltonian
circuit algorithm which is easily parallelizable.
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Capitulo 1

Introducao

A computagao paralela, desde de seu surgimento héd cerca de 20 anos, tem permi-
tido que problemas complexos e aplicacoes de alto desempenho sejam tratados nas mais
diversas dreas de computacao cientifica e engenharia. Mais recentemente dreas como in-
teligéncia artificial e biologia computacional tém feito uso intenso de paralelismo. Apesar
do inicio promissor, a avaliacdo a respeito da computacao paralela ainda se divide em
defensores entusidsticos e criticos extremos.

Na computacao seqiiencial, o modelo RAM se mostra uma referéncia para o desen-
volvimento de algoritmos e suas respectivas implementacées. Na computacao paralela,
entretanto, a relagao entre o desempenho assintético e tedrico dos algoritmos com as
respectivas implementacgoes nao encontrou ainda um modelo satisfatério.

O modelo PRAM [J4j92, Cap. 1], apesar de sua importancia conceitual e tedrica, ndo
consegue capturar com exatidao a nocao de paralelismo. As caracteristicas nao incorpora-
das ao modelo, tais como custo adicional para referéncia & memdria nao-local e laténcia,
tém um grande impacto no desempenho das implementagdes dos algoritmos. Os modelos
de redes [J4j92, Cap. 1], por sua vez, captam bem a inviabilidade em tempos equivalentes
de acesso a uma memdria global comparado ao acesso a uma meméria local. Mas os algo-
ritmos, por um lado, tendem a ser especificos para uma determinada topologia, perdendo
assim generalidade. Por outro lado, a comunicacdo em tempo constante entre vizinhos
nao reflete a realidade dos computadores paralelos atuais.

A ampliagao do uso da computagdo paralela estd relacionada com a necessidade da
compreensao e da incorporacao em um modelo paralelo de caracteristicas intrinsecas &
computagao paralela, bem como de ignorar aquelas caracteristicas secunddrias superaveis
através da tecnologia. Um modelo sélido e uniforme, embora dificil de ser atingido em
um ambiente de aceleradas inovacoes tecnoldgicas, poderia ser alcancado através de um
poderoso modelo de maquina abstrato. Este modelo precisaria, de certa forma, balancear
simplicidade com precisao e abstracao com praticidade.



Introducao

Neste trabalho comegamos por discutir os principais problemas em relacio & com-
putagao paralela. Um de nossos principais objetivos é fornecer uma visao geral dos mode-
los de computagao paralela, focalizando principalmente os modelos realisticos. Além disso,
apresentamos também alguns resultados que obtivemos nestes modelos para alguns pro-
blemas em classes especiais de grafos que acreditamos sirvam de reflexdo para a validacio
de tais modelos.

1.1 Organizacao e Contribuicoes

Nesta secao descrevemos como este trabalho estd estruturado e apresentamos resumi-
damente as principais contribuigoes de nossa tese.

O Capitulo 1 contém esta introducao. No Capitulo 2 descrevemos os modelos realisticos -
e alguns algoritmos bdsicos de comunicagdo que tém a finalidade de ilustrar o funciona-
mento dos modelos. No Capitulo 3 apresentamos algoritmos para ordenacio usando os
modelos realisticos e que serao usados no restante do trabalho. No Capitulo 4 relatamos
alguns algoritmos nos modelos realisticos para dois problemas bem conhecidos em grafos:
encontrar uma colora¢ao em um grafo com grau maximo limitado por uma constante e en-
contrar a partir desta coloragao um conjunto independente maximal nesta classe de grafo.
Esse capitulo ilustra como alguns problemas tém seus algoritmos facilmente traduzidos
para os modelos realisticos a partir de algoritmos dados no modelo PRAM. No Capitulo 5
tratamos alguns problemas em grafos bipartidos convexos. Este problemas siao: encontrar
um emparelhamento méximo, encontrar um conjunto independente méximo, determinar
um circuito hamiltoniano e, além disso, determinar os caminhos minimos entre todos os
pares de vértices em grafos bipartidos biconvexos. No Capitulo 6 descrevemos os resul-
tados experimentais da implementacao do algoritmo de ordenagdo da Secao 3.2 e dos
algoritmos para grafos bipartidos convexos do Capitulo 5. Por fim, no Capitulo 7 tecemos
as consideracoes finais de nossa tese.

O Problema da Ordenacao, discutido no Capitulo 3, é uma subrotina dos algoritmos
para grafos bipartidos convexos do Capitulo 5. O Algoritmo 3-Coloracio de Pseudo-
Florestas, Secao 4.1.2, é utilizado como subrotina do Algoritmo (A + 1)-Coloracio da
Secao 4.1.3 que, por sua vez, é uma subrotina para o algoritmo para determinar um
conjunto independente maximal, Secao 4.2. O Problema do Emparelhamento Méximo,
Segao 5.3, é utilizado como subrotina nos algoritmos para encontrar o conjunto indepen-
dente maximo, 5.4, e para encontrar um circuito hamiltoniano, Se¢ao 5.5. A Figura 1.1
mostra a relagao entre os principais algoritmos deste trabalho.

No Capitulo 4 descrevemos uma adaptacao para o Modelo BSP/CGM de um algoritmo
PRAM para encontrar uma coloragdo em grafos cujo grau méximo é limitado por uma
constante. O Capitulo 5, onde tratamos de grafos bipartidos convexos, contém os prin-
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1.1 Organizacao e Contribuicoes

Ordenagao

3-Coloracao
< (A+1)Coloragio >

Emparelhamento Médximo

@Independent@
Circuito HamiltoniD

Figura 1.1: Relacao entre os algoritmos.

cipais resultados que obtivemos em nossa pesquisa. Na Secao 5.3 fazemos uma correcao
no algoritmo BSP/CGM de Bose et al [BCDL99] para encontrar um emparelhamento
maximo em grafos bipartidos convexos. Na Secdo 5.4 descrevemos um novo algoritmo
sequencial para encontrar um conjunto independente maximo nesta classe de grafo e es-
tendemos a idéia deste algoritmo formulando um algoritmo para o modelo BSP/CGM. Na
Secao 5.5 desenvolvemos um algoritmo seqliencial linear para encontrar um circuito ha-
miltoniano nesta mesma classe de grafos cuja paralelizacio usa essencialmente o algoritmo

para emparelhamento maximo.
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Capitulo 2

Modelos Paralelos Realisticos

Apresentamos neste capitulo alguns modelos de Computacao Paralela de propdsito ge-
ral, denominados Modelos Realisticos. Estes modelos buscam refletir sobre as dificuldades
inerentes do préprio paralelismo, se esforcam em incorpor mais precisamente os atributos
da maquinas paralelas atuais e futuras e buscam estabelecer padrdes amplamente acei-
tos. Além da descri¢ao dos principais modelos realisticos, descrevemos alguns algoritmos
béasicos de comunicacao para ilustrar o funcionamento de cada modelo.

Sob estes modelos, consideraremos que um algoritmo A para um dado problema de
tamanho n é dtimo se a razao entre Ty(n,p) - p e Ta-(n), onde T4 é o tempo paralelo do
algoritmo, p o nimero de processadores e T4~ é o tempo do melhor algoritmo seqiiencial
conhecido para o problema, é limitada por uma constante c. Isto é,

TA(n)p)

I =

C
Tp(n) ~— p

2.1 Modelo BSP

O modelo BSP (Bulk Synchronous Parallel) proposto por Valiant [Val90], é um dos
principais modelos realisticos. Este modelo é pioneiro em incorporar os custos de co-
municagao, através de parametros, como caracteristica do modelo. O objetivo principal
deste modelo é servir de modelo ponte entre o desenvolvimento de algoritmos e o mundo
do hardware. Segundo Valiant, este requisito é fundamental para um modelo que deseja
desempenhar o mesmo papel do modelo RAM na computacao seqiiencial.

Uma maquina BSP consiste de p processadores cada um com sua memoria local. Os
processadores se comunicam através de algum meio de interconexao, gerenciados por um
roteador com facilidade de sincronizagao periodica global. Este roteador nao possui ne-



Modelos Paralelos Realisticos

nhuma facilidade de duplicagao, composicao ou broadcasting. O modelo possui os seguintes
parametros:

e L: periodicidade é o tempo minimo entre duas barreiras de sincronizacao.

e ¢: descreve a taxa de eficiéncia entre computagao e comunicagao, isto é, a razao entre
o nimero de operagoes computacionais locais realizadas por segundo por todos os
processadores e o niimero total de mensagens de tamanho fixo entregues por segundo
pelo roteador.

Um algoritmo BSP consiste de uma seqiiéncia de superpassos. Em cada superpasso os
processadores operam independentemente realizando computacoes locais e comunicagoes
globais através de operagoes de envio e recebimento. Em cada superpasso o roteador re-
aliza uma h-relagao, isto é, cada processador envia e recebe no méaximo h mensagens de
tamanho fixo. Para a realizagao de uma h-relagao, o tempo gasto é proporcional ao tempo
gasto para a realizacao de gh operagoes computacionais locais. Como na anélise seqiien-
cial, tempo e nimero de operacoes sao relacionados de forma proporcional, abusando da
precisao, dizemos que uma h-relacao é realizada em tempo gh. Uma mensagem enviada é
recebida no préximo superpasso. No final de um superpasso uma barreira de sincronizac¢ao
é realizada. Desta forma, L corresponde ao tempo minimo de um superpasso. O valor
de L pode ser controlado pelo algoritmo, ou mesmo em tempo de execugao. Claramente
o hardware fornece o limite inferior de L e a granularidade de paralelismo do algoritmo

fornece o seu limite superior.

O mecanismo de sincronizagao pode ser desativado de um subconjunto qualquer de
processadores de modo que estes processadores nao necessitam atrasar sua computacao
em funcao de outros. Contudo, eles continuam a poder trocar mensagens com qualquer
outro processador.

Valiant discute ainda a simulacao de algoritmos PRAM no modelo BSP. Esta simulagao
pode ser feita de forma 6tima considerando uma folga suficiente para os processadores e
o parametro g como sendo constante. Porém, a simulacao nao é recomendada quando g
é grande. Infelizmente, esta é a maioria dos casos das méaquinas paralelas atuais.

2.1.1 BSP*: BSP com Mensagens Longas

Uma extensao do modelo BSP foi proposto por Baumker et al.[BDadH98]. Nesta
extensao, chamada BSP*, foi adicionado aos parametros p, L e g um pardmetro B, que
é o tamanho minimo que uma mensagem pode ter, de modo a explorar completamente
a largura de banda do roteador. As mensagens menores que B sao tratadas como sendo
de tamanho B. Assim, o modelo gratifica a comunicacao em bloco. Isto se deve ao fato
de que o envio de grandes mensagens é geralmente suportado pelas méaquinas paralelas
atuails, e que o tempo de inicializacao de uma mensagem geralmente contribui em grande
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2.1 Modelo BSP

parte para o custo de comunicagdao. Sob este modelo, hd uma simplificacdo nos custos
de comunicagao. Considere, por exemplo, que cada processador envia varias mensagens
de tamanho total s para r processadores e recebe varias mensagens de tamanho total s’
de 7' processadores, entdo este tempo tem como limitante superior max{g - max{s/B +

rs'/B+1'}, L},

2.1.2 Rotinas Basicas de Comunicacao
Broadcast de um Elemento sob o BSP

Considere que um processador deva enviar uma mensagem para n localizacoes de
memoria divididas uniformemente entre os p processadores Py, P, ..., P,_;. Este operacao
pode ser feita em log,p superpassos, usando uma organizagao légica dos processadores
como uma arvore d-aria balanceada com a raiz em F,. Para isto, em cada superpasso
cada processador que ja possui o dado transmite d cépias, uma para cada filho.

O tempo gasto nesta operagao é dglog,p. Além disso, em cada componente sio
feitas n/p — 1 cdpias deste elemento em tempo O(n/p). O algoritmo é étimo se d =
O((n/(gplgp)lg(n/(gplgp)) e L = O(gd). A restricao em d implica n = Q(gplgp).

Broadcast de um Vetor sob o BSP*

Dado um vetor de tamanho n no processador F,, queremos enviar este vetor para
todos os demais processadores. Para este algoritmo, similar ao exemplo anterior, os pro-
cessadores sao organizados logicamente como uma arvore. Por simplicidade, aqui usamos
uma drvore bindria. Neste algoritmo, Py divide o vetor em min{n,lgp} pacotes de ta-
manho no méximo [n/lgp| e em cada superpasso i envia o i-ésimo pacote a seus filhos.
Paralelamente, cada processador que j4 recebeu o vetor transmite uma cépia para cada

filho.

Quanto a complexidade, o algoritmo realiza O(lgp) superpassos. Em cada super-
passo, temos tempo de comunicagao max{2g|[[n/lgp|/B], L} e tempo de processamento
max{[n/lgp], L}. Portanto, o algoritmo toma tempo total Ty.(n) = O(g9(n/B + lgp) +
Llgp+n).

Soma Prefixa sob o BSP*
Dados p vetores cada um de tamanho n, onde o vetor A; estd armazenado no proces-
sador Py, queremos computar, para cada ¢ € {0,...,n—1}, a soma prefixa Ag(i) + A, (1) +

-+ Ag(7) para 0 < k < p. Isto é, queremos a soma prefixa da i-ésima posicdo do vetor.

7



Modelos Paralelos Realisticos

s[0,7) s[0,7)

s[0,4)

a) b)
Figura 2.1: Algoritmo Soma Prefixa para 8 processadores. a) Primeira fase e b) Segunda
fase. S[a, b] denota a soma A4(2) + Agt1(2) + - -+ + Ap(2) para 0 < i < n.

Neste algoritmo, os processadores sao organizados logicamente como uma arvore binaria
de p folhas. Desta forma, neste caso cada Pj representa uma folha e um né interno da
arvore. Em cada superpasso um processador realiza as operagoes para um né e depois as
operagoes para uma folha. Este algoritmo estd dividido em duas fases. Na primeira fase,
a soma se move das folhas para a raiz e na segunda alguns célculos sao feitos no sentido da
raiz para as folhas. A Figura 2.1 mostra em mais detalhes um exemplo deste algoritmo.
Aqui também, o vetor é dividido em min{n,lgp} pacotes como no algoritmo Broadcast.

E facil ver que este algoritmo sua complexidade Tsp(n) igual a do algoritmo ante-
rior, pois sao O(lgp) superpassos com mesmo tempo de processamento e comunicacio do
Broadcast em cada superpasso.

2.2 Modelo CGM

O modelo CGM (Coarse Granularity Multicomputer) — Multicomputador com Gra-
nularidade Grossa — foi proposto por Dehne et al [DFRC93]. Um CGM(n, p) consiste de p
processadores, sendo o tamanho total da memdria O(n), onde n é o tamanho do problema
e cada processador possui O(n/p) memdria local. Os processadores podem ser conectados
através de um meio de intercomunicacao qualquer, rede de interconexao ou memdoria com-
partilhada. A memdria local é consideravelmente maior que O(1), por exemplo n/p > p.
Um algoritmo CGM consiste de computacao local alternada com rodadas de comunicacao
global. Em uma rodada de comunicagao uma tnica h-relacao é roteada (h = O(n/p)).
[sto é, cada processador envia e recebe mensagens de tamanho total O(n/p). O tempo de

8



2.3 Modelo LogP

um algoritmo CGM ¢é a soma dos tempos para rodadas de comunicagao e de computacao.

O modelo CGM pode ser visto como uma variante do modelo BSP. Comparado ao
modelo BSP, uma rodada de comunicac¢do/computagdo no modelo CGM é equivalente a
um superpasso no modelo BSP com h = gn/p, mas incluindo também a exigéncia de em-
pacotamento e granularidade grossa (aqui definida como memdria local consideravelmente

maior que O(1)).

Soma Prefixa sob o CGM

As operagoes mais bésicas de comunicagao, como broadcast e troca de mensagens sao
feitas facilmente no modelo CGM. Desta forma, vamos analisar o problema da soma prefixa
que € uma operacao mais complexa. Dados n elementos zg, x4, ..., z,_; distribuidos de
maneira uniforme e consecutiva entre os p processadores, computar S; =2 R 7; ® ... ®
z;, 0 <1 < n, para alguma operagao associativa ®. Supondo que cada operagao ® é feita
em tempo constante, um algoritmo seqiiencial leva tempo O(n) para resolver o problema.
Assumimos que n/p é um inteiro.

Em um algoritmo CGM, cada processador calcula a operacao ® para cada S;, 0 <17 <
n/p com seus n/p elementos, usando o algoritmo seqiiencial, e envia a Py, em uma rodada
de comunicacao, o resultado local S, /,. Em seguida, F; calcula a soma prefixa seqiiencial-
mente sobre os p valores recebidos, armazenando em y;, 0 < k < p, os resultados. Depois
disso, Py envia, em uma rodada de comunicagao, o valor de y; ao processador Py,;. Final-
mente, cada processador opera o valor recebido com cada um de seus resultados parciais
S; obtidos anteriormente. Claramente este algoritmo tem tempo de computagdo O(n/p)
e um numero constante de rodadas de comunicagao, sendo, portanto, étimo.

2.3 Modelo LogP

O modelo LogP [CKS*93] busca incorporar mais exatamente os atributos das maquinas
existentes. Este modelo é resultado do esforgo de diversos grupos de pesquisadores em
areas tedricas, de software e de hardware no sentido de se produzir um modelo tinico de

computacao paralela.

Os parametros do modelo sao dados por:

e [: limite superior da laténcia, tempo de espera suficiente para a comunicacgio de
uma mensagem ir de sua origem ao seu destino.

e 0: overhead, tempo que o processador fica comprometido na transmissao e recepgao
de cada mensagem. Durante este tempo o processador nao realiza nenhuma outra
operacao.
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e g: gap, intervalo de tempo minimo entre a transmissao ou recepcao de mensagens
consecutivas em um processador.

e p: O numero de processadores e médulos de meméria. O tempo é unitirio para
operagoes locais.

O modelo assume que a rede tem capacidade limitada, tal que, no méximo, |L/g]
mensagens possam estar em transicao entre quaisquer dois processadores ao mesmo tempo.
Se um processador tenta enviar uma mensagem que extrapole este limite, ele para e espera
até que a mensagem possa ser enviada.

Este modelo é semelhante ao BSP, divergindo do mesmo em dois aspectos. O primeiro
é a execucao assincrona. O parametro L é usado como medida de laténcia das mensagens.
O segundo é a introducao de um novo pardmetro o, que captura o tempo gasto por um pro-
cessador para colocar ou receber uma mensagem da rede. Este pardmetro mede o tempo
desperdigado pelo processador que nao pode ser medido através de técnica de laténcia
escondida. Devido as variacoes na laténcia, as mensagens enviadas por um processador
podem nao chegar a um mesmo destino na mesma ordem em que foram enviadas.

A escolha dos parametros representa um compromisso de capturar as caracteristicas de
maquinas reais e fornecer uma ferramenta razoavel para projeto e analise de algoritmos.
Os parametros nao sao igualmente importantes em todas as situagoes. Em alguns casos é
possivel ignorar um ou mais parametros.

Em algoritmos que trocam poucos dados, por exemplo, pode-se ignorar a largura de
banda e os limites de capacidade. Por outro lado, em algoritmos que enviam mensagens
muito longas, estas mensagens podem ser quebradas em blocos pela rede, tal que o tempo
de transmissao da mensagem é dominado pelos gaps inter-mensagens e a laténcia pode
ser desconsiderada. Em algumas maquinas o overhead domina o gap, assim g pode ser
descartado. Apesar do avango das arquiteturas paralelas, a possibilidade da eliminacao
do parametro o parece ainda prematuro.

O modelo encoraja o escalonamento cuidadoso de computacao e a sobreposicao de
computacao e comunicacao de acordo com os limites da capacidade da rede. Embora o
modelo esteja descrito em termos de maquinas de memdria distribuida, os algoritmos nao
necessitam explicitar operacoes de troca de mensagens. Algoritmos para memdria com-
partilhada podem ser implementados no modelo através de troca implicita de mensagem.

Tanto o modelo LogP quanto o BSP discutem a possibilidade de introduzir nos algo-
ritmos folgas paralelas. Ou seja, um algoritmo seria descrito para v processadores virtuais
e rodaria em p processadores fisicos, onde v é maior que p. Esta folga permitiria ao compi-
lador e ao processador explorar eficientemente a computacao. Por exemplo, com mais de
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uma tarefa por processador, caso uma tarefa fosse interrompida por uma espera de dados
remotos, o processador seria usado por outra de suas tarefas. Esta técnica, no entanto, é
limitada pela banda de comunicacao, podendo causar congestionamento de comunicacao,
e pela espera envolvida na mudanca de contexto, que oneraria demasiadamente o Sistema
Operacional.

2.3.1 LogGP: LogP com Mensagens Longas

O modelo LogP implicitamente possui um quinto pardmetro, o tamanho da mensagem
w. O LogP tem medido com grande precisao o desempenho de algoritmos quando sao
usadas mensagens curtas. Notamos, por outro lado, que muitas maquinas paralelas atuais
fornecem suporte especial para mensagens longas, como largura de banda maiores. O
modelo LogGP, que descrevemos nesta se¢ao, captura com mais exatidao as caracteristicas
de maquinas que suportam mensagens longas.

O modelo LogGP [AISS97] estende o modelo LogP com um modelo linear para men-
sagens longas. Ele busca capturar adequadamente tanto as caracteristicas de mensagens
curtas quanto de mensagens longas. Os modelos de comunicacao para mensagens longas
existentes, geralmente, modelam o tempo de envio de uma mensagem de n bytes por um
modelo linear ¢ = ¢y + ¢,.n, onde 5 é o tempo de inicializagdo e t, é o tempo por byte
[KGGK94]. Estes modelos nao refletem precisamente o envio de mensagens curtas, pois
juntam o overhead e a laténcia em um unico parametro tg.

A importéncia de incorporar em um modelo mensagens longas e curtas estd no seguinte
fato: alguns algoritmos podem ter seus desempenhos melhorados de uma forma direta,
com uma simples extensao. Porém, como veremos adiante, em alguns casos, para melhorar
o desempenho de um algoritmo 6timo para um modelo com mensagens curtas é necessario,
nao sé6 refazer o padrao de comunicagao como criar um novo algoritmo para o problema.

No modelo LogGP, o intervalo minimo entre mensagens g do LogP é dividido em dois
pardmetros. O parametro g que é alterado para refletir a reciproca da banda de comu-
nicagao por processamento quando sao enviadas mensagens curtas. Um novo parametro G
é incorporado para refletir a reciproca da banda de comunicagdo quando um processador
envia mensagens longas. Os demais parametros L, o e p sdo incorporados sem alteragoes,
além do parametro implicito w.

Em mdéquinas reais é mais claro definir G' como tempo por bytes. J& em andlises
independentes de maquinas pode ser mais interessante definir G como um intervalo por
item de tamanho w bytes. O modelo assume que o processador somente tem acesso a uma
mensagem apos o recebimento completo da mesma. O modelo assume, também, que em
um mesmo instante um processador pode receber uma tnica mensagem.

Como qualquer modelo, o LogGP nao captura todas as varia¢oes de arquiteturas. Por
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exemplo, somente redes com altos graus nos nés e baixo diametro possuem os pardmetros
G e L constantes. Os resultados experimentais mostram que o modelo LogGP captura os
aspectos de comunicagao mais importantes das maquinas paralelas atuais.

Veremos na secao a seguir, que o uso de mensagens longas pode mudar a estrutura do
préprio algoritmo e levar ao desenvolvimento de um algoritmo completamente diferente
do inicial, considerado étimo.

2.3.2 Rotinas Basicas de Comunicacao
Troca de n Mensagens sob o LogP

Uma transferéncia de uma palavra sob o modelo LogP consome tempo de L + 2o.
Quando n» mensagens sao enviadas de um processador para outro o tempo total é 20 +
(n+1)g+ L, pois apés a primeira mensagem o processador pode receber uma mensagem a
cada intervalo g. Esta andlise é valida também quando um processador envia n mensagens
para n processadores distintos. Neste caso o overhead de recebimento é distribuido entre
os processadores. Caso n processadores enviem mensagens para um tnico processador
a andlise ainda continua vélida, exceto que o tempo de recebimento é maior devido a
contencao na rede.

Vamos analisar agora um problema mais interessante. Suponha que dois processadores
troquem entre si m mensagens cada. Vamos assumir que ambos comecam enviando a
primeira mensagem ao mesmo tempo (isto implica que houve uma sincronizagio prévia).
Por L unidades de tempo, os processadores enviam uma mensagem a cada intervalo g.
Depois disso, o intervalo de envio de cada processador torna-se max{g, 20}, pois cada um
precisa também receber mensagens. Apds o envio de todas as mensagens, cada processador
volta a receber uma mensagem a cada intervalo g. Portanto, o tempo total para n trocas
é 2L +20+ (n —1— L/g) max{20, g}. Veja a Figura 2.2 onde tmaz = max{20,g}. Se a
méquina pode transferir w palavras a um custo compensador em uma tnica mensagem,
o tempo total pode ser melhorado para

Tiroca(n) = 2L + 20+ ([n/w] — 1 — L/g) max{20, g}.

Broadcast de n Itens sob o LogP

A versao mais simples deste problema é a difusao de um item. Dado um conjunto de p
processadores, a partir de um processador fonte Py, queremos distribuir p, possivelmente,
diferentes itens i, . ..,%,-1, cada %; para o processador destino Py, 0 < k < p. Sua versao
mais geral é a difusao de n itens, onde o processador fonte Py possui um conjunto de itens
Iy, ..., I,—1, cada um de tamanho n. O destino do conjunto [ é o processador P.
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Pl tmax tmax

tmax  tmax tmax g g

Figura 2.2: Troca de n mensagens entre dois processadores. tmax =max{g, 20}.

O algoritmo ¢ bastante simples. O processador Py envia cada um dos (p — 1)n itens
para seu destino como uma mensagem separada. Como esta é a forma mais ripida do
processador fonte enviar todos os itens, o algoritmo é Gtimo. Este algoritmo tem comple-
xidade ((p — 1)n — 1)g + L.

Broadcast de n Itens sob o LogGP

Quando podemos usar envio de mensagens longas, podemos agrupar virios itens em
uma unica mensagem de forma a explorar melhor a banda de comunicacdo da rede. Além
disso, podemos ter mais processadores ajudando a entregar itens a seus respectivos desti-
nos. Colocamos itens para processadores diferentes em uma tnica mensagem e o proces-
sador receptor se encarrega de entregar as mensagens recebidas que nio pertencem a ele
aos respectivos destinos.

Considere p poténcia de 2. Com n = 1, o algoritmo funciona da seguinte forma. No
inicio Py envia a F,/; todos os itens destinados aos processadores Lotos Ppjagts » - 3 Ppie
Assim os processadores sdo divididos em dois grupos de igual tamanho e o problema
é reduzido a dois subproblemas com a metade do tamanho. Resolvemos os subproble-
mas recursivamente, onde % € o processador fonte para o primeiro grupo e P2 para o
segundo. A generalizacao para n > 2 ¢ ficil. Em cada passo, o processador fonte sim-
plesmente envia metade de seus conjuntos de itens para o processador receptor, reduzindo
assim o problema a dois subproblemas com a metade do tamanho. Este algoritmo tem
complexidade max{L, g}(Igp — 1)+ L+ (p — 1)n — Igp.

Note que este algoritmo melhora o tempo de execugao as custas de aumentar o trafego
na rede, uma vez que um dado pode trafegar na rede mais de uma vez. Como os itens
devem ser armazenados nos nés intermediarios antes da retransmissio, este algoritmo usa
significativamente mais meméria local que o algoritmo anterior.
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Capitulo 3

Algoritmos de Ordenacao

Neste capitulo apresentamos dois algoritmos de ordenacio usando os modelos realisticos.
Na Se¢do 3.1 descrevemos um algoritmo LogP de ordenagdo baseado em um algoritmo
sequencial de ordenagdo por colunas. Na Secdo 3.2 relatamos um algoritmo BSP/CGM
que utiliza nimero de rodadas constante e tempo de processamento linear.

Dada uma seqiiéncia (ao, a1, .. ., a,) dizemos que ela é crescente se ag < a; < --- < a,,.
Esta seqiiéncia é decrescente se ag > a; > --- > a,. Dizemos que uma seqiiencia estd
ordenada se ela é crescente e ordenada decrescentemente se ela é decrescente.

3.1 Algoritmo LogP de Ordenacao por Colunas

Inicialmente descrevemos o algoritmo seqiiencial que fornece a base do algoritmo LogP
apresentado em detalhes a seguir.

3.1.1 Algoritmo Seqiiencial

O algoritmo seqiiencial e sua correcdo apresentados nesta secao sao descritos por Leigh-
ton [Lei85]. Seja @ a matriz r x s contendo n elementos a serem ordenados, onde rs = n,
slr e r > 2(s—1)%. Apés a execugdo do algoritmo, a posi¢io 7, j de @ conterd o g-ésimo
elemento da lista ordenada onde ¢ =i+ jr, 0<i<r, 0<j<s, 0<gq<rs. Dizemos
que rank(a) = g, se a é o g-ésimo elemento da lista ordenada.

O algoritmo possui oito passos. Nos Passos 1, 3, 5 e 7 os elementos de cada coluna
devem ser ordenados. Nos Passos 2, 4, 6 e 8 os elementos da matriz sio permutados. No
Passo 2, a permutacao corresponde a uma “transposi¢ao” da matriz da seguinte forma: os
elementos de cada coluna j preencherao seqiiencialmente as linhas jr/s, jr/s+1, ..., (7+
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1)r/s—1. Nesta operagao, cada coluna é colocada em 7/s linhas da matriz. A operacéo do
Passo 4 é a inversa da operacao do Passo 2, ou seja, os elementos das linhas Jr/s,jr/s +
1,...,(j + 1)r/s — 1 preencherdo seqiiencialmente a coluna j. Desta forma, os elementos
sao tomados linha por linha e distribuidos por colunas. Veja a Figura 3.1. A permutacéo
do Passo 6 corresponde a um deslocamento de |7/2| posigoes para frente nos elementos
de @ segundo a ordem da lista ordenada. No Passo 8 ¢ realizada uma operacio inversa i
do Passo 6. Abaixo segue uma descrigdo dos 8 passos do algoritmo.

[ a g n a b c [a g n | (o ; .
b h o d e f b h o - r
c i p Passo 2 g h i c i P Passo 6 . £ & s
d j q|=—1j 1 m d j qQ| =— a g N e
Passo 4 Passo 8
e 1 L n o P & 1 r b h o e
f m S q r S f m S c i P o
L a L i i J i J
a) D)

Figura 3.1: As operagoes de “transposicdo” a) e deslocamento b) e suas respectivas inver-
sas.

Algoritmo Ordenagao por Colunas

Entrada: S = (ag,01,...,0,-1) : n=1.5, 7 > 2(s — 1)

Saida: A seqiiéncia S ordenada com rank(a) =1 + jr.

Passo 1 Ordene cada coluna da matriz.

Passo 2 “Transponha” a matriz.

Passo 3 Ordene cada coluna da matriz.

Passo 4 “Destransponha” a matriz.

Passo 5 Ordene cada coluna da matriz.

Passo 6 Desloque os elementos |7/2] posigoes para frente de acordo com o rank.

Passo 7 Intercale, em cada coluna, a primeira com a segunda metade.
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Passo 8 Desloque os elementos |7/2] posi¢oes para tras de acordo com o rank.

A prova de correcao do algoritmo é dada em duas partes. Inicialmente vamos mostrar
que apés o Passo 4, cada elemento estd a uma distincia (s — 1)2, no méximo, de sua
posicao correta. Em seguida mostraremos que os Passos 5-8 completam a ordenacao.

Lema 3.1 Apds o Passo 4 do algoritmo cada elemento estd, no mdzimo, a uma distincia
(s — 1) de sua posigdo correta.

Prova. Considere um elemento z que estd na posicdo 7,5 de @ ap6s o Passo 3 (segunda
ordenagdo). Apés o Passo 4 o elemento z é enviado a uma posicao que corresponde ao rank
de 75+ 7 na lista ordenada. Da posicao de = depois do Passo 3, sabemos que z é maior ou
igual a pelo menos 7 + 1 elementos da coluna j. Seja a; o nimero desses 7 + 1 elementos
que vém originalmente da coluna & da matriz (antes da matriz ser “transposta”). Por

definicao temos que
s—1
14+ 1= Z aj..
k=0

Note que os elementos da k-ésima coluna depois do Passo 1 que aparecem na j-ésima
coluna depois do Passo 2 sao compostos do j-ésimo elemento da coluna k e a partir dali
de cada s-ésimo elemento da coluna k depois do Passo 1. Assim, temos que z é maior ou
igual a pelo menos (ax — 1)s+ j + 1 elementos na coluna k depois do Passo 1. Segue que

o rank de x é pelo menos

Slfax—Ds+5+1-1= 3 (ar—1s+ [ +1 -1
k=0 k=0 k=0

=(i+1)s—s*+s(i+1)—1=si+sj—(s—1)>2
Assim, a posicao de xz depois do Passo 4 é no mdximo
is+j—(si+sj—(s=1)°)=(s—1)?—j(s—1) < (s—1)*

além de sua posicao correta.

De forma similar podemos mostrar que o rank de z é no maximo si + sj. Assim, sua
posicao depois do Passo 4 é no maximo

si+sj—(is+7)=j(s—1)<(s—1)?

aquém de sua posicao correta.
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Lema 3.2 Dada uma maltriz Q.«s tal que todo elemento estd a uma distancia de no
mdzimo |r/2] de sua posicao correta, os Passos 5-8 do algoritmo ordenam os elementos

da matriz Q).

Prova. Considere uma matriz @, tal que todo elemento estd a uma distancia de no
maximo |r/2] de sua posi¢do correta. Cada elemento que depois da ordenacdo final
pertence a metade superior da coluna j, 0 < j < s, estd, inicialmente, na coluna j ou na
metade inferior da coluna j —1. Da mesma forma, cada elemento que depois da ordenacéo
final pertence a metade inferior da coluna j estd, inicialmente, na coluna j ou na metade
superior da coluna 7 + 1. Caso contrario, algum elemento poderia estar a uma distancia,
maior que |r/2] de sua posi¢ao correta.

Depois do Passo 5 (ordenagédo) cada elemento que pertence & metade superior da coluna
J estd na metade superior da coluna j ou na metade inferior da coluna j—1. Caso isto nao
fosse verdade e se tal elemento z estivesse na metade inferior da coluna 7, entdo z, todos os
elementos acima de z na coluna j e todos os elementos nas colunas 0,1,2,...,5—1 teriam
rank menor que 7j + /2, o que é impossivel j& que temos mais que 74 4 7/2 elementos.
Caso tal = estivesse na metade superior da coluna j — 1, entdo como = pertence & metade
superior da coluna j haveria no maximo 7(j—1)+(r/2) —1+4(r/2) = rj —1 elementos com
rank menor ou igual a 75 — 1, o que é também impossivel dado que temos 75 elementos.

Analogamente, podemos mostrar que depois do Passo 5, cada elemento que pertence
a metade inferior da coluna j estd na metade inferior da coluna j ou na metade superior
da coluna j + 1. Ou seja, os elementos que pertencem & metade inferior da coluna j ou
a metade superior da coluna j + 1 estdo em uma destas duas metades apés o Passo 5.

Portanto, os Passos 5-8 sao suficientes para ordenar os elementos de Q.
O

Desta forma, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.3 Dada uma matriz Q,«s tal que s|r e r > 2(s — 1)2, o algoritmo ordena os
elementos da matriz Q) em tempo O(srlgr).

Prova. A corregao segue dos dois lemas anteriores. As ordenagées tomam tempo O(r lg )
em cada coluna. No Passo 7 a intercalacao pode ser feita em tempo O(r) em cada coluna.
Os demais passos gastam tempo O(sr). Somando todos os tempos temos o resultado.

0
3.1.2 Implementacao sob o LogP

A implementagao do algoritmo de Ordenacao por Colunas no modelo LogP, realizada
por Dusseau et al. [DCSM96], alterna passos de ordenacao local com passos de comu-
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nicagao. Dois dos quatro passos de comunicagao usam comunicagao do tipo todos para
todos e dois usam comunicagao do tipo um para um. A distribuicio dos elementos entre os
processadores € direta. Cada processador j recebe a coluna 7 da matriz Q,ys. Assumimos
que n > p°.

Nos passos de comunicagao temos que o Passo 2, correspondente & “transposi¢ao”
da matriz, equivale a uma distribuigdo ciclica dos dados, ou seja, sob esta distribuicio
ciclica, o primeiro elemento é atribuido ao primeiro processador, o segundo elemento ao
segundo processador, e assim por diante. J& a operacdo inversa, realizada no Passo 4,
equivale a uma distribui¢do em blocos, ou seja, os primeiros 7/s elementos sdo atribuidos
ao primeiro processador, os segundos 7/s elementos para o segundo processador, e assim
por diante. As operagoes de deslocamento para frente, no Passo 6, sdo realizadas usando
comunica¢ao do tipo um para um, onde o processador P; envia a metade inferior de seus
elementos para o processador Pj1+1) mod p- Além disso, a primeira metade de cada coluna é
movida para a segunda metade e os elementos recebidos permanecem na primeira metade
da coluna. Na operagao de deslocamento para trds, Passo 8, cada processador P; envia
sua metade superior para o processador F;j_1) modp € O processamento local consiste de
mover a metade superior para a metade inferior da coluna e colocar os elementos recebidos
na metade inferior.

Quanto as operagoes locais é importante observar que depois da primeira ordenacio
os elementos estao parcialmente ordenados. Na segunda e na terceira ordenacdes ha p
listas ordenadas de tamanho n/p em cada processador, assim um merge em p listas pode
ser realizado. Na quarta ordenacao hd duas listas ordenadas de 7/2 elementos em cada
processador e uma intercalagao é certamente mais eficiente que uma ordenacao.

Complexidade do algoritmo

A complexidade de tempo do algoritmo é a soma dos tempos de seus oito passos
incluindo comunicag¢ao e computacao local.

T'total (T) 3>p) =3- Tsort (T) + 2- Tdistr (T,p) + Tshift(T) + Tmerge(r) -+ Tunshift('r)7
onde:
Tsort (T) = O(T lg T)
Tdistr (7‘, p) = (p - 1)Ttroca (T/p)
Tnerge(r) = O(r)
Tsnipe(r) = r/24+ 2L+ 20+ ([5%] —1 - L/g) max{g, 20}
Tunshire(r) = Tanapelr)-
Somando todas as parcelas acima temos

Tyotat(r,5,0) = O(rlgr +pL+ (r— L/g)(g + 0)).
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Observe que o envio de dados no Passo 2 empacota os elementos a serem enviados a um
mesmo processador em blocos contiguos de memdria antes da distribui¢do. As operacdes
de deslocamento consistem em enviar /2 elementos para um processador e receber r/2
elementos de um outro processador. Esta operagdo tem o mesmo custo que uma troca de
elementos, T}ocq, descrita na Secao 2.3.2.

3.2 Algoritmo BSP/CGM de Ordenacgao

Baseado no algoritmo de Goodrich [Goo96] para o modelo BSP, Chan e Dehne [CD99]
desenvolveram um algoritmo paralelo de granularidade grossa deterministico bastante
simples para a ordenacao de inteiros no intervalo 1,...,n° para alguma constante fixa
c. Bste algoritmo toma 6 rodadas de comunicacées e O(n/p) computagoes locais, requer
n/p > p* e cada processador dever ter memoria O(n/p). O algoritmo toma n/p elementos
por processador.

Este algoritmo BSP/CGM de ordenacao utiliza as idéias de amostragem deterministica
aliadas a0 método do radixsort para a ordenagao seqiiencial. Primeiramente, cada proces-
sador ordena seus n/p elementos usando o radixsort. Em seguida, tira uma amostragem
local de p—1 elementos em intervalos regulares. Todos os processadores enviam sua amos-
tragem para o processador F%. O processador Py, por sua vez, ordena os p(p—1) elementos
recebidos, seleciona uma amostragem global de p — 1 elementos em intervalos regulares e
distribui esta amostragem para todos os processadores. Na seqiiéncia, cada processador
particiona seus elementos em p blocos de acordo com a amostragem global recebida. Cada
processador fica responsdvel por um bloco. Em uma h-relagao, todo processador envia
seus blocos aos processadores responsaveis por estes blocos. Finalmente, uma ordenacao
local dos blocos recebidos é suficiente para completar a operacéo.

Algoritmo BSP /CGM Ordenagao

Entrada: Conjunto de elementos representado por um vetor uniformemente distribuido
entre os processadores.

Saida: O vetor ordenado.

Passo 1 Cada P} ordena localmente seus n/p elementos usando o radixsort.

Passo 2 Cada Pj seleciona de seus elementos uma amostragem local de p — 1 elementos
de rank (k+1)n/(p>*—p), 0 < k < p—1. Todos os p—1 elementos sdo enviados

para Fj.

Passo 3 P, ordena seus p(p — 1) elementos recebidos no passo 2 usando o radixsort e
seleciona uma amostragem global, o vetor sample, de p — 1 elementos de rank
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3.2 Algoritmo BSP/CGM de Ordenacao

Passo 4

Passo 5

Passo 6

Passo 7

kp, 0 < k < p— 1. Todos os p — 1 elementos sdo enviados para todos os
processadores.

Cada Py, depois de receber a amostra global sample, particiona seus n/p ele-
mentos em p blocos By, ..., By ,_1 de acordo com a amostra do vetor sample.
Cada bloco By;, 0 < i < p — 1, contém os elementos de P, com valores entre
sample(i — 1) e sample(z). O bloco By contém os elementos de P, com va-
lores menores que o primeiro elemento de sample e o bloco By p—1 contém os
elementos de P, com valores maiores que tltimo elemento de sample.

Cada Py envia By, ; para o processador P, em uma h-relacao.

Seja Ry, o conjunto de elementos recebidos por P, no passo 5. Cada Py ordena
sequencialmente I;, usando o radixsort.

Para distribuir os elementos igualmente entre os processadores, uma operacao
de balanceamento é realizada. Esta operagao consiste dos seguintes passos:
7.1 Cada P envia para Py o valor |Ry|.

7.2 B calcula para cada processador P, um vetor A de p elementos indicando
quantos de seus elementos serdo enviados para o respectivo processador.

7.3 Em uma h-relacao, Py envia Ay, 0 <k < p — 1 para cada P,.

7.4 Cada P, baseado em seu A, recebido pode realizar um balanceamento,
enviando A(7) de seus elementos para P;.

Teorema 3.4 O algoritmo ordena n inteiros, dentro de um intervalo 1, .. ., 1%, para al-
guma constante c, armazenados em p processadores, n/p elementos por processador, onde

n/p > p?.

local.

Além disso, o algoritmo gasta 6 rodadas de comunicacio e O(n/p) computacdo

Prova. A corregao do algoritmo segue da combinacio do método deterministico de or-
denagao por amostragem com o radixsort para ordenagao seqiiencial. Seja Sk 0 conjunto
de elementos em Py, no fim do Passo 1 com rank entre in/(p? —p) e (i +1)n/(p? —p), 0 <
¢ < p— 1. Observe que cada Ry contém no maximo 3p conjuntos Si j-

Quanto a complexidade, a quantidade de meméria local e de computacao local sao
limitadas pelo radixsort seqiiencial. Para a comunicagdo, observe que os Passos 2 e 3
realizam uma p?-relagdo cada. Isto ndo fere as restri¢es de memoria, pois n/p > p?. O
Passo 5 realiza uma (n/p)-relagdo e o Passo 7 realiza duas p*-relagdes e uma (n/p)-relagio.

O
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Algoritmos de Ordenacao

Chan e Dehne descrevem ainda um algoritmo de ordenacdo para o caso que n/p > p.
A idéia bésica deste algoritmo consiste em particionar os p processadores em /P grupos
G1,Ga, -+ ,G 5 com /p processadores cada. A principal tarefa consiste em permutar os
elementos de tal forma que todos os elementos armazenados nos processadores do grupo G;
sejam menores ou iguais a todos os elementos armazenados nos processadores dos grupos
G; para todo ¢ < j. Em cada grupo podemos, assim, aplicar o algoritmo BSP/CGM que
descrevemos nesta secdo sem ferir as restrigoes de meméria do modelo. Para mais detalhes
deste algoritmo, veja [CD99].

No Capitulo 6 descrevemos os resultados experimentais de nossa implementagao do
algoritmo de ordenagao descrito nesta secao.
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Capitulo 4

Algoritmos para Grafos de Grau
Limitado

Neste capitulo descrevemos dois algoritmos usando o modelo BSP/CGM para proble-
mas em grafos cujo grau maximo é A. O primeiro problema, discutido na Secao 4.1, trata
de encontrar uma (A + 1)-coloracdo de vértices neste tipo de grafo. O segundo problema
esta relacionado com a coloracao de vértices. Este problema, apresentado na Secao 4.2,
trata de encontrar um conjunto independente maximal. Estes problemas quando estuda-
dos para um grafo em geral estdo entre aqueles que, embora haja um algoritmo seqiiencial
trivial eficiente, nao possuem algoritmos tdo simples e eficientes em paralelo.

Os algoritmos descritos nas secoes seguintes fazem uso da técnica de coin tossing
deterministica desenvolvida por Cole e Vishkin [CV86]. Esta técnica é um método de
atribuir um rétulo a cada elemento de um conjunto de forma deterministica usando para
isto informagoes sobre a representagao bindria dos elementos. Em geral, os algoritmos que
usam esta técnica assumem que a operacao de encontrar o primeiro bit menos significativo
onde dois inteiros diferem pode ser realizada em tempo constante. Neste capitulo usamos

a mesma hipdtese.

4.1 Coloracao de Vértices

Nesta secao tratamos do problema de encontrar uma (A + 1)-coloragao em um grafo
cujo grau maximo é A. Os algoritmos apresentados neste capitulo sio uma adaptacao
para 0 modelo BSP/CGM dos Algoritmos PRAM de Goldberg et al[GPS8S].

Uma coloragao de um grafo G' é uma atribuigdo C : V' — I de inteiros nao negativos
(cores) para os vértices de V. Uma coloragdo é vdlida se quaisquer dois vértices adjacentes
de G possuirem cores diferentes. Dizemos que uma coloracao valida de G é uma k-
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Algoritmos para Grafos de Grau Limitado

coloracao se esta coloragao pinta todos os vértices do grafo G' com no maximo k cores.

Dado um grafo G' = (V, E), uma pseudo-floresta G' = (V, E') de G é um grafo dirigido,
com E' C F, onde cada vértice tem grau de saida no mdximo 1. Adicionalmente, é
definido para cada vértice v € V' o vértice pai(v) que corresponde ao vizinho de v em G’
correspondente ao arco saindo de v. Caso nao exista tal arco, dizemos que v é uma raiz
e fazemos pai(v) := v.

No que segue usamos a seguinte notagao:

lg(l) x =lgz
g9z = IglgtV ¢
lg*z = min{i|lg® z < 2}.

4.1.1 Etapas do Algoritmo BSP/CGM

Dado um grafo G = (V, E) representado por sua lista de adjacéncia, cada processador
Py, 0 <k < p, onde p é o nimero de processadores disponiveis, possui como entrada um
conjunto de O(n/p) vértices e as respectivas arestas incidentes a estes vértices, onde n é o
numero de vértices do grafo G. Por simplicidade, assumimos que o conjunto V é dado como
uma seqiiéncia de inteiros de 0 até n—1. Denotamos por Ve, = {kn/p, ..., (k+1)n/p—1}
e por Ep, respectivamente, os vértices de V' e as arestas de E atribuidos ao processador
Py.. Seja A o grau maximo dos vértices de G.

Em uma fase de pré-processamento, as arestas do grafo de entrada G sdo todas re-
arranjadas na forma de arcos em no maximo A pseudo-florestas G;, 0 < 7 < A. Para
determinar uma pseudo-floresta G; a partir de G, cada Pj, para cada v atribuido a P,
insere em G a i-ésima aresta {v, w} com v > w adjacente a v, se existir tal aresta, como
um arco (v,w). Isto é, pai;(v) = w. Caso nao exista tal aresta, v é uma raiz e tem
pai;(v) = v. Note que para cada par {v,w} na lista de adjacéncia de v com v < w
sabemos que v = pai;(w). Esta informacdo é usada pelo processador quando do envio
da cor de v para o processador cujo w foi atribuido. Este procedimento para determinar
as pseudo-florestas pode ser realizado em tempo O(n/p) sem custo de comunicacio. Nos
algoritmos que seguem assumimos que esta fase de pré-processamento ji foi realizada.
Denotamos por C? a cor de um vértice v em G; e por Ci(j) o j-ésimo bit da representacao
bindria da cor de v em Gj.

A primeira etapa do algoritmo pinta cada uma destas pseudo-florestas com trés cores.
Apbs esta etapa, temos A pseudo-florestas distribuidas entre os p processadores, cada uma
pintada com trés cores. Inicialmente fazemos G' = Gy. A partir deste ponto, para cada
pseudo-floresta G;, 1 <14 < A inserimos os arcos de G; em G’, e obtemos uma 3(A + 1)-
coloragio de G'. Em seguida, transformamos esta 3(A + 1)-coloragdo em uma (A + 1)-
coloragao no grafo combinado G'UG;. Repetimos esta operacao para toda G;, 1 <1i < A
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4.1 Coloragao de Vértices

até determinarmos uma (A +1)-coloragao de G. Na Secédo 4.1.2 descrevemos um algoritmo
BSP/CGM para pintar A pseudo-florestas cada uma com 3 cores e na Secdo 4.1.3 um
algoritmo BSP/CGM que dadas A pseudo-florestas G;, 0 < i < A cada uma com uma
3-coloragao determina uma (A + 1)-coloragao em G = |J G;.

4.1.2 3-Coloracao de Pseudo-Florestas

Este algoritmo BSP/CGM pinta A pseudo-florestas G;, 0 < i < A cada uma com 3
cores. As pseudo-florestas estdo distribuidas entre os p processadores conforme descrito na,
fase de pré-processamento dada na Segao 4.1.1. Primeiro, as pseudo-florestas sdo pintadas
com 6 cores como segue. Para cada G;, dado um vértice v de cor C?, sejam j? o indice da
menor posicao da representagao bindria da cor de v que difere da representacdo bindria da
cor de seu pai, e C?(j2) o valor do bit nesta posi¢ao. A 6-Coloracdo das pseudo-florestas é
feita, comecando com uma coloragao valida qualquer e iterativamente reduzindo o nimero
de cores através do par (52, Ci(5i)). Este par, um vez calculado para cada vértice de G,
determina uma nova coloragdo valida. Estas iteragoes, realizadas simultaneamente para
todas as pseudo-florestas, param quando cada pseudo-floresta atinge uma 6-coloracao.
Depois disso, a 6-coloracdo das pseudo-florestas é reduzida para uma 3-coloracio em 3
etapas. Em cada etapa uma cor ¢ = 5, 4 ou 3 é removida. Para isso, pintamos cada
vértice nao-raiz, em cada G; com a cor de seu pai, fazendo com que todos os filhos de um
vértice tenham a mesma cor. Em seguida cada vértice de cor ¢ escolhe para si a menor cor
ausente em seu pai e em seus filhos. As raizes sdo pintadas com a menor cor disponivel

diferente de sua cor corrente.

Algoritmo BSP/CGM 3-coloragao de pseudo-florestas

Entrada: Cada Py com n/p vértices de cada G; e suas respectivas arestas e [ = [lgn].

Saida: Cada pseudo-floresta G; com uma 3-coloracio.

Passo 1 Cada Pj para cada G;, 0<i< A ewv € Vp, faz C :=v.
Passo 2 Cada P, reduz a coloragao executando os passos abaixo enquanto [ > 3.

2.1 Aplique o Procedimento Reduz_Cores descrito abaixo obtendo uma nova
coloragao vélida para cada GG; e um novo valor /.

2.2 ParacadaG;, 0 <i < Aev € Vp, receba a cor de pai;(v) dos processadores
cujo pai;(v) foi atribuido.

Passo 3 Cada P aplica novamente o Procedimento Reduz_Cores descrito abaixo obtendo
uma nova coloracgao valida para cada G; e um novo valor [.
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Algoritmos para Grafos de Grau Limitado

Passo 4 Cada P para cada G; reduz a 6-coloragao para uma 3-coloracio executando os
passos abaixo para ¢:= 5,4 e 3.

4.1 ParacadaG;, 0 <1< Aewv € Vp, receba a cor de pai;(v) dos processadores
cujo paz;(v) foi atribuido. Em seguida faga Cf,, := Ci.

4.2 Para cada G;, 0 <1< A ewv € Vp, pinte v com a cor de pai;(v).

4.3 ParacadaG;, 0 <1< Aewv € Vp, receba a cor de pai;(v) dos processadores
cujo pai;(v) foi atribuido.

4.4 Para cada vértice v de cor ¢ pinte v em G; com a menor cor diferente da
cor de pa;(v) e de Cj,.

Procedimento Reduz_Cores

Entrada: Cada P com n/p vértices de cada G; e suas respectivas cores e o valor de I.

Saida: Cada pseudo-floresta G; com nova coloracao vélida.

1: parav € Vp, e G;, 0 <1 < A faca

2 se v éraiz de G; entao

3 JE =10

4 b;~:= C(0)

5:  senao

6 = mingj | G(j) # Chain ()}
7 b = Cy(4;)

8
9

Observe que no algoritmo acima, o envio e recebimento de cores pode ser feito em uma
rodada de comunicagao, uma vez que todos os processadores sabem a localizacio do pai
e dos filhos de cada vértice. Além disso, este algoritmo trabalha simultaneamente com
um conjunto de A pseudo-florestas, utilizando desta forma, granularidade grossa para a
comunicacao entre os processadores.

Correcao e Complexidade do Algoritmo

Teorema 4.1 O Algoritmo BSP/CGM 8-coloragao de pseudo-florestas produz uma 3-
coloragio de A pseudo-florestas em O(lg* n) rodadas de comunicagio e tempo de com-
putacio O(n/p(A +1g*n)).

Prova. Primeiramente demonstramos, por inducdo, que o Passo 2, produz uma 6-
coloragao, em seguida mostramos que o Passo 4 reduz a 6-coloragao para uma 3-coloracao.
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4.1 Coloracao de Vértices

Inicialmente, cada v € V recebe C! = v. Trivialmente uma coloracio vélida. Assim,
indutivamente, assumimos que uma coloracao C é vélida imediatamente antes do Passo 2.1
(Procedimento Reduz_cores). Vamos mostrar que a coloracio é vdlida imediatamente apods
este passo. Sejam v e w dois vértices adjacentes em G; tal que v = pat;(w). Pelo
Procedimento Reduz_cores, v escolhe algum indice ¢ tal que Ci(t) # C;m.i(v) (t). A nova cor
de w é (5, C% (7)) e a nova cor de v é (¢, C(t)). Caso j # ¢, as novas cores dos vértices sao
diferentes. Caso contrdrio j = t, e pela definigao de j, C(j) é diferente de C% (5). Assim,
novamente as cores sao diferentes. Segue que a coloracao é valida.

Vamos mostrar agora que o Passo 2 efetua O(Ig*n) rodadas. Em cada iteracdo, no
Passo 2.2, cada processador busca An/p cores, para cada G; a cor do pai de cada um dos
vértices atribuidos ao processador. Seja I, o nimero de bits na representacio de cores
depois da h-ésima rodada. Para h = 1 temos

h=[lgl] +1 < 2[lgl],

se [lgl] > 1.
Assuma que para algum h tenhamos I, ; < 2[lg"D (] e [1g™ ] > 2. Entéao

h=gl1]+1 < ig2lg® VD] +1 < 2[1g™ 1.

Portanto enquanto [lg(h) Il > 2 teremos I, < 2[lg(h) []. Assim o nimero de bits
decresce por O(lg* n) rodadas até I, ter o valor 3. Com mais a chamada do Procedimento
Reduz_Cores do Passo 3 temos uma 6-coloragao: 3 possiveis valores para o indice Jie?2
possiveis valores para o bit b!.

Para mostrarmos que cada uma das trés iteragées do Passo 4 produz uma coloracao
valida, basta notar que com o deslocamento da cor do pai para todos seus filhos, cada
vértice serd adjacente a vértices com duas cores: a de seu pai e a de seus filhos. Como
cada vértice escolhe a menor cor diferente de ambas e a raiz recebe a menor cor que difere
de sua cor anterior, portanto a coloragdo sera valida. Como cada iteracdo realiza uma

rodada de comunicagao segue o resultado.
0

4.1.3 (A + 1)-Coloragao

Nesta segao estabelecemos um algoritmo BSP/CGM que, dadas A pseudo-florestas
Gi = (V,E"), 0 <i < A com uma 3-coloragdo cada, determina uma (A + 1)-coloracio
em G = |JG;. Inicialmente inserimos cada arco de Gy como uma aresta em um grafo
G' que possui a mesma coloragao de Gy. A partir deste ponto, para cada pseudo-floresta
G;, 1 <7 < A inserimos os arcos de GG; como arestas em G, e obtemos uma 3(A +1)-
coloracao vélida de G’ pela concatenacao das cores de G; com as cores de G'. Como cada
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Algoritmos para Grafos de Grau Limitado

cor forma um conjunto de vértices dois a dois nao adjacentes em G’, podemos pintar cada
vértice deste conjunto independentemente dos demais. Isto pode ser feito da seguinte
forma: para cada um dos, no méximo, 3(A + 1) conjuntos de mesma cor escolhemos, para
cada um de seus vértices, uma das cores entre 0,...,/A ausente nos vizinhos de v. Este
passo é repetido para toda G;, 0 < 7 < A de forma a incrementar G’ até serem inseridas
todas as aresta de G. Assim, com A 41 destes passos obtemos uma (A + 1)-coloracio de
G.

Algoritmo BSP/CGM (A + 1)-coloragao

Entrada: Cada Py possui n/p vértices de G;,0 < 7 < A e suas respectivas arestas E};k.

Saida: O Grafo G’ com uma (A + 1)-coloragéo.

Passo 1 Cada P inicializa G’ := (Vp,, E3, ) com a coloragio C := C°.

Passo 2 Cada P para cada G;, 0 < i < A realiza os seguintes passos:
Insira os arcos de G; como arestas em G'.
para j := 0 até A faca
para [ :=1 até 2 faga
para v € Vp, faca
se C(v) =j e C*(v) = entao
C(v) :==max{{0,1,..., A} — {C(w)|{v,w} € E'}}
Para cada v € Vp, receba as cores dos vizinhos de v em G’ dos processa-
dores cujo pai;(v) foi atribuido.

Correcao e Complexidade do Algoritmo

Teorema 4.2 O algoritmo BSP/CGM (A+1)-coloragao produz uma (A+1)-coloragdo de
um grafo com graw mdzimo A em O(A?) rodadas de comunicacdo e tempo de computacdo

O(A3n/p).

Prova. A correcao segue do fato que em cada rodada cada cor forma um conjunto dois
a dois nao adjacente em G’ e podendo, portanto, cada um destes conjuntos ser pintado
independentemente dos demais.

Quanto & complexidade de tempo, o algoritmo realiza no maximo 2(A + 1) rodadas
para cada uma das A pseudo-florestas, totalizando no maximo 2(A?+ A) rodadas. Como
em cada uma destas rodadas o algoritmo faz consultas a, no méximo, A vizinhos para
cada vértice atribuido ao processador, entao o tempo de computagao total é O(A3n/p).

o

28



4.2 Conjunto Independente Maximal

Considerando os Teoremas 4.1 e 4.2 temos o resultado seguinte.

Teorema 4.3 Podemos produzir uma (A + 1)-coloragdo de um grafo com grau mdzimo
A em O(lg"n + A®) rodadas de comunicagio e tempo de computagio O(n/p(A® + 1g* n)
usando o modelo BSP/CGM.

O

4.2 Conjunto Independente Maximal

Um conjunto independente de um grafo é um conjunto de vértices no qual nio ha
arestas conectando quaisquer dois vértices deste conjunto. Um conjunto independente
¢ maximal se nao houver nenhum outro conjunto independente maior que o contenha.
Um algoritmo para encontrar um Conjunto Independente Mazimal pode ser usado para
resolver uma série de problemas em redes, tais como: eleicao, solucao de deadlocks e
projetos de redes de comunicagao mével. Nesta se¢do, mostramos como podemos encontrar
um Conjunto Independente Maximal em um grafo de grau limitado no modelo BSP/CGM.

Dada uma (A + 1)-coloragdo de um grafo com n vértices, podemos encontrar um Con-
Junto Independente Maximal deste grafo fazendo iteragdes sobre suas cores. Depois da
coloragao, noés iteramos sobre o conjunto de A + 1 cores selecionando os vértices rema-
necentes da cor corrente, adicionando-os ao conjunto independente e removendo todos os
seus vizinhos do grafo.

Teorema 4.4 Dado um grafo de grau A, um Conjunto Independente Mazimal pode ser
encontrado no modelo BSP/CGM em O(lg" n + A?) rodadas de comunicacio e tempo de
computagao O(n/p(A3 + 1g* n)).

Prova. Usando o Teorema 4.3 o grafo pode ser colorido com A+1 cores com O(lg* n+A?)
rodadas de comunicagao e tempo de computacdo O(n/p(A?+1g* n). Depois da coloragio,
noés iteramos sobre o conjunto de A+ 1 cores selecionando os vértices remanecentes da cor
corrente, adicionando-os ao conjunto independente e removendo todos os seus vizinhos
do grafo. Pode-se mostrar por indugao que o conjunto assim produzido é um Conjunto
Independente Maximal. Em cada iteracdo as remogoes e inclusées de vértices podem
ser feitas em tempo O(n/p) com um nimero constante de comunicacdo. Assim, como o
nimero de cores é constante, segue o teorema.

O
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Capitulo 5

Algoritmos para Grafos Bipartidos
Convexos

Seja G = (V, W, E) um grafo bipartido, onde V e W formam a biparticdo dos vértices
e E' € o conjunto de arestas da forma (v, w), onde v € V e w € W. Um grafo bipartido
é convezo se ha uma ordenagdo dos elementos de W que satisfaz a seguinte propriedade:
se (v,w') € Ee (v,w") € E, com w' < w”, entio (v,w) € E para todo w' < w <
w". Neste capitulo vamos denotar [V| = n e [W| = m, além disso, por simplicidade,
assumimos que os conjuntos V e W sao dados como seqiiéncias de inteiros de 1 até n
e de 1 até m, respectivamente. Vamos também considerar, como é feito usualmente
no desenvolvimento de algoritmos para grafos bipartidos convexos, que a ordenacdo dos
inteiros que representam os vértices de W coincide com a ordenacdo de W mencionada
acima. Ademais, denotaremos o conjunto de inteiros {¢,%+1,..., 5} por [i, j].

O fato de estarmos assumindo que o conjunto W é dado de forma ordenada pressupoe
que o grafo sofren um pré-processamento. Uma forma natural de obtermos o conjunto
W ordenado ¢ através de algoritmos de reconhecimento de grafos bipartidos convexos.
Algoritmos seqiienciais e paralelos (CGM) para o problema de reconhecimento podem ser
encontrados em [BL76] e em [CCDP00], respectivamente.

Dessa forma, cada grafo bipartido convexo pode ser representado por um conjunto
de |V| triplas da forma (v, begin(v), end(v)), onde v € V, begin(v) e end(v) sdo, res-
pectivamente, o menor e o maior vértice de W adjacente a v. Assumimos que nio h4
vértices isolados em G. Esta representacdo é chamada de representacio compacta de G.
Na Figura 5.1 ilustramos um grafo bipartido convexo, sua representacido compacta e um
emparelhamento méaximo.

Neste capitulo apresentamos algoritmos BSP/CGM paralelos para alguns problemas
em grafos bipartidos convexos. A Secao 5.1 trata de fornecer algumas preliminares. Alguns
algoritmos seqiienciais sao apresentados na Secao 5.2. Na Secdo 5.3 descrevemos um
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Figura 5.1: Um grafo bipartido convexo, sua representacio compacta e um emparelha-
mento maximo indicado por arestas em negrito

algoritmo para encontrar um emparelhamento méximo, na Segdo 5.4 um algoritmo para
o Problema do Conjunto Independente Maximo e na Secao 5.5 tratamos do Problema do
Circuito Hamiltoniano. Descrevemos ainda, na Se¢io 5.6, um algoritmo para encontrar
todos os caminhos minimos em grafos bipartidos biconvexos.

5.1 Preliminares

Um emparelhamento M em um grafo G é um subconjunto de arestas de G tal que
quaisquer duas arestas de M nao sdo incidentes em um mesmo vértice. Um emparelha-
mento é dito mdzimo se tiver cardinalidade maxima. Um vértice que seja ponta de alguma
aresta de M é dito estar emparelhado por M. Um vértice que nao seja ponta de nenhuma
aresta de M ¢é chamado de livre em M. Se (v,w) € M, dizemos que v estd emparelhado
com w e vice-versa.

Definigao 5.1 Um emparelhamento M em um grafo bipartido convezo é dito guloso se
tem as sequintes propriedades:

1. se (v,w) € M entdo, para cada w' € W, com begin(v) < w' < w — 1, eziste v' € V
tal que (v',w') € M e end(v') < end(v);

2. sew € W € adjacente a um vértice livre v' € V, entdo eziste v € V, com end(v) <
end(v'), tal que (v,w) € M.

O nome guloso vem do fato de que podemos obter um emparelhamento percorrendo
ordenadamente os elementos de W e, para cada elemento w € W, dentre os vértices de V'
ainda nao emparelhados adjacentes a w, escolhe-se um v de menor end(v) e acrescenta-se
(v,w) a M. Este algoritmo é conhecido como Algoritmo de Glover [Glo67], que provou
que, de fato, o emparelhamento assim obtido é maximo. Dado um grafo bipartido convexo
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G = (V,W, E) na forma compacta, um algoritmo para o problema que roda em tempo
O(m + na(n)) foi descrito por Lipski e Preparata em [LP81]. Este algoritmo pode ser
melhorado para rodar em tempo O(m+n) usando uma versao especial dos algoritmos para
a uniao de conjuntos disjuntos (union-find) [GT85]). Um algoritmo com complexidade de
tempo independente do tamanho de W foi relatado por Gallo [Gal84]. Este algoritmo
tem complexidade de tempo O(nlgn). Na Secdo 5.2.3 desenvolvemos um outro algoritmo
que roda também em tempo O(nlgn). Outro algoritmo com complexidade de tempo
independente de m ¢ devido a Steiner e Yeomans [SY96] com tempo O(n). Este algoritmo
porém utiliza uma tabela de tamanho mn.

Na computagdo paralela, Dekel e Sahni [DS84] desenvolveram um algoritmo EREW
PRAM para o problema que roda em tempo O(lg’ n) usando O(n) processadores. Os em-
parelhamentos encontrados pelos algoritmos acima sio gulosos. Um algoritmo BSP /CGM
descrito por Bose et al. [BCDL99] para um tipo de grafo bipartido convexo especial é apre-
sentado em detalhes na Secao 5.3.1. Esse algoritmo é usado no caso geral, que esta descrito
na Secao 5.3.3.

O algoritmo da Segao 5.3.3 é, de fato, uma correcao no algoritmo BSP/CGM de Bose et
al. [BCDL99] para encontrar um emparelhamento méaximo em grafos bipartidos convexos.
Na Segao 5.3.2 descrevemos sucintamente os problemas encontrados neste artigo.

5.2 Algoritmos Seqiienciais para Emparelhamento

Nesta secao descrevemos alguns dos algoritmos seqiienciais para encontrar um empa-
relhamento em um grafo bipartido convexo G. Os algoritmos descritos aqui foram aqueles
utilizados em nossas implementagGes, exceto o Algoritmo de Glover que é descrito para
efeito de comparagao. O Algoritmo de Steiner e Yeomans [SY96] apesar de ter comple-
xidade de tempo O(n) utiliza uma tabela de tamanho nm. Desta forma nio pode ser
aplicado em nossos estudos, pois o conjunto W atribuido a algum processador pode ser
tao grande quanto {2(m), ferindo a restricao de meméria do modelo BSP/CGM que é
O((n +m)/p). O Algoritmo Emparelhamento por Intervalos da Segdo 5.2.3 foi preferido
ao Algoritmo de Gallo [Gal84] por ser de mais f4cil implementacéo.

Os algoritmos a seguir, para garantir a complexidade, assumem que os vértices de V' ja
estao ordenados pela fungao end. Isto implica em uma fase de pré-processamento. Nesta
fase a ordenacdo dos vértices de V' pode ser executada em tempo O(n) usando Radixsort
[CLR90, Cap. 9], caso m = O(n¢), para alguma constante ¢. Caso contrario, podemos
usar um algoritmo de ordenagdo padrao de tempo O(nlgn).
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5.2.1 Algoritmo de Glover

O Algoritmo de Glover [Glo67] consiste em percorrer um a um os vértices do conjunto
W. Em cada passo determina V;, os vértices do conjunto V' ainda nio emparelhados e
adjacentes ao w € W corrente. Caso V, nao seja vazio, seja v tal que v € V; e end(v) =
min;ey, {end(z)}. Isto é, v é o vértice de V ainda ndo emparelhado cujo end é o menor
possivel. O vértice w € W é emparelhado com v € V e v é removido do grafo. Caso V,
seja vazio, w é livre. Em seguida o algoritmo considera o préximo vértice de W.

A tarefa de maior custo deste algoritmo é organizar o conjunto V, e determinar o
elemento v de menor end entre os adjacentes ao vértice corrente w de W. Isto envolve
para cada w percorrer todos os vértices de V adjacentes a w. Claramente esta tarefa toma
tempo O(|E|). Este tempo pode ser melhorado para O(m + nlglgn) usando estruturas
de dados especiais, conforme observado em [LP81], que traz ainda uma prova simples da
correcao deste algoritmo.

5.2.2 Algoritmo de Lipski e Preparata

O Algoritmo de Lipski e Preparata [LP81] percorre os vértice de V' em ordem crescente
de end. Para cada v € V o algoritmo encontra o menor vértice w € W ainda nao
emparelhado para ser emparelhado com v. Em seguida w é removido e v incrementado

de 1.

Considere W, := {v € V | begin(v) = w}, 0 < w < m. Ou seja, W, é o conjunto
dos vértices de V' cujo begin é w. Para escolher o vértice w € W ainda livre para
ser emparelhado com v, o algoritmo mantém uma lista duplamente ligada, onde a cada
posigao esta associada uma drvore de conjuntos disjuntos W,, (também conhecido como
algoritmo union-find). Esta estrutura suporta as operagoes find(v) que determina o
conjunto contendo v e union(v,w) que efetua a uniao do conjunto que contém v com o
conjunto que contém w. Para cada v, o vértice w escolhido deve ser o begin(v) do grafo
corrente, isto é find(v). Devido a remocao de vértices de W, no decorrer do algoritmo a
funcao begin sofre alteracoes. A remogao de w do grafo é feita por meio do incremento de
begin(v) para todo v com begin(v) = w. Ou seja, ¢ realizada a unido de w e suc(w), onde
suc(w) é o sucessor de w na lista ligada, e w é removido da lista. Como algum v € V
pode tornar-se isolado, devemos verificar se find(v) < end(v) em cada iteracdo antes de
realizar o emparelhamento.

Considerando que a ordenagao pode ser feita em tempo linear, este algoritmo toma
tempo O(m +n) utilizando uma versao especial para o union-find [GT85]. Uma prova da
correcao deste algoritmo pode ser encontrada em [LP81].
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5.2.3 Algoritmo Emparelhamento por Intervalos

Utilizando a estrutura de dados de drvore de intervalo [CLR90, Cap.21], desenvolvemos
um algoritmo que roda em tempo O(nlgn) independente do tamanho de m. Uma drvore
de intervalo é uma arvore onde cada né estd relacionado a um intervalo. Nesta arvore,
além dos campos esq e dir indicando os filhos esquerdo e direito, cada né possui os campos
/, o primeiro elemento do intervalo, /, o dltimo elemento do intervalo, e maz, o valor de
[ do intervalo com maior final da subdrvore com raiz naquele né.

Inicialmente uma arvore de intervalo 7" é criada com um tnico né contendo o intervalo
[1,m]. O algoritmo percorre os vértices de V por ordem crescente de end. Paracadav € V
o algoritmo encontra o menor vértice de W ainda ndo emparelhado. Isto significa encontrar
o menor intervalo y de 7" que intercepta o intervalo [begin(v), end(v)]. Caso nao exista tal
intervalo, o vértice v é livre. Caso contrdrio, emparelha v com w = max{f(y), begin(v)}
e remova w do intervalo y. Apds esta remocao, o intervalo y deixa de existir, devendo
ser removido da drvore. Em seu lugar sao inseridos os intervalos y' = [f(y),w — 1] e
y" = [w+1,I(y)]. Note que caso w seja um dos extremos de y, ¥’ ou y” é vazio e apenas
um intervalo é inserido em 7.

As operagoes de insercao e remogao de intervalos na drvore podem ser encontradas em
[CLR90, Cap.21] e podem ser realizadas em tempo O(lgn).

A operagao de encontrar o menor intervalo interceptando [begin(v), end(v)] é bastante
simples e descrita a seguir.

Procedimento Busca Intervalo Minimo
Entrada: A raiz T’ da arvore de intervalo e o intervalo [begin(v), end(v)]

Saida: O intervalo minimo y

k=T

2: y:=NIL

3: enquanto z # NIL e maz(z) > begin(v) faga

4. enquanto z # NIL e (end(v) < f(z) ou l(z) < begin(v)) faca
5: se esq(x) # NIL e maz(esq(z)) > begin(v) entao
6 z = esq(z)

7 senao

8 x = dir(z)

9: se z # NIL entao

10: Y=z

11 z = esq(x)

12: Devolva y

E fcil de ver que este procedimento tem tempo O(lgn). Desta forma o algoritmo todo
toma tempo O(nlgn) independente do conjunto W. A correcdo do algoritmo é direta,
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pois a escolha do menor vértice livre de W ainda ndo emparelhado segue da correcao do
Algoritmo de Glover e claramente a drvore de intervalos, como descrita acima, implementa

esta idéia.

5.3 Algoritmo BSP/CGM para Emparelhamento

Seja M um emparelhamento em um grafo bipartido G = (V, W, E)). Associamos a cada
emparelhamento A/ uma fungao M tal que para cada (z,y) € M, M(z) =y e M(y) = z.
Além disso, se z € VUW ¢ livie em M, entdo M(z) = 0. Estendemos essa funcio
definindo, para X C VUW, M(X) como sendo o conjunto de vértices de X emparelhados
por M.

Definimos Vp, e Wp, como sendo, respectivamente, os subconjuntos de vértices de V
e de W atribuidos ao processador F;. Essa defini¢do é dindmica no sentido em que os
conjuntos Vp, e Wp, se alteram durante a execucao dos algoritmos. A nao ser quando
especificado de outra forma, o conjunto Wp, C W é o conjunto de todos os vértices
adjacentes a vértices em Vp,.

Para cada vértice v € Vp,, vamos supor que o processador P; tem acesso aos valores
da tripla (v, begin(v), end(v)) da representagdo compacta do grafo. Também suporemos
que o processador tem acesso ao valor de M(v) para os emparelhamentos envolvidos nos
algoritmos. Em termos de implementacao isso corresponde a alocar um registro para cada
vértice de V' com campos especificando os valores descritos acima. Sempre que houver
uma redistribuigao de vértices de V' entre os processadores, devemos supor que os registros
correspondentes sao redistribuidos.

5.3.1 Caso Especial

Trataremos nesta secao de computar um emparelhamento maximo usando o modelo
BSP/CGM para um caso especial de grafo bipartido convexo G = (V, W, E) onde cada
v € V tem begin(v) = [, para algum inteiro positivo [ fixo. Note que, se os vértices de V
estao ordenados pela fungao end, um algoritmo seqiiencial resolve o problema em tempo
O(n). Basta percorrer seqiiencialmente os vértices de V' e, para cada v € V, tentar colocar
(v,w) em M, onde w é o menor vértice livre de W. Caso w > end(v), entdo v serd um
vértice livre em M.

O algoritmo apresentado nesta segao foi descrito por Bose et al. [BCDL99] e roda em
tempo de computagao T(n/p,m/p) com O(1) rodadas de comunicagio, onde T} (n, m) é
o tempo do algoritmo de ordenacao seqiiencial. Este algoritmo serd usado no caso geral
que estd descrito na Secao 5.3.3.
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Algoritmo BSP/CGM Emparelhamento Especial

Entrada: Um conjunto de vértices V' de um grafo bipartido convexo para o qual, para
cada v € V, vale que begin(v) = [. Os vértices sao uniformemente distribuidos entre

os p processadores Fy, Py, ..., Pp_;.

Saida: Um emparelhamento guloso M = Ufz_ol M; distribuido entre os processadores.

Passo 1

Passo 2

Passo 3

Passo 4

Passo 5

Passo 6

Passo 7

Passo 8

Em paralelo, ordene os vértices de V' de acordo com a funcao end usando um al-
goritmo paralelo BSP/CGM. Empates sido quebrados pelos niimeros dos vértices.
Ao final deste passo os vértices de V estdo uniformemente distribuidos entre os
processadores por ordem crescente de end.

Cada P;, 0 <@ < p—1, define maz_end := max{end(v)|v € Vp.} e,sei < p—1,
P; envia esse valor para P;;.

Cada P;, 1 <1 < p — 1, define maz_end_ant como o valor recebido no passo
anterior. Cada P;, 0 <1 < p — 1, define my_begin := maz_end_ant + 1. O pro-
cessador Fy define my_begin :=[. Cada P; define Wp, := [my_begin, maz_end).

Cada P; determina seqiiencialmente um emparelhamento maximo guloso para
seus vértices, considerando como begin de cada vértice o valor my_begin. Sejam
Jree V; e free W; os nimeros de vértices livres de Vp, e Wp, respectivamente.

Cada P; informa os valores de free_V; e free_W; para os demais processadores.
Com os valores recebidos cada processador monta os vetores Free V[0,p — 1] e
Free W[0,p — 1].

Cada P; determina seqiiencialmente o valor de get, o nimero adicional de
vértices de W, além daqueles em [my_begin, maz_end], disponiveis para serem
emparelhados com vértices em Vp,. Esse valor é calculado em cada P; usando o
Procedimento Calcula_Get abaixo.

Cada P; redefine Wp, como sendo Wp, := [my_begin — get, maz_end).

Cada P;, calcula seqiiencialmente um emparelhamento méximo guloso para seus
vértices, considerando como begin de cada vértice o valor my_begin — get, ob-
tendo o emparelhamento M;.

Procedimento Calcula_Get
Entrada: Os vetores Free V[0,p — 1] e Free W|[0,p — 1] de P

Saida: get: o niimero adicional de vértices de W disponiveis para serem emparelhados
com vértices em Vp,
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se 1 = ( entao

devolva 0
get_ant := Calcula_Get(Free V, Free_W,i — 1)
se get_ant > Free V[i — 1] entao

min = Free V[i— 1]
senao

man = get_ant
get := Free W([i — 1] + get_ant — min
devolva get

Lema 5.2 A complezidade de tempo do Procedimento Calcula_Get é O(p).

Prova. Cada passo recursivo ¢é feito em tempo constante e, portanto, o procedimento

todo é executado em tempo O(z) = O(p).
O

No lema abaixo, considere my_begin;, my_end; e get; os valores de my_begin, my_end
e get determinados pelo processador P; durante a execugao do algoritmo.

Lema 5.3 O emparelhamento produzido pelo algoritmo BSP/CGM emparelhamento es-
pecial € um emparelhamento guloso.

Prova. Inicialmente, os vértices de V' sdao ordenados por end. Com isso, como o empa-
relhamento é guloso, os vértices em Vp, terdo maior prioridade a serem emparelhados do
que vértices em Vp,,,. Por construgao, os vértices em Vp, sdo os vértices de menor end
adjacentes a vértices em [my_begin;, maz_end;] e, portanto, sdo os vértices a serem prefe-
rencialmente emparelhados a vértices em [my_begin;, maz_end;]. Segue que os vértices de
Vp, emparelhados pelo algoritmo no Passo 4 continuardo a ser emparelhados, mas talvez
com vértices menores de W.

Vamos mostrar, por indugao em 7, que os vértices em Vp. devem ser emparelhados a
partir do vértice my_begin;—get; de W, e que portanto o emparelhamento M;, determinado
no Passo 8 do algoritmo, é correto.

Para ¢ = 0, como os vértices de Vp, sdo os de menor end, o emparelhamento M, estd
correto pois sao emparelhados a partir do menor vértice de W, o vértice L.

Vamos considerar agora um ¢ > 0. Por indugao, os vértices em Vp,_, foram empare-
lhados corretamente a partir do vértice my_begin;_, — get;_,. Portanto, get;_, vértices
adicionais de W foram disponiveis para serem emparelhados em vértices de Vp._,. Desse
modo, exatamente min{get; |, free_V;_,, } novos vértices de Vp. serdo emparelhados, res-
tando free Wi i + get; , — min{get;_y, free V;_,} vértices livres em [my_begin,_, —
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get;_1,maz_end;_;| que poderao ser emparelhados com os vértices em Vp.. E exatamente
esse valor que € calculado como get; pelo processador P; no Procedimento Calcula_Get, e
segue que os vértices em Vp, devem ser emparelhados a partir do vértice my_begin; — get;

de W.
O

Teorema 5.4 O Algoritmo BSP/CGM Emparelhamento Especial encontra um empare-
lhamento mdzimo em tempo Ts(n/p, m/p) e O(1) rodadas de comunicagio, onde Ty(n, m)
¢ o tempo de ordenagdo sequencial com n/p > p.

Prova. A corregao do algoritmo segue do Lema 5.3. Néao hé rodadas de comunicacio
nos Passos 3, 4 e 8. Nos demais passos o nimero de rodadas é O(1). Em cada passo
o total de mensagens trocadas é O(n/p). A ordenacao do Passo 1 pode ser feita em
tempo de computagao O(n/p) com nimero de rodadas constante usando o algoritmo
BSP/CGM para ordenar n inteiros no intervalo [1,m] de [CD99] descrito na Secdo 3.2,
caso m = O(n), para alguma constante c¢. Caso ndo haja limite para m, a ordenagdo
pode ser feita no modelo BSP/CGM em tempo de computagio O(nlgn/p) com nimero
- de rodadas constante usando o Algoritmo de Goodrich [Goo96]. A computacio local do
Passo 6 é O(p), pelo Lema 5.2. Para os demais passos a computacio local é O(n/p) e,

como n/p > p, segue o teorema.
O

5.3.2 O Algoritmo de Bose et al.

Como o algoritmo da Segao 5.3.3 faz uma corregéo no algoritmo BSP/CGM de Bose et
al. [BCDL99], nesta secao descrevemos sucintamente o algoritmo de Bose et al. e apre-
sentamos, como exemplo, dois casos que nao sao tratados adequademente pelo algoritmo.

Seguindo a notacao de Bose et al., para um dado grafo bipartido convexo G =
(V,W, E), seja I(G) o cojunto de |V| intervalos contendo para cada v € V um intervalo
I; = (li,7:), onde I; e r; s@o, respectivamente begin(v) e end(v) em W. Uma atribuicdo
dtima consiste de atribuir, para um nimero maximo de intervalos, um rétulo inteiro para
cada intervalo, de forma que cada rétulo esteja dentro daquele intervalo e que quaisquer
dois intervalos nao possuam o mesmo rétulo.

Note que o problema do emparelhamento méximo em G pode ser reduzido a encontrar
um atribuigao 6tima em /(G). A seguir, fazemos a descrigao do Algoritmo 3, para encon-
trar uma atribuicao 6tima em um conjunto de intervalos. Este algoritmo faz chamadas ao
Algoritmo 1 que corresponde ao Algoritmo BSP/CGM Emparelhamento Especial descrito
na Segao 5.3.1.
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Algoritmo 3

Entrada: Um conjunto de intervalos I(G) distribuido entre os p processadores.

Saida: Uma atribuicao 6tima.

Passo 1 Os intervalos sao ordenados por /; usando um algoritmo BSP/CGM.

Passo 2 Em seguida, os intervalos com mesmo [/; sao combinados em grupos. Todos os
grupos atribuidos a um tunico processador sao combinados em um tnico grupo,
gerando v < 2p + 1 grupos.

Passo 3 A cada grupo é associado um intervalo de controle (I;,7;) I =1,...,7, onde I;
é o menor [; do grupo e r; = Iy — 1, para 0 < I <y e 7, é 0 maior ;.

Passo 4 Cada processador resolve seqiiencialmente o problema para grupos de intervalos
que estao inteiramente dentro de um tinico processador.

Passo 5 Cada processador aplica o Algoritmo 1 para os grupos que sao atribuidos a mais
de um processador.

Passo 6 Os intervalos sao classificados em trés tipos: M, os intervalos rotulados com
rotulos menores ou iguais a rr; I, os intervalos nao rotulados e com end < Iy;
e T os demais intervalos. Sejam Mj, e T}, os intervalos do grupo da esquerda,
e sejam Mp e Tx os intervalos do grupo da direita, com intevalos de controle
(I,7) e (Ig,TRr), respectivamente. Usando o Algoritmo 1, resolva o problema
para T;, U My no intervalo (lg,7r) obtendo M, e T,. Defina o grupo com
M = M, U Mg, T := T, UTg e intervalo de controle (Iz,7g).

Passo 7 Repita o Passo 6 y vezes até obter um unico grupo com um conjunto de intervalos
rotulados.

Passo 8 Com um processo inverso aos passos anteriores, para cada grupo existente, seja
M o conjunto de intervalos rotulados. Sejam V = {v | v € M e begin(v) < Iy}
e W =V U M. Para obter dois grupos, divida M em M; e M}, onde M,
consiste apenas dos primeiros min{|W|,lgp — lp} de W e M} = M — Mj.

Passo 9 Repita o Passo 8 v vezes até obter os ¢ grupos do Passo 3.

Passo 10 Execute o algoritmo seqtiencial para aqueles grupos atribuidos a um tnico pro-
cessador. Para grupos atribuidos a mais de um processador, ajuste o /; de todos
os intervalos para o inicio do grupo e execute o Algoritmo 1.

Teorema 2 O Algoritmo 3 resolve o problema de atribuicio otima de rdtulos em O(lg p)
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rodadas de comunicagdo e tempo de computacdo O(Tseq(n/p,m/p) + n/plgp), onde Ty,

¢ o tempo seqiiencial para o problema.
]

Na andlise do Algoritmo 3 descrita no Teorema 2 que aparecem em [BCDL99], h4
a afirmacdo de que ocorrem O(1) chamadas do algoritmo de emparelhamento seqiien-
cial justificando o tempo O(Tseq(n/p,m/p)). De fato, hd duas chamadas do algoritmo
seqiiencial.

A primeira chamada do algoritmo seqiiencial ocorre no Passo 4 do Algoritmo 3. Devido
ao Passo 1, o niimero de intervalos em cada processador é O(n/p). Porém a quantidade
de vértices de W nestes intervalos pode ser tao grande quanto §2(m), ferindo a restricio
de meméria do modelo BSP/CGM que é O((n + m)/p). Para resolver este problema,
basta usar um algoritmo de emparelhamento que dependa apenas de n/p. Este é o caso
do Algoritmo de Gallo [Gal84] que tem completidade O(n/plg(n/p)).

A segunda chamada do algoritmo seqiiencial ocorre no Passo 10. Neste passo vemos
dois problemas. Primeiro, o nimero de intervalos que é redistribuido para um processador
poder ser tao grande quanto €2(n) ferindo a restricdo de memdria do modelo. Além disso,
novamente a quantidade de vértices de W nestes intervalos pode ser Q(m).

Decrevemos um exemplo que ilustra os dois problemas. Considere o seguinte grafo
com 5000 intervalos. Para 7 = 1,...,1000, (I, ;) = (1,5000). Para i = 2,...,1000,
(l; i) = (2,5000). Para i = 3,...,1000, (&) = (3,5000). Para i = 4,...,1000,

(L, 7:) = (4,5000). Para i = 5,...,1000, escolha intervalos arbitrarios (;,7;), com cada
l; > 5er; <5000.
Agora, suponha que temos 5 processadores para resolver o problema (P, ..., Ps, con-

fome notagao do artigo). Pelo Passo 1, os primeiros 1000 intervalos sdo atribuidos ao pro-
cessador 1, os 1000 intervalos seguintes para o processador 2 e assim por diante. Assim, te-
mos para o Passo 3 os seguintes intervalos de controle (controlled ranges): (I1,m1) = (1,1),
(12,7‘2) = (2, 2), (13,7‘3) = (3,3), (l4,'f‘4) = (4,4), (15, 7’5) = (5, 5000)

Desta forma o intervalo de controle para o processador 5 é muito grande, nio respei-
tando a restricao de memoéria do modelo BSP/CGM, tornado o Passo 4 invidvel. Conti-
nuando a simulagao do algoritmo, vemos que no Passo 10, o processador 5 precisa resolver
o problema do emparelhamento seqiiencial para 4996 intervalos. Além disso, o intervalo
de controle deste intervalos é (5, 5000).

5.3.3 C(Caso Geral

Seja G' = (V, W, E) um grafo bipartido convexo. Dado como entrada o conjunto V
uniformemente distribuido entre os p processadores P, P,. .., P,_; representando G, o
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algoritmo para encontrar um emparelhamento maximo guloso vai particionar V e resolver
recursivamente o problema para cada uma das partes. O conjunto V é particionado em

c— —1 ’ .
duas partes V; := U/ Vp, e V, := UPZVp, onde k := [p/2], de forma que cada vértice
em V; tenha o begin menor ou igual a cada vértice de V.

Uma vez encontrados os emparelhamentos M; e M,, respectivamente de V; e V,, temos
de obter o emparelhamento A para o grafo todo. Embora os vértices de V' emparelhados
por M; e M, sejam disjuntos o mesmo nao ocorre com os vértices de W, pois podem
existir vértices de W emparelhados por M, e M, e, portanto, M; U M, pode nio ser um
emparelhamento. Para corrigir isso, depois de encontrados M, e M, o algoritmo aplica o
Procedimento Ajusta Emparelhamento.

O Algoritmo BSP/CGM Emparelhamento Mdzimo, descrito abaixo, faz a ordenacio
dos vértices de V' e chama o Procedimento Emparelhamento Recursivo.

O Procedimento Emparelhamento Recursivo, por sua vez, determina M, e M,. Antes de
o Procedimento Ajusta Emparelhamento ser chamado, mais alguns calculos sio realizados.
Um conjunto 7" é determinado, consistindo de vértices de V' emparelhados por M, a
vértices de W que também podem estar emparelhados por M,. Mais precisamente, seja
R;, o menor vértice de W emparelhado por M,. Entao T é o conjunto de vértices de
V' emparelhados por M; com vértices de W maiores ou iguais a R;. Além disso, um
conjunto de arestas M; é determinado usando o Algoritmo Emparelhamento Especial para
vértices em V' = M,(V;) UT. Conforme resultado descrito por Dekel e Sahni [DS84], e
enunciado no Teorema 5.5, (M;(V;)\T)UM; (V") contém exatamente os vértices de V de um
emparelhamento mdximo guloso. O problema é que M, nao é um emparelhamento legitimo
em G. Podem existir arestas em A, que ndo estdo em FE, pois para encontrarmos M, os
valores da fungao begin sao alterados para valores menores do que os reais e alguns vértices
de V' podem acabar ficando “emparelhados” com vértices aos quais nao siao adjacentes.

Para corrigir essa situagao, o Procedimento Ajusta Emparelhamento é usado. Este

procedimento usa vérias propriedades discutidas em detalhes na prova de correcdo do
algoritmo.

Algoritmo BSP/CGM Emparelhamento M4ximo

Entrada: Um conjunto de vértices V' de um grafo bipartido convexo uniformemente
distribuido entre os p processadores Py, Pi, ..., P, ;.

Saida: Um emparelhamento guloso M = Uf:_ol M; distribuido entre os processadores.

Passo 1 Em paralelo, ordene os vértices de V' de acordo com a funcio begin usando
um algoritmo BSP/CGM. Empates sao quebrados de acordo com a funcao end.
Persistindo o empate, o desempate é decidido pelos nimeros dos vértices. Ao
final deste passo os vértices de V' estdo uniformemente distribuidos entre os
processadores por ordem crescente de begin.
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Passo 2 Em paralelo, obtenha um emparelhamento méximo guloso M; usando o Algo-
ritmo Emparelhamento Recursivo descrito a seguir.

O Algoritmo BSP/CGM Emparelhamento Recursivo e o Procedimento Ajusta Empa-
relhamento sao detalhados a seguir. E importante observar aqui que o valor de p deve
ser entendido como um parametro dessas fun¢ées. Na primeira chamada do Algoritmo
BSP/CGM Emparelhamento Recursivo, p é o nimero total de processadores disponiveis.
Porém, nas chamadas recursivas, p é o tamanho do grupo de processadores determinado
no Passo 2 do algoritmo.

Algoritmo BSP/CGM Emparelhamento Recursivo

Entrada: Um conjunto de vértices V' de um grafo bipartido convexo. Os vértices de
V' sao uniformemente distribuidos entre os processadores Py, P, ..., P, ; e estdo
ordenados de acordo com a funcao begin.

Saida: Um emparelhamento guloso M := U?_j M; distribuido entre os processadores.

Passo 1 Se p = 1, entao o processador resolve o problema seqiiencialmente e devolve o
emparelhamento M; encontrado. Para resolver o problema seqiiencialmente, se
|Wp| < c-|Vp,|, para alguma constante ¢ previamente fixada, o Algoritmo de
Lipski e Preparata [LP81] é usado; caso contrario, o algoritmo da Secio 5.2.3 é
usado.

Passo 2 Se p > 1, os processadores sao divididos em 2 grupos: Py, Py,...,Pi_; e Py,
Py, .-, Bpoy, onde k= [p/2]. Sejam V; := U} Vp, e V; := UPZ'Vp. Em
paralelo, cada grupo chama recursivamente este algoritmo, obtendo emparelha-
mentos M; := Uf;ol M, e M, = Uf:_,:Mri distribuidos entre os processadores.

Passo 3 Seja R; o nimero do menor vértice de W emparelhado por M,. O valor de R,
é calculado por P e divulgado entre os processadores.

Passo 4 Cada F;,1=0,...,k—1 determina um conjunto 7; definido como o conjunto de
vértices de V' emparelhados por M, com vértices de W com nimeros maiores
ou iguais a R;. Seja T := U JT;.

Passo 5 Em paralelo, os processadores aplicam o Algoritmo Emparelhamento Especial
para o conjunto 7'UM,(V;) considerando como begin de cada vértice o valor R;,
obtendo o emparelhamento M, := U?—_; M, distribuido entre os processadores.

Passo 6 Em paralelo, os processadores aplicam o Procedimento Ajusta Emparelhamento
descrito abaixo tendo como entrada 7', M,, M e o valor de R;. Como resultado,
cada P; obtém um emparelhamento guloso My,. Cada P; define M; := My, UM,,,
onde M,, é o emparelhamento resultante da remogio de arestas em M,, contendo
vértices de T'.
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A Figura 5.2 ilustra o funcionamento do Algoritmo BSP/CGM Emparelhamento Mdzimo.

Py Py Py Py
v | 73] 2]4 6| 1] 5][12 9] s [11] [14]107 13
begin| 1| 1] 1| 1 4] 4 4 91 9| 9] [12]12] 12
end| 2| 3| 4|6 6 | 8|10 11| |10| 11|13 | 12| 13] 13
M| 1|2|3|4||a]|5]|6]|7 9 |10 11| | 12| 13] -1
(1, 3] [4,8] [9,11] [12,13]
v | 713|241 5]12]6 9[8[ 11]14] 10
begin| 1| 1| 1| 1| a|4a] 46 9 9] 91212
end| 2| 3| 4| 4| 8|10]11 10| 11] 13| 12| 13
M| 1|2|3/4|5|6]7]|-1 9 10| 111213
[4,8] [12,13]
v | 7|3 2|al1]s5|12] 98] 11]14]10
begin| 1| 1| 1| 1|a|a|af o] 9] o]12]12
end| 2| 3|4 | 4| 8|10] 11 10][11]13]|12]13
M| 123|456 7]9]|10]11]|12]13

[9,13]

Figura 5.2: Ilustragao do Algoritmo BSP/CGM Emparelhamento Mdzimo executado com
4 processadores. Os valores entre colchetes definem o R; e o Rj;; — 1 de cada grupo.

Procedimento Ajusta Emparelhamento

Entrada: Descrita no Passo 6 do Algoritmo Emparelhamento Recursivo.

Saida: Um emparelhamento M := U’ M/, distribuido entre os processadores.
Passo 1 Cada F; define slice := (|M,| + |T'|)/p+ 1 e Wp, = [R; + 1 - slice, Ry + (i + 1) -
slice — 1].

Passo 2 Para cada v € M, N M, atribuido a P;, se My(v) < M,(v) envie v para o
processador P tal que M,(v) € Whp,.
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Passo 3 Cada P; calcula S5;;, 0 < j <4, o conjunto de vértices de Vp, que podem ser
emparelhados com vértices em Dij mas nao com vértices em I/ij_l. Isso pode
ser feito da seguinte forma: para cada v € Vp, se v € T inclua v em S,
senao inclua v em S;,, onde k := (max{M,(v), Ms(v)} — R;)/slice. Distribua
o tamanho destes conjuntos para cada um dos processadores. Com os valores
recebidos, cada processador monta uma matriz A p x p triangular onde A[s, j],
j <, tem o valor de |S;;|.

Passo 4 Cada P; aplica o procedimento a seguir sobre a matriz A obtendo quantos dos
vértices que lhe podem ser enviados ele de fato consegue emparelhar.
para j :=0 até p— 1 faca
hole := slice
para k := 7 até p— 1 faga
se hole > A[k, j] entao
hole := hole — Alk, 7]

senao
Alk,j+ 1] := A[k, 7 + 1] + A[k, j] — hole
Alk, 7] := hole
hole := 0

Passo 5 Cada P; redistribui os vértices de Vp, enviando para cada P;, 0 < j <1, A[i, j]
vértices na seguinte ordem. Percorrendo ordenadamente por end a lista de
vértices de Vp,, envie os primeiros A[, j] vértices que podem ser emparelhados
com vértices em Wp, para P;.

Passo 6 Cada P; resolve o problema seqiiencialmente e determina o emparelhamento Mj..
Para resolver o problema seqiiencialmente, se |Wp,| < ¢ - |Vp,|, para alguma
constante ¢ previamente fixada, o Algoritmo de Lipski e Preparata [LP81] ¢
usado; caso contrério, o algoritmo da Secao 5.2.3 é usado.

A Figura 5.3 detalha o funcionamento do Procedimento Ajusta Emparelhamento nos
processadores P53 e P, para o exemplo da Figura 5.2.

Correcao e Complexidade do Algoritmo Emparelhamento Maximo

Da forma como o Algoritmo de Glover opera, é ficil ver que arestas em M, que nio
conflitam com arestas de M, continuam a fazer parte de um emparelhamento maximo
guloso. Lembrando que 7" é o conjunto de vértices de V; que podem estar emparelhados
por M, com vértices j4 emparelhados por M,, seja V' = T UM,(V;). Para determinarmos
os vértices de V' que sao emparelhados por um emparelhamento guloso, basta usarmos
o procedimento descrito em Dekel e Sahni [DS84] ou seu correspondente paralelo que
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Entrada Passo 2
(P2, Ps] P Py

v 9 8 [ 11| 14| 10 v 9 | 8| 14| 11| 10
begin | 9 | 9 | 9 | 12| 12 begin| 9 | 9 | 12| 9 | 12
end | 10| 11 [ 13 | 12 | 13 end | 10 | 11 | 12 | 13 | 13
M, 9 | 10| 11 | 12| 12 Mg | 9 |10 11 |12 | 13

[9,13] [9,11]  [12,13]
Passo 5 Passo 6
Py P3 Py P;

v 9 | 8| 11|14 | 10 v 9 | 8| 11|14 | 10
begin| 9 9 9 |12 | 12 begin| 9 9 9 | 12 | 12
end | 10 | 11| 13 | 12 | 13 end | 10 | 11| 13 | 12 | 13
M, 9 [ 10| 11| 12 | 13 Mg | 9 |10) 11| 12 | 13

(9, 11] [12,13] 9,11]  [12,13]

Figura 5.3: Principais passos do Procedimento Ajusta Emparelhamento para o grafo da
Figura 5.2 nos processadores P, e P3 (durante a primeira chamada do procedimento).

descrevemos na Segao 5.3.1, considerando o begin de cada vértice em V' como sendo R,.
Citamos o resultado obtido por Dekel e Sahni [DS84].

Teorema 5.5 O emparelhamento M contém exatamente os vértices de V' emparelhados

pelo Algoritmo de Glover.
O

Sabemos, portanto, que cada vértice de Mg(V') pode ser emparelhado por um em-
parelhamento guloso com um vértice distinto de W. O problema é que nao sabemos
exatamente com qual vértice de W cada vértice de Mg(V”’) serd emparelhado. Em parti-
cular, pode ser o caso que, para algum v € V', begin(v) > Ms(v). A tarefa de determinar
o emparelhamento correto é feita pelo Procedimento Ajusta Emparelhamento.

Seja M* um emparelhamento maximo guloso para os vértices de V', considerando
que, para cada v € V', begin(v) > R;. Vamos provar que My = M*. Para tanto, vamos
estabelecer relacoes entre os emparelhamento M,, M; e M*. Antes, porém, precisamos
introduzir a nogao de prioridade.

Se dois vértices v,v’ € V sao adjacentes a um vértice livre w, dizemos que v tem
maior prioridade do que v' se num emparelhamento guloso v seria emparelhado com w e
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v’ nao. Mais precisamente, para exprimir essa relacdo, definimos a fungéo prior tal que,
se prior(v) > prior(v'), entdo (i) end(v) < end(v'); ou (ii) end(v) = end(v') e v < v'. A
segunda condicao tem a finalidade de facilitar a descricdo dos nossos algoritmos quando
um dos dois vértices, v ou v', pode ser emparelhado com w num emparelhamento guloso:
o vértice a ser emparelhado com w serd o de maior prioridade.

Lema 5.6 Para cada v € M, (V;) N M*(V'), M*(v) > M,(v).

Prova. A prova é por contradigdo. Escolha o vértice v € M,(V;) N M*(V’) com o menor
valor de M,(v) tal que M*(v) < M,(v).

Seja w = M*(v). Como v nao foi escolhido por M, para ser emparelhado com w, entao
existe v’ € M, tal que M,(v') = w e prior(v') > prior(v). Além disso, pela nossa escolha
de v, M*(v') > M, (v) ouv’ ¢ M*. Em ambos os casos segue que quando w foi emparelhado
com v por M*, v' estava livre e na vizinhanca de w, e portanto prior(v') < prior(v), uma

contradicao.
O

Corolario 5.7 Para cada v € M,(V;), fazendo begin(v) := M,(v) o emparelhamento
guloso M* ndao € alterado.
]

Lema 5.8 Sejam v,v' € V vértices adjacentes a algum vérticew € W. Se apds o Passo 5
do Procedimento Ajusta Emparelhamento, v € Vp,, w € Wp, ev' € Vp,, com i < j, entdo
prior(v) > prior(v').

Prova. Na entrada do Procedimento Ajusta Emparelhamento, todos os vértices estao dis-
tribuidos aos processadores ordenados pelos valores da fungao end e, portanto, ordenados
decrescentemente por prioridades.

Duas distribuigoes de vértices alteram essa ordem relativa no procedimento: no Passo 2
e no Passo 5.

Vamos mostrar que apds a execucao do Passo 2 a conclusao do lema é vélida. Seja
maz_endp, 0 maior end dos vértices em Vp. Vamos imaginar que neste passo vértices
sao enviados um a um para os processadores. Conforme observado, inicialmente o lema
é valido. Suponha que apdés um numero arbitrario de envios de vértices o lema ainda
continue valido e um vértice z € V é enviado a um processador. Note que para z ser
enviado a um processador z tem que pertencer a M, e o processador destino tem indice
maior do que o do processador ao qual = estd atribuido. Lembrando o Corolario 5.7, vamos
considerar begin(z) = M,(z). Se z faz o papel de v € Vp, do enunciado, a ordem relativa
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entre os vértices distribuidos ao processador P; nao se altera, pois 7 < j. Portanto, se v’
nao é um vértice que foi enviado a P; por outro processador, vale que prior(v) > prior(v')
pois essa condi¢ao valia inicialmente. Mas se v’ foi enviado a P; em algum momento, entéo
nao é possivel que v’ seja adjacente a nenhum w € Whp,, pois maz_endp, < begin(v') =
M, (v'). Se = faz o papel de v' € Vp,, também nao é possivel que z seja adjacente a w para
algum w € Wp,, pois maz_endp, < begin(z). Portanto, depois do Passo 2 o lema continua
valido.

No Passo 5 vértices atribuidos a P, somente podem ser enviados a processadores com
indices menores do que k, devido ao fato de poderem ser emparelhados com vértices me-
nores do que os vértices em Wp, e de haver vértices livres de W atribuidos a processadores
de menor indice do que k. Como a tentativa é enviar os vértices na ordem em que apa-
recem em Py e Py j& estd ordenado por prioridade, sempre que possivel a ordem relativa
dos vértices ¢ mantida. A excecao — ocorre inversao de ordem relativa — fica por conta
dos vértices z € Vp, que nao podem ser enviados a um processador Py, com k' < k,
pois begin(z) > maz_endp,. Usando as mesmas observagoes do pardgrafo anterior com

respeito a x, podemos concluir que as prioridades se mantém.
0

Lema 5.9 M; = M"*.

Prova. A prova é por contradicdo. Supondo M; # M*, podemos escolher o menor
w € W para o qual My e M* nao coincidem. Precisamos considerar 3 possibilidades.

Caso 1: para algum v, w = M¢(v) e w é livre em M*,

A entrada do Procedimento Ajusta Emparelhamento é um conjunto de vértices V
definido pelo Algoritmo Emparelhamento Especial e portanto todos os vértices de
V' sao emparelhdveis por um emparelhamento méaximo. Como M* é emparelha-
mento maximo, M*(v) = w’ para algum w’ # w. Pela escolha de w, w’ > w, o que
mostra que M* nao é um emparelhamento guloso pois o item 1 da Defini¢ao 5.1
nao é respeitado. Uma contradicao.

Caso 2: para algum v e v', com v # v/, w = M*(v) = M(').
Seja k o indice do processador ao qual foi atribuido a fatia contendo o vértice w.
Seja 1 tal que v € Vp..

Subcaso 1 7 = k.
Como v,v" € Vp,, podemos concluir do Passo 6 do procedimento que
w foi emparelhado por M; com um vértice v’ de Vp, com prior(v’) >
prior(v). O fato de que M*(v’) # w contradiz a hipdtese de M* ser
um emparelhamento guloso.

48



5.3 Algoritmo BSP/CGM para Emparelhamento

Subcaso 2

Subcaso 3

1 < k.

Pela minimalidade de w, M* e M; coincidem em todos os vértices
emparelhados de Vp,. Portanto, v é um vértice livre em M. Como a
cardinalidade de Vp, nao é maior do que slice, temos que existe algum
vértice livre w’ em Wp,. Como v ndo foi emparelhado com w', e v é
adjacente a w > w', podemos concluir que v nao é adjacente a w' e
que M, (v) > w'. Segue, pelo Lema 5.10, que v é emparelhado por M,
uma contradicao.

1> k.

Pela escolha de w sabemos que M*(v') > w. Como v e v’ sao adjacentes
aw e M* é guloso, temos que prior(v) > prior(v'). Por outro lado,
como k < i, v € Vp, e v € Vp, pelo Lema 5.8 temos que prior(v') >
prior(v), uma contradigao.

Caso 3: para algum v, w = M*(v) e w é livre em M.

Seja k o indice do processador ao qual foi atribuido a fatia contendo o vértice w.
Seja ¢ tal que v € Vp,.

Subcaso 1

Subcaso 2

Subcaso 3

=k

Como v € Vp,, e w € Wp_, ambos os vértices foram atribuidos ao
processador Py, mas nao foram emparelhados por My. Entdo, v nao
pode também ser livre em M, pois nesse caso v teria sido empare-
lhado com w no Passo 6 do procedimento. Pela escolha de w, v foi
emparelhado com um vértice maior do que w, o que mostra que My,
nao ¢ um emparelhamento guloso pois o item 1 da Defini¢ao 5.1 nao
é respeitado. Uma contradigao.

1 < k.

Idéntico ao Subcaso 2 do Caso 2.

1> k.

No Passo 4 ¢é feita a tentativa de se enviar slice vértices pelos proces-
sadores P;, com j > k, ao processador Pj. Podemos supor que essa
tentativa foi bem sucedida, pois caso contrario v seria enviado a P.
Portanto, como w ¢ livre em My, existe um vértice livre z € Vp_ em
relacdo a My, com x nao adjacente a w. Se z € M, e M,(z) > w, o
Lema 5.10 implica que x é emparelhado por My, uma contradigao.
Vamos supor, entao, que end(z) < w. Como todo vértice em M,(V) é
emparelhdvel, M*(z) =y > 0. Note que, como end(z) < w, temos que
y < w. Como, para todo vértice de W menor do que w os empare-
lhamentos My e M* coincidem, M¢(z) = M*(z) = y, uma contradicao
pois = é livre em Mj.
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Lema 5.10 Seja Vp, C V' o conjunto de vértices atribuidos ao processador P; apds o
Passo 6 do Algoritmo Ajusta Emparelhamento. Seja w € Wp, um vértice livre em relacdo
a My. Entao, para cada v € M(Vp,), com M,(v) > w, vale que v é emparelhado por M;.

Prova. Seja maz_endp, o maior end dos vértices em Vp,. Observe que:

(i) como w é livre, nenhum vértice de Vp, emparelhado por My a vértices em [w +
1..maz_endp,] é adjacente a w;

(i) de (i) obtemos que nenhum vértice em [w + 1..maz_endp,] pode ser emparelhado
com algum vértice ¢ € T', pois se isso ocorresse t seria adjacente a w;

(111) pela distribuicdo dos vértices no Passo 5 do algoritmo, cada vértice de M, enviado
a Vp, tem M,(z) < maz_endp,;

Segue de (i) e (iii) que cada vértice de M, enviado a Vp, com M,(v) > w pode ser
emparelhado com esse mesmo vértice por My. Como My, é emparelhamento méximo,

concluimos que todos esses vértices sao emparelhados por M.
O

Desta forma temos que o Procedimento Ajusta Emparelhamento de fato toma os dois
emparelhamentos M, e M, e o conjunto 7; e encontra corretamente um emparelhamento
guloso de T'U M,(V;). Assim, os teoremas abaixo resumem os resultados obtidos. No
restante desta segao denotamos por Ty(n,m) o tempo de ordenagdo seqiiencial e por
Tn(n, m) o tempo de encontrar um emparelhamento maximo seqiiencialmente.

Teorema 5.11 O Procedimento Ajusta Emparelhamento encontra um emparelhamento
guloso em T U M(V;) sobre o intervalo de W comegando em R; em O(1) rodadas de
comunicagao e tempo O(maxp {Tm(|Vp|, |Wr,|)}) de computacdo local usando p processa-
dores com n/p > p*.

Prova. A correcao segue do Lema 5.9. A complexidade de tempo é dada pela soma dos
passos. O Passo 2 toma tempo de computagdo O(n/p) e 1 rodada de comunicagio. E
facil ver que o Passo 3 toma tempo O(n/p + p*) com 1 rodada de comunicacio e o Passo
4 toma tempo O(p?). O Passo 5 pode ser realizado em tempo O(n/p) com 1 rodada de
comunicagao. Sendo vejamos: criamos uma lista auxiliar e percorremos a lista dos vértices
de Vp,. Note que a soma prefixa I, = |S;, 5 .+ 1S;,| corresponde ao nimero
de vértices de F; a serem enviados ao processador P J < k, e portanto indica a posicao
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inicial na lista auxiliar dos vértices a serem enviados para Py,;. Cada vez que um vértice
¢ determinado para ser enviado a um dado Py, o resultado da soma I, é incrementado de
um de forma a sabermos a posi¢ao corrente da lista que serd inserido o préximo vértice.
De fato, a complexidade é dominada pelo Passo 6, a saber O(maxp {T,n(|Vx|, |[Wp|)}).
Como temos n/p > p? seque o resultado.

0

Teorema 5.12 O Algoritmo BSP/CGM Emparelhamento Mdzimo resolve o problema do
emparelhamento mdzimo com computagdo local O((maxp,{T,(|Vp,|, [Wr|)} + n/p)lgp) e
O(lgp) rodadas de comunicagdo com n/p > p?.

Prova. Com o Lema 5.5 e o Teorema 5.11 a correcao pode ser facilmente mostrada
por indugao no nivel da arvore de computagdo. Quanto a complexidade de tempo, no
Passo 1 a ordenagao pode ser feita em tempo de computacao Ts(n/p,m/p) e O(1) ro-
dadas de computagao usando um algoritmo BSP/CGM. O Algoritmo Emparelhamento
Recursivo pode ser chamado O(lgp) vezes, pelo Passo 2. Em cada chamada os Passos
5 e 6, que chamam o Algoritmo Emparelhamento Especial e Procedimento Ajusta Empa-
relhamento respectivamente, realizam O(1) rodadas de comunicagao com tempo de com-
putacao O((maxp,{Tm(n/p, |We,|)} +n/p). Portanto, como o nimero total de rodadas de
comunicacgao é O(lgp) temos o resultado.

O

5.4 Conjunto Independente Maximo

Nesta secao tratamos do problema de encontrar um conjunto independente méximo
— MIS — em um grafo bipartido convexo. Considerando m = O(n°), dado um grafo G
bipartido convexo na forma compacta e um emparelhamento maximo M de G descrevemos
um algoritmo seqiiencial de complexidade O(n). Este algoritmo é mais rdpido que os
previamente conhecidos. Baseado nesse algoritmo descrevemos um importante resultado,
a saber, um algoritmo paralelo BSP/CGM étimo que gasta computagdo local O(n/p) e
rodadas de comunicacao O(1), com n/p > p, onde p é o niimero de processadores [SSO01].

5.4.1 Preliminares
Relembrando da Secao 4.2, um conjunto independente de um grafo é um conjunto de

vértices no qual nao ha arestas conectando quaisquer dois vértices deste conjunto. Um
conjunto independente mdzimo — MIS — é um conjunto independente de cardinalidade
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méxima. Note a diferenca entre um conjunto independente maximo e um conjunto inde-
pendente maximal.

Dado um grafo bipartido convexo G na forma compacta e um emparelhamento méximo
guloso M de G, um algoritmo seqiiencial O(n + m) para encontrar um MIS em G foi des-
crito por Lipski e Preparata em [LP81]. Na computagao paralela, Czumaj et al. [CDP96]
desenvolveram um algoritmo PRAM étimo que roda em tempo O(Ign).

Seja G = (V, W, E) um grafo bipartido convexo e M um emparelhamento em G. Um
caminho alternante em M é um caminho em G com inicio em um vértice livre de V em
M e cujas arestas estao alternadamente em M e em E \ M. Ou seja, se e e €’ sdo arestas
consecutivas de um caminho alternante, entdo e € E e ¢/ € E'\ M, ou vice-versa. Um
vértice v é atingivel se existe um caminho alternante que termina em v. Note que por
essa defini¢ao, todos os caminhos alternantes comegam em vértices livres de V.

E bem conhecido que um MIS pode ser derivado de um emparelhamento maximo
usando técnicas de caminhos alternantes desenvolvidas por Kuhn [Kuh55]. Se M é um
emparelhamento maximo de G, sejam V4 C V e Wy C W os conjuntos de vértices
atingiveis em G. O conjunto I = V4 U (W \ W4) é um conjunto independente méximo
de G. Desta forma o problema é reduzido a encontrar todos os vértices atingiveis de G.
Por simplicidade, assumiremos que o grafo dado nao tem vértices isolados. Claramente
isso nao ¢ problema quando se trata de determinar um MIS de um grafo, pois todos os
vértices isolados sempre fazem parte de qualquer MIS do grafo.

Antes da descricao de nosso algoritmo paralelo, a Secao 5.4.2 descreve uma versao
seqiiencial do algoritmo, cuja complexidade é O(n). Este algoritmo, além de ser mais
répido que os previamente conhecidos apresenta caracteristicas mais relevantes para a
paralelizagao. Na Secao 5.4.3, descrevemos nosso algoritmo BSP/CGM para o problema,
com O(1) rodadas de comunicacdo e computagao local O(n/p), onde n é o nimero de
vértices de V' e p é o nimero de processadores. O algoritmo paralelo é baseado fortemente
no algoritmo desenvolvido na Segao 5.4.2.

5.4.2 Algoritmo Seqiiencial

Seja G = (V, W, E) um grafo bipartido convexo com V = [1,n] e W = [1,m]. Abu-
sando da notagao V' denotard também um vetor onde o elemento v do vetor, 1 < v < n,
serd associado a quadrupla (v, begin(v), end(v), M(v)) que serd a representacio de G na
forma compacta juntamente com um emparelhamento guloso M. A fungao M que repre-
senta o emparelhamento guloso de GG é tal como definida na Segao 5.3.

O algoritmo descrito abaixo inicialmente rotula cada v € V' com rétulo M(v) se v
estiver emparelhado, ou com rétulo end(v) se v for vértice livre. Com isso, se o em-
parelhamento M é maximo e dois vértices tém o mesmo rétulo, pelo menos um deles é
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1 1 2 3 3 4 5 6 7 7 8 9 9 10 12 13
@)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Figura 5.4: Ilustracao de um emparelhamento guloso e uma rotulacao associada a ele

livre. A Figura 5.4 fornece um emparelhamento guloso em um grafo bipartido convexo e
uma rotulagao associada ao emparelhamento. O algoritmo ordena o vetor V' de acordo
com os rétulos dados. Empates sao quebrados de forma que vértices emparelhados venha
primeiro. Em seguida o algoritmo chama o Procedimento MIS com entrada V|1 : n]. Por
fim, o algoritmo retorna os conjuntos V4 e W4 representando os vértices atingiveis em V
e W, respectivamente.

Algoritmo MIS

Entrada: Um vetor V[l : n| representando um grafo bipartido convexo G = (V, W, E),
onde a cada V[v] estd associada a quadrupla (v, begin(v), end(v), M(v)).

Saida: Os conjuntos V4 e W, representando os vértices atingiveis em V e W, respecti-
vamente.

Crie um novo campo denominado rdtulo no vetor V.
para v := 1 até n faca

se M(v) > 0 entao rétulo(v) := M(v)

senao rdtulo(v) := end(v)
Ordene crescentemente o vetor V' pelo valor de rdtulo(v). Empates sao quebrados de
forma que o vértice emparelhado seja menor que os demais.
Chame o Procedimento MIS com entrada V = [1,n] obtendo os conjuntos V4 e Wy.
7: Devolva os conjuntos Vs e Wy

>

O Procedimento MIS dado abaixo é quem, de fato, determina o conjunto de vértices
atingiveis do grafo. Neste procedimento, o conjunto de vértices atingiveis por caminhos
alternantes a partir de vértices livres de V' serda dado por um conjunto de intervalos. Para
cada k, os intervalos [begin_V (k),end_V (k)] C [1,n] e [begin W (k), end W (k)] C [1,m)]
correspondem a vértices atingiveis em V' e em W. Desta forma, V4 e W, sdo os conjuntos
obtidos pelas unides dos intervalos [begin_V (k),end_V (k)] e [begin_W (k), end_W (k)], res-
pectivamente. Isto é, Vy = Ug[begin_V (k),end.V (k)] e W4 = Ug[begin W (k), end W (k)].
No que segue, consideraremos que os vértices de V estao em uma ordem lexicografica <
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de forma que para quaisquer v,v' € V, v < v’ se, e somente se, a posi¢cao de v’ apds a
ordenacao ¢é posterior a posicao de v.

Como notado no Fato 5.13, apresentado mais adiante, cada intervalo & de vértices
atingiveis de W é da forma [a,end(v)], onde v é um vértices livre de V. O fato chave
explorado por nosso algoritmo é que considerando a ordenagao de acordo com os rétulos,
o mesmo vale para o conjunto V. Isto é, se V esta ordenado pelos rétulos, os vértices
de V' atingiveis por caminhos alternantes sao consecutivos formando um subintervalo de
[1,n]. Para computar estes intervalos, o conjunto V' é examinado, comegando da posi¢ao
final b. Quando um vértice livre v é encontrado, os valores de begin_V (k) e de begin_W (k)
sao inicializados com v e begin(v), respectivamente. Os vértices de V' sao examinados em
ordem decrescente de rétulo, até que seja encontrado o maior v’ # v, a < v’ < v para
o qual: (1) rétulo(v’) = begin W (k); (2) v' —1 < a ou rdtulo(v’-1) < begin W (k); (3)
para todo v”, begin V (k) < v" < end.V(k), begin(v") > begin W (k). Para satisfazer
essas condigoes, o algoritmo vai alterando os valores de begin_V (k) e de begin W (k) se
necessario.

Procedimento MIS

Entrada: Um vetor V[a : b] representando um grafo bipartido convexo G = (V, W, E),
onde a cada v € V estd associado a quintupla (v, begin(v), end(v), M (v),rétulo(v)).
O vetor Va : b] estd ordenado pelos rétulos.

Saida: Os conjuntos V4 e W, representando os vértices atingiveis de V e W, respectiva-
mente.

Lo:=b k=0
2: enquanto v > a faca

3: se M(v) = 0 entdo {encontrado vértice livre}

4: end V(k) =v

5: begin W (k) := begin(v)

6: end W (k) :=rdtulo(v)

7 repita

8: begin_V (k) := v {Vértice v € inserido em [begin_V (k), end_V (k)]}

9: begin_W (k) := min{begin(v), begin W (k)}

10: Invariante 1 Cada vértice em [begin_V (k),end_V (k)] C V é atingivel

11: Invariante 2 Cada vértice em [begin W (k),end W (k)] C W é atingivel

12: vi=v—1

13: até v = a ou rdtulo(v) < begin W (k)

14: k := k + 1 { Acrescenta o intervalo [begin_V (k),end_V (k)] ao conjunto V, e o
intervalo [begin W (k), end_W (k)] ao conjunto Wy}

15: Invariante 3 Cada vértice em [begin_V (k), end_V (k)] tem seu rétulo no intervalo

[begin W (k), end W (k)]
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16: senao
17: v:=v—1
18: Retorne os conjuntos V4 e Wy

Como observado anteriormente o conjunto independente maximo é dado por I =
VaU (W \ Wy). As proposicoes a seguir tratam de mostrar a correcdo do algoritmo. O
fato abaixo foi observado em [CDP96], e usa o fato do emparelhamento ser guloso.

Fato 5.13 Se v € V é vértice livre em M, entdo os vértices de W atingiveis por caminhos
alternantes a partir de v sdo consecutivos, formando um subintervalo de [1, end(v)].

Lema 5.14 As Invariantes 1 e 2 do Procedimento MIS sao corretas.

Prova. Seja v um valor para o qual a condigao do if da Linha 3 é verdadeira.

Vamos mostrar, por indugao no niimero de vezes que o comando repita é executado,
que as invariantes sao verdadeiras.

Na primeira execugdo do comando repita, temos que [begin_V (k), end_V (k)] = [v,v]
e [begin W (k),end W (k)] = [begin(v),end(v)]. Como i é livre e portanto atingivel,
pela definicao dos caminhos alternantes, também sao atingiveis os vértices no intervalo
[begin(v), end(v)].

Considere agora uma iteragao qualquer do comando repita, e suponha que na iteracio
anterior as invariantes eram verdadeiras. Considere o valor de v e begin_W (k) no inicio
dessa nova iteragao. Por indugdo sabemos que os vértices em [v + 1,end V (k)] sdo
atingiveis. Note que percorremos V em ordem decrescente. Para inserir o vértice v no
intervalo [begin_V (k), end_V (k)], o valor de begin_V (k) é alterado. Note que se rdtulo(v)
> begin_W (k) entao (v,rétulo(v) ) € M ou v é livie. Em ambos os casos, temos que v
também € atingivel. Como estamos numa nova iteragio, a condigao de parada do repita é
falsa e vale que rdtulo(v) > begin W (k). Portanto, rétulo(v) € [begin W (k), end W (k)].
Como, por indugao, cada vértice em [begin_W (k),end W (k)] é atingivel, o vértice v
também ¢ atingivel e segue que cada vértice em [v = begin_V (k), end_V (k)] é atingivel.
Uma vez que v é atingivel, também sao atingiveis os vértices em [begin(v), end(v)]. Além
disso, como sabemos que rdétulo(v) € [begin W (k),end W (k)], cada vértice de W em
[begin W (k) = min{begin(v), begin_-W (k)}, end_W (k)] é atingivel.

0O

Lema 5.15 A Invariante 3 do Procedimento MIS estéd correta.
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Prova. Quando a condicao do comando se da Linha 3 é verdadeira, o comando repita é
executado pela primeira vez com o valor inicial de end_W (k) igual a rdtulo(end_V(k)). O
valor de end_W (k) nao é alterado na execugao do repita. Na parada do comando repita,
temos que rdtulo(begin_V(k)) > begin W (k).

Durante a execucao do repita sao considerados valores decrescentes de v. Como
o vetor V' estd ordenado por rétulos, as observagoes acima implicam que begin_W (k)
< rotulo(begin_V(k)) < rotulo(end-V(k)) = end_-W (k) no final do repita, o que prova o

lema.
O

No que segue, I é o conjunto [ = V4U W \ Wa.

Lema 5.16 Sejam V, C V e W, C W os conjuntos de vértices livres de G em M. Entao,
(1] = M|+ VL] + [WL|.

Prova. Note que V; C Vy, pois vértices livres sao considerados e inseridos em V4 ou na
Linha 3 ou durante a execucao do comando repita do algoritmo.

Também é verdade que Wy C W \ W, pois, pela Invariante 2, cada vértice em Wy é
atingivel por caminhos alternantes e portanto nao pode ser livre: um caminho alternante
com término em vértice livre indica a existéncia de um emparelhamento de cardinalidade
maior do que a cardinalidade do emparelhamento maximo M.

Vamos argumentar agora que cada vértice de M tem pelo menos uma ponta em /. Su-
ponha que (v,w) € M ew ¢ I. Entao, pela definicao de I, w € W, e, como conseqiiéncia,
existe k tal que w € [begin W (k),end_W (k)]. Pelo Lema 5.15, o vértice v, cujo rétulo é
w, estd no intervalo [begin_V (k),end_V (k)], e, portanto, estd em V, C I.

Logo, o lema é verdadeiro pois os conjunto de vértices emparelhados, V; e W}, sao dois

a dois disjuntos.
0O

Lema 5.17 O conjunto I é independente.

Prova. Vamos mostrar que, para todo k, os vértices de W que sdao adjacentes a vértices
em [begin_V (k),end.V (k)] estdo todos no intervalo [begin W (k), end W (k)]. Como I =
VaUW \ Wy, a afirmacéo fica provada.

Suponha que exista k para o qual exista v € [begin_V (k),end_V (k)] com algum vi-
zinho fora de [begin W (k),end_W (k)]. Entao, ou begin(v) < begin W (k) ou end(v) >
end W (k).
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O primeiro caso nao pode acontecer pois, na Linha 8 quando v foi inserido no intervalo
[begin_V (k),end_V (k)], o comando seguinte atribui como begin_W (k) o minimo entre
begin(v) e begin W (k). Como o valor de begin_W (k) nunca aumenta durante a execugio
do repita, quando termina uma de suas execugoes, begin(v) continua menor ou igual a
begin W (k).

Vamos examinar o segundo caso, ou seja end(v) > end_W (k). Se isso ocorresse, como
v é atingivel, existiriam vértices de W, atingiveis a partir de um vértice livre g, com
valores maiores do que rdtulo(q) = end W (k). Mas, pelo Fato 5.13, isso também nao

pode ocorrer.
O

Lema 5.18 Seja G = (V, W, E) um grafo bipartido, I um conjunto independente de G e
M um emparelhamento de G. Entao |I| < |Vi|+ [Wi| + |M|, onde Vi, CV e W, C W
sao os conjuntos de vértices livres de G em M.

Prova. Observe inicialmente que |V'|+|W| = |V |4+|WL|+2| M|, pois cada vértice de G ou
é livre ou é extremidade de uma aresta de M. Disso decorre que, se |I| > |Vp|+|Wy|+|M]|,
entdo I contém mais do que |M| vértices emparelhados. Portanto, existe pelo menos uma
aresta de M com ambas as extremidades em I, o que contraria a definicao de conjunto

independente.
O

Finalmente, agora temos a prova do teorema que completa a corregao do algoritmo.

Teorema 5.19 Seja G = (V,W, E) um grafo bipartido convero sem wvértices isolados,
Entao, o conjunto I = V,UW \ Wy é um conjunto independente mdzimo, onde Vi, e W4
sao os conjuntos definidos pelo Algoritmo MIS.

Prova. Decorre diretamente dos Lemas 5.17, 5.16 e 5.18 que / é um conjunto indepen-

dente maximo.
O

Para finalizar esta segao, descrevemos a complexidade de tempo do Algoritmo MIS. A
inicializagao do campo de rétulos do vetor V' é claramente executada em tempo O(n). A
ordenagao do vetor V pode ser executada em tempo O(n) usando Radixsort [CLR90, Cap.
9], caso m = O(n®), para alguma constante c. Caso contrério, podemos usar um algoritmo
de ordenagao padrao de tempo O(nlgn). Para verificar que o comando enquanto é
também executado em tempo O(n) basta observar que o valor de v, inicializado com 7,
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sempre decresce de pelo menos uma unidade a cada iteracdo do enquanto ou a cada
iteragdo do comando repita. Portanto, o algoritmo roda em tempo O(n)+T;(n, m), onde
Ts(n,m) é o tempo de ordenagao de n inteiros no intervalo [1,m]. Um outro algoritmo
sequiencial conhecido para este problema é devido a Lipski e Preparata [LP81]. Este
algoritmo roda em tempo O(n + m). Note que nosso algoritmo melhora a complexidade
de pior caso para o problema. Quando m = O(n) para algum ¢ > 1, o Algoritmo de
Lipski e Preparata roda em tempo O(n¢), enquanto o nosso é linear em n. Caso contrario,
digamos se m = §(n°) para alguma constante ¢ > 1, o Algoritmo de Lipski e Preparata
roda em tempo §2(n¢), enquanto o nosso roda em tempo O(nlgn).

5.4.3 Algoritmo BSP/CGM

O algoritmo BSP/CGM opera de forma similar ao algoritmo seqiiencial. A entrada
do algoritmo é o conjunto V' = [1,n] e a quadrupla (v, begin(v), end(v), M(v)) associada
a cada v € V. Este conjunto é igualmente distribuido entre os processadores. Da mesma
forma que no algoritmo seqiiencial, os vértices de V' sao rotulados, ordenados de acordo
com os rétulos e redistribuidos aos processadores. A rotulagao e ordenacio sao feitas
facilmente no modelo BSP/CGM.

Vamos descrever o funcionamento do algoritmo supondo a existéncia de p proces-
sadores, Py, P, ..., P,_;. Seja V[a : b] a parte do vetor recebido pelo processador
Py, 0 <k < p, apés a ordenacao dos vértices pelos rétulos. Vamos chamar os vértices em
Vla : b] U [rétulo(a),rdtulo(b)] de vértices atribuidos ao processador P;. No final do pro-
cessamento, P, deverd determinar quais vértices em [a, b] sdo atingiveis. Também deverd
determinar os vértices atingiveis em [rdtulo(a),rétulo(b)] C W. Embora seja possivel que
algum vértice em W nao seja atribuidos a nenhum processador, o fato é que todo vértice
atingivel de W ¢ atribuido a algum processador.

No algoritmo seqiiencial, o processamento dos vértices de V' é feito em ordem de-
crescente de rétulos. O problema a ser resolvido no algoritmo BSP/CGM ¢ a deter-
minacgao, pelo processador P, da existéncia de caminhos alternantes comecando em
vértices atribuidos aos processadores Piy1, Pit2, ..., Ppo1. E, em caso positivo, saber
quais os vértices atribuidos a P} que s@o atingiveis por esses caminhos. Neste caso, basta
a informacao do menor vértice de W atingivel por tais caminhos. Vamos chamar tal
vértice de min_ating. A partir dai, o processador Pj pode prosseguir com o processa-
mento, usando o valor de min_ating no papel de begin_W (k) do algoritmo seqiiencial.
O problema é como determinar o valor de min_ating sem depender do encadeamento de
resultados obtidos pelo processadores P,_1, ..., Prya, Py

Se ao processador Py € atribuido um vértice livre a partir do qual vértices atribuidos
a P sao atingidos, basta o processador P;,; determinar e informar ao processador P o
ntimero do menor vértice de W atingivel por esses caminhos. Esse vértice, que chamaremos
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de min_rel, ¢ um candidato a min_ating. A determinacdo desse vértice de W, que pode
ser feita em paralelo, deverd ser informada aos demais processadores. Cada processador
montard um vetor Min_rel[k + 1 : p — 1] contendo o nimero desses vértices.

Embora essa informagao seja necesséria, ela nao é suficiente. Pode ser que existam ca-
minhos alternantes atingindo vértices atribuidos a P, cuja origem nao esteja nos vértices
atribuidos a Pp41. Neste caso, todos os vértices atribuidos a Py, seriam também atin-
gidos. Para exemplificar, vamos supor que nenhum vértice livre de V' atribuido a Py,
atinge vértices atribuido a Py, mas existem vértices livres atribuidos a Py, cujos cami-
nhos alternantes atingem vértices atribuidos a P;. Neste caso, o valor de min_ating serd o
menor dentre Min_rel[k + 2] e o minimo dos begin(v), para todo v € V atribuido a Py, ;.
Esse dltimo minimo serd chamado de min_abs. Sua determinacao também pode ser feita
em paralelo e informada aos demais processadores. Cada processador montard um vetor
Min_abs[k + 1 : p — 1] contendo o nimero desses vértices.

Porém, temos ainda um outro complicador. Pode ser que os caminhos alternantes com
inicio em vértices atribuidos ao processador Py s terminem todos em vértices atribuidos
ao processador Pjy;. Dessa forma, nenhum vértice atribuido a Py seria vértice atingivel
a partir de vértices livres atribuidos a outros processadores.

Para resolver esse problema, o processador Py, pode informar se existem vértices
atribuidos a ele que sao candidatos a término de intervalos de vértices atingiveis. A
procura de tais vértices se justifica pelo Lema 5.13, que garante que vértices atingiveis a
partir de um mesmo vértice formam um subintervalo de W. Esse vértice serd procurado
em W e serd chamado de batente. O processador P,y; deverd procurar por um vértice
tal que todo vértice v atribuido a Pjy; com rétulo maior ou igual a batente tem seus
vizinhos em W maiores do que batente. Ou seja, begin(v) > batente, para todo v tal
que rdtulo(v) > batente. Se caminhos alternantes com origem em Py, atingem somente
vértices atribuidos a Py, maiores ou iguais a batente, entdo nenhum vértice de P, seria
atingido por esses caminhos alternantes. Portanto, os valores desses batentes, que serdo
determinados em paralelo, também serdo informados aos demais processadores. Cada
processador montard um vetor Batente[k + 1 : p — 1] contendo o niimero desses vértices.
Caso existam mais de um candidato a batente num mesmo processador, basta informar o

menor deles.

Resumindo, cada processador Py, depois de receber o vetor V[a : b] ordenado pelos
rétulos, deverd determinar localmente e informar aos outros processadores:

1. o valor de min_rel, o nimero do menor vértice de W atingivel por caminhos alter-
nantes com origem em vértices atribuidos a FPy;

2. o valor de min_abs, o niimero do menor vértice de I com vizinhos em algum vértice
atribuido a Py;

3. o valor de batente, o numero do menor vértice de W atribuido a P, que é candidato
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a término de intervalo de vértices atingiveis.

Esses valores sao encontrados pelo Procedimento Resumo dado a seguir.

Procedimento Resumo

Entrada: Um vetor V{a : b] ordenado pelos rétulos representando um grafo convexo

G = (V,W,E).

Saida : Os valores de batente, min_rel e min_abs.

i e o e T S S Gy S S G Y

BN N NN NN N
RN D e

)
il

{Célculo de batente e de min_abs}
batente :=rétulo(b) +1
ind=b+1
v:=>b
enquanto v > a faga
candidato = begin(v)
enquanto v > a e rdtulo(v) > candidato faca
candidato := min{candidato, begin(v)}
vi=ov-—1
se candidato = begin(v + 1) e candidato >rétulo(a) e M(v + 1) # 0 entao
batente := candidato
nd=v+1

: min_abs 1= minye[q5{begin(v)}
: {Célculo de min_rel}
cvi=1ind—1

: min_rel := 400

: enquanto v > a faga

se M(v) = 0 entao {encontrado vértice livre}
candidato := begin(v)

repita
candidato := min{candidato, begin(v)}
vi=p—1

até v < a ou rétulo(v) < candidato
se candidato <rétulo(a) ou (M(a) =0 e candidato =rétulo(a)) entao
min_rel := candidato
senao
vi=u—1
Retorne batente, mim_rel e min_abs

No nosso exemplo, apenas consideramos caminhos alternantes com inicio em Py e

Py 1. Porém, com as informagoes acima, cada processador P, é capaz de determinar, para
qualquer ¢ > k, se existem caminhos alternantes com inicio em vértices atribuidos a P,
que atingem vértices atribuidos a P;. Para tanto, o processador P, inicialmente constréi
os vetores Min_Rellk +1:p— 1], Min_Abs[k +1 : p— 1] e Batente[k +1:p—1].
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Os vetores Min_Rel[k+1 : p—1] e Batente[k+1 : p—1] sdo examinados do final para o
inicio de forma a identificar algum vértice livre de V, que foi atribuido a algum processador
P, com ¢ > k, o qual é inicio de caminhos alternantes que atingem vértices atribuidos
a algum P, < P,. A partir deste ponto, P percorre Min_Abs[k : [] para identificar o
processador que possui o término deste intervalo através do vetor Batente[k + 1 : ). Este
processo é repetido até encontrar um vértice livre atribuido a algum P, > P que atinge
algum vértice atribuido a P;.

Qualquer processador poderd determinar para qual processador foi atribuido o vértice
de W que é término do intervalo. Mas somente o processador responsivel pelo vértice
saberd exatamente o final do intervalo, uma vez que havendo mais de um candidato a
batente num mesmo processador, somente o menor deles é informado. Para essa deter-
minacao, e para a determinagao dos intervalos de vértices atingiveis por caminhos alter-
nantes com inicio e término num mesmo processador, cada processador rodard o Algoritmo
MIS seqiiencial. O conjunto independente méximo obtido é dado por I = Uy VEU(W \WE).

Algoritmo BSP/CGM MIS

Entrada: Um vetor V[1 : n] representando um grafo convexo G = (V, W, E) sem vértices
isolados. O processador P, 0 < k < p, recebe o vetor V{a : b], onde a = k[n/p] + 1
e b =min{n, (k + 1)[n/p]}.

Saida: Cada Py determina os conjuntos V5 e W¥ de vértices atribuido a P.
Passo 1 Cada P, 0 < k < p rotula cada v € [a,b] com rdtulo(v) := M(v), se M(v) # 0
e com rdtulo(v) := end(v), caso contrério.

Passo 2 Em paralelo, ordene o vetor V' pelo valor do campo rdtulo(v). Empates sdo
quebrados de forma que o vértice emparelhado aparega antes que os demais.

Passo 3 Cada P, calcula batente, min_rel e min_abs usando o Procedimento Resumo e
distribui batente, min_rel e min_abs para os processadores com identificadores

menores do que k.

Passo 4 Cada P constréi os vetores Min_rel[k : p—1], Min_abs[k : p— 1] e Batente[k :
p — 1] com as informagoes recebidas no passo anterior.

Passo 5 Cada Py calcula min_ating € W, o menor vértice de W atingivel por vértices de
V distribuidos aos processadores com identificadores maiores do que &, de acordo
com o codigo abaixo. Caso nao exista tal vértice, entdao min_ating >rdtulo(b).

ti=p=1
min_ating 1= 400
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enquanto ¢ > k faca

enquanto ¢ > k e Min_rel[i] = +oo faga
1:=1—1

se 1 > k entao
min_ating := Min_rel[i]
1:=1—1

enquanto i > k e min_ating < Stopper|i] faga
min_ating := min{min_ating, Min_Abs[i|}
1:=1—1

Passo 6 Cada P calcula para cada v € [a,b] begin(v) := max{rdtulo(a), begin(v)}.

Passo 7 Cada P verifica se min_ating < rdtulo(b) . Caso positivo: (1) adiciona o vértice
b+1em V com begin(v+1) := max{min_ating,rétulo(a)}, end(b+1) := end(d),
M(b+ 1) = 0 e rétulo(b+1) :=rdtulo(b) ; (2) aplica o algoritmo seqiiencial com
entrada V[a : b+1], obtendo os conjuntos V' e W e remove o vértice V[b+1] de
V¥, Caso contrério, aplica o algoritmo seqiiencial com entrada Vla : b], obtendo
os conjuntos V§ e Wk

Passo 8 Cada Py retorna os conjuntos V¥ e Wk,

Agora vamos analisar a complexidade de tempo do algoritmo BSP/CGM.

A criacao dos rétulos gasta tempo O(n/p). A ordenagio pode ser feita em tempo de
computagao O(n/p) com nimero de rodadas constante usando o algoritmo BSP/CGM
para ordenar n inteiros no intervalo [1,m] de [CD99] descrito na Secdo 3.2, caso m =
O(n®), para alguma constante c. Caso ndo haja limite para m, a ordenacao pode ser feita
no modelo BSP/CGM em tempo de computagdo O(nlgn/p) com nimero de rodadas
constante usando o Algoritmo de Goodrich [Goo96]. E facil ver que o Procedimento
Resumo roda em tempo O(n/p). Em uma rodada de comunicagao o Passo 3 distribui
O(p) dados. O lago do Passo 5 gasta tempo O(p). As chamadas do algoritmo seqiiencial
na Passo 7 gastam tempo O(n/p). Portanto, o algoritmo BSP/CGM efetua um ntiimero
de rodadas de comunicacao constante e o tempo de computagdo total do algoritmo é
O(n/p)+ Ts(n,m,p), onde Ts(n,m,p) é o tempo da ordenacdo de n inteiros no intervalo
[1,m] no modelo BSP/CGM. No modelo BSP o algoritmo realiza O(1) superpassos com
custo de computagao local igual ao CGM e custo de comunicagao O(gn/p).

5.5 Circuitos Hamiltonianos

Um circuito hamiltoniano em um grafo G = (V, E) de n vértices é um circuito simples
(v1,...,%n,v1), contendo cada vértice v; € V. Isto é, {v;,v;41} € B, paral <i<n—1
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e {v1,v,} € E. Um grafo que contenha um circuito hamiltoniano é chamado grafo ha-
maltoniano. O problema de decidir se um grafo é hamiltoniano é um dos tépicos mais
conhecidos em teoria dos grafos. O problema é NP-completo [GJ79]. O problema perma-
nece NP-dificil mesmo para grafos bipartidos [Kri75] e grafos bipartidos cordais [Mul96].
Uma hierarquia de classes de grafos freqiientemente considerada é: grafos bipartidos de
permutacao C grafos bipartidos duplamente convexos C grafos bipartidos convexos C
grafos bipartidos convexos circulares C grafos bipartidos cordais [Gol80]. Neste traba-
lho tratamos do problema de encontrar um circuito hamiltoniano em grafos bipartidos

convexos.

Apresentamos um algoritmo seqiiencial para encontrar um circuito hamiltoniano em
grafos bipartidos convexos que roda em tempo O(n). Miiller menciona em [Mul96] um
algoritmo O(n?) para o mesmo problema. Para uma classe mais ampla de grafos, os grafos
bipartidos convexos circulares, Liang e Blum [LB95] apresentam um algoritmo seqiiencial
O(n) para encontrar circuitos hamiltonianos.

O nosso algoritmo seqiiencial tem uma ficil paralelizacdo a qual é apresentada na
Secdo 5.5.2. Esta versao paralela se baseia em algoritmos paralelos eficientes para o
problema de emparelhamento maximo.

5.5.1 Algoritmo Seqiiencial

Embora todo circuito hamiltoniano num grafo bipartido seja a uniao de dois empare-
lhamentos perfeitos disjuntos, nem toda uniao de dois emparelhamentos perfeitos disjuntos
¢ um circuito hamiltoniano. Esse fato ¢ ilustrado pelo grafo G4 da Figura 5.5. A uniao dos
dois emparelhamentos perfeitos {(vi,w1), (vs, w2), (vs, w3), (va, wq)} € {(v1,wa), (v2, wy),
(v3,w4), (v, w3)} é a unido de dois circuitos disjuntos. Também, pode ser o caso de que a
escolha de um emparelhamento perfeito deixe o grafo sem outro emparelhamento perfeito
disjunto do primeiro. Esse fato é ilustrado pelo grafo Gp da Figura 5.5. O empare-
lhamento {(vi,w), (v2, ws), (vs, ws)} deixa o grafo sem outro emparelhamento perfeito

disjunto.

Porém, em grafos bipartidos convexos hamiltonianos podemos encontrar um circuito
hamiltoniano que essencialmente consiste da unido disjunta de dois emparelhamentos. O
algoritmo para tal é descrito a seguir.

Como antes, para M um emparelhamento num grafo bipartido convexo G = (V,W,E),
para cadaz € VUW, M(z) =y > 0se {z,y} € M, e M(z) = 0 se z é um vértice
livre em M. Denotaremos por N(z) os vértices adjacentes a = e por N({z;,...,z;}) ou
simplesmente N(z;,...,x;) o conjunto U,_, N (vy).

No algoritmo consideramos o grafo representado na sua forma compacta. Como iden-
tificamos os vértices de W := {wy, wo, ... , W, } com inteiros, vamos abusar da notacao e
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Uy U2 U3z U4 V1 Vs Vs
|4 V
%4 w
Wy W2 W3 W4 w; Wy W3
GA GB

Figura 5.5: Dois grafos bipartidos convexos hamiltonianos.
usar, quando conveniente, expressoes do tipo w; = w;—1 + 1 = w;y1 — 1 onde w; € W.

Algoritmo Circuito Hamiltoniano
Entrada: Um grafo G = (V, W, E) representado na forma compacta.

Saida: Um circuito hamiltoniano caso G tenha um.

Passo 1 Escolha como v; qualquer vértice de V' adjacente a w.

Passo 2 G; = G — v — w,.

Passo 3 Encontre um emparelhamento guloso M em G.

Passo 4 Caso |M| < n — 1, devolva que G nao é hamiltoniano.

Passo 5 Gy := G — w;.

Passo 6 Para v; € V\{v;} faga begin(v;) = M(v;) + 1.

Passo 7 Encontre um emparelhamento guloso M’ em Gb.

Passo 8 Caso |M'| < n—1 ouw, ¢ N(v;), onde vy é o vértice de V livre em M’, devolva

que G nao é hamiltoniano. Caso contrério, devolva M UM’ U (vy, wy)U (vg, wy).

As Figuras 5.6, 5.7, 5.8 e 5.9 descrevem um exemplo da aplicacao do algoritmo comegando
pela a escolha do vértice v; no Passo 1, o emparelhamento guloso M encontrado em G,
no Passo 3, o emparelhamento guloso M’ encontrado em G5 no Passo 7 e o circuito
hamiltoniano resultante.
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Wy W2 W3 Wg W5 We Wy Wg Wg Wi Wi

Figura 5.6: Grafo G com n = 11 mostrando o vértice escolhido como v;.

U2 Vs Vs Us V¢ VU7 Vg Vg Vo VU1

w

W, Wy W3 W4 Ws We W7 Wg W9 Wi

Figura 5.7: Grafo G| mostrando as arestas de M em negrito. Os vértices de V ji estdo
ordenados por M.

W
Wz W3 Wy W5 W Wy Wg Wy Wip Wi

Figura 5.8: Grafo G mostrando as arestas de M’ tracejadas.
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w W2 W3 Wy W5 We W7 Wg W9 Wip Wi

Figura 5.9: Grafo G mostrando o circuito hamiltoniano composto pelas arestas de M em
negrito, de M’ tracejadas e arestas (vy,w;) e (v7, w1).

O circuito hamiltoniano encontrado vai ser formado por uma das seqiiéncias abaixo:
(w1, v1, M (1), M(M' (1)), M'(M(M' (1)), . .., Vg, W,
M’ (wn), M(M'(wn)), M'(M(M'(wr))), - . ., M(w1), wr)

ou

(w1, v1, M'(v1), M(M' (1)), M'(M(M'(v1))), . .., Wn, vk,
M(vg), M (M(v)), M(M'(M(vg))), - .., M(w;), wy).

Os Lemas que seguem ajudarao a demonstrar a corregao do algoritmo.

Lema 5.20 Se G = (V,W, E) € bipartido hamiltoniano, entio para qualquer S subcon-
Junto prdprio ndo-vazio de V temos |S| < |N(S)].

Prova. Seja C' um circuito hamiltoniano em G. Como S é subconjunto préprio nao-vazio
de V, levando em conta somente as arestas de ', fica definida uma vizinhanga de S de

cardinalidade maior do que |S].
O

Lema 5.21 Se G € hamiltoniano, entdo G, tem um emparelhamento perfeito.

Prova. Seja C um circuito hamiltoniano em G. Sejam P o caminho de v; para w, em
C, e P' o caminho de w, para v; em C. Note que, como o grafo é bipartido, tanto P
quanto P’ tém um numero impar de arestas. Os caminhos P — v, — w, e P' —v; — w,
sao completamente disjuntos e suas arestas contém um emparelhamento perfeito em G, =

G—vl—wn.
O
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No que segue consideraremos que os vértices de V estao ordenados de acordo com M,
de forma que para cada 7, 1 <1 < n, M(v;) = w;_;.

Lema 5.22 Se G ¢é hamiltoniano, entio M(v;) < end(v;) para cada j, 1 < j < n.

Prova. Suponha, por contradicao, que G' é hamiltoniano e existe 1 < 7 < n tal que
M(v;) = w;j—1 > end(v;). Como v; é emparelhado com w;_;, sé pode ser o caso que
M(v;) = end(v;). Se N(vi,...,vj—1) € {ws,...,wj_1}, temos que, pelo Lema 5.20, G
nao é hamiltoniano. Entdo, existe r < j tal que end(v,) > end(v;). Vamos escolher r o
maior possivel, de forma que, para cada 7, 7 < ¢ < j, temos que end(v;) < end(v;). Da
observacao anterior, e lembrando que M ¢é guloso, vale que begin(v;) > M(v,) para cada
r < 1 < j. Portanto, segue que N(vy11,...,v;) = {M(v41),...,M(v;)}, e, pelo Lema 5.20

G, nao é hamiltoniano. Uma contradicao.
O

Lema 5.23 Se G € hamiltoniano, entio cada vértice em W — {w,} é emparelhado por
M.

Prova. Como M = {(vs,wy), (v3, ws), .., (Un,Wp-1)} é um emparelhamento, usando o
Lema 5.22 e a convexidade de G, M" = {(va, w2), (v3,w3), ..., (v, w,)} também é um
emparelhamento. Note que M" é um emparelhamento em GG que emparelha cada vértice
em W — {w;}. Como M' é emparelhamento maximo, M’ também emparelhard cada

vértice em W — {w;}.
O

Note que, caso o grafo G' seja hamiltoniano, apés o Passo 7 do algoritmo o grafo G
possui dois emparelhamentos M e M', ambos de tamanho n — 1. Como, em G5 temos
[V =ne |W|=mn-—1, entdo existe exatamente um vértice em V livre em relagdo a M.

Lema 5.24 Seja vy o vértice livre de V em M'. Se G € hamiltoniano, entdo vy € adjacente
a Wy.

Prova. Por contradicdo, suponha que v, nao é adjacente a w,. Seja ¢ tal que end(v;) =
M(v,) = wy—1. Como pelo Lema 5.22, end(vx) > M(v), temos k > g.

Primeiro, vamos mostrar que para cada %, 1 < 1 < ¢, temos que M'(v;) < M(v,).
Por construcao de G5, os unicos vértices de V' que podem ser adjacentes a vértices em
W* = {wq, w3, ..., we—1} em G, s@o os vértices em V* := {vy,vs,...,v,-1}. Como vy, é
um desses vértices e, pelo Lema 5.23, todos os vértices de W — {w;} estdo emparelhados
por M', entao M’ induz uma bijecao entre entre W* e V* — ;.

67



Algoritmos para Grafos Bipartidos Convexos

Como V* € ndo-vazio podemos usar o Lema 5.20 para argumentar que |N(V*)| >
[{w1, ws, ..., wg_1}| e que, portanto, existe um r < ¢ tal que end(v,) > w,_;. Escolha r
com essa propriedade de forma a maximizar w; := M'(v,). Como end(v;) < end(v,), vy
é livre em M' e M' é guloso, temos que w; ndo é adjacente a v, em G5. Pelo observado
no pardgrafo anterior, podemos concluir que w; < wy, pois os vizinhos de v, em G5 sdo
Wk, W41y - -+, Wg—1-

Queremos mostrar agora que j = r. Suponha que nido, que 5 > r. Entdo, como Uy
é adjacente a w; em G5 e M’ é guloso, podemos concluir que end(v;) > end(v,), o que
contraria a escolha de 7, pois M'(v;) seria maior que M'(v,).

Note que existem r — 1 vértices menores do que v, emparelhados por M’. Portanto,
algum deles, digamos vs, é¢ emparelhado a algum vértices fora de {ws, w3, ..., w,_1}. Segue
que M'(v;) > M'(v,) = w,. Como v, nédo foi emparelhado por M’ com w,, temos que
end(vs) > end(v,). Novamente, isso contradiz a escolha de 7, mostrando que ndo existe

tal 7, uma contradigao.
0O

Dos lemas acima, segue o seguinte teorema.

Teorema 5.25 O Algoritmo Clircuito Hamiltoniano resolve o problema do circuito ha-
maltoniano para grafos bipartidos convezos.

Prova. Vamos mostrar que o conjunto de arestas Eg := M U M’ U (v1, w1) U (v, w,) sdo
exatamente as arestas de um circuito hamiltoniano de G.

Observe inicialmente que, por construgao, (vi, w;) é uma aresta do grafo. A existéncia
dos emparelhamentos e da aresta (vg, w,) estao garantidas pelos lemas acima.

Por inspecao, podemos verificar que E¢ induz um subgrafo de G' onde cada vértice
tem grau par. Portanto, £ induz uma colecao de circuitos disjuntos em G. Precisamos
mostrar que E¢ induz exatamente 1 circuito, e portanto, um circuito hamiltoniano.

Seja C' um dos circuitos induzidos por F¢. Vamos mostrar que a aresta (v, wy) é
usada por C. Como a escoha de C' é arbitréria e os circuitos sao disjuntos, entdo Fs tem
que induzir somente 1 circuito.

Como C' tem pelo menos 4 arestas, C' tem que usar pelo menos uma aresta de M.
Podemos entao considerar que C' = (wj,, vi,, Wj,, Vi, - - -, Wy, ), onde M(wj,) = vy,

Vamos provar que a seqiiéncia jy,1%1, j2, 12, . . . € crescente até que a aresta (vy, w,) seja
usada.

Lembrando que os vértices de V' foram ordenados por M de forma que para cada 1,
M(v;) = w;_1, temos que %, = j; + 1. Isso prova que j; < 7;. Continuando, vamos provar
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que 7; < jo. Caso (v4,,wj,) = (Uk, wn), nada mais ha a provar. Como #; > 1, também nao
pode ser o caso que (v;,,wj,) = (vi,w;). Portanto, vamos considerar que M’(v;,) = wy,.
Como M' é emparelhamento em G, onde para cada i, beging,(v;) = M(v;) + 1, temos
que M'(v;,) = wj, > beging, (vi,) = M(v;,) + 1 = w;,_; + 1 = w;,. Segue que i < js.

Aplicando o mesmo raciocicio do pardgrafo anterior, podemos provar que j, < iy < 73,
a menos que a aresta (vx,w,) seja usada. Como o circuito termina em wj,, a seqiiéncia

de indices nao pode ser sempre crescente e a aresta (vy, w,) precisa ser usada por C.
a

Complexidade

A complexidade de tempo do algoritmo é dominada pelos Passos 3 e 7, os quais con-
sistem de encontrar um emparelhamento guloso em um grafo bipartido convexo. Usando
o algoritmo de Steiner e Yeomans [SY96], estas operagdes podem ser realizadas em tempo
O(n). Em suma, temos o seguinte teorema.

Teorema 5.26 O Algoritmo resolve o problema do circuito hamiltoniano em um grafo

bipartido convezo em tempo O(n).
O

5.5.2 Algoritmos Paralelos

O algoritmo seqiiencial da segao anterior consiste basicamente de encontrar dois em-
parelhamentos gulosos em um grafo bipartido convexo. No modelo PRAM, Dekel e Sahni
[DS84] desenvolveram um algoritmo EREW PRAM para o problema do emparelhamento
méximo que roda em tempo O(lg” n) usando O(n) processadores. Na Secdo 5.3.3 descreve-
mos um algoritmo BSP/CGM com O(lg p) rodadas de comunicacao e O(Ts(n/p)+n/plgp)
tempo de computacao local, onde Ti(n) é a complexidade tempo seqiiencial para o pro-
blema. Os emparelhamentos méximos encontrados pelos algoritmos acima sdo gulosos.
Desta forma, temos os teoremas abaixo.

Teorema 5.27 O problema do circuito hamiltoniano em um grafo bipartido convezo é

resolvido em tempo O(lg2 n), usando n processadores no modelo EREW PRAM.
O

Teorema 5.28 O problema do circuito hamiltoniano em um grafo bipartido convezo € re-
solvido no modelo BSP/CGM com O(lg p) rodadas de comunicagio e O(Ts(n/p)+n/plgp)
de tempo de computagio local, onde Ts(n) € a complezidade de tempo seqiiencial para o

problema do emparelhamento mazimo.
a
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5.6 Caminhos Minimos em Grafos Bipartidos Bicon-
vVexos

Um grafo bipartido G = (V, W, E) é biconvexo se hd uma ordenagao dos vértices de
W tal que cada vértice de V' tem seus vizinhos consecutivos em W e o mesmo ocorre
em V, ou seja ha também uma ordenacao em V tal que cada vértice de W tem seus
vizinhos consecutivos em V. Nesta secao tratamos do problema de encontrar os caminhos
minimos entre todos os pares de vértices em grafos bipartidos biconvexos usando o modelo
BSP/CGM. O algoritmo descrito a seguir é uma adaptacdo para o modelo BSP/CGM
baseado no algoritmo PRAM de Chen [Che99].

Seja Myxm a matriz de adjacéncia de um grafo bipartido G = (V, W, E), onde |V | =n
e |W| = m. Uma matriz-(0,1) satisfaz a propriedade dos uns consecutivos para as linhas
(ou colunas) se suas colunas (ou linhas) podem ser permutadas tal que a matriz resultante
possa ter uns consecutivos em cada uma de suas linhas (ou colunas). Podemos notar que,
um grafo bipartido é biconvexo se, e somente se, sua matriz de adjacéncia satisfaz a
propriedade dos uns consecutivos tantos para linhas quanto para colunas. Note ainda que
para cada vértice v € VUW, begin(v) e end(v), coincidem respectivamente, com o indice
da menor e da maior linha (ou coluna) de M,y,, correspondente a v.

Seja G = (V, W, E) um grafo bipartido biconvexo. Considere dois vértices v; e v;;, de
V. Estes dois vértices estao em uma mesma componente se, e somente se, ha intersegao
entre os intervalos [begin(v;), end(v;)] e [begin(v;,1), end(v;y1)]. Desta forma, torna-se bas-
tante simples determinar as componentes de G no modelo BSP/CGM. A saber, considere
V globalmente ordenado por begin e uniformemente distribuidos entre os processadores.
Cada Py, percorre os vértices de Vp, e determina o nimero de componentes para Vp,.
Em seguida, cada P distribui este valor, juntamente com seu maior end e seu menor
begin, para todo P; > Fj. Com estas informacoes cada Py determina qual componente
cada um dos vértices atribuidos a ele pertence. Assim vamos considerar, sem perda de
generalidade, que o grafo bipartido convexo é conexo.

Conforme observado por Lipski e Preparata[LP81] temos: dado um grafo bipartido
biconvexo, entao existem dois inteiros, v e [, 1 < u < [ < n, tais que valem as seguintes
condigoes:

1. A seqiiéncia [begin(v;), begin(v,)] é decrescente e [end(v,), end(v,)] é crescente.

2. As seqiiéncias [begin(vyy1), begin(v;_1)] e [end(vy41), end(v;—1)] sdo ambas crescentes
ou ambas decrescentes.

3. A seqiiéncia [begin(v;), begin(v,)] é crescente e [end(v,), end(v,)] é decrescente.

Assim, a matriz pode ser dividida em partes superior, do meio e inferior. Veja a
Figura 5.6 com exemplo. Podemos fazer as duas seqiiéncias da parte do meio crescentes,
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w; W2 W3 W4 W5 W Wy

vw 0 0 1 0 0 0 0

w 0 0 1 1 0 0 0

w3 01 1 1 0 0 0
g_vw 1 1 1 1 0 0 0
“ws 0 0 1 1 0 0 0
% 0 0 0 1 1 0 0

vv 00 0 0 1 1 0

s 0 0 0 0 0 1 1

v 0 0 0 0 0 1 0

Figura 5.10: Matriz de entrada Mpyy; representando um grafo G bipartido biconvexo
propriamente ordenado. Neste caso u = 4 e | = 9 com begin(vs) = wy, end(vy) = wy,
begin(vy) = we e end(vy) = ws.

se ela existe, pela inversao da ordem das colunas se necessario. Neste caso temos um grafo
bipartido biconvexo propriamente ordenado. Em um grafo bipartido biconvexo, pode
haver vérios pares (u,[) satisfazendo as trés condigdes acima. Denotaremos por d(z,y) a
distancia, nimero de arestas, do caminho minimo de z a .

O Algoritmo BSP/CGM

Como entrada o algoritmo recebe uma matriz n/p x m propriamente ordenada onde
cada linha desta matriz informa quais os vértices de W sao adjacentes a cada um dos n/p
vértices de Vp,. O algoritmo que descrevemos obtém o valor final da linha correspondente
ao vértice v;. Uma arvore, T;, dirigida de tamanho n + m é entdo construida, tendo v;
como raiz e cada né corresponde a um vértice do grafo de entrada. Esta arvore tem
a propriedade de que o caminho entre a raiz e qualquer outro né representa o caminho
minimo entre estes dois nés no grafo de entrada. A arvore é construida baseada nas

seguintes regras:
1. A raiz da arvore é v;
2. Se w; ¢ adjacente a v;, entao v; é pai de w;
3. Se v; estd na parte superior (i < u), entdo

3.1 Se w; nao é adjacente a v;, entao Vbegin(w;) é pai de w;
3.2 Se j # 1 e begin(v1) € [begin(v;), end(v;)], entdo Whegin(v,) € pai de v;

3.3 Se begin(v) & [begin(v;), end(v;)], entao Wyegin(v;) € pai de v;
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A
&

b)

Figura 5.11: Exemplo de drvores de G para v, em a) e v7 em b)

4. Se v; estd na parte do meio (u < 7 < [), entdo

4.1 Se w; ndo é adjacente a v; e end(w;) < 4, entao Vepy(w;) € pai de w;
4.2 Se w; ndo é adjacente a v; e end(w;) > 4, eNtA0 Vpegin(w;) ¢ pai de w;
4.3 j <1, entao Wend(v;) € pai de v;

4.4 7 > 1, entao Weegin(v;) é pai de v;

5. Se v; estd na parte inferior (¢ > [ # u), entdo a construgio é andloga ao caso 3.

Chen [Che99] demonstrou que a arvore construida com estas regras, determina exata-
mente quantos e quais sao os filhos de cada né do grafo. No procedimento abaixo, cada
processador Py calcula os begins e ends dos vértices de Vp, .

Procedimento Calcula begin_end

Entrada: Matriz de incidéncia M n/p X m propriamente ordenada.

Saida: begin e end de cada v; € Vp,
1: parai:=0 até n/p — 1 faga
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para j := 0 até m faga
se M(i,j) =0e M(i,j+1) =1 entado
begin(v;) :==j+ 1
se M(i,j) =1e M(i,j+ 1) =0 entao
end(v;) == 7

O célculo para os begins e ends dos vértices de W pode ser feito com o procedimento
percorrendo todas as colunas da matriz para cada vértice de Vp,. Se o begin e o end de
cada w; forem inicializados com —oo e +00, respectivamente, com um broadcast de cada
valor calculado podemos escolher o maior e o menor valor, respectivamente, como sendo
o begin e o end de w;.

Apbés calcularmos os begins e ends devemos determinar os valores de u e [, construir
a drvore T; usando as regras 1 a 5 e calcular d(7,v) de cada v € V(T;). Para encontrar
todos os pares de caminhos minimos é necessario construir uma &rvore para cada v;.
Uma vez calculado os begins e ends de cada vértice de G, podemos, com uma rodada de
comunicagao, armazenar em cada Py, os begins e ends de todos os vértices de G consumindo
memoria O(m + n). Desta forma, podemos calcular u e [ seqiiencialmente [Che99] em
tempo O(n +m). A partir dai, cada drvore pode ser construida sem comunicacdo e com
tempo de computacao O(n + m). Calcular d(7,v) de cada v € V(T;) é realizar um busca
em largura em 7; e toma tempo O(n + m). Como em cada P, temos n/p drvores para
construir e realizar as buscas, o tempo total é O(n(n + m)/p).
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Capitulo 6

Resultados das Implementacoes

Neste capitulo relatamos os resultados de tempo dos algoritmos que implementamos
para os problemas de ordenagao, emparelhamento, conjunto independente méximo e cir-
cuito hamiltoniano em grafos bipartidos convexos. Na Secao 6.1 comentamos sobre como
foram gerados os grafos utilizados nos testes. Na Se¢do 6.2 tratamos das caracteristicas
das mdquinas onde foram medidos os desempenhos dos algoritmos. Na Secao 6.3 descre-
vemos o padrao MPI, o qual foi utilizado para implementar os programas. Por fim, na
Segao 6.4 detalhamos os resultados obtidos pelos diversos algoritmos através de graficos
e tabelas.

6.1 Tipos de Grafos

Para cada grafo bipartido convexo G = (V, W, E)) usado nos testes foi gerada sua repre-
sentacao compacta da seguinte forma. Escolhido o tamanho de W, para cada vérticev € V
escolhemos aleatoriamente o meio do intervalo [begin(v),end(v)] e com uma densidade
pré-definida estabelecemos o tamanho do intervalo baseado na distribuicao de Poisson.

Para testar a implementacao dos diversos problemas criamos grafos com intervalos
tendo como referéncia uma densidade de 8%, isto é, criamos intervalos com tamanho
médio de 8% do tamanho de W. Este valor foi escolhido com o intuito de testar algumas
peculiaridades do algoritmo para encontrar um MIS e do algoritmo para determinar se o
grafo possui um circuito hamiltoniano. No primeiro caso (Algoritmo MIS), a densidade de
8% produz um niimero relativamente grande de subintervalos de W com vértices atingiveis.
No segundo caso (Algoritmo Circuito Hamiltoniano), a densidade de 8% produz, em geral,
um grafo nao hamiltoniano e, com alta probabilidade, apenas um emparelhamento pode
definir que o grafo nao é hamiltoniano. Em virtude disto, produzimos também grafos
com uma densidade de 45%, forgando o algoritmo a chamar duas vezes o algoritmo para
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emparelhamento.

6.2 Caracteristicas das Maquinas

Utilizamos duas maquinas para a realizacao de nossos testes de desempenho: o Bi-
owulf/IME do Instituto de Matemadtica e Estatistica (IME-USP) e o I-cluster do Instituto
francés ID-INRIA. Estas mdquinas tém em comum o sistema de processamento paralelo
do tipo Beowulf, que consiste de um conjunto de PCs ou workstations interconectados por
uma rede de alto desempenho dedicado para rodar aplicacoes paralelas. Neste sistema as
maquinas interligadas estao livres de perturbagoes externas e se conectam com o mundo
exterior por meio de um unico n6. Este sistema tem ganho popularidade atualmente
por apresentar bons resultados computacionais a custo relativamente baixo, além de sua
expansibilidade.

6.2.1 A Maquina Biowulf/IME

Maquina Biowulf/IME é um cluster com 16 PCs conectados por um switch Fast Ether-
net. A Figura 6.1 mostra a estrutura de conexao entre os processadores. Além do Switch
tipo Superstack III 3300 10/100, no sistema cada PC possui a seguinte configuracao:

Ethernet 100 Mb/s

Switch 3COM 3300

ﬁ Fast Ethernet 1 00Mb
1 099009080|

PC2 PC 18

PC1

KwWh (Key board, vidao, mouse)
switch

Display, KB

Figura 6.1: Configuracao da maquina Biowulf/IME
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Processador: AMD Athlon 1.2 GHz, cache L2 com 256 KB
Memdria: 768 MB PC133 SDRAM

Quanto a configuracao do Software, o Sistema Operacional é o Debian Linux 2.2.

As Figuras 6.2(a) e 6.2(b) mostram, respectivamente, o desempenho da maquina Bi-
owulf/IME com relagao ao tempo de broadcast de uma mensagem de 1KByte e da barreira
de sincronizacao quando variado o nimero de processadores.

0 L ' i 1 L L ° L L
2 4 & 8 10 12 14 18 2 4 1 8 10 12 14 16

Neemero da processadores Noamero do processadores

(a) Broadcast de 1KByte (b) Barreira de sincronizagio

Figura 6.2: Medidas de tempo na Biowulf/IME

6.2.2 A MaAquina I-Cluster /INRIA

A Figura 6.3 mostra a estrutura de conexao entre os processadores da I-Cluster /INRIA.

A méquina I-Cluster do INRIA possui 216 PCs, trés switches Fast Ethernet com 40
nods cada e dois switches com 48 nds cada. Estes switches, por sua vez, estdo interligados
entre si com uma largura de banda de 1 GB. Além dos Switches tipo HP procurve 4000
100MB/1GB, no sistema cada PC possui a seguinte configuracao:

Processador: Intel Pentium III 733 MHz
Memoéria: 256 MB PC133 SDRAM

Quanto a configuracdo do Software, o Sistema Operacional usado é o Mandrake Linux
2.2.

As Figuras 6.4(a) e 6.4(b) mostram, respectivamente, o desempenho da maquina I-
Cluster/INRIA com relagao ao tempo de broadcast de uma mensagem de 1KByte e da
barreira de sincronizagao quando variado o niimero de processadores.
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Tompo(uz)

140

[216ePCi3140 +2%48) | oo
o

i
A E

1 GB Switch Mesh

Figura 6.3: Configuracao da maquina I-Cluster/INRIA

i

L ' . .
20 30 40 50 50
Nemero de processadores

(a) Broadcast de 1KByte

Tempo(us)

600

L 1

. .
10 20 30 40 s0
Neamero d2 processadores

(b) Barreira de sincronizagio

Figura 6.4: Medidas de tempo na I-Cluster/INRIA
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6.3 MPI

6.3 MPI

MPI — Message-Passing Interface — é uma biblioteca de fun¢oes e macros que pode ser
utilizada em programas em C, C++ e Fortran. O objetivo do MPI, como o nome indica, é
ser usado em programas que exploram a existéncia de multiplos processadores através da
troca de mensagens. O padrao MPI foi desenvolvido por um grupo de pesquisadores nas
dreas académica, industrial e governamental. Este padrao possui vérias implementacdes.
As mais conhecidas sio MPICH, LAM/MPI e Chimb.

Em MPI, os processadores envolvidos na execugao de um programa paralelo sao iden-
tificados por uma seqiiéncia de inteiros nao-negativos. Se ha p processadores executando
o programa, cada um serd identificado por um valor dentre 0, 1,..., p—1. O que ocorre
quando um programa ¢ executado em uma maquina paralela, essencialmente, é o seguinte:

1. O usudrio envia uma diretiva para o sistema operacional que se encarrega de colocar
o programa executdvel na meméria local de cada uma dos processadores.

2. Cada processador inicia a execuc¢ao de sua cépia do executdvel.

3. Diferentes processadores podem executar diferentes comandos através de expressoes
condicionais do programa, baseadas nos identificadores dos processadores, por exem-

plo.

Desta forma, o MPI se adequa perfeitamente ao paradigma SPMD — Single Program
Multiple Data — que é a forma mais utilizada para escrever programas MIMD — Multiple
Instruction Multiple Data. Além disto, o MPI possibilita também o uso de diferentes

programas em diferentes processadores.

Um programa MPI tipico em C tem o seguinte formato:

#include ‘‘mpi.h’’ /* contém as macros e protétipos de fungdes */
/* necessdrias para compilar um programa MPI */

main(int argc, char** argv){

MPI_Init(NULL,NULL); /* fungSes MPI devem ser chamadas depois daqui */

<comandos>
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MPI_Finalize(); /* fungdes MPI devem ser chamadas antes daqui */

} /* main */

O MPI possui centenas de funcoes que possibilitam e facilitam a comunicagao entre
dois ou mais processadores. Abaixo destacamos as quatro principais e sua sintaxe.

int MPI_Comm_rank(MPI_Comm comm, int rank)

Retorna o rank, o identificador, do processador em seu segundo argumento. Seu
primeiro argumento é um communicator, estrutura de dados que especifica o escopo de
uma operacao de comunicacao, isto é, um grupo de processadores envolvidos no contexto
da comunicagdo. O communicator predefinido MPI_.COMM_WORLD consiste de todos
os processadores rodando o programa quando a execugao comega. O rank € interpretado
com respeito ao grupo de processadores associados com o communicator.

int MPI_Comm_size(MPI_Comm comm, int rank)

Determina o nimero de processadores executando o programa em um commaunicator.
Seu primeiro argumento é um communicator. Seu segundo argumento retorna o nimero

de processadores.

int MPI_Send(void *message, int cont, MPI_Datatype dtype,
int dest, int tag, MPI_Comm comm)

Envia a mensagem contida em um bloco de meméria e apontada por message para o
processador dest. Esta messagem possui tamanho cont de tipo dtype. Este tipo pode
ser um dos predefinidos pelo MPI, ou construido pelo usudrio. O inteiro tag especificado
pelo usuario pode ser usado para distinguir mensagens diferentes enviadas por um mesmo
processador-emissor e recebidas por um mesmo processador-receptor.

int MPI_Recv(void *message, int cont, MPI_Datatype dtype,
int source, int tag, MPI_Comm comm, MPI_Status *status)

Recebe a mensagem no bloco de memoria apontada por message vinda do proces-
sador source. Aqui os parametros source e tag podem ser as constantes predefinidas
MPI_ANY_SOURCE e MPI_.ANY _TAG respectivamente, possibilitando que a mensagem
tenha qualquer origem e qualquer tag. Para tratar esta situagao, além dos pardmetros da
funcao MPI_Send, MPI_Recv possui o parametro status que aponta para um registro com
um campo definindo o processador-emissor e outro definindo a tag.
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6.4 Resultados Obtidos

Para a implementacao de nossos algoritmos utilizamos grafos, gerados conforme des-
crito na Segao 6.1, com |V| = |W|. No que segue denotamos G1, G5 e G10 como sendo
a média dos tempos dos grafos com |V| =1 x 10°, |V| =5x 10% e |V| = 1 x 107, res-
pectivamente. Para a exposicao dos resultados dos algoritmos que apresentaram melhores
resultados praticos utilizamos o diagrama de ganho de tempo (speedup). Utilizamos o
diagrama tempo X processadores para a exposicao dos resultados de tempo obtidos pelos
algoritmos que nao apresentaram bons resultados praticos. Além disso, em alguns casos
utilizamos tabelas para evidenciar algum fato relevante.

Nestas implementacoes utilizamos o LAM/MPI 6.5. Os testes foram executados para
duas instdncias de cada tamanho, trés vezes para cada instincia. Em cada execucao
foi tomado o tempo méaximo, somando-se computacao e comunicagdo, gasto pelos pro-
cessadores. Os tempos mostrados refletem a média destas seis execucbes. Em todas as
maquinas, as medidas de tempo se mostraram bastante robustas em cada instancia, nao
sendo necesséario, desta forma, executar um nimero maior de testes para cada instancia.
O algoritmo seqiiencial de cada problema foi tomado como referéncia para o calculo dos

speedups.

Devido a falta de memdria na maquina I-cluster/INRIA néo foi possivel executar o
algoritmo seqiiencial para insténcias de tamanho 107 dos algoritmos para emparelhamento,
MIS e Caminho Hamiltoniano. Como conhecemos o tempo para instancias de tamanho
10% e as fungoes assintéticas de tempo para os problemas, para cada problema fizemos
uma estimativa de tempo usando a seguinte férmula:

T(n) = T(10°) f(n)/f(10%)

onde:
T'(n) é o tempo gasto pelo problema para a instancia de tamanho n
f(n) é funcao de tempo conhecida para o problema de tamanho n.

Para o problema do emparelhamento a fungao f(n) é nlogn e para o problema MIS

f(n) én.

6.4.1 Ordenacao

As Figuras 6.5(a) e 6.5(b) mostram os ganhos de tempo (speedups) do algoritmo para
ordenagao nas méquinas Biowulf/IME e I-cluster/INRIA quando variado o niimero de
processadores.

Os speedups obtidos para a ordenacao foram bons, principalmente se considerarmos
a situacao em que o custo de comunicagao é muito elevado como a que trabalhamos.
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T gse

-l

Quantidade de processadores Quantidade de Processadores

(a) Biowulf/IME (b) I-cluster/INRIA
Figura 6.5: Speedup do Algoritmo para Ordenacao

Observamos que o speedup variou entre 1,02 e 5,18 com 8 processadores na Biowulf/IME,
e entre 1,03 e 38,42 com 64 processadores I-cluster /INRIA.

6.4.2 Emparelhamento

As Figuras 6.6(a) e 6.6(b) mostram o desempenho do algoritmo para emparelhamento
nas maquinas Biowulf/IME e I-cluster/INRIA quando variado o niimero de processadores.

Tempo(s)

Quantidade de processadores Quantidade d2 processadoras.

Figura 6.6: tempo x processadores do algoritmo para emparelhamento na Biowulf/IME
e na I-cluster/INRIA

Os speedups obtidos para o emparelhamento nao foram muito bons. Conforme Fi-
gura 6.7, podemos ver que o speedup variou entre 0,31 e 0,56 com 8 processadores na
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méquina Biowulf/IME, e entre 0,31 e 2,10 com 64 processadores na maquina I-cluster /INRIA.

Biowulf/IME I-cluster/INRIA
P|1x10° [5x10°]1x10" [1x10°[5x10°]1x 107
2 0,32 0,31 0,35 0,32 0,34 0,30
4 0,37 0,38 0,42 0,43 0,55 0,39
8 0,49 0,49 0,56 0,58 0,64 0,52
16 0,84 0,92 0,73
32 1,35 1,53 1,24
64 1,85 2,16 2,04

Figura 6.7: Speedup do algoritmo para emparelhamento em grafos com |V| =1 x 108, 5 x
10% e 1 x 107

O fato dos speedups obtidos para o emparelhamento nao terem sido bons se deve a
dois fatores principais: o custo de comunicagao é muito elevado em relagdo a computacao
local nas maquinas que trabalhamos e, além disso, os algoritmos que implementamos sao
O(nlgn) para a ordenagdo e O(n) para o emparelhamento. Isto faz com que o tempo de
comunicagao necessario seja relativamente grande comparado ao tempo de computacao
local realizado. Este fato pode ser constatado pela tabela da Figura 6.8.

1 x 108 5 x 10° 1 x107

Comp | Com || Comp | Com || Comp [ Com
5[ 16,99 | 5,62 || 94,32 | 28,95 || 194,28 | 58,71
4] 13,09 | 6,16 | 71,81 | 31,17 || 146,72 | 64,98
6| 8,289 8,65 | 49,10 | 44,30 || 101,04 | 87,49
8 9,04 5,11 | 48,97 | 30,79 || 103,69 | 52,02
10 7,16 | 7,44 39,27 | 38,24 82,41 | 73,85
12 6,07 | 6,06 33,98 | 33,32 70,74 | 64,85

Figura 6.8: Tempo de computagao e tempo de comunicacao do algoritmo para empare-
lhamento em grafos com |V| =1 x 105, 5 x 10% e 1 x 107

6.4.3 MIS

Para o algoritmo que encontra o MIS utilizamos dois tipos de entradas distintas:
quando na entrada nao temos o emparelhamento calculado, neste caso o tempo inclui
o calculo do emparelhamento no grafo; e quando na entrada ja temos o emparelhamento,
nao sendo, portanto, necessario incluir o tempo do emparelhamento.

As Figuras 6.9(a) e 6.9(b) mostram o desempenho do algoritmo para encontrar o MIS
nas méaquinas Biowulf/IME e I-cluster/INRIA quando variado o nimero de processado-
res. Neste caso, o tempo inclui o cédlculo do emparelhamento no grafo, o qual acarreta
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uma degradacao na performance do algoritmo como um todo, uma vez que o célculo do
emparelhamento domina o tempo do algoritmo para encontrar o MIS.

i
2 4 6 8 10 12 1 2 4 8 16 2 B84
Quantidade de processadores Quantidade de processadores

Figura 6.9: tempo X processadores do algoritmo MIS na Biowulf/IME e na I-
cluster/INRIA com tempo do emparelhamento incluso.

Nas Figuras 6.10(a) e 6.10(b), ilustramos o comportamento do algoritmo MIS, através
da curva de speedup, quando o grafo de entrada ja possui o emparelhamento calculado.
Nesta implementacao houve um redugao significativa do tempo de comunicagao e uma
conseqiiente melhora do algoritmo como um todo.

‘Quanlidade de processadores Quantidade de processadores

Figura 6.10: Speedup do MIS na Biowulf/IME e na I-cluster/INRIA sem o tempo para
emparelhamento.
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6.4.4 Circuito Hamiltoniano

Nos gréficos a seguir vemos, para dois tipos de entradas distintas, o tempo do algoritmo
para o circuito hamiltoniano quando variado o nimero de processadores.

350 T T L — T T 500

Quantidade de processadores Quantidads de processadores

Figura 6.11: Diagrama tempo X processadores do caminho hamiltoniano na Biowulf/IME
e na I-cluster/INRIA em grafos com densidade de 8%.

Tompo(s)
Tampo(s)

Quantidads de processadores Quantidade de processadores

Figura 6.12: Diagrama tempo x processadores do caminho hamiltoniano na Biowulf/IME
e na I-cluster/INRIA em grafos com densidade de 45%.

Como podemos ver pelos graficos a seguir, o tempo do algoritmo para o circuito ha-
miltoniano é essencialmente o tempo para realizar o emparelhamento. No primeiro caso,
Figuras 6.11(a) e 6.11(b), o grafo nao é hamiltoniano e o algoritmo realiza apenas um
emparelhamento para fazer a verificacdo, e no segundo caso, Figuras 6.12(a) e 6.12(b),
os grafos sao hamiltonianos e o algoritmo chama duas vezes o algoritmo para emparelha-
mento para fazer a verificacao.
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Capitulo 7

Consideracoes Finais

Apresentamos neste trabalho uma visao geral dos modelos de computacao paralela
atualmente em uso, especialmente aqueles chamados realisticos. Relacionamos alguns
critérios que consideramos relevantes para um modelo de computacao paralela satisfazer.
Longe de ser um consenso, a discussao que realizamos é apenas parcial e bastante incipiente
devido a complexidade do préprio tema. A despeito disto, o surgimento de novas areas de
aplicagoes como Inteligéncia Artificial e Biologia Computacional, além das tradicionais,
tem intensificado as pesquisas na érea.

Nao obstante, novas arquiteturas paralelas tém surgido nos ultimos anos, e um grande
esfor¢o de se encontrar um paradigma adequado para o desenvolvimento de algoritmos
tem sido feito. O primeiro se deve como conseqiiéncia ao barateamento do hardware e
o desenvolvimento de mdquinas do tipo Beowulf, e o segundo tem se refletido, principal-
mente nos modelos realisticos, BSP, CGM e LogP. Em geral, os algoritmos desenvolvidos
para estes modelos correspondem a implementacoes satisfatérias nas maquinas atuais.

Posterior a discussao sobre os modelos e apresentacdo de alguns algoritmos de comu-
nicagao dentro destes modelos, descrevemos dois algoritmos de ordenac¢ao nos modelos
realisticos que incorporam as discussoes feitas inicialmente.

O tema de nosso estudo foi encontrar algoritmos eficientes em modelos realisticos
para problemas em grafos cuja paralelizagao, a partir de algoritmos desenvolvidos para
o modelo PRAM, nao sao triviais. Neste estudo enfatizamos tipos especiais de grafos, a
saber, grafos cujo grau maximo é limitado e grafos bipartidos convexos. Em grafos cujo
grau maximo € limitado, descrevemos um algoritmo para coloracao de vértices.

Estudamos, como principal foco de nosso trabalho, grafos bipartidos convexos, para
os quais foram apresentados alguns novos algoritmos paralelos realisticos. O primeiro
problema tratado foi encontrar um emparelhamento méaximo. Este algoritmo levou ao
desenvolvimento de um algoritmo para encontrar um conjunto independente maximo e a
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resolver o problema do circuito hamiltoniano neste tipo de grafo. Além destes problemas,
apresentamos um algoritmo para encontrar todos os caminhos minimos em uma subclasse
deste tipo de grafo, os grafos bipartidos biconvexos.

A implementacao dos algoritmos para grafos bipartidos convexos comentados anterior-
mente foram relevantes para uma avaliagao cuidadosa dos modelos. Estas implementacoes
foram realizadas em duas maquinas diferentes e o comportamento dos algoritmos se mos-
traram semelhantes, o que afirma a portabilidade do modelo. Quanto a complexidade de
tempo a comunicagao entre processadores se apresenta como um gargalo a ser superado.
Ademais, as ferramentas de programacao paralela, apesar de avangos recentes, estao em
amadurecimento.

Como sugestao para estudos futuros, temos o problema de encontrar um conjunto do-
minante minimo em grafos bipartidos convexos. Os problemas que estudamos para este
tipo de grafos, merecem um estudo em classes mais gerais de grafos, por exemplo, em
grafos de intervalo. Apesar de nao ter sido tratado em nossa tese, a area de biologia com-
putacional com os modelos realisticos oferece problemas interessantes. Nos algoritmos que
apresentamos em grafos bipartidos convexos o nimero de rodadas foi O(lgp), a possibili-
dade de encontrar algoritmos com numero de rodadas constante pode ser considerada.
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