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Resumo

Nesta dissertacao estudamos alguns problemas envolvendo coloracao de gra-
fos, e focamos em alguns resultados a respeito desse assunto que usam o
método probabilistico.

Vamos, primeiramente, demonstrar o Teorema de Brooks e o Teorema
de Vizing, que sao os dois primeiros resultados que qualquer estudante da
area veé a respeito de coloragao de vértices e arestas respectivamente. Em
seguida, introduzimos o conceito de lista-coloragao e mostramos uma prova
do Teorema de Galvin, que até recentemente era um problema em aberto.
O Teorema de Galvin afirma que para qualquer grafo bipartido GG, o niimero
cromatico e o nimero lista-cromatico sao iguais. Ainda na primeira parte do
texto, explicamos o que é coloracao total e enunciamos a principal conjectura
que existe a respeito desse assunto.

Depois disso, numa segunda parte do texto, fazemos um resumo de con-
ceitos probabilisticos e de algumas ferramentas como o Lema Local e algumas
desigualdades importantes. Esses conceitos sao usados no restante do texto.

Em seguida, mostramos algumas aplicagoes do método probabiistico para
resolver problemas de lista-coloracao e problemas de coloragao total.

Por 1ltimo, mostramos um teorema de Kim que usa o método semi-
aleatério de Rodl para provar o seguinte: para todo € > 0 existe 4, tal
que para todo grafo G com cintura pelo menos 5 e grau maximo A > A,
tem-se x(G) < (1+¢€)A/InA.
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Abstract

In this thesis we study some problems on graph colorings, focussing on
some applications of the probabilistic method to tackle them.

We start by showing Brooks’s theorem and Vizing’s theorem, which are
the first results almost every student of the area starts with. Next, we in-
troduce the concept of list-coloring and we give a proof of Galvin’s theorem,
which is a relatively recent result. Galvin’s result states that for every bi-
partite graph G, the chromatic number and the choosability number are the
same. Still in the first part of this text, we explain what total colorings are
and we state the main conjecture involving such colorings.

In the second part of the text, we discuss some probabilistic concepts
and tools, such as the Local Lema and some important inequalities. These
concepts are used in the remainder of the thesis.

In what follows, we show some applications of the probabilistic method
to solve list-coloring and total coloring problems.

Finally, we go into the details of a theorem of Kim about graphs with
girth at least 5. The proof of this theorem makes use of the semi-random
method, due to V. Rodl. Kim’s theorem asserts that for every e > 0 there
is Ay such that, for every graph with girth at least 5 and maximum degree

A > Ay, we have x(G) < (1 +€)A/InA.
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Capitulo 1

Introducao

Coloracao de grafos foi um assunto muito estudado no século passado devido
a vontade existente, na época, de se encontrar uma solugao para a conjec-
tura das 4 cores. Gracas a isso, a area de coloragao de grafos é muito vasta
atualmente. Existem diversas questoes de interesse muito estudadas que, na
verdade, sao variantes do problema classico de colorir propriamente os vér-
tices de um grafo. Uma idéia bem natural é colorir as arestas de um grafo
sem que duas adjacentes tenham a mesma cor. Podemos também pensar em
colorir vértices (ou arestas) restringindo o conjunto de cores permitidas em
cada vértice (aresta). Essa variante encaixa-se no que chamamos de colora-
gao restrita. Outra variante é colorir vértices e arestas sem que elementos
adjacentes ou incidentes tenham a mesma cor. Chamamos essa variante de
problema da coloracao total.

Atualmente, existem varias questoes importantes que ainda nao foram
resolvidas. Nesta monografia, pretendemos apresentar os resultados classicos
da area, com enfoque no problema da lista-coloracao e da coloragao total.
Muitos desses resultados apontam na dire¢ao de que as conjecturas sao ver-
dadeiras. Nas demonstracoes de alguns teoremas, faremos uso do método
probabilistico criado por P. Erdés (ver [2]). Um apanhado das técnicas pro-
babilisticas utilizadas é feito no capitulo Ferramentas probabilisticas.

O texto esta dividido em trés partes principais, sendo elas: resultados
bésicos em coloracao, resultados probabilisticos em coloragao e grafos livres
de triangulos. A primeira parte do texto apresenta, muito sucintamente,
alguns resultados classicos da area de coloracao de grafos. As outras duas
apresentam diversos resultados relevantes que foram construidos com o uso
do método probabilistico.



Capitulo 2

Definicoes basicas e notacao

Muitos termos e simbolos que vamos descrever aqui sao bem conhecidos do
publico que provavelmente tem interesse em ler este texto. No entanto, para
ter certeza de que usamos a mesma linguagem, vamos enumerar a nomencla-
tura necessaria para a leitura do texto.

Todos os conjuntos que aparecem neste texto sao finitos. Se X é um
conjunto, denotamos o numero de elementos de X por |X|. Se X é um
conjunto com k elementos, dizemos que X é um k-conjunto. O conjunto de
todos os k-subconjuntos de um conjunto X é denotado por ()k( ) O conjunto
dos k primeiros inteiros positivos é denotado por [k].

Um grafo é um par ordenado G = (V, E), onde V' é o conjunto dos vértices
ek C (‘2/) é o conjunto das arestas. Novamente, todos os grafos considerados
aqui sao finitos, isto é, possuem um conjunto finito de vértices. Se e é uma
aresta e u € e, dizemos que u incide em e ou, equivalentemente, e incide em
u. Também dizemos que u é uma ponta de e. Se u,v € e para algum e € F|
dizemos que u e v sao vértices adjacentes, ou vizinhos, ou ainda, que u e v
estao ligados pela aresta e. Denotamos uma aresta e = {u, v} simplesmente
escrevendo uv ou vu. Duas arestas e e f sao adjacentes se possuem alguma
ponta em comum.

Se X C V é um subconjunto de vértices do grafo, denotamos por V(X)
o conjunto de arestas que tém uma ponta em X e outra em V' \ X. Vamos
denotar a cardinalidade de V(X) por d(X). As vezes, abusamos da notacao
e escrevemos V(v) para denotar o conjunto de arestas incidentes em v. Nesse
caso, d(v) é chamado grau de v. Escrevemos A para denotar o grau mdzimo
do grafo (A = max,ey d(v)), e 0 para denotar o grau minimo. Se X C V
é um subconjunto de vértices do grafo, denotamos por I'(X) o conjunto dos



vértices que sdo adjacentes a algum vértice de X. Note que I'(X) nao é
necessariamente disjunto de X. Abusando da notagao, escrevemos I'(v) para
denotar o conjunto de vizinhos de v.

Um grafo G' = (V', E') é subgrafo de um grafo G = (V,E) se V! C V
e E/ C E. Quando isso ocorre, podemos escrever G' C . Um subgrafo de
G é proprio se alguma das continéncias acima for prépria. Quando houver
ambigiiidade, vamos escrever os conjuntos/invariantes definidos acima men-
cionando a que grafo se referem. Por exemplo, diremos V(G) em vez de V,
E(G) em vez de E, e assim por diante: A(G), 6(G), Vg (v), da(v), a(v),
etc.

Um subgrafo H de G é induzido por um conjunto de vértices X, se
V(H) =X e FE(H)=FE(G)N ()2() Para nds, um subgrafo H de G é gerado
por um conjunto de arestas M, se

V(H)=|J f e E(H)=M.
feM

Para denotar o subgrafo induzido (gerado) por um conjunto X de vértices
(arestas), escrevemos G[X]. Se X é um subconjunto de vértices de um grafo
G, entao G — X denota o subgrafo obtido removendo-se os vértices de X e
as arestas incidentes a eles, isto é, o subgrafo de G induzido por V(G) \ X.
Se X ={vy,...,ux}, as vezes escrevemos G — vy — - -+ — v em vez de G — X.

O grafo linha de um grafo G, denotado por L(G), é um grafo onde
V(L(G)) = E(G), e {e, f} é uma aresta de L(G) se e s6 se e e f forem
arestas adjacentes em G. Grafos linha surgirao naturalmente quando falar-
mos de coloragao de arestas.

Dizemos que dois grafos G e H sao isomorfos se existe uma bijecao
f:V(G) — V(H) tal que f(z)f(y) € E(H) se esé se xzy € E(G). Para de-
notar que G e H sao isomorfos escrevemos G = H. Dizemos que um subgrafo
G' de um grafo G é um “H em G” se G' = H.

Um caminho é um grafo P com conjunto de vértices V(P) = {vy,..., v}
e com conjunto de arestas E(P) = {v;v;11: i € [k — 1]}. Dizemos que v; e vy
sao pontas de P.

Um (u,v)-caminho em G é um caminho cujas pontas sdo u e v. Um grafo
G é conexo se, para qualquer par de vértices distintos u,v € V(G), existe
um (u,v)-caminho em G. Um grafo é k-conexo se a remocao de menos que
k vértices nao desconecta o grafo. Um grafo é k-aresta-conezo se a remocao
de menos que k arestas nao desconecta o grafo. Um conjunto de vértices



X C V(G) é um conjunto de corte, se a remogao de X desconecta G. Se G
¢ desconexo, entao () é um conjunto de corte. Um bloco de um grafo G' é um
subgrafo 2-conexo maximal de G, isto é, nao é subgrafo de nenhum outro
subgrafo 2-conexo de G.

Um circuito é um grafo conexo que possui todos os vértices com grau
exatamente 2. Um grafo G é completo se E(G) = (VgG)). Um subgrafo
completo de um grafo G é chamado cligue. O tamanho do maior clique de
um grafo G é denotado por w(G). Um conjunto X de vértices de um grafo G
é estdvel, ou independente, se E(G[X]) = 0. O tamanho do maior conjunto
independente de um grafo G é denotado por o(G). Um emparelhamento em
um grafo G' é um conjunto de arestas duas a duas nao adjacentes.

Sejam f e g duas fungoes. Escrevemos f = O(g) se f < cg, para alguma
constante absoluta c. Escrevemos f = Q(g) se ¢ = O(f), e f = O(g) se
f=0(g) e f=Q(g). Quando o limite de f/g tende a zero, escrevemos f =
o(g). Quando escrevemos “log”, estd subentendido que a base do logaritmo
¢ 2. Para denotar que a base do logaritmo ¢é a base natural, escrevemos “In”.

Se alguma notacao utilizada nao se encontra aqui, ela é conforme a nota-
cao de [10].



Capitulo 3

Resultados basicos em coloracao

3.1 Coloracao de vértices

Uma coloragao dos vértices (ou, simplesmente, colorag¢io) de um grafo G
¢ uma atribuigdo de cores aos seus vértices (formalmente é uma fungao
¢: V(G) — C, onde C é um conjunto de cores). Dizemos que uma coloragao
é propria se vértices adjacentes recebem cores diferentes. Uma k-coloracao
é uma coloragao que usa até k cores (geralmente os inteiros de 1 até k). Um
grafo G é k-colorivel se admite uma k-coloracao prépria.

Para cada cor ¢, ¢~ '(c) é dita ser uma classe de coloracao. Suponha que
o conjunto de cores usadas é C' = [k]. Toda k-coloragdo prépria ¢ induz
naturalmente uma partigao {p~'(1),..., ¢ *(k)} do conjunto de vértices do
grafo em conjuntos estaveis. Por essa razao, um grafo k-colorivel também
¢ chamado de k-partido. Quando k = 2, dizemos bipartido em vez de 2-
partido. Para explicitar as classes A e B de uma coloragao propria de um
grafo bipartido, dizemos que o grafo é (A, B)-bipartido.

O nidmero cromdatico de um grafo GG, denotado por x(G), é o menor inteiro
k tal que G é k-colorivel. Dizemos que um grafo G é k-cromdtico se x(G) = k.

Um limitante superior facil para o nimero cromatico de um grafo é
X(G) < A(G)+1. Para vermos isso, suponha que ja colorimos vérios vértices
do grafo, e suponha que estamos tentando colorir um certo vértice v. Preci-
samos colocar uma cor em v que seja diferente das cores dadas aos vizinhos
de v (ignore os vizinhos que ainda nao foram coloridos). Temos A(G) + 1
cores possiveis para dar a v e no maximo A(G) cores a evitar. Assim, é
possivel escolher para v uma cor que seja diferente das cores dadas aos seus



vizinhos. Este procedimento pode ser repetido até que todos os vértices do
grafo estejam coloridos. Portanto temos que x(G) < A(G) + 1. O método
para colorir grafos que acabamos de descrever chama-se método da coloragao
gulosa.

O niimero de coloragio de G é definido como sendo §(G) + 1, onde §(G)
¢ o maximo dentre os graus minimos de todos os subgrafos induzidos de G.
O resultado do paragrafo anterior pode ser levemente melhorado pondo-se
5(G) + 1 em vez de A(G) + 1. Considere uma ordenacao vy, ..., v, dos
vértices de G de forma que v; é um vértice de grau minimo em G[{vy, ..., v;}].
Executando o método da coloracao gulosa, seguindo esta dada ordem dos
vértices, temos que apenas S(G) + 1 cores sao necessarias. Isso pode nao
fazer diferenca em alguns casos, por exemplo, quando G é um grafo regular.
Nesse caso 6(G) = A(G).

A seguir, veremos um teorema que diminui de 1 a cota do ntimero cro-
matico quando o grafo satisfaz algumas modestas condigoes.

Lema 1: Todo grafo 2-conexo G, com grau mdximo pelo menos 3, que nao
¢ completo, contém trés vértices x,y,z com zy,xz € E(G), yz & E(G), e
G —y — z € conexo.

Prova. Seja x um vértice de grau maximo em G. Dois de seus vizinhos
nao estao ligados por uma aresta. Caso contrario, se todos os vizinhos de
x estivessem ligados entre si, como G nao é completo, algum vizinho de z
deveria ter grau maior que d(z): isso é absurdo, pois d(z) = A(G). Se x
é adjacente a todos os demais vértices do grafo GG, tome y e z como sendo
vizinhos de x que nao estao ligados entre si, e acabou. Suponha entao que x
nao é adjacente a todos os demais vértices de G. Entao existem v e w tais
que v € vizinho de z, e w é vizinho de v mas nao de z. Se G —x —w é conexo,
entao estamos feitos. Suponha entao que {z,w} seja um conjunto de corte.

Sejam C',...,Cs as componentes de G — z — w. Note que s > 2. Cla-
ramente G — w é conexo, pois G é 2-conexo. Isso implica que x tem um
vizinho em cada C;. Sejam y e z dois vizinhos de x que estao em C; e Cy
respectivamente. Tome G' = G — z. Sejam B, e B, os blocos 2-conexos de
G’ que contém y e z respectivamente. Claramente B, # B,.

Os vértices y e z nao sao adjacentes pois estao em componentes diferentes
de G —xr — w. A remocao de y nao desconecta B;. A remocao de z nao
desconecta By. Como y e z sao diferentes de w, G’ —y—z é conexo. (E preciso
refletir um pouco para ver que essa afirmagao é verdadeira.) Gostariamos de



afirmar que a remocgao de ambos também nao desconecta GG, porém devemos
ser cautelosos. O vértice x poderia ser um vértice isolado em G — y — z,
acontece que x tem grau pelo menos 3 e, portanto, G — y — z é conexo como
gostariamos. [

Lema 2: Seja G um grafo 2-conexo que tem grau mdximo pelo menos 3
e que nao € completo. Podemos colocar os vértices de G em uma ordem
V1, ..., U, de tal forma que vivy € E(G), viv,, vov, € E(G), e para todo j,
3<j<n-—1,wv; tem no mdzrimo A(G) — 1 vizinhos em {vy,...,v;_1}.

Prova. Tome z,y e z como no lema. Ponha vy =y, v = 2z e v, = . Pelo
Lema 1, sabemos que G — v; — v9 é conexo. Ordene os vértices de G — vy — vy
da seguinte forma: no primeiro passo escolha um vértice u que seja adjacente
a v, e ponha v, ; =wu. Nopasso, 1 <1 < n—2, escolha u que seja adjacente
a alguém de vy, vy_1,...,Vy_j11 € ponha v, ; = u. E facil ver que a ordem
descrita acima possui as propriedades desejadas. [ |

Teorema 3 (Brooks): Para todo grafo G com grau mdzimo A, x(G) < A
a menos que alguma componente de G seja um clique com A+ 1 vértices ou
A =2 e alguma componente de G seja um circuito impar.

Prova. E fécil verificar que o teorema vale se A = 2. Suponha A > 3. Seja
GG um contra-exemplo com o menor numero possivel de vértices. Afirmamos
que G deve ser 2-conexo. E facil ver que G deve ser conexo. Para provar
que GG é 2-conexo, suponha, por contradi¢ao, que exista um vértice de corte
v em G, e seja C' uma componente de G — v. Ponha G; := G[V(C) U {v}]
e G5 := G — C. Observe que tanto G; como (GG nao sao cliques com A + 1
vértices. Se 7 (ou Gy) for um circuito fmpar, podemos usar 3 < A cores
para colori-lo. Agora, colorimos G e G5 separadamente, usando no maximo
A cores em cada um deles, e ajustamos a cor de v para que seja a mesma
nas duas partes.

Basta provar o teorema para grafos 2-conexos com A > 3. Suponha,
entao, que G seja um grafo 2-conexo com A > 3 e suponha que G nao seja
um clique com A + 1 vértices. Considere uma ordenacao dos vértices de G
como no Lema 2. Se aplicarmos o método da coloragao gulosa seguindo esta
ordem dos vértices, entao podemos colorir v; e v com a mesma cor. Para
cada vértice v;, 2 < i < n, podemos colori-lo usando apenas cores de 1 a A,
pois temos no maximo A — 1 cores a evitar. O vértice v, tem A vizinhos



ja coloridos, mas v, e v, tém a mesma cor. Entao podemos usar, também,
somente cores de 1 a A para colori-lo. |

3.2 Coloracao de arestas

Uma coloragao das arestas de um grafo G é uma atribuicao de cores as suas
arestas (formalmente é uma funcdo ¢: E(G) — C, onde C' é um conjunto
de cores). Dizemos que uma colorao de arestas é prépria se arestas adjacentes
recebem cores diferentes. O indice cromadtico de um grafo GG, denotado por
X'(G), é o menor inteiro k tal que existe uma coloragao prépria das arestas
de GG usando k cores. Note que colorir as arestas de um grafo G é o mesmo
que colorir os vértices do grafo linha L(G).

Gostariamos de mencionar que os resultados a seguir que envolvem co-
loracao de arestas sao, na verdade, um pouco mais gerais. Fazendo ligeiras
modificacoes em seus enunciados e demonstragoes, eles seriam verdadeiros
também para multigrafos. Num multigrafo, o conjunto de arestas nao é pro-
priamente um conjunto, mas sim um multiconjunto, no qual a multiplicidade
dos seus elementos ¢ levada em conta.

Se tentdssemos colorir propriamente as arestas de um grafo G, percebe-
riamos que sao necessarias pelo menos A(G) cores. Um limitante superior
natural que poderiamos tomar para x'(G) é A(L(G)) +1 < 2A(G) — 1. O
teorema abaixo, no entanto, reduz bem o limitante, e mostra que x'(G) é
bem préximo de A(G). Na verdade, o indice cromatico é A(G) ou A(G) + 1.

Teorema 4 (Vizing): Para todo grafo G, temos X'(G) < A(G) + 1.

Prova. Vamos provar o teorema por indug¢ao no numero de arestas. Se G
nao tem arestas ou tem exatamente uma aresta, a afirmagao é verdadeira.
Suponha, entdao, que GG tem pelo menos duas arestas e suponha que o re-
sultado seja valido para grafos com menos arestas do que G. Por hipdtese
de inducao, podemos supor que todas as arestas de GG estao coloridas com
A(G) 4 1 cores, exceto uma aresta e = xy; que vamos tentar colorir.
Dizemos que uma cor ¢ esta livre em um vértice v, se nenhuma aresta que
incide em v foi colorida com a cor ¢. Observe que em cada vértice, pelo menos
uma cor estd livre. O que vamos fazer é construir uma seqiiéncia de vértices

Y1, Y2, - - -, Yr adjacentes a x, e uma seqiiéncia de cores ti, s, ..., t; tais que
a cor t; estd livre no vértice y;, mas a aresta xy;,; tem cor t;. Suponha
que j& tenhamos os vértices yi,ya,...,y; e as cores t1,1s,...,t;. No maximo
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uma aresta xy possui cor t;. Se existe tal aresta, entao tomamos y;11 =y e
tomamos uma cor t;q que estd livre em ;1.
H& dois motivos pelos quais somos obrigados a parar de construir essas
seqiiéncias:
(i) Nao existe aresta incidente a x com cor t;. Nesse caso, colorimos cada
aresta xy; com cor t;, para ¢ < k. E agora, como t; estd livre tanto em
x como em Yy, podemos colorir a aresta xy, com cor t;. Neste caso,
podemos parar, pois ja atingimos nosso objetivo.
(i) Existe algum indice j < k tal que zy; possui cor ;. Caso isso aconteca,
pinte cada aresta xy; com cor t;, para ¢ < j. Nesse ponto, a aresta sem
cor ¢ a aresta xy;. Discutiremos este caso no préximo paragrafo.

Temos entao uma seqiiéncia y;,...,y, € cores tj,...,t;, onde a cor ¢; estd
livre em y; e esta sendo usada em y;41. Ademais, xy; nao estd colorido com
nenhuma cor e ; estd livre em y; e em y;. Seja s uma cor livre em z. Se
s esta livre em 1, para algum j < ¢t < k, entao colorimos a aresta xy; com
cor t;, para j < 1 < t, e colorimos xy, com a cor s. E, portanto, teriamos
colorido o grafo todo. Caso s nao esteja livre em y;, para 7 <t < k, entao
considere o subgrafo H C G gerado pelas arestas de cor s e de cor t;. Todos
os vértices de H tém grau no maximo dois (pois cada um incide, no maximo,
numa aresta de cor s e numa de cor t;). Entdo as componentes de H sé
podem ser circuitos ou caminhos. Mas z,y; e y; tém grau no méaximo 1 em
H, e portanto uma das duas alternativas abaixo ocorre:

(i) = e y; estdo em componentes diferentes de H. Nesse caso, troque a cor
s pela cor t;, nas arestas da componente de H que contém y;. Assim s
serd uma cor livre em x e y;, e portanto podemos atribuir cor s a aresta
xy; que faltava ser colorida.

(ii) = e yx estdo em componentes diferentes de H. Nesse caso, continue a
colorir as arestas zy; com a cor t;, j <1 < k. Agora a aresta nao colorida
é a aresta xy,. Troque a cor s pela cor t; nas arestas da componente
de H que contém y;. Assim s serd uma cor livre em = e y, e portanto
podemos atribuir cor s a aresta zy; que faltava ser colorida.

Com isso, a prova do teorema esta completa. [ ]



Fig. 1: Ambos os grafos possuem grau maximo 3, porém uma coloracdo das arestas do
grafo da esquerda necessita apenas de 3 cores, enquanto que, para colorir as arestas do

grafo da direita, precisamos de 4 cores.

3.3 Lista-coloracao

Seja G um grafo. Agora, vamos dar a cada vértice v € V(G) um conjunto
L(v) de cores permitidas. Na literatura, esses conjuntos sao chamados de
listas, mas a ordem das cores nessas “listas” nao importa. Dizemos que G é
L-colorivel se existe uma coloragao prépria ¢ tal que p(v) € L(v), para todo
vértice v. O ndmero lista-cromdtico, denotado por ch(G), é o menor inteiro
k tal que, quaisquer que sejam as listas atribuidas aos vértices, se todas elas
tém tamanho pelo menos k, entao G é L-colorivel. E ¢bvio que ch(G) é pelo
menos tao grande quanto o nimero cromatico:
ch(G) > x(G).

Mas nao é ébvio que ele pode ser, como de fato é em muitos casos, muito
maior que o niimero cromatico. Na verdade, isso é totalmente contra a nossa
intuigdo. Se pensarmos que £ = {L(v) = {1,...,x(G)}: v € V(G)} é
um conjunto de listas “viavel”, entao por que um outro conjunto de listas,
todas elas com x(G) cores, permitindo até mais cores do que simplesmente
{1,...,x(G)}, ndo seria “vidavel”? A construgao de um contra-exemplo é
razoavelmente simples, como podemos observar na figura abaixo.
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O grafo desenhado nao possui uma coloracao propria que respeita as listas
indicadas.

Mais genericamente, podemos construir grafos bipartidos com niimero
lista-cromatico arbitrariamente alto. Seja G um grafo (A, B)-bipartido com-
pleto com |A| = |B| = (**7!). Ponha cada k-subconjunto de {1,2,...,2k—1}
como sendo a lista de algum a € A e de algum b € B. Dessa forma, pelo
menos k cores sao usadas em qualquer coloracao dos vértices de A e pelo
menos k cores sao usadas em qualquer coloragao dos vértices de B. Uma cor
aparece, entao, em ambas as partes e portanto G nao é L-colorivel.

Embora o ntimero lista-cromatico nao esteja relacionado com o nimero
cromatico, o indice lista-cromatico (definido analogamente) parece estar in-
timamente ligado com o indice cromatico.

Conjectura 1 (Conjectura da Lista-Coloragao): Para todo grafo G, € ver-
dade que ch/(G) = X'(G). O

A conjectura é verdadeira para grafos bipartidos como mostra o Teorema
de Galvin abaixo. Para apresenta-lo aqui, precisaremos apresentar o conceito
de emparelhamentos estaveis em grafos bipartidos. A prova do teorema de
Galvin aqui apresentada foi encontrada em [4].

Seja G um grafo (A, B)-bipartido. Considere uma funcao preferéncia
ty: I'(v) — N para cada vértice v do grafo. Suponha que p, é injetora para
todo v. Se z,y sdo vizinhos de v e u,(x) > u,(y), dizemos que v prefere x a
y. Se u ¢ um vértice e M é um emparelhamento que contém uma aresta e
incidente em u, vamos escrever M (u) para denotar a outra ponta de e. Um
emparelhamento M de G é estdvel se, para cada aresta uv € E(G)— M,
temos que alguma aresta de M incide em u e p,(M(u)) > pyu(v), ou que
alguma aresta de M incide em v e u,(M(v)) > u,(u). Nao é claro que para
qualquer grafo bipartido existe um emparelhamento estavel. O Teorema de
Gale e Shapley mostra que sempre existe um tal emparelhamento.

Podemos pensar no grafo bipartido como se fosse um conjunto de rapazes
e um conjunto de mocas. Ligamos um rapaz a uma moca por uma aresta se
esse rapaz conhece essa moga (suponha que a relagdo de conhecimento seja
simétrica). As fungoes preferéncia de que falamos acima podem ser inter-
pretadas como a ordem de preferéncia que cada rapaz tem pelas mocgas que
conhece e cada moca tem pelos rapazes que conhece. O fato de que as fun-
¢oes preferéncia sao injetoras evita que ocorram empates na comparacao de
duas pessoas conhecidas. A prova do Teorema de Gale e Shapley que vamos
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apresentar a seguir é, fundamentalmente, a construcao de um algoritmo que
devolve um emparelhamento estavel. O algoritmo segue as regras antigas da
etiqueta: cada rapaz declara-se a moca de maior preferéncia e cada moca
recusa todos os seus pretendentes exceto aquele que mais lhe agrada. Cada
rapaz preterido torna a declarar-se a moga que segue na ordem de preferéncia,
até que em algum momento, se nao acha seu par, fica solteiro de vez.

Teorema 5 (Gale, Shapley): Para toda atribui¢ao de preferéncias em um
grafo bipartido existe um emparelhamento estavel.

Prova. Seja G um grafo (A, B)-bipartido. Suponha que A seja o conjunto
dos rapazes e B o conjunto das mocgas. Seja a® a moca preferida por a € A
que ainda nao o recusou. Seja b™ o rapaz que mais agrada a b € B e que
ja se declarou a b. Note que para qualquer vértice v, v muda ao longo
do algoritmo. No comeco temos um emparelhamento inicial My = (). Nas
iteragoes fmpares i (i = 1,3,...), cada rapaz a declara-se & moga de maior
preferéncia. Temos, entdao, um conjunto de arestas F; = {aa™: a € A}
associado as declaracoes. Nas iteracoes pares 7+ 1, cada moca b recusa todos
os pretendentes exceto b*. Com isso, obtemos um emparelhamento M;,, =
{b*b € F;: b € B}. As arestas de F; que nao estdo em M;,; representam
encontros “mal-sucedidos” (para os mogos). Para que o algoritmo nao entre
em loop, estas arestas nao devem entrar novamente em nenhum Fj, j > 1.
De fato, isso nao vai acontecer pois um rapaz recusado por uma moca jamais
torna a declarar-se a ela (no nosso algoritmo). Cada rapaz declara-se a no
méximo |B| mogas e portanto é recusado no méximo |B| vezes. O algoritmo
termina quando nenhuma moca recusar nenhum rapaz. Em cada iteracao
par, ocorre pelo menos uma recusa. E uma moga nao recusa o0 mesmo rapaz
duas vezes. Portanto é facil ver que o algoritmo termina apds no maximo
2| A|| B| iteragoes.

Para provar que o emparelhamento M devolvido pelo algoritmo é estavel,
tome uma aresta ab € E(G)\ M. Como ab ¢ M, temos que a nunca declarou-
se a b ou foi recusado por b. Se a nunca declarou-se a b é porque casou-se
com ¢ e fi,(c) > p1q(b). Se a foi recusado por b é porque b casou-se com d e
wp(d) > pp(a). Portanto M é estavel. [

Seja G um grafo bipartido, e {,: v € V(G)} um conjunto de fungoes
preferéncia. Dado um conjunto de arestas F' C E(G), definimos

sp(wv) = [{uw € F: pry(w) > pa(0)} + {wo € Fr py(w) > py(u)}].
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Observe que se F, F’ C E(G) sao conjuntos disjuntos, entao spup = sp +
spr. Ademais, se F/ C F, entao spr < sp. Note também que, se M é um
emparelhamento estavel, entdo sy/(e) > 1 para toda aresta e € E(G) \ M.

Teorema 6: Se G = (V, E) é um grafo bipartido e {j,: v € V} é um con-
Junto de fungoes preferéncia para os vértices de G, entao L(G) € L-colorivel
se |L(e)| > sg(e) + 1 para toda aresta e € E.

Prova. Vamos provar o teorema por indugao no ntimero de arestas do grafo.
Se E = (), ndo hé nada a fazer. Agora suponha F # (). Temos que provar
que, para qualquer escolha das listas L(e), com |L£(e)| > sg(e) + 1 para todo
e € E, o grafo L(G) é L-colorivel. Fixe arbitrariamente uma lista L(e),
para cada aresta e € F, cada uma delas com exatamente sg(e) + 1 cores.
Seja I o conjunto das arestas em cuja lista aparece uma certa cor i. Pelo
Teorema de Gale e Shapley, o grafo G[I]| gerado pelas arestas em [ tem
um emparelhamento estavel M. Tome G’ = G — M. Ponha E' = E\ M.
Vamos provar que G’ tem uma £L’-coloragao, onde L'(e) = L(e) \ {i} para
todo e € E’. Para isso, basta provar que |[L'(e)| > sg/(e) + 1 para toda
aresta e € E’ e aplicar a hipotese de inducao. Note que, se e € I, entao
L'(e)=L(e) > sp(e)+1>sp(e)+ 1. O caso relevante é, entao, e € I\ M.
Nesse caso,

1L (e)] = |L(e)] — 1 > sp(e) = spum(e) = spi(e) + sple) > sp(e) + 1

para toda aresta e € E’. A ultima desigualdade é verdadeira porque M é
um emparelhamento estavel. Por indu¢do no numero de arestas, L(G’) é
L'-colorivel. Podemos completar uma tal coloracao pondo cor ¢ nas arestas
de M. Desse modo, temos que L(G) é L-colorivel. |

Teorema 7 (Galvin): Se G = (V, E) € um grafo bipartido, entio ch'(G) =
X'(G).

Prova. Sejam A e B as partes de G. Fixe uma coloragdo ¢ de L(G) com
X'(G) cores. Atribua preferéncias da seguinte maneira: um vértice a € A
prefere um vizinho b € B a um vizinho ¢ € B se p(ab) > p(ac); um vértice
b € B prefere um vizinho a € A a um vizinho ¢ € A se p(ba) < ¢(bc). Desse
modo, sp(e) < Y'(G) — 1 para toda aresta e € E. Assim, para qualquer
escolha das listas L(e) com |L(e)| > x(L(G)), o teorema anterior garante
que L(G) é L-colorivel. Portanto ch'(G) = x'(G). [
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3.4 Coloracao total

Um outro problema em coloracao de grafos é o problema da coloragao total.
Uma coloragao total de um grafo G é uma atribuicao de cores aos seus vérti-
ces e arestas, de modo que elementos adjacentes ou incidentes tenham cores
diferentes. O nimero cromdtico total de um grafo G, denotado por x,(G),
¢ o menor inteiro k tal que o grafo G pode ser colorido totalmente com k
cores. Um limitante facil para o nimero cromatico total é dado pelo algo-
ritmo guloso de coloracao de vértices e pelo teorema de Vizing: 2A 4+ 2. No
Capitulo 5, veremos limitantes bem melhores, porém todos eles ainda ficam
longe do valor conjecturado.

Conjectura 2: Para todo grafo G, temos xp(G) < A(G) + 2. O

Note que se a Conjectura 1 for verdadeira, entao esta conjectura ¢é “quase”
verdadeira: x,(G) < A(G) + 3. Para ver isso pinte os vértices de um grafo
usando A(G) + 3 cores. Para cada aresta terfamos uma lista de tamanho
A(G)+3—2 cores. Sob a hipétese de que Conjectura 1 é verdadeira, podemos
colorir as arestas do grafo respeitando essas listas.

Recentemente B. Reed e M. Molloy [11] provaram que é possivel colorir
qualquer grafo totalmente com apenas A(G) + 500 cores. Este é o resultado
mais proximo da conjectura que temos até o presente momento.
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Capitulo 4

Ferramentas probabilisticas

Este capitulo tem por tnica finalidade lembrar o leitor de algumas nocoes
bésicas de probabilidade e introduzir algumas ferramentas que serao usadas
mais adiante. Poucos fatos serao demonstrados. Como referéncia bésica de
probabilidades, citamos [17].

4.1 Conceitos basicos

Espaco de probabilidades

Para nds, um espaco de probabilidade é um par ordenado (€2, Pr), onde Q é
um conjunto finito chamado espago amostral e Pr: Q — [0, 1] é uma fungao

satisfazendo:
Z Pr(w) = 1.

weN

Nos exemplos desta monografia, vamos considerar muitas vezes a distribuicao
uniforme de probabilidades que significa Pr(w) = 1/|€2| para todo w € €.
Um evento num espaco de probabilidades é um subconjunto do seu espago
amostral. E usual estender a funcao Pr para todo evento A C () da seguinte

maneira:
Pr(A) =) Pr(w).
weA

Uma propriedade que vamos usar muito ¢ a cota da uniao:

Pr< @ AZ-> < i Pr(4;).
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Probabilidade condicional

Vamos definir probabilidade condicional de A dado B, quando Pr(B) > 0,

como
Pr(An B)

Pr(B)

Usando apenas a definicao de propriedade condicional, somos capazes de
escrever Pr(A4;N---NA,) em uma forma que nos serd especialmente 1til na
demonstracao do Lema Local:

pe(()4)
N4) xPr(()4)
pr(a|()4) x Pr(a] 4) < e(4)

Pr(A|B) =

= Pr (A1

i€[n] Jj€[n]

7>t
Como a intersec¢ao é uma operacao comutativa, podemos “descascar” a pro-
babilidade acima em qualquer ordem. Portanto, para qualquer permutacao

m de n elementos, vale que

Pr((4:) = [T Pr(4ee| N Ar).
i=1 jeln]

7>t

Independéncia matua

Um evento A é mutuamente independente de um conjunto de outros eventos
& se para todo F C &£, temos

Pr(A‘ N B> — Pr(A),

isto é, a probabilidade condicional de A dado que ocorreram todos os eventos
em F é igual a probabilidade de ocorrer A.
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Um fato simples, que vamos apenas mencionar, é o seguinte. Se A é
mutuamente independente de um conjunto de eventos £, e Z, F C &£, entao

Pr(A‘ NBnN 6) — Pr(A).

BeF cel

Variavel aleatodria

Uma varidvel aleatdria X sobre um espago de probabilidade (€2, Pr) é uma
fungdo X: Q@ — R. Seja Qx = X () o conjunto de valores que a fungao
X pode assumir. A varidvel aleatoria X define um espaco de probabilidades
(Qx,Pry) onde, para cada = € Qx,

Pry(z)= Y Pr(w).
weN
X(w)=z

Quando a variavel aleatoria em questao estiver bem determinada, é comum
abusarmos da notaco ¢ escrevermos Pr(z) em vez de Pry(z). As vezes,
denotamos um evento implicitamente, por exemplo, escrevendo X > x( para
denotar o evento {z € Qx: x > xo}.

Valor esperado

A esperanca da varidvel aleatéria X, denotada por E(X), é uma média pon-
derada dos valores assumidos por X:

E(X) =) Prw)X(w)= Y aPr(z).

A propriedade da linearidade da esperanca também serd bastante empregada
ao longo do nosso texto:

4.2 Método do Primeiro Momento

O Principio do Primeiro Momento resume-se no seguinte fato: se a média
de n valores reais vy,...,v, é v, entao existe um indice i tal que v; > v.
Equivalentemente, se E(X) > ¢, entdao Pr(X > t) > 0. Ou, por simetria, se
E(X) <t, entdo Pr(X <t¢) > 0.
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Desigualdade de Markov

Suponha que X é uma varidvel aleatéria nao-negativa (X (w) > 0 para todo
w € Q). A Desigualdade de Markov limita, para todo t > 0, a probabilidade
de que X assuma um valor muito acima de sua média:

Pr(X >1t) < @

A prova desse fato é muito simples. Basta escrever E(X) como

A desigualdade segue.

Neste texto vamos aplicar a Desigualdade de Markov quando X é uma
variavel aleatéria que assume valores inteiros. Especificamente, vamos usar
o seguinte fato que decorre da Desigualdade de Markov quando X é inteira
e nao-negativa:

Pr(X > 0) < E(X).

4.3 O Lema Local

Uma outra ferramenta ttil é o Lema Local. Suponha que temos um conjunto
& de eventos “ruins” que queremos evitar, e que cada evento A € £ é mu-
tuamente independente de todos os outros eventos em &£ exceto um ntmero
limitado d deles. Ou seja, para todo A € &, existe um conjunto F, C & tal
que A é mutuamente independente de Fa e |Fa| > |E] —d. Se Pr(A) <p
para todo A € &, e se 4dpd < 1, entao com probabilidade positiva nenhum
dos eventos em & ocorre. Isto é, existe w € €) tal que

w¢ UA e Pr(w) > 0.
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Demonstracao do Lema Local

Assim como em [2], vamos primeiramente provar uma versao assimétrica do
Lema Local.

Lema 8 (Lema Local): Seja & = {Ay,...,A,} um conjunto de eventos em
um espago de probabilidades qualquer. Suponha que, para todo 1 < i < n,
tenhamos um conjunto J; C [n] tal que o evento A; é mutuamente indepen-
dente dos eventos no conjunto {A;: j € J;}. Se exvistem xq,...,x, € [0,1)
tais que
Pr(A;) <uz; x H (1— ),
JEmN\Ji

para todo i, entao

3

P%él) > | (1 — ).

1

-
Il

[n], e para todo i ¢ J temos
jeJ

A prova desse fato é por indugdo em |J|. Se J = (), entdao a afirmagao é
verdadeira pois certamente Pr(A4;) < z;. Suponha que |J| > 0 e suponha
que a afirmagao seja védlida para conjuntos com cardinalidade menor que |J|.
Observe que

ﬂ@) =Pr( A

jeJ

Prova. Vamos provar que, para todo J

N

Pr <Ai

Pr (Ai
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Note que, usando a propriedade de probabilidades condicionais que mencio-
namos, temos

Pr( ﬂ Zj’ ﬂ @) H Pr(

ﬂAkﬂﬂA)

jeI\J; JjeJSinJ j'eJ\J; keJ\J; jeLNJT
k<j’
- 11 <1—Pr(Aj,‘ N 40 N %))
Jjred\J; keJ\J; jesind
k<j’

Por hipétese de inducao, sabemos que

H <1—Pr(Aj ﬂ AN m Zj)>2 H (1—x).

j'eI\J; keJ\J; jeLNT jeI\J;
k<j’
Assim,
JE jeJ\J; jeind

<z x ] (1_xj)/ [T -2

JEMN\J; jeNJi
< Z;.

Agora, provar a assercao do Lema, basta escrever a probabilidade em que
estamos interessados na forma adequada.

Pr((14) -

i€[n] kke[n]
<z
=1 (1-Pe(a] N 4))
1€[n] kk€<[n]
2 H (1 — T
i€[n]

Corolario 9 (Lema Local; Versao simétrica): Suponha que temos um con-
gunto € = {Ay,..., An} de eventos num espaco de probabilidades qualquer.
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Suponha que, para cada evento A; € &, exista um conjunto de indices J;
tal que A; é mutuamente independente dos eventos em {A;: j € J;}. Se
|Ji| > |€] —d e Pr(A;) < p, para todo i € [n], e se 4pd < 1, entdo com
probabilidade positiva nenhum dos eventos em € ocorre, isto €,

Pr(ﬂE) > 0.

Prova. Ponha x; = 2Pr(A;) < 2p. Como 4pd < 1, x; < 2_1d_ Se ¢ = 2In2,
entdo (1 —x) > e quando z < % Note que d > 1. Podemos entao dizer

que

T; X H (1—x) > x; x H e

F€MN\Ji J€MN\Ji
— 9Pr(A;) % exp{ e Yy 2Pr(Ai)}
FEM\Ti

> 2Pr(4;) x e~/?

Agora, aplicando o Lema 8, segue diretamente que
Pr((4) >0,
i=1

A prova do corolério esta completa. |

4.4 Ferramentas de concentracao

Muitas vezes é 1til sabermos que com alta probabilidade uma varidvel assume
valores proximos da sua média. Aqui vamos listar algumas desigualdades que
servem a esse proposito.

Variancia

A variancia de uma variavel aleatéria X é uma espécie de medida de concen-
tragao de X. Ela é definida por

Var(X) = E((X — E(X))?).
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Note que Var(X) = 0 se e somente se a varidvel X nao tem absolutamente
nada de aleatoria, isto é, se e somente se X assume um certo valor com
probabilidade 1.

A Desigualdade de Chebyshev

Suponha que 0% = Var(X) = E(X—-E(X))?). A Desigualdade de Chebyshev
afirma que para todo A > 0,

1

Pr(]X —-E(X)| > )\0) < ’Vh
Para provar a desigualdade de Chebyshev podemos usar a desigualdade de
Markov:

O Limitante de Chernoff

Se X é soma de n varidveis aleatérias que assumem valores em {0, 1} inde-
pendentemente, cada qual é 1 com probabilidade p e 0 com probabilidade
1 — p, entao dizemos que X possui distribuicao binomial com parametros n
e p. O Limitante de Chernoff nos d4 uma medida de quao concentrada X
estd em torno de sua média np. Para 0 <t < np, tem-se

Pr(|X —np| > t) < 2e70/3,

O Limitante de Chernoff so é interessante quando ¢ > /3npln2. Vamos
nos referir genericamente a uma variavel binomial com parametros n e p
escrevendo BIN(n, p).

Um limitante para binomiais

Vamos usar no Capitulo 6 o seguinte fato:
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Fato 1: Para qualquer constante positiva c, para todo inteiro n > ¢, e para
qualquer inteiro positivo k,

Pr(BIN(n, %) > k) < g

Prova. Se n < k nao ha nada a fazer. Suponha que n > k. Para provar a
desigualdade, sejam X;,..., X, variaveis aleatérias independentes que assu-
mem valores em {0, 1}, cada qual com probabilidade ¢/n de valer 1 e 1 —¢/n
de valer 0. Por defini¢cao, BIN(n,c¢/n) = X; + --- + X,,. Considere o evento
E como sendo X7 +---+ X,, > k. Para limitar a probabilidade de F, vamos
considerar eventos Ey, I € ([Z]). Dizemos que um evento E; acontece quando

Y Xi=k
el
Note que Pr(E;) < c¢*/n* para todo I € ([Z]). Pela cota da uniao, temos

Pr(E):Pr< 9 Ef)g S Pr(g) < <Z) gk ok
1e(b) re(

X — _— _— = —

X = —,
nk — kI nk okl

A Desigualdade de Talagrand

Uma outra desigualdade bem conhecida, que sera empregada mais adiante,
é a Desigualdade de Talagrand. A versao original dessa desigualdade mostra
que, sob certas condigoes, uma variavel aleatoria esta concentrada em torno
de sua mediana. Na aplicacao que faremos da Desigualdade de Talagrand,
vamos usar uma outra versao, que foi retirada de [12]. Esta, decorrente da
primeira, mostra uma concentragao em torno da média e nao da mediana.

Desigualdade de Talagrand: Seja X uma varidvel aleatoria nao-negativa
e nao identicamente nula, determinada por n experimentos independentes
Ti,...,T,. Suponha que existam c,r > 0 tais que:

i. Mudando a saida de um tunico experimento, o valor de X ¢ afetado de
no mdximo c;

1. Para qualquer s, se X > s, entao existem no maximo rs experimentos
cujas saidas certificam, de alguma maneira, que X > s.
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Entao para qualquer 0 <t < E(X), temos
Pr(|X — E(X)| >t + 60cy/rE(X)) < dexp{—t*/8¢’rE(X)}.

Na Secao 6.3 do Capitulo 6, vamos aplicar a Desigualdade de Talagrand
fazendo as contas com um certo nivel de detalhes. Das proximas vezes,
vamos simplesmente dizer que Pr(|X — E(X)| > t) < 4¢ #/BX) onde § 6
uma constante apropriada, que da conta do termo 60cy/rE(X) ignorado, e
que geralmente nao atrapalha na obtencao da cota desejada.
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Capitulo 5

Resultados probabilisticos em
coloracao

5.1 Numero lista cromatico

Ja vimos que o nimero lista-croméatico nao esta relacionado com o nimero
cromatico. A seguir, vamos apresentar um teorema de Alon que mostra que
o numero lista-cromatico esta relacionado com o niimero de coloracao, isto €,
se um deles cresce, entao o outro também cresce, ainda que em “velocidades”
diferentes. A demonstracao apresentada aqui foi encontrada em [1] e difere
ligeiramente da contida na bibliografia estudada [12].

O método da coloragdo gulosa nos da um lado da histéria: ch(G) <
5(G) 4+ 1. O outro lado é dado pelo Teorema de Alon. Claramente, todo
grafo G possui um subgrafo H com grau médio d pelo menos b (G). Para um
tal subgrafo, o Teorema de Alon afirma que

i=1 <Cc];a<<};f)>4) " (Cc]z(gf);)'

Como ch(H) < ch(G), temos que

20513 3)

Fazendo as contas (que vamos omitir), podemos obter que

ch = Q(Ind(G)/Inln é(G)).
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Lema 10: Se G € um grafo com grau médio pelo menos d, entao existe um
subgrafo bipartido H C G tal que 6(H) > d/4.

Prova. Primeiramente, podemos eliminar, recursivamente, os vértices de GG
que possuem grau menor ou igual a d/2. Note que, ao eliminarmos um vértice
v desse tipo, o novo grau médio d’ nao diminui:

> uev(c) Au) — 2d(v) S nd — 2d(v) - nd — d

d = =d.

n—1 n—1 “n—1

Chame G’ ao grafo resultante. Agora tomamos H C G’ como sendo um sub-
grafo bipartido gerador com o maior ntiimero de arestas possivel. O subgrafo
H possui grau minimo 6(H) > d/4, caso contrério, seja v € H um vértice
com grau menor que d/4 (em H). Como v € V(G') e 6(G') > d/2, temos
que, passando v para a outra parte de H, aumentamos o nimero de arestas
de H: absurdo. Assim, H C G’ C G é um subgrafo bipartido de G com grau
minimo maior que d/4. |

Teorema 11 (Alon): Seja G um grafo com grau médio pelo menos d. Se s

€ um inteiro positivo e
st st
q> 4( ) 1n2( )
S s

Prova. Seja H C G um subgrafo (A, B)-bipartido com grau minimo pelo
menos d/4 como garante o Lema 10. Suponha, sem perda de generalidade,
que |A| > |B|. Vamos atribuir listas de cores £(v) a cada vértice v € V(H),
cada uma delas com tamanho s. Se conseguirmos fazer isso de modo que H
nao seja L-colorivel, entao teremos provado que ch(H) > s. Note que isso é
suficiente para provar o teorema pois

entdo ch(G) > s.

ch(G) > ch(H).
As cores serao tomadas do conjunto [s?]. Primeiramente, vamos sortear uma

s-lista £(b) uniformemente e independentemente para cada vértice b € B.
Ou seja, nosso espago de probabilidades é (€2, Pr), onde

0= <[24])'B' e Pr(w)= (Z4>_|Bl
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para todo w € ). Chamamos um vértice a € A de ruim, se

worver@r - (1),

isto é, se cada um dos possiveis s-subconjuntos de [s?] aparecer como lista de
algum vizinho de a. Seja X, a variavel aleatoria

1 sea é ruim,
X, = o
0 caso contrario.

Podemos estimar a probabilidade de X, = 1:
Pr(X,=1)=1-Pr(X, =0)
>1— Y Pr(W#L(b) Vb€ T(a))

WC[st,[Wl=s

(0

Vamos usar agora a desigualdade bem conhecida (1 —x) < e™*, z # 0. Como
dy(a) > d/4, podemos escrever:

o1 (on{ ()%
(o) (i)

=1-1/2
—1/2.

Assim, a probabilidade de um vértice a € A ser ruim é maior que 1/2. Seja
X a variavel aleatéria que representa o nimero de vértices ruins em A. E

claro que X = _ _, X,. Pela linearidade da esperanca temos:

E(X) = E(ZX) =Y E(X,) > A2
acA acA

Entao, a esperanca do nimero de vértices ruins em A é maior que |A|/2.
Pelo principio do primeiro momento, podemos afirmar que existe uma atri-
buigao de listas aos vértices em B tal que existem mais que |A|/2 vértices
ruins em A. Fixe uma tal atribuicao parcial de listas e chame-a Lp.

27



O que vamos fazer agora é achar um conjunto de listas £ 4 para os vértices
de A de forma que qualquer (£4U Lpg)-coloragao de H nao é prépria. Sorteie
listas £(a) independentemente e uniformemente para os vértices de A, exata-
mente como fizemos para a parte B. Fixe arbitrariamente uma £ g-coloracao
pp dos vértices em B. Seja a € A um vértice ruim. Por defini¢ao, qualquer
conjunto contendo s cores € a lista de algum vizinho b de a. Pela coloracao
pp fixada, b recebe alguma dessas s cores. Entao, para cada vértice ruim
a € A, no maximo s — 1 cores podem ser colocadas em a sem que entrem em
conflito com as cores dadas por ¢pg aos seus vizinhos.

Assim, para que possamos L-colorir H, é preciso que a lista de cada
vértice ruim contenha pelo menos uma cor “compativel” com pp. Seja a
variavel aleatéria:

v 1 se La(a) tem uma cor “compativel” com ¢p,
a — , .
0  caso contrario.

Podemos delimitar Pr(Y, = 1) da seguinte forma:

Pr(Y,=1) < (s — 181(85—_11> _s(s—1)

s

A estimativa acima é bem grosseira, mas ¢é suficiente para a andlise que
queremos. Como temos k > |A|/2 vértices ruins em A, a probabilidade de
que todos eles tenham uma cor “compativel” em suas listas € menor que

<1/s%

(1/s%)" < (1/s%)A2 = 1/sM < 1/,

e portanto, a probabilidade de que possamos estender g a uma L-coloragao
de H é menor que 1/s/Bl. Mas temos s'®| maneiras de escolher a £ -coloracio
wp. Assim, a probabilidade de que H seja L-colorivel é menor que
L B
el s!Bl —

Se a probabilidade de H ser L£-colorivel é menor que 1, entao existe um modo
de escolher as listas para a parte A de modo que H nao seja L-colorivel. Fixe
um tal conjunto de listas e dé nome L£4. Ponha £ = £, U Lg. Acabamos
de mostrar que H nao é L-colorivel, portanto ch(H) > s e o teorema esta
provado. [ |
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A conjectura a seguir foi proposta por B. Reed [14] e envolve apenas a
estrutura de interseccao das listas associadas aos vértices, e nao o tamanho
das listas. Esta conjectura foi desprovada por Bohman e Holzman em [3].

Conjectura 3 (Falsa): Seja G um grafo e, para cada v € V(G), seja L(v)
uma lista com pelo menos { cores. Se, para todo v, cada cor da lista L(v)
esta na lista de no mdximo ¢ — 1 vizinhos de v, entao G € L-colorivel. ([l

A seguir temos um teorema que é uma versao fraca da conjectura.

Teorema 12 (Reed [14]): Seja G um grafo e, para cada vértice v € V(G),
seja L(v) uma lista com pelo menos € cores. Se cada cor em L(v) aparece na
lista de no mdzimo /8 vizinhos de v, entdo G é L-colorivel.

Prova. Podemos truncar as listas para que possuam todas tamanho /. A
seguir, sorteamos para cada vértice uma cor de sua lista. Suponha que a
escolha é uniforme e independente para cada vértice do grafo. O que nos
incomoda é que podemos sortear, por azar, a mesma cor para ambas as
pontas de uma mesma aresta. Temos que evitar, entao, todos os eventos
ruins da forma A.;, que significam dar a cor 7 a ambas as pontas de e.
Queremos evitar que ocorram os eventos do conjunto & = {A,v,i: uv €
E(G),i € L(u)N L(v)}.

A fim de aplicarmos o Lema Local, devemos fazer duas coisas. Primei-
ramente, devemos achar um limitante adequado p para a probabilidade dos
eventos em £. Devemos também mostrar que cada evento em £ é mutua-
mente independente de todos os outros eventos em &£ exceto no méaximo d
desses eventos, para algum d tal que 4pd > 1.

A probabilidade de cada evento em € é p = 1/¢%. Seja e = uwv € E(G)
uma aresta arbitraria. Observe que a ocorrencia de um determinado evento
A, ; depende somente das cores atribuidas as pontas de e. Portanto, o evento
A.; ¢ mutuamente independente dos eventos em &€\ S,, onde S. = {Ay;: j €
L(u),u é pontade f} U{As;: j € L(v),v é ponta de f}. Como L(u) (res-
pectivamente L(v)) tem apenas ¢ cores, e como cada uma delas aparece
na lista de no maximo ¢/8 vizinhos de u (respectivamente v), temos que
S| < 0?/8 +¢*/8 = (*/4. Pela arbitraredade com que tomamos e, podemos
afirmar que qualquer evento em &£ é mutuamente independente de todos os
outros eventos em & exceto no maximo d = (/4 desses eventos. Fazendo as
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contas,
2

1 7

Pelo Lema Local, existe uma L-coloracao de G. |

5.1.1 Uma conjectura de K. Ohba

Ja dissemos que, em geral, o nimero cromatico nao esta relacionado com
o numero lista-cromatico. Porém, em situacoes bem particulares, pode ser
que o nimero cromatico esteja extremamente amarrado com o nimero lista-
cromatico. Existe uma conjectura muito interessante que ilustra isso:

Conjectura 4 (Ohba [13]): Se um grafo G tem no mdzimo 2x(G) + 1 vér-
tices, entao ch(G) = x(G). O

Os préximos resultados sdo devidos a B. Reed e B. Sudakov. Em [15], os
autores apresentam uma prova de que a Conjectura 4 é assintoticamente cor-
reta. O que vem a seguir nao serd o resultado propriamente contido em [15],
mas uma versao anterior, que mostra algo um pouco mais fraco que a Con-
jectura 4.

Lema 13 (Reed e Sudakov [16]): Se o nimero lista-cromdtico de um grafo
G € estritamente maior que um inteiro t, entao existe um conjunto de listas
L={L(v):v e V(G)} tal que cada lista desse conjunto tem tamanho pelo
menos t, G nao é L-colorivel e o total de cores utilizadas nas listas € menor
que n = |V(G)|.

Prova. Suponha que ch(G) > t e escolha listas de cores L(v), v € V(G), cada
uma delas com tamanho pelo menos t, de forma que G nao seja L-colorivel,
e de forma a minimizar |C|, em que

veV

C= L(v).
(@)

Se |C| < m, ndo ha nada a fazer. Suponha, entdo, por absurdo, que |C| > n,
e construa um grafo (C,V(G))-bipartido H ligando uma cor ¢ € C a um
vértice v € V(G) se ¢ € L(v). Tome um conjunto minimal B C C tal que nao
existe um emparelhamento em H que cobre B. Note que um conjunto assim
existe, pois |C| > n. Pelo Teorema de Hall e pela escolha de B, sabemos que
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ITu(B)| = |B| — 1, e que existe um emparelhamento M em H[B U I'g(B)]
cobrindo ' (B). Disso decorre também que |B| < n. Caso contrario, M seria
um emparelhamento cobrindo V(G), e portanto terfamos uma L-coloragao
de G onde todos os vértices recebem cores diferentes.

Seja w € V(G) \ Ty(B). Troque as listas dos vértices em 'y (B) pela
lista de w. Esse novo conjunto de listas usa, no total, menos que |C| cores,
e portanto existe uma coloracao o de G que respeita as novas listas. Mas
entdo, trocando as cores atribuidas por « dos vértices em I'y(B) pelas cores
associadas a eles por M, temos uma coloracao de G que respeita as listas
originais: absurdo. [ ]

Lema 14 (Reed e Sudakov [16]): Seja k > 1 um inteiro e G um grafo 3k-
partido, com no mdzximo bk vértices e pelo menos 2k partes de tamanho 1.

Entao ch(G) < 3k.

Prova. A prova vai ser probabilistica. Chame s;, 1 <1 < 2k, aos vértices de
2k partes unitarias escolhidas arbitrariamente. Denote as partes restantes por
Uj;, 1 <j < k. Seja £ um conjunto de listas de cores, uma para cada vértice,
e cada uma com tamanho pelo menos 3k. No caso de uma lista possuir mais
que 3k cores, truncamos essa lista para que ela tenha exatamente 3k cores.
Suponha que G nao seja L-colorivel. Pelo Lema 13, podemos supor que o
total de cores nessas listas é menor que n := |V(G)| < 5k. Portanto, para
cada par de vértices u # v, temos que |[L(u) N L(v)| = |[L(u)] + |L(u)] —
|L(u) U L(v)| > 3k + 3k — 5k = k.

A seguir, vamos construir k£ conjuntos disjuntos C', ..., C}, cada um deles
contendo exatamente 3 cores, em que cada C; satisfaz a seguinte propriedade:
para cada par de cores em C}, existe um modo de colorir s;_1 € $9; com essas
duas cores respeitando as listas de ambos os vértices. A construcao desses
conjuntos ¢ feita do seguinte modo. Cada conjunto C; contera as cores p;, ¢;
e ri, onde p; € L(s2;-1) N L(s2;) é escolhida de modo a ser diferente de toda
cor pj, j < i. Note que isso é possivel pois |L(s2i—1) N L(s2;)| > k. A cor
¢ € L(s2i-1) € escolhida de modo a ser diferente de g;, j < 7, e de todas as
cores pj, j < k. A cor r; € L(sg;) € escolhida de modo a ser diferente de r;,
Jj < t, de todas as cores ¢;, 7 < k, e de todas as cores p;, 7 < k. Durante
as escolhas mencionadas anteriormente, nao havera falta de cores pois a lista
de cada vértice tem 3k elementos.

Vamos colorir G em duas rodadas. Na primeira, sorteamos uma cor t; €
C; uniformemente e independente para cada 1 < ¢ < k. Com as cores
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em C; — t;, colorimos os vértices s9;_1 € So9; respeitando suas listas. Também
sorteamos uma permutacao 7: [k] — [k] com probabilidade uniforme dentre
todas as permutacoes de k elementos. A seguir, colorimos com cor t,(;) todos
os vértices de U; que possuem t,; em sua lista. Ao final desta primeira
rodada, pode ser que ainda sobraram alguns vértices nao coloridos. Ponha
C =, Ci, e denote por V' o conjunto de todos os vértices nao coloridos ao
final da primeira rodada. Ponha £'(v) = L(v) \ C para todo v € V’'. Note
que se L(v) = C para algum vértice v, entdo v ja foi colorido na primeira
rodada, e portanto nenhum vértice em V' possui lista vazia.

Observe que, dados 1 < ¢ < k e ¢ € C, a probabilidade de que ;) = c ¢
exatamente (1/3)(1/k) = 1/3k = 1/|C|. Para cada vértice v € |J, U; associe
uma varidvel aleatéria X, que vale 1/|L'(v)| se v € V' e 0 caso contrério.
Podemos entao calcular a probabilidade de que um vértice v € U; pertenga
a V"

Pr(v e V') =Pr(t.q) € L(v) NC) =1 —Pr(tyu € L(v)NC)

L ltwne L 1Ew)l - 12)
c] c]

L, _le-lew) 2w
C] 4

Assim, podemos delimitar o valor esperado da soma de todas variaveis X,,.
Ponha U = J, U;. Temos

B B Pr(v e V') _ |L(v)]

B3 %) = LR =2 S = S e e
1 Ul _sk—2%

_ZE_WS—% =1.

velU

Pelo principio do primeiro momento, existe uma escolha das cores t; e da
permutacao 7 de forma que a soma ), X, seja no maximo 1. Fixe uma
tal escolha dos t;’s e da permutacdo 7. Sejam vy,..., v, os vértices de V', e
suponha sem perda de generalidade que, se ¢ < j, entao |L'(v;)| < |L'(v;)].
Afirmamos que para todo vértice v; € V', temos |L'(v;)| > i. De fato, supo-
nha que isso ndo acontega. Seja v; o primeiro vértice para o qual |£'(v;)| < j.
Mas entao, temos um absurdo:

¢ J J .
_ _ _ 1 J
ZXU_ZXU_;XWEZZ:;XW_;MI(UZ_” zj_1>1.

velU veV’
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Agora, para cada v; € V', escolha uma cor de sua lista que seja diferente
das cores ja escolhidas para vj, 1 < j < i. Note que sempre podemos fazer
tal escolha pelos motivos apresentados no paragrafo anterior. Portanto, ao
contrario da hipétese que adotamos no inicio da prova, GG é L-colorivel. Assim
completamos a prova do lema. [ |

Teorema 15 (Reed e Sudakov [16]): Seja G um grafo. Se |V(G)| < 2x(G)—
3, entdo ch(G) = x(G).

Prova. Suponha, por contradicao, que a afirmacao seja falsa. Seja G um
contra-exemplo com o nuimero minimo de vértices e, dentre esses, com o
nimero maximo de arestas. Note que esse grafo deve ser um grafo y(G)-
partido completo pois adicionando-se uma aresta entre classes de uma colo-
ragao 6tima de G produz-se um novo contra-exemplo. Pelo Lema 13, existe
um conjunto de listas £ = {L(v): v € V(G)} usando no total menos que
|[V(G)| cores, cada lista com tamanho pelo menos x(G), tal que G nao é
L-colorivel.

Afirmamos que nenhum conjunto estavel maximal em G possui tamanho
exatamente 2. Do contrario, seja S = {x,y} um conjunto estavel maximal
de tamanho 2 em G. Note que G — S possui |V (G)| — 2 vértices. Como G ¢é
3k-partido completo e S é um conjunto estavel maximal, G — S tem nimero
cromatico x(G) — 1. Esses dois fatos implicam que G — S satisfaz a hipdtese
do teorema:

V(G- )=V -2< (3@ ~3) ~2= (@)~ 1)~
< gx(G _g)— %

Pela escolha de G, sabemos que ch(G—S) = x(G—S5) = x(G)—1. Lembrando
que cada lista tem tamanho no minimo x(G) > |[V(G)|/2, e que o nimero
de cores na uniao das listas é menor que |V (G)|, temos que L(z) N L(y) # 0.
Seja ¢ uma cor em L(z) N L(y). Ponha £ = {L(v) \ {c}: v € V(G)}. Tome
uma L’-colorac¢ao prépria de G — S e complete-a a uma L-coloragao prépria
de G colocando cor ¢ em x e y. Isto é um absurdo pois G nao é L-colorivel.
Entao G nao possui conjuntos estdaveis maximais de tamanho 2.

Sejam r = x(G) mod 3, e k = (x(G) —r)/3. Cada lista em £ tem
tamanho pelo menos 3k + . Temos no maximo 3x(G) — 3 =5k +2r —3 <
5k 4 r vértices. Chamemos de x o nimero de partes unitarias de G. Como
cada parte nao unitéria tem pelo menos 3 vértices, temos que x + 3(3k + 1 —
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x) < bk+r. Isso implica que o nimero de partes unitarias é no minimo 2k+r.
Pinte r partes unitarias quaisquer com r cores distintas, cada qual retirada da
lista do respectivo vértice; remova essas cores das listas dos outros vértices.
Ponha W como sendo a uniao dessas r partes. Retire W de G. O que sobra é
um grafo 3k-partido, com no maximo bk vértices, com no minimo 2k partes
unitarias e uma lista £'(v) com no minimo 3k cores para cada vértice v. Pelo
Lema 14, G — W possui uma £L’-coloragao. Podemos estender essa coloragao
a uma L-coloracao de G da maneira 6bvia. Isto é um absurdo, e portanto o
teorema segue. [

5.2 Coloracao total de grafos

A seguir vamos apresentar dois limitantes para o nimero cromatico total.
Eles sao indicadores de que a conjectura da coloragao total deve ser verda-
deira. Todos os resultados foram retirados de [12].

Teorema 16: Para todo grafo G com n vértices e grau mdximo A, temos
xr(G) < A+ [logn] + 3.

Prova. Fixe uma (A+ 1)-coloragao a das arestas, isto é, um conjunto de em-
parelhamentos disjuntos {Mj, My, ..., May1} cobrindo as arestas do grafo.
O Teorema de Vizing garante a existéncia de tal coloracao. Escolha uma co-
loracao ¢ dos vértices de G com cores 1,2,..., A+ 1 como garante o método
da coloragao gulosa. Considere todas as (A+1)-coloracoes ¢1, 2, ..., Qat1):
que s@o obtidas de ¢ permutando-se as classes de coloragao (os nomes das
cores). Note que podemos escolher a coloragdo ¢ de modo a usar todas as
(A + 1) cores disponiveis. Isso evita que existam duas coloragoes ¢; e ¢;,
1 # 7, que sejam idénticas.

Ao escolhermos uma coloragao ; para os vértices, pode acontecer que
alguma aresta tenha a mesma cor que uma de suas pontas. Uma aresta
assim é chamada de inconveniente. Seja R; o grafo de rejeicao da coloracgao
©;, isto €, o subgrafo de GG gerado pelas arestas inconvenientes. Vamos provar
que é possivel escolher uma coloracao ¢; de modo que o nimero de arestas
inconvenientes incidentes em cada vértice seja no maximo ¢ := [logn]|+1, isto
é, de modo que R; tenha grau maximo ¢. Se conseguirmos fazer isso, basta
usarmos ¢ + 1 novas cores para recolorir as arestas de R; (usando o Teorema
de Vizing novamente) e o grafo j& estard totalmente (A+ [logn]+3)-colorido.
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Sorteie uma coloragdo ¥ = ; uniformemente dentre as (A + 1)! colo-
ragoes acima consideradas. Sorteada 1, uma aresta vw em V(v) pode ser
inconveniente por dois motivos: porque sua cor é ¥ (v), ou porque sua cor é
Y(w). Se a cor de vw ¢é Y(w), dizemos que vw é v-inconveniente. Note que
no maximo uma aresta em V(v) possui cor ¢(v). Todas as demais arestas
inconvenientes em V(v) possuem cores diferente de ¢ (v), e sdo, portanto,
arestas v-inconvenientes. Considere o seguinte evento A,: existem /¢ ares-
tas v-inconvenientes em V(v). Nossa estratégia serd limitar a probabilidade
desse evento e aplicar a Desigualdade de Markov.

Fixe um conjunto U := {vuy, vus,...,vu,}. Claramente todas as arestas
em U possuem cores duas a duas distintas. Portanto, se ¢(u;) = ¢(u;), para
algum par de indices 1 <1 < 5 < £, a probabilidade de que todas as arestas
em U sejam v-inconvenientes é zero. Sendo, temos que (A — ¢+ 1)!/(A +1)!
¢ um limitante para essa probabilidade. Pela cota da uniao, a probabilidade
de ocorrer A, é no maximo

AV(A—C+1)! 1
(e) At

Mas ¢! = ([logn] + 1)! > 2! = n se n > 3. Entdo, a probabilidade de que
algum (-subconjunto de V(v) seja um conjunto de arestas v-inconvenientes
é menor que 1/n. Usando a cota da unido,

Pr< Av) < 1.
veV(G)

Assim, com probabilidade positiva, nenhum evento A, ocorre. Ou seja, existe
uma coloracao ¢; tal que A(R;) < £. Observe que a desigualdade nao é
estrita, pois cada vértice v é possivelmente incidente em uma aresta adicional,
que ¢é inconveniente mas nao v-inconveniente. Usando apenas ¢ 4+ 1 novas
cores, podemos recolorir o grafo R;, e terminar de colorir totalmente o grafo
G. Portanto, x,(G) < A+ [logn] + 3. |

Teorema 17: Para todo grafo G com grau mdzimo A suficientemente grande,
temos xp(G) < A+ AT

Prova. Fixe uma coloracao a das arestas usando cores 0,1,...,A, isto é,
um conjunto de emparelhamentos disjuntos My, ..., Ma cobrindo todas as
arestas. Sejam
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Vamos particionar os vértices de G em k classes Vi,...,V, tais que cada
vértice v € V(@) tem menos que ¢ vizinhos em cada classe. Queremos colorir
cada classe V; usando as cores em C; = {(i — 1)/, ..., il — 1}. Isso produziria
uma k¢ coloragao total de G. No entanto, as cores dadas aos vértices podem
conflitar com as cores das arestas. Dizemos que uma aresta e é inconveniente
se e € M; e uma das pontas de e pertence a V;. Note que uma aresta pode ser
inconveniente mesmo que possua uma cor diferente das cores atribuidas as
suas pontas. Além disso, dizemos que uma aresta e = uv é v-inconveniente
se e € M; e u € V;. Vamos definir “inconveniéncia” desse modo amplo para
facilitar a analise.

Queremos provar que é possivel particionar V(G) em k classes Vi, ..., Vj
de forma que:

(i) para cada vértice v e classe 7, |[V; N T'(v)| < ¢;

(ii) para cada vértice v, existem no maximo | A7 —2] arestas v-inconvenientes.

Vamos argumentar que isso é suficiente para podermos colorir totalmente o
grafo com o nimero de cores desejado.

Inicialmente, podemos colorir os vértices de cada classe V; usando as
cores em C;. Isso é possivel gragas a (i), que forga o grafo induzido por
cada V; a possuir grau maximo ¢ — 1. As kf cores usadas nesse processo sao
0,1,...,k0 — 1, sendo kl < A + A1,

Dentre as arestas inconvenientes, vamos apenas considerar aquelas que
realmente possuem a mesma cor que uma de suas pontas. Temos no maximo
| AT — 1] dessas arestas incidindo em cada vértice v (|[AT — 2| arestas v-
inconvenientes e possivelmente uma aresta extra que recebeu a mesma cor
que v). Podemos entd@o colori-las usando no maximo LA%J novas cores, pois
o grafo gerado por essas arestas tem grau no maximo LA% — 1]. Assim,
conseguimos uma coloracao total de G' que usa no maximo |A + ZA%J cores.

Para provar a existéncia de uma partigao satisfazendo (i) e (ii), vamos
sortear a classe de cada vértice uniforme e independentemente. Seja A,; o
evento em que o vértice v possui pelo menos ¢ vizinhos na classe i (viola
a condigao (i)). Seja B, o evento em que o vértice v viola a condigao (ii).
Se conseguirmos evitar todos os eventos Aw- e todos os eventos B,, entao
estamos feitos.

Vamos primeiro delimitar a probabilidade desses eventos. Considere a
variavel aleatéria X, ; que conta o numero de vizinhos de v que caem na
classe ¢. Observe que A, ; ocorre se e somente se X, ; > ¢. Como cada varidvel
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da forma X, ; pode ser escrita como soma de no maximo A variaveis {0, 1},
podemos usar o Limitante de Chernoff para achar um limitante superior para
Pr(X,; > (). Temos, entao, que

- Pr(BIN(A,%) >

< Pr(BIN(A,%) > A2A2>
< Pr(‘BIN(A, %) _ %‘ > A%)
< Qexp{ — A%/?)A%}

< 2e 38

Da mesma forma, podemos superestimar o nimero de arestas v-inconvenientes
)
por uma binomial de parametros A e % Temos, entao, que

Pr(B,) < Pr(BIN(A, %) > AT - 1)

ere(fonn(s.t) -3 3)
< 26_%A%.

As probabilidades de ambos os eventos decrescem exponencialmente com A
€ Sa0 No maximo p = 2e 58, Agora vamos limitar a dependéncia desses
eventos para poder aplicar o Lema Local. Repare que A,; e B, sao mutua-
mente independentes de todos os eventos A, ; e B, se o vértice u se encontra
a uma distancia pelo menos 3 de v. Assim, cada evento ruim ¢é independente
de todos os outros exceto no maximo d = (k+1) x (A2 + A +1) < A® even-
tos. Mas 4pd < 1 para A suficientemente grande. Entao, pelo Lema Local,
sabemos que existe um modo de escolher a particao Vi,...,V, de modo a
satisfazer as condigoes (i) e (ii). E, portanto, é possivel colorir G totalmente

com A + 2A1 cores, desde que A seja suficientemente grande. ]
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Capitulo 6

Grafos Livres de Triangulos

6.1 Introducao

No Capitulo 3, mostramos o Teorema de Brooks, que é um limitante para o
nimero cromatico de grafos que satisfazem algumas poucas condicoes. Ele
é justo, no sentido de que podemos exibir infinitos grafos que satisfazem as
hipé6teses do teorema e que possuem x(G) = A(G). Uma pergunta natural
que surge é saber se podemos melhorar esse limitante, quando o conjunto de
grafos é mais restrito.

De acordo com [12], Vizing em [18] foi o primeiro a perguntar-se sobre a
existéncia de limitantes melhores para o niimero croméatico quando os grafos
sao livres de triangulos, isto é, ndo contém K3 como subgrafo. A pergunta
pode parecer gratuita, mas nao é: a existéncia de cliques de tamanho £ exige
que numero cromatico seja pelo menos k; portanto a auséncia de cliques de
tamanho 3 (4, 5,6, ...) deve, aparentemente, fazer com que o limitante obtido
pelo Teorema de Brooks pareca muito relaxado. O primeiro resultado nessa
linha foi obtido independentemente por Borodin e Kostochka [5], Catlin [6]
e Lawrence [9]. Eles mostraram que grafos livres de K, possuem ntmero
cromético no maximo 2(A + 2). Muitos anos depois, Johansson [7] mostrou
o seguinte:

Teorema 18: Ezxiste um Aq tal que todo grafo G, livre de triangulos, com

grau mdzimo A > Ay, tem x(G) < _11?10AA' .
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6.2 Uma intuicao

Antes de provar qualquer resultado, vamos tentar dar uma idéia da razao
A

pela qual ¢ possivel colorir um grafo livre de triangulos com apenas =x
cores. Suponha que estamos usando um conjunto C' de cores para colorir os
vértices de um grafo G livre de triangulos. Olhe para a vizinhanca de um
vértice v arbitrdrio. Note que I'(v) é um conjunto estével.

Vamos sortear, independentemente para cada u € I'(v), uma cor esco-
lhida com probabilidade uniforme em C'. Podemos tentar descobrir para que
tamanhos de C' existe, com alta probabilidade, uma cor de C' que nao foi
atribuida a nenhum vizinho de v. E claro que essa ¢ uma situacao muito par-
ticular: sorteamos apenas as cores de um pequeno grupinho de vértices do
grafo G. Se quiséssemos fazer isso para toda vizinhanca em G, nés irfamos,
provavelmente, ficar bem longe de uma coloracao propria de G.

No entanto, a idéia de sortear cores e olhar para a vizinhanga de vértices
aparece repetidas vezes na demonstragao de um teorema de J. H. Kim [§]
que vamos apresentar na Secao 6.4 abaixo. O teorema nao é propriamente
sobre grafos livres de triangulos. Na verdade, ele prova uma cota para o
nimero cromatico com o mesmo sabor daquela do Teorema de Johansson,
mas somente para grafos com cintura pelo menos 5.

Dado que existe uma grande conexao entre o problema que mencionamos
e 0 Teorema de Kim, vale a pena estudarmos o quao grande deve ser C' a fim
de que sobre, com alta probabilidade, uma cor para usarmos em v.

O problema do colecionador de cupons

O problema que foi mencionado acima é bem estudado, e vamos dar-lhe uma
aparéncia que tradicionalmente possui na literatura.

Suponha que existem N tipos de figurinha, e que queremos comprar figu-
rinhas até obter uma de cada tipo, isto é, até preenchermos um &album. As
figurinhas vém embaladas, e portanto nao podemos escolhé-las antes de as
comprar. Seja X a variavel aleatoria que conta o nimero de figurinhas que
somos obrigados a comprar até que o album esteja completo. Vamos calcular
o valor esperado de X.

Essa esperanca nao é dificil de calcular, se quebrarmos a variavel de in-
teresse X em uma soma de varidaveis mais simples X;, ¢ = 0,1,..., N — 1,
onde cada X; conta o numero de figurinhas que temos que comprar até ob-
ter uma figurinha de tipo diferente, dado que ja temos ¢ tipos. Temos que
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N—i
N

X, é uma variavel aleatoria com distribuicao geométrica de parametro
Temos X = Xg+ ---+ Xy_1. Pela linearidade da esperanca, temos que

N-1 N-1 N N N
:E(ZXi) ZE :ZN_Z_:ZTlenN.
i=0 i=0 j=1

Concentracao por cima

Vamos mostrar que a variavel X definida acima é concentrada, isto é, assume
valores “longe” da média com probabilidade que tende a 0 com N. Primei-
ramente, suponha que compramos (1 + €)NIn N figurinhas, e chame de Y a
variavel aleatdria que conta o nimero de tipos que ficam faltando para com-

pletarmos o album. Decomponha a variavel Y em uma soma de variaveis
Yi,..., Yy, onde

v {1 se figurinha do tipo 7 estd faltando,

0 caso contrario.

Pela linearidade da esperanca, temos

:E(fjn) :fjmm zijrW -

1\ (I4+ONIn N 1
:N<1——> < Ne~(+9mN _ —
N ¢ Ne

Segue da desigualdade de Markov que Pr(Y > 0) < E(Y) < 4. Portanto,
com probabilidade tendendo a 1 quando N tende a infinito, o album esta
completo.

Concentracao por baixo

Por outro lado, se compramos (1—€)N In N figurinhas, entao é muito provével
que faltem figurinhas para completarmos o album. Se refizermos a conta
da esperanca de Y, veremos que, nesse caso, o sinal da desigualdade nos
atrapalha. Porém, fazendo contas similares aquelas que serao feitas para
estimar E(X/) no Teorema 19 da préoxima se¢ao, obtemos



Vamos provar que Y ¢é concentrada em torno da média. Vamos calcular a
variancia de Y e aplicar a desigualdade de Chebyshev.

=2 (BOP) — EX(Y)) + > (B(YY;) - BY)E(Y)))

2\ (1=€e)NInN 1\2(1—e)NInN
(S
(% N

] 2\ (1=e)NInN ] 2 1 \@=e)NInN
(22

A Desigualdade de Chebyshev diz que Pr(]Y —E(Y)| > Ao) < §5. Tomando
A = N2/2, temos que Pr(|Y — E(Y)| > N¢/2) < 4/N¢. Assim, Y =0
com probabilidade que tende a 0 com N. Portanto, com alta probabilidade,
restam muitos espagos no album a serem preenchidos.

Aplicando a idéia

No nosso caso, o album que (néo) queremos preencher representa o conjunto
de cores que temos disponiveis para colorir um vértice v de um grafo. Cada
tipo de figurinha representa uma cor desse conjunto. O nimero de figurinhas
que vamos comprar esta fixo e é igual ao niimero de vizinhos de v. A cada
vizinho de v que é colorido, temos de marcar essa cor para lembrarmos que
ela nao pode ser usada em v.

Suponha que v é um vértice de grau maximo do grafo. Ponha (1 + €3) =
1/(1 — €). Suponha que |C] = (1 + e)d(v)/Ind(v) = (1 + e2)A/InA.
Trocando o denominador por In |C|, ndo estamos alterando significativamente
o tamanho de C. Ou seja, |C| =~ (1 + €)A/In|C|. Portanto, A ~ (1 —
€1)|C|1In|C|. Pela concentracgao por baixo, com alta probabilidade vao sobrar
cores nao marcadas em C para usarmos em v.
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6.3 Uma cota fraca

Esta secao serve, ao mesmo tempo, para dar um exemplo de um limitante
nao trivial para o nimero cromatico de grafos livres de triangulos, e para
introduzir idéias que serao usadas na proxima secao. O resultado a seguir foi
retirado de [12]. Aqui, apresentamos uma prova com detalhes de contas que
sao suprimidos na fonte bibliografica.

Teorema 19: Se G é um grafo livre de triangulos com grau mdximo A
suficientemente grande, entdo € possivel colorir G propriamente usando-se
apenas | (1 — 555)A] cores.

T 28

Prova. Primeiramente, suponha que G é um grafo A-regular. Podemos supor
isso pois, caso G nao seja regular, existe uma construgao muito simples que o
transforma em um grafo regular sem aumentar o grau maximo e que mantém
o grafo livre de triangulos. A construcao é a seguinte: faca uma copia do
grafo e ligue cada vértice de grau menor que A a seu correspondente na copia.
O novo grafo obtido tem grau minimo um maior que o grau minimo do grafo
original. Repita o procedimento até que o grau minimo seja igual ao grau
maximo. Note que G é subgrafo do grafo resultante. Portanto, qualquer
coloracao propria do grafo resultante é também uma coloracao propria de G.

A prova do teorema consiste em obter uma coloragao parcial de G que

usa no maximo [(1 — 55)A] cores de tal modo que na vizinhanca de cada
vértice nao colorido existem pelo menos (% + 1] cores que aparecem mais

de uma vez. Com isso somos capazes de usar o método da coloracao gulosa
para terminar de colorir o grafo, pois para cada vértice temos [(1 — 55)A]
cores para usar, e no maximo A — [(£5 +1)] = [(1 — 5%)A] — 1 cores a
evitar.

Comegamos com um conjunto pequeno de cores C' = [|A/2]]. Queremos
ser capazes de garantir que a vizinhanga de cada vértice tenha varias cores

repetidas. Nosso procedimento de coloracao consiste de duas etapas.

e Atribuicdo - Sorteamos independentemente, para cada vértice, uma cor
de C' com probabilidade uniforme. Ao final desta etapa, teremos uma
coloragao ¢ do grafo. Se ¢(v) = p(u) e uv € E(G), dizemos que v é
inconveniente.

e Remocgao - Descolorimos todos os vértices inconvenientes de G. Note
que a finalidade principal desta etapa nao é tornar prépria a coloragao
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©, senao bastaria apagar a cor de alguns vértices inconvenientes. Aqui,
estamos apagando as cores de todos os vértices inconvenientes para
evitar que os eventos que serao considerados mais adiante tenham uma
certa dependencia indesejada.

Quando, ao final deste processo, um vértice permaneceu colorido, dizemos
que ele reteve a sua cor. Dizemos que uma cor é generosa com um vértice
v se ela foi retida por pelo menos dois vizinhos de v. Para cada vértice v,
estamos interessados em que o nimero de cores generosas com v seja grande.
Mais especificamente, que esse niimero seja maior que [%1

Para simplificar a analise, vamos considerar uma variavel aleatéria X,
que conta o numero de cores que foram atribuidas a pelo menos dois vizinhos
de v e retidas por todos eles. Para cada vértice v seja A, o evento em que
X, < [£5+1]. Seja & ={A,: v € V(G)} o conjunto dos eventos ruins que
queremos evitar. Se conseguirmos evitar todos os eventos em &£, entao tere-
mos a coloracao parcial desejada. Nossa estratégia sera a seguinte:

(i) estudar a independéncia mutua entre os eventos em &;
(ii) provar que E(X,) ¢ grande (suficientemente maior que 5) para todo
vértice v;
(iii) provar que os valores assumidos por X, estao concentrados em torno da
média, isto é, que a probabilidade de X, < [A/2e% + 1] é pequena;
(iv) aplicar o Lema Local para concluir que é possivel evitar todos os eventos
em &.

Para provar (i), observe que um evento A, depende somente das cores atri-
buidas a vértices que estao a uma distancia no maximo 2 de v. Com isso,
podemos concluir que A, é mutuamente independente de todos os eventos em
& exceto dos eventos em S, := {4, a distancia entre u e v é menor que 5}.
Claramente |S,| < A® para todo v € V(G).

Agora, vamos provar (ii) que a esperanga de X, é grande. Mais especifi-
camente, vamos provar que:

Para calcularmos a esperanga de X, considere a varidvel aleatéria X, que
conta o nimero de cores que foram atribuidas a exatamente 2 vizinhos de v
e retidas em ambos. Observe que X < X,. Considere também as varidveis
aleatérias X, , ., = 1, para cada cor ¢ € C' e par u,w € I'(v), onde X, =1
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se a cor ¢ é atribuida a v e a w e a mais nenhum outro vizinho de v, e
Xeuw = 0 caso contrario. Note que

"2 2 Ko

c€C {u,w}Cl (v

Devemos primeiro calcular a probabilidade de X, ,, = 1. Para que X_
seja 1, a cor ¢ deve ser atribuida a v e a w e nao deve ser atribuida a ninguém
de Z :=T'(u)Ul'(w)UT'(v)\{u, w}. Podemos afirmar que |Z| < 3A—-3 < 6|C/.
Portanto, a probabilidade de X., ,, = 1 é pelo menos

Lembrando que o grafo é livre de triangulos, temos (g) possiveis escolhas do
par {u,w} e temos |C| possiveis escolhas para a cor do par. Pela linearidade

da esperanca,
B 2161(5) (i) (1= )
> (e =1 () (1 - )

— (A — 1)(1 - %)6(1'.

Agora, olhando para os trés primeiros termos da expansao de Taylor de e~ /¥,
é um fato conhecido que e™'/¥ <1 —1/y + 1/2y2. Usando isso, vamos achar
um modo de subestimar (1 — 1/y)k:

A 1ltima desigualdade vale, pois s6 estamos interessados em y > 1. Aplicando
a cota inferior acima, recursivamente, na cota encontrada para a esperanca
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de X!, podemos obter o seguinte:

E(X]) > (A-1) <1 - i>60' > (A — 1)e*6<1 _ L)G'C

C| C[?
> (A — 1)e_6e% (1 - ﬁ)ﬁm
> (A - 1)e_6e%el;lﬁ3< ﬁ)mc

6 =6 6

> (A —1)e SeclelcP el el
_ > 1
et { o5 )
i—1
Néo ¢ dificil de mostrar que 7%, 1/|C[*'~! < 2/|C| para |C| suficientemente

grande (isto é, para A suficientemente grande). Usando que (1 —z) < e™7,
temos que

E(X)

v

= %} > (A=1)e (1 %)

vV
>
|
=
D
&
D
>
o
—

Donde E(X,) > & — 1, pois X| < X,.

Agora, temos que limitar a probabilidade de X, ser menor que [A/2e%+1]
para provar que X, é concentrada em torno da média. Com isso, teremos
conseguido (iii). Note que ndo podemos usar o limitante de Chernoff para
mostrar que X/ é concentrada pois, apesar de X! poder ser escrito como uma
soma de variaveis 0-1, essas variaveis nao seriam independentes. Escrevemos
X, como soma de duas varidveis aleatorias Y, e Z,. A variavel Y, conta o
numero de cores atribuidas a pelo menos 2 vizinhos de v. A variavel Z, conta
o numero de cores atribuidas a pelo menos 2 vizinhos de v e apagadas de pelo
menos um desses vértices. Note que

Xy =Y, — Z,.

Nossa estratégia serd provar que Y, e Z, sao concentradas em torno da média
e, usando isso, mostrar que X, é concentrada.
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Sabemos que Y, depende somente das cores atribuidas aos vizinhos de v.
Alterando a cor de um tnico vizinho de v, mudamos Y, de no maximo ¢ = 1;
se Y, > s entao existem 2s vizinhos de v cujas cores certificam que Y, > s.
Com isso, podemos aplicar a Desigualdade de Talagrand e mostrar que, para

t > +/Alog A, temos

P B0 > )t - =G

< 46—(t/2)2/16A

_ 4e—t2 /64A

pois E(Y,) < A, e estamos supondo A suficientemente grande.

A variavel Z, se comporta da mesma forma. Sabemos que Z, depende
das cores dadas a v, aos vizinhos de v e aos vizinhos dos vizinhos de v.
Alterando a cor de um tnico vértice desses, Z, é alterada de no maximo
c=1;se Y, > s entao existem rs = 3s vértices cujas cores certificam que
Y, > s, a saber, para cada cor precisamos de dois vizinhos de v e um terceiro
vértice que recebeu a mesma cor e que é adjacente a eles. Com isso podemos
aplicar a Desigualdade de Talagrand e mostrar que, para t > y/Alog A e A
suficientemente grande, temos

(t — 60r/3E(Z,))>?
Pr(|Z, — E(Z, <4 { _ }

(2, B(Z)| > 1) < desp e
< 4e—(t/2)2/24A

— 4e—t2/96A

pois E(Z,) < A.

Agora que provamos que Y, e Z, estdo concentradas em torno das respec-
tivas médias, vamos provar que X, é concentrada. A propriedade da lineari-
dade da esperanca nos diz que E(X,)) = E(Y,)—E(Z,). Se |X,—E(X,)| > 2t,
entao certamente |Y, — E(Y,)| > ¢ ou |Z, — E(Z,)| > t. Usando a cota da
uniao, podemos dizer que a probabilidade de uma dessas duas coisas ocorre-

rem é limitada por
4e—t2/96A +46—1:2/64A

desde que t > /Alog A e A seja suficientemente grande. Tomando t =
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A/6eb > /Alog A, temos que

Pr(|X, — E(X,)| > 2t) < fo—t2/960 + fo—t7/640
— 4€*A/5184e12 + 4e—A/3456e12

- 1
VACH

Agora resta fazer (iv). Nesse ponto, sabemos que cada evento em & é
mutuamente independente de todos os outros exceto um nimero d < A®
deles, e que a probabilidade de um evento A, € £ ocorrer é menor que p :=
4&5. Podemos, entao, aplicar o Lema Local e concluir que, como 4pd < 1,
existe um modo de atribuir as cores aos vértices de G sem que nenhum evento

em & ocorra. Isso termina a prova do teorema. [ |

6.4 O Teorema de J. H. Kim

O teorema se aplica a grafos com cintura pelo menos 5, um caso particular
de grafos sem triangulos.

Teorema 20: Para todo € > 0 existe Ay tal que, se G tem cintura pelo
menos 5 e grau mdximo A > Ay, entao

A
G)<(1+¢€)—-.
X(G) = (1+e)—

A demonstragao deste teorema é longa e complexa. Por causa disso, nas
primeiras sub-secoes, vamos descreve-la mais lentamente para que a idéia ge-
ral permaneca na mente do leitor enquanto ele estiver passando pelas diversas
etapas da prova.

6.4.1 Construindo o supergrafo regular

Durante a prova, sera conveniente trabalharmos com um grafo regular. Nesta
sub-se¢ao vamos descrever um método para construir um supergrafo H de G
que seja A-regular e possua cintura pelo menos 5. Note que, ao encontrarmos
um limitante superior para x(H), estaremos também achando um limitante
superior para x(G).

Suponha que F' é um grafo com cintura pelo menos 5 e §(F) < A(F).
Vamos descrever como construir um supergrafo F” de F, também com cintura
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pelo menos 5, que possua A(F') = A(F) e §(F') = §(F) + 1. Note que isso
é suficiente para construirmos o supergrafo H de GG que queremos. Basta
repetir essa construgao varias vezes, partindo de G, até obter H com 6(H) =
A(H) = A, isto é, um grafo A-regular. O ntimero de vezes que temos que
repetir essa construcao ¢ obviamente finito, pois a cada passo o grau minimo
se aproxima mais de A.

A construcdo é a seguinte. Seja S = {vy,...,vs} o conjunto de vértices
de grau menor que A em G. Considere 2s copias duas a duas disjuntas
de G, digamos, A;,...,As e By,...,Bs. Paracada 1 < i < s, seja S; =
{ai1,...,a;s} o conjunto de vértices correspondentes a S em A;. Para cada
1<i<s,seja S, ={bi1,...,b;s} oconjunto de vértices correspondentes a S
em B;. Adicione uma aresta {a;;,b;;} para todo ¢, j € [s]. Desse modo, nao
criamos nenhum triangulo e nenhum circuito de tamanho 4 no novo grafo.
Também nao aumentamos o grau méaximo do grafo. Essa é, portanto, a
construcao de que gostariamos.

6.4.2 O procedimento

A demonstracao deste teorema tem algo em comum com a do Teorema 19 da
secao anterior: o procedimento aleatorio de coloragao. Vamos lembrar que
esse procedimento consistia de duas etapas:

e Atribuicdo - nesta etapa, cada vértice recebe, independentemente, uma
cor escolhida uniformemente de um conjunto pré-determinado de cores.

e Remocao - esta etapa consiste em apagar a cor de todo vértice que
recebeu a mesma cor que algum vizinho seu.

O problema é que agora estamos usando um ntimero muito reduzido de cores,
a saber, (1+ e)ﬁ. Para enxergar o que acontece, fixe um vértice arbitrario.
O numero esperado de vizinhos que retém suas cores apos a segunda etapa é

In A

A
INCELENS SV

(1+e)A
Podemos perceber que esse ntimero é muito pequeno, e isso nos impede de
colorir o restante dos vértices usando o método guloso. O que Kim faz é
aplicar um procedimento de coloracao semelhante varias vezes, cada uma

delas em um subconjunto dos vértices ainda nao coloridos. Quando uma
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iteracao termina de ser executada, os vértices que foram coloridos durante a
iteracao que passou nao terao suas cores alteradas nem apagadas.

Devemos tomar cuidado para que a cor de um vértice colorido em uma
determinada iteracao nao entre em choque com as cores que podem ser atri-
buidas aos seu vizinhos em iteracoes futuras. Isso nos leva a proibir certas
cores de aparecerem em alguns vértices. Esse controle é feito com o auxilio
de listas. Cada vértice v possui um conjunto £;(v) das cores que sdo “vé-
lidas” para ele no inicio da i-ésima iteracao. KEssas listas nao sao definidas
previamente porque o algoritmo de coloracao é probabilistico. Sé quando a
iteragao 7 termina, somos capazes de dizer quem é L;,(v) para todo v.

Inicialmente, todas as cores podem ser usadas em qualquer vértice, e
portanto, £1(v) = {1,..., [(1 + €)z= |}, para todo v. Quando atribuimos
uma cor ¢ a um vértice v numa iteracao 7, temos que remover a cor c da lista
de todos os vizinhos de v. Desse modo evitamos incompatibilidade de cores
entre vértices coloridos em iteragoes diferentes. Note que L;41(v) C L;(v)
para todo ¢ = 1,2, ..., pois a cada iteracao s vamos remover cores da lista
de cada vértice. Vamos descrever em detalhes as etapas do procedimento
modificado que sera utilizado. Abaixo, a probabilidade P;, . serd definida
mais para frente, e K é uma constante menor que 1 e que depende de €. A
partir de agora, o conjunto de passos a seguir sera chamado simplesmente de
i-€sima iteracao:

1. Ativagao — Para cada vértice v ainda nao colorido do grafo, “ativamos”
v com probabilidade K/In A.

2. Atribuicdo — Para cada vértice ativo v, escolhemos independente e uni-
formemente uma cor ¢, € L;(v) e colorimos v com cor ¢,. Se u e v a0
vértices adjacentes que foram ativados e ¢, = ¢,, dizemos que u (ou,
por simetria, v) é um vértice inconveniente.

3. Para todo vértice v, fazemos L;1(v) «— L;(v).

4. Limpeza — Para todo vértice ativo v, e para todo vizinho u de v, fazemos
Lipi(u) «— Liza(u) \{e}-

5. Remocao — Para todo vértice ativo v, descolorimos v caso v seja incon-
veniente.

6. Normaliza¢do — Para cada vértice v e para cada cor ¢ € L;11(v), com
probabilidade P; ., fazemos L;11(v) «— L;11(v) \ {c}.
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E provavel que nesse ponto fiqguem muitas perguntas na mente do leitor. Por
exemplo, na etapa 4, removemos a cor ¢, da lista de um vizinho de v sem nem
mesmo ter certeza de que v permanecera colorido. E verdade que estamos
perdendo algumas cores se fazemos isso, mas desse modo, as cores que sao
removidas da lista de um vértice durante o passo 5 de uma iteracao qualquer
dependem somente das cores atribuidas aos seus vizinhos no passo 2 dessa
mesma iteracao.

O passo 6 parece um puro desperdicio de cores. O fato é que esse passo
facilita muito as contas que teremos de fazer no futuro. Vamos escolher as
probabilidades P; ,, . de modo que, apds esse passo, para todo vértice v e cor
¢ € L;(v), a probabilidade de que ¢ permaneca em L;;1(v) seja a mesma.
Veremos como fazer isso mais adiante, na Secao 6.4.5.

Assim como no Teorema 19, se depois do passo 6 um vértice ativo v
permaneceu colorido, dizemos que v reteve a sua cor. Lembramos que, se um
vértice reteve a sua cor em uma iteracao passada, essa cor nunca mais sera
removida nem alterada.

6.4.3 Objetivos

Supor que podemos colorir o grafo todo somente executando repetidamente
a iteracao acima é querer demais. Temos que parar em algum ponto e fazer
algo deterministico como foi feito no Teorema 19. Uma possibilidade seria
executar o procedimento iterativo até que todo vértice tenha uma lista cujo
tamanho supere o nimero de vizinhos descoloridos. Acontece que isso é dificil
de acontecer.

Antes de dizer o que queremos, precisamos de uma definicdo. Vamos
denotar por G, . o subgrafo de G tal que V(G;.) = V(G) e uv € E(G,.) se
e somente se uv € E(G) e ¢ € L;(u) N L;(v).

O que vamos fazer é chegar a uma iteracao i* onde as listas de todos os
vértices tenham tamanho pelo menos ¢ e, para toda cor ¢, o grafo G;« . tenha
grau no maximo g. Nesse ponto, podemos aplicar o Teorema 12, que diz ser
possivel L-colorir um grafo nessas condicoes.

6.4.4 Parametros de interesse

Para atingir esses objetivos, precisamos controlar dois parametros ao longo
de todo o processo:
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i. ¢;(v) = tamanho da lista de cores do vértice v no inicio da iteracao i.

ii. t;(v,c) = nimero de vizinhos descoloridos de v que possuem cor ¢ em
suas listas no inicio da i-ésima iteragao.

O nosso objetivo, em termos de ¢; e t;, é chegar a uma situacao onde
existe um inteiro ¢ tal que ¢;(v) > ¢ para todo v descolorido e, para todo
vértice descolorido v e cor ¢ € L;(v), temos t;(v,c) < £/8.

6.4.5 Calculando algumas probabilidades

Em vez de controlarmos os parametros ¢;(v) e t;(v,c) diretamente, vamos
controlar apenas seus valores extremos L; e T;. Estaremos interessados em
que a seguinte propriedade valha com probabilidade positiva no comeco de
cada iteracao :

Propriedade &;: Para cada vértice descolorido v e cor ¢ € L;(v),
&(U) Z Lz e ti(U,C> S ,_TZ

Vamos definir os valores de L; e T; previamente para todo ¢ > 1, e depois
disso, grande parte do trabalho consistird em mostrar que a propriedade
Z; vale durante um nimero suficiente de iteragdes para atingirmos o nosso
objetivo. Ou seja, &; vale pelo menos até que T; < L;/8.

Antes de dar a definicdo de L; e T;, considere, por um momento, uma
situacao idealizada onde, no comeco de uma iteracao ¢, para todo v e cor
c € L;(v), temos ¢;(v) = L; e t;(v,c) = T;. Nesse caso, para cada cor
¢ € L;(v), a probabilidade de que ¢ permanega em L; 1(v) apds o passo 5,
isto é, de que ¢ nao seja atribuida a nenhum vizinho de v é:

K 1\T

P, = (1 N X E) )
Note que esta é também a probabilidade de que um vértice ativo retenha
(apds o passo 5) a cor que lhe foi atribuida. Um argumento parecido, porém
um pouco mais complicado, mostra que a probabilidade de um vértice con-
tado em #;(v, ¢) ser contado em t;41(v, ) fica perto de (1 — £ x P;) x P;.
Vamos fazer essa conta em detalhes na parte (b) da Afirmacao 1 mais adiante.

Tipicamente, ndo ¢ ideal a situacado dos parametros ¢;(v) e t;(v,c). Ou
seja, pode ser que /;(v) seja maior que L;, e que t;(v, c) seja menor que T;.
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Mas nao ¢ dificil calcularmos a verdadeira probabilidade de ¢ permanecer em
L;1(v) ap6s o passo 5:

Pi(v,c) = H <1_%X fz(lu)>

uel(v)
ceL;(u)

Como podemos ver, é muito mais complicado lidar com um monte de proba-
bilidades P;(v, ¢) do que lidar com um tnico valor P;. E por isso que existe
o passo 6 da iteracdao. As probabilidades IP;, . servem para uniformizar as
probabilidades. Isto ¢, ao final do passo 6 a probabilidade de uma cor ¢ per-
manecer na lista de um vértice v é P; para todo v e para toda cor ¢ € L;(v).
Precisamos dizer, entao, quanto valem aquelas probabilidades P; , .. Ponha

IP).
]Pivczl_ : .
” P;i(v,c)

Note que P; < P;(v, ¢), e portanto a probabilidade acima estd bem definida.
Agora, a probabilidade de que uma cor ¢ € £;(v) permanega em L, 1(v) apds
o passo 6 é P;(v,¢) x (1 —P;,.) = P;, qualquer que seja v, e qualquer que
seja ¢ € L;(v).

Uma escolha natural para os valores de L;;; e de T;.; seria L;1, =
min,{E({;41(v))} e T;41 = max, {E(t;11(v,c))}. Infelizmente, nao pode-
mos provar que, com probabilidade positiva, para todo v e para toda cor
¢ € ti(v,c), temos £;11(v) > E(li11(v)) e tiy1(v,¢) < E(tiz1(v,c¢)). Con-
tudo, usando algumas ferramentas de concentracao, somos capazes de provar
que esses parametros ficam bem perto da média. Vamos definir os valores
extremos desses parametros com uma pequena folga.

Colocamos L; = (1 + €)=, Ty = A, e definimos
Lisi = Ly x P, — L2,

1;+1:nx<1— ><IP’Z-> x Py + T2®,

K
In A
6.4.6 Visao geral do restante da prova

O que vamos fazer no restante da demonstracao deste teorema é o seguinte.
Vamos provar que E({;11(v)) = ¢; x P; e que E(t;41(v,¢)) < t;(v,¢) x (1 —
ﬁ x P;) x P;. Vamos provar que essas variaveis aleatérias sdo concentradas
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em torno da média. Vamos usar isso para mostrar que a propriedade &%;
vale por um ntimero suficiente de iteragoes. Vamos provar que, antes que
a propriedade &; passe a nao valer mais, existe uma iteragao ¢* tal que
T < Ly /8. Todas essas coisas sao delicadas, por isso, tentaremos descrever
e explicar todos os detalhes envolvidos em cada uma delas.

Detalhes mais técnicos

Surge um pequeno problema quando lidamos com o parametro ¢;.1(v, c). Na
verdade, esse parametro nao é fortemente concentrado em torno da média,
pois ele pode cair para zero se ¢ é atribuido a v na iteracao i. Para contor-
narmos esse problema, vamos controlar um parametro ligeiramente diferente.
Vamos chamar de ¢, (v, c) o nimero de vértices u € I'(v) que sdo contados
por t;(v, ¢) tais que no fim da iteragao i:
(i) permaneceram descoloridos,

(ii) nenhum vértice w € I'(u) \ {v} recebeu cor ¢, e
(ili) ¢ néo foi removido de L£;41(u) no passo 6.

Note que, se ¢ nao ¢ atribuida a v, entao t; (v, c) é idéntica a t;1(v, c).
Por outro lado, se ¢ é atribuida a v, entao t;11(v,c) = 0. Como estamos
apenas querendo superestimar ¢;,1(v, ¢), isso nao é problema.

Afirmagao 1: Se &; vale, entao, para todo vértice v e cor ¢ € L;(v), temos:
(a) E(li(v)) = li(v) x Pi;
(b) E(tis1(v,0)) < ti(v,0) x (1= gf5 X Py) x P+ 2.

Prova. Para toda cor ¢ € L;(v), a probabilidade de ¢ permanecer em L;1(v)
é precisamente P;. A parte (a) segue da linearidade da esperanca.

A menos que c seja atribuido a v na iteracao i, temos que ¢, (v,c) =
tiv1(v,c). Portanto, a probabilidade de que essas varidveis sejam diferentes
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, Y K 1 1 / a
¢ no maximo 5 x 7- < 7. Como t;,,(v, ¢) ndo pode exceder T}, temos

E(t;1(v,c)) = B(t;, (v, ¢)|v recebeu cor ¢) x Pr(v recebeu cor c)

+ E(t; 1 (v, ¢)|v nado recebeu cor ¢) x Pr(v ndo recebeu cor c)
1
<

T, x —

2

+ E(ti41(v, ¢)|v nao recebeu cor ¢) x Pr(v nao recebeu cor c)

Esse fato nos permite focar em E(t; (v, c)) para estimar a esperanca de
ti1(v,c). Existe um modo bem fécil, porém um pouco grosseiro, de se esti-
mar E(t;41(v, ¢)). Para um vértice contado em ¢;(v, ¢) ser contado novamente
em t;41(v, c), uma das duas possibilidades abaixo deve ocorrer:

(i) ou u nao é ativado e ¢ permanece em sua lista,
(ii) ou u é ativado, ndo mantém sua cor e ¢ permanece em sua lista.

Os dois eventos exigidos em (i) sdo independentes. Se os trés eventos de (ii)
fossem independentes, a probabilidade de um vértice contado em t;(v, ¢) ser
contado novamente em t;,1(v, ¢) seria limitada superiormente por

(1—%) xPi+%x (1-P) xP; = (1—%XP¢> x P;.
Acontece que os eventos em (ii) nao sao independentes, e isso complica ra-
zoavelmente a analise das probabilidades. Vamos, entao, tentar estimar a
probabilidade de (ii).

Considere um vértice descolorido u € I'(v) tal que ¢ € £;(u). Para cada
cor d € L;(u) — ¢ vamos computar a probabilidade dos seguintes trés eventos
ocorrerem simultaneamente:

Ay ¢ continuar em £;(u),
Ay pelo menos um vizinho de u ser ativado e colorido com cor d, e
As: u ser ativado e receber cor d.

A probabilidade de (ii) ocorrer pode ser expressa como

> Pr(AinA;nAz) = > Pr(A; N Ay|A;)Pr(4s).

deL;(u) del;(u)
d#c d#c

Observe que os eventos A; e As dependem unicamente das cores atribuidas
aos vizinhos de u. Portanto, saber a cor que u recebeu nao da absolutamente
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nenhuma informacao sobre a ocorréncia de A; ou sobre a ocorréncia de A,.
Por essa razao, Pr(A; N As|As) = Pr(A; N Ay). Vamos estimar Pr(A; N Ay)
através do cdlculo de Pr(As|A;).

Para qualquer vizinho w de v com d € L;(w), vamos considerar a proba-
bilidade de w ser ativado e receber cor d, dado que A; ocorreu. Acontece que
essa é a mesma probabilidade de w ser ativado e receber cor d, dado que w
nao recebeu cor c. Pela definicao de probabilidade condicional, isso é igual a

Pr(w ser ativado e receber cor d | w nao recebeu cor c.)

Pr(w nao receber cor c)

Pr((w ser ativado e receber cor d) N (w nao recebeu cor c))

Pr(w nao receber cor c)
K 1

S(ﬁxz)/@—mxf)

K " 1 L0 ( 1 )
 InA T L L2In* A/

Isto é verdade porque, se 0 < a < %, entao ﬁ < a + 2a®. Agora, pode-

mos calcular a probabilidade de A acontecer dado que A; aconteceu. Essa

probabilidade é no maximo

K 1 1y
1= (1- o x = +0(57y)) | <1-E
wa “ T\ e =

Se u foi ativado e recebeu cor ¢, entdo é impossivel ¢ continuar em £;.;(u)
e ao mesmo tempo u ser descolorido. Entao a probabilidade de u continuar
descolorido e ¢ permanecer em L£;;1(u) é no maximo

(1- %) < By + (L — 1) x Pr(As) x Pr(A;) x Pr(As|A,).

Isso é o mesmo que

K K 1

Finalmente, fazendo algumas pequenas contas, a probabilidade de que um
vértice contado em t;(v, ¢) seja contado em t;41(v, ¢) é no maximo

(1—%XP¢)XPi.
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Pela linearidade da esperanca, e pelo fato de que E(t;, (v, ¢)) < E(ti1(v, ¢))+
T;/L;, temos que

K T,
E(t;H(U,C)) < ti(v,c) x (1 LA X IPi) x P, + E
A demonstracao da afirmagcao esta completa. m

Afirmacao 2: Se para todo j <, L;,T; > In" A e T; > %Lj, entao T;/L; <
Tio1/Lio1.

Prova. A prova é por inducao em i. Com algumas contas, podemos checar
que Ty/Ly < Ty/L;. Vamos supor que a afirmagao valha para todo k com
k < i. Isso implica que T;/L; < T1/L; < In A e portanto P; > e~ KT1/(Lilna) 4
o(1) = e~ K1+9 4 o(1) = Q(1). Por definigao,

Lwlzzg@z—zg“ﬂ.
Usando que T; > In" A e que P; = (1), temos

KXPQ 2/3

7 T
In A T
<T, xP;— (K xP?) x T 4 17/*
<T,xP; —T°
<Tix (P — L',

Ti1=T; xP; = T; X

Isso prova a afirmacao. |

Afirmacao 3: Suponha que para todo j < i, L;,T; > ' A e T, > %Lj.
Entio e K019 4 o(1) < P; < e K/8InA,

Prova. Na demonstracao da afirmacgao anterior, ja provamos o limitante in-
ferior para P;. Para mostrar que vale o limitante superior, vamos olhar para
a defini¢ao de P; e para a hipétese de que T; > %Lj.

K 1\T: K 1 \T:
= (11— ——) <<(1_-——— ) < o~ K/8ImA.
( mA “1,) = mA “8r) =
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Lembre-se de que as escolhas aleatérias sao do seguinte modo: primeiro
escolhemos se vamos ou nao ativar cada um dos vértices descoloridos; depois
sorteamos uma cor para cada vértice ativo; e finalmente, para cada vértice
descolorido v e cor ¢ € L;(v) que ainda nao foi removida no passo 5, jogamos
uma moeda para decidir se ¢ continua ou nao na lista de v.

Para aplicarmos a Desigualdade de Talagrand, os experimentos envolvidos
devem ser feitos independentemente. Nao é o que estd acontecendo aqui
porque alguns experimentos estao dependendo da saida de outros para serem
executados. Por exemplo, sorteamos a cor de um vértice v somente se o
experimento “ativar vértice (v)” deu sucesso.

Para contornar esse tipo de problema, vamos executar alguns experimen-
tos “irrelevantes”. Para cada vértice descolorido v, chame de ATIVAR(v) o
experimento correspondente a ativacao de v. Para cada vértice descolorido
v, chame de COR(v) o experimento de sortear uma cor para v (esteja v ativo
ou nao). Finalmente, para todo vértice descolorido v cor ¢ € L;(v), chame
de CARA-COROA(v, ¢) o experimento de jogar uma moeda com probabilidade
P; . de sucesso para decidir se excluimos a cor ¢ da lista de v (mesmo que
¢ nao pertenca mais a lista de v). Vamos sortear uma cor para todo vértice,
mesmo para aqueles que nao foram ativados, e vamos lancar uma moeda
para decidir se removemos ¢ da lista de v para toda cor ¢ € L;(v). E claro
que a saida desses experimentos nao tem efeito nenhum: nao vamos atribuir
nenhuma cor a um vértice inativo, e uma cor que nao esta mais na lista de v
nao precisa ser removida.

Afirmacao 4: Se &; vale, T;, L; > In"AeT, > %Li, entdo para todo vértice
descolorido v e cor ¢ € L;(v), temos

(a) Pr(|li(v) — E(fi (v))] > L) < A=A,
(b) Se ti(U, C) Z ﬂ+l; entao

Pr ([t (v,0) = B(t, (v,0)| > T77%) < A4,

Prova. Vamos provar (a) primeiro. Para isso, é mais facil mostrar que o
nimero ¢ de cores removidas da lista de um vértice v é concentrado, do que
mostrar que o nimero de cores que sobram na lista de v é concentrado.
Seu € I'(v), entao uma alteragao em ATIVAR(u) ou em COR(u) afeta o valor
de ¢ em no maximo 1. Uma mudancga em ATIVAR(u) ou em COR(u) ndo tem
efeito nenhum sobre ¢, se u nao for vizinho de v. Além disso, se mudarmos
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a saida de qualquer um dos experimentos CARA-COR0A(v,c), ¢ € L;(v), £ é
alterado de no maximo 1. Seja ¢ um inteiro positivo qualquer, e suponha
que ¢ > t. Para podermos aplicar a Desigualdade de Talagrand devemos ser
capazes de achar um certificado curto para o fato de que ¢ > t. Sabemos
que, para algum par de ntmeros r e s, com r + s = t, existem r vizinhos
U, ..., u de v, e s cores cy, ..., cs € L;(v) tais que:

(i) ATIVAR(u;) teve sucesso para todo i € [r],

(ii) COR(u;) # COR(u;) para todo i # j,
(iii) CARA-COROA(v, ¢;) falhou para todo i € [s].

Esses experimentos certificam, portanto, que 0>t

Agora estamos apenas aum Passo de aplicar a Desigualdade de Talagrand.

Resta verificar que E(/ , ou seja, que o desvio cuja probabilidade
queremos limitar nao é maior que a esperanca da variavel. Para provar
isso vamos usar que T; > %Li, que L; > log"” A e a cota para P; fornecida
pela Afirmacdo 3. Além disso, vamos usar também que 1 — e™2% > a se
0 < a < ag para algum ag > 0. Assim, se A é suficientemente grande, temos
que K/8InA é suficientemente pequeno para que a terceira desigualdade
abaixo valha.

E({) > (1—P) x f;(v) > (1 — e K/8m8) [,

> X L; >L2/3

L > ——
= 6mA " 16L1/7

Podemos, entao, aplicar a Desigualdade de Talagrand como segue:

Pr(|0 — E(D)| > L?) < 400" /B0
< 4e_5L?/3/Li

= 46755/3

7/3 A

< 4e~PIn
< ATIA

A passagem da 1% para a 2? linha pode ser explicada da seguinte maneira.
Sabemos que no inicio da iteracao ¢ todas as listas tém tamanho pelo menos
L;, mas em nenhum momento da prova precisamos de que o tamanho dessas
listas seja estritamente maior que L;. Vamos supor, entao, que as listas foram
todas truncadas, no inicio da iteragao i, para que tivessem todas tamanho
exatamente L;. Por isso, podemos usar trangiiilamente que E(¢) < L;.
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Pela linearidade da esperanca temos E(4;,(v)) = £;(v) — E(£). Assim

(|&+1( ) ( z+1(v>)| > L$/3) =
Pr(|6(v) — = (6(v) — BD)| > L) =
Pr([l —E@)| > L) < A™™A,

Agora vamos provar (b) decompondo a varidvel ¢ ,(v,c) em uma dife-
renca de duas outras variaveis e provando que cada uma delas é concentrada.
Chame de T' o conjunto de vizinhos de v cujas listas contém ¢ no inicio da
iteragao i. Vamos definir X como sendo o nimero de vértices em T que
permanecem descoloridos no final da iteracao, e Y ao numero de vértices
em T que permanecem descoloridos e que tiveram a cor ¢ removida de suas
listas por causa de um vizinho diferente de v que recebeu cor ¢ ou porque o
respectivo experimento CARA-COR0A falhou.

Claramente ¢, (v,c) = X =Y, e pela linearidade da esperanca ¢ suficiente
mostrar que X e Y sao concentradas o bastante. Vamos primeiro focar na
variavel X. Precisamos tomar cuidado aqui pois mudar a cor de v pode
alterar o valor de X brutalmente. Para contornar esse problema, chame de
X; o numero de vértices em T que receberam a mesma cor que um vizinho
(diferente de v) ou que nado foram ativados. Seja X, o nimero de vértices
que receberam a mesma cor que v. Note que X; nao é afetado pela cor de
v. A seguir, vamos aplicar o Limitante de Chernoff para provar que o valor
de X, é suficientemente pequeno. Depois vamos aplicar a Desigualdade de
Talagrand para mostrar que X; é concentrada.

Vamos provar que X, é limitada por in/ ® Note que cada vértice de T" é
ativado independentemente e recebe a mesma cor que v com probabilidade no
maximo IKA . Como |T| < T, sabemos que £ estd limitado superiormente
por uma blnomlal de parametros T; e K/L;In A). Temos entao o seguinte:

1 2/3 K 1 1 2/3
Pr(X, > -T77") < Pr(BIN(T; —) > =T
r(Xe > g T7) = Pr(BIN(T, (7% > ) > 317
Pela Afirmacao 2, sabemos que 2+ = O(In A). Portanto, T; x 22 x + < ¢,

para alguma constante c 1ndependente de A. Portanto, usando o Fato 1
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mencionado no Capitulo 4,

K 1 1 2/3\ C 1 2/3
Pr(BIN(T;, -— x E) > 117) = Pr(BIN(T, ﬁ) > 1)
CTi2/3/4
(T /0)!
1 —InA
=787

quando A é suficientemente grande.

Agora vamos usar a Desigualdade de Talagrand para mostrar que X; é
concentrada. Se u € T', entao uma alteragdo em ATIVAR(u) ou COR(u) afeta
o valor de X; em no méximo 1. Se w ¢ T, uma mudanga em COR(w) altera
X, de no méaximo 1.

Se um vértice u € T nao foi ativado, entao a saida do experimento ATI-
VAR(u) certifica esse fato. Por outro lado, se u foi ativado e foi descolorido por
que um vizinho w # v recebeu a mesma cor, entao a saida dos experimentos
ATIVAR(w) e COR(w) e COR(u) certificam isso. Portanto, se X; > s, existem
no maximo 4s experimentos cujas saidas certificam esse fato.

Para aplicarmos a Desigualdade de Talagrand precisamos, assim como
na parte (a), checar se E(X;) ndo é menor que o desvio cuja probabilidade
queremos limitar. Em vez de provar que E(X;) > 711T¢2/ ? vamos simplesmente
observar que E(X;) > E(Y7), onde Y} é uma das varidveis em que vamos
decompor Y. A prova de que E(Y7) > %Tf/ % encontra-se mais abaixo, onde
discutimos a concentracao da variavel Y.

Como X; < T;, temos que E(X;) < T; e a desigualdade de Talagrand
implica

4/3

1, o 1
Pr(|X; — E(X,)| > Z-LTZ?/S) < 4 BT/

1 ~1/3
= 4e Pt

< e P’ A
< lA—lnA
— 4

Como X7 < X < X; + X2, esses dois limitantes juntos, mais o limitante
de X5 e o fato que X é concentrada, implicam que

1 1
Pr<|X ~_E(X)| > 5:/;?/3) < 5ATRA. (6.1)
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Agora temos que provar que a variavel Y é concentrada. Vamos usar
uma estratégia semelhante a que usamos para provar que X é concentrada.
Vamos considerar variaveis Y7 e Ys. A variavel Y5 é idéntica a varidvel Xs.
A variavel Y7 conta o nimero de vértices de T que:

(i) nao sao ativados ou sao ativados e recebem a mesma cor que algum
vizinho diferente de v,

(ii) a cor ¢ é removida de suas listas por causa de um vizinho diferente de
v que recebeu cor ¢ ou por causa de um experimento CARA-COROA mal
sucedido.

Note que uma mudanga na saida de ATIVA(v) ou COR(v) nao afeta em nada o
valor de Y]. Se u € T, uma mudanca na saida de ATIVA(u), COR(u) ou CARA-
COROA(u, ¢) pode alterar Y; de no méximo 1. Finalmente, se u € I'(T') — v,
mudando ATIVA(u) ou COR(u) também altera de no méximo 1 o valor de Y7,
pois G tem cintura pelo menos 5.

Suponha que Y; > s. Para aplicar a Desigualdade de Talagrand, devemos
ser capazes de exibir um certificado “pequeno” de que Y; > s. No nosso
caso, vamos exibir um certificado de tamanho no méximo 6s. Isso é feito do
seguinte modo: para cada vértice w de T' que é contado em Y7, temos que
certificar (i) e (ii). Para certificar (i), devemos exibir ATIVA(w) e podemos
parar por ai caso esse experimento tenha falhado. Se ATIVA(w) sucedeu,
entao temos que exibir também COR(w), ATIVA(w') e COR(w'), onde w’ # v é
um vizinho de w. Para certificar (ii), temos que mostrar CARA-COR0A(w, )
ou exibir ATIVA(w") e COR(w"), onde w” # v é um vizinho de w.

Se E(Y7) > }le/ 3, entao podemos aplicar a Desigualdade de Talagrand.

. - 2/3
Vamos entao provar que a esperanca de Y; nao ¢ menor que }ETz‘/ . Usando
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técnicas semelhantes aquelas utilizadas para limitar a esperanca de ¢, temos

E1) > (1 -P;) x E(X))
K

> (1-P;) x (]T\ x (1 — M) - E(X2)>
1

> (1— e M/AmA) (5T =)

1
> (1 . efK/SlnA) x —ﬂ+1

4
K 1 K
= 16In A X ZLTZ < (1= In A X< Pi) x Py
> % % T} % lefK(lJre) > 17}2/3-
647" 2 4

Finalmente, podemos aplicar Talagrand para mostrar que Y; é uma variavel
aleatéria concentrada.

1
Pr(|Y; — B(Y))| > ;7/7°) < 4767 /"
= 4676%712'1/3
< g BT
1
< _A—lnA.
— 4
Novamente, como Y; <Y <Y; 4 Y5, segue que
1
Pr(|Y — E(Y)| > 5Tf/f”) < A4 (6.2)
Agora, juntando 6.1 e 6.2, obtemos a cota desejada em (b):
Pr (|t (v,0) = Bt (v,0)| > T77%) < A7,
A demonstracao da afirmagcao esta completa. |

Afirmacao 5: Se para todo 1 < j <1, L;,T; > In" A e T; > %Lj, entao &
vale com probabilidade positiva.

Prova. Vamos provar a afirmacao por inducao em i. A propriedade &, vale.
Suponha que i > 1 e que &;_; valha. Vamos provar que com probabilidade
positiva &Z; vale.
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Para todo vértice v, considere o evento A, em que ¢;11(v) < L;;1, e para
todo vértice v e cor ¢ € L;(v), chame de B, . o evento em que t;41(v,c) >
T;+1. Vamos mostrar, usando o Lema Local, que com probabilidade posi-
tiva nenhum desses eventos ruins ocorrem. E isso é suficiente para mostrar
que &;_; vale. Observe que sé temos interesse em calcular ¢; (v, c) para
vértices v que permaneceram descoloridos apds a iteracao ¢. E nesses ca-
sos, tiy1(v,c) = t;,(v,c). Portanto, se algum evento B,. ocorre, entao
a1 (0,0) = B(ti (v, 0))] > 7%,

Pela Afirmacao 4, todos esses eventos tém probabilidade no maéaximo
A=A Além disso, cada evento A, (e cada evento B,.) depende dos ex-
perimentos ATIVA(u), COR(u) e CARA-COROA(u, d) somente quando o vértice
u esta distante no maximo 2 de v. Assim, cada evento ruim é mutuamente
independente de todos os eventos ruins exceto um nimero limitado deles. O
numero de eventos dependentes de um particular evento ruim nao passa de
d=A+A+ A+ A+ (A+ A2+ A%+ AY) x (1 +e)5 < A® para A
suficientemente grande. Novamente, se A é suficientemente grande, entao
4x A®x A2 < 1 e pelo Lema Local, com probabilidade positiva, nenhum
dos eventos que queriamos evitar ocorre. Isso prova a afirmacao. |

Para que seja possivel verificar a integridade da demonstracao, vamos
enunciar o resultado que falta, porém nao vamos demonstrar. A prova desse
ultimo resultado consiste, fundamentalmente, em estimar precisamente qual
¢ o decaimento da relacdo T;/L;. Ela pode ser encontrada em [12].

Afirmacao 6: Existe um indice i*tal que
(a) Para todo i < i*, Ty >log® A, L; > A3, e T; > %Li;
(b) Ties1 < Lij=yq.

Com as afirmacoes 5 e 6, a prova do teorema esta completa.
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