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Resumo

O estudo de técnicas de otimização global encontra aplicação em uma grande diversidade de
problemas, tais como: economia de escala, finanças, análise de risco, estatística, redes e proble"
mas de transporte, banco de dados, biologia molecular, genética. No entanto, apesar de mais de
quatro décadas de pesquisas nesta área, as soluções conhecidas para problemas de otimização
global são aplicáveis, de forma eficiente, apenas a um conjunto restrito de problemas.

Os algoritmos de otimização global podem ser divididos em dois grandes grupos: determi-
nísticos e estocásticos. Os métodos determinísticos garantem alcançar uma boa aproximação de
um minimizador global em um número finito de passos; para os métodos estocásticos a proba-
bilidade de encontrar um minimizador global tende a l quando o número de iterações tende a
infinito.

O objetivo deste trabalho foi estudar três algoritmos estocásticos de otimização global: Ran-
dom Linkage, Tunneling utilizando a curva de Lissajous e o GRASP adaptado para problemas
de programação não linear. Para isso, implementamos os três métodos e realizamos experimen-
tações com problemas clássicos de programação não linear. Em seguida, adoptamos os métodos
para utilizar o algoritmo GENCAN como método de minimização local. Desta forma foi possível

i..l -m nA'nnarQ+i.,. dn pfirápin rlP endn llm dos métodos em escapar de mlnlmJzaaoresestabelecer um pompa
locais



Abstract

The study of global optimization techniques íinds application in a range soro of problema, suco
that: scale economy, finances, risk analysis, statistics, network and transportation problema,
databases, molecular biology, genetics. However, in despite of more than four decides of research
in this área, thelínown solutions íor global optimization problems aie applicable, in a efticient
form, only to a few set of problems.

Global optimization algorithms can be divided in two major groups: deterministics and
stochastics. The determistics methods guarantee to achieve a good approximation of the global
optimizer in a rinite number of steps; in the stochastics methods the probability of 6nding a
good approximation of the global optimizer tenda to l (one) when the number of steps tends to
infinita.

The objective of this work was to study three stochastics global optimization algorithms:
Random Linkage, Tunneling using the Lissajous curve and GRASP adapted for solving nonlinear
optimization problema. We implemented the three methods and realized severas computacional
experiments with classic nonhnear problema. Then, we adapted the methods to use GENCAN
as the local minimization method. In such a way it was possible to compare the eRectiveness of
each method in scape of local minimizeis.



Capítulo l

Introdução

O estudo de técnicas de otimização global encontra aplicação em uma grande diversidade de
problemas, tais como: economia de escala, finanças, análise de risco, estatística, redes e proble"
mas de transporte, banco de dados, biologia molecular, genética. No entanto, apesar de mais de
quatro décadas de pesquisas nesta área, as soluções conhecidas para problemas de otimização
global são aplicáveis, de forma eficiente, apenas a um conjunto restrito de problemas.

O problema considerado neste trabalho consiste na minimização de uma função/: 8" ---} 8
suave e com limitantes nas variáveis. O conjunto factível ç2 é definido por Q = {z € R" l Z $
aç $ u}. Um ponto z* é uma solução global para o problema em questão, se e somente se,
/(z') $ /(z) Vz c Q. Este ponto é chamado de minimizador global de /, sendo /(z*) o mínimo
global do problema.

Uma das primeiras estratégias sugeridas para a resolução de problemas de otimização glo-
bal [q consistiu em localizar e comparar o maior número possível de

minimizadores locais do

problema. Desta estratégia surgiu o método conhecido como MztZtástad onde, a partir
de pon-

tos iüciais aleatórios, eram utilizados métodos de minimização local visando descobrir o maior
número possível de soluções locais. Com isto, este método atinge melhores aproximações do
minimizador global a medida em que novas soluções locais são descobertas.

Uma outra estratégia contemporânea ao A4uZtástad surgiu do princípio de que a aprozãmação

aproximação da solução global do problema.

Destes dois exemplos é possível dividir os métodos de otimização global em dois grandes
grupos l9, 21l:

e Estocásticos, cuja probabilidade de convergirem pala uma solução global tende a l quando
o número de passos do algoz'itmo tende a infinito, como no caso do .A4uZtástad.

e Detelminísticos, que garantem alcançar uma c-vizinhança de uma solução global em um
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número finito de passos, como no caso da Busca em Malha

A medida em que há um crescimento na complexidade e no porte dos problemas a serem
resolvidos, o uso de algoritmos determinísticos torna-se proibitivo devido a quantidade de proces-
samento necessário. Salvo casos de algoritmos determinísticos específicos, tais como os utilizados
em programação côncava e métodos DC(desigualdade entre duas funções convexas), a melhor
estratégia a ser seguida é a utilização de métodos estocásticos.

Os algoritmos estocásticos procuram, a cada passo, melhorar a sua aproximação da solução
ótima de forma que, em um número infinito de passos, a probabilidade de encontrarem uma boa
aproximação do ótímo global tende a l.

Dentre as diversas estratégias utilizadas pelos Métodos Estocásticos, destacamos os Métodos
de Duas Fases l71 que consistem em adaptar os métodos de otimização local para resolverem
problemas de otimização global. Estes métodos são compostos por uma mistura de duas etapas:

1. Etapa de Exploração, ou Fase Global, cujo objetivo é encontrar pontos em diferentes
regiões de Q na tentativa de cobrir as diversas regiões de atração dos minimizadores locais
do problema de otimização.

2. Etapa de Refinamento, ou Fase Local, onde é realizada uma exploração local em busca de
uma boa aproximação do minimizador global do problema.

Após sucessivas execuções destas duas etapas, a melhor solução encontrada pela Etapa de
Reíii)cimento é considerada pelo algoritmo como a aproximação da solução ótima do problema
proposto

O grau de conhecimento dos elementos que compõem o problema a ser resolvido tem um
acto considerável nas estratégias seguidas pelos algoritmos. O objetivo deste

trabalho é

implementar e comparar três algoritmos estocásticos aplicados a problemas de programação
não linear(PNL) com restrições de caixa. Os algoritmos apresentados nos próximos capítulos,
trabalham com níveis diferentes de informação sobre a função objetivo e a região factível

No Capítulo 2 descrevemos o método Random Lánkage, apresentado em j191. Esse método
foi idealizado a partir de melhorias realizadas no algoritmo proposto .em l24, 251, que utiliza-
se da estratégia de clusterização da região factível com intuito de diminuir a quantidade de
minimizações locais desnecessárias. Mostramos inicialmente o método original, proposto em l24,
25], e a seguir analisamos e implementamos as mudanças descritas em j19] .

No Capítulo 3 detalhamos a técnica de 7hnneZing, descrita em [17, 16]l e apresentamos
uma implementação do algoritmo proposto em 1231 que utiliza a curva de Lissayous na etapa
de TunneZing. Descrevemos ainda a nossa implementação do algoritmo proposto em 1231 e
apresentalnos a aplicação do mesmo em um problema de empacotamento de círculos.

No Capítulo 4 apresentamos o método GRASP aplicado a problemas de programação nao
linear com restrições de caixa. O GRASP, originalmente, proposto em [11, 121 para problemas
de otimização combinatória, foi adaptado em 1201 para problemas de otimização cone nua e
melhorado em j14, 15]. Para análise deste método, implementamos os algoritmos propostos
em [201 e j14, IS].
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No Capítulo 5 mostramos experimentos com os métodos descritos nos capítulos anteriores
para um conjunto de 52 testes encontrados na literatura clássica de programação não linear. A
partir dos resultados obtidos neste capítulo realizamos, no Capítulo 6, expeiimentos em pro-
blemas de empacotainento com os 3 métodos que obtiveram os melhores resultados nos testes

Concluímos este trabalho com uma análise geral do desempenho dos algoritinos considerando
todos os experimentou realizados nos capítulos 5 e 6.

geraisr



Capítulo 2

O algoritmo -Z?andam .Z){nkage

2.1 Introdução

Os algoritmos estocásticos utilizados para a minimização de uma função/ qualquer, têm como
característica comum encontrar uma boa aproximação do l-mínimo global com probabilidade l
quando o número de iterações do método tende a infinito. Com o intuito de explorarmos melhor
esta característica consideremos um procedimento cuja única ação seja gerar pontos aleatórios
íactíveis em ç2 e que obedeçam a uma distribuição uniforme. Queremos que este procedimento
encontre um ponto y C -BQ(c,iç*) tal (lue Bg2(e,z*) = {3/ C (2 l llV -- z*ll $ e, para ' > 0},
onde z* € ç2 é um minimizador global.

A probabilidade de que até a -K-ésima iteração tenha sido encontrado pelo menos um ponto
em .Bn(., z*) é

Pr(rk C J3ç2(c, aç*) para l $ k $ K) -
l p,(zl,.. .,l;K # .Bn(',r*)) = 1 -- (i ç'(.Bçt(',z*)))K,\'

onde p(-Bçz(c, z*)) corresponde à probabilidade do ponto ser sorteado nas regiões de ç2. Como
P(Bn(c,z*» > 0, então a probabilidade acima tende a l quando X' tende a oo. Portanto, o
procedimento acima apresenta características de um Método Estocástico.

Deste exemplo, deriva o algoritmo de otimização global conhecido como Fure Random Search,
utiliza-se apenas da Etapa de Exploração para a geração das possíveis soluções do problema

de otimização.

Algoritmo 2.1. Pune Random Search
Dado K C N

Passo O. /min {-- OO; k <--- l

Passo 1. Gere um ponto zk c Q com distribuição uniforme

Se /(zk) < /mi- 'ntã"
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f.i« - j(zk)

y +"'- Utc

fim se

Passo 2. k e- k + l

Se k < K volte ao Passo l

O ponto 3/ é retornado como aproximação de um minimizador global de /

No entanto, este primeiro algoritmo não é considerado um h'método de Duas Fases. Isto porque
é formado apenas pela Etapa de Construção, onde são gerados os pontos zk. Visando aumentar
a eficiência do algoritmo íoi incluída uma Fase de Refinamento composta por um procedimento
de minimização local P que, a partir de um ponto inicial zh, retorna um minimizador local ik
(referenciaremos a execução deste procedimento utilizando a seguinte notação: ãk - P(zk))-
Este algoritmor , conhecido como .A4uZtêstad, encontra-se descrito a seguir:

Algoritmo 2.2. Mlultistart

Dado K C N

Passo O. /mi. - 00; k - l

Passo 1. Gere um ponto zk € (2 com distribuição uniforme

Penso 2. ik - P(ak)

Se /(ãk) < /«i« entã'

f.\. - f(ã;K)

y {-- zk

Êm se

Passo 3. k +-- k + l

Se k < K volte ao Passo l

O ponto y é retornado como aproximação de um minimizador global de /

Apesar deste método mostrar-se mais atrativo que o Pare Random Search, ainda assim
.. : . = .: . . ,1 ..

esenta baixa e6ciência. Isto deve--se, principalmente, ao fato de que o mesmo minimizador
--: :...IA« IAAnl m

' p'-pode ser localizado várias vezes. Definindo a região de atração de um minimizador local ã
como R(ã) = {z C Q l ã -- P(z)}, o ideal é que P seja executado.apenas uma vez pala cada

região de atração existente em Q. Visando resolver este problema foram propostas adaptações
ao À4uZtÍstad com a utilização de estratégias de clusterização da região factível.

iOs fluxogramas de l;odes os algoritmos que foram implementados e testados encontram-se descritos no Apên-
dice BC
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2.2 Métodos de clusterização

A idéia básica dos algoritmos de clusterização é particionar o conjunto factível ç2 em diversas
regiões de atração e executar P uma única vez em cada uma destas regiões. A Figura (2.1)
mostra uma comparação do .A/uZtástad com uma possível estratégia de qlustering aplicados
a função /(',3/) = sin(z) + sin (]f) + log(z) -- 0.84z + sin(y) + si" ( ; ) + log(y) -- 084y-

Em(i) observamos, através das curvas de nível da função, a existência dos minimizadores l(»
cais {(3.4, 3.4y, (3.4, 2.0y, (2.0, 2.0)t, (2.0, 3.4)t}. Em (ii), mostramos a aplicação do método
MuZtistad a 500 pontos iniciais distintos, onde cada cor refere-se aos pontos iniciais que fizeram
o método de minimização local convergir ao mesmo minimizador local. Em(iii) mostramos a
aplicação de uma estratégia de clustering a estes mesmos 500 pontos iniciais, indicando com
círculos coloridos os clusters que foram formados e a qual minimizador local convergiram. E vá-
lido ainda mencionar que, enquanto o À/uZtáslad realizou 500 minimizações locais, o método de
clustering realizou apenas 16, descartando os demais pontos iniciais (referenciados em amarelo) .

(i) Curvas de nível(n) Multístart(iÍI) Estratégia de cluster

Figura 2.1: Comparação entre o ]Wultástad e uma estratégia de clustering utilizando /(aç, y) -
s:n(z) + ;i« (#j + log(«) -- 0.84« + sin(y) + sin (]?) + log(y) 84V ""' f-çã. objeti-.

I'TI
('')

O algoritmo apresentado nesta seção, proposto em [241 com o nome de Z)ensáty
alustehng,

restringe a execução do procedimento de minimização local P para pontos muito próximos de
um minimizador local.

O ponto de partida do método consiste ein montar um conjunto S de -N pontos
aleatórios

em Q. ordenados em ordem crescente de valor da função objetivo. Em seguida, para cada pon ü.
z 'é verificado se existe no conjunto X de minimizadores locais conhecidos um ponto i eX
tal que a distância entre ambos é menor ou igual a uma distância crítica r. Caso não exista
tal ã, o procedimento P é executado utilizando zi como ponto inicial.

Desta forma, a distância crítica r é responsável pela definição de quais pontos se encontram
na mesma região de atração R(ã). Após todos os pontos de S tecem sido analisados, o algoritmo
acrescenta .N novos pontos em S, reordenando S em ordem crescente e repetindo todo o processo
até que um número máximo de K iterações seja atingido.

Visando proporcionar que os clusters alcancem, a cada nova iteração, um espaço maior da
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região factíve[, foi proposto em ]24] a utilização do seguinte valor para a distância crítica r em
uma iteiação k

(*-0 --D «.., qr): , '' :'
onde I'( ) corresponde à função Gamas e p(') a medida de Lebesgue.

O algoritmo descrito a seguir utiliza ainda uma constante ' C (0, ll para criar um subcon-
junto Sa ç S. Sa conterá os pontos em S com menor valor da função objetivo.

.1
rh =7r 2

Algoritmo 2.3 Density Clustering

Dados K C N, N € N, X Ü, S ü e 7 € (0,1)

Passo O. k +- l

Passo 1. Calcule rk de acordo com (2.1)

Passo 2. Inclua em S .M pontos aleatórios de ç2 com distribuição uniforme. Ordene os ele-
mentos de S em ordem crescente de valor da função objetivo

Determine um conjunto reduzido Sa com os 'kJV primeiros elementos de S

Passo 3. Se Sa = 0 vá para o Passo 6. Senão selecione zá c Sa e faça Sn +"- Sa -- {açi}

Passo 4. Se existe ã C X tal que llz{ -- ill $ rk então volte para o Passo 3

Penso 5. ã -. P(z{)

.í -. .í u {ã}

Passo 6. k + = k + l

Se k < .K volte ao Passo l

O ponto y = argmárt{/(ã) l ã c X*} é retornado como aproximação de um minimizador global
de /

Este algoritmo, embora teoricamente mais eficaz que o .A4uZtãstad, apresentadesempenho

zA função Gama é definida corno j13l:

F(a) .''ta-'dt
JO
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têm sempre o formato de um hipercírculo o que nem sempre é verificado para as regiões de
atração dos minimizadores locais de /.

Com o intuito de resolver este problema, foi proposto o algoritmo Single Lánkage. Este
algoritmo foi criado como uma melhoria do l)erzsÍty CZusteüng. A principal alteração está
relacionada a forma em que clusters são criados e atualizados. Para decidir se um dado ponto zk
pertence a algum cluster, é verificado se existe algum ponto z C S U X tal que llzk -- açll $ rk.
Clamo exista tal ponto, zk é incluído no mesmo cluster de z; do contrário um novo cluster é criado
sendo incluído nele ZÀ; junto com o minimizador local P(zk).

Para o cálculo da distância crítica, desejamos reduzir as chances de que y € B.(Q) não seja
encontrado pelo algoritmo. Para isto, queremos que a probabilidade a de que, em uma iteração k,
g/ ainda não tenha sido encontrado diminua a cada iteração. Supondo que um minimizador
global z* estqa dentro de um cluster hipotético O, a probabilidade de que, dados kN pontos
iniciais, nenhum deles pertença a O é

«- (: H)*"
onde p(O) e p(Q) são as medidas de Lebesgue para o cluster C e Q, respectivamente.

Visando evitar que o algoritmo termine incorretamente, ou seja que 3/ não tenha sido encon-
trado. definiremos um valor para p(a), e conseqüentemente r, de tal forma que a diminua a
cada itelação e que o valor de p((7) seja o menor possível. Desta forma, para um certo a > 0,
escolheiTios p(a) = 11(!!)!:l#(&g) , conforme definido em 1241 .

Antes de avançaimos na definição de r, precisamos deânir o cluster a corretamente. Para
isto, considere que a região de atração de um minimizados local ã é dada por um subconjunto (-7
do conjunto de nível

Z,(,) l z c Ç2, /(,') $ r},

para algum r 2 /(Ê). Se considerarmos uma aproximação quadrático de /(z) ao redor de ã
podemos definir G como

O CQI/(ã)+;("-ã)r-B(z-ã) $ r},

onde B é uma aproximação de V2/(i).
Como (y é um hipeicíiculo, então o sua medida de Lebesgue corresponde a

Temos então que

~(.) - doq7@n .
T?Tn

implica

lr (i + $) 1-ellp(l? «e$Pq
T ==
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Tomando B = / temos

, - à [- (: * ;) «'-''nP] :
Portanto, o valor da distância crítica utilizada pelo Single Linkage é

«-; (- 0--D «.., .W): ,
onde p(.) representa a medida de Lebesgue, I'(') a função Gama e a > 0.

O algoritmo descrito a seguir utiliza ainda uma constante ,y € (0, ll para criar
junto SX de S. Com isto, é possível restringir em Sa os pontos que apresentam
valores da função objetivo.

um subcon-
os menores

Algoritmo 2.4. Single Linkage
Dados K C N, .V C N, X = 0, S = ü e 7 C (0, 11

Passo O. k +- l

Passo 1. Calcule ri; de acordo com (2.2)

Passo 2. Inclua em S .V pontos aleatórios de Q com distribuição uniforme. Ordene os ele-
mentos de S em ordem crescente de valor da função objetivo

Determine um conjunto reduzido SX com os "rkJV primeiros elementos de S

Passo 3. Se Sa ::: g então vá para o Passo 6. Senão selecione zi € Sa e faça SR +--' Sx -- {zi}

Passo 4. Se existe zj C Sa U .Í tal que llz{ -- zjll $ rk e /(z{) > /(zj) então volte para o
Passo 3

Penso 5. i -- P(,i)
.í -. .í u {ã}

Passo 6. k + = h + l

Se k < K volte ao Passo l

O ponto y = argm n{/(ã) l ã c X*} é retornado pelo algoritmo como aproximação de um
minimizador global de /.

A Figura(2.2) mostra um exemplo da aplicação do Z)erzsáty OZustehn$ e (!: S nêle Lànkage
«tUI,a«do a fu«çã',/(z, 3/)+sin(IF)+log(')--0.84"+sin(y)+si"( ;)+log(y)

13
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Figura 2.2: Comparação entre a abordagem de clusterização utilizada pelo Z)ertsáty aiustehng e
a utilizada pelo $ángZe Linkage.

2.3 O algoritmo Random Linkage

cada iteração (coÜunto S).

i71 1gÍ l:ã TI
um dado ponto zk+l. Esta função é deÊnida como:

«- { :

se õk > rk+l;l;a
caso contrário.

onde

- «-; (- (: -' ;) «©) «w
l

e

Jõk(z) min ,{llzk+t -- z.jll l /("j) < /("k+i)}

C,se nã., exista .j tal que /(zj) < /(zk+t) então fazemos '5k(g') - oo'

Observe que quando ç2 = {z C W" l i $ z $ u}, P(Q) - Hi-l(ui

14



Algoritmo 2.5. Random Linkage
Dado K' C N

Passo O. Faça k - 0

Passo 1. Gere um ponto zk+l de uma distribuição uniforme sobre ç2

Passo 2. Inicie uma busca local em zk+l com probabilidade gk(õk(zk+t))

Passo 3. É +.- k + l

Se k < K vo lte ao Passo l

O algoritmo retorna y que corresponde ao ponto encontrado no Passo 2 com menor valor da
função objetivo.

15



Capítulo 3

Utilização da curva de -Z;ássalo'üs
como estratégia de T'umneZÍng

3.1 Introdução

O método de 7b7ineZáng utiliza uma abordagem diferente dos métodos de clusterização na busca
por uma boa aproximação de uma solução global. Sua estratégia consiste em minimizar uma
função auxiliar T que, dado um minimizador local ã, nos permita escapa' de sua área de atração.
Para isto, tomando como ponto inicial z :: ã + p, para p C R" e llpll «K 1, e utilizando T
como função objetivo, é executado um procedimento de minimização local P em busca de um

@ãÜ{ÜIÍÜ$ãÚ:=#UWEH:lF"s
(3.1)r(«)- JÊi:áP ,À?o.

Supondo z :: ã + p e, utilizando a aproximação de 2' ordem de Taylor, temos

:,..) : aao-ÚF%w.
Para que se forme o pólo em ã queremos que, para pontos muito próximos de ê, o denominador
de T tenda a zero mais rapidamente que seu numerador, ou seja, para Zimllpll 'oT(z) queremos
que

llPllx < P''V/(ã) + p'V2/(ã)p
Aplicando Zn nos dois lados da função temos

À ZnllPll < Zn ]P'V/(a) + P'V'/(i)P]

que implica
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Desta forma, para À suficientemente grande, teremos a formação de um pólo positivo em
i. Na Figura 3.1 observamos um exemplo da função T aplicada a um minimizador local da
função /(z) - s'n(z) + sen (;lF) + Zog(z) 0.84".
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!.
rex)

Z x

f (x)

Fig«ra 3.1: Gráfico da função /(z) = se"(z) + se" (10z) + Zog(z)
função de tunneZáng T(gç) com um pólo em ã

0.84z e um exemplo da

Partindo de um ponto z próximo a ã, é executado um procedimento de minimização local P
onde tenta-se encontrar um ponto z" € Q tal que 7'(gç") $ 0. O pólo em ã garante que aç" # ã.
Se zu é encontrado, o processo de minimização da função objetivo é retomado utilizando z" como
ponto inicial. Caso contrário, o ponto ã é considerado pelo método como sendo um minimizador
global da função objetivo. Tomando este exemplo como referência, podemos dividir o método
de 7b7tneZing em duas etapas principais:

Fase de b/minimização: Sua finalidade é diminuir o valor da função objetivo através da procura
de um minimizador local. Dado um ponto inicial zo C Q, é utilizado um algoritino de
minimização local P para encontrar um minimizados local ã € ç2.

Fase de 7hrtneling; Seu propósito é obter um bom ponto inicial para a próxima fase de minimi-
zação. Para isto, é utilizada uma função de TunneZíng 7'(z) onde, a partir do minimizador
local ã, é procurado um ponto aç" c Q que satisf«a a condição 7'(z") $ 0 para z" # i.
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Para problemas com vários minimizadores em um mesmo nível, ou seja, um outro minimi-
zador local r" tal que z" # Ê e /(aç") = /(ã), pode ocorrem que a saída da fase de 7b7tneZing

seja T(z") = 0. Para que o algoritmo não fique alternando entre estes minimizadores locais,
e inserido um novo pólo eln z" na próxima iteração do algoritmo. Com isto, a função T(z)
resultante é deÊnida como:

/(.) /(«")
(llz -- «"iix«){nl:} 11, -- ã:llx:} '

onde Z corresponde ao número de minimizadores locais de mesmo valor encontrados pelo método
de TunneZáng. Quando a saída da fase de Tu7 neíing não for um minimizador local da função
objetivo, Z deve voltar ao seu valor inicial (Z = 1).

E possível que a função de lrürzneZáng seja atraída por um ponto irrelevante ao problema, por
exemplo um ponto estacionário z". Pala que 7'(z) saia da legião de atração de z", é adicionado
um novo termo em T(z) tal (lue exista um pólo em z":

r(z) (3.2)

(3.3)

Em alusão ao método descrito até este ponto, o conceito de 7bnrteZãng foi generalizado
como uma forma de escapar de um minimizador local ã através de um novo ponto z" tal que
/(aç") $ /(ã). Mais ainda, caso a fase de TunrzeZáng não seja bem sucedida: é.possível recomeçar
o algoritmo a partir de um novo ponto inicial. O procedimento completo é descrito a seguir:

Algoritmo 3.1. Método de Tunneling
Dados .J C N e K € N

Passo O. J'mi« +"' 00; k +-' l

Passo 1. Gere um ponto zk € Q com distribuição uniforme

Passo 2. 1.Jtilizando ZÀ; como ponto inicial, execute P para encontrar um ininimizador local ik

Passo 3. Utilizando ik como ponto inicial, execute o procedimento de 7bnneZing na tentativa
de encontrar zX tal que /(açZ) < /(ãk). Se zX for encontrado em até J tentativas então
faça zk +- zE e volte ao Passo 2

Passo 4. Se /(ãk) < /-i.: então

/.i. -- /(ík)

y «-'- zk

fim se

Passo 5. k + = k + l
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Se k < .K volte ao Passo l

O ponto y é retomado como aproximação de um ininimizador global de /

3.2 A curva de Lissajous

A ruiva de Lissajous consiste na trajetória definida para cada solução da função Zãs : W ----, R"
dada por

Zási(t) = a{ cos(0it + q:'{), á :: l, . . . ,n (3.4)

onde ai é a amplitude do movimento da curva no componente ã, 0i sua velocidade angular, pi
sua posição inicial e t refere-se ao instante anual da cava. Para que a curva de -Lássajaus não
forme ciclos entre seus componentes, é necessário que eles sejam dois a dois independentes, ou
seja, a expressão 0{/0j não pode resultar em um número nacional. Para evitar esta ocorrência foi
criado o conjunto ]W, composto pelos n primeiros números primos tal que 0i é a raiz quadrada
do á-ésimo elemento de M.

Em 1231 foi provado que a curva descrita em (3.5) é suave e densa na. legião factível Q quando
as componentes da curva são linearmente independentes. Em particular, foi mostrado que para t
tendendo a infinito, a curva de Lisssalous cobrirá todas as legiões de Q.

Implementamos o Algoritmo 3.1 utilizando o procedimento GENCAN, descrito em l61, para
a etapa de minimização local e, no lugar da função (3.3), o procedimento -LissayousTurzneZàng
na fme de 7bnneZáng. A estratégia utilizada pelo procedimento Lisa(Üous7bnneZáng é realizar
um movimento por uma curva de LásscÜous que passa pelo minimizador local i encontrado pelo
GENCAN.

Através da expressão (3.5) é possível construir uma curva densa em ç2 tal que 1,(0) - ã. A
função .L(.) é definida da seguinte foima=

L:(t) - '-''-:--à:w - b-!!i-t]11:.!a.]!%(g-, { - :, . . . , ", (3.5)

onde ai = 1, á = 1, . . . ,n e pi, á = 1, . . . ,n, é escolhido de tal forma que L(0) - ã.

A Figura 3.2 mostra o gráfico de duas curvas geradas pela função descrita em (3.5)
C) movimento ao longo de -L é realizado testand(>se os candidatos:

1 1 1 2 1 2 1 2 3 4
, "" " ' ã' 'ã' 3' 3''ã' 'ã' g' g' g' ã''

(3.6)

O algoritmo a seguir descreve o procedimento Z,{ssa#ous7bnrzeZing

Algoritmo 3.2. Lissajous'l'unneling

Dados ã, Z, u, n, M e .K C N
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Figura 3.2: (a) Gráfico de uma curva de Láss@o'us após percorrer 100 pontos; (b) Gráfico de
uma curva de Lissalous após peicoirer 1000 pontos

Passo O. z.i. F i; k - l

Passo 1. Para { +- l até n faça

": - "« (:'HE"')
P: -. ../ÃÉ

íim para

Passo 2. Calcule o próximo valor de t conforme indicado em (3.6)

Passo 3. zk '- ( ,

Passo 4. Se /(z«i.) > /(açk) então

Zmin {

senão

k +-. k + l

se É < K volte ao Passo 2

Êm se

Passo 5. Retorne z«in

Ao término do Algoritmo 3.2, se Zmin ;: z então é gerado um novo ponto inicial para a
etapa de minimização, do contrário o ponto gemi« será utilizado como ponto inicial(Passo 3 do
Algoritmo 3.1).
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3.2.1 Exemplo da utilização da curva de .Z;issalous

Para ilustrar uma aplicação prática da curva de miss(Üous como está'atégia de 7hnrzeZàng, consi-
dere o problema de empacotar 32 círculos de raio 8 em uma caixa de dimensões 100 x 80 sem
que haja sobreposição entre estes círculos, ou seja, que a maior interseção entre quaisquer dois
círculos da caixa seja de no máximo um ponto(para maiores detalhes sobre a formalização deste
problema de empacotamento, vede o Capítulo 6). Na Figura (3.3) observamos a execução da 6"
iteração do algoritmo: em(i) temos a aproximação de um minimizador local encontrado pela
Etapa de Refinamento; em (ii), após movimentar o círculo 31, a Fase de 7hnneiing consegue
escapar da região de atração do minimizador local devolvendo um novo ponto para a Etapa
de Refinamento; em(iii), com a execução do procedimento de minimização local, o algoritmo
devolve uma possível solução para o problema.

Saída da Etapa
de Minimização

Saída da Etapa
de'lbnneling

Saída da Etapa
de Minimização

8

18

32

/(z) 200.43422 +/(z)= 3176.19842 +/(z)

Figura 3.3: Exemplo da execução do algoritmo de IZbn7zeiáng utilizando a curva de LissaDous
para um problema de empacotamento.
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Capítulo 4

O algoritmo GRASP

4.1 Introdução

Um algoritmo guloso obtém uma solução ótima pala um problema de otimização pela resolução
de vários subproblemas que, possivelmente, mantêm um grau de dependência entre si. Partindo
do problema geral o algoritmo age através de uma seqüência de decisões em que, para cada uma
delas, escolhe a opção que julga ser a melhor no momento. A cada escolha o algoritmo avança na
resolução dos subpioblemas até que o l esultado final resolva a questão originalmente proposta.

Dentre os vários algoritmos que utilizam esta técnica destaca-se o GRASP (Greedg/ Ran-
domàzed .4daptat ue S rch Procedure), proposto inicialmente em j11, 121 para a resolução de
problemas de otimização combinatória e, posteriormente, adaptado en] l20, 14, 151 para proble-
mas de otimização contínua.

O GRASP é um algoritmo iterativo composto por duas fases, uma fase de construção e uma
fase de busca local. A fase de construção é responsável por calcular, componente a componente,
uma nova solução factível z. A cada iteração desta fase é escolhida uma componente lzli de aç a
partir de uma lista de soluções candidatas, geradas pol um procedimento guloso. A escolha da
componente dentro do conjunto de soluções candidatas é realizada de forma aleatória, visando
evitar que o algoritmo fique parado em um ponto estacionário. Durante a execução da fase
de construção, cada componente é escolhida uma única vez, não sendo mais considerada nas
iterações subseqüentes desta fase. A fase de busca local realiza um refinamento da solução r
encontrada na fase de construção, pela verificação dos valores da função objetivo em um conjunto
finito de pontos da vizinhança de aç. No final do algoritmo, o GRASP retorna como solução o
ponto que obteve o menor valor da função objetivo dentre todos os calculados.

4.2 Elementos principais do algoritmo

O GRASP surgiu a partir do algoritmo ProbaZãstàc heur'ütãc, proposto em [lll como uma vari-
ação estocástica da abordagem de Chváta] l81 para o problema de cobertura de conjuntos (set
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coueMng probZem). Posteriormente, o GRASP foi adaptado em j121 para a resolução de pr(»
blemas gerais de otimização combinatória. No Algoritmo 4.1 é possível observar a estrutura
geral do GRASP para a resolução de problemas de combinatória. No Passo 2 é realizada a
fase de construção, através da execução do procedimento ConstrzlctGreedyRandomizedSoZutàon.
No Passo 3 é realizada a fase de busca local, onde a solução encontrada no passo anterior é
refinada em busca de uma melhor aproximação do minimizador global do problema. Por último,
é verificado no Passo 5 se o número máximo de iterações foi alcançado.

Algoritmo 4.1. GRASP

Dados K C N; a C (0, 1

Passo l. /* +- +oo

k +..... l

Passo 2. ConstructGreedyRartdomázedSoZutáon(aç, a)

Passo 3. i - LocaZSearch(z)

Passo 4. Se /* > /(ã) então

z* +-.- ã

fim se

Passo 5. k +-. # + l

Se k < K volte ao Passo 2

O ponto z* é retornado pelo algoritmo como aproximação da solução do problema

No Algoritmo 4.2 explicaremos a Etapa de Construção do GRASP aplicado ao problema
do caixeiro viajante (tmueZZing saiesman probZem). Dadas n cidades e mz rotas distintas entre
pares de cidades o problema consiste em calcular o custo mínimo de passar pot todas as cidades
retornando ao ponto de partida. Seja (; o grato tal que o seu conjunto de vértices V'(G) representa
o conjunto de cidades e o seu conjunto de arestas .A(G) representa os possíveis caminhos entre
pares de cidades. Suponhamos que as arestas tenham um custo associado as distâncias entre
as cidades. Logo, dado um vértice u qualquer o problema consiste em encontrar uma rota que
comece e acabe em u e passe por todos os vértices do glafo com custo mínimo. Em cada iteração
da Etapa de Construção(Passos 3 -- 7) é incluída uma nova aresta na solução SoZutáon. Este
processo, é iniciado com a criação de uma lista de candidatos S, formada pelos componentes
que podem ser adicionadas a solução parcial que está sendo construída(Passo 2). No Passo 3
são calculados, para todos os elementos de S, o valor da função objetivo caso o elemento em
questão seja incorporado na solução parcial do problema. Em seguida, no Passo 4, é montado
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um conjunto restrito de soluções ROZ,i com a seleção dos elementos de S que proporcionam os
menores resultados da função objetivo. Esta escolha é baseada em um percentual a de tolerância
em relação ao melhor resultado encontrado (c«.i«). No Passo 5 é escolhido, de forma aleatória,
um elemento s C .ROL para ser incorporado na solução parcial SoZutáorz (Passo 6). Este fluxo é
repetido até que SoZutáozz seja uma solução completa (Passo 7).

Algoritmo 4.2. ConstructGreedyRandomizedSolution

Dados « € W"; a C (0, il

Passo 1. SoZutíom +- 0

Passo 2. Monte uma lista S de componentes candidatos a entrar na solução

Passo 3. Calcule o custo c(e) de incluí cada um destes elementos na solução do problema

Passo 4. c«i« '-- minto(e) l e C S}

'm- '-- maxÍc(e) l e € S}

ROL -- {e C S l c(e) $ c«i« + a(C«- Cmi«)}

Passo 5. Escolha, aleatoriamente, um elemento s C RGL

Passo 6. SoZution +-. SoZutáon U {s}

Passo 7. Se SoZutáozi não for uma solução completa volte ao Passo 2

Passo 8. z +-- Soiutáon

Em todo o processo, o valor de a exerce um papel fundamental na qualidade das soluções
encontradas. Em problemas de minimização, valores altos de a favorecem o aspecto aleatório
do método enquanto valores mais baixos, a escolha gulosa, onde é dada a preferência para os
elementos mais próximos de c«i.. O estudo do comportamento do GRASP em diversos proble-
mas de combinatória favoreceu a compilação de boas estratégias na escolha do conjunto R(-;L.
Em 1221 são enumeradas algumas, descritas a seguir:

e valor de cv fixo, próximo ao caso extremo da escolha gulosa;

e escolha aleatória de a utilizando uma distribuição uniforme;

e escolha aleatória de a utilizando uma distribuição crescente não uniforme;

e escolha periódica de cv, a partir de um conjunto de valores finitos, de acordo com a qualidade
das soluções obtidas(estratégia conhecida como GRASP Reativo) .

tDo original, RestHcted Cana dares Lisa
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Qualquer (lue seja a estratégia utilizada na escolha do conjunto R(JL, a solução a, gerada
pela fase de construção, não é necessariamente ótima, mesma que localmente. Desta forma, a
partir da solução encontrada nesta primeira fase, é iniciada uma etapa de refinamento em busca
de melhores soluções na vizinhança de z. Esta etapa é mostrada no Algoiitmo 4.3, que em
seu passo único realiza uma busca na vizinhança de z, representada por N(z), a procura de
um ponto y que apresente menor valor da função objetivo. Em 1221 são sugeridas duas formas
distintas para a rea]ização da busca em ]V(z): a primeira, conhecida como Z)est improuing,
consiste em avaliar toda a vínhança de g substituindo a solução anual pelo ponto analisado que
obteve menor valor da função objetivo; a segunda, conhecida como #rst ámproüng, consiste em
retornar o primeiro ponto que obteve valor da função objetivo menor que a solução anual. Apesar
de, na prática, ambas estratégias levam'em a mesma. solução final, a estratégia .Post ãmproüng foi,
freqüentemente, mais eficiente em encontra-la, conforme descrito em 1221 .

Algoritmo 4.3. LocalSearch

Dados r C $t"

Passo 1. Enquanto z não for localmente ótimo faça

Encontre 3/ C .M(gç) tal que /(y) < /(z)

íim enquanto

O ponto z resultante é retomado pelo algotitmo como aproximação de um minimizador local
do problema.

4.3 Aplicação do GRASP em problemas de otimização contínua

Com objetivo de extender a aplicação do GRASP a problemas de otimização contínua foi apre-
sentado em 1201 uma nova versão do método para resolução de problemas de programação não
linear com restrições em caixa. Uma das característica mais marcantes desta versão do GRASP
é a não utilização de derivadas. Essa decisão visa dar uma menor complexidade nos cálculos
do algoritmo ganhando, com isso, eficiência na resolução de alguns problemas de otimização.
Como alternativa ao uso de derivadas para o cálculo de direção e passo que resolvem o pr(»
blema de PNL são utilizados: uma constante /z > 0, responsável pela determinação do passo
do algoritmo, e um conjunto de direções pré-definidas 1), utilizadas na fase de busca local. O
controle do tamanho de h é rea]izado pe]a variáve] ]Vum-rterJVo/morou de forma tal que, a cada
MazJVum/ter.Vo/morou itelações sem melhorei o valor de /(a), o passo é diminuído en] $. O
conjunto de direções 1) definose como

o(d) {a c w" l di € {-i, o, il}. (4.1)
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O número de diieções geradas corresponde a 3" -- 1, inviabilizando a utilização desta regra
pai'a problemas com n > 4. Nestes casos, a cada itelação do GRASP, é executada apenas a fase
de construção. Após K irei'ações do algoritmo, o ponto 3/ resultante é considerado a aproximação
do minimizador global.

Em cada iteração k do GRASP, é definido um novo ponto zk. Caso /(zk) seja menor que
a melhor solução encontrada até o momento (/* = .f(y)), os valores de /* e y são atualizados
com /(açh) e zk, respectivamente. Em linhas gerais, as ações realizadas pelo algoritmo podem
ser divididas em três etapas:

e time de construção, realizada pelo procedimento guloso Const7ztctGreed3/RandomizedSolu-
làon, I'esponsável pelas escolhas que levarão à solução global;

e Fase de busca local, realizado pelo procedimento LocaiSearch, aplicado a problemas de até
4 variáveis, responsável por acelerar a identificação da solução. Observamos que, em nossa
implementação do GRASP, o procedimento LocaZSearch foi substituído pelo GENCAN,
conforme será explicado mais detalhadamente no Capítulo 5;

+ Conclusão da iteração, onde são atualizados os valores de /*, y, A e .Vum.roer-No/morou

Algoritmo 4.4. Bloco Principal do GRASP

Dados K € 1V; À4azJVum/terJVo.rmprou € N; a € (0, 11

Passo O. /* +- +oo

k +- l

h +-. l

«* - {(Z+u)
Passo 1. Execute o procedimento OonstructGreedyRandomezedSoZutáon(a;k, n, h, Z, u, cv)

Passo 2. Se n $ 4 então

execute o procedimento LocaZSearch(açk, sçl«d.Pt, n, Z, u, h)

Zk +' ZZocaZopt

íim se

Passo 4. Se /* > /(açk) então

f* - jbü
y +--' zk

NKxitlterNo1TnT)rou '-- Ç)
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senão

NuíítlterNo1mprou +- NuutlterNo1mTn'o'u -F \

fim se

Passo 5. Se NumlterNo1vnW'ou 2 MazNuTrtlterNo1mprou então

h -- 4

NumlterNo1mp'ou + = Q

fim se

Passo 6. k <-- k + l

Se k < .K volte ao Passo l

O ponto y é retornado como aproximação de um minimizador global do problema

4.3.1 ]j'ase de construção

A primeira etapa do GRASP consiste em encontrar um ponto zk que seja uma boa aproximação
do minimizados global. Isto é realizado através de sucessivas minimizações, uma para cada com-
ponente de zk. O vedor S guarda cada um dos índices de zk que ainda não foram minimizados.
Para cada índice { € S, são calculados

lzli =argmá7h-lZli+ P lula,PCN{F(t) = /(y) l IVl{ - t A IVlj - lzklj Vi # {}, Í4.2)
Igli(I'li) kli,lakl2,...,l,li,...,lzkl«),

indicado com a execução do procedimento À'fánemize no Algoiitmo 4.5. As variáveis g«,,. e g:«i«
guardam, respectivamente, o maior e menor valor encontrados no vetor g. Após o cálculo de
todos os índices de S, aqueles que obtiveram melhor resultado na minimização são colocados em
um vetor de candidatos RCI, seguindo o seguinte critério: Igli $ g«i. + CV(g«. -- gmin), onde a
é uma constante pré-definida. Em seguida é escolhido aleatoriamente um índice á C ROL sendo
lzA;li atualizado com o valor de lzli. O objetivo desta escolha é evitar que o procedimento gere
sempre o mesmo ponto, ficando preso em uma região onde não se encontra o minimizador global.
Este índice é então retirado de S (S = S \ {i}). Todo o processo é refeito até que S esteja vazio.

Algoritmo 4.5. ConstructGreedyRandomizedSolution

Dados ZÀ;,J,u c $t",h C W,a C(0, 11

Passo O. S +..-. {1,2, . . . ,n}

Passo 1. gmin {" +(X)

gmax +"- --OO
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Para cada elemento á C S faça

Igli '- À/ánÍmáze(açk, h, {, n, z, u, lzl{)

se gmin >'lgli então gmin {"- Igl{

se g.. < Igli então g.. -- Igli

fim para

Passo 2. R(l:J, +-. @

para cada elemento á C S tal que Igl{ $ g«i« +a(g«. g«,i.) faça Ra-L - RCI,U {á}

escolha um elemento j C RO-L de foil-na aleatória

lzelj -- l,lj
Passo 3. S +--- S \ {.j}. Enquanto S não estiver vazio, volte ao Passo l

Devolva o novo zÀ;

4.3.2 Fase de busca local

Nesta etapa é realizado um reânamento da solução encontrada na fase de construção. Isto é
realizado através da busca por melhores aproximações do minimizador global nas imediações do
ponto zh. Conforme mencionado em 1201, pode ser utilizado para esta tarefa qualquer algoritmo
de busca local. Em particular, foi utilizado um algoritmo simples que utiliza-se de direções
constantes, indicadas no vetar .D. Tomando nlocaZopt como ponto inicial do procedimento, para
cada dheção d C D é verificado se /(zZ.«,.l.Pt + hd) < /(zi«!wt). Em caso positivo, faze-
mos ZZ.caZ@t +'' Zlo.aZ.pt + hd e o processo é repetido para todas as direções de /). O algoritmo
termina quando ]d C D tal que /(açz«.z.pt + hd) < /(açZ«.Z.Pt).

Algoritmo 4.7. LocalSearch

Dados ZA;, Z, u C W" e h C W

Passo O. Gere Z) conforme descrito na seção (4.1)

D'e-D

ZZocaZopt {"-- Zk

Passo 1. Selecione uma direção d C D

o -- o \ {d}

i +"- Zlocalopt + hd

se ié factível e /(i) < /(zl.«Z.,t) então
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ÍZ;ZocaZoPt +-- Z

D +..-- D'

fim se

Passo 2. Se .D não estiver vazio então vá para o Passo l

Devolva o novo ZZ«nZapt

Etálido observar que para problemas de até 4 variáveis, o GRASP assemelha-se a algoritmos
que utilizam-se da estratégia de TunmeZíng, no sentido em que a Etapa de Construção do GRASP
tenta melhorei a solução encontrada por uma Etapa de Refinamento anterior.

4.4 GRASP Contínuo

Através do estudo do comportamento do GRASP em problemas de PNL foram identificadas
algumas deficiências, que contribuíram para uma queda na eficiência do método. Baseado nestas
evidências, foram propostas em j14, 151 um conjunto de melhorias que resultaram em uma versão
alternativa do método denominada GRASP Contínuo (C-GRASP).

O bloco principal do C-GRASP encontra.se descrito no Algoritmo 4.8. Nesta versão, a
variável .Afaz.éter.No/morou foi substituída por uma faixa de valor'es definida pelas constantes hs
e /Ze, responsáveis por restringe' o tamanho do passo h. Esta alteração foi realizada a partir da
verificação de que valores muito pequenos de h proporcionavam um aumento considerável no
tempo de execução da fase de construção sem que, no entanto, a solução anual fosse melhorada.
Além disso, a redução do passo h passou a ser controlada pelos indicadores /mW'c e /mW'l
responsáveis por sinalizar mudanças na aproximação do mínimo global y. Com isto, h passou
a ser reduzido em toda iteração em que não houve alteração de Z/, ao invés de ser alterado a
cada ,ü4az/terno/mW'ou itetações.

Algoritmo 4.8. Bloco Principal do (;-GRASP
Dados -K c N; MazNum/ter.Vo/morou € N; cv c (0, 11

Passo O. /* F +oo

É; {-... l

Passo 1. Gere um ponto zk C ç2 com distribuição uniforme

h e- hs

Passo 2. /mW'c {-- F..4.LSO; .rmprZ +- f'.AJ.,SO

lzk , .Zmp,.l -- G.nst,uctG«ed3/Bando«.á«dS.Zutáon(zk, h, Z, «', a)
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Passo 3. lzh, /mprZI - -LocaZSearch(zk, Z,u, h, pz.)

Passo 4. Se /* > /(zk) então

y +-' uk

Êm se

Passo 5. Se /mprc = F.AZ,SO e /mW'Z :: F..'!.LSO então

fim se

Passo 6. k +- k + l

Passo 7. Se k < K então

Se h 2 he volte ao Passo 2

senão volte ao Passo l

fim se

fim se

O ponto 3/ é retornado como aproximação de um minimizados global de /

A fase de construção encontra-se descrita no Algoritmo 4.9. A principal alteração desta fase
foi a criação da variável ReUse com o intuito de sinalizar alterações de valores nas componentes
do ponto zk. No Passo 1, o procedimento Minimize somente será executado se houver alguma
mudança em zk. Com isto, evita-se a i'ealização de buscas locais desnecessárias. No Passo 3
é verificado se houve alteração no posicionamento de zk. Em caso positivo, Ret/se é marcado
como yE-lZ/).AI).E/-liO pala que g e z sejam atualizados a partir da nova posição de zk.

Algoritmo 4.9. ConstructGreedyRandomizedSolution

D;dos zk, 1, u C W", A C m, a C (0, íl
Passo O. ReUse <-- F..41.,SO

S - {1,2, . . . ,n}

Passo 1. gmin {- +OO

gmax +" --OO

Para cada elemento á C S faça
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Se ReUse = ,F..41,SO então

lpl{ -- Mánámáze(zk, À, ã, n, Z, u, lzl{)

fim se

se gmin > Igli então gmin {"- Igli

se g.. < Iglí então g.. - IgJ{

fim para

Passo 2. RO1, + = 0

para cada elemento á C S tal que lpli $ g.i. +a(g«. g.i.) faça RGL - RCLUtá}
Passo 3. Escolha um elemento .j C RCJ., de forma aleatória

Passo 4. Se lzhlj lzlj então
ReUse H VERDADEIRO

senão

lnklj -- l,lj
ReUse+--FALSO

ImTn'.-- VERDADEIRO
fim se

Passo 5. S +-- S \ {.j}. Se S não estiver vazio, volte ao Passo l

Devolva zk e /mW'c

Na fase de busca local, a vizinhança de nÀ; é analisada a procura de pontos com menores
valores da função objetivo. Se um ponto é encontrado, então zk e .rmW'z são atualizados,
conforme descrito no Algoritmo 4.10. Para determinação dos pontos da vizinhança de zk que
serão analisados, considere

S(zk) = {i C (2 l i = zk + hr, a'- C Z"}, (4.3)

um subconjunto dos pontos de Q que estão a uma quantidade inteira de passos (de tamanho h)
distantes de zk. Seja

B«('') - {' € Q 1 ; - ,. + hlÍ;ili=â, ã c s('') \ "'} (4.4)

a projeção dos pontos de S(gçk) \ zk em uma hiper-esfera com centro em zk e com raio h
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Algoritmo 4.10. LocalSearch

Dados zh, Z,u c W", h c W, pzo € (0, 11

Passo o. .NumGrádPoãnts +- lli-i l h

ManPoirztsTo.Ezamárte +--- [pz./VumGrádPoánts]

Num,PúntsEzaxnivLed e. ç)

Passo 1. Escolha aleatóriamente um elemento z C Bh(zk)

P,sso 2. Se z C iZ,ul e /(z) < /(zk) então

zk <"'' z

ITiiprlk-VERDADEIRO

fim se

Passo 3 NuwtPúvttsE=amãvted + NumPointsE=avítãvted -+ l

Se .Vur/tPoánts.Ezamáned < MazP(úmfs7'o.Ezamãne volte ao Passo l

Devolva zk e .rmW'z

Em comparação com o Algoritmo 4.7, os pontos analisados não pertencem necessariamente
ao grid ZÉ + ht-- 1, 0, 11". Espera-se com isto, obter melhores aproximações dos mínimos locais.
Além disto, o número de pontos a serem analisados é uma função que utiliza-se do parâmetro
definido pelo usuário pz. podendo ser adaptada de acordo com o problema a ser resolvido.
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Capítulo 5

Experimentou computacionais

K l Tnl-rndllrãn'y-'

Para a realização dos experimentos, implementamos em Fortran 77 os métodos .A4uZíístad, Ran-
dom Linkage, GRASP e IZ rzrteiáng utilizando a curva de Lissajous. Para a Fase de Refinamento
(procedimento de minimização local P) utilizamos o algoritmo GENCAN, proposto em ISI.
GENCAN é um algoritmo de restrições ativas utilizado pala a resolução de problemas com res-
trições de caixa que, dentro das faces utiliza o método de Newton truncado com buscas lineares
enquanto que, para sair da face, utiliza uma iteração do método do gradiente espectral projetado.

O objetivo deste capítulo é avaliar o desempenho dos métodos mencionados, b'ente a um
conjunto de problemas clássicos de minimização em caixa. Os experimentos foram realizados
sobre um conjunto de 52 problemas, propostos em j18, 11, criados a partir de um conjunto de 41
funções (vide Apêndice A para maiores informações sobre as funções utilizadas). Para todos
os testes foi considerado como único critério de parada a realização de 2000 iterações, ou seja,
2000 minimizações locais. A execução dos experimentos foi realizada em ambiente Linux de 32
bits (Ubuntu 6.06), em um computador AMD -K8 1.8 GHZ com 1 GB de RAM, utilizando o
compilador GNU Fortian (GCC) 3.4.6 com o para.menos de compilação -04.

Para avaliação conjunta dos métodos, convencionámos como iteração a realização de uma
Etapa de Refinamento, ou seja, uma execução do GENCAN. Além disso, os algoritmos analisados
utilizaram um mesmo conjunto de pontos iniciais de forma a garantir que o k-ésimo ponto inicial
seria o mesmo pala cada um dos algoritmos.

Os resultados dos testes foram divididos em seções de acordo com o método testado. Para
cada uma das seções, apresentamos os resultados do método em questão e os comparamos com
o método .A/uitãsfad. Por último, comparamos, de forma sintética, o desempenho dos algoritmos
que utilizaram o GENCAN na Etapa de Refinamento. Os resultados foram apresentados em
tabelas compostas pelas seguintes colunas:

Prob: problema testado (os problemas encontram-se descritos no Apêndice A);

n: número de variáveis utilizado no teste;
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.f(aç*): valor retornado pelo algoritmo como sendo a aproximação do mínimo global do problema
testado;

it,. : número de iterações realizadas até encontrar /(z*);

í,. : tempo, em segundos, até encontrar /(z*);

/e.,.!: total de avaliações da função objetivo até encontrar o ponto g*;

g...!: total de avaliações do vedor gradiente até encontrar o ponto #*;

Hzo: total de pontos iniciais gerados até encontrar o ponto z*

A Tabela 5.1 mostra o desempenho do algoritmo .A/uZtisiad. Como mencionado anteriormente
o método será avaliado nas seções seguintes comparando-o com os outros métodos
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Tabela 5.1: Resultados obtidos a partir da versão implementada do .A4uZtástad para um conjunto
de problemas propostos em j18, 11.

35

  Multistart
Prob n /(-*)     /...l geuaz Hzo
A.l 2 1.142650 l 0.00 9 1() l
A.2 2 377.608733 l 0.00 8 5 l
A.3 2 -186.730909 31 [).01 244 209 31
A.4a 2 - 186.730909 143 0.06 L486 1104 143
A.4b 2 -186.730909 125 o.06 1348 996 125
A.5 5 o.oooooo 27 0.02 566 419 27
A.5 8 o.oooooo 27 0.03 644 471 27
A.5 1() o.oooooo 4 0.01 148 1o6 4
A.5 2() o.oooooo 50 0.30 3483 2C)98 5()
A.5 30 [).oooooo 6 [).16 1190 701 6
A.6 4 21.392482 214 [).28 7185 5438 214
A.7 2 24.062498 74 0.02 529 493 74
A.8 7 -274.163160 3 0.00 33 29 3
A.9 2 176.541793 l 0.00 8 7 l
A.IO 2 3.306868 1426 0.57 14797 119o8 1426
A.ll 3 0.49o26o 2 [).oo 21 17 2
A.12 2 0.007396 678 0.23 7456 4776 678
A.13 2 124.362182 1338 61.99 1024276 1025251 1338
A.14 4 0.000307 1223 24.46 503301 484418 1223
A.15 4 85822.201600 l 0.00 1 1 12 l
A.16 5 o.oooooo 26 o.01 285 219 26
A.17 2 o.oooooo l [).oo 6 7 l
A.18 2 o.oooooo ] 0.00 5 6 l
A.19a 4 -10.153199 3 0.00 4() 26 3
A.19b 4 l0.536409 3 0.00 51 29 3
A.20 4 t).oooooo l 0.00 14 15 l
A.21 2 1.031628 2 0.00 19 16 2
A.2U 2 186.730909 31 0.01 244 209 31

A.23 2 78.332331 3 c).oo 33 31 3
A.23 3 117.498497 3 0.00 35 33 3
A.23 4 156.664663 4() C).02 404 417 4()
A.24 2 o.o[)c)ooo l 0.00 6 6 l
A.25 2 -0.407461 l 0.00 13 14 l
A.26 2 -18.058696 l o.oo 9 1() ]
A.27 2 227.765750 l 0.00 14 15 l
A.28 2 2429.414770 l 0.00 11 12 l
A.29 2 -2.000000 133 0.04 1272 982 133
A.30 2 0.397887 l 0.00 11 8 l
A.31 ] 3.372897 5 0.00 38 30 5
A.32 2 l.oooooo 18 D.02 310 227 18
A.33 l 7.000000 l 0.00 3 3 l
A.34 4 o.oooooo l 0.00 30 2] l
A.35 2 o.oooooo 2 0.00 24 21 2
A.36 4 [).oooooo l 0.00 41 27 ]

A.37 10 o.oooooo l 0.00 3 4 ]

A.37 20 o.oooooo l [).oo 7 8 l
A.37 30 o.oooooo 1o[)9 1.42 4778 5787 1009
A.37 40 [).ot)oc)ot) 148 o.26 651 799 148
A.38 10 o.oooooo l 0.00 2 3 l
A.39 10 2.500000 l 0.00 11 12 l
A.40 1() o.oc)c)oc)o 288 C).19 5618 2893 288
A.4] l 5.534433 ] 0.00 7 6 l



5.2 Rondo'm Li,nkage

Os testes do Rarzdomz Lánkage foram realizados considerando três valores para a constante a,
utilizada no cálculo da distância crítica r. Os valores utilizados, propostos em j181, foram a C
{1, 2, 4}. A Tabela 5.2 mostra os resultados.

As três versões do Random .Lánkage e do .A4uZtistad encontraram soluções equivalentes em 48
dos 52 problemas testados. Considerando apenas os 4 problemas restantes, o método .A4uZtisíad
encontrou soluções melhores ou iguais as encontradas por alguma das variantes do Rancor/t
LIRA;age em 3 problemas. O À4uZtãstad encontrou a melhor solução em 51 dos 52 problemas
enquanto que Random -Linkage com a = 1, 2, 4 encontrou a melhor solução conhecida em 50, 50
e 49 problemas, respectivamente. Nesse sentido, podemos afimlar que o J14uZtástad é levemente
mais robusto.

Se consideramos agora os 48 problemas nos quais o À/z&ZÉástad e as três variantes do Random
Lànkage encontraram soluções de qualidade equivalente, podemos afirmar que as variantes do
Randomz Lànkage foram mais eficientes. Por exemplo, o algoritmo /tardam Zãnkage com a = l
foi mais rápido que o Mt&Ztástad em 1 1 problemas, mais lento em 4 problemas e utilizou o mesmo
tempo em 33 problemas. A comparação de tempos das outras duas variantes do Random Zánkage
com o .A4uZtãstart são similares.

Ao analisar os ll problemas nos quais o Random Lânkake com a ;; l foi mais rápido do que
o .A4zlZtãstad, observamos que em 9 problemas os dois métodos acharam a solução partindo do
mesmo ponto inicial. Logo, o ganho em eficiência do Random Éánkage é uma consequência de
ter descartado pontos iniciais que se encontravam em regiões de atração de minimizadores locais
conhecidos.
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Tabela 5.2: Resultados obtidos a partir das implementações do Random -Linkage para um con-
junto de problemas propostos em j18, 11.
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5.3 Tunneling

Os testes com o método de 7bnneZíng foram realizados considerando 2 formas distintas para
determinar o valor de t em (3.5), responsável pelo tamanho do passo na curva de Lissajous. A
primeira forma, proposta em 1231 e que referenciaiemos como Lissajous 1231, sugere a atualização
de t conforme descrito em (3.6). O segundo passo, que referenciaremos como Lissajous(seq),
incrementa, a cada iteração do procedimento de 7bnneling, o passo em 0.02. A Tabela 5.3
mostra os resultados.

As duas versões do método de 7hrzneZáng e o À/uZtástad encontraram soluções equivalentes
em 50 dos 52 problemas testados. Nos 2 problemas restantes, o Lissajous(seq) encontrou soluções
me[hores que o ]14uZtístad. A versão Lissajous 1231 , por sua vez, saiu-se melhor que o .A4u]íãstad
em apenas um dos citados problemas. Nesse aspecto, podemos considerar o método de 7hnneZãng
mais robusto que o À/uZtíslad.

Analisando as duas variações testadas do método de IZbnneZáng, o Lissajous(seq) encontrou
mais rapidamente a solução esperada em 10 problemas contra 7 do Lissajous 1231 . Nos problemas
restantes o tempo utilizado pelas duas versões foi o mesmo.

Por último, observamos que o método de 7bnneZãng foi particularmente eficiente para pro-
blemas pequenos (com até 5 variáveis) enquanto que, em problemas maiores, seu desempenho
foi sensivelmente inferior ao J14uZtástad. Como conseqüência deste fato, para os 50 problemas
em que o método de 7brzneíáng obteve soluções equivalentes ao JWuZtãstad, ambas as versões
do método de 7hnneZãng demoraram, em média, mais tempo para encontrar a solução que o
]t4uZtãstad.
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5.4 GRASP

Pal'a a avaliação do GRASP foram utilizadas três versões distintas do método. A primeira, que
referenciaremos apenas como GRASP, consistiu na implementação do algoritmo tal como des-
crito em 1201. Para a realização dos testes, definimos que o passo h, utilizado tanto na Etapa de
Construção como cte Refinamento do método fosse diminuído em sua metade a cada 20 iterações
sem melhora na solução global calculada até aquele momento(parâmetro .A4azArum/terno.11n-
prou). Além disso, ao contrário dos demais métodos estudados, esta variação do GRASP utilizou
como ponto inicial o ponto((Zt+ ui)/2, . . . ,(!«+ u«)/2).

Na segunda, substituímos a Etapa ]:refinamento do GRASP pelo GENCAN. Esta versão,
que referenciaremos como GRASP-GENCAN, utilizou, ao contrário do GRASP, pontos iniciais
aleatórios. Além disso, foi criado o parâmetro .A/az.VoFllnctãon.Zlnprou, responsável por definir o
número máximo de iterações, sem melhora no valor da solução global, antes que um novo ponto
inicial seja adorado. Para realização dos testes, utilizamos como valores de MazM&m/ter.No.1m-
prou, J14azlVo.libnctáon/morou e a as constantes 2, 10 e 0.3, respectivamente.

A última versão, referenciada como C-GRASP-GENCAN, consistiu na implementação do
algoritmo descrito em j14, ISI, onde foram propostas melhorias no GR.ASP para a resolução de
problema de otimização contínua. Na versão implementada, utilizamos o GENCAN na Etapa
de Refinamento do algoritmo e, assim como no GRASP-GENCAN, definimos o parâmetro a,
utilizado na Etapa de Construção, com o valor de 0.3.

Na Tabela 5.4 veri6camos que o GRASP, sem a utilização do GENCAN na Etapa de Reâna-
mento, encontrou soluções melhores que o À/uZtàstad em 4 problemas, contra 28 do .A/uZtásíad.
Se considerarmos o tempo que o algoiitmo levou para encontrar sua melhor solução o GRASP
foi mais rápido em 12 situações contra 23 do ]14uZtástad.

Analisando apenas as versões do GRASP que utilizam o GENCAN na Etapa de Refinamento
temos que, para os 52 testes realizados, as duas variações do GRASP encontraram a mesma
solução que o .A/uifistad em 49 problemas. Nos 3 problemas restantes, ambas as variações do
GRASP encontraram uma solução melhor que o J\4&ZÉáséaü. Neste sentido, podemos afirmar que
o GRASP é mais robusto que o .A4uZfistad.

Se considerarmos os 49 problemas em que as variações do GRASP utilizando o GENCAN
e o .44uZtástad encontraram soluções equivalentes, o GRASP-GENCAN foi mais rápido em 17
problemas, contra 5 do .A4uZtisíaM; enquanto que o C-GRASP-GENCAN, foi mais rápido em 18
problemas contra 3 do JWzéZtásÉad.

Comparando as duas versões do GRASP que utilizam o GENCAN verificamos que o C-
GRASP-GENCAN foi mais eficiente que o GRASP-GENCAN em 12 problemas. Tal fato é
explicado pelo sucesso do GGRASP em identificar buscas lineares desnecessárias na Etapa de
Construção e, com isto, reduzir o número de cálculos de funções. Isto mostra que as melhorias
propostas para o GGRASP-GENCAN aumentaram a eficiência do método.
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5.5 Comparativo dos resultados

De um modo geral, as soluções encontradas pelos métodos foram muito próximas. Dos 52
problemas avaliados, os métodos encontraram soluções equivalentes em 47 problemas.

Para comparação do desempenho dos métodos utilizaremos gráficos de performance (per:f07'-
manco proÉies), propostos em j101. Para isto, considere a seguinte formulação: seja o teste de n
problemas aplicados a m métodos diferentes. Considere ti,j o tempo que o método j gastou
para encontrar uma aproximação do minimizados global para o problema á. Visando guardar
os melhores resultados para cada problema, considere iii:: minlti,j l j = 1, . . . ,m}. Supo-
nha Tk,j = {número de testes em que ti,j $ kÜ l á = 1,. . . ,n}, o gráfico de performance de
um método .j é representado da seguinte forma gj = {(k,Tk,j/n) l k 2 1}. Desta forma, por
exemplo, o par ordenado (5, 0.8) de um certo método .j indica que o método conseguiu encontrar
uma boa aproximação do minimizador global em 80% dos problemas se considerarmos como
tempo máximo 5 vezes o melhor tempo encontrado para cada problema.

Utilizando esta íoimulação, os métodos foram comparados com relação ao número de ite-
rações e o tempo necessário para encontrar uma boa aproximação de um ininimizador global.
Uma formulação alternativa, é apresentada no Apêndice C.

Na Figura (5.1) apresentamos o gráfico de desempenho dos métodos em relação ao número
de iterações necessárias para a resolução dos problemas. Na Tabela 5.6 analisamos os dados do
gráfico quanto a sua e6ciência, ou seja, valores alcançados por cada método para Tt,j, e robustez,
que verifica quantos problemas cada método conseguiu resolver independente do número de
iterações. Os dados mostram um desempenho inicial muito superior do GRASP onde, em
particular, o algoritmo C-GRA-GEN mostrou ser o algoritmo mais rápido em 88% dos problemas
testados. Os demais métodos não chegaram a atingir a marca de 50%o. Com relação a robustez, o
método de TunneZÍng, em sua versão Lis Seq, foi o único a conseguir resolver todos os problemas
testados.

MST l RL(1) l RL(2) l RL(4) l LIS Ong l LIS Seq l GRA-GEN l C-GRA-GEN
Eficiêncial 0.421 0.421 0.421 0.421 0.441 0.461 0.801 0.88
R.obustezl 0.941 0.961 0.961 0.941 0.981 1.001 0.981 0.98

Tabela 5.6: Comparativo entre eficiência e robustez dos resultados apresentados uo performance
profile.

A Figura (5.2) mostra o gráfico de desempenho dos métodos em relação ao tempo gasto
para a resolução dos problemas. Na Tabela 5.7 analisamos os dados do gráfico quanto a sua
eficiência e robustez. A comparação de tempo mostra que, apesar do GRASP tet sido o método
mais eficiente, a diferença de seu desempenho com os demais métodos caiu significativamente
em relação a comparação anterior de número de iterações. Isto mostra que, apesar da Etapa de
Construção do GRASP ter sido muito eficiente em encontrar pontos próximos a vizinhança de
um minimizador global, utilizou para isto um tempo considerável de processamento. Em segundo
lugar, em termos de desempenho, ficou o método Random -Linkage tendo sido um dos métodos
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Figura 5.1: Gráfico de desempenho do número de minimizações locais realizadas pelos algoritmos
para um conjunto de 52 problemas.

mais rápidos em 73% dos problemas analisados, para a sua versão com a :: 1. Por último, apesar
da sua robustez, o método de 7bnneZãng mostrou ser o menos eficiente dos métodos analisados.
De forma aná.Ioga ao GRASP, o método de 7bnneZ ng também apresentou uma sensível queda
de desempenho entre entre os gráficos de performance de iteração e tempo, explicado pelo alto
tempo consumido por sua Etapa de Construção.

C-GRA-GEN
GRA-GEN

W
LA Seq
UsOrb

50 100 150 200 250

Tempo total

1.5 2.5 3 3.5
Tempo total

Figura 5.2: Gráfico de desempenho do tempo gasto pelos algoritmos para um conjunto de 52
problemas.
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l Áãg'Í l RL(i) l RI.(2) l Ri;(ã) l i;ig Orié l HS Seq l GRA-GEN l C-GRA-GÉN
Eficiências 0.671 0.761 0.731 0.711 0.691 0.691 0.781 0.90
Robustezl 0.941 0.961 0.961 0.941 0.981 1.001 0.981 0.98

Tabela 5.7: Comparativo entre eficiência e robustez dos resultados apresentados no performance
profile.

Os resultados dos testes mostram que os algoritmos C-GRASP-GENCAN, GRASP-GENCAN,
Rarzdom Linkage (a C {1, 2}) e ]14uZtãstad foram os que apresentaram, na média, melhor de-
sempenho para o conjunto de testes realizados. Visando avaliar o desempenho dos métodos
relacionados a estes algoritmos com um número maior de variáveis, apresentamos no próximo
capítulo o resultado de novos experimentou computacionais realizados em problemas de empa-
cotamento. Dentro de cada método escolhemos o algoritmo que obteve melhor desempenho em
comparação aos seus pares, em particular, utilizamos nos testes de empacotamento os algoritmos
C-GRASP-GENCAN, Random -Lánkage (a = 1) e ]WuZtástad.
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Capítulo 6

Experimentou com problemas de
empacotamento

6.1 Introdução

Os resu]tados obtidos no Capítu]o 5 mostraram um me]hor desempenho dos métodos ]14uZtãstad,
Random Lânkage e GRASP para um conjunto de 52 problemas selecionados a partir literatura
clássica de programação não !inear. No entanto, a grande maioria dos testes realizados consistiu
de problemas de pequeno porte. Por este motivo, analisamos neste capítulo, o desempenho
destes métodos pala problemas de empacotamento, caracterizados por possuírem um grande
número de mínimos locais e apresentarem um número de variáveis sensivelmente maior que os
problemas analisados anteriormente. Desta forma, foi possível avaliar o desempenho de suas
etapas de construção em dimensões maiores e diante de um número grande de minimizadores
locais

Para a realização dos testes, adaptamos a versões dos métodos À4uZtãstad, Random Lánkage
(a = 2.0) e C-GRASP, utilizados no Capítulo 5, para a resolução de problemas de empacota-
mento. O critério de parada para cada um dos testes realizados foi a execução de cada algoritmo
por 15 minutos. Os experimentos foram realizados em ambiente Linux de 32 bits (Ubuntu 6.06),
em um computador AMD .1(8 1.8 GHZ com 1 GB de RAM, utilizando o compilador GNU
Fortian (GCC) 3.4.6 com o parâmetros de compilação -04.

6.2 Definição do problema

Para a realização dos experimentou, foram escolhidos os 21 cenários de testes indicados em l61
que apresentaram o maior número de círculos a serem empacotados. Todos os testes realizados
consistiram em uma instância do problema descrito a seguir:

Sejam pc círculos de raio r e uma caixa de dimensões 10, dll x 10, d21. Deseja-se saber se é
possível empacotar estes círculos de forma que a sua intersecção, para quaisquer par de círculos
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p' e P onde ã # .j seja de no máximo um ponto, ou seja, que não haja sobreposições de
círculos. Para dados p', r, dt e d2, deseja-se encontrar os pontos (centros de círculos) pÍ, . . . , p' C
lr, dt -- rllr, d2 -- rl que resolvem o problema:

Minimizar m-(0, (2«y llp: - PllB)'E
sujeita a (6.1)

r 5; pl $ di -- r, e
r < p2 < d2 -- r, para ã = 1,

Os pontos pi , . . . , pc são os centros dos círculos sendo que f)i e pb representam as coordenadas
a; e g/ de pi C W2, á = 1, . . . , c. Se o valor da função objetivo é ZERO então foi encontrado um
ponto que é minimizador global de (6.1).

Para cada um dos testes realizados foram indicadas as dimensões da caixa e o raio do círculo
a ser empacotado. A partir destas informações, cada algoritmo proctuou encontrar, dentro do
prazo de 15 minutos, o número máximo de círculos que cabiam na caixa.

Os resultados dos testes foram divididos em seções de acordo com o método testado. Por
último, comparamos, de forma sintética, o desempenho dos métodos testados. Os resultados
foram apresentados em tabelas compostas pelas seguintes colunas:

Problema: problema testado;

Dimensão: dimensões da caixa onde serão empacotados os círculosl

Raio: raio dos círculos a serem empacotados;

Núm círculos: número de círculos empacotados;

ít.* : número de iterações gastas até encontrar um empacotamento perfeito para o maior número
de círculos avaliador

áf,B: número de iterações gastas até encontrar o maior número de círculos que cabem na caixa;

[,. : tempo, em segundos, até encontrar áta,. ;

É*: tempo, em segundos, até encontrar át,;

/e..l: total de avaliações da função objetivo até encontrar z*;

g...Z: total de avaliações do vedor gradiente até encontrar z*;

Qtd zo: total de pontos iniciais gerados até encontrar z*
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6.3 Multistart

O desempenho do método ]l/uZtãsÍad foi semelhante ao resultado apresentado em l61, indicativo
de que a implementação do algoritmo está correta. Dos 21 testes realizados, o método obteve
sucesso em encontrar o maior númei'o conhecido de círculos empacotados para 21 problemas.
No problema 1.4, no entanto, o algoritino conseguiu empacotar 85 círculos contra 86 de l61. Esta
diferença explica-se pelo tempo levado para empacotar 86 círculos, que em l61 foi de 37108.39
segundos.

Tabela 6.1: Resultados obtidos a partir da versão implementada do MulÍistad, para o problema
de empacotamento definido em (6.1).

6.4 Random Linkage

O método Random Z,ánkage conseguiu empacotar a mesma quantidade de círculos que o .ã4u!-
tãstad em 20 problemas testados. Destes, o método conseguiu melhoram o desempenho do À/uZ-
tástad em 5 problemas. Como aspecto negativo, o método obteve desempenho muito inferior
que o .i4uZt atam em 4 ploblelnas. Isto ocorreu porque o método descartou pontos iniciais que
resolveriam o problema de empacotamento.

6.5 GRASP Contínuo

Ao contrário do verificado no Capítulo 5, o C-GRASP obteve desempenho médio inferior aos
demais métodos testados na resolução dos pi'oblemas de empacotamento. Em 9 dos problemas,
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Problema l Dimensão l Raio l Núm éíiêuloi l iial

Tabela 6.2: Resultados obtidos a partir da versão implementada do Random Lãnkage, com a
constante a = 1, para o problema de empacotamento deÊnido em (6.1).

não conseguiu empacotar a mesma quantidade que os demais métodos e, nos testes restantes,
o (}GRASP conseguiu empacotar a quantidade esperada de círculos mais rapídal-neste apenas
nos problemas 1.7 e 2.4. A perda de eficiência do algoritmo explica-se pela demora na execução
de sua Etapa de Construção com o aumento do número de círculos a serem empacotados. No
problema 1.1, por exemplo, foram gastos na Etapa de Construção, com passo h = 1.0, 54.44
segundos contra 0.17 da Etapa de Refinamento pala empacotar 83 círculos.
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l[ 11Problema l Dimensão l Raio l Núm círculos l {t ü; l i(i') l i(i) /e;l;i l ã::ll;i l Qia ii

Tabela 6.3: Resultados obtidos a partir da versão implementada do C-GRASP para o problema
de empacotamento definido em (6.1) .
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6.6 Comparativo dos resultados

Analisando o resultados dos testes, observamos que o À/wZtitad foi o único método a empacotar
o número de círculos esperado em todos os problemas testados. Na Tabela 6.4 verificamos que,
dentre os 12 problemas nos quais o Ã4uZtâstad e o C-GRASP empacotaram o mesmo número
de círculos, o .A/uZtásíad encontrou a solução esperada em um número menor de iterações em 7
problemas contra 5 do C-GRASP. Neste critério, o desempenho do Random Z)ãnkage íoi melhor
em 6 problemas contra 5 do .A/ziZtistad. Verificamos ainda, na Tabela 6.5, que o C-GRASP
encontrou a solução esperada mais rapidamente apenas no teste 1.7. O motivo desta divergência
entre o seu desempenho no número de iterações com o tempo de processamento deve-se ao tempo
gasto pela Etapa de Construção do método em encontrar um boa aproximação do minimizados
g[oba[. O Random Lánkage, por sua vez, saiu-se me]hor em 6 prob]emas contra 6 do ]14u]tãsÍad.
Nos demais problemas o desempenho de tempo dos dois métodos foi semelhante. Por último,
apresentamos nas Figuras 6.1-6.21 a solução final devolvida por cada método para cada um dos
problemas testados.

A comparação dos resultados mostra um desempenho ligeiramente superior do À4uZtistad em
relação ao Random Lánkage. Em particular, o Random Z,ínkage saiu-se melhor em problemas
que o À4uZtisfad teve dHculdades em encontrar um empacotamento. Isto mostra que o Rarzdorrt
Z){nkage obteve êxito, em vários dos problemas, em eliminar pontos iniciais desnecessários.

Tabela 6.4: Comparativo do número de iterações realizadas por cada um dos métodos na teso
lução do problema de empacotamento definido em (6.1) .
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Tabela 6.5: Comparativo do tempo demorado por cada um dos métodos na resolução do pro
blema de empacotamento definido em (6.1)
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Multàstad Rarzdom -LIRA;age C-GRASP

Figura 6.1: Resultado final encontrado pelos métodos pala o problema l.

J14uZtásÉad Random Linkage C-GRASP
Figura 6.2: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 2.

À/uZtistaM Random Lánkage C-GltASP

Figura 6.3: Resu]tado final encontrado pelos métodos para o problema 3.
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J14uZtásÍad Random -Lànhage C-GRASP

Figura 6.4: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema l.l.
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À4uZt sÍad Random Linkage C-GRASP

Figura 6.5: Resultado final encontrado pelos métodos pata o problema 1.2.
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À/uitistad Ra7zdom LánÊage C-GRASP
Figura 6.6: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 1.3.

À/uZtás&ad Random -LinAage C-GRASP

Figura 6.7: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 1 .4.
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]l/uZtástad Random -Lãnkage C-GRASP

Figura 6.8: Resultado final encontrado pelos métodos pala o problema 1.5.

À/z&Zíásfad Random Zinkage C-GRASP

Figura 6.9: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 1.6.

À/uZÍástad Rarzdom Linkage C-GRASP

Figura 6.10: Resultado final encontrado pelos métodos pala o problema 1.7.
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]14uZtàstad Random Lánkage C-GRASP

Figura 6.11: Resultado final encontrado pelos métodos pala o problema 1.8.

NM

H

ã

J14uZtástad Random -Linkage C-GRASP

Figura 6.12: Resultado final encontrado pelos métodos pata o problema 1.9.
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it/uZtàstaN Random -Lãnkage C-GRASP

Figura 6.13: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 2.1.

À/u tásÍad Rartdom Lánkage C-GRASP

Figura 6.14: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 2.2.
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.A/'ultáséad Ra7zdom LánÉ;age C-GRASP

Figura 6.15: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 2.3.

E
B

JI/uZtástad Random -Linkage C-GRASP

Figura 6.16: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 2.4.
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J14uZtàsfad Rarzdom Linkage C-GRASP
Figura 6.17: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 2.5.

]14uZfástad J?aridom LánÉ;age C-GRASP

Figura 6.18: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 2.6.

A4uZÉástad Random Linkage C GRASP

Figura 6.19: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 2.7.
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À/uZÉ star Random Lãnkage C-GRASP

Figura 6.20: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 2.8.

]WuZtístad Random Zinkage C-GRASP

Figura 6.21: Resultado anal encontrado pelos métodos para o problema 2.9.
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Capítulo 7

Conclusões

Os experimentos realizados sobre os algoritmos estocásticos estudados nos permitiram avaliar em
situações práticas diferenciadas os pontos fortes e fracos de cada um dos métodos. Em particular,
a utilização comum do GENCAN na Etapa de Refinamento garantiu que o diferencial de cada
método ocorresse na Etapa de Construção. Neste aspecto, utilizando o método A/uZtistad como
referencial destacamos os desempenho dos métodos para cada conjunto de problemas.

O método Random -Lánkage mostrou-se muito bom na resolução de problemas tanto de
pequeno como de grande porte. Nos testes do Capítulo 5 foi o segundo método mais eficiente e
nos testes do Capítulo 6 teve um desempenho muito bom, chegando a ser método mais eficiente
para 6 problemas de empacotamento.

O método de 7hnneZing utilizando a curva de .Z.ãssajous mostrou-se eficiente para problemas
com um número reduzido de variáveis aplicados a uma região factível pequena. Isto pode ser
verificado pelo seu desempenho nos testes A.3, A.4, A.7, A.lO, A.13, A.22, A.23, A.29, A.6, A.12.
Por outro lado, analisando a função A.5 verificamos que o desempenho do método de 7hrzneZíng
foi melhor que o .MuZtistad apenas no teste com menor número de variáveis(n = 5) tendo o seu
desempenho piorado com o aumento deste número (n C {8, 10, 20, 30}).

Por último, analisamos o desempenho do C-GRASP. Tendo sido o método mais e6ciente
nos testes realizados no Capítulo 5 não conseguiu repetir sua performance nos testes de empa-
cotamento (Capítulo 6). Este resultado é explicado pelo tempo consumido pela sua Etapa de
Construção que aumenta sensivelmente com o incremento do número de variáveis do problema.

A partir dos resultados apresentados pelos experimentos, não foi possível definir um método
único na resolução dos problemas avaliados neste texto. Não obstante, destacamos a eficiência
do C-GRASP na resolução dos problemas do Capítulo 5, sensivelmente superior aos demais
métodos analisados e o bom desempenho do Random Zãnkage em ambos os conjuntos de testes
realizados. Por último, ressaltamos o desempenho levemente superior do .A4ultáslad nos testes
com problemas de empacotamento.
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Apêndice A

F\inções utilizadas nos experimentos

As funções abaixo foram retiradas de j181

[. ]i'unção qual'tic

«: -' : -- :,

onde z C (2 = j--10, 10j" e /(z*) = 0.352386.

(A.l)

2. Função sáz hump

/(«) -(4 2.1'? + z?),? + «:«,+(4«g+4)'g,
onde 3 Szi $3, --2 Sz2 5;2e/(z*) = --1.0316285.

(A.2)

3. Função de Shubert
}t 5

/(,) }:(.jco'((j+ i)".+J)),
i=i.j=i

lO, 10j" e /(z*) = --186.73091.

(A.3)

onde n = 2, a; € ç2 = l

4. Função de Shubert Penalizada

/(') - ll >1-(j«'((j+ i)":+ J))+(A.4)
+ P((sçi + 1.42513)2+(z2+ 0.80032)2),

onde n = 2, z C Q = [--10, 10j" e /(z*) = 186.73091. Para a realização dos testes foi

considerado P C {0.5, 1.0} referenciados como problemas A.4a e A.4b, respectivamente.

a

5 Função de Piccioní
n l

>l: [(«:
á-l

onde :« C Q = j--10, 10j" e /(z*) = 0.0

/(z) = lO«n'(«':«t) 1)'(1 + 10sen'(rzi+i))l (z« - iy, (A.5)

Foram realizados testes pal'a n C {5, 8, 10, 20, 30}
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As funções abaixo roíam retiradas de jlj:

1. Função de Levy
n, l

/(z) -""'(3"zl) + >1:[(zi -- i)'(i + "'&'(3'''zi+i))] +(A.6)
+ (r« - l)(l + «n'(2r:««)),

onde n = 4 e z C Q = j--10,10l". A função contém 7100 mínimos locais e /(z*)
11.504403.

2. Função de Shubert

/(a) }: >1: .j«n((j+ l)"i+ j),(A.7)
i=t.j=t

onde rz = 2 e n C í2 = [--10,10j". A função contém 400 mínimos locais e /(z*)
24.062499.

/(') - il >1:('f - iõ'? + Õ,:), (A.S)

onde n = 7 e z C ç2 = 1--5, 2j". A função contém 2" mínimos locais e .f(z*) = --274.16316.

4. ]i'unção de Hansen

.f(z)(ecos((á -- l)zl+ {) }:(.ecos((.j+ l)"2+ .j),(A.9)
í=i .j=t

onde n = 2 e z C Q = j--10,10j". A função contém 760 mínimos locais e /(z*)
-176.541793.

/(z) =e""(50':) + será(60e'') + sen(70sen(açi)) + sen(sen(80z2)) --

- ««(io(": + ',)) + (!!';!D. (A.iO)

onde açi, z2 C ç2 = j--l, lj". A função contém 2400 mínimos locais e /(z*) - --3.306868647475

6. Função de Hlartman

/(z) >1: CÍe'E;-- '4'j(.j aj)' (A.ll)

3 'n

Z

5

4

{-1
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onde g C í2 = lO, lj". Para n 3 e, dados os seguintes valores

': (
3

0.1
3

0.1

10 30
10 35
1o 3o
10 35

0.3689
0.4699
0.1091
0.03815: (

0.1170
0.4378
0.8732
0.5743

o valor do mínimo global corresponde a /(z*) -3.861305797098 [1]

7. Função de Griewank

/(«) $á -ú«, (:) * :, (A.12)

onde rt = 2 e z C ç2

e /(z*) = 0.0.
[ 500,700]". A função contém mais de 500 mínimos locais

8

/(.) E[' + ':
{-1

(e:': + .:'')I': (A.13)

onde zi, z2 C n [ 1000,5l". Para m lO, /(z*) = 124.3621823719

9

,.., -$ [« «:u:(u: +z,)) I'
(«{(«: + :«s) + z4)j

(A.14)

onde z € (2 = j--1000, 1000j". Para rz = 4e uí = é-, b =(0.25,0.5, 1,2,4, 6,8, 10, 12, 14, 16)7'
e Z/ =(0.1957, 0.1947, 0.1735, 0.1600, 0.0844, 0.0627, 0.0456, 0.0342d0, 0.0323, 0.0235, 0.0246)7'
o mínimo global esperado é de /(z*) = 0.000307486.

1()

/(.) }: 1(«- + t:«,
á-l

e''y + (z3 + «4«n(ti) -- cos(ti))'] ' (A.15)

onde z C (2 = j--100, 100ln. Para m
85822.20171974.

20 e t{ Ê, o mínimo global esperado é de /(z')

11

,',, -à$ ': -Ê«. (:) * :, (A.16)

onde n = 5 e z C Q 10, t0l" e /(z*) = 0.0

As funções abaixo foram retiradas de 1201
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.f(z) =(z?+z' -- ll)' +(zl+z$ 7)'

onde z C Q = 1--6, 6l" e /(z*) = 0.0.

l
(A.17)

.f(z) (z, - :«fy + (i - z:)'
onde z C Q = 1--2, 2l" e /(z*) = 0.0.

2

(A.18)

3

.f(z) l(z a{)r(z -- «{) +ql': (A.19)

onde rz = 4 e # C Q = 10, 101". Para m = 5 o valor da função objetivo no mínimo global
é /(aç*) = --10.1531957 (A.19a); para m ' lO, /(z*) = l0.5362836 (A.19b). Para tanto,
foram utilizados os seguintes valores para os vetores ai e as constantes ci:

lZ

.f(z) =(zi+ 10z2)' + 5(aç3 -- z4)2+(aç2 -- 2z3)4 + lO(açi z4)4,

onde z C Q = 1--3, 3l" e /(aç*) = 0.0.

4
(A.20)

,.., -('-,.:,:* #) ,:*,:,,*' '*'«:,.;,

onde 3$ai $3, --2 Sz2 $2 e/(z*) -: --1.031628.

5

(A.21)

6

/(«) - lx:«.«: -- D«: -- ol lx:«,«: -- D., -- ol ,
j--10, 10j" e /(z*) = 186.7309.

(A.22)

onde z € ç2

7

/(«) : >:(,Í - 16,? + s,0,{-1

2, /(z*) = --78.332331; n

(A.23)

117.4984;onde g C (2
n

1--20, 20ln. Para n
156.66466.

3, /(z*)
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X

.f(z) .5z?+0.5(1 co.(2z:))+«:,
onde :« C Q = 1--5, 5l" e /(z*) = 0.0.

9

/(z) = 10z? + zg --(z?+ n!)'+ 10':(z?+ zg)',

onde z C (2 = j--S, 5l" e /(z*) = --0.407461.

10.

/(a) z?+z! --(z?+ng)'+ 10 '(a?+zê)',
onde z C Q = [--5, Sj" e /(z*) = --18.058697.

11.

/(z) z? + zg - (z? + zg)' + 10':(:«? + zg)',
onde z C (2 = 1--20, 20l" e /(aç*) = --227.765747.

12.
.f(a) 0'z?+zg -(aÍ+z:): + 10''(z?+zg)',

onde z C Q = 1--20, 20l" e /(z*) = --2429.414749.

13.

/(z) +zg co.(18zt) -- co'(18z2),

onde z C (2 = j--S, Sj" e /(z*) = --2.0.

''«,-(,, W*3-')'*:.(: à)«.'«:,*:',
onde z C Q = 1--20, 20l" e /(z*) = 0.397887.

15.

Li-l J

onde z C Q = 1--20,20l" e /(z*) = 3.372897.

16.

/(z) = c(0'5('?+ag-25»' + sen(4zl 3z2)4 + 0.5(2zt + z2 lO)2,

onde z C (2 = 10, 6l" e /(z') = 1.0.

17.
/(z) = z? - 15açÍ + 27z? + 250,

onde z C Q = 1--5, 5l" e /(z*) = 7.0.
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5

>l: «n(({ + 1)": + á

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)

(A.28)

(A.29)

(A.30)

(A.31)

(A.32)

(A.33)



18.

/(z) -100(aç2 -- z')' +(l -- ziy+90(aç4 --aç3)2+(l --sç3)2+ ,â 34~

+ lO.l((z2 -- l)'+(aç4 -- l)2)+ 19.8(z2 -- l)(z4 -- 1), \''"/
onde z C (2 = 1--3, 3l" e /(z*) = 0.0.

19.

/(z) =(1.5 - zl(l -- aç2))2 +(2.25 - zl(l -- z:))2+(2.625 -- zl(l - z8))',(A.35)
onde # C Q = 10, 5l" e /(aç*) = 0.0.

20.
10

.f(z) = )1.(e 0 2{ + 2e'0'4i -- zle 0'2'2{ -- z3e 0'2'4i)2, (A.36)
á-l

onde z C Q = 1--20, 7l" e /(z*) = 0.0.

21

onde z C Q = 1--20, 7l" e /(z*) = 0.0. Foram realizados testes para n C [10, 20, 30, 40}.

22.

(A.38)

onde = C Q = 1--t0, 7l" e /(z*) = 0.0.

23.
10

.f(g) lz?+0.5J', (A.39)

onde z C Q = j--10, 7l" e /(z*) = 2.5.

24.

/(z) = --20e 0'2«Õ'Í'E:1:4 IE111.c«(2"zi) +20+e (A.40)

onde # C ç2 = j--10, 20l" e /(z*) = 0.0.

onde z € Q = 10.1, 6l" e /(z*) = --5.534.

, (A.37)

25.

/(z) (zl) + sen
!!:!!:) + Z.gio(zi) - 0 84zt (A.41)

/(.) -
i-l '

{-1

/(,)
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Apêndice IB

Fluxogramas dos algoritmos
implementados

B.l Multistart

q'-P(X.).

Etiip:i (It' ('oíls

NÃO."qr F \< f

Figura B.l: Fluxograma do algorítmo JWu/[ásíad
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B.2 Random Linkage

k +- 0; x' +.- ; 1<--0

RETORNEx''mln

NAO k<K?
SIM

Gere um ponto aleatório x... c {2, utilizando uma
distribuição uniforme.

õ* .-mf«ll «*. . ,,lll/i..*.)''.ri,,i il
Se não existir tal x então considere õ =

l

NAO
r.*. <Õ. ?

SIM

Etapa de Consta'ração

l .--GEWCH/V lx. * .)

Etapa cle Refinamento

NAO

SI

k e- k+ l .x.j.(--.í

Figura B.2: Fluxograma do algoritmo Rarzdom Lánkage
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B.3 ZhmmeZámg

K,'

AO
RETORNE r . l-i6------.<:'' k<K?

SIM

k +- k+l .

Gere um ponto x.c í2 com uma distHbuição
uniforme.

ICtnpa de Construção

jlt +"-GEN(IAN (!!} l Ehipa de RetinamentJ

SIM

"...-i.;f..-.Ftià

i'- n««/«'S«rcÀ lí.)

NAO
ffoi encontrado?

SIM

.í. +.- i

N

1111/l

Etapa (le Construçãol

leZãrzg utilizando a curva de LFigura B.3:
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Procedimento ZássajousSearch

(2i;-l; «.)
(1) arccos

If. /;

o;.-(i é.,l«,. P,l«,.):

Calcule o próximo
valordet

Figura B.4: Detalhe da Fase de IZbnrzeZãng utilizando a curva de LásscÜous
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B.4 GRASP

B.4.1 GRASP

k -. 0 ; A ... 1 ; J ...(!+ u)

RETORNEr..
NAO k<K?

SIM

k e- k+l.

Etapa de Construçã

NAO n<4?

Execute o procedimento GENCAN(\,n,l,u)

Etapa dc Rellnantentd

lterNo1mprov (--'
lterNo1mpro!:11:

IM

AO 'lterNo1mprov Ê'

MaxlterNo1mpro!?

x.l.+""'xt;

lterNo1mprov +"-Q

SIM

h+-0.5h;
lterNo1mprov +- 0 Etapa de Clonstruçãq

Figura B.5: Fluxograma geral do algoritmo GR.ASP

73



Procedimento Construct

y +-- x ;S (--l 1,2, -. , n l

}l't tn +- a) ; lllaX +-- -- a)

S't-S.

Para cada elemento i € S' faça
s'+.- s'\Íi}

Escolha um elemento

j € RCL de forma
aleatória.

g, +"- niin 1/. + PAIO = 1,2 .A /;+P /z <lr. }

NAO
p"ax<g,?

SIM

illax+' g

yjt"' Zi' Xj Zi.

NAO
min > g: ?

'SIM

r/zr?z {-' g

s-s\ljl

NAO
KCL-g

s-g?
SIM

NAO
s-g?

'hM

Para cada elemento ieS tal que g. g minha(max-min)

faça RCL +- RCL U {i}RETORNEx

Figura B.6: Fluxograina da Etapa de Construção do GR.ASP.
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B.4.2 GRASP contínuo

(2)

NAO NAO «í.)<.f(,

Gere um ponto ltCn com unia distribuição uniforme.

NÃO
!mpr.e Irnpr i\; rAUg

\.-FALSO.Impr.e FALSO

lx., /mpr.I'-Coi -S.IKH.«(,..A,l.«,a)
Etapa de Constnlçi

lj.,/mP,.l.-GENCZN(x.)
(le Reflnamenta h <A, ?

SIM

(2)

(1)

Figura B.7: Fluxograma geral do algoritmo GRASP contínuo
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Procedimento aonstrwctGT'eedg/Rand07nizedSoZution

S +-l 1,2 , -. , nl;ReUse '-FRISO

Para cada elemento i C S taça

NÃO
leUse=E

zl.,[g 1.1 '- mini«llze ]h,i.l , H , x.)

NÃ

SIM

[,.]..-]z],

RCL-H
AO

(1)

Para cada elemento ieS tal que gi $ tnin+a(max-min)

faça RCL +-- RCL U {i}

(2)

Figura B.8: Detalhes da Etapa de Construção do GRASP contínuo
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Procedimento Minimize

lz l; .- lyl;[ g]; '-/(y

Figura B.9: Detalhes do procedimento J14ánimàze
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Apêndice CI

Comparação alternativa dos testes
realizados no Capítulo 5

c.l Comparativo dos resultados

De um modo geral, as soluções encontradas pelos métodos foram muito próximas. Dos 52
problemas avaliados, os métodos encontraram soluções equivalentes em 47 problemas.

Na Tabela C.l comparamos o número de iterações utilizadas pelos métodos na resolução
de cada um dos problemas. Os dados mostrados na tabela indicam a relação do número de
iterações atingido por cada método com o melhor resultado encontrado para aquele problema.
Desta forma, os resultados com valor igual a 1.00 refletem os métodos que encontraram a solução
esperada no menor número de iterações. Os resultados da tabela mostram um desempenho muito
superior das duas versões do GRASP em comparação aos demais métodos. Verificamos ainda
que todos os métodos analisados tiveram desempenho médio superior ao Ã4wZtástad.

Na Tabela C.2 fizemos comparação semelhante com o tempo gasto pelos métodos para encon-
trar a solução desejada. Visando evitar divisão por zero, consideramos os tempos encontrados
pelos métodos da seguinte forma manto.01, t,. }. Os resultados mostram um desempenho supe-
rior do C-GRASP-GENCAN seguido pelo GRASP-GENCAN.

Associando os resultados das duas tabelas apresentadas identificamos, por exemplo, que o
Jb4uitástad precisou, em média, de 15.6 vezes mais iterações para encontrar a mesma solução
que o C-GRASP-GENCAN, mas realizou este cálculo, em média, em apenas 1.8 vezes a mais
de tempo que o C-GRASP-GENCAN. Estes dados indicam que, apesar da eãciência da Etapa
de Contrução do GRASP em encontrar pontos mais próximos a vizinhança de um mínimizador
global, este processo consome um tempo considerável para ser realizado.

Os resultados dos testes, também apresentados de forma sintética na Tabela C.3, mostram
que os algorítmos C-GRASP-GENCAN, GRASP-GENCIAN, Random Linkage (a C {1,.2}) e
À/uZt star foram os que apresentaram, na média, melhor desempenho para o conjunto de testes
realizados.
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A.6
A.7
A.8
A.9
A.IO
A.ll
A.12
A.13
A.14
A.15
A.16
A.17
A.18
A.19a
A.19b
A.20
A.21
A.22
A.23
A.23
A.23

24
25

A.26
A.27
A.28
A.29
A.30
A.31
A.32
A.33
A.34
A.35
A.36
A.37
A.37
A.37

37
38

A.39
A.40
A.41

T
2
7
2

2
3
2
2
4
4
5
2
2
4
4
4

2
2
2
3
4
2
2
2
2
2

2
2
l
2
Í
4
2
4

10
20
30
40
10
10
10

l

18.50
3.00
1.00

33.16
1.00

9.25
3.00
1.00

11.95
1.00

7.50
3.00
1.00
7.72
1.00

5.75
3.00
1.00

34.98
1.00

1.25
3.00
1.00
1.00
1.00

1.00
3.00
1.00
2.74
1.00

1.50
1.00
1.00
2.51

16.00

1.25
1.00
1.00

l0.79
3.00

1.00
1.08
1.00
1.00
3.00
3.00
1.00
2.00
ll.oo
1.50
3.00

28.50
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00

lO.oo
1.00
2.00
2.45
1.00
1.00
2.00
1.00
1.00
1.00

487.50
74.00
1.00
1.00

1.00
2.67
1.00
1.00
3.00
3.00
1.00
2.00
2.00
1.50
3.00

20.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00

201.50
1.00
2.00
2.82
1.00
1.00
2.00
1.00
1.00
1.00

504.50
74.00

1.00
1.00

1.00
18.66 18.44

1.00
17.99

1.00
20.27

1.00
16.02 1.46

1.00
1.33Média 20.77

Tabela C.l: Comparativo do númel'o de iterações realizadas pordas por cada método para um conjunto
de problemas

boa aproximação do minimizador global
de vezes denumeroli8, Os numeros acima indicam 0

global,um método precisou para encontrar uma
ao método mais eficiente.

propostos em ibera-

çoes que
em

comparação
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Problema n MST   !   ltl 2       1,1S (Jrjg 1.1:j :jeq    
A.l 2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 l .t)(J  
A.2 2 1.00 1.00 1.00 1.00 L.00 l.uu    
A.3 2 31.00 19.00 17.00 ll.oo 2.00 z.uu    
A.4a 2 14.30 25.20 22.70 lO.lo   Z.ZIJ    
A.4b 2 20.83 6.67 4.83 3.83 l . I'í l.J3    
A.5 5 27.00 44.00 33.00 ;36.o0 3.UU      
A.5 8 27.00 24.00 33.00 31.00 :j3.UU 3Ü.UU    
A.5 10 4.00 4.00 4.00 4.UU 4.tJU      
A.5 20 50.00 50.00 4g.00 48.UU bu.uu      

     
1.00 1.00 1.00
2.17 1.50 1.17
1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00
3.00 3.00 3.00
3.00 1.00 3.00
1.00 2.00 1.00
2.00 2.00 2.00

31.00 19.00 17.00
1.50 1.50 L.50
3.00 3.00 3.00

20.00 16.00 17.50
1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 L.00
1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00

66.50 23.50 15.50
1.00 1.00 1.00
3.00 5.00 3.00
1.64 1.27 1.09
1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00
2.00 2.00 2.00
1.00 1,00 l.QO
1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00

504.50 498.00 494.00
74.00 74.00 74.00

1.00 1.00 1.00
] . oo 1.00 1.00

     
1.00 1.00 1.00
2.83 1.00 2.25
L.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00
3.00 L.00 1.00
3.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00
2.00 1.00 1.00
2.00 1.00 1.00
1.00 L.00 L.00
2.00 1.00 1.00
1.50 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00
5.50 1.00 1.00
1.00 1.00 1.QO
2.00 1.00 1.00
3.27 2.09 1.00
1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00
2.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1,00
1.00 3.00 3.00

304.50 1.00 1.00
74.00 1.00 1.00

1.00 1.00 1.00
  1.00 1.00



=:#HBR==:RHH4==:1He9= g

A.2
A.3

4a
A.4b

5
A.5
A.5
A.5
A.5
A.6
A.7
A.8
A.9
A.IO
A.ll

12
A.13
A.14
A.15
A.16
A.17
A.18
A.19a
A.19b
A.20
A.21

22
23

A.23
23

A.24
A.25
A.26
A.27
A.28
A.29
A.30
A.31
A.32
A.33
A.34

35
A.36
A.37
A.37
A.37
A.37
A.38
A.39
A.40
A.41

2
2
2
2
5
8

10
20
30
4
2
7
2
2
3
2
2
4
4
5
2
2
4
4
4
2
2
2
3
4
2
2

2
2
2
2
2
l
2
l
4
2
4

10
20
30
40
10
10
10

Í

1.00
1.00
6.00
6.00
2.00
3.00
1.00

15.00
2.29

1.00
1.00

lO.oo
1.00
4.00
2.00
1.00

15.00
2.29

1.00
1.00
9.00
1.00
5.00
3.00
1.00

14.50
1.71

1.00
1.00
4.00
1.00
4.00
4.00
1.00

14.00
1.86

1.00
1.00
2.00
1.00
1.00

23.00
3.00

53.00
4.00

1.00
1.00
2.00
1.00
4.00

25.00
3.00

53.00
4.00

1.00
1.00
2.00
1.00
1.00
1.00
1.00
2.00
1.43

1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00

2.00
1.00
1.00
9.50
1.00

1.00
1.00
1.00
3.50
1.00

1.00
1.00
1.00
2.00
1.00

1.00
1.00
1.00

20.17
1.00

1.00
1.00
1.00
1.00
1.00

1.00
1.00
1.00
2.67
1.00

1.00
1.00
1.00
1.00
2.00

1.00
1.00
1.00
1.83
1.00

1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
2.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
4.00
1.00
1.00
2.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00

l0.92
1.00
1.00
1.00

1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
2.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00

11.23
1.00
1.00
1.00

1.00
2.12

1.00
1.89

1.00
1.86

1.00
2.20

1.00
7.14

1.00
6.39

1.00
1.23

1.00
1.13Média

Tabela C.2: Comparativo do tempo gasto por cada método para um conjunto de problemas
propostos em j18, 11. Os números acima indicam quantas vezes um método demorou, em com-
paração aos demais, para encontrar uma boa aproximação do minimizador global.

Tabela C.3: Sintético com as médias apresentadas nas Tabelas C.l e C.2
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LIS Ong LIS Seq GRA-GEN C-GRA-GEN

lterações relativas   20.77 18.66 18.44 17.99 20.27 16.02 1.46 L.33

Tempos relativos   2.12 1.89 1.86 2.20

           
1.00 1.00 1.00 1.00 2.00 2.00
1.00 1.00 lO.oo ll.oo 2.00 1.00
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00 L.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 L.00
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
].00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
1,00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
2.00 4.00 12.00 1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00 1.00 L.00 1.00
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
].00 1.00 34.00 1.00 1.00 1.00
1.00 l.QO 1.00 1.00 1.00 1.00
1.00 L.00 1.00 1.00 1.00 1.00
1.QO 2.00 6.00   1.00 1.00
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

g g ã g g g
i nn ] .ot) 1.00 1.00 1.00 1.00
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