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Resumo

O estudo de técnicas de otimizagio global encontra aplicagdo em uma grande diversidade de
problemas, tais como: economia de escala, financas, andlise de risco, estatistica, redes e proble-
mas de transporte, banco de dados, biologia molecular, genética. No entanto, apesar de mais de
quatro décadas de pesquisas nesta drea, as solugoes conhecidas para problemas de otimizagao
global séo aplicéveis, de forma eficiente, apenas a um conjunto restrito de problemas.

Os algoritmos de otimizagdo global podem ser divididos em dois grandes grupos: determi-
nisticos e estocésticos. Os métodos deterministicos garantem alcangar uma boa aproximagao de
um minimizador global em um ndimero finito de passos; para os métodos estocésticos a proba-
bilidade de encontrar um minimizador global tende a 1 quando o nlimero de iterag6es tende a
infinito.

O objetivo deste trabalho foi estudar trés algoritmos estocésticos de otimizagao global: Ran-
dom Linkage, Tunneling utilizando a curva de Lissajous e o GRASP adaptado para problemas
de programagc@o nao linear. Para isso, implementamos os trés métodos e realizamos experimen-
tagoes com problemas cléssicos de programagao nao linear. Em seguida, adaptamos os métodos
para utilizar o algoritmo GENCAN como método de minimizacéo local. Desta forma foi possivel
estabelecer um comparativo da eficdcia de cada um dos métodos em escapar de minimizadores
locais.



Abstract

The study of global optimization techniques finds application in a range sort of problems, such
that: scale economy, finances, risk analysis, statistics, network and transportation problems,
databases, molecular biology, genetics. However, in despite of more than four decades of research
in this area, the known solutions for global optimization problems are applicable, in a efficient
form, only to a few set of problems.

Global optimization algorithms can be divided in two major groups: deterministics and
stochastics. The determistics methods guarantee to achieve a good approximation of the global
optimizer in a finite number of steps; in the stochastics methods the probability of finding a
good approximation of the global optimizer tends to 1 (one) when the number of steps tends to
infinity.

The objective of this work was to study three stochastics global optimization algorithms:
Random Linkage, Tunneling using the Lissajous curve and GRASP adapted for solving nonlinear
optimization problems. We implemented the three methods and realized several computational
experiments with classic nonlinear problems. Then, we adapted the methods to use GENCAN
as the local minimization method. In such a way it was possible to compare the effectiveness of
each method in scape of local minimizers.



Capitulo 1

Introducao

O estudo de técnicas de otimizagao global encontra aplicagao em uma grande diversidade de
problemas, tais como: economia de escala, financas, anélise de risco, estatistica, redes e proble-
mas de transporte, banco de dados, biologia molecular, genética. No entanto, apesar de mais de
quatro décadas de pesquisas nesta érea, as solugdes conhecidas para problemas de otimizagao
global sdo aplicaveis, de forma eficiente, apenas a um conjunto restrito de problemas.

O problema considerado neste trabalho consiste na minimizacdo de uma fungao f: R — R
suave e com limitantes nas varidveis. O conjunto factivel Q é definido por 2 = {z € R" |1 <
z < u}. Um ponto z* é uma solucdo global para o problema em questdo, se e somente se,
f(z*) < f(z) Vo € Q. Este ponto é chamado de minimizador global de f, sendo f(z*) o minimo
global do problema.

Uma das primeiras estratégias sugeridas para a resolugdo de problemas de otimizagao glo-
bal [9] consistiu em localizar e comparar o maior ntimero possivel de minimizadores locais do
problema. Desta estratégia surgiu o método conhecido como Multistart onde, a partir de pon-
tos iniciais aleatérios, eram utilizados métodos de minimizagao local visando descobrir o maior
ntimero possivel de solugdes locais. Com isto, este método atinge melhores aproximagoes do
minimizador global a medida em que novas solugoes locais sao descobertas.

Uma outra estratégia contemporanea ao Multistart surgiu do principio de que a aproTimagao
do minimizador global ndo precisaria ser um minimizador local. Seguindo esta prerrogativa foi
criado um método de “forca bruta” conhecido como Busca em Malha (Grid search method)
que consiste em mapear Q em pontos equidistantes utilizando um passo fixo h. A partir deste
mapeamento, 0 ponto com O Mmenor valor de funcéo é devolvido pelo algoritmo como sendo a
aproximacéo da solugao global do problema.

Destes dois exemplos é possivel dividir os métodos de otimizacio global em dois grandes
grupos (9, 21]:

e Estocésticos, cuja probabilidade de convergirem para uma solucéo global tende a 1 quando
o ntimero de passos do algoritmo tende a infinito, como no caso do Multistart.

e Deterministicos, que garantem alcangar uma e-vizinhanga de uma solugao global em um
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ntimero finito de passos, como no caso da Busca em Malha.

A medida em que hé um crescimento na complexidade e no porte dos problemas a serem
resolvidos, o uso de algoritmos deterministicos torna-se proibitivo devido a quantidade de proces-
samento necessario. Salvo casos de algoritmos deterministicos especificos, tais como os utilizados
em programacao concava e métodos DC (desigualdade entre duas funcoes convexas), a melhor
estratégia a ser seguida é a utilizagdo de métodos estocasticos.

Os algoritmos estocdsticos procuram, a cada passo, melhorar a sua aproximagao da solugao
4tima de forma que, em um numero infinito de passos, a probabilidade de encontrarem uma boa
aproximacio do 6timo global tende a 1.

Dentre as diversas estratégias utilizadas pelos Métodos Estocasticos, destacamos os Métodos
de Duas Fases [7] que consistem em adaptar os métodos de otimizagao local para resolverem
problemas de otimizagao global. Estes métodos sao compostos por uma mistura de duas etapas:

1. Etapa de Exploragao, ou Fase Global, cujo objetivo é encontrar pontos em diferentes
regides de § na tentativa de cobrir as diversas regides de atragao dos minimizadores locais
do problema de otimizagao.

2. Etapa de Refinamento, ou Fase Local, onde é realizada uma exploracao local em busca de
uma boa aproximagao do minimizador global do problema.

Apbs sucessivas execugdes destas duas etapas, a melhor solucio encontrada pela Etapa de
Refinamento é considerada pelo algoritmo como a aproximagao da solugao 6tima do problema
proposto.

O grau de conhecimento dos elementos que compdem o problema a ser resolvido tem um
impacto considerdvel nas estratégias seguidas pelos algoritmos. O objetivo deste trabalho é
implementar e comparar trés algoritmos estocasticos aplicados a problemas de programagao
nio linear (PNL) com restrigoes de caixa. Os algoritmos apresentados nos préximos capitulos,
trabalham com niveis diferentes de informagéao sobre a fungao objetivo e a regido factivel.

No Capitulo 2 descrevemos o método Random Linkage, apresentado em [19]. Esse método
foi idealizado a partir de melhorias realizadas no algoritmo proposto em [24, 25], que utiliza-
se da estratégia de clusterizagao da regiao factivel com intuito de diminuir a quantidade de
minimizagoes locais desnecessarias. Mostramos inicialmente o método original, proposto em [24,
25|, e a seguir analisamos e implementamos as mudancas descritas em [19].

No Capitulo 3 detalhamos a técnica de Tunneling, descrita em [17, 16], e apresentamos
uma implementagao do algoritmo proposto em [23] que utiliza a curva de Lissajous na etapa
de Tunneling. Descrevemos ainda a nossa implementagdo do algoritmo proposto em [23] e
apresentamos a aplicagido do mesmo em um problema de empacotamento de circulos.

No Capitulo 4 apresentamos o método GRASP aplicado a problemas de programacgao nao
linear com restricdes de caixa. O GRASP, originalmente, proposto em [11, 12] para problemas
de otimizacdo combinatéria, foi adaptado em [20] para problemas de otimizagao continua e
melhorado em [14, 15]. Para andlise deste método, implementamos os algoritmos propostos
em [20] e [14, 15].



No Capitulo 5 mostramos experimentos com 0s métodos descritos nos capitulos anteriores
para um conjunto de 52 testes encontrados na literatura clssica de programagao nao linear. A
partir dos resultados obtidos neste capitulo realizamos, no Capitulo 6, experimentos em pro-
blemas de empacotamento com os 3 métodos que obtiveram os melhores resultados nos testes
gerais.

Conclufmos este trabalho com uma analise geral do desempenho dos algoritmos considerando
todos os experimentos realizados nos capitulos 5 e 6.



Capitulo 2

O algoritmo Random Linkage

2.1 Introducao

Os algoritmos estocésticos utilizados para a minimizacao de uma fun¢éo f qualquer, tém como
caracteristica comum encontrar uma boa aproximagao do minimo global com probabilidade 1
quando o niimero de iteragoes do método tende a infinito. Com o intuito de explorarmos melhor
esta caracteristica consideremos um procedimento cuja tnica agao seja gerar pontos aleatorios
factiveis em 2 e que obedegam a uma distribuicao uniforme. Queremos que este procedimento
encontre um ponto y € Bq(e,z*) tal que Ba(e,z*) = {y € @ | [ly — 2*|| < e, parae > 0},
onde z* €  é um minimizador global.

A probabilidade de que até a K-ésima iteracdo tenha sido encontrado pelo menos um ponto
em Bq(e,z*) é

Pr(zr € Ba(e,z*) para 1 < k<K)=
1— Pr(zy,...,2Kx ¢ Ba(e,z*) =1-(1— (p(BQ(e,a:*)))K,

onde ¢(Bgq(e,z*)) corresponde a probabilidade do ponto ser sorteado nas regioes de Q2. Como
¢(Bq(e,z*)) > 0, entdo a probabilidade acima tende a 1 quando K tende a co. Portanto, o
procedimento acima apresenta caracteristicas de um Método Estocdstico.

Deste exemplo, deriva o algoritmo de otimizagao global conhecido como Pure Random Search,
que utiliza-se apenas da Etapa de Exploracao para a geragao das possiveis solugoes do problema
de otimizagcao.

Algoritmo 2.1. Pure Random Search
Dado K € N
Passo 0. fmin < 00; k1

Passo 1. Cere um ponto zj € Q com distribuigao uniforme

Se f(zk) < fmin entao



frin « f(zk)
Y Tk
fim se
Passo 2. k— k41
Se k < K volte ao Passo 1
O ponto y é retornado como aproximagao de um minimizador global de f.
No entanto, este primeiro algoritmo nao é considerado um Método de Duas Fases. Isto porque
é formado apenas pela Etapa de Construgao, onde sao gerados os pontos z. Visando aumentar
a eficiéncia do algoritmo foi incluida uma Fase de Refinamento composta por um procedimento
de minimizacao local P que, a partir de um ponto inicial zj, retorna um minimizador local Zy

(referenciaremos a execugao deste procedimento utilizando a seguinte notagao: Z) — P(zg)).
Este a.lgoritmol, conhecido como Multistart, encontra-se descrito a seguir:

Algoritmo 2.2. Multistart
Dado K € N
Passo 0. fmin ¢ 00; k<1
Passo 1. Gere um ponto zj € {2 com distribui¢do uniforme
Passo 2. iy < P(zy)
Se f(Zk) < fmin entao
fmin «— f(Zk)
Y T
fim se
Passo 3. k — k+1
Se k < K volte ao Passo 1

O ponto y é retornado como aproximacdo de um minimizador global de f.

Apesar deste método mostrar-se mais atrativo que o Pure Random Search, ainda assim
apresenta baixa eficiéncia. Isto deve-se, principalmente, ao fato de que o mesmo minimizador
local pode ser localizado varias vezes. Definindo a regiao de atragao de um minimizador local &
como R(Z) = {z € Q| & « P(2)}, o ideal é que P seja executado apenas uma vez para cada
regiao de atracdo existente em Q. Visando resolver este problema foram propostas adaptacoes
a0 Multistart com a utilizagdo de estratégias de clusterizacio da regiao factivel.

10s fluxogramas de todos os algoritmos que foram implementados e testados encontram-se descritos no Apén-
dice B



2.2 Meétodos de clusterizagao

A idéia bésica dos algoritmos de clusterizagao é particionar o conjunto factivel 2 em diversas
regides de atragdo e executar P uma Unica vez em cada uma destas regices. A Figura (2.1)
mostra uma comparacao do Multistart com uma possivel estratégia de clustering aplicados
a funcdo f(z,y) = sin(z) + sin (l—g—’i) + log(z) — 0.84z + sin(y) + sin (%u) + log(y) — 0.84y.
Em (i) observamos, através das curvas de nivel da funcéo, a existéncia dos minimizadores lo-
cais {(3.4,3.4)",(3.4,2.0)%,(2.0,2.0)",(2.0,3.4)'}. Em (i), mostramos a aplicacdo do método
Multistart a 500 pontos iniciais distintos, onde cada cor refere-se aos pontos iniciais que fizeram
o método de minimizacao local convergir a0 mesmo minimizador local. Em (iii) mostramos a
aplicacdo de uma estratégia de clustering a estes mesmos 500 pontos iniciais, indicando com
circulos coloridos os clusters que foram formados e a qual minimizador local convergiram. E vé-
lido ainda mencionar que, enquanto o Multistart realizou 500 minimizagoes locais, o método de
clustering realizou apenas 16, descartando os demais pontos iniciais (referenciados em amarelo).

(i) Curvas de nfvel (ii) Multistart (iii) Estratégia de cluster

Figura 2.1: Comparagao entre o Multistart e uma estratégia de clustering utilizando f (z,y) =
sin(z) + sin (132) + log(z) — 0.84z + sin(y) + sin (—lgﬂ) + log(y) — 0.84y como fungao objetivo.

O algoritmo apresentado nesta se¢ao, proposto em [24] com o nome de Density Clustering,
restringe a execucé@o do procedimento de minimizagao local P para pontos muito préximos de
um minimizador local.

O ponto de partida do método consiste em montar um conjunto S de N pontos aleatérios
em €, ordenados em ordem crescente de valor da fungao objetivo. Em seguida, para cada ponto
z; € S, é verificado se existe no conjunto X de minimizadores locais conhecidos um ponto Z € X
tal que a distdncia entre ambos é menor ou igual a uma distancia critica 7. Caso nao exista
tal Z, o procedimento P ¢ executado utilizando x; como ponto inicial.

Desta forma, a distancia critica 7 € responsavel pela definigao de quais pontos se encontram
na mesma regiao de atragao R(Z). Apds todos os pontos de S terem sido analisados, o algoritmo
acrescenta N novos pontos em S, reordenando .S em ordem crescente e repetindo todo o processo
até que um nimero méaximo de K iteracoes seja atingido.

Visando proporcionar que os clusters alcancem, a cada nova iteracao, um espago maior da
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regiao factivel, foi proposto em [24] a utilizagao do seguinte valor para a distancia critica r em
uma iteragao k

1
logkN \ »
olog > ’ (2.1)

rp =72 (k r (1 + %) w(82) —EN

onde I'(-) corresponde & fungao Gama? e u(-) a medida de Lebesgue.

O algoritmo descrito a seguir utiliza ainda uma constante v € (0,1] para criar um subcon-
junto Sk C S. Sk contera os pontos em S com menor valor da fungéo objetivo.

Algoritmo 2.3 Density Clustering

Dados KN, NeN, X =0,S=0ev€(0,1]
Passo 0. k 1

Passo 1. Calcule 7 de acordo com (2.1)

Passo 2. Inclua em S N pontos aleatérios de €2 com distribuicao uniforme. Ordene os ele-
mentos de S em ordem crescente de valor da fungao objetivo

Determine um conjunto reduzido Sg com os vkN primeiros elementos de S
Passo 3. Se Sp = ) vé para o Passo 6. Senao selecione z; € S e faga Sp < Sr — {z;i}
Passo 4. Se existe # € X tal que ||z; — &|| < 7 entd@o volte para o Passo 3
Passo 5. & « P(x;)
Passo 6. k — k+1

Se k < K volte ao Passo 1

O ponto y = argmin{f(Z) | £ € X *} é retornado como aproximagao de um minimizador global
de f.

Este algoritmo, embora teoricamente mais eficaz que o Multistart, apresenta desempenho
irregular para problemas com funcoes objetivo de grau muito maior que 2 ou que nao sejam
polinomiais. O principal motivo para esta ineficiéncia deve-se ao fato do algoritmo formar os
clusters apenas a partir dos minimizadores locais. Com isto, os clusters formados pelo algoritmo

2A fungio Gama é definida como [13]:

I'(a) =/0 et tdt
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tém sempre o formato de um hipercirculo o que nem sempre é verificado para as regioes de
atracio dos minimizadores locais de f.

Coom o intuito de resolver este problema, foi proposto o algoritmo Single Linkage. Este
algoritmo foi criado como uma melhoria do Density Clustering. A principal alteragao estd
relacionada a forma em que clusters sdo criados e atualizados. Para decidir se um dado ponto zj
pertence a algum cluster, é verificado se existe algum ponto z € S U X tal que ||lzx — z|| < 7%
Caso exista tal ponto, z é incluido no mesmo cluster de ; do contrario um novo cluster é criado
sendo incluido nele zj junto com o minimizador local P (zk).

Para o clculo da distancia critica, desejamos reduzir as chances de que y € B(2) nao seja
encontrado pelo algoritmo. Para isto, queremos que a probabilidade o de que, em uma iteragao k,
y ainda ndo tenha sido encontrado diminua a cada iteragdo. Supondo que um minimizador
global z* esteja dentro de um cluster hipotético C, a probabilidade de que, dados kN pontos
iniciais, nenhum deles pertenca a C é

onde ;(C) e () séo as medidas de Lebesgue para o cluster C e 2, respectivamente.

Visando evitar que o algoritmo termine incorretamente, ou seja que y nao tenha sido encon-
trado, definiremos um valor para w(C), e conseqiientemente T, de tal forma que a diminua a
cada iteracdo e que o valor de p(C) seja 0 menor possivel. Desta forma, para um certo o > 0,
escolhemos ;(C) = ”(—Q%g—(ﬁﬂ, conforme definido em [24].

Antes de avancarmos na definicao de r, precisamos definir o cluster C corretamente. Para
isto, considere que a regido de atragao de um minimizador local Z é dada por um subconjunto C
do conjunto de nivel

L(r)={z|z€Q, f(z) <7},
para algum 7 > f(&). Se considerarmos uma aproximagao quadratica de f (z) ao redor de &
podemos definir C' como

C = {weQ| f&)+ 5o —D)TB@-&) <7},

onde B é uma aproximacao de V2 f(Z).
n
7 . z. ~ . 7 n
Como C é um hipercirculo, entao o sua medida de Lebesgue corresponde a m'
2

Temos entao que

w(Q)olog(kN) I
n(C) = = 1
kN r(1+3%)|B|
implica 1 o .
[r (14 5) 1B u(@) 55
= .

T
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Tomando B = I temos
1
1 n
r=— [1" (1 + g) ,u,(Q)Ulo‘q(kN)] ;

N3 kN
Portanto, o valor da distancia critica utilizada pelo Single Linkage é
1
1 n logkN \ =
= r ( n .
TR =T 2( 1+2) w(Q) o N ) , (2.2)

onde p(-) representa a medida de Lebesgue, I'(-) a fungao Gama e o > 0.

O algoritmo descrito a seguir utiliza ainda uma constante v € (0, 1] para criar um subcon-

junto Sg de S. Com isto, é possivel restringir em Sg os pontos que apresentam o0s menores
valores da funcgao objetivo.

Algoritmo 2.4. Single Linkage

Dados KEN,NeN, X=0,S=0ev€(0,1]
Passo 0. k +— 1

Passo 1. Calcule i de acordo com (2.2)

Passo 2. Inclua em S N pontos aleatérios de €2 com distribuicao uniforme. Ordene os ele-
mentos de S em ordem crescente de valor da funcao objetivo

Determine um conjunto reduzido Sg com os ykN primeiros elementos de S
Passo 3. Se Sk = ) entdo vé para o Passo 6. Senao selecione z; € Sp e faca Sg «— Sr — {zi}

Passo 4. Se existe z; € Sg U X tal que ||z; — z;]| < 7 e f(z:) > f(z;) entdo volte para o
Passo 3

Passo 5. & — P(x;)
Passo 6. k— k+1

Se k < K volte ao Passo 1

O ponto y = argmin{f(Z) | # € X*} é retornado pelo algoritmo como aproximagao de um
minimizador global de f.

A Figura (2.2) mostra um exemplo da aplicacdo do Density Clustering e do Single Linkage
utilizando a funcéo f(z,y) = sin(z)+sin (%”—) +log(z)—0.84z+sin(y)+sin (%) +log(y)—0.84y.
Neste exemplo, apds a geragao de 500 pontos, o Density Clustering identificou 4 clusters distintos,
cada qual referente a uma regiao de atragdo. Para 0 mesmo nimero de pontos, o Single Linkage
encontrou 16 clusters diferentes. Os pontos pretos dentro dos circulos coloridos representam os
pontos gerados e que foram descartados, ou seja, que nao foram utilizados como pontos iniciais
pelo procedimento de minimizacao local. A partir desta figura é possivel notar que a quantidade

74

de pontos descartados no Single Linkage é bem maior que a do Density Clustering.
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(i) Density Clustering (ii) Single Linkage

Figura 2.2: Comparagao entre a abordagem de clusterizagao utilizada pelo Density Clustering e
a utilizada pelo Single Linkage.

2.3 O algoritmo Random Linkage

Embora mais eficaz que o Multistart e o Density Clustering, o algoritmo Single Linkage ainda
apresenta algumas deficiéncias, tais como a necessidade de armazenamento dos minimizadores
encontrados na Etapa de Refinamento (conjunto X) e dos pontos aleatdrios gerados no inicio de
cada iteragao (conjunto S).

Visando resolver a primeira situagao, foram propostas em [19] algumas melhorias para o
Single Linkage. Este algoritmo, chamado Random Linkage, substitui o conjunto S por uma
funcdo ¢, que calcula a probabilidade da execugao do procedimento de busca local a partir de
um dado ponto zj1. Esta fungao é definida como:

[ 1 se Ok > Thite
v 0 caso contrario.

onde

1
logk\
Tk+1;L0 = w3 (F (1 + %) 14(52) U_O]g_>

o(z) = ].:Ullil.l”k{|livk+1 — |l | f(z5) < fl@ren)}

Caso nio exista j tal que f(z;) < f(zk41) entdo fazemos O (z) = oo.

Observe que quando 2 ={z € R" |1 <z < u}, u(Q)=TII1(w— k) (veja [4])-
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Algoritmo 2.5. Random Linkage

Dado K € N

Passo 0. Faca k «— 0

Passo 1. Gere um ponto zj41 de uma distribuigado uniforme sobre

Passo 2. Inicie uma busca local em ., com probabilidade ¢y (85 (k1))

Passo 3. k+— k+1

Se k < K volte ao Passo 1

O algoritmo retorna y que corresponde ao ponto encontrado no Passo 2 com menor valor da
fungao objetivo.
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Capitulo 3

Utilizacao da curva de Lissajous
como estratégia de Tunneling

3.1 Introdugao

O método de Tunneling utiliza uma abordagem diferente dos métodos de clusterizagao na busca
por uma boa aproximagao de uma solugéo global. Sua estratégia consiste em minimizar uma
funcao auxiliar T' que, dado um minimizador local %, nos permita escapar de sua area de atragao.
Para isto, tomando como ponto inicial z = & + p, para p € R e |lp|| < 1, e utilizando T
como fungao objetivo, é executado um procedimento de minimizagao local P em busca de um
ponto z¥ € Q tal que f(z*) < f(Z) e z* + i. Para evitar que o procedimento de minimizacao
local seja atraido por Z, é criado um pélo positivo neste ponto de forma que limg 3T (z) = +00.
Para a criagao deste polo considere a seguinte funcdo T, conforme indicado em (17, 16],

T(z) = L2=£E x>0 (3.1)

lz—z[I* =
Supondo = = Z + p e, utilizando a aproximagao de 2 ordem de Taylor, temos

PV (&) +p'V2f(Z)p
llpl[* '

Para que se forme o pélo em T queremos que, para pontos muito préximos de , o denominador
de T tenda a zero mais rapidamente que seu numerador, ou seja, para im0l (z) queremos
que

T(z) =

Il < p'V (&) + ' V2 F (@)p.

Aplicando In nos dois lados da fungao temos

X Inlp|| < In [p'V £ (&) + 'V f(@)p]
que implica
In [p'V £ (&) +p' V2 (2)p]
In|pl|
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Desta forma, para )\ suficientemente grande, teremos a formagao de um pélo positivo em
#. Na Figura 3.1 observamos um exemplo da fungao T' aplicada a um minimizador local da
funcio f(z) = sen(x) + sen (132) + log(z) — 0.84z.

T (x)

£ (x)

Figura 3.1: Grafico da fungao f(z) = sen(z) + sen (192) + log(z) — 0.84z € um exemplo da
funcao de tunneling T'(z) com um pélo em .

Partindo de um ponto z préximo a Z, é executado um procedimento de minimizagao local P
onde tenta-se encontrar um ponto z* € 2 tal que T'(z*) < 0. O pélo em # garante que =" # T.
Se z* é encontrado, o processo de minimizagao da fungao objetivo é retomado utilizando z* como
ponto inicial. Caso contrério, o ponto # é considerado pelo método como sendo um minimizador
global da funcao objetivo. Tomando este exemplo como referéncia, podemos dividir o método
de Tunneling em duas etapas principais:

Fase de Minimizacao: Sua finalidade é diminuir o valor da funcdo objetivo através da procura
de um minimizador local. Dado um ponto inicial 20 € Q, é utilizado um algoritmo de
minimizacao local P para encontrar um minimizador local & € 2.

Fase de Tunneling: Seu propésito é obter um bom ponto inicial para a préxima fase de minimi-
zacdo. Para isto, é utilizada uma funcao de Tunneling T'(x) onde, a partir do minimizador
local %, é procurado um ponto z* € 2 que satisfaga a condicao T'(z*) < 0 para z* # Z.

17



Para problemas com varios minimizadores em um mesmo nivel, ou seja, um outro minimi-
zador local z* tal que z* # & e f(z%) = f(&), pode ocorrer que a saida da fase de Tunneling
seja T'(z") = 0. Para que o algoritmo nao fique alternando entre estes minimizadores locais,
é inserido um novo pélo em z* na préxima iteragao do algoritmo. Com isto, a fungdo T'(z)
resultante é definida como:

_ f(z) — f(=")

= -1 T
(lle = e )T Ty e — &}

onde [ corresponde ao ntimero de minimizadores locais de mesmo valor encontrados pelo método

de Tunneling. Quando a saida da fase de Tunneling nao for um minimizador local da fungao
objetivo, I deve voltar ao seu valor inicial (I = 1).

T(x)

(3.2)

E possivel que a fungéo de Tunneling seja atraida por um ponto irrelevante ao problema, por
exemplo um ponto estacionario z™. Para que T (z) saia da regido de atragao de z™, é adicionado
um novo termo em T'(z) tal que exista um pélo em ™

T(g) = — f(z) :-f(-’il) .
{ITizi llz = 2P} (llz — 2™ ()

Em alusio ao método descrito até este ponto, o conceito de Tunneling foi generalizado
como uma forma de escapar de um minimizador local Z através de um novo ponto z* tal que
f(z*) < f(&). Mais ainda, caso a fase de Tunneling nao seja bem sucedida, é possivel recomegar
o algoritmo a partir de um novo ponto inicial. O procedimento completo é descrito a seguir:

(3.3)

Algoritmo 3.1. Método de Tunneling

Dados J € Ne K € N

Passo 0. fmin «— 00; k1

Passo 1. Gere um ponto zj €  com distribuigao uniforme

Passo 2. Utilizando zj como ponto inicial, execute P para encontrar um minimizador local Zy

Passo 3. Utilizando % como ponto inicial, execute o procedimento de Tunneling na tentativa
de encontrar z} tal que f(z}) < f(Zk). Se for encontrado em até J tentativas entao
faca zj < T e volte ao Passo 2

Passo 4. Se f(Zr) < fmin entao
fmin < f(Zk)
Y — Tk
fim se

Passo 5. k— k+1
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Se k < K volte ao Passo 1

O ponto y é retornado como aproximagao de um minimizador global de f.

3.2 A curva de Lissajous

A curva de Lissajous consiste na trajetéria definida para cada solugao da funcao lis : ® — R"
dada por

lisi(t) = a; cos(f;t + goi), i=1,...,n (3.4)

onde a; é a amplitude do movimento da curva no componente %, ; sua velocidade angular, ¢;
sua posicao inicial e ¢ refere-se ao instante atual da curva. Para que a curva de Lissajous nao
forme ciclos entre seus componentes, é necessario que eles sejam dois a dois independentes, ou
seja, a expressao 0;/60; ndo pode resultar em um ndmero racional. Para evitar esta ocorréncia foi
criado o conjunto M, composto pelos n primeiros nimeros primos tal que 6; é a raiz quadrada
do i-ésimo elemento de M.

Em [23] foi provado que a curva descrita em (3.5) é suave e densa na regiao factivel {2 quando
as componentes da curva sdo linearmente independentes. Em particular, foi mostrado que para ¢
tendendo a infinito, a curva de Lisssajous cobrird todas as regioes de Q.

Implementamos o Algoritmo 3.1 utilizando o procedimento GENCAN, descrito em (6], para
a etapa de minimizagao local e, no lugar da funcao (3.3), o procedimento Lissajous Tunneling
na fase de Tunneling. A estratégia utilizada pelo procedimento Lissajous Tunneling é realizar
um movimento por uma curva de Lissajous que passa pelo minimizador local Z encontrado pelo

GENCAN.

Através da expressao (3.5) é possivel construir uma curva densa em Q tal que L(0) = Z. A
funcéo L(-) é definida da seguinte forma:

[li + u; + (u,- - li) lisi(t)]
2
ondea;=1,i=1,...,nep;,i=1,...,n,¢€ escolhido de tal forma que L(0) = Z.

Li(t) =

,i=1,...,m, (3.5)

A Figura 3.2 mostra o gréfico de duas curvas geradas pela fungao descrita em (3.5).

O movimento ao longo de L é realizado testando-se os candidatos:

112 1

. 1 2
2’ 2’3’3 3 3

1234
= L — e 3.6
),coma 5>575a57 ( )

B @
(1-]af
O algoritmo a seguir descreve o procedimento Lissajous Tunneling:

Algoritmo 3.2. LissajousTunneling

Dados Z, I, u,n, M e K € N
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5
(a)
Figura 3.2: (a) Gréfico de uma curva de Lissajous apos percorrer 100 pontos; (b) Grafico de
uma curva de Lissajous apés percorrer 1000 pontos.

Passo 0. Tmin — Z; k1
Passo 1. Para i < 1 até n faca

(p; — arccos (2_’51;11_—_u=)

u;i—l;
0; — v M;
fim para

Passo 2. Calcule o préximo valor de t conforme indicado em (3.6)

(14-u)+(u—l) cos(8t+p)
2

Passo 3.  «—
Passo 4. Se f(zmin) > f(zx) entéo
Tmin < Tk
senao
k—k+1
se k < K volte ao Passo 2
fim se

Passo 5. Retorne Zmin-

Ao término do Algoritmo 3.2, se Tmin = Z entao é gerado um novo ponto inicial para a
etapa de minimizagao, do contrario o ponto Tmin serd utilizado como ponto inicial (Passo 3 do
Algoritmo 3.1).

20



3.2.1 Exemplo da utilizagao da curva de Lissajous

Para ilustrar uma aplicacio prética da curva de Lissajous como estratégia de Tunneling, consi-
dere o problema de empacotar 32 circulos de raio 8 em uma caixa de dimensoes 100 x 80 sem
que haja sobreposigao entre estes circulos, ou seja, que a maior intersegéo entre quaisquer dois
circulos da caixa seja de no maximo um ponto (para maiores detalhes sobre a formalizacao deste
problema de empacotamento, vide o Capitulo 6). Na Figura (3.3) observamos a execugao da 6*
iteragdo do algoritmo: em (i) temos a aproximagao de um minimizador local encontrado pela
Etapa de Refinamento; em (ii), apés movimentar o circulo 31, a Fase de Tunneling consegue
escapar da regido de atragdo do minimizador local devolvendo um novo ponto para a Etapa
de Refinamento; em (iii), com a execugdo do procedimento de minimizagao local, o algoritmo
devolve uma possivel solugao para o problema.

Saida da Etapa Saida da Etapa Saida da Etapa
de Minimizacao de Tunneling de Minimizagao
\
5 1 14 24 22 5 4 24 22
7 21 1 n 21
8 3 25 11 8 3 25 11
17 16 10 17 16 10
28 9 23 20 28 9 23 20
18 27 13 18 27 13
2 4 30 15 2 4 30 15
*ﬁ;l" 12 26 31 12 26
32 \‘.‘ g 6 29 l‘J/ 32 G 29 l!)/
f(z) = 4200.43422 = f(z) = 3176.19842 = f(z)=0.

Figura 3.3: Exemplo da execugao do algoritmo de Tunneling utilizando a curva de Lissajous
para um problema de empacotamento.
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Capitulo 4

O algoritmo GRASP

4.1 Introducao

Um algoritmo guloso obtém uma solugéo étima para um problema de otimizagao pela resolucao
de vérios subproblemas que, possivelmente, mantém um grau de dependéncia entre si. Partindo
do problema geral o algoritmo age através de uma seqiiéncia de decisoes em que, para cada uma
delas, escolhe a opgao que julga ser a melhor no momento. A cada escolha o algoritmo avancga na
resolucio dos subproblemas até que o resultado final resolva a questao originalmente proposta.

Dentre os varios algoritmos que utilizam esta técnica destaca-se o GRASP (Greedy Ran-
domized Adaptative Search Procedure), proposto inicialmente em [11, 12] para a resolugao de
problemas de otimizagéo combinatéria e, posteriormente, adaptado em [20, 14, 15] para proble-
mas de otimizagao continua.

O GRASP é um algoritmo iterativo composto por duas fases, uma fase de construgao e uma
fase de busca local. A fase de construcao é responsével por calcular, componente a componente,
uma nova solugao factivel z. A cada iteragao desta fase é escolhida uma componente [z]; de z a
partir de uma lista de solugoes candidatas, geradas por um procedimento guloso. A escolha da
componente dentro do conjunto de solugdes candidatas é realizada de forma aleatéria, visando
evitar que o algoritmo fique parado em um ponto estaciondrio. Durante a execucdo da fase
de construco, cada componente é escolhida uma tnica vez, nao sendo mais considerada nas
iteracoes subseqiientes desta fase. A fase de busca local realiza um refinamento da solugao
encontrada na fase de construcao, pela verificagao dos valores da fungao objetivo em um conjunto
finito de pontos da vizinhanga de z. No final do algoritmo, o GRASP retorna como solucao o
ponto que obteve o menor valor da fungéo objetivo dentre todos os calculados.

4.2 Elementos principais do algoritmo

O GRASP surgiu a partir do algoritmo Probalistic heuristic, proposto em [11] como uma vari-
acao estocastica da abordagem de Chvétal [8] para o problema de cobertura de conjuntos (set
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covering problem). Posteriormente, o GRASP foi adaptado em [12] para a resolugao de pro-
blemas gerais de otimizagio combinatéria. No Algoritmo 4.1 é possivel observar a estrutura
geral do GRASP para a resolugao de problemas de combinatéria. No Passo 2 é realizada a
fase de construcao, através da execucado do procedimento Construct GreedyRandomizedSolution.
No Passo 3 é realizada a fase de busca local, onde a solugio encontrada no passo anterior é
refinada em busca de uma melhor aproximacao do minimizador global do problema. Por tltimo,
é verificado no Passo 5 se o ntimero maximo de iteragoes foi alcangado.

Algoritmo 4.1. GRASP
Dados K € N;a € (0,1]
Passo 1. f* « 400
k1
Passo 2. ConstructGreedyRandomizedSolution(z, )
Passo 3. & « LocalSearch(z)
Passo 4. Se f* > f(Z) entao
fr < 1@
¥ — T
fim se
Passo 5. k— k+1
Se k < K volte ao Passo 2
O ponto z* é retornado pelo algoritmo como aproximagao da solugao do problema.

No Algoritmo 4.2 explicaremos a Etapa de Construcao do GRASP aplicado ao problema
do caixeiro viajante (travelling salesman problem). Dadas n cidades e m rotas distintas entre
pares de cidades o problema consiste em calcular o custo minimo de passar por todas as cidades
retornando ao ponto de partida. Seja G o grafo tal que o seu conjunto de vértices V (G) representa
o conjunto de cidades e o seu conjunto de arestas A(G) representa os possiveis caminhos entre
pares de cidades. Suponhamos que as arestas tenham um custo associado as distancias entre
as cidades. Logo, dado um vértice v qualquer o problema consiste em encontrar uma rota que
comece e acabe em v e passe por todos os vértices do grafo com custo minimo. Em cada iteragao
da Etapa de Construgéo (Passos 3 — 7) é incluida uma nova aresta na solucao Solution. Este
processo, ¢ iniciado com a criagao de uma lista de candidatos S, formada pelos componentes
que podem ser adicionadas a solugao parcial que estd sendo construida (Passo 2). No Passo 3

sdo calculados, para todos os elementos de S, o valor da funcdo objetivo caso o elemento em
questdo seja incorporado na solugao parcial do problema. Em seguida, no Passo 4, é montado
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um conjunto restrito de solugdes RCL! com a sele¢ao dos elementos de S que proporcionam os
menores resultados da fungéo objetivo. Esta escolha é baseada em um percentual a de tolerancia
em relacao ao melhor resultado encontrado (cmin)- No Passo 5 é escolhido, de forma aleatéria,
um elemento s € RCL para ser incorporado na solugdo parcial Solution (Passo 6). Este fluxo é
repetido até que Solution seja uma solugdo completa (Passo 7).

Algoritmo 4.2. ConstructGreedyRandomizedSolution

Dados z € R, € (0, 1]

Passo 1. Solution «— 0

Passo 2. Monte uma lista S de componentes candidatos a entrar na solugao

Passo 3. Calcule o custo c(e) de incluir cada um destes elementos na solugao do problema

Passo 4. cpin «— min{c(e) | e € S}

Cmax — max{c(e) | e € S}
RCL « {6 €S | C(e) < Cmin + 05(cmax - cmin)}

Passo 5. Escolha, aleatoriamente, um elemento s € RCL

Passo 6. Solution «— Solution U {s}

Passo 7. Se Solution nao for uma solugao completa volte ao Passo 2

Passo 8. = «— Solution

Em todo o processo, o valor de o exerce um papel fundamental na qualidade das solugoes

encontradas. Em problemas de minimizagao, valores altos de o favorecem o aspecto aleatério
do método enquanto valores mais baixos, a escolha gulosa, onde é dada a preferéncia para os
elementos mais préximos de cmin. O estudo do comportamento do GRASP em diversos proble-

mas de combinatéria favoreceu a compilagio de boas estratégias na escolha do conjunto RCL.
Em [22] sdo enumeradas algumas, descritas a seguir:

valor de o fixo, préximo ao caso extremo da escolha gulosa;

escolha aleatéria de o utilizando uma distribuigao uniforme;

escolha aleatéria de « utilizando uma distribuigdo crescente nao uniforme;

escolha periédica de a, a partir de um conjunto de valores finitos, de acordo com a qualidade
das solugdes obtidas (estratégia conhecida como GRASP Reativo).

Do original, Restricted Candidates List

24



Qualquer que seja a estratégia utilizada na escolha do conjunto RCL, a solugao z, gerada
pela fase de construciio, ndo é necessariamente 6tima, mesma que localmente. Desta forma, a
partir da solugao encontrada nesta primeira fase, é iniciada uma etapa de refinamento em busca
de melhores solugdes na vizinhanga de z. Esta etapa é mostrada no Algoritmo 4.3, que em
seu passo tnico realiza uma busca na vizinhanga de x, representada por N(z), a procura de
um ponto y que apresente menor valor da fungao objetivo. Em [22] s@o sugeridas duas formas
distintas para a realizacio da busca em N(z): a primeira, conhecida como best improving,
consiste em avaliar toda a vinhanca de z substituindo a solugéo atual pelo ponto analisado que
obteve menor valor da funcéo objetivo; a segunda, conhecida como first improving, consiste em
retornar o primeiro ponto que obteve valor da fungéo objetivo menor que a solugao atual. Apesar
de, na pratica, ambas estratégias levarem a mesma solugao final, a estratégia first improving foi,
freqiientemente, mais eficiente em encontré-la, conforme descrito em [22].

Algoritmo 4.3. LocalSearch
Dados z € "
Passo 1. Enquanto = nao for localmente 6timo faca
Encontre y € N(z) tal que f(y) < f(z)
T —y
fim enquanto

O ponto z resultante é retornado pelo algoritmo como aproximacdo de um minimizador local
do problema.

4.3 Aplicagao do GRASP em problemas de otimizagao continua

Com objetivo de extender a aplicagdo do GRASP a problemas de otimizacao continua foi apre-
sentado em [20] uma nova versao do método para resolugao de problemas de programagao nao
linear com restri¢des em caixa. Uma das caracteristicas mais marcantes desta versao do GRASP
é a nao utilizagdo de derivadas. Essa decisdo visa dar uma menor complexidade nos célculos
do algoritmo ganhando, com isso, eficiéncia na resolugéo de alguns problemas de otimizagao.
Como alternativa ao uso de derivadas para o célculo de dire¢ao e passo que resolvem o pro-
blema de PNL sdo utilizados: uma constante h > 0, responsavel pela determinacao do passo
do algoritmo, e um conjunto de diregoes pré-definidas D, utilizadas na fase de busca local. O
controle do tamanho de h é realizado pela variavel NumlIter NoImprov de forma tal que, a cada
MazNumlIter NoImprov iteracdes sem melhorar o valor de f(z), o passo é diminuido em % (6]
conjunto de diregdes D define-se como

D(d) = {d € ®" | d; € {-1,0,1}}. (4.1)
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O ntmero de direcoes geradas corresponde a 3™ — 1, inviabilizando a utilizacao desta regra
para problemas com n > 4. Nestes casos, a cada iteracao do GRASP, é executada apenas a fase
de construcdo. Apés K iteragoes do algoritmo, o ponto y resultante é considerado a aproximagao
do minimizador global.

Em cada iteracdo k do GRASP, é definido um novo ponto zx. Caso f(zx) seja menor que
a melhor solucdo encontrada até o momento (f* = f(y)), os valores de f* e y sdo atualizados
com f(z1) e xy, respectivamente. Em linhas gerais, as agoes realizadas pelo algoritmo podem
ser divididas em trés etapas:

e Fase de construcdo, realizada pelo procedimento guloso ConstructGreedyRandomizedSolu-
tion, responsavel pelas escolhas que levarao a solucao global;

e Fase de busca local, realizado pelo procedimento LocalSearch, aplicado a problemas de até
4 variaveis, responsavel por acelerar a identificacao da solugao. Observamos que, em nossa
implementacdo do GRASP, o procedimento LocalSearch foi substituido pelo GENCAN,
conforme sers explicado mais detalhadamente no Capitulo 5;

e Conclusdo da iteracio, onde sdo atualizados os valores de f*, y, h e Numlter Nolmprov.

Algoritmo 4.4. Bloco Principal do GRASP
Dados K € N; MazNumlIterNolmprov € N;a € (0,1]
Passo 0. f* «— +o0
k—1
h—1
z — 51+ u)
Passo 1. Execute o procedimento ConstructGreedyRandomizedSolution(zy,n, h,l,u, )
Passo 2. Se n < 4 entao
execute o procedimento Local Search(zk, Tiocalopts T |, u, 1)
Tk < Tlocalopt
fim se
Passo 4. Se f* > f(z}) entdo
[ f(ze)
Y — Tk

NumlIterNolmprov « 0
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senao
NumlIter NoImprov « Numlter NoImprov + 1
fim se
Passo 5. Se NumlIter NoImprov > MaxzNumlter Nolmprov entao
hel
NumlIter NoImprov < 0
fim se
Passo 6. k— k+1
Se k < K volte ao Passo 1

O ponto y é retornado como aproximagao de um minimizador global do problema.

4.3.1 Fase de construcao

A primeira etapa do GRASP consiste em encontrar um ponto zj que seja uma boa aproximagao
do minimizador global. Isto é realizado através de sucessivas minimizagoes, uma para cada com-
ponente de zj. O vetor S guarda cada um dos indices de z; que ainda nio foram minimizados.
Para cada indice 7 € S, sao calculados

[2]; =argmini_p; 1hp<pugipen{F ) = Fy) | Wli =t A [yl; = [zl; V5 # 1}
l9)i =F([z]:) = f([z&l1, [zk]2; - - -5 [2is - - - s [Tk]n),

indicado com a execucao do procedimento Minimize no Algoritmo 4.5. As variaveis gmax € gmin
guardam, respectivamente, o maior e menor valor encontrados no vetor g. Apéds o célculo de
todos os indices de S, aqueles que obtiveram melhor resultado na minimizagao sao colocados em
um vetor de candidatos RC'L seguindo o seguinte critério: [g]; < gmin + ®(gmax — gmin), Onde @
é uma constante pré-definida. Em seguida é escolhido aleatoriamente um indice ¢ € RCL sendo
[zx]; atualizado com o valor de [z];. O objetivo desta escolha é evitar que o procedimento gere
sempre o0 mesmo ponto, ficando preso em uma regiao onde nao se encontra o minimizador global.
Este indice é entdo retirado de S (S = S\ {i}). Todo o processo é refeito até que S esteja vazio.

(4.2)

Algoritmo 4.5. ConstructGreedyRandomizedSolution
Dados zp,l,u € R",h € R,a € (0,1]

Passo 0. S « {1,2,...,n}

Passo 1. gpin <+ +00

Gmax & —O0
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Para cada elemento 7 € S faga
[9]i — Minimize(zg, h,i,n,l,u, [2];)
$€ gmin > [9]i entdo gmin < [g]:
S€ gmax < [g]i entdo gmax < [9]i
fim para
Passo 2. RCL «+ 0
para cada elemento i € S tal que [g]; < gmin+ @(gmax — gmin) faca RCL «— RCLU{i}
escolha um elemento 5 € RCL de forma aleatéria .
[zk]; — [2];
Passo 3. S «— S\ {j}. Enquanto S néo estiver vazio, volte ao Passo 1

Devolva o novo xj.

4.3.2 Fase de busca local

Nesta etapa é realizado um refinamento da solugao encontrada na fase de construgao. Isto é
realizado através da busca por melhores aproximagoes do minimizador global nas imediacoes do
ponto z. Conforme mencionado em [20], pode ser utilizado para esta tarefa qualquer algoritmo
de busca local. Em particular, foi utilizado um algoritmo simples que utiliza-se de diregoes
constantes, indicadas no vetor D. Tomando Zjocqalopt cOMo ponto inicial do procedimento, para
cada diregio d € D é verificado se f(Ziocalopt + hd) < f(Ziocalopt)- Em caso positivo, faze-
MOS Ziocalopt “— Tlocalopt + d € 0 processo é repetido para todas as diregoes de D. O algoritmo
termina quando Ad € D tal que f(Ziocatopt + hd) < f(Ziocatopt)-

Algoritmo 4.7. LocalSearch
Dados zp,l,u e R"e he R
Passo 0. Gere D conforme descrito na segao (4.1)
D' —D
Tlocalopt < Tk
Passo 1. Selecione uma diregao d € D
D« D\{d}
T — Tiocalopt + hd

se T é factivel e f(Z) < f(Ziocalopt) €NtaO
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Tlocalopt < T
D« D
fim se
Passo 2. Se D nao estiver vazio entao va para o Passo 1

Devolva 0 novo zjscatopt-

E vélido observar que para problemas de até 4 varigveis, o GRASP assemelha-se a algoritmos
que utilizam-se da estratégia de Tunneling, no sentido em que a Etapa de Construgao do GRASP
tenta melhorar a solugao encontrada por uma Etapa de Refinamento anterior.

4.4 GRASP Continuo

Através do estudo do comportamento do GRASP em problemas de PNL foram identificadas
algumas deficiéncias, que contribuiram para uma queda na eficiéncia do método. Baseado nestas
evidéncias, foram propostas em [14, 15] um conjunto de melhorias que resultaram em uma versao
alternativa do método denominada GRASP Continuo (C-GRASP).

O bloco principal do C-GRASP encontra-se descrito no Algoritmo 4.8. Nesta versdo, a
varidvel MazIterNoImprov foi substituida por uma faixa de valores definida pelas constantes hg
e he, responsaveis por restringir o tamanho do passo h. Esta alteragao foi realizada a partir da
verificacao de que valores muito pequenos de h proporcionavam um aumento consideravel no
tempo de execugao da fase de construgao sem que, no entanto, a solucao atual fosse melhorada.
Além disso, a redugdo do passo h passou a ser controlada pelos indicadores Impr. e Impr
responsdveis por sinalizar mudangas na aproximagao do minimo global y. Com isto, h passou
a ser reduzido em toda iteracdo em que nao houve alteragio de y, ao invés de ser alterado a
cada MazIter Nolmprov iteragoes.

Algoritmo 4.8. Bloco Principal do C-GRASP
Dados K € N; MazNumlIter NoImprov € N;a € (0,1]
Passo 0. f* «— 400
k1
Passo 1. Gere um ponto zx € Q com distribuigao uniforme
h < hs
Passo 2. Impr. «— FALSO; Impr; +— FALSO

[k, Impr] «— ConstructGreedyRandomizedSolution(zy, h,l,u, )
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Passo 3. [zk, Impr] < LocalSearch(zy,l,u, h, pio)
Passo 4. Se f* > f(x1) entdo
f* = f(zk)
Y= Tk
fim se
Passo 5. Se Impr, = FALSO e Impr; = FALSO entao
bt
fim se
Passo 6. k— k+1
Passo 7. Se k < K entao
Se h > h, volte ao Passo 2
sendo volte ao Passo 1
fim se
fim se
O ponto y é retornado como aproximagao de um minimizador global de f.

A fase de construcao encontra-se descrita no Algoritmo 4.9. A principal alteragao desta fase
foi a criagao da varidvel ReU se com o intuito de sinalizar alteracoes de valores nas componentes
do ponto zx. No Passo 1, o procedimento Minimize somente serd executado se houver alguma
mudanca em z;. Com isto, evita-se a realizagdo de buscas locais desnecessarias. No Passo 3
é verificado se houve alteragao no posicionamento de z. Em caso positivo, ReUse ¢ marcado
como VERDADEIRO para que g e z sejam atualizados a partir da nova posigao de z.

Algoritmo 4.9. ConstructGreedyRandomizedSolution
Dados zg,l,u € R",h € R,a € (0,1]
Passo 0. ReUse «— FALSO
S «—{1,2,...,n}
Passo 1. gmin «+— +00
Jmax — —00

Para cada elemento 7 € S faga
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Se ReUse = FFALSO entao
(9]i — Minimize(zy, h,i,n,l,u,[z];)
fim se
8€ gmin > [g]; entdo gmin + [g]:
S€ gmax < [g]i entao gmax < [9)i
fim para
Passo 2. RCL « 0
para cada elemento 7 € S tal que [g]; < gmin+@(gmax — gmin) faca RCL «— RCLU{i}
Passo 3. Escolha um elemento j € RCL de forma aleatéria
Passo 4. Se [zi]; = [z]; entdo
ReUse «+ VERDADEIRO
senao
[zk]; < [2l;
ReUse «— FALSO
Impr. — VERDADEIRO
fim se
Passo 5. S« S\ {j}. Se S nao estiver vazio, volte ao Passo 1

Devolva zx € Impr,.

Na fase de busca local, a vizinhanca de z; é analisada a procura de pontos com menores
valores da func@o objetivo. Se um ponto é encontrado, entdo zp e Impr; sao atualizados,
conforme descrito no Algoritmo 4.10. Para determinagao dos pontos da vizinhanga de xj que
serdo analisados, considere

S(zx) ={z € Q| T ==+ hr, T €Z"}, (4.3)

um subconjunto dos pontos de £ que estdo a uma quantidade inteira de passos (de tamanho h)
distantes de xj. Seja

By (zy) = {z€Q| zzxk+hM S S(a:k)\a;k} (4.4)

|z — zxll’

a projecgao dos pontos de S(zj) \ zx em uma hiper-esfera com centro em zy e com raio h.
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Algoritmo 4.10. LocalSearch
Dados zk,l,u € R, h € R, pj, € (0, 1]
Passo 0. NumGridPoints — [, [w]
M azPointsToEzamine «— [pj,NumGridPoints|
NumPointsExamined «— 0
Passo 1. Escolha aleatériamente um elemento z € Bp(xzy)
Passo 2. Se z € [l,u] e f(z) < f(zx) entdo
T — 2
Impr; — VERDADEIRO
fim se
Passo 3. NumPointsEzamined «+— NumPointsEzamined + 1
Se NumPointsExzamined < MazPointsToEzamine volte ao Passo 1
Devolva zp e Impry.
Em comparagdo com o Algoritmo 4.7, os pontos analisados nao pertencem necessariamente
ao grid zp + h{—1,0,1}". Espera-se com isto, obter melhores aproximacoes dos minimos locais.

Além disto, o nimero de pontos a serem analisados é uma funcao que utiliza-se do parametro
definido pelo usuério pj, podendo ser adaptada de acordo com o problema a ser resolvido.
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Capitulo 5

Experimentos computacionais

5.1 Introducao

Para a realizagao dos experimentos, implementamos em Fortran 77 os métodos Multistart, Ran-
dom Linkage, GRASP e Tunneling utilizando a curva de Lissajous. Para a Fase de Refinamento
(procedimento de minimizagao local P) utilizamos o algoritmo GENCAN, proposto em [5].
GENCAN é um algoritmo de restri¢oes ativas utilizado para a resolugao de problemas com res-
trigoes de caixa que, dentro das faces utiliza o método de Newton truncado com buscas lineares
enquanto que, para sair da face, utiliza uma iteragao do método do gradiente espectral projetado.

O objetivo deste capitulo é avaliar o desempenho dos métodos mencionados, frente a um
conjunto de problemas cldssicos de minimizagdo em caixa. Os experimentos foram realizados
sobre um conjunto de 52 problemas, propostos em [18, 1], criados a partir de um conjunto de 41
fungoes (vide Apéndice A para maiores informagoes sobre as fungdes utilizadas). Para todos
os testes foi considerado como tnico critério de parada a realizagao de 2000 iteragoes, ou seja,
2000 minimizagoes locais. A execugao dos experimentos foi realizada em ambiente Linux de 32
bits (Ubuntu 6.06), em um computador AMD K8 1.8 GHZ com 1 GB de RAM, utilizando o
compilador GNU Fortran (GCC) 3.4.6 com o parametros de compilagao -04.

Para avaliagdo conjunta dos métodos, convencionamos como iteragao a realizacao de uma
Etapa de Refinamento, ou seja, uma execu¢ao do GENCAN. Além disso, os algoritmos analisados
utilizaram um mesmo conjunto de pontos iniciais de forma a garantir que o k-ésimo ponto inicial
seria 0 mesmo para cada um dos algoritmos.

Os resultados dos testes foram divididos em segoes de acordo com o método testado. Para
cada uma das segbes, apresentamos os resultados do método em questao e os comparamos com
o método Multistart. Por 1iltimo, comparamos, de forma sintética, o desempenho dos algoritmos
que utilizaram o GENCAN na Etapa de Refinamento. Os resultados foram apresentados em
tabelas compostas pelas seguintes colunas:

Prob: problema testado (os problemas encontram-se descritos no Apéndice A);

n: nimero de varidveis utilizado no teste;
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f(z*): valor retornado pelo algoritmo como sendo a aproximagao do minimo global do problema,
testado;

ity+: nimero de iteragoes realizadas até encontrar f(z*);

ty+: tempo, em segundos, até encontrar f(z*);

feval: total de avaliagoes da fungao objetivo até encontrar o ponto z*;
Jeval: total de avaliagoes do vetor gradiente até encontrar o ponto z*;

fzo: total de pontos iniciais gerados até encontrar o ponto z*.

A Tabela 5.1 mostra o desempenho do algoritmo Multistart. Como mencionado anteriormente,
o método serd avaliado nas segoes seguintes comparando-o com os outros métodos.
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Multistart
Prob I n f(z*) | Uy | Lo+ | feval J Geval I flzo
Al 2 —1.142650 1 0.00 9 10 1
A2 2 —377.608733 1 0.00 8 5 1
A3 2 —186.730909 31 0.01 244 209 31
A.da 2 —186.730909 143 0.06 1486 1104 143
A.4b 2 —186.730909 125 0.06 1348 996 125
A5 5 0.000000 27 0.02 566 419 27
A5 8 0.000000 27 0.03 644 471 27
A5 10 0.000000 4 0.01 148 106 4
A5 20 0.000000 50 0.30 3483 2098 50
A5 30 0.000000 6 0.16 1190 701 6
A.6 4 —21.392482 214 0.28 7185 5438 214
A7 2 —24.062498 74 0.02 529 493 74
A.8 7 —274.163160 3 0.00 33 29 3
A9 2 —176.541793 1 0.00 8 7 1
A.10 2 —3.306868 | 1426 0.57 14797 11908 | 1426
A1l 3 —0.490260 2 0.00 21 17 2
A2 2 0.007396 678 0.23 7456 4776 678
A3 2 124.362182 | 1338 | 61.99 | 1024276 | 1025251 | 1338
A.l4 4 0.000307 | 1223 | 24.46 503301 484418 | 1223
A5 4 85822.201600 1 0.00 11 12 1
A.16 5 0.000000 26 0.01 285 219 26
A7 2 0.000000 1 0.00 6 7 1
A.18 2 0.000000 1 0.00 5 6 1
A.19a 4 —10.153199 3 0.00 40 26 3
A.19b 4 —10.536409 3 0.00 51 29 3
A.20 4 0.000000 1 0.00 14 15 1
A.21 2 —1.031628 2 0.00 19 16 2
A.22 2 —186.730909 31 0.01 244 209 31
A.23 2 —78.332331 3 0.00 33 31 3
A.23 3 —117.498497 3 0.00 35 33 3
A.23 4 —156.664663 40 0.02 404 417 40
A.24 2 0.000000 1 0.00 6 6 1
A.25 2 —0.407461 I3 0.00 13 14 1
A.26 2 —18.058696 1 0.00 9 10 1
A.27 2 —227.765750 I 0.00 14 15 1
A.28 2 | —2429.414770 X 0.00 11 12 1
A.29 2 —2.000000 133 0.04 1272 982 133
A.30 2 0.397887 1 0.00 11 8 1
A31 1 —3.372897 5 0.00 38 30 5
A.32 2 1.000000 18 0.02 310 227 18
A.33 1 7.000000 1 0.00 3 3 1
A34 4 0.000000 1 0.00 30 21 1
A.35 2 0.000000 2 0.00 24 21 2
A.36 4 0.000000 1 0.00 41 27 1
A.37 10 0.000000 1 0.00 3 4 1
A.37 20 0.000000 1 0.00 7 8 1
A37 30 0.000000 | 1009 1.42 4778 5787 | 1009
A.37 40 0.000000 148 0.26 651 799 148
A.38 10 0.000000 1 0.00 2 3 1
A.39 10 2.500000 1 0.00 11 12 1
A.40 10 0.000000 288 0.19 5618 2893 288
A4l 1 —5.534433 1 0.00 7 6 1

Tabela 5.1: Resultados obtidos a partir da versao implementada do Multistart para um conjunto
de problemas propostos em [18, 1].
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5.2 Random Linkage

Os testes do Random Linkage foram realizados considerando trés valores para a constante o,
utilizada no célculo da distancia critica r. Os valores utilizados, propostos em [18], foram o €
{1,2,4}. A Tabela 5.2 mostra os resultados.

As trés versdes do Random Linkage e do Multistart encontraram solugoes equivalentes em 48
dos 52 problemas testados. Considerando apenas os 4 problemas restantes, o método Multistart
encontrou solugoes melhores ou iguais as encontradas por alguma das variantes do Random
Linkage em 3 problemas. O Multistart encontrou a melhor solugao em 51 dos 52 problemas
enquanto que Random Linkage com o = 1,2, 4 encontrou a melhor solugao conhecida em 50, 50
e 49 problemas, respectivamente. Nesse sentido, podemos afirmar que o Multistart é levemente
mais robusto.

Se consideramos agora os 48 problemas nos quais o Multistart e as trés variantes do Random
Linkage encontraram solugoes de qualidade equivalente, podemos afirmar que as variantes do
Random Linkage foram mais eficientes. Por exemplo, o algoritmo Random Linkage com o = 1
foi mais rapido que o Multistart em 11 problemas, mais lento em 4 problemas e utilizou o mesmo
tempo em 33 problemas. A comparagao de tempos das outras duas variantes do Random Linkage
com o Multistart sao similares.

Ao analisar os 11 problemas nos quais o Random Linkake com o = 1 foi mais rapido do que
o Multistart, observamos que em 9 problemas os dois métodos acharam a solugao partindo do
mesmo ponto inicial. Logo, o ganho em eficiéncia do Random Linkage é uma consequéncia de
ter descartado pontos iniciais que se encontravam em regioes de atragao de minimizadores locais
conhecidos.
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Resultados obtidos a partir das implementagoes do Random Linkage para um con-

to de problemas propostos em [18, 1].

Tabela 5.2
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5.3 Tunneling

Os testes com o método de Tunneling foram realizados considerando 2 formas distintas para
determinar o valor de ¢t em (3.5), responsdvel pelo tamanho do passo na curva de Lissajous. A
primeira forma, proposta em [23] e que referenciaremos como Lissajous [23], sugere a atualizagao
de t conforme descrito em (3.6). O segundo passo, que referenciaremos como Lissajous(seq),
incrementa, a cada iteracao do procedimento de Tunneling, o passo em 0.02. A Tabela 5.3
mostra os resultados.

As duas versdes do método de Tunneling e o Multistart encontraram solugoes equivalentes
em 50 dos 52 problemas testados. Nos 2 problemas restantes, o Lissajous(seq) encontrou solugoes
melhores que o Multistart. A versao Lissajous [23], por sua vez, saiu-se melhor que o Multistart
em apenas um dos citados problemas. Nesse aspecto, podemos considerar o método de Tunneling
mais robusto que o Multistart.

Analisando as duas variagoes testadas do método de Tunneling, o Lissajous(seq) encontrou
mais rapidamente a solugao esperada em 10 problemas contra 7 do Lissajous [23]. Nos problemas
restantes o tempo utilizado pelas duas versoes foi o mesmo.

Por tltimo, observamos que o método de Tunneling foi particularmente eficiente para pro-
blemas pequenos (com até 5 varidveis) enquanto que, em problemas maiores, seu desempenho
foi sensivelmente inferior ao Multistart. Como conseqiiéncia deste fato, para os 50 problemas
em que o método de Tunneling obteve solugbes equivalentes ao Multistart, ambas as versoes
do método de Tunneling demoraram, em média, mais tempo para encontrar a solucao que o
Multistart.
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Tabela 5.3: Resultados obtidos a partir das versées implementadas do método de Tunneling,

to de problemas propostos em [18, 1].
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5.4 GRASP

Para a avaliacao do GRASP foram utilizadas trés versoes distintas do método. A primeira, que
referenciaremos apenas como GRASP, consistiu na implementacao do algoritmo tal como des-
crito em [20]. Para a realizagdo dos testes, definimos que o passo h, utilizado tanto na Etapa de
Construcao como de Refinamento do método fosse diminuido em sua metade a cada 20 iteragoes
sem melhora na solugdo global calculada até aquele momento (parametro MazNumlterNolm-
prov). Além disso, ao contrario dos demais métodos estudados, esta variacao do GRASP utilizou
como ponto inicial o ponto ((I1 +u1)/2,..., (ln + un)/2).

Na segunda, substituimos a Etapa Refinamento do GRASP pelo GENCAN. Esta versao,
que referenciaremos como GRASP-GENCAN, utilizou, ao contririo do GRASP, pontos iniciais
aleatorios. Além disso, foi criado o pardmetro MazNoFunctionImprov, responsavel por definir o
nimero maximo de iteragoes, sem melhora no valor da solugdo global, antes que um novo ponto
inicial seja adotado. Para realizagao dos testes, utilizamos como valores de MazNumlterNolm-
prov, MazNoFunctionImprov e a as constantes 2, 10 e 0.3, respectivamente.

A dltima versdo, referenciada como C-GRASP-GENCAN, consistiu na implementagao do
algoritmo descrito em [14, 15], onde foram propostas melhorias no GRASP para a resolugao de
problemas de otimizagao continua. Na versao implementada, utilizamos o GENCAN na Etapa
de Refinamento do algoritmo e, assim como no GRASP-GENCAN, definimos o parametro «,
utilizado na Etapa de Construgao, com o valor de 0.3.

Na Tabela 5.4 verificamos que o GRASP, sem a utilizacdo do GENCAN na Etapa de Refina-
mento, encontrou solugoes melhores que o Multistart em 4 problemas, contra 28 do Multistart.
Se considerarmos o tempo que o algoritmo levou para encontrar sua melhor solugdo o GRASP
foi mais rapido em 12 situagoes contra 23 do Multistart.

Analisando apenas as versoes do GRASP que utilizam o GENCAN na Etapa de Refinamento
temos que, para os 52 testes realizados, as duas variagoes do GRASP encontraram a mesma
solucao que o Multistart em 49 problemas. Nos 3 problemas restantes, ambas as variagoes do
GRASP encontraram uma solugao melhor que o Multistart. Neste sentido, podemos afirmar que
o GRASP é mais robusto que o Multistart.

Se considerarmos os 49 problemas em que as variagoes do GRASP utilizando o GENCAN
e o0 Multistart encontraram solugoes equivalentes, o0 GRASP-GENCAN foi mais rapido em 17
problemas, contra 5 do Multistart; enquanto que o C-GRASP-GENCAN, foi mais rapido em 18
problemas contra 3 do Multistart.

Comparando as duas versoes do GRASP que utilizam o GENCAN verificamos que o C-
GRASP-GENCAN foi mais eficiente que o GRASP-GENCAN em 12 problemas. Tal fato é
explicado pelo sucesso do C-GRASP em identificar buscas lineares desnecessarias na Etapa de
Construcao e, com isto, reduzir o ntimero de célculos de fungdes. Isto mostra que as melhorias
propostas para o C-GRASP-GENCAN aumentaram a eficiéncia do método.
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[ | Multistart | GRASP |
[Prob [ = | ST T itgr T toe T Jevat T 9evar | #mo | JT) T iter | o | Jevar | o
A.1 2 —1.142650 1 0.00 9 10 1 —1.142647 84 0.01 20796 1
A.2 2 —377.608733 1 0.00 8 5 1 —377.584375 43 0.00 1578 1
A.3 2 —186.730909 31 0.01 244 209 31 —186.721815 129 0.07 86046 1
A.4a 2 —186.730909 143 0.06 1486 1104 143 —186.338941 168 0.35 329474 1
A.4b 2 —186.730909 125 0.06 1348 996 125 —186.729447 431 10.46 10182526 2
A.5 5 0.000000 27 0.02 566 419 27 0.000000 3 0.00 948 1
A.5 8 0.000000 27 0.03 644 471 27 0.000000 3 0.00 2271 1
A.5 10 0.000000 4 0.01 148 106 4 0.000000 3 0.01 3468 1
A.5 20 0.000000 50 0.30 3483 2098 50 0.000000 5 0.14 22055 1
A.5 30 0.000000 6 0.16 1190 701 6 0.000000 5 0.45 48830 1
A.6 4 —21.392482 214 0.28 7185 5438 214 —21.500000 42 0.03 16956 1
A.7 2 —24.062498 74 0.02 529 493 74 —24.062302 148 0.15 173972 1
A.8 7 —274.16316 3 0.00 33 29 3 —274.14845 109 0.25 148789 1
A9 2 —176.541793 1 0.00 8 7 1 —176.525861 129 0.07 86049 1
A.10 2 —3.306868 1426 0.57 14797 11908 1426 —3.208125 233 0.24 270618 1
A1l 3 —0.490260 2 0.00 21 17 2 —0.490256 469 0.24 114652 3
A.12 2 0.007396 678 0.23 7456 4776 678 0.000000 1 0.00 3614 1
A.13 2 124.362182 1338 61.99 1024276 1025251 1338 124.362204 146 33.47 8353672 1
A.14 4 0.000307 1223 24.46 503301 484418 1223 0.001035 188 3399.86 1955334997 1
A.15 4 85822.2016 1 0.00 11 12 1 85826.7279 84 8.34 753037 1
A.16 5 0.000000 26 0.01 285 219 26 0.000000 1 0.00 316 1
A.17 2 0.000000 1 0.00 6 7 1 0.000000 2 0.00 110 1
A.18 2 0.000000 1 0.00 5 6 1 0.000000 1 0.00 29 1
A.19a 4 —10.153199 3 0.00 40 26 3 —10.153195 1 0.00 194 1
A.19b 4 —10.536409 3 0.00 51 29 3 —10, 536283 1 0.00 280 1
A.20 4 0.000000 1 0.00 14 15 1 0.000000 1 0.00 153 1
A.21 2 —1.031628 2 0.00 19 16 2 —1.031551 147 0.02 34830 1
A.22 2 —186.730909 31 0.01 244 209 31 —186.721815 129 0.07 86046 1
A.23 2 —78.332331 3 0.00 33 31 3 —78.332076 103 0.04 80770 1
A.23 3 —117.498497 3 0.00 35 33 3 —117.498114 103 0.12 162319 1
A.23 4 —156.664663 40 0.02 404 417 40 —156.664152 103 0.28 274359 1
A.24 2 0.000000 1 0.00 6 6 1 0.000000 1 0.00 44 1
A.25 2 —0.407461 1 0.00 13 14 1 —0.407461 166 0.14 165374 1
A.26 2 —18.058696 L 0.00 9 10 1 —18.058686 125 0.03 42760 1
A.27 2 —227.76575 1 0.00 14 15 1 —227.765422 125 0.17 163390 1
A.28 2 —2429.41477 1 0.00 11 12 1 —2429.21468 63 0.02 19002 1
A.29 2 —2.000000 133 0.04 1272 982 133 —2.000000 1 0.00 44 1
A.30 2 0.397887 1 0.00 11 8 1 0.397922 128 0.09 168870 1
A.31 1 —3.372897 5 0.00 38 30 5 —3.372883 82 0.00 13172 1
A.32 2 1.000000 18 0.02 310 227 18 1.000000 32 0.00 32 1
A.33 1 7.000000 1 0.00 3 3 1 7.000000 1 0.00 12 1
A.34 4 0.000000 1 0.00 30 21 1 0.000000 1 0.00 316 1
A.35 2 0.000000 2 0.00 24 21 2 0.000000 22 0.00 668 1
A.36 4 0.000000 1 0.00 41 27 1 0.000000 1 0.00 133 1
A.37 10 0.000000 1 0.00 3 4 1 0.000000 4 0.00 6164 1
A.37 20 0.000000 1 0.00 7 8 1 0.000000 6 0.14 35286 1
A.37 30 0.000000 1009 1.42 4778 5787 1009 0.000000 5 0.47 65105 1
A.37 40 0.000000 148 0.26 651 799 148 0.000000 3 0.69 68883 1
A.38 10 0.000000 1 0.00 2 3 1 0.000000 3 0.00 2973 1
A.39 10 2.500000 1 0.00 11 12 1 2.500000 3 0.00 2973 1
A.40 10 0.000000 288 0.19 5618 2893 288 0.000000 3 0.00 5118 1
A.41 1 —5.534433 1 0.00 7 6 1 —5.534432 123 0.00 8527 1

Tabela 5.4: Resultados obtidos a partir da versao implementada do GRASP para um conjunto
de problemas propostos em [18, 1].
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GRASP-GENCAN C-GRASP-GENCAN
Prob n F@7) T ity trs feval | gevar | fzo F(z7) | it,» tos Jeval | 9evar | #=a
A.l 2 —1.142650 1 0.00 69 7 1 —1.142650 1 0.00 72 7 1
A2 2 —377.608733 1 0.00 23 7 1 —377.608733 1 0.00 26 7 1
A.3 2 —186.730909 1 0.00 69 6 1 —186.730909 1 0.00 72 6 1
A.d4a 2 —186.730909 22 0.02 16417 107 2 —186.730909 10 0.00 1324 38 2
A.4b 2 —186.730909 8 0.00 907 48 1 —186.730909 6 0.00 655 26 1
A.5 5 0.000000 1 0.00 356 27 1 0.000000 1 0.00 305 27 1
A5 8 0.000000 1 0.00 780 20 1 0.000000 1 0.00 596 27 1
A5 10 0.000000 1 0.00 1183 21 1 0.000000 1 0.00 666 21 1
A.5 20 0.000000 1 0.04 4479 45 1 0.000000 1 0.02 2885 45 1
A.5 30 0.000000 1 0.10 9835 50 1 0.000000 i) 0.07 6846 50 1
A.6 4 —21.502356 7 0.00 2483 20 1 —21.502356 5 0.00 1193 16 1
A7 2 —24.062498 6 0.00 456 23 1 —24.062498 5 0.00 381 17 1
A.8 7 —274.163160 1 0.00 238 11 1 —274.163160 1 0.00 211 11 1
A9 2 —176.541793 1 0.00 68 6 1 —176.541793 1 0.00 71 6 1
A.10 2 —3.306868 108 0.06 28984 559 10 —3.306868 464 0.11 11092 1624 74
A1l 3 —0.490260 32 0.02 1501 210 4 —0.490260 6 0.00 116 25 2
A.12 2 0.000000 12 0.10 192643 40 2 0.000000 11 0.03 63057 33 2
A.13 2 124.362182 1 0.01 3014 8 1 124.362182 1 0.01 3017 8 1
A.14 4 0.001036 64 64.47 38994713 4115 4 0.000941 338 10.28 6293840 1552 39
A.15 4 85822.201600 1 0.02 2019 10 1 85822.201600 1 0.02 1827 10 1
A.16 5 0.000000 12 0.02 19402 32 2 0.000000 27 0.01 9686 72 6
A.17 2 0.000000 1 0.00 43 5 1 0.000000 1 0.00 46 5 1
A.18 2 0.000000 1 0.00 19 5 1 0.000000 1 0.00 22 5 1
A.19a 4 —10.153199 1 0.00 134 10 1 —10.153199 1 0.00 132 10 1
A.19b 4 —10.536409 1 0.00 128 8 1 —10.536409 1 0.00 126 8 1
A.20 4 0.000000 1 0.00 83 14 1 0.000000 1 0.00 85 14 1
A.21 2 —1.031628 1 0.00 20 6 1 —1.031628 1 0.00 23 6 1
A.22 2 —186.730909 1 0.00 69 6 1 —186.730909 1 0.00 72 6 1
A.23 2 —78.332331 2 0.00 258 14 1 —78.332331 2 0.00 264 14 1
A.23 3 —117.498497 1 0.00 255 6 1 —117.498497 1 0.00 261 6 1
A.23 4 —156.664663 2 0.00 833 12 1 —156.664663 2 0.00 685 12 1
A.24 2 0.000000 1 0.00 35 3 1 0.000000 1 0.00 38 3 1
A.25 2 —0.407461 1 0.00 42 3 1 —0.407461 1 0.00 45 3 1
A.26 2 —18.058696 1 0.00 37 5 1 —18.058696 1 0.00 40 5 1
A.27 2 —227.765750 1 0.00 134 12 1 —227.765750 1 0.00 137 12 1
A.28 2 —2429.414770 1 0.00 130 8 1 —2429.414770 1 0.00 133 8 1
A.29 2 —2.000000 2 0.00 74 8 1 —2.000000 2 0.00 80 8 1
A.30 2 0.397887 1 0.00 126 4 1 0.397887 1 0.00 129 4 1
A.31 1 —3.372897 1 0.00 44 4 1 —3.372897 1 0.00 45 4 1
A.32 2 1.000000 23 0.01 2466 130 3 1.000000 11 0.00 482 29 3
A.33 1 7.000000 1 0.00 8 2 1 7.000000 1 0.00 9 2 1
A.34 4 0.000000 1 0.00 88 13 1 0.000000 1 0.00 90 13 1
A.35 2 0.000000 1 0.00 28 10 1 0.000000 1 0.00 31 10 1
A.36 4 0.000000 1 0.00 71 17 1 0.000000 1 0.00 88 23 1
A.37 10 0.000000 1 0.00 1543 4 1 0.000000 1 0.00 1395 4 1
A.37 20 0.000000 3 0.06 17647 10 1 0.000000 3 0.05 13579 10 1
A.37 30 0.000000 2 0.15 26045 7 1 0.000000 2 0.13 21407 7 1
A.37 40 0.000000 2 0.37 45925 7 1 0.000000 2 0.28 35356 7 1
A.38 10 0.000000 1 0.00 992 3 1 0.000000 1 0.00 781 3 1
A.39 10 2.500000 1 0.00 1000 11 1 2.500000 1 0.00 770 11 1
A.40 10 0.000000 3 0.01 5147 18 1 0.000000 3 0.00 3136 18 1
A.41 1 —5.534433 1 0.00 9 4 1 —5.534433 1 0.00 10 4 1

Tabela 5.5: Resultados obtidos a partir das versoes implementadas do GRASP, utilizando o
GENCAN na Fase de Refinamento, para um conjunto de problemas propostos em [18, 1].
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5.5 Comparativo dos resultados

De um modo geral, as solugoes encontradas pelos métodos foram muito préoximas. Dos 52
problemas avaliados, os métodos encontraram solugoes equivalentes em 47 problemas.

Para comparagao do desempenho dos métodos utilizaremos gréficos de performance (perfor-
mance profiles), propostos em [10]. Para isto, considere a seguinte formulaco: seja o teste de n
problemas aplicados a m métodos diferentes. Considere #; ; o tempo que o método j gastou
para encontrar uma aproximagao do minimizador global para o problema ¢. Visando guardar
os melhores resultados para cada problema, considere #; = min{t;; | 7 = 1,...,m}. Supo-
nha T} ; = {ntmero de testes em que t;; < kt; | i = 1,...,n}, o gréfico de performance de
um método j é representado da seguinte forma g; = {(k,Tk;/n) | k¥ > 1}. Desta forma, por
exemplo, o par ordenado (5,0.8) de um certo método j indica que o método conseguiu encontrar
uma boa aproximacao do minimizador global em 80% dos problemas se considerarmos como
tempo maximo 5 vezes o melhor tempo encontrado para cada problema.

Utilizando esta formulagdo, os métodos foram comparados com relagao ao nimero de ite-
ragoes e o tempo necessdrio para encontrar uma boa aproximagao de um minimizador global.
Uma formulagéo alternativa, é apresentada no Apéndice C.

Na Figura (5.1) apresentamos o gréafico de desempenho dos métodos em relagao ao nimero
de iteragoes necessérias para a resolugdo dos problemas. Na Tabela 5.6 analisamos os dados do
grafico quanto a sua eficiéncia, ou seja, valores alcancados por cada método para 71 ;, e robustez,
que verifica quantos problemas cada método conseguiu resolver independente do ntimero de
iteragoes. Os dados mostram um desempenho inicial muito superior do GRASP onde, em
particular, o algoritmo C-GRA-GEN mostrou ser o algoritmo mais rdpido em 88% dos problemas
testados. Os demais métodos nao chegaram a atingir a marca de 50%. Com relagéo a robustez, o
método de Tunneling, em sua versao Lis Seq, foi o tinico a conseguir resolver todos os problemas
testados.

| | MST | RL(1) | RL(2) | RL(4) | LIS Orig | LIS Seq | GRA-GEN | C-GRA-GEN

Eficiéncia | 0.42 0.42 0.42 0.42 0.44 0.46 0.80 0.88
Robustez | 0.94 0.96 0.96 0.94 0.98 1.00 0.98 0.98

Tabela 5.6: Comparativo entre eficiéncia e robustez dos resultados apresentados no performance
profile.

A Figura (5.2) mostra o grafico de desempenho dos métodos em relagdo ao tempo gasto
para a resolugdo dos problemas. Na Tabela 5.7 analisamos os dados do grafico quanto a sua
eficiéncia e robustez. A comparagao de tempo mostra que, apesar do GRASP ter sido o método
mais eficiente, a diferenga de seu desempenho com os demais métodos caiu significativamente
em relagdo a comparagao anterior de nimero de iteragoes. Isto mostra que, apesar da Etapa de
Construgao do GRASP ter sido muito eficiente em encontrar pontos préximos a vizinhanga de
um minimizador global, utilizou para isto um tempo consideravel de processamento. Em segundo
lugar, em termos de desempenho, ficou 0 método Random Linkage tendo sido um dos métodos
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Total de minimizagdes locais

Figura 5.1: Gréfico de desempenho do niimero de minimizagoes locais realizadas pelos algoritmos
para um conjunto de 52 problemas.

mais rapidos em 73% dos problemas analisados, para a sua versao com o = 1. Por tltimo, apesar
da sua robustez, o método de Tunneling mostrou ser o menos eficiente dos métodos analisados.
De forma andloga ao GRASP, o método de Tunneling também apresentou uma sensivel queda
de desempenho entre entre os gréficos de performance de iteragao e tempo, explicado pelo alto
tempo consumido por sua Etapa de Construgao.

ey T T = 1 T T T T T T
A
06 | 4 06 4
05 R
04 B 04 B
03 - C-GRA-GEN ——
GRA-GEN -
RL(2) -eor
02 4 02 RL;1£ - 4
RL{4
us'eg -
01 Lis Orig — - |
0 . . , . 0 . . . . . .
50 100 150 200 250 15 2 25 3 35 4 45 5
Tempo total Tempo total
Figura 5.2: Gréfico de desempenho do tempo gasto pelos algoritmos para um conjunto de 52
problemas.
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| | MST | RL(1) | RL(2) | RL(4) | LIS Orig | LIS Seq | GRA-GEN | C-GRA-GEN |
Eficiéncia | 0.67 [ 0.76 [ 0.73 | 0.71 0.69 0.69 0.78 0.90
Robustez | 0.94| 096 | 0.96| 0.94 0.98 1.00 0.98 0.98

Tabela 5.7: Comparativo entre eficiéncia e robustez dos resultados apresentados no performance
profile.

Os resultados dos testes mostram que os algoritmos C-GRASP-GENCAN, GRASP-GENCAN,
Random Linkage (0 € {1,2}) e Multistart foram os que apresentaram, na média, melhor de-
sempenho para o conjunto de testes realizados. Visando avaliar o desempenho dos métodos
relacionados a estes algoritmos com um nimero maior de varidveis, apresentamos no proximo
capitulo o resultado de novos experimentos computacionais realizados em problemas de empa-
cotamento. Dentro de cada método escolhemos o algoritmo que obteve melhor desempenho em

comparagcao aos seus pares, em particular, utilizamos nos testes de empacotamento os algoritmos
C-GRASP-GENCAN, Random Linkage (0 = 1) e Multistart.
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Capitulo 6

Experimentos com problemas de
empacotamento

6.1 Introducao

Os resultados obtidos no Capitulo 5 mostraram um melhor desempenho dos métodos Multistart,
Random Linkage e GRASP para um conjunto de 52 problemas selecionados a partir literatura
classica de programacgao nao linear. No entanto, a grande maioria dos testes realizados consistiu
de problemas de pequeno porte. Por este motivo, analisamos neste capitulo, o desempenho
destes métodos para problemas de empacotamento, caracterizados por possuirem um grande
numero de minimos locais e apresentarem um nimero de varidveis sensivelmente maior que os
problemas analisados anteriormente. Desta forma, foi possivel avaliar o desempenho de suas
etapas de construgdo em dimensoes maiores e diante de um nimero grande de minimizadores
locais.

Para a realizagao dos testes, adaptamos a versoes dos métodos Multistart, Random Linkage
(o = 2.0) e C-GRASP, utilizados no Capitulo 5, para a resolu¢do de problemas de empacota-
mento. O critério de parada para cada um dos testes realizados foi a execugao de cada algoritmo
por 15 minutos. Os experimentos foram realizados em ambiente Linux de 32 bits (Ubuntu 6.06),
em um computador AMD K8 1.8 GHZ com 1 GB de RAM, utilizando o compilador GNU
Fortran (GCC) 3.4.6 com o pardmetros de compilagao -04.

6.2 Definicao do problema

Para a realizacdo dos experimentos, foram escolhidos os 21 cendrios de testes indicados em [6]
que apresentaram o maior nimero de circulos a serem empacotados. Todos os testes realizados
consistiram em uma instancia do problema descrito a seguir:

Sejam p° circulos de raio r e uma caixa de dimensdes [0,d;] x [0,d2]. Deseja-se saber se é
possivel empacotar estes circulos de forma que a sua intersecgdo, para quaisquer par de circulos
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p* e p! onde i # j seja de no maximo um ponto, ou seja, que nao haja sobreposicoes de
circulos. Para dados p°, 7, d1 e do, deseja-se encontrar os pontos (centros de circulos) p', ..., p¢ €
[r,d1 — 7][r,d2 — 7] que resolvem o problema:

Minimizar Z maz(0, (2r)2 —|lp* - pf||g)2
i#]

sujeita a (6.1)
r < p’i <dy—r, e
r<py<dy—r, parai=1,...,c.

Os pontos p, . .., p® sdo os centros dos circulos sendo que p e p} representam as coordenadas
reydep' € N2, i=1,...,c. Se o valor da funcio objetivo é ZERO entao foi encontrado um
ponto que é minimizador global de (6.1).

Para cada um dos testes realizados foram indicadas as dimensoes da caixa e o raio do circulo
a ser empacotado. A partir destas informagoes, cada algoritmo procurou encontrar, dentro do
prazo de 15 minutos, o nimero maximo de circulos que cabiam na caixa.

Os resultados dos testes foram divididos em segoes de acordo com o método testado. Por
ultimo, comparamos, de forma sintética, o desempenho dos métodos testados. Os resultados
foram apresentados em tabelas compostas pelas seguintes colunas:

Problema: problema testado;

Dimensao: dimensoes da caixa onde serao empacotados os circulos;
Raio: raio dos circulos a serem empacotados;

Num circulos: ntimero de circulos empacotados;

it,+: nimero de iteragoes gastas até encontrar um empacotamento perfeito para o maior ntiimero
de circulos avaliado;

it,: nimero de iteracoes gastas até encontrar o maior nimero de circulos que cabem na caixa;
t,+: tempo, em segundos, até encontrar it,«;

t.: tempo, em segundos, até encontrar it,;

feval: total de avaliagoes da funcgao objetivo até encontrar z*;

Jeval: total de avaliagoes do vetor gradiente até encontrar z*;

Qtd zo: total de pontos iniciais gerados até encontrar z*.
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6.3 Multistart

O desempenho do método Multistart foi semelhante ao resultado apresentado em [6], indicativo
de que a implementacao do algoritmo estd correta. Dos 21 testes realizados, o método obteve
sucesso em encontrar o maior nimero conhecido de circulos empacotados para 21 problemas.
No problema 1.4, no entanto, o algoritmo conseguiu empacotar 85 circulos contra 86 de [6]. Esta
diferenga explica-se pelo tempo levado para empacotar 86 circulos, que em [6] foi de 37108.39
segundos.

[ Problema | Dimensao | Raio | Niim circulos | ify+ | ity | L) | t(x) ] feval | Jeval | Qtd zo |
1 1200 x 800 102 22 3 25 0.03 0.07 474 172 3
2 | 1200 x 800 101 23 7 32 0.06 0.12 1018 390 7
3 471 x 196 14 126 1477 1700 | 519.68 | 620.71 596352 189417 1477

1.1 160 x 80 6 91 7 102 2.61 16.34 5897 1179 7
12 100 x 200 8 84 4151 4304 | 349.19 | 365.87 900405 326938 4151
1.3 120 x 240 10 74 2646 2723 | 248.06 | 252.31 711265 239230 2646
1.4 100 x 80 5 85 1222 1357 | 124.94 138.09 310276 108958 1222
1.5 120 x 80 6 68 286 358 41.19 43.78 126200 34013 286
1.6 120 x 100 6 87 739 864 | 109.08 126.03 244146 78094 739
LT 80 x 80 5 68 | 16600 | 16794 | 816.72 | 828.60 | 3097585 | 1161434 16600
1.8 100 x 100 6 71 10 96 1.53 5.82 5506 1296 10
1.9 120 x 120 7 75 44 126 10.21 15.37 31518 6196 44
2.1 160 x 80 10 32 5 37 0.08 0.24 976 336 5
2.2 100 x 200 13 29 6 36 0.08 0.15 1237 406 6
2.3 120 x 240 15 32 1 33 0.04 0.23 364 115 1
24 100 x 80 8 32 1977 2016 16.82 17.02 225078 87915 1977
2.5 120 x 80 9 30 137 181 1.23 1.53 17982 6436 137
2.6 120 x 100 10 30 6 36 0.08 0.21 1302 393 6
2.7 80 x 80 7 32 7 40 0.18 0.33 2125 653 7
2.8 100 x 100 9 30 3 33 0.06 0.14 991 242 3
2.9 120 x 120 11 30 3 33 0.12 0.22 1602 341 3

Tabela 6.1: Resultados obtidos a partir da versao implementada do Multistart, para o problema
de empacotamento definido em (6.1).

6.4 Random Linkage

O método Random Linkage conseguiu empacotar a mesma quantidade de circulos que o Mul-
tistart em 20 problemas testados. Destes, o método conseguiu melhorar o desempenho do Mul-
tistart em 5 problemas. Como aspecto negativo, o método obteve desempenho muito inferior
que o Multistart em 4 problemas. Isto ocorreu porque o método descartou pontos iniciais que
resolveriam o problema de empacotamento.

6.5 GRASP Continuo

Ao contrario do verificado no Capitulo 5, o C-GRASP obteve desempenho médio inferior aos
demais métodos testados na resolugao dos problemas de empacotamento. Em 9 dos problemas,
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[ Problema | Dimensao | Raio | Nim circulos | it,« [ itz | t(z*) [ t(*) | feval | Gevat | Qtd zo |

1 | 1200 x 800 102 22 3 25 0.03 0.08 477 172 3

2 | 1200 x 800 101 23 7 32 0.07 0.12 1025 390 7

3 471 x 196 14 126 | 1926 2217 | 721.40 | 888.14 954106 | 246903 193350
1.1 160 x 80 6 91 22 115 9.20 17.93 20869 3761 1549
1.2 100 x 200 8 84 | 1745 1883 | 177.01 190.26 555582 13762 175209
13 120 x 240 10 74 | 4347 4422 | 429.45 | 433.28 | 1636167 | 396251 237105
1.4 100 x 80 5 85 298 402 35.79 47.45 108280 26951 28970
1.5 120 x 80 6 68 58 130 7.79 10.22 34307 7058 4987
1.6 120 x 100 6 87 98 210 14.18 37.44 38709 9993 9134
1.7 80 x 80 5 67 823 897 58.99 62.84 278193 67533 82424
1.8 100 x 100 6 71 94 170 12.54 15.67 45832 10657 8851
1.9 120 x 120 7 75 173 258 22.82 28.43 6728 1374 506
2.1 160 x 80 10 32 5 37 0.08 0.24 981 336 5
2.2 100 x 200 13 29 6 36 0.08 0.17 1243 406 6
2.3 120 x 240 15 32 1 33 0.04 0.26 365 115 1
2.4 100 x 80 8 32 1788 1827 17.42 17.69 206454 79596 1977
2.5 120 x 80 9 30 128 172 1.21 1.51 17089 6020 137
2.6 120 x 100 10 30 6 36 0.08 0.21 1308 393 6
2.7 80 x 80 7 32 7 40 0.18 0.34 2132 653 7
2.8 100 x 100 9 30 3 33 0.06 0.15 994 242 3
2.9 120 x 120 11 30 3 33 0.12 0.22 1605 341 3

Tabela 6.2: Resultados obtidos a partir da versao implementada do Random Linkage, com a

constante o = 1, para o problema de empacotamento definido em (6.1).

nao conseguiu empacotar a mesma quantidade que os demais métodos e, nos testes restantes,
o C-GRASP conseguiu empacotar a quantidade esperada de circulos mais rapidamente apenas
nos problemas 1.7 e 2.4. A perda de eficiéncia do algoritmo explica-se pela demora na execugao
de sua Etapa de Construgdo com o aumento do nimero de circulos a serem empacotados. No
problema 1.1, por exemplo, foram gastos na Etapa de Construgao, com passo h = 1.0, 54.44

segundos contra 0.17 da Etapa de Refinamento para empacotar 83 circulos.
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[ Problema | Dimensdo | Raio | Ndm circulos [ ites [ itz | t(x*) [ t(») | feval | Geval | Qtd zo

1 | 1200 x 800 102 22 5 27 4.78 15.07 1001240 114 1

2 | 1200 x 800 101 23 68 91 81.83 94.41 | 15693143 | 1197 12

3 | 471 x 196 14 72 1 73 75.77 | 900.00 1756298 3 1
1.1 160 x 80 6 83 1 84 51.16 | 914.66 918933 97 1
1.2 | 100 x 200 8 78 8 86 | 127.39 | 876.46 2564407 523 2
1.3 | 120 x 240 10 72 12 84 | 170.32 | 791.56 3979477 160 3
1.4 100 x 80 5 83 13 | 102 | 157.72 | 852.75 2782226 550 3
1.5 120 x 80 6 67 8 82 48.23 | 318.70 1268398 736 2
1.6 | 120 x 100 6 84 1 85 49.96 | 916.41 870709 105 1
1.7 80 x 80 5 68 28 | 104 | 127.39 | 373.97 3078903 530 5
1.8 | 100 x 100 6 70 11 81 82.64 | 383.77 2046718 344 3
1.9 | 120 x 120 7 74 13 87 | 144.49 | 651.28 2897795 712 3
2.1 160 x 80 10 32 45 82 21.83 32.09 2188754 511 8
2.2 | 100 x 200 13 29 10 43 4.33 11.04 551503 246 2
2.3 | 120 x 240 15 32 19 57 12.86 27.34 1342143 265 4
2.4 100 x 80 8 32 14 85 4.84 21.39 496848 224 3
2.5 120 x 80 9 30 28 88 9.26 21.90 1059352 251 6
2.6 | 120 x 100 10 30 | 153 | 183 47.36 52.44 5611915 | 1326 28
2.7 80 x 80 7 32 2 34 1.03 6.18 103000 198 1
2.8 | 100 x 100 9 30 1 31 .81 5.74 92682 68 1
2.9 | 120 x 120 11 30 2 38 1.41 9.06 167541 95 1

Tabela 6.3: Resultados obtidos a partir da versdo implementada do C-GRASP para o problema
de empacotamento definido em (6.1).
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6.6 Comparativo dos resultados

Analisando o resultados dos testes, observamos que o Multitart foi o inico método a empacotar
o numero de circulos esperado em todos os problemas testados. Na Tabela 6.4 verificamos que,
dentre os 12 problemas nos quais o Multistart e o C-GRASP empacotaram o mesmo nimero
de circulos, o Multistart encontrou a solucao esperada em um nimero menor de iteragdes em 7
problemas contra 5 do C-GRASP. Neste critério, o desempenho do Random Linkage foi melhor
em 6 problemas contra 5 do Multistart. Verificamos ainda, na Tabela 6.5, que o C-GRASP
encontrou a solugao esperada mais rapidamente apenas no teste 1.7. O motivo desta divergéncia
entre o seu desempenho no niimero de iteragées com o tempo de processamento deve-se ao tempo
gasto pela Etapa de Construgao do método em encontrar um boa aproximacao do minimizador
global. O Random Linkage, por sua vez, saiu-se melhor em 6 problemas contra 6 do Multistart.
Nos demais problemas o desempenho de tempo dos dois métodos foi semelhante. Por tltimo,
apresentamos nas Figuras 6.1-6.21 a solugao final devolvida por cada método para cada um dos
problemas testados.

A comparagao dos resultados mostra um desempenho ligeiramente superior do Multistart em
relacao ao Random Linkage. Em particular, o Random Linkage saiu-se melhor em problemas
que o Multistart teve dificuldades em encontrar um empacotamento. Isto mostra que o Random
Linkage obteve éxito, em varios dos problemas, em eliminar pontos iniciais desnecessarios.

it(z") it(x)

Problema | Multistart | R.Linkage | C-GRASP | Multistart | R.Linkage [ C-GRASP
1 3 3 5 25 25 27
2 7 7 68 32 32 91
3 1477 1926 — 1700 2217 =

1.1 7 22 — 102 115 —
1.2 4151 1745 - 4304 1883 =
1.3 2646 4347 - 2723 4422 —
14 1222 298 — 1357 402 =
1.5 286 58 - 358 130 =
1.6 739 98 - 864 210 —
1.7 16600 - 28 16794 — 104
1.8 10 94 —= 96 170 ==
1.9 44 173 — 126 258 —
2.1 5 5 45 37 37 82
2.2 6 6 10 36 36 43
2.3 1 1 19 33 33 57
24 1977 1788 14 2016 1827 85
2.5 137 128 28 181 172 88
2.6 6 6 153 36 36 183
2.7 7 7 2 40 40 34
2.8 3 3 1 33 33 31
29 3 3 2 33 33 38

Tabela 6.4: Comparativo do ntimero de iteragoes realizadas por cada um dos métodos na reso-
lugdo do problema de empacotamento definido em (6.1).
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@) o)

Problema | Multistart | R.Linkage | C-GRASP | Multistart | R.Linkage | C-GRASP
1 0.03 0.03 4.78 0.07 0.08 15.07
2 0.06 0.07 81.83 0.12 0.12 94 41
3 519.68 721.40 - 620.71 888.14 -

1.1 2.61 9.20 - 16.34 17.93 —
1.2 349.19 177.01 - 365.87 190.26 e
1.3 248.06 429.45 = 252.31 433.28 =
14 124.94 35.79 - 138.09 47.45 -
1.5 41.19 7.79 - 43.78 10.22 —
1.6 109.08 14.18 - 126.03 37.44 -
1.7 816.72 = 127.39 828.60 — 373.97
1.8 1.53 12.54 = 5.82 15.67 =
1.9 10.21 22.82 - 15.37 28.43 —
2.1 0.08 0.08 21.83 0.24 0.24 32.09
2.2 0.08 0.08 4.33 0.15 0.17 11.04
2.3 0.04 0.04 12.86 0.23 0.26 27.34
2.4 16.82 17.42 4.84 17.02 17.69 21.39
2.5 1.23 1.21 9.26 1.53 1.51 21.90
2.6 0.08 0.08 47.36 0.21 0.21 52.44
2.7 0.18 0.18 1.03 0.33 0.34 6.18
2.8 0.06 0.06 0.81 0.14 0.15 5.74
29 0.12 0.12 1.41 0.22 0.22 9.06

Tabela 6.5: Comparativo do tempo demorado por cada um dos métodos na resolugao do pro-
blema de empacotamento definido em (6.1).
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Figura 6.1: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 1.
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Figura 6.2: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 2.
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Figura 6.3: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 3.
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Figura 6.4: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 1.1.
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Figura 6.5: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 1.2.
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‘I.v

> vA.

2030
Qs

v v
C < ) { »
> > P>~
(P
>—<
> >
(o
> A.v < )
O
02020,
o30g
> A'V <] |>
Y

C-GRASP

Random Linkage
55

Figura 6.7: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 1.4.
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Figura 6.8: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 1.5.
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Figura 6.9: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 1.6.
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Figura 6.10: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 1.7.
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Figura 6.11: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 1.8.
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Figura 6.12: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 1.9.
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Figura 6.13: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 2.1.
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Figura 6.14: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 2.2.
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Figura 6.15: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 2.3.
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Figura 6.16: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 2.4.
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Figura 6.17: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 2.5.
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Figura 6.18: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 2.6.
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Figura 6.19: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 2.7.
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Figura 6.20: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 2.8.
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Figura 6.21: Resultado final encontrado pelos métodos para o problema 2.9.
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Capitulo 7

Conclusoes

Os experimentos realizados sobre os algoritmos estocasticos estudados nos permitiram avaliar em
situagoes praticas diferenciadas os pontos fortes e fracos de cada um dos métodos. Em particular,
a utilizagado comum do GENCAN na Etapa de Refinamento garantiu que o diferencial de cada
método ocorresse na Etapa de Construgao. Neste aspecto, utilizando o método Multistart como
referencial destacamos os desempenho dos métodos para cada conjunto de problemas.

O método Random Linkage mostrou-se muito bom na resolugao de problemas tanto de
pequeno como de grande porte. Nos testes do Capitulo 5 foi o segundo método mais eficiente e
nos testes do Capitulo 6 teve um desempenho muito bom, chegando a ser método mais eficiente
para 6 problemas de empacotamento.

O método de Tunneling utilizando a curva de Lissajous mostrou-se eficiente para problemas
com um nimero reduzido de variaveis aplicados a uma regiao factivel pequena. Isto pode ser
verificado pelo seu desempenho nos testes A.3, A.4, A.7, A.10, A.13, A.22, A.23, A.29, A.6, A.12.
Por outro lado, analisando a fungao A.5 verificamos que o desempenho do método de Tunneling
foi melhor que o Multistart apenas no teste com menor nimero de varidveis (n = 5) tendo o seu
desempenho piorado com o aumento deste niimero (n € {8, 10, 20, 30}).

Por 1ltimo, analisamos o desempenho do C-GRASP. Tendo sido o método mais eficiente
nos testes realizados no Capitulo 5 nao conseguiu repetir sua performance nos testes de empa-
cotamento (Capitulo 6). Este resultado é explicado pelo tempo consumido pela sua Etapa de
Construgao que aumenta sensivelmente com o incremento do niimero de variaveis do problema.

A partir dos resultados apresentados pelos experimentos, nao foi possivel definir um método
tinico na resolugao dos problemas avaliados neste texto. Nao obstante, destacamos a eficiéncia
do C-GRASP na resolucao dos problemas do Capitulo 5, sensivelmente superior aos demais
métodos analisados e o bom desempenho do Random Linkage em ambos os conjuntos de testes
realizados. Por tltimo, ressaltamos o desempenho levemente superior do Multistart nos testes
com problemas de empacotamento.
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Apéndice A
Funcoes utilizadas nos experimentos

As funcoes abaixo foram retiradas de [18]:

1. Fungao quartic

zi T,
f@) =7~ + 35+ 1o (A1)
onde z €  =[—10,10]" e f(z*) = —0.352386.
2. Fungao siz hump
f(z) = (4 —2.122 + 23)2? + 2122 + (422 + 4)23, (A.2)

onde —3 <z <3, —2<uz3 <2e f(z*) = —1.0316285.
3. Funcao de Shubert
n 5
fl@) =11 Geos((G + Dzi + 1)), (A.3)

i=1j=1
onden =2,z € Q=[-10,10]" e f(z*) = —186.73091.

4. Funcgao de Shubert Penalizada

n 5
F@) =] > Geos((G + Da: + 1)+

i=1 j=1
+ B((z) + 1.42513)2 + (2 + 0.80032)?),

onden =2,z € Q = [—10,10]" e f(z*) = —186.73091. Para a realizagdo dos testes foi
considerado 3 € {0.5, 1.0} referenciados como problemas A.4a e A.4b, respectivamente.

(A.4)

5. Funcao de Piccioni

n—1

f(z) = 10sen?(nz1) — Y [(ms — 1)*(1 + 10sen®(7ir1))] — (2n — 1), (A.5)

i=1

onde z € Q = [—10,10]" e f(z*) = 0.0. Foram realizados testes para n € {5,8, 10,20, 30}.
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As fungoes abaixo foram retiradas de [1]:

1. Fungao de Levy
n—1

(@) :sen2(37r$1) + ; [(wi — 1)2(1 + S€n2(371'$i+1))] + (A.6)

+ (zn — 1)(1 + sen®(2rzy)),

onden =4 ez € Q = [-10,10]". A funcao contém 7100 minimos locais e f(z*) =
—11.504403.

2. Funcao de Shubert

n 5
fl@)y==>_ jsen((j + )z + j), (A7)

i=1 j=1

onden = 2exz € Q = [-10,10|*. A fungdo contém 400 minimos locais e f(z*) =
—24.062499.

flz) = %Z(mf — 1622 4 5z;), (A.8)
i=1

onden=7ex € Q=[-52]". A fungdo contém 2" minimos locais e f(z*) = —274.16316.
4. Funcao de Hansen
5 5
f(@) = (icos((i = 1w +4) Y (jeos((j + Va2 + ), (A.9)
i=1 j=1

onden =2ez € Q = [-10,10]*. A fungdo contém 760 minimos locais e f(z*) =
—176.541793.

f(z) =e*n021) 4 sen(60e™) + sen(70sen(z1)) + sen(sen(8022))—
(a} +3) (A.10)

— sen(10(z1 + z2)) + —

onde z1, 72 € Q = [—1,1]". A funcio contém 2400 minimos locais e f(z*) = —3.306868647475.
6. Fungao de Hartman
4
f(@) ==Y ciem Tim Autei i)’ (A.11)
i=1
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10.

11.

onde z € Q = [0, 1]". Para n = 3 e, dados os seguintes valores

3 10 30 0.3689 0.1170 0.2673 0.1

A— 0.1 10 35 P 0.4699 0.4378 0.7470 e c— 0.2
3 10 30 |’ 0.1091 0.8732 0.5547 02 |’

0.1 10 35 0.03815 0.5743 0.8828 0.4

o valor do minimo global corresponde a f(z*) = —3.861305797098 [1].

. Fungao de Griewank

- :122 ad I;
@)=Y T [] cos ($> +1, (A.12)
=1 ’

=1

onden = 2exz € Q = [-500,700]". A fungdo contém mais de 500 minimos locais
e f(z*) =0.0.

fla) =) [2+2i— (€ + ™)), (A.13)
i=1

onde z1, T2 € = [-1000,5]™. Para m = 10, f(z*) = 124.3621823719.

_ - T1ui(u; + x2)) 2
=3 [ - ott el | (A.14)

onde © € © = [~1000, 1000]*. Paran =4ew; = £ ,b=(0.25,0.5,1,2,4,6,8,10,12,14,16)7
ey = (0.1957,0.1947,0.1735,0.1600, 0.0844, 0.0627, 0.0456, 0.034240, 0.0323, 0.0235, 0.0246)T,
o minimo global esperado é de f(z*) = 0.000307486.

m

f(z) = Z [(:1:1 + t; 19 — et’i)2 + (z3 + zasen(t;) — cos(ti))z]2 , (A.15)

=1

onde z € = [—100,100]". Param =20 e t; = é‘, o minimo global esperado é de f(z*) =
85822.20171974.

f(z)= 56;:1;?—11003 <%) +1, (A.16)

onden=>5ez €N =[-10,10]" e f(z*) = 0.0.

As fungdes abaixo foram retiradas de [20]:
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flz) = (a:f +22 — 11)2 + (z1+ a:% — 772
onde z € 2 =[-6,6]" e f(z*) = 0.0.

f(x) = 100(z2 — %) + (1 — z1)?
onde z €  =[-2,2|" e f(z*) = 0.0.

fl@)==) [(z—a)"(z—a;)+c]™

i=1

(A.17)

(A.18)

(A.19)

onde n =4 ez € Q =[0,10]". Para m = 5 o valor da fungao objetivo no minimo global
é f(z*) = —10.1531957 (A.19a); para m = 10, f(z*) = —10.5362836 (A.19b). Para tanto,

foram utilizados os seguintes valores para os vetores a; e as constantes c;:

L] a; IENEN a | < |
40(40|40|40]01 2.019.0|2.0|9.0]0.6
1.0{10(10(10]0.2 50(5.0]30]30]0.3
8.08.0]8.0]|8.0[0.2 80(10|80]|10]0.7
6.06.0|6.0[6.0]|0.4 6.0]2.0]6.0]|20]0.5
30(70(30|70|04|10(7.0|36|7.0]|36]0.5

U W N = S
NelioJJE e

f(z) = (z1+ 10:52)2 + 5(xz3 — :1:4)2 + (z2 — 2:1:3)4 +10(z1 — .'1:4)4,
onde z € 2 =[-3,3|" e f(z*) = 0.0.

4
1

3
onde —3 <z <3, -2<z3<2e f(z*) = —1.031628.

f(z) = (4 — 2127 + ) ©? + 2139 + (—4 + 4a3)z2,

5 5
f(z) = [Z icos((i + 1)z1 + ’L):| [Z icos((i + 1)zg + 1) |,
i=1

=1

onde z € 2 = [-10,10]" e f(z*) = —186.7309.

1 n
fla) =5 > (a7 — 1637 +5.),
=1

(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)

onde z € © = [-20,20]". Para n = 2, f(z*) = —78.332331; n = 3, f(z*) = —117.4984;

n =4, f(z*) = —156.66466.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

f(z) = 0.522 + 0.5(1 — cos(2z1)) + 23,
onde z € = [-5,5]" e f(z*) = 0.0.

f(z) = 1022 + 22 — (22 + 23)? + 107 (22 + 23)*,
onde z € 2 = [-5,5]" e f(z*) = —0.407461.

f(z) = 10%3 + 2§ — (2 + 23)” + 107 (2] + 23)",
onde z € Q = [-5,5]" e f(z*) = —18.058697.

f(z) = 10%] + 2§ — (21 + 23)* + 107 (2 + 23)",
onde z € = [—20,20]" e f(z*) = —227.765747.

flz) = 10%22 + 2% — (22 + 23)® + 107%(2? + 23)*,
onde z € = [—20,20]" e f(z*) = —2429.414749.

f(z) = 22 + 22 — cos(18z1) — cos(1822),
onde z € Q = [-5,5]" e f(z*) = —2.0.

) 2
; 1
f(IE) = (CCQ — 5 111:1 -} E - 6) + 10 (1 - g) COS(.’El) + 10’

472 T

onde z € Q = [—20,20]" e f(z*) = 0.397887.

5
flz) =— [E sen((i+1)z1 + z] ,

i=1
onde z € Q = [—20,20]" e f(z*) = —3.372897.

onde z € 2 = [0,6]" e f(z*) =1.0.

f(z) = 2§ — 1527 + 2727 + 250,
onde z € Q = [-5,5]" e f(z*) =T7.0.
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18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

f(z) =100(z2 — 22)2 + (1 — 1) + 90(zq — 22)% + (1 — x3)%+
+10.1((z2 — 1)%2 4 (24 — 1)) +19.8(z2 — 1)(z4 — 1),

onde z € 2 =[-3,3]" e f(z*) = 0.0.

flz) = (1.5 —z1(1 — 22))2 + (2.25 — z1(1 — 22))2 + (2.625 — 21 (1 — 23))?,
onde z € Q = [0,5]" e f(z*) = 0.0.

10
f(:L') — Z(C—O.Qi + 26—0.41' _ $16_0'2$2i _ 2236_0'2“7:)2,
=1

onde z €  =[-20,7]" e f(z*) = 0.0.

* g2 " Tz
TR

i=1 =2

(A.34)

(A.35)

(A.36)

(A.37)

onde z € Q = [-20,7]" e f(z*) = 0.0. Foram realizados testes para n € {10, 20, 30,40}.

10
@y => 2,
=1

onde z € = [-10,7]" e f(z*) = 0.0.

10
f@)=2_laf +05]%,
i=1
onde z € 2 =[-10,7]" e f(z*) = 2.5.

f(a:) = _208—0.2 0.1 Zi:l :z:? _ e0.1 Z,lgl cos(27a;) A 20 te
onde z € Q =[-10,20]" e f(z*) = 0.0.

10(1:1

f(z) = sen(zﬁl) + sen ( 3

onde z € Q =[0.1,6]" e f(z*) = —5.534.

) + logio(z1) — 0.84z
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Apéndice B

Fluxogramas dos algoritmos
implementados

B.1 Multistart

Figura B.1: Fluxograma do algoritmo Multistart.
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B.2 Random Linkage

Gere um ponto aleatério x_ € €2, utilizando uma
distribuic¢@o uniforme.

v

. k
6k(—’mn[”xkﬂ_le||f(xk+l)>f(xj)}j=l‘
Se ndo existir tal X, entdo considere 6k= .

NAO »
P <0

Etapa de Constru¢ao

SIM
y

% —GENCAN(x,,,)

Etapa de Refinamento

SI

k—k+1. (= X . X

Figura B.2: Fluxograma do algoritmo Random Linkage.
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B.3 Tunneling

00,

k0;

min

NAO
RETORNE y .

SIM

ke—k+1.

v

Gere um ponto x € 2 com uma distribuigiio

uniforme.

Etapa de Construcac

Etapa de Refinamento

%, ~GENCAN (x,)

Etapa de Construcio

Figura B.3: Fluxograma geral do algoritmo de Tunneling utilizando a curva de Lissajous.
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Procedimento LissajousSearch:

ke0;i1.

v

(2x~1,—u)

(p, < arccos
u—I
i

1

0, (i—ésimo primo)’

RETORNE x.

ke—k+1.

Y

Calcule o préximo
valor de t.

Figura B.4: Detalhe da Fase de Tunneling utilizando a curva de Lissajous.
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B.4 GRASP

B.4.1 GRASP

k—0;hel;x«

(I+u)

1

RETORNE x .

k<K?

SIM

ke—k+1.

Execute o Procedimento Construct(‘xk.n,h,l,u,a).

Etapa de Construg¢ao

ySIM

Execute o procedimento GENCAN(xk,n,l,u).

Etapa de Refinamento

TrerNoImprov— | NAO (<flx
IterNolmprov+1. k min/>
M
IterNolmprov = Xonin & X
MaxIterNolmprov? IterNolmprov «0.

he—0.5h;

IterNoImprov < 0.

Etapa de Construgic
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Figura B.5: Fluxograma geral do algoritmo GRASP.



Procedimento Construct:

yex;S(1.2,..,n}.

v

MiN <00, Max <——00;

Escolha um elemento
j € RCL de forma
aleatéria.

ﬂ

RETORNE x.

S'S.

v

Para cada elemento i € S' faca
S« S"\{i}

Y

gl.¢—min[1i+ph|1)=1,2,.../\li+1)h<ui].

NAO
max<g.? max <g,
SIM J
SIM
> RCL=4.

NAO

SIM

v

Para cada elemento i€S tal que g < min+a(max-min)

faga RCL « RCL U {i}

Figura B.6: Fluxograma da Etapa de Construgao do GRASP.
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B.4.2 GRASP continuo

ke1:heh,.

Gere um ponto XkE.Q com uma distribui¢do uniforme.

v

I Impr .« FALSO; Impr «— FALS’Q'
|

y
[ %,, Impr J~ConstructGreedyRandomizedSolution( x,, h, 1 ,u, &)

Etapa de Construgao|

| L, Impr,) - GENCAN (x,) |

Trapa de Refinmmento
\

@

Figura B.7: Fluxograma geral do algoritmo GRASP continuo.
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Procedimento ConstructGreedyRandomizedSolution:

S«(1,2,..,n}; ReUse — FALSO. l(Z)
i - max (1) Escolha um elemento
| ks Xis - |< - j € RCL de forma

* aleat6ria.

——>| Para cada elemento i € S faga

[[2].,L g}~ minimize(h,i,1,u, x,)

\

max<[g|.? max (g},
ReUse —FALSO
SIM
—I Impr +VERDADEIRO
RG> il |
™ ] 5=S\(j}
RCL=4.
NAO
SIM

Para cada elemento i€S tal que g < min+e(max-min)
faga RCL « RCL U {i}

W’

Figura B.8: Detalhes da Etapa de Construgao do GRASP continuo.
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Procedimento Minimize:

)"_xk:'[z]."—[xk]i.

v

[y]i(—[l]i;[g]i(_f(xk)'

M

SIM

(2] [yl [gh=f(y).

R

[yl[yl+h
L 1

Y

RETORNE [2];e[g];

Figura B.9: Detalhes do procedimento Minimize.
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Apéndice C

Comparacao alternativa dos testes
realizados no Capitulo 5

C.1 Comparativo dos resultados

De um modo geral, as solugoes encontradas pelos métodos foram muito préximas. Dos 52
problemas avaliados, os métodos encontraram solugoes equivalentes em 47 problemas.

Na Tabela C.1 comparamos o nimero de iteragdes utilizadas pelos métodos na resolugao
de cada um dos problemas. Os dados mostrados na tabela indicam a relagdo do numero de
iteraces atingido por cada método com o melhor resultado encontrado para aquele problema.
Desta forma, os resultados com valor igual a 1.00 refletem os métodos que encontraram a solugao
esperada no menor nimero de iteragoes. Os resultados da tabela mostram um desempenho muito
superior das duas versoes do GRASP em comparagao aos demais métodos. Verificamos ainda
que todos os métodos analisados tiveram desempenho médio superior ao Multistart.

Na Tabela C.2 fizemos comparacao semelhante com o tempo gasto pelos métodos para encon-
trar a solucdo desejada. Visando evitar divisao por zero, consideramos os tempos encontrados
pelos métodos da seguinte forma maz{0.01,t,+}. Os resultados mostram um desempenho supe-
rior do C-GRASP-GENCAN seguido pelo GRASP-GENCAN.

Associando os resultados das duas tabelas apresentadas identificamos, por exemplo, que o
Multistart precisou, em média, de 15.6 vezes mais iteracoes para encontrar a mesma solugao
que o C-GRASP-GENCAN, mas realizou este célculo, em média, em apenas 1.8 vezes a mais
de tempo que o C-GRASP-GENCAN. Estes dados indicam que, apesar da eficiéncia da Etapa
de Contrugao do GRASP em encontrar pontos mais préximos a vizinhanga de um minimizador
global, este processo consome um tempo consideravel para ser realizado.

Os resultados dos testes, também apresentados de forma sintética na Tabela C.3, mostram
que os algoritmos C-GRASP-GENCAN, GRASP-GENCAN, Random Linkage (o € {1,2}) e
Multistart foram os que apresentaram, na média, melhor desempenho para o conjunto de testes
realizados.
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[ Problema | n | MST | RL(1) | RL(2) | RL(4) | LIS Orig | LIS Seq | GRA-GEN | C-GRA-GEN |
A1 2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A2 2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A3 2 31.00 19.00 17.00 11.00 2.00 2.00 1.00 1.00
Ada 2 14.30 25.20 22.70 10.10 2.50 2.20 2.20 1.00
Adb 2 20.83 6.67 1.83 3.83 117 1.33 1.33 1.00
A5 5 27.00 44.00 53.00 36.00 3.00 14.00 1.00 1.00
A5 8 27.00 24.00 33.00 31.00 33.00 36.00 1.00 1.00
A5 10 4.00 4.00 4.00 1.00 4.00 4.00 1.00 1.00
A5 20 50.00 50.00 49.00 48.00 50.00 50.00 1.00 1.00
A5 30 6.00 6.00 5.00 5.00 6.00 6.00 1.00 1.00
A6 1 - = — — — = = =
AT 2 18.50 9.25 7.50 5.75 1.25 1.00 1.50 1.25
A8 7 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00 1.00 1.00
A9 2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A10 2 33.16 11.95 7.72 34.98 1.00 2.74 2.51 10.79
Al 3 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 16.00 3.00
A2 2 - — - — — B = =
A3 2 - —= — — = = = =
A4 1 - - — = = = = -
A15 1 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A.16 5 2.17 1.50 1.17 1.08 2.67 2.83 1.00 2.25
A7 2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A.18 2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A.19a 1 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00 1.00 1.00
A.19b 1 3.00 1.00 3.00 3.00 3.00 3.00 1.00 1.00
A.20 1 1.00 2.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A21 2 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 1.00 1.00
A22 2 31.00 19.00 17.00 11.00 2.00 2.00 1.00 1.00
A.23 2 1.50 1.50 1.50 1.50 1.50 1.00 1.00 1.00
A23 3 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00 2.00 1.00 1.00
A23 4 20.00 16.00 17.50 28.50 20.00 1.50 1.00 1.00
A24 2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A25 2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A26 2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A27 2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A28 2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A.29 2 | 66.50 23.50 15.50 10.00 201.50 5.50 1.00 1.00
A.30 2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A31 1 5.00 5.00 3.00 2.00 2.00 2.00 1.00 1.00
A.32 2 1.64 1.27 1.09 2.45 2.82 3.27 2.09 1.00
A.33 1 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A3 1 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A35 2 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 1.00 1.00
A.36 1 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A.37 10 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A37 20 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 3.00 3.00
A37 30 | 504.50 | 498.00 | 494.00 | 487.50 504.50 504.50 1.00 1.00
A37 40 | 74.00 74.00 74.00 74.00 74.00 74.00 1.00 1.00
A.38 10 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A.39 10 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A0 10 - = = — = = - =
A4l 1 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

[(Mé&dia | [ 2077 | 18.66 | 1844 | 17.99 | 20.27 | 16.02 | 1.46 | 1.33 |

Tabela C.1: Comparativo do nimero de iteragoes realizadas por cada método para um conjunto
de problemas propostos em [18, 1]. Os ntimeros acima indicam o ntimero de vezes de itera-
¢bes que um método precisou para encontrar uma boa aproximagiao do minimizador global, em
comparacao ao método mais eficiente.
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[Problema | n | MST | RL(1) | RL(2) | RL(4) | LIS Orig [ LIS Seq | GRA-GEN | C-GRA-GEN |
Al 2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A2 2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A3 2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
Ada 2 | 6.00 | 10.00 9.00 4.00 2.00 2.00 2.00 1.00
A.db 2 6.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A5 5 2.00 4.00 5.00 4.00 1.00 4.00 1.00 1.00
A5 8 3.00 2.00 3.00 1.00 23.00 25.00 1.00 1.00
A5 10 1.00 1.00 1.00 1.00 3.00 3.00 1.00 1.00
A5 20 | 15.00 | 15.00 | 14.50 | 14.00 53.00 53.00 2.00 1.00
A5 30 | 2.29 2.29 1.71 1.86 4.00 4.00 1.43 1.00
A6 1 = = = = = — = =
AT 2 |__2.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A8 7 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A9 2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A.10 2 9.50 3.50 2.00 | 20.17 1.00 2.67 1.00 1.83
All 3 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 2.00 1.00
A2 2 - - - — — — — =
A3 2 - - - = - — = =
A4 4 = = = - = - = =
A5 4 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 2.00 2.00
A.16 5 1.00 1.00 1.00 1.00 10.00 11.00 2.00 1.00
A7 2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A18 2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A19a 4 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A.19b 4 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A.20 1 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A21 2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A22 2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A.23 2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A.23 3 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A.23 1 2.00 2.00 2.00 4.00 12.00 1.00 1.00 1.00
A24 2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A25 2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A.26 2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A27 2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A28 2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A.29 2 4.00 1.00 1.00 1.00 34.00 1.00 1.00 1.00
A.30 2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A.31 1 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A32 2 |__2.00 1.00 1.00 2.00 6.00 7.00 1.00 1.00
A.33 1 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A3 1 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A.35 2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A.36 1 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A37 10 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A.37 20 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 6.00 5.00
A37 30 | 10.92 | 11.23 | 11.00 | 11.23 138.62 138.62 1.15 1.00
A37 40 1.00 1.00 1.04 1.04 14.15 14.15 1.42 1.08
A.38 10 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A.39 10 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
A.40 10 - = = — = — - =
Adl 1 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

[(Média__| [ 212 | 189 | 1.86 | 2.20 | 714 ] 6.39 | 1.23 113 |

Tabela C.2: Comparativo do tempo gasto por cada método para um conjunto de problemas
propostos em [18, 1]. Os nimeros acima indicam quantas vezes um método demorou, em com-

paraco aos demais, para encontrar uma boa aproximacio do minimizador global.

[ Problema [ »n [ MST [ RL(1) | RL(2) [ RL(4) | LIS Orig [ LIS Seq | GRA-GEN [ C-GRA-GEN |
Iteragoes relativas 20.77 18.66 18.44 17.99 20.27 16.02 1.46 1.33
Tempos relativos 2.12 1.89 1.86 2.20 7.14 6.39 1.23 1.13

Tabela C.3: Sintético com as médias apresentadas nas Tabelas C.1 e C.2.
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