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Resumo

Dentre os problemas clássicos da área de otimização combinatória distingüem-se os chama-
dos problemas de empacotamento, que variam de acordo com os objetos a serem empacotados

e as funções a serem otimizadas. Quando os objetos de interesse são grifos, vários desses pro-
blemas podem ser classificados como problemas de .F-einpacotamento, onde / é uma família
de gratos. Estes problemas são assim definidos. Dado um grato G, encontrar em G um sub-

grafo # que seja uma união de grados disjuntos nos vértices (ou nas arestas), cada um dos
quais é isomorfo a a]gum grato da famí]ia .F, e ta] que -]] tenha o maior número possível de
vértices (ou destas). Temos assim várias vaiíantes, dependendo se consideramos disjunção
nos vértices ou nas arestas, e se queremos maximizar o número de vértices ou arestas de -H.

Um problema bem conhecido desse tipo é o problema do emparelhamento máximo, que

corresponde ao caso em que /' :: {-K2} e .llí deve consistir de subgrafos diqjuntos nos vértices.
Nesta tese investigamos os casos /' :: {.KS} e /' = {-K2,.K3}, com ênfase no piojeto de

algoritmos de aproximação e resultados de inaproximabilidade.

No caso / = {K3}, estudamos o problema em que -H deve ser uma união de triângulos
diquntos nos vértices, denotado por VTP, e o problema em que .H deve ser uma união de
triângulos diquntos nas arestas e o objetivo é maximizar o número de arestas de H, denotado
por ETP. Ambos os problemas são NP-difíceis. A melhor razão de aproximação conhecida
para os dois problemas é 3/2 + c, obtida por Hurkens e Schrijvei em 1989. Apresentamos
melhoras na razão de aproximação para casos restritos dos problemas VTP e ETP que são
sabidamente APX-difíceis: apresentamos um algoritmo de aproximação para o VTP em gratos
de grau máximo 4 com razão um pouco menor que 1,2, e para o ETP em gratos de grau máximo

5 com razão 4/3. Apresentamos ainda um algoritmo linear exato para o VTP em gratos de
intervalos unitários.

No caso em que / = {K2, .K3}, estudamos o problema em que os subgraíos de .27 devem
sei disjuntos nos vértices e .H deve tei o maior número possível de arestas. Provámos que este
problema é APX-difícil mesmo em gratos de grau máximo 4. Ademais, apresentamos uma
(3/2 + c)-aproximação para gratos arbitrários e uma 1,4 -aproximação para grados de grau
máximo 4.

Palavras-cÀaues: algoritmos de aproximação. algoritmos polinomiais, APX-difícil, em-

pacotamento de giestas, empacotamento de triângulos, gratos de intervalos unitários, grau
limitado.
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Abstract

A classical probletrl in graph theory is the problem of finding a maximum matching in a
graph. This problem can be seen as an /-packing problem, wheie / is a family of graphs.
This problem is defined as follows. Given a graph G, find a subgraph -H in G that is a union
of vertex-diqoint (or edge-diqoint) graphs, each of which is isomoiphic to a graph in .F, and
such that ,H has a maximum possible numbei of vertices (or edges). We may have several
vaiiants of this problem, according to the restrictions on H (vertex or edge disjoint veision)

and on the objective function.
In this thesis we investigate the cases in which .F = {-KS} and / :: {-K2,.K3}, seeking

approximation algoiithms and inapproximability results.

When / = {K3}, we study the vertex-disjoint version, denoted here VTP, and the edge-
disjoint version with the objective of maximizing the number of edges of H, denoted ETP
Both problems are NP-haid. The algorithm with the best approximation ratio known se [ar
for these pioblems has ratio 3/2 + c, a result obtained by Hurkens and Schrijver in 1989. We
piesent impiovements on the approximation latia íor restiicted cases of VTP and ETP that
are known to be APX-hard: we tive an approximation algorithm for VTP on graphs with
maximum degree 4 with ratio slightly less than 1.2, and íor ETP on graphs with maximum

degree 5 with latão 4/3. We also present an exact linear-time algorithm íor VTP on the class
of unitinterval graphs.

When .F = {-K2, K3}, we study the vertex-disjoint version with the objective of maximizing
the number of edges of -17. We prove that this pioblem is APX-hard even on graphs with
maximum degree 4. Furthermoie, we present a (3/2+c)-approximation algorithm for arbitrary
graphs, and a 1.4-approximation algorithm for graphs with maximum degree 4.

/<'egmords: appioximation algorithm, APX-hardness, edge packing, graph, low degree,

polynomial algorithm, triangle packing, unir interval graph
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Capítulo l

Introdução

Muitos problemas de otimização combinatória de grande importância e vasta aplicação prática
são reconhecidamente NP-difíceis. Para esses problemas, os algoritmos conhecidos que encon-
tram soluções ótimas consomem tempo exponencial, o que na prática é inviável. Em função
do grande númei'o e da importância desses problemas, diversas abordagens têm sido desenvol-
vidas na tentativa de se obter uma solução de compromisso. Dentre elas, as mais freqüentes
são: algoritmos pseudo-polinomiais, algoritmos probabilísticos, e algoritmos de aproximação.

Nosso interesse concentra-se na área de algoritmos de aproximação. As principais carac-
terísticas dos algoritmos de aproximação é ser eficiente (polinomial) e ter garantia de desem-
penho. Essa garantia é uma medida da proximidade da solução encontrada pelo algoritmo
em relação a uma solução ótima do problema. De acordo com a qualidade dessa medida,
definem-se várias classes de algoiitmos de aproximação. Nessa área, o interesse é projetar
algoritmos de aproximação e também encontrar limitantes de aproximabilidade (resultados
indicando que não é possível encontrei algoritmos com garantia de desempenho melhor do
que certos limitantes, a menos que P = NP). Essa área teve um intenso desenvolvimento
nas duas últimas décadas, em particular na década de 90, quando o famoso Teorema PCP foi
provado por Arora et al. j1, 2, 31, fornecendo uma nova caracterização da classe de problemas

Já na década de 60, o conceito de algoritmo de aproximação estava implícito em resultados
obtidos por Giaham j141 (sobre escalonamento em máquinas paralelas) e Erd6s j131 (sobre
gratos bipartidos). Mais tarde, Johnson 1241 formalizou os conceitos de razão de aproximação
e algoritmo de aproximação. Na década de 90 esta área passou a receber um tratamento mais
sistemático. Surgiram técnicas aplicáveis a toda uma gama de problemas: métodos baseados
em programação linear (método primal, dual e primal-dual), métodos probabilísticos, métodos
baseados em programação semidefinida, etc. Na mesma época apareceram resultados de
inaproximabilidade, mostrando que certos problemas podem ser aproximados, mas não tão
bem como seria desejável (a menos que P = NP). Recentemente, diversos livros têm sido
publicados sobre o assunto l4, 20, 291, mostrando seu reconhecimento como uma disciplina
importante.

NP

l
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1.1 Empacotamento de subgrafos em gratos
Unl problema clássico da área de otimização combinatória é o problema de encontrar, num
dado grato, um emparelhamento (coleção de arestas disjuntas) máximo. Uma generalização
natural deste pi'oblema consiste em substituir arestas dásyunfas por suógra/os d syunfos, sendo
estes pré-estabelecidos, dados através de uma família .F de gratos. Este problema é conhecido
como .F-empacofamenfo, definido da seguinte forma. Dado um grato G = (y. E) encontre um
subgrafo H em G, tal que .# seja uma união de gratos (disjuntor nos vértices ou arestas),
cada um dos quais é isomorfo a algum grato da família /', e tal que -H tenha o maior número
possível de vértices ou arestas.

Notamos que há várias variantes desse problema: pode-se considerar gratos disjuntos nos
vértices ou nas arestas, e a função objetivo pode ser maximizar o número de vértices ou o
número de arestas que pertencem a .H (no caso mais geral, pode-se tei pesos associados aos
vértices e/ou às giestas) . Não existem muitas famílias /' pala as quais as propriedades de apio-
ximabilidade e/ou inaproximabilidade dos correspondentes problemas de /'-empacotamento
são completamente entendidas. A maioria dos resultados obtidos trata da complexidade com-
putacional desses problemas.

Surpreendentemente, o problema do /-empacotamento pode ser resolvido em tempo po-
linomial para algumas famílias não-triviais /', e muitos resultados importantes sobre empa-
relhamentos podem ser generalizados para esses casos. Listamos, em seguida, algumas das
famílias /' estudadas até apoia para o problema de encontrar um subgrafo -H que seja uma
união de gra/os dáduntos nos vértices e que tenha o maior rztímero possa'uel de vértices.

.F' consiste de um único grato com pelo menos 3 vértices em alguma componente conexo
o problema é NP-difícil. Este resultado segue do resultado provado em j181.

F consiste de uma atesta e um conjunto de gratos hipo-emparelháveis (hypomatchable):
o problema está em P j19, 121. (Um grato G é hip(»emparelhável se G u tem um
emparelhamento perfeito para todo u C Uc.)

.F consiste de estrelas Si, l $ d $ r, onde r é um inteiro fixo: está em P j17

Questões relativas à aproximabilidade de problemas de .F-empacotamento (que são NP-

difíceis) foram investigadas para algumas poucas famílias .F. Dentre essas famílias, destaca-se
o caso em que / consiste de um único triângulo (uma clique de tamanho 3). Este caso, apa-
rentemente simples, é um problema clássico que tem sido objeto de alguns estudos, mas que
ainda carece de resultados mais satisfatórios. Por exemplo, para gratos arbitrários, seria inte-
ressante responder a questão da existência ou não de algoritmos com garantia de aproximação
melhor do que as já conhecidas; para celtas classes especiais de gratos, exibir algoritmos po-
linomiais, ou melhorar razões conhecidas e provar limitantes de aproximação. Este problema
e um outro correlato são os assuntos centrais da nossa pesquisa. Mencionamos a seguir esses
problemas.

Empacotamento Máximo de Triângulos Diquntos nos Vértices (VTP):
dado um grato simples G, encontrar uma coleção máxima de triângulos em G dois
a dois disjuntos nos vértices.
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Empacotamento Máximo de 'l)iângulos Disjuntos nas Arestas (ETP):
dado um grato simples G, encontrar uma coleção máxima de triângulos em G dois
a dois disjuntos nas arestas.

Kz + K3-empacotamento: é o problema do .F-empacotainento no caso em que
.F = {K2,/(3}, e o objetivo é encontiai .27 Ç G que seja uma união de gr(l/os
dísjunfos nos uérfíces, cada um dos quais é isomorío a um grato de .f, e tal que
.l? tenha o maior nlímero possa'ueZ de arestas.

O problema VTP surge em problemas de escalonamento e problemas de 3-agrupamentos
de pessoas: dado um conjunto de pessoas e afinidades entre elas, encontrar grupos dislun-
tos de 3 membros cada, de modo que as pessoas num mesmo grupo soam compatíveis e o
número de pessoas isoladas seja mínimo jlll. O problema ETP tem aplicações em biologia
computacional l71. Os problemas VTP e ETP são NP-difíceis l25, 211.

Um dos resultados mais relevantes pala os problemas VTP e ETP roíam obtidos por
Hurkens e Schiijver [231 em 1989. O resultado geral de Hurkens e Schrijver ]23j sobre empa-
cotamento máximo de k-conjuntos implica que um algoiitmo simples de busca local é uma
(g + c)-aproximação pala o VTP e o ETP. Esta é a melhor razão de aproximação que se
conhece para os dois problemas (para gratos arbitrários).

Para um dado inteiro k 2 3, denotamos pol VTP-k (resp. ETP-k) o problema VTP (resp.
ETP) restrito a gratos com grau máximo A. Em 2002, Caprara e Rizzi l71 exibiram algoritmos
polinomiais para os problemas VTP-3 e ETP-4. Eles mostraram ainda que o problema VTP-4
(veja também l61) e ETP-5 são APX-difíceis (isto é, não admitem um esquema de aproximação
polinomial, a menos que P = NP).

Considei'ando que, em termos de grau, instâncias com grau máximo 4 para o VTP (resp. 5
para o ETP) constituem um caso difícil que está no limite entre instâncias difíceis e fáceis l7j,
investimos um tempo no estudo dos problemas VTP-4 e ETP-5, na tentativa de encontrar um
resultado positivo de aproximabilidade ou um limitante inferior para a razão de aproximação.
Conseguimos 1271 melhorar a razão de aproximação para esses casos APX-difíceis: obtivemos
um algoritmo de aproximação para o problema VTP-4 cuja razão de aproximação é 3 -- =lÇ2 +c,
e um algoritmo para o ETP-5 com razão de aproximação ã.

Pai'a um dado grato G, denotamos por ny(G) (resp. ZZ(G)) a coleção dos conjuntos dos
vértices (resp. arestas) de todos os triângulos em G. E fácil ver que o problema VTP num
grato G pode sei reduzido ao problema de encontrar um subconjunto de vértices independente
de cardinalidade máxima (problema MIS) no grato de interseção de ny(G). Claramente, esta
é uma AP-redução: um algoiitmo de p-aproximação para o problema MIS leva a um algoritmo
de p-aproximação para o VTP. Nosso algoritmo para o problema VTP-4 se baseia nesse fato.
Ele aplica no grato de entrada G algumas reduções, que preservam a razão de aproximação,
para obter um grato G' no qual todo triângulo intersecta no máximo 3 outros triângulos. Em
seguida, no grato de interseção de nv(G'), aplica o algoiitmo de p(k)-aproximação de Chlebík
e Chlebíková j101, onde p(k) = 3 ]Ç3 + ;!;iÊ#B e k é um parâmetro inteiro fixo, pala o
problema MIS em gratos de grau máximo 3. Observamos que p(4) é um pouco menor que
1,25; e p(k) é um pouco menor que 1,2 para k > 65.

Já o algoritmo que desenvolvemos para o problema ETP-5 é baseado numa busca local.
A idéia desse algoritmo consiste em verificam se existe um certo subgrafo -H (chamado grato
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de Hajas) em G. Se existe, o algoiitmo adiciona (de maneira definitiva) alguns triângulos de
.ll/ ao conjunto .4* a ser devolvido pelo algoritmo, retira EX do grato G e repete o processo.
Caso conta'ário, ele aplica o algoiitmo de busca local de Hurkens e Schrijver mencionado
anteriormente.

Obtivemos também um algoritmo linear para o problema VTP em gratos de intervalos
unitários. Um gra/o de ãnferua/os é um grato de interseção de um conjunto finito de intervalos
em R. Quando todos esses intervalos são de mesmo tamanho, um tal grato é chamado gra/o
de nterualos unÍfários. Nosso algoritmo é guloso e faz uso da caracterização de tais gratos
obtida por Looges e Olaiiu 1261: um grato G = (y. -E) é um grato de intervalos unitários se e
somente se existe uma ordem linear < dos vértices de G tal que, para cada escolha de vértices
u,u,wtemos que "seu<u <w e uw C.E então ut;,uw C .E)'

O problema do K2 + K3-empacotamento, na versão aqui considerada (maximizar o número
de arestas de -H), tem sido pouco investigada. Encontramos apenas um artigo de Halldór-
sson j161 sobre cobertura de k-conjuntos que fornece uma 3/2-aproximação para esse problema.
Observamos que quando o objetivo é maximizar o número de vértices de H então o problema
correspondente pode ser resolvido em tempo polinomial j191. Já o problema de nosso interesse
é NP-difícil.

Piovamos que o problema do -K2 + K3-empacotamento é APX-difícil para gratos com grau
máximo 5. Para isso, mostramos uma L-redução do problema VTP restrito a gratos de grau
máximo 4. Mostramos também que o K2 + K3-empacotamento é APX-difícil mesmo para
gratos de grau máximo 4 e onde toda aresta pertence a algum triângulo. A L-redução é do
problema MAX2SAT3. Ela é mais elaborada, e é baseada na idéia de Caplaia e Rizzi l71 para
mostiai que o problema VTP-4 é APX-completo.

Além disso, mostramos uma (l + ip)-aproximação para o K2 + K3-empacotamento, onde
p é uma razão de aproximação para o problema VTP. Nosso algoritmo inicialmente usa
uma rotina pai'a encontrar um número máximo de triângulos disjuntos nos vértices, e depois
complementa a solução com um emparelhamento máximo no grado obtido removendo-se os
vértices dos triângulos que a rotina encontrou. Usando como rotina o algoiitmo de Hurkens
e Schrjjver 1231 para o VTP, temos que a razão de aproximação do nosso algoritmo é $ + e.
Ressaltamos ainda que o algoritmo de aproximação pala o VTP-4 que obtivemos (com razão
um pouco menor que 1,2) resulta em um algoritmo de aproximação com razão 1,4 pala o
problema do -KS + K2-empacotamento em gratos de grau máximo 4.

Apresentamos aqui uma 3/2-aproximação para o problema do K2 + Ka-empacotamento
proposta recentemente por Yuster.



Capítulo 2

Preliminares

Neste capítulo introduzimos alguns conceitos e estabelecemos a notação que utilizamos nos
próximos capítulos.

2.1 Teoria dos Gratos

Um gr(l/o G é um par (Uc,-Ea) de conjuntos finitos, onde EC é um conjunto de pares não-
ordenados de elementos distintos de UC. Quando G estiver subentendido, omitimos o índice
a. Por exemplo, em vez de UC e -Ea, escrevemos simplesmente V e -E. Os elementos de UC são
chamados vértices, e os elementos de -EC de arestas. Por brevidade, denotamos uma aresta
{u, u} por uu ou uu. Se a = uu, dizemos que a incide em u e em u e que u e o são os ezfremos
de a. Também dizemos que u e u são u zánAos ou a(#acentes e que u e u são cágados por a.
Duas arestas distintas são ditas a(Üacenfes se elas têm um extremo em comum. Observamos
que o objeto que definimos como grato é normalmente chamado de grato simples.

Um grato G é z;azia se VC = -Ea = 0. A ordem de um grato G, denotado por nG, é
o número de seus vértices. O grau de um vértice u de um giafo G é o número de arestas
incidentes em u e será denotado por da(u). Um vértice de um grato é isolado se seu grau é
zero. O g«« má,ím. é o núme:o A(G) := m«.{dC(u) : « C UC}.

Um conjunto de vértices ou arestas dois a dois não-adjacentes é chamado independente.
No caso de vértices, um conjunto independente é também chamado esfáue/. Um conjunto
independente de arestas de um grato é chamado de emparelhamenfo.

Se todos os vértices de um grato G de ordem n são dois a dois adjacentes dizemos que G
é compZefo e o denotamos por .Kn; o grato -K3 é chamado fMá7zgu/o.

Um grato .17 é um suógra/o de um grato G se yX Ç l/C e -EX Ç -EC; escrevemos -H Ç G. A
zzníão de dois gratos G e .H, denotada por G U -H, é o grato (UG U yH, .Ea U .EH). A {nterseção
de dois gratos G e H, denotada por G n -H, é o grato (uG n yH, .Da n EH). Dois gratos G e .Er
se {nfersecZam se G n .]] é um grato não-vazio.

Se U é um subconjunto de UC, a uizãnÀança de U, decotada por I'a(g), é o conjunto dos
vértices de l/C \ U adjacentes a pelo menos um vértice de H.

Se C/ Ç UC, então o subgrafo de G induzido por P, denotado por CIUI, é o subgraío de G
cujo conjunto de vértices é U e cujo conjunto de arestas é o conjunto das giestas de G que
têm ambos os extremos em U. Denotamos por (; U o grato GIUc \ Ul; para o caso em que

5
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U := {u}, abreviamos G {o} por G Similarmente pala C/ Ç .Da
Um grato é bipartida se UC admite uma partição em duas classes de modo que cada

aresta tem extremos em classes distintas; uma tal partição é chamada bãpartição do grato.
Um grato biparfãdo conzpleto é uin grato bipartido no qual todo pai' de vértices de classes
distintas é uma aresta. Denotamos poi' K'm,n o grato completo com bipartição (VI , V2) tal que
yll = m e IV2 = n.

IJm carninAo é um grato /) com yp = 'lui, . . . , uk} não-vazio e .Ep := {uiu2, u2u3) . . . ) t;k-luk}
Podemos representar um tal caminho pot uiu2 ' - . uk. Se P :: uiu2 uk é um caminho com
k 2 3, então (yp,-Ep U {ukt;l}) é chamado de cãrcuífo. Uma corda de um circuito é uma
aresta que liga dois vértices não consecutivos deste circuito. O comprímenfo de um caminho
é o número de suas arestas; definimos analogamente o comprimento de um circuito.

IJm grato é conCHa se, pala todo par de vértices distintos u e u, contém um caminho com
extremos u e u. Os subgrafos conexos maximais de um grato são chamados componentes.
Uma cZãque em um grato é um conjunto de vértices dois a dois adjacentes.

O gra/o de {nferseção de uma coleção de conjuntos 'r é o grato -H com Vw := 'r e Xy C
.E# +:> x n y # 0. Um gra/o de nterua/os é um grato de interseção de um conjunto finito
de intervalos em IR. Quando todos esses intervalos são de mesmo tamanho, um tal grato
é chamado gra/o de ínteruaZos unálár os (ou gr(%/o ndderença). Um grato é corda/ se todo
circuito de tamanho maior que 3 tem uma corda. Um grato é Jáure de k-garras (k-c/aw /ree)
se ele não contém nenhum subgrafo completo bipartido Kt,t como subgrafo induzido. Um
cogrtz/o é um grato que não tem caminho de comprimento 4 induzido. Um grato é spZÍ( se o
seu conjunto de vértices pode sei particionado em um conjunto independente e uma clique.

Pai'a um dado número real À > 0, denote por (:\ um conjunto finito de círculos de mesmo
raio no plano, onde a distância entre os centros de quaisquer dois círculos é pelo menos À.
Um grato disco-un faria de À-precisão é um grato cujos vértices correspondem aos círculos de
algum conjunto OÀ (como definimos), dois de seus vértices são adjacentes se e somente se os
círculos correspondentes se intersectam

O piob[ema do (707Üunto /ndependenfe ]b/ásçámo (M]S) é definido como segue. Dado um
grado G, encontre um subconjunto de vértices independente de cardinalidade máxima em G.

2.2 Conjuntos e problemas de empacotamento
Para uma dada família 7:' de gratos o problema do .F-empacofarrzenfo é definido da seguinte
forma. Dado um grato G, encontre um subgrafo -H em G, tal que .H sda uma união de gratos
(disjuntos nos vértices ou arestas), cada um dos quais é isomoi'fo a algum grado da família /',
e tal que .H tenha o maior número possível de vértices ou arestas.

Estudaremos o problema do /-empacotamento no caso em que / = {Ka}, e o objetivo é
encontrei um grado -H Ç G que seja uma união de gra/os dásjunfos nos vértices (resp. arestas),
sendo cada um deles isomorfo a -l(3, tal que -Zlí tenha o ma or n?ímero possa'ueZ de arestas. Esses
problemas também são conhecidos pela seguinte denominação:

Problema do .Empacolamenfo À4ázámo de n'iángulos D juntos nos Vértices rVTP,): dado
um grato G, encontrar uma coleção máxima de triângulos em G dois a dois diqtmtos nos
vértices. Piob]ema do .Empacotamenfo ]Wázámo de 7 iângu/os DÍ©unfas nas ..'frestas rETP,):
dado um grato G, encontrar uma coleção máxima de triângulos em G dois a dois disjuntos nas
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arestas. Pata um dado grato G, denotamos por nv(G) (resp. nE(G)) a coleção dos conjuntos
dos vértices (resp. arestas) de todos os triângulos em G. Para simplificar, vamos nos referir a
uma coleção de triângulos disjuntor nos vértices (resp. arestas) de G como um empacoÉamenfo
de Zy(G) (resp. ZZ(G)). Para um dado inteiro k 2 3, denotamos por VTP-k (resp. ETP-k)
o problema VTP (resp. ETP) restrito a grados com grau máximo k.

Uma dedução natural que podemos fazei nas instâncias dos problemas VTP e ETP consiste
em retirar os vértices isolados e as arestas que não pertencem a nenhum triângulo. Portanto,
no estudo dos problemas de empacotamento de triângulos, restringimos nossa atenção a gratos
nos quais toda atesta pertence a algum triângulo; tais gratos serão chamados irredundanfes.

Denotamos por ZC a coleção de todos os triângulos em G. Um triângulo cujos vértices
são u, u e w é denotado poi lu,u,ml. O grau de T € ZC, denotado por do(T), é o número de
triângulos em G diferentes de T que intersectam T

Um empacotamento de {.K2, -K3} em um grato (; é um subgrafo H em (; tal que .llí é uma
união de gratos disjuntos nos vértices, cada um dos quais é isomorfo a .Z(2 ou .K3. Se .4 é um
empacotamento de {.K2, -KS} em um giafo (;, então o valor de .4 é o número de arestas de G
que .4 cobre, e o conjunto 7A (resp. él.4) é a coleção de todos os triângulos (resp. arestas)
em .4. O problema do .K2 + l(3-empacotamento é o problema de encontrar num grato (; um
empacotamento de {K2, KS} de valor máximo.

Um k-corzjunfo é um conjunto com exatamente k elementos. Dada uma coleção .F de
conjuntos, dizemos que uma subcoleção 'r de .F cobre um conjunto finito -E se todo elemento
de E pertence a algum conjunto de 'r. Neste caso, dizemos também que 7' é uma cobertura
de .E. O problema da coZlerfura mz'mima por #-corÜunfos (k-SC) consiste no seguinte: dados

um conjunto finito E e uma coleção finita / de subconjuntos de -E tamanho no máximo h,
encontrar uma cobertura 'r de .E de cardinalidade mínima.

Soja V um conjunto finito de elementos e .Et, . . . , .EI Ç V. Dizemos que a coleção -BI , . . . , .Ei
tem um sistema de representantes dãslãntos (SRD) se existem elementos ei, . . . , eZ dois a dois

distintos tais que ei C .Di, para todo { = 1, . . . ,Z. Uma coleção -Zgi, . . . ,-Ez tem um t-SRD se

qualquer coleção de no máximo t conjuntos entre Ei, . . . ,.Ei tem um SRD. Note que pelo
teorema de Hall, as seguintes duas afirmações são equivalentes:

e Uma coleção .Bi, , -EI tem um t-SRD

Pata todo p $ t, quaisquer p conjuntos entre -Et, . . . , .Ei cobrem pelo menos p elementos
de V

2.3 Classes de problemas, algoritmos e complexidade
Um aZgorifmo de p-ap70zãmação para um problema de maximização ll é um algoritmo polino-
mial tel que, para toda instância / do problema, devolve uma solução S cujo valor, vala (/, S),
é pelo menos loptn(-r), onde optli(/) é o valor de uma solução ótima de -r. (o parâmetro p
pode sei um número maior ou igual a 1, ou uma função do tamanho da instância). Se um
tal algoritmo existe, ll pertence à classe de problemas APX. Dizemos que p é uma razão de
aprozámação ou gararztáa do algoritmo. Um esquema de aprozámação polínomiaJ (PTAS) pala
[l é uma famí]ia de a]goritmos {-Á.: c C (0, 1)} ta] que para cada e, .A. é um algoiitmo de

T:!;-aproximação para ll.
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Denotamos poi Sol(/) o conjunto das soluções viáveis de uma instância /. Uma AP-
redução de um problema de otimização lli para um problema de otimização ll2 é um temo
(/,g,#) em que / e g são algoiitmos e /3 é um número racional positivo tais que:

8 / recebe um númel'o i'acional positivo õ e uma instância .r de llt, e devolve uma instância
/(ó, -r) de ll2,

e g i'ecebe um número racional positivo õ, uma instância / de lli e um elemento S2 em
Sol(/(õ, /)), e devolve g(õ, /, S2) em Sol(-r),

. para todo número racional positivo õ, os algoritmos /(õ, .) e g(ó, , .) são polinomiais,

e pai'a toda instância -r de lli, todo número racional positivo õ, e todo S2 em Sol(/(õ, /)),
vale que se

(1 õ)OPt(/(õ, -r)) $ «1(/(õ, .r), s2) $ (1 + ó)OPt(/(ó, /)),

e«tão (l PÕ)OPt(-r) $ «1(-r, g(Õ, -r, S2)) $ (1 + PÕ)OPt(-r)

Se existe uma AP-redução de um problema de otimização lli a um problema de otimização
ll2, então dizemos que llt é AP-reduto'ue/ a ll2. (Jm problema de otimização ll é APX-dil/ybál
se todo problema em APX é AP-redutível a 11, e APX-completo se é APX-difícil e está em

Uma L-redztção de um problema de otimização llt para um problema de otimização ll2 é
uma quádruplo (/, g, cl, P) que consiste de dois algoritmos polinomiais / e g e duas constantes
positivas cv e /3 satisfazendo as seguintes condições:

APX

8 pai'a toda instância .ri de lli, temos que /(.rt) é uma instância de ll2,

. dada uma instância .ri de lli e qualquer solução viável S de /(/i), temos que g(/i, S) é
uma solução viável para a instância .rt de llt,

. loPtn,(/(-ri))l $ aloPtn. (.rl)l, para toda instância .ri de lli,

. loPtn:(-ri) - vala: (.ri,g(/i, s))l $ /3loPtn,(/(.ri))
/i de 111 e toda solução viável S de /(-rt).

vale, (/(.ri), S) 1 , pala toda instância

Usamos a notação lli S1 ll2 para indicar que existe uma L-redução de llt para ll2. Se
lli SL ll2 e ll2 C APX, então lli c APX. Mais precisamente, a existência de uma ( ' )-
aproximação para ll2 implica a existência de uma ( 1 )-aproximação pala lli. Em se
tratando de problemas em APX, a existência de uma L-redução implica na existência de uma
AP-redução. Mais precisamente, se lli S1 ll2 e lli está em APX, então lli é AP-redutível
a ll2. Assim, pala mostrar que um problema ll2 é APX-difícil basta mostrar que existe um
problema APX-completo lli tal que llt SL ll2 (vda em l41).



Capítulo 3

Empacotamento de triângulos
disjuntor nos vértices

3.1 Introdução
O problema de Empacotamento Máximo de 'lYiângulos Diquntos nos Vértices (VTP) é NP-
difícil l25, 211. Temos interesse em obter algoritmos de aproximação para esse problema,
resultados de inaproximabilidade, ou obter classes/famílias de instâncias para as quais este
problema é polinomial.

Hurkens e Schrijver 1231 apresentaram um algoritmo para o problema do empacotamento
máximo de k-conjuntos, É 2 2: dada uma família 7: de k-conjuntos, encontre um empacota-
mento máximo de /. 'lYata-se de um algoritmo simples de busca local. No caso particular
em que k = 3, tal algoritmo é uma (3 +c)-aproximação para o VTP. A razão de aproximação
obtida por Hurkens e Schrijver é a melhor razão de aproximação que se conhece para o VTP
(para gratos arbitrários).

Em 1994, Baker l51 provou que o problema VTP restrito a gratos planares admite um
esquema de aproximação polinomial (PTAS). Conforme l71, este resultado pode ser estendido
para o ETP. Os dois problemas admitem tal esquema também para gratos disco-unitários
de À-precisão 1221. O problema VTP é NP-difícil mesmo quando restrito a gratos coidais e é
polinomial para as classes de gratos spJÍf e cografos jlSI.

Pala um dado inteiro k ? 3, denotamos por VTP-h (resp. ETP-k) o problema VTP
(resp. ETP) restrito a grados com grau máximo k. Em 2002, Caprara e Rizzi l71 mostraram
que o VTP-3 está em P, e que o VTP-4 (veja também l61) é APX-difícil, isto é, não admite
um esquema de aproximação polinomial a menos que P ;: NP. Chlebík e Chlebíková l91
mostraram que 95/94 é um limitante inferior para a razão de aproximação pala o problema

Apresentamos agora um resultado simples que usaremos na análise da a complexidade de
nossos algoiitmos.

Lema 3.1 0 nzínzero de triângulos em 'um gra/o G de grau má Elmo ,h é no máximo ê(A:ã!)!!C.

VTP-4

Demonstração. Claramente, toda aresta de G pertence a no máximo A-- l triângulos. Então
l.EI(A 1) contabiliza o número máximo possível de triângulos em G, onde cada triângulo é

9
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contado 3 vezes (uma vez pala cada ullia de suas arestas). Como IZI $ , , temos que

IZct . Wq-a ' A(A - l)nG

n

Neste capítulo apresentamos inicialmente o resultado obtido por Huikens e Schiijver 1231

em 1989 para o problema VTP. Em seguida, apresentamos um algoritmo de aproximação
para o VTP-4 cuja lazão de aproximação é 3 :V'13 + c e um algoritmo excito pala o VTP
em giafos de intervalos unitários.

Neste capítulo iestringimos nossa atenção aos gratos irredundantes. Quando escrevemos
G -- Z./ (pala U Ç VC ou U Ç -EG), estamos supondo que os vértices isolados e as arestas que
não pertencem a nenhum triângulo foram removidos também.

3.2 Grafos arbitrários

Observamos que um algoritmo guloso simples que retorna uma coleção maximal de ti'iângulos
disjuntor nos vértices é uma 3-aproximação para o problema VTP. Isto porque todo triângulo
da uma solução obtida pelo algoiitmo guloso intersecta no máximo 3 triângulos de uma solução
õtima.

3.2.1 Algoritmo de Hurkens e Schrijver
Um dos resultados mais relevantes para o problema VTP segue de um resultado mais geral
(sobre empacotamento máximo de k-conjuntos), obtido por Huikens e Schrijvei 1231 em 1989.
Descrevemos a seguir esse resultado. Dados um número inteiro fixo t e uma coleção 'r de
k-conjuntos, considere o seguinte algoritmo.

Algoritmo HS('r, f):
Dada uma coleção c ç rjá construída, de conjuntos dois a dois diquntos, verifique
se existem p $ t conjuntos dois a dois diquntos em DC que intersectam no máximo
p -- l conjuntos da coleção C. Se existir, troque os conjuntos, obtendo uma coleção
maior C, e pepita o processo. Caso contrário, devolva C (que chamamos de f-ófámo).
A troca acima consiste em incluir em C os novos p conjuntos de 'r\C e remover no
máximo p -- l conjuntos que os intersectam.

Note que o algoritmo HS(T,t) se baseia numa busca local e encontra uma coleção de
conjuntos em 'r dois a dois diquntos. Claramente, este algoritmo resolve o VTP. Basta tomar
k = 3 e 'r = ny(G), onde G é o grato de entrada. Lembramos que %y(G) denota a coleção dos
conjuntos dos vértices de todos os triângulos em G. O resultado de Hurkens e Schrijver 1231

sobre empacotamento máximo de k-conjuntos implica que o algoritmo HS('r, t) é uma (: +c)-
aproximação para o VTP, onde c é inversamente proporcional a f (conforme t cresce, c tende
a zero). Eles exibiram ainda, para cada t, instâncias pala as quais o algoritmo acima produz
soluções que atingem tal razão em relação ao empacotamento máximo de triângulos disjuntor
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nos vértices. A razão de aproximação obtida poi Hurkens e Schrijver é a melhor razão de
aproximação que se conhece para o VTP (para gratos arbitrários).

Apresentamos em seguida o resultado geral de Hurkens e Schrijvei 1231 sobre empacota-
lnento máximo de conjuntos, derivando dai o resultado para o problema VTP

Teorema 3.2 Seja y um cora'unia com k elementos e -Ei, E2, . . . , .EZ subc07Üurzfos de y. Se
todo elemento de Y está contido em no Tnázimo 3 dos conjuntos E\,Ea,. .. ,Et, e qualquer
coZeção de 7zo magana t c07Üuntos emITe Ei,-E2, . . . ,.Ei tem um SRD, enlâo

i; $ ;=:;${, set=2r--le

Ã $ ã-ã;:.ã, «t-''.

(3.1)

Lembramos que a coleção -Et , . . . , .Ez tem um sistema de iepiesentantes distintos se existem

elementos ei, . . . , el dois a dois distintos tais que ei C -Ei, para todo { = 1, . . . , Z. Pala provei
este teorema, oidenamos os conjuntos Ei, . . . , .Ei de modo que

l-nil = - - - = 1-EÇ1 2 3
EÇ+il ' ' ' - = 1-Ehl = 2
IEh+il = - - . = 1-Ezl = 1.

l3.2)

Definimos ainda o conjunto W := UI.h+i Ei. Sejam h, . . . ,Tk os elementos de y. Para cada
ã = 1, . . . ,q sda Xi um conjunto de tamanho IEil -- 2, diqunto de Ei U . . . U .Et, e tal que
xinxj = 0, se ã # .j. Sela Xi U . U Xç = {3/1,-..,ys}. Considere agora a coleção de

conjuntos

(.EI \ W) U X 1) , (.Eq \ H'') U X., .EÇ+t \ W. , Eü \ W, {Z/:}, , {3/,} (3.3)

Pala a prova do Teorema 3.2 precisaremos do seguinte lema

Lema 3.3 Para lodo t 2 3, se -Ei, . . . , E! fem um t-SRD, então a colação 3.g [em um (f 2)

SRD

Demonstração. Suponha que a coleção (3.3) não tenha um (t 2)-SRD. Portanto, existe
uma coleção ll de conjuntos de (3.3) tal que jlll = p, p $ t -- 2 e l U 111 $ p -- 1. Escolha ll de
forma que p seja mínimo. Então,

u nl (3.4)

De fato, suponha que jlll = p e l U íll $ p -- 2, e considere a coleção ll' := ll \ {S}, onde S

é qualquer elemento de 11. Temos que p' := lrl'l = p -- l e l u rl'l $ P 2 = p' -- 1. Porém
p' < p, o que contradiz a minimalidade de p.

Ainda, temos que

cada elemento de U ll é coberto por pelo menos dois conjuntos em ll. (3.5)

De fato, suponha que exista um elemento T de U ll tal que T seja coberto por exatamente
um conjtmto S em 11. Considere ll' := ll \ {S}. Como T é coberto somente poi S, temos que
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U ll' Ç u ll\lT}. Usando (3.4) temos quer' := jll'l = p l e IUíl'l $ jullj--l = p 2
o que contradiz a minimalidade de p.

h/mostramos em seguida que de (3.5) segue a seguinte afirmação.

P' l,

l3.6)Para cada á = 1, , q e 3 C Xi, temos que {z} € 1l + (.Ei \ W) U Xi € 11.

Suponha que {z} C 11. Claramente, z C U 11. De (3.5) temos que z pertence a mais algum
conjunto em 11. Como todo Xi é disjunto de -Et u . . U .EZ e X{ n -X.f = ü para { # .j,
temos que os únicos conjuntos da família (3.3) que contêm z são {z} e (-Eí \ W) U X{. Logo,
(Ei \ W) U Xi C 11. Analogamente, (Eí \ W) U Xi C ll implica que {n} C ll.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que

todos os co«.juntos (-EI \ W) U Xi,
(3.7)

, (-Eq \ m') U XÇ, -EÇ+i \ W:, . . . , -Eh \ W pertencem a n.

De fato, suponha (lue exista .j, l $ j $ h, tal que (Ej \ l)V) U Xj g ll (ou .Ej \ W # ll).
Considere a família e' := {-Et, . . . , .El} \ {Ej}. Como .Ei, . . . , -Ei tem um t-SRD, sabemos que
quaisquer s(s $ t) conjuntos entre -Et, . . . , .Ei cobrem pelo menos s elementos de y. Considere
s conjuntos em f' (s $ t). Estes conjuntos pertencem à coleção -Ei, . . . , .Et, portanto cobrem
pelo menos s elementos de V. Ademais, como ll não foi mudado, temos que jlll = p e
IUlll $p 1. Logo, podemosremover .Ej deEi,...,.EZ se(Ej\W)UXj g ll(ou .Dj\W # ll).

Note (lue

os conjuntos -EÜ+t, . . . , .Et são dois a dois disjuntor. (3.8)

Suponha a existência de dois conjuntos Ei.,.Ei,, h + l $ 1 < ã2 $ Z, tais que Ei. = Ei,
Como l.Ei:l = 1.ni,l = 1, concluímos que a coleção -Et, . . . ,Ei não tem um t-SRD (pois t ? 3),
o que é uma contradição.

Ainda, sem perda de generalidade, podemos supor que

(EIU U Eü) Í) W' = -Eü+i U . U -EI (3.9)

De fato, como W = U!.h+i -Ei, temos que (.EI U ' ' ' u .Eh) n w ç -Eh+i u - U -EZ. Suponha
agora que -Eh+i U .. U.EI g (.EI u . u .Ef.) n w. Então, existe TJ, l $ .j $ k, tal (lue

Tj c .Eh+i U...U.Ei = W eTj g(-Ei u 'uEh)nw, ou seja, Tj # -Ei U. .U.Eh. De(3.8)
temos que existe somente um conjunto Ei, h + l $ ã $ Z, tal que {7l} ;:: .Ei. Ainda, como

iG « .Ei U - . UEh, temos que TJ pertence a somente um conjunto de 11, o que contradiz (3.5).
Note que

h

E
i-l

s = IXi U . - - U XÇI = (l.Eil 2). (3.10)

P (3.11)

De fato, por(3.7), todos os conjuntos(-Ei \ H'') U Xt,.. . ,(Eq \ W) U Xç, -Eq+t \ W, . . . , -Eü \ W
pertencem a 11. Logo, por (3.6) concluímos que {z} C ll para todo z C Xi e { = 1, . . . ,q.

Segue imediatamente que ll é toda a coleção (3.3), ou sda, jlil = p = A + s

Além disso,
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Do fato de que ll é toda a coleção (3.3), e das afirmações (3.4) e (3.11) segue que

U(-E: \ w') l
{-1

h

u nl . (p - i) -. h l (3.12)

Agora, de (3.9) temos que

IU(.Ei n w')
/}

nw)l
á-l

(3.13)

Ainda, de (3.8) segue que
lwl - z h.

Usando (3.12), (3.13) e (3.14), temos que

(3.14)

!

iU":i
{-1

U (-Ei \ w)l +{-1
h

U(-Ei \ w')
{-1

(h - i) + lw'l

U(.Eí n w

+ IU(.Ei n w)l{-1
(3.15)

l + (z - h) i l

Ainda, por (3.5), temos que )ll:Z::i IZ. \ W'1 2 21 UZ::i (.Ei \ W)l. Usando esta inequação, o fato
de que p $ t 2, e as aÊrmações(3.14),(3.9),(3.12),(3.10) e(3.11), temos(lue

h+
h+
h+

h+

(z h)
.EÜ+lU U Zil

(-EI u -Eh) n w
h

+ )ll: l-E. n wl
{-1

h

w'l $ h + >1: 1-E:l
á-l

U(.Ei n w)l $ h
i-l
h

E i":i - E 1": \
{-l {-l

h

+ >1:(1-nil - l-Ei \ w'l)
á-l

h

- 21 U (-Ei \ w)l
{-1

h

h+

h+

h+
h+

(3.16)

2h + >1: 1-Ei - 21 -
í-l

2A + s -- 2h + 2

s+2= P+2 $t.

2(A - l)

Então, de (3.15) e (3.16) temos que l UÍ.i -Eil = Z -- l e Z $ t, o (lue contradiz o fato de que a

coleção .Ei, . . . , .EZ tem um t-SRD. n

Apresentamos a seguir a prova do Teorema 3.2.
Demonstração. (do Teorema 3.2) A prova é por indução em t. Denotamos por ç'(t) o
termo do lado direito das inequações em (3.1). Note que, como todo elemento de y está
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contido em no máximo três conjuntos de Et, . . . , -EZ, temos que

) 'l.Eil $ 3k.

Seja t = 1. Como .Et,.. .,-Ei tem uin t-SRD, temos que todo .Ei, ã = 1,... ,Z é não-vazio.
Logo, Z $ )1:l.i IEil. De (3.17) temos clue Z $ 3k, ou seja, Z/k $ 3 = p(1).

Seja t = 2. Logo, qualquer coleção de no máximo 2 conjuntos entre -Et, . . . ,.EI tem um

SRD. Portanto, .Ei # Ü, para ã - l,. . . ,Z. Ainda, a união de quaisquer 2 conjuntos entre

Ei, . . . , .Ei cobrem pelo menos 2 elementos de y. Portanto, não existem 2 conjuntos Ei: , -Ei2'
h+l Síi <i2 $z2 $ Z) tais que -Eit:=.Ei2 Logo,

L h< k.

Z

lZ

(3.17)

(3.18)

Agora, de (3.2), (3.14) e (3.17) temos que

[+h=2h+(z -h) $ >1:1.Eil+ >1: 1-Eil = >1:1.nil $ 3k.
{-l {-A+l {-l

Usando a inequação acima e (3.18), obtemos 2Z = (Z -- h) + (Z + h) $ k + 3k = 4k
Z/k $ 2

Seja agora t 2 3. Considere a coleção (3.3) de conjuntos sobre

Zh Z

. Logo,

*''' :- U z!
Note (lue

Z'=h+s e k':=lr'l=lrl lwl+s=k--lwl+s.(3.19)
Pelo Lema 3.3, temos que .DÍ, . . . , .DÍ, tem um (t -- 2)-SRD. Claramente, todo elemento de y'

está em no máximo 3 dos conjuntos .E{, . . . , .nl,. Logo, pela hipótese de indução

i' $ P(t - 2)k'

Usando a inequação acima e (3.19), concluímos que h+s $ p(t -- 2)(k -- IWI +s). Reescrevendo
essa última desigualdade obtemos

p(t 2)lwl + A (p(t - 2) - i)' $ p(t

Agora, de (3.10) e (3.17) temos que

IW'l +2h+s +2A+>ll:(l.Eít -2)
{-l í-l

2)k. (3.20)

l.Eíl 5; 3k. (3.21)

Usando (3.14), temos que

(z - h) + h
lwl(2P(t-2) í) . h(2p(t-2) i) 2lm'lP(t 2)-ln'l+2hy?ít-n-h

2P(t 2)-1 ' 2P(t 2) 1 2P(t-2) 1
P(f-2)IWl+h-P(t 2)s+.+P(t-2)IW'l-lW'l+2hP(t-2)-2h+;P(t-2) '

29(f - 2) - 1

(3.22)

ii;?i:!ãÍ.T(p(t - 2)lw'l + h (P(t i);) + €1Íl-:;li-:l(iw''l + 2h + .).
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Agora, (3.20), (3.21) e (3.22) implicam que

' : : rh,«'*-,,**âEH;* - *a 2)

2)

3

l

Logo,

Parar

[ , 49(t - 2) - 3
k ' 2P(t 2) 1

1, usando (3.23) e a hipótese de indução, temos que

(3.23)

2r

z . '1:3-
É :: qlg=

.3

.3

3
.3

3

l }:;${ - «w

Para t = 2r, usando (3.23) e a hipótese de indução, temos que

; . gÜH - uu - «'*,
D

Corolário 3.4 Seja G = (y,E) um gra/o, Zy(G) a colação dos co@untos dos uérlices de

l.d« os friánguJ« .m G, e t um inteiro posíli-. O «igo,alho HS(%v(G),t) é «m« (; + c)-

üprozimaçâo para o proa/erma VTP, onde c é inversamente proporciona/ a t.

Demonstração. Sejam h, . . . ,Tk os triângulos devolvidos pelo algoritmo HS(Zy(G),t), e
Ti', . . . ,Z7 um empacotamento máximo de Ty(G). Definimos y := {TI, . . . ,Tk}. Pala cada

á = 1,...,Z, definimos o conjunto Ei := {7líl 7j nq # 0}. Observe que todo TJ, J = 1,...,k,
está contido em no máximo três conjuntos de Et , . . . , -E!, pois os triângulos q, . . . , lrZf são dois a

dois disjuntos nos vértices. Ainda, como a solução do algoritmo HS(nv (G), t) é t-ótima, temos
que a união de quaisquer p, p $ t triângulos de TIJ, . . . , :q/ intersecta pelo menos p triângulos
de Ti , . . . , TÉ. Portanto, qualquer' coleção de no máximo f conjuntos entre -Et, . . . , Ei tem um

SRD. Pelo Teorema 3.2 temos que

ãl $ ã--ã;:.ã, «t
Z 32r--2 .
il $ ã-:ã;-:-ã, set = 2r.

n

3.3 Empacotamento de triângulos disjuntor nos vértices em
gratos com grau máximo 4

3.3.1 Introdução

Nesta seção restringimos nossa atenção aos gratos irredundantes de grau máximo 4
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Considerando que, ein ten:nos de grau, instâncias com grau máximo 4 para o problema
VTP constituem um caso difícil que está no limite entre instâncias difíceis e fáceis l71, inves-
timos uin tempo no estudo do problema VTP-4, procurando obter um algoritnlo com uma
razão de aproximação melhor. Desenvolvemos um algoritmo de aproximação pala o problema
VTP-4 cuja razão de aproximação é 3 -- ){fa + e

E fácil ver que o problema VTP num grato G pode ser reduzido ao problema de encontrar
um subconjunto de vértices independentes de cardinalidade máxima (problema MIS) no grado
de inteiseção de Zv (G). Claramente, esta é uma AP-redução: um algoiitmo de p-aproximação
para o problema MIS leva a um algoritmo de p-aproximação pala o VTP

Nesta seção descrevemos um algoritmo de aproximação, chamado de VT4t, para o pro-
blema VTP em gratos irredundantes de grau máximo 4, onde k é um parâmetro inteiro fixo.
Este algoritmo aplica no grato de entrada G algumas reduções que pieseivam a razão de
aproximação, e obtém um grato G' no qual todo triângulo intersecta no máximo 3 outros
triângulos. Em seguida, no grato de interseção de Zy'(G'), aplica o algoritmo MIS3k pala
o problema MIS em gratos de grau máximo 3. O algoiitmo MIS3k, obtido poi Chlebík e
Chlebíková j101, é uma p(k)-aproximação onde p(k) = 3 -- =ig3 + ;!;iiiÍli3. Observamos que
É)(4) é um pouco menor que 1,25; e p(k) é um pouco menor que 1,2 para k > 65. Vale notar
que o algoritmo MIS3k é essencialmente o algoritmo de Beiman e Fujito l61, mas a análise
cuidadosa feita por Chlebík e Chlebíková em j101 melhora a razão (6 + 1 ) obtida em l61

O algoritmo MIS3k aplica inicialmente reduções ao grato de entrada G' que preservam
a razão de aproximação, entre outros: .Brancas/ Reductãon - se existe um caminho uiu2u3ü4

onde u2 e t;3 têm grau 2, demove u2 e u3 do grado e insere a atesta ulu4, e SmaZZ Commátmenl
ReducfÍon - procura repetidamente um subconjunto / de Uc, tal que 1/1 $ k e / é um conjunto
independente máximo no subgraío induzido pelos vértices em .Z e seus vizinhos. Se encontrado,
/ é adicionado ao conjunto que o algoritmo MIS3k devolverá e os vértices em / e seus vizinhos
são removidos do grato G'

O algoritmo MIS3k é baseado em aumento local em duas direções. Um p-aumento local
de um conjunto independente / adiciona p vértices e retira p -- l vértices de /, de modo que o
conjunto obtido é independente. Um conjunto independente é p-ótdmo se ele não admite um
p-aumento local.

Se / é um conjunto independente no grado de entrada G', o algoritmo MIS3k iterativamente
aplica O(klog IUC,l)-aumentos em /. Quando -r se torna O(klog IUC,l)-ótimo, o algoritmo
encontra um conjunto independente máximo .r' no grato induzido poi UC' \ / (como o grau
máximo de G' é 3, todo vértice no grato G'lUC, \ .rl tem grau no máximo 2, e portanto .r' é
fácil de encontrar). Se l-r'l > 1-rl, o processo se repete com l/'l no lugar de l-rl. Caso contrário,
o algoritmo devolve .Z.

O consumo de tempo para encontrar aumentos locais é O(IUc,ln3ki'g3). Como tais au-
mentos são feitos no máximo IUC,l vezes, o tempo de execução do algoritmo MIS3t(G') é
0(IMc, 1:+;* ''g ;) .

Em todas as figuras desta seção, cada vértice quadrado é um vértice comum a dois
triângulos de G cuja união é uma borboleta. Um vértice z que é representado por um círculo
é saturado, ou sda, nenhuma outra aresta é incidente a z, além das que já estão na figura.

Introduzimos apoia alguns conceitos que utilizamos neste capítulo. Se dois triângulos Tt
e T2 de G têm um único vértice em comum e não existe outro triângulo em G que intersecta
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ambos TI e T2, dizemos que o subgrafo Ti U Te é uma barba/eÍa ein G e denotamos por
z;TIT2 o único vértice comum a h e T2. Uma coleção 't de triângulos disjuntos nos vértices
em G é laca/merzíe óÉíma em (; se {tq': T C 'r} é um empacotamento máximo da coleção
{Vr : T C ZC, T intersecta um triângulo em T}. Quando 'r = {T}, dizemos simplesmente
que o triângulo T é localmente ótimo.

(a)(b)(c)
Figura 3.1: (a) Uma borboleta. (b) Uma coleção localmente ótima. (c) Uma coleção não localmente
ótima.

3.3.2 Algoritmo de aproximação VT4k
Antes de darmos uma descrição formal do algoritmo VT4k, apresentamos as idéias básicas
desse algoritmo. Em cada iteração do algoritmo VT4k, uma coleção T Ç Zc, l7'l $ 2,
localmente ótima em G é repetidamente adicionada a .4* (solução que o algoritmo devolve)
e G é atualizado. Se G tem um triângulo 7' de grau maior que 3, o algoritmo encontra um
certo subgrafo .]] que contém T e aplica uma redução apropriada. A definição de borboleta é
crucial pois a dedução é baseada no número de triângulos em .17 que formam uma borboleta
com um triângulo fora de -H (este número é no máximo 2, como veremos na seção 3.3.3).
Também, vamos provar que, para uma co]eção 'r localmente ótima em G, a adição de 'r à
solução anual e a remoção de G dos vértices de todos os triângulos em 'r preservam a lazão
de aproximação do algoritmo VT4k. Ainda, provaremos que cada redução feita no subgraío
.17 preserva a razão de aproximação do algoritmo.

Descrevemos agora o algoiitmo VT4h em mais detalhes. Em cada iteração do algoritmo
VT4k, uma coleção 'r Ç Zc, I'rl $ 2, localmente ótima em G é repetidamente adicionada a
,4* (e G é atualizado) com o objetivo de eliminar instâncias especiais, ou seja, instâncias que
têm uma coleção localmente ótima com no máximo 2 triângulos (algumas dessas instâncias
especiais são mostradas na Figura 3.2). Fazendo isto, como vamos vel na seção 3.3.3, restam
somente algumas poucas instâncias gerais que têm uma estrutura similar.

Se G ainda contém um triângulo T de grau maior que 3, o algoritmo encontra um subgraío
.f7 definido como um subgrafo maximal conexo irredundante de G que contém T e não contém
nenhuma borboleta. Explorando a estrutura do grato G irredundante de grau máximo 4, e
usando o fato de que G não contém nenhuma coleção I'rl, I'rl $ 2, localmente ótima em
G (caso contrário, ela seita adicionada à solução do algoritmo na primeira etapa), podemos
provar que tal grato .H tem uma estrutura muito específica. Mais precisamente, o número de
triângulos T' em TX para os quais existe um triângulo em ZC \ ZH que forma uma borboleta
com T' em G é no máximo 2. Além disso, .17 é isomorfo a um dos gratos da Figura 3.16.
Ressaltamos porém que, o subgrafo H pode ser encontrado sem fazei uma busca exaustiva de
subgrafos isomorfos aos da Figura 3.16.
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(bl (.)

Figura 3.2: Exemplos das instâncias que têm uma coleção 'r localmente ótima com no máximo dois
triângulos (os triângulos marcados estão em T, e cada vértice quadrado é comum a dois triângulos em
G cuja união é uma borboleta). Os gratos (c), (d) e (e) são componentes de G.

(.)(d)

Explicamos agora o comportamento do algoiitmo em cada possível caso do subgraío -H.
Se o subgrafo -H tem dois triângulos T' e T" que formam uma borboleta com um triângulo

que não está em H, então, como provaremos na seção 3.3.3, -H é isomorfo a um dos gratos (a),
(b) ou (c) da Figura 3.16. Em todos esses casos o algoritmo executa a dedução apropriada.
Devido à estrutura especial do grado -H, o algoritmo é capaz de decidir rapidamente se existe
uma coleção 'r Ç Zx, I'rl > 2, localmente ótima em G. Se tal coleção existe, a redução
adiciona 'r a .4* e atualiza G. Caso contrário, o algoritmo reduz -H de modo que no grato
deduzido os triângulos obtidos pela redução têm grau no máximo 3. O algoritmo decide
qual destas reduções aplicar comparando as cardinalidades dos empacotamentos máximos de
ZV(-H) em casos quando ambos T' e 7'" estão no empacotamento, quando exatamente um
deles está no empacotamento, e quando nenhum deles está no empacotamento. Pala dar uma
intuição das reduções, apresentamos alguns exemplos nas Figuras 3.3 e 3.4.

(a)(b)
Figura 3.3: Exemplos do grifo # obtido no algoritmo VT4# (-H é o grafo com arestas cheias). T'
(resp. T") é um triângulo de H que forma uma borboleta com um triângulo T' (resp. T") que não
está em H. Note que possivelmente T' = T". (a) A coleção {TI,T4,T7} de nv(H) é localmente ótima
em G. (b) A coleção {T', T3,T"} de nv(H) é localmente ótima em G.

:T/'
8

Note (lue pala o exemp]o da Figura 3.3(a), os empacotamentos máximos de Ty(.1]) em
todos os casos possíveis (quando ambos T', T" estão no empacotamento, quando exatamente
um deles está no empacotamento, e quando nenhum deles está no empacotamento) têm a
mesma cardinalidade. Observe, ainda, que esses empacotamentos podem ser encontrados



CAPITUL03. EMPACOTANIENTO DE TRIÂNGULOS DISJUNTOS NOS VÉRTICES 19

facilmente. Por exemplo, um empacotamento máximo de Ty(-11) no caso em que 7'' está no
empacotamento e 7'" não está no empacotamento pode ser obtido tomando-se o triângulo 7'',
o triângulo Ta (que é localmente ótimo em H ur«f« e o triângulo ZÕ (que é localmente
ótimo eln H -- ur«f« VT3). Provaremos que neste caso um empacotamento máximo de
nV(H) que não contém T' nem T" é uma coleção localmente ótima em G (no exemplo, este
empacotamento é {Ti,T4,T7}).

A Figura 3.3(b) mostra um caso para o qual T' = 7'" e os empacotamentos máximos de
ny(-H) não são de mesma caidinalidade nos três seguintes casos: quando ambos 7'' e T" estão
no empacotamento, quando exatamente um deles está no empacotamento, e quando nenhum
deles está no empacotamento. Provaremos que neste caso uin empacotamento máximo de
Zy(H) que contém ambos T' e 7'" é uma coleção localmente ótima em G (no exemplo, este
empacotamento é {7'',T3,T }).

Quanto ao exemplo da Figura 3.4, comparando os empacotamentos máximos de Zy (.Zlí) em
todos os casos possíveis (quando ambos 7'' e 7'" estão no empacotamento, quando exatamente
um deles está no empacotamento, e quando nenhum deles está no empacotamento), notamos
o seguinte. Mesmo que os empacotamentos em (c) e (e) tenham a mesma caidinalidade,
a solução em (e) é "melhor solução" que a solução em (c) (pois se escolhermos {T',ZS}
para incluirmos na solução final, precisamos omitir o triângulo 7'', o que não é o caso se
escolhermos {Tt, TÓ} para incluirmos na solução final do algoiitmo). Similarmente, mesmo
que os empacotamentos em (d) e (e) sejam de mesmo tamanho, incluir {Ti,TÓ} é melhor que
incluir {Ti,T"} na solução final. Portanto, é sempre bom escolher {T',Za,T } ou {TI,T4}
je incluí-los na solução final do algoiitmo). Entretanto, não sabemos qual dos dois é melhor
globalmente. Portanto, aplicamos Redução l(-H) , ou seja, substituímos todos os triângulos de
.fl, exceto T' e T", poi um novo triângulo TX . Aplicamos a redução para eliminar os triângulos
de grau maior que 3, isto é, para podermos aplicar o algoritmo MIS3k. Como vamos ver na
seção 3.3.3, essa redução preserva a razão de aproximação do algoritmo.

Se o subgrafo -H tem somente um triângulo T' tal que existe um triângulo em ZC \ ZH que
coima uma borboleta com T' em G, então, como vamos provar na seção 3.3.3, H é isomorfo
ao grato da Figura 3.16(d). Além disso, GlyXI é uma componente de G. Observe que para o
grato Clt/XI é fácil encontiai um empacotamento máximo: tome T', Ta, Z6, T9, etc. Note que
T' é localmente ótimo em -H, T3 é localmente ótimo em H t,b,, ZÕ é localmente ótimo em
n Vr, -- VZX, etc.

Se, no entanto, .H não tem nenhum triângulo T' que forma uma borboleta com um
triângulo em ZC \ ZW, então -H é isomorfo ao grato da Figura 3.16(e): Ademais, todo vértice
tem grau 4, e portanto, GlyWI é uma componente de G. Note que se T é um triângulo em -H,
então -H -- y,f é isomorfo ao grato das arestas cheias mostrado na Figura 3.16(d). Mostraiemos,
portanto, que uma solução ótima do grato .H isomorfo ao grato da Figura 3.16(e) pode ser
obtido tomando-se qualquer triângulo T de -H e uma solução ótima de -H -- Vf. Esta última
pode ser construída da mesma forma como fizemos para o grato da Figura 3.16(d).

Repetimos as iterações enquanto existe um ti'iângulo em G com grau maior que 3. Quando
não existe mais tal triângulo, aplicamos o algoritmo MIS3x; no grato de interseção de Zc
Finalmente, pala cada aplicação (em ordem ieversa) de Redução(-H), fazemos Restauração(-H),
ou seja, adicionamos os triângulos apropriados de .f7 à solução final do algoritmo (veja o
exemplo da Figura 3.4).
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(.)

(.) (i)

(d) (j)

(.) (k)

Figura 3.4: (a) Exemplo de um grato .ll obtido no algoritmo VT4k (.lí é o grafo com arestas cheias). T' UT'
e T" U i;" são borboletas em G. Dependendo se T', T" estão ou não num empacotamento máximo de Tv (.llr),
temos um dos casos(b),(c),(d) ou(e).(b) {T',Ta,T } é um empacotamento máximo de Tv(H) que contém
T' e 7'". (c) {T',Ts} é um empacotamento máximo de Tv(H) que contém T' mas não T". (d) {Tt,T"} é um
empacotamento máximo de nv(H) que contém T" mas não T'. (e) {Ti,T4} é um empacotamento máximo
de Zv(H) que não contém T' nem T". (f) e (g) representam Redução l(H): ela substitui todos os triângulos
de .f/, exceto T' e 7'", por um novo triângulo ll'w. (h) Se 7", T" estão na solução do algoritmo antes da
aplicação de Restauração(H), então o procedimento Restauração(#) adiciona Ta à solução final. (i) Se T' está
na solução do algoritmo antes da aplicação de Restauração(J7), mas T" não, então este procedimento adiciona
Ts à solução final. (j) Semelhante ao caso (i). (k) Se Tw está na solução do algoritmo antes da aplicação de
Restauração(H), então o procedimento Restauração(H) remove TH da solução e adiciona Ti e T4 à solução.

(g)(f)
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Apiesentanlos agora um pseudocódigo do algoritmo VT4A;

Algoritmo VT4A;
Entrada: Um grato G irredundante de grau máximo 4.
1 .4* +.-. ü
2 EnQUAnro existe um triângulo em (7 com grau maior que 3
3 FAÇA ENQUANTO existe T C Tc, lrl < 2, localmente ótimo em (;
4 FAÇA .4ceita('T)
5 SE existe um triângulo T C ZC com dc(T) >3
6 ENTÃO -H {--- subgrafo maximal conexo irredundante de G que
7 contém T e não contém nenhuma borboleta
8 -Bzr +- {7'' É: ZH : existe um triângulo em ZC \ZX
9 que forma uma borboleta com T' em G}
10 SE l.BXI
11 é igual a 2: Redução(-H)
12 é igual a 1: Sola +.-. ..4dofa(-H), ,4* +- .4* U Sola
13 é igual a 0: tome um triângulo T em Zx,
14 SOIR +- {7'} U .4dofa(-H -- yf), Á* +'-' .4* U Sola
15 SE G # Ü EnTÃo .4* +.- ,4* U MIS3t(grato de interseção de Zc)
16 PARA cada aplicação (em ordem reverso) de Redução(n) FAÇA Restauração(-H)
17 DEVOLVA .4+

Descrevemos em seguida cada procedimento do algoritmo em mais detalhes.

1. .4ceáfa('r): Adicione 'r a .4*, e remova os vértices de todos os triângulos em T do
grato G. (O algoritmo executa .Aceita(T) não somente na linha 4, mas também em
Redução(-H). Vamos ver mais adiante que o algoritmo executa .Aceita('D somente se a
coleção 'r é localme«te ótima.)

2

3

Ádota(-11): Faça € := 0. Enquanto .H # ü, encontre um triângulo T localmente ótimo
em .H, adicione T a € e remova Vr de H. Devolva f. (Referimc-nos a .4dofa(.H) como
sendo o conjunto € devolvido por esse procedimento.)

Redução(.ZI): dado um grato -H como definido no algoritmo, com l-aHI = 2, este pro-
cedimento reduz .17 de modo que no grato reduzido os triângulos obtidos pela redução
têm grau no máximo 3 (no caso da aplicação de Redução l(.H) ou Redução2(.H)), ou
adiciona alguns triângulos de -H a .4* e atualiza o grato (isto é, executa .Aceita('0, para
um 'r Ç ZH). Mais formalmente, o procedimento Redução(.#) é o seguinte.
Soam T',T" C Z?H e T',T" C ZC\ZX tais que T' U 7'' e T" U T" são borboletas em G
(possivelmente T' = 7'"). Considere os conjuntos:

SOIR,r«: {7'',7'"lU.AdOt.(-H-VT, -VT«), SOLA,P' : U.AdOt«(H-VT, Ur«f«),
So[Pr« := {7'"lU.4dofa(-H-- Vr« -t;l..,,f,), So]7'P' := .4dofa(-H-ur,f, f«)

Veremos na seção 3.3.3 que Soir,r« é um empacotamento máximo de Zv(-H) que contém
T' e 7'", Sola.,F' é um empacotamento máximo de nv(-H) que contém T' mas não T"
etc

)
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(-)

(b)

(.)

Se Isola,r« l = Isola,7« l = ISol?,r« l = ISol?,7« l então aplique .Aceála(So17'T«). Veja
a Figura 3.3(a).
Se a igualdade em (a) não está satisfeita e 7'' = T" então apli(lue .4ceáfa(Soir,r«).
Veja a Figura 3.3(b).
Se Isola,r«l - l = ISoLa,T«l :: Isola'r«l :: ISolPF«l e T' # T" então aplique
Red«ção l(H) :

G +- (G - (.E#\lET. U ET«})) U TH ,

onde Tw := lu',w,u/'l, w é um vértice novo, u' é qualquer vértice de T' diferente
de ua.,f,, e u" é qualquer- vértice de T" diíeiente de ua.«f«. Portanto, -Redução l(H)
substitui todos os triângulos de .fJ, exceto T' e T", por um novo triângulo TH que
induz uma borboleta com T' e com T" no grato reduzido (veja as Figuras 3.4 (f)
e (g)). Provaremos que T' e 7'" são diquntos, ou seja, Reduçâol(-H) está bem
definida.

Se Isola,r«l = ISoLa,F'l = ISo17P]..,,l := ISo17'7«l + l e 7'' # T", então aplique

R.d«Ção 2(H) :
(d)

G +- (c -Dx) u :rl u rB ,
onde rb := lul../?,,wt,wl, râ := lw)w2)uT«f;rfl e wl, w, to2 são vértices novos
Logo, esta redução substitui todos os triângulos de .H por dois triângulos novos
rb e {r.ã, tais que rb induz uma borboleta com :r% e com T'; e ll'2 induz uma
borboleta com T" e com r.b no grato reduzido.

4. Restauração(-#): Se a redução aplicada a H foi Redução l(#) ou J?Caução 2(H), então
o procedimento Restauração(-H) adiciona os triângulos apropriados de .ll a .4*

(a) Se a redução aplicada a -H foi Reduçãol(-H), então se TX pertence a .4* antes
da aplicação de Resfau7ação(-H), este procedimento demove TX de Á* e adiciona o
conjunto SolPP' a ele (este conjunto foi computado no procedimento Redução(-H));
se T',T" C .4*, então .4* +.-. .4* U Soir,r«; se T' € .4*, T" # .,4*, então .4* +-
.4* U Sol.r,F'; e se T' g .4*, T" € .4*, então .4* +- .4* U Sol?r« (veja a Figura 3.4)

(b) Se a redução aplicada a -H foi Redução 2(-H), então se T'i pertence a .4* antes da
aplicação de Reslauraçâo(-H), este procedimento adiciona Soir,F' a .4* e remove
r.b; se :r% C .4*, então adiciona So17P7.,, a .4* e remove :r%; e se rb,Z.â g ..4 ,
então adiciona SolWP« a .4*

3.3.3 Desempenho do algoritmo VT4É;

Observamos inicialmente o seguinte fato sobre o grato -Z7 definido na linha 6 do algoiitmo
VT4k

Se ,llí não contém borboletas, e Ti , T2 são triângulos de .H que têm somente um
vértice z em comum, então existe pelo menos uma aresta de -H com um extremo
em Vr. \ {,} e out« em VT2 \ {,}.

(3.24)

Isso vale pois o grau máximo 4 já foi atingido no vértice z
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Lema 3.5 Para cada áleração do aZgorátnzo VT4t para a qual a corzdáção da ZÍnha 5 está
satis/Cala, se IBXI = 2, então os tr ánguios em -BH são di©unfos.

Demonstração. Seja G o grato na linha 5 do algoritmo VT4t, H o subgrafo de G (como defi-
nido na linha 6) com l.BH 1 = 2, e T', 7'", 7'', T" como definidos no procedimento Redução(H).

Suponha que ]VP, n }Trr] :: 2, e que VT' n tq.« = {z,Z/].. Se :r' := T", então 7'' U :r/ não
é uma borboleta em G, uma contradição (veja a Figura 3.5(a)). Logo, 7'' # T/'. Dos fatos
que t;r,,f, e ur«f« já têm grau 4, T' U T' (resp. T" U T") é uma borboleta em G e A(G) - 4,
concluímos que existe no máximo mais um triângulo em G que intersecta z ou 3/, a saber, o
triângu[o ]z,Z/, z]. Note que apoia z e y têm grau 4. Como -H não contém borbo]etas, ]z, y, z]
é o único triângulo de .lí que contém z (note que z pode ser um vértice na interseção de
dois triângulos que formam uma borboleta). Mostramos portanto que .llí contém T', 7'" e no
máximo mais um triângulo lz,Z/, zl (veja a Figura 3.5(b)). Mas isso implica que -H não tem
um triângulo T com da(T) > 3, uma contradição.

(.) (b) (.)
u7'«f"

Figura 3.5: Os triângulos em -BW não se intersectam

Suponha agora que T' e T" têm somente um vértice em comum. Similarmente como
acima, temos que T' # T". Se T' = {u7.,f,,z,z]. e T" = {uP«f«,z,y}, como t;r,f, e ur«f«
já têm grau 4, usando o fato (3.24), temos que zy C -Ex. Agora, dos fatos que -Zií tem um
triângulo T com dc(T) > 3, z tem grau 4 e A(G) = 4, concluímos que existe no máximo um
triângulo em G (lue intersecta z ou y, a saber, o triângulo lz, Z/,pl (veja a Figura 3.5(c)). Mas
apoia, ambos z e 3/ têm grau 4 e in,y,zl é localmente ótimo em G. Portanto, o algoritmo
teria aplicado 4ceáfa(lz, 3/, zl) na linha 4, e novamente temos uma contradição. []

Corolário 3.6 0 procedimento -Redução l(H) está bem de$nido e não cMa nodos triângulos
em G escuto Tn.

Demonstração. Segue diretamente do Lema 3.5. D

Observamos ainda que -Redução 2(.17) não aia novos triângulos em G, exceto T'i
DOIS 7'':# 7'''

É fácil ver que após a execução de Redução l(-H) ou Redução2(-H), o grato obtido ainda
tem grau máximo 4 e é inedundante. Mostiaremos que todas as outras reduções aplicadas
no algoritmo consistem em adicionar a ,4* uma coleção 'r localmente ótima em G e demover
de G os vértices de todos os triângulos em 'r. Portanto, as propriedades estruturais do grato
de enfiada (grau máximo 4 e irredundância) são mantidas em cada iteração.
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Além disso, observamos que

pala cada iteração do algoritmo para a qual existe um triângulo em G coJn
grau maior que 3, onde G é o grato na linha 5, não existe nenhuma coleção T,
lrl $ 2, localmente ótima em G.

(3.25)

Caso contrário, é claro que o algoritmo aplicaria .Aceita('r) na linha 4

Lema 3.7 .Em cadrz áteração do aigoráfmo VT4k, lemos que dG(3ç) 2 3 para todo n C yW,
onde lí é o grato na lamba 6.

Demonstração. Suponha que H tenha um vértice z com dG(z) = 2. Seja T o triângulo em
.17 que contém z. Se somente um triângulo de G fosse adjacente a T, então T seria localmente
ótimo em G, uma contradição com (3.25). Portanto, dc(7') 2 2. Se existem dois triâgulos Tt
e T2 disjuntos nos vértices que intersectam T, então T U TI e T U T2 são borboletas em G,
ou sqa, -17 :: T, o que é impossível, pois -H tem um triângulo com grau maior que 3 em G.
Portanto, os triângulos que têm um vértice em comum com T se intersectam dois a dois, isto
é, T é localmente ótimo em G, o que contradiz (3.25). []

Teorema 3.8 Em cada geração do aZgoríímo VT4k, ferrzos gue l-Bxl $ 2

Demonstração. Suponha que -BX # 0 e considere 7' um triângulo em -B#. Pela definição
de .B#, o triângulo T forma uma boi'boleto com um triângulo T g Zx.

Se dH(7') = 4, então usando os fatos de (lue A(G) = 4 e T U T é uma borboleta em G,
concluímos que o subgraío -H induzido pelo triângulo 7' e pelos triângulos de -H que intersectam
T é isomorfo ao grato da Figura 3.6(a). Note que y e z são saturados. Ademais, como
A(G) = 4, o vértice t (resp. m) do grato mostrado na Figura 3.6(a) não está na interseção
de dois triângulos que formam uma borboleta em G. Logo, se -H é isomorfo ao grato da
Figura 3.6(a), então ly, t, wl é localmente ótimo em G, o que contradiz (3.25). Portanto, como
urf, 3/ e z já são saturados, existe um vértice p adjacente a t e w. Note que agora t e w são
saturados também. Do Lema 3.7 segue que dc(p) 2 3, ou seja, o triângulo if,p,tol também
está em BX, e portanto l.BXI = 2. Observe que .17 é isomorfo ao grado da Figura 3.6(b).

(a) (b)

Figura 3.6: Os possíveis casos quando dx(T) 4

Se, entretanto, dx(T) = 3, então como a.(G) = 4 e 7' U T é uma borboleta em G,
o subgraío de -H induzido pelo triângulo T e pelos triângulos de -H que intersectam T é
isomorfo ao grato da Figura 3.7(a) (note que Z/, p e z são saturados). Se .17 é isomorfo ao
grato da Figura 3.7(a), então IZ/,p, zl é localmente ótimo em G, uma contradição. Portanto,
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t«, C .EH. Se dc(t) = dG(w) = 3, então it,p,t«l é localmente ótimo em G, novamente uma
contradição. Logo, existe um vértice ! adjacente a t e a w. Note que agora t e w são saturados
também. Do Lema 3.7 segue que dc(/) 2 3, isto é, o triângulo it, Z, ml também pertence a -BH,
e portanto IBHI = 2. Observe que -lií é isomorfo ao grato da Figura 3.7(b).

ty

"M -( 7'
Z 'to

(*) (b)

Figura 3.7: Os possíveis casos quando dH(T) 3

Se dK(T) = 2 e o subgrafo de H induzido pelo triângulo T e pelos triângulos de .17 que
intersectam T é isomorfo ao grato da Figura 3.8(a), então claramente fm g -EX. Além disso,
T UT é uma borboleta em G e uZ.f, z, g/ são saturados. Logo, do Lema 3.7 temos que ly, t, zl
(resp. IZ/,m,zl) forma uma borboleta com um triângulo que não está em .17, com o vértice t
(resp. w) na interseção dos triângulos que formam tal borboleta. Portanto, da deÊnição de .H,
segue que neste caso H é isomorfo ao grato da Figura 3.8(a). Mas então -Z7 não tem nenhum
triângulo de grau maior que 3 em G, uma conta'adição. Logo, o subgrafo de -Zií induzido poi
T e pelos triângulos de -17 que intersectam T é isomorío ao grato da Figura 3.8(b).

y

U T

Z 'tu

(a) (b)

Figura 3.8: Se dm(T) = 2, o subgrafo de -H induzido por T e pelos triângulos de Jlr que intersectam T
não é isomorfo ao grato em (a), mas ao grato em (b). Em (b), o vértice y é saturado, pois dK(T) = 2.

Agora, como T U T é uma borboleta em G, A(G) = 4, G é irredundante e -H não contém
borboletas, temos as seguintes duas possibilidades.

e .H é isomorfo ao grato da Figura 3.9(a). Note que .17 pode ter um número par ou ímpar
de triângu]os (a configuração do grato .f] com número par de triângulos é similar à do
grato da Figura 3.9(a)). Como .f7 tem um triângulo com grau em G maior que 3, o grato
H tem pelo menos 7 vértices. Ademais, pelo Lema 3.7, dG(g) 2 3, ou seja, l-Bxl = 2
para esse grato.

e H é isomorfo ao grato da Figura 3.9(b) (linhas cheias indicam ai'estas em -H). Note que
.l] pode ter número par ou ímpar de triângulos (a configuração do grato .EÍ com número
par de triângulos é similar à do grato da Figura 3.9(b)). Observe ainda que zy # Ea e
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z.
(») jb)

Figura 3.9: Configurações possíveis quando dx(T) = 2. Em (a), l-BKI = 2 e o grato H tem pelo menos
7 vértices. Em (b), as linhas cheias indicam arestas em H. O grato (b) tem pelo menos 9 vértices,
G[VX] é uma componente de G, z3/ não é aresta de (; e ].BH] = 1.

que 7' forma uma borboleta com o triângulo lu7.f, z, zl. Mostramos em seguida que

GlyXI é uma componente de G. (3.26)

Suponha que (3.26) não ocorra. Como todos os vértices do grato da Figura 3.9(b) têm
grau 4 em G, exceto z e 3/, então existe um vértice w g yX tal que, sem perda de
generalidade, zm C -Ea. Da limitação do grau dos vértices do grato e o fato de que
z3/ g -Ea, concluímos que içm não é aresta de nenhum triângulo, uma contradição. Logo,
a afirmação (3.26) é válida. Temos então que lyH1 2 9 (caso contrário, n teria uma
coleção 'r, lrl 5; 2, localmente ótima em G). Note ainda que l-BWI = 1.

Provámos portanto que l-BHI $ 2 em todos os casos possíveis. D

].ema 3.9 Enz cada áteração do algorílmo VT4k, se .BH = 0 então d (aç) 2 3 para cada

z C yW e -H é urrza componente de G.

Demonstração. Suponha que exista z € yH com dH(g) = 2. Então o Lema 3.7 implica
que existe uma aresta zw que não está em EX. Do fato que G é irrldundante, temos que
nm é atesta de um triângulo T C ZC \ ZX. Como .BK = ü, então 7' não induz nenhuma
borboleta com um triângulo de .17. Além disso, z está em yX e portanto, pela definição de H,
temos que T C ZW, uma contradição. Similarmente, temos que -H é uma componente de G. O

Teorema 3.10 Para cada {feração do algorãtmo VT4t, se l.eXI $ 1, então (7lyxl é urrza
componente de G e Sola é uma solução ótÍma nessa componente ronde Sola é o cotÜunfa
como de$nido nas JãnAas 12 e 13 do aigoriZmo VT4k).

Demonstração. Como vimos na prova do Teorema 3.8, se l-BXI = 1, então -H é isomoifo ao
grato da Figura 3.9(b) e GlyXI é uma componente de G. Note que neste caso .Adora(-H) é um
empacotamento de Zy(-H) que cobre todos os vértices de grato -H, exceto no máximo dois, e
portanto .4dota(-H) é uma solução Ótima no componente GlyHI.

Suponha agora que BX :: 0. Do Lema 3.9, segue que .17 é uma componente de G, e
portanto lyH1 2 9 (caso contrário, G teria uma coleção 'r, I'rl $ 2, localmente ótima).
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Se cada par de triângulos ein -H tem dois vértices em comum, então H é isomorfo ao grato
da Figura 3.10. Portanto, -17 não tem nenhum triângulo T com da(T) > 3, uma contradição.

Figura 3.10: O caso em que todo par de triângulos em .IJ tem dois vértices em comum não é possível

Sejam então Ti ;:: lz,3/,zl e Z2 ' lz,t,rl triângulos em .f7 com somente um vértice em
comum. Como .H não tem borboletas, usando o fato (3.24), podemos supor, sem perda de
generalidade, que 3/t C .EX. Agora, temos as seguintes possibilidades.

(i) rz C .EX. Como IVHI > 5, usando a limitação do grau dos vértices do grato e o fato
de que o grato é iriedundante, temos que existe um vértice p adjacente a, sem perda
de generalidade, 3/ e a z. Do Lema 3.9, temos que dx(p) 2 3. Portanto, como .ll
é irredundante e não tem borboletas, e z, y, z já são saturados, segue que pt C EX ou
pr C -EX. Se ambos pt e pr são arestas de .H, então todos os vértices de .]] são saturados,
e lyXI $ 8, uma contradição com o fato de que IVX1 2 9. Se, no entanto, pt € -E#,
pr # -EH (veja a Figura 3.11) então não existe um vértice k adjacente a r ou a p. De fato,
suponha que exista um novo véi tece k tal que, sem perda de generalidade, rk C -Ea. Da
limitação do grau dos vértices e do fato de que pr g -E#, segue que rA não é aresta de
nenhum triângulo, uma contradição. Portanto, novamente, lyWI $ 8, uma contradição.
Similarmente se pt g .EX, pr € Ex.

Figura 3.11: O grato # quando rz,pt estão em -EX, e m' não está em EH. As linhas tracdadas não
podem ser arestas de .E/.

(ii) rz g .EH, r3/ C -EX. Se tz C -Ex, então claramente n, y, t são saturados. Como rz g .DX,
similarmente como acima, concluímos que não existe vértice k adjacente a r ou a z.
Portanto, .17 é isomorfo ao grato da Figura 3.12(a) e lyHI $ 8, uma contradição. Se,
entretanto, tz # -EX, então de (3.25) temos que IVXI > 5. Então, como tz,rz « .EX,
o único jeito de expandir o grato é poi um novo vértice w adjacente a [ e a r. Agora,
do Lema 3.9, temos que dH(z) 2 3 e dH(m) 2 3. Como z,y,r,t já são saturados, a
única possíve[ configuração de /] é mostrada na Figura 3.12(b). Mas então -H tem uma
borboleta lr, t, ml U lw, k, zl, uma contradição.
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\

\

\

Ü Ü
ZZ

(b)

Figura 3.12: Os casos em que rz não está em EX, e rg/ está em EX

(üi) rz,ry # EX, tz C . Note que este caso é equivalente ao caso (ii) quando tz g .EX
(iv) rz, rg/,tz g .Ex

(1) Existe um vértice p adjacente a t e a y em -H. Como z,Z/,t são saturados, do
Lema 3.9 e do fato de que -lí não tem borboletas, temos que rp,pz C .E#, e então
novamente IVH l $ 8, uma contradição (veja a Figura 3.13).

Figura 3.13: O caso em que rz, r3/, tz não são arestas de .llí e existe um vértice p adjacente a t e a 3/
em.lií

(2) Não existe vértice adjacente a t e a g/ em -H. Como lyH 1 > 5, existe um vértice p ad-
jacente a, sem perda de generalidade, Z/ e a z. Como o caso (i) não é possível, temos
que tp g -EX. De fato, se tp C -Ex, teríamos um grado (o grato da Figura 3.14(a)
induzido pelos vértices iç, y, z, t,p) isomorfo ao grato da Figura 3.11 induzido pelos
vértices z, 3/, z, t, r (o que é, como provámos, impossível).

(a) (b)

Figura 3.14: Casos em que rz,ry, tz não são arestas de .llí e não existe vértice adjacente a t e a g em
H

Suponha agora que não exista nenhum vértice adjacente a ambos p e z, ou adjacente
a ambos r e t. Então, do Lema 3.9 e do fato de que tp, rz # -EH, segue que pr C .BX.
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Como .]] é irredundante e tp,rz g Ex, concluímos que existe um triângulo b,r,ZI
em -H que contém a aresta pr. Agora, nossa hipótese (de que não existe vértice
adjacente a ambos p e z, ou adjacente a ambos r e t) implica que Zf,Zz g EX, e
portanto o grato n tem uma borboleta lr,p,ZI U lr,t,zl (veja a Figura 3.14(b)),
uma contradição. Concluímos portanto que existe um vértice Z adjacente a, sem
perda de generalidade, p e a z (Figura 3.15(a)).

(a)(b)
Um grafo # que tem o grafo em (a) como subgrafo e satisfaz BKFigura 3.15

grato em (b)

0 é isomorfo ao

Note que o grato .llí que tem o grato na Figura 3.15(a) como subgrafo e satis-
faz .BX = 0 é isomorfo ao grado da Figura 3.15(b). Observe que .H pode tei um
número pai ou ímpar de triângulos (a configuração do grado .ll com número par de
ti-iângulos é similar à grato da Figura 3.15(b)). Como todos os vértices nesse grato
são saturados, -H é uma componente de G, e portanto lyX1 2 9 (caso contrário, .]]
teria uma coleção 'r, lrl $ 2, localmente ótima em G). Observe que, se T é um
triângulo em .27, então .ZI -- 1,% é isomorfo ao grato com linhas cheias mostrado na
Figura 3.9(b) (mas agora com pelo menos 6 vértices). Portanto, .4dofa(-H -- }%)
é um empacotamento de triângulos disjuntor nos vértices em -H -- yf; que cobre
todos os vértices de -H yP, exceto no máximo dois. Como lyXI = lyx 1%;l + 3,
temos que T U .Adora(n -- }%) é uma solução ótima em #. O

Corolário 3.11 Em cada {feração do aZgoMtmo VT4k, o gra/o -H é ásom07:/o a um dos gra/os
na Figura 3.16.

Demonstração. Segue das provas dos Teoremas 3.8 e 3.10. D

Teorema 3.12 Se 'r é uma colação /ocalmenfe ótima em G, então .Aceita('r) preserva a

razão de aprozãmação do aZgorílmo VT4k.

Demonstração. Notamos, inicialmente, que existe um empacotamento máximo de Zv(G)
que contém T. De fato, se um empacotamento máximo de %y(G) não contém 'r, podemos
substituir os triângulos que intersectam algum triângulo em 'r, pelos triângulos de 'r. Logo,
pala G' := G -- Urc.r Vr temos opt(G') ? opt(G) -- I'rl. Portanto, se um empacotamento .4
de Tv(G') satisfaz opt(G') $ pl.41 (com p 2 1), então opt(G) $ opt(G') + I'rl $ pl.41 + 1'rl $

aplHuTI
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(a) (b) (.)

Figura 3.16: Possíveis configurações do grafo -llí. Cada vértice quadrado é comum a dois triângulos
de G cuja união é uma borboleta. O grato (c) tem pelo menos 7 vértices. Os grafos (d) e (e) têm pelo
menos 9 vértices e GIVHI é uma componente de G (em (d) zy não é aresta de G. As linhas pontilhadas
indicam arestas que estão em .Ea, mas não em EH). Note que, em (d), T' induz uma borboleta com
o triângulo ]ur,f,,z,z]. Em (c), (d) e (e), H pode ter um número par ou ímpar de triâ.ngulos (a
configuração do grato -llr com número par de triângulos é similar ao grifo mostrado nesta figura).

(.)(d) e

Corolário 3.13 Se T é uma colação localmente ótáma em um g7a/o G e .4 é um empaco-

tamenfo mázdmo de triângulos d syurztos nos uértÍces em G -- Urc7- 1%, então .4 U T é um
'mp«.f«mento «.á,{mo d. nv(G).

Demonstração. Segue diretamente da prova do Teorema 3.12 (tome p 1) D

Teorema 3.14 Redução(n) preserva a razão de aproximação do algorilmo VT4k

Demonstração. Considere qualquer iteração do algoritmo para a qual existe um triângulo
em G com grau maior que 3 (onde G é o grato na linha 5) e l.eHI = 2. Então -H é um dos
gratos da Figura 3.16(a), (b) ou (c). Note que

se K' é qualquer um dos gratos -H Vr, -- V7,«, .H Vr, -- ua.«f,,, -H I'q'"
H -- ur,f, -- tJr«f«, então .Adora(K) é um empacotamento máximo de Zy(-K).

(3.27)

Conseqüentemente, Soir,r« é um empacotamento máximo de ny(.H) que contém T' e T",
Soh,p, é um empacotamento máximo de Zy(-H') que contém T' mas não T", etc. Ademais,
para .H isomorfo a a]gum dos grados da Figura 3.16(a), (b) ou (c), as igua]dades listadas
na definição da -Redução(-H) cobrem todas as possíveis relações entre as cardinalidades dos
conjuntos Soir,7.«, Sola,7«, Soh,7.,, e So17,F' .

Suponha que a igualdade em 3(a) seja satisfeita. Da definição do grato -H e do fato de
que T' U T' (resp. T" U T") é uma borboleta em G, concluímos que os triângulos em -17 que
têm um vértice em comum com T' (resp. T") se intersectam dois a dois. Além disso, vimos
que T' e T" são disjuntos, e conseqüentemente, {7'', T"} é localmente ótimo em H. Logo, da
afirmação (3.27) (tome -K = H -- Vr, -- Vr«) e do Corolário 3.13, segue que Soir,r« é um empa-

cotamento máximo de %y(H). Como Isola,r« l = ISol?T« 1, então SolFF' é também um empa-
cotamento máximo de Ty(.1]). Note que {7' C Zc : T intersecta um triângulo em SolpF',} Ç



CAPITUL03. EMPACOTAMENTO DE TRIÂNGULOS DISJUNTOS NOS VEliTICES 31

TH. Além disso, Zw Ç {T C ZC : 7' intersecta um triângulo em Soir'F,,}, pois, caso contrário,
Solo,;F« não seria um empacotamento máximo de Zy(H). Segue que Solpp' é localmente
ótimo ein G, e pelo Teorema 3.12, .Aceita.(So17'7«) preserva a razão de aproximação do algo-

Suponha agora que a igualdade em 3(a) não é satisfeita e que 7'' = T". Seja Á um empaccF
Lamento máximo de Zy(H U7''). Se T' C .4, então dai'amente, l.41 = Isola,7«l + 1; se T' g .4,
então l.41 = Isola,r«l (pois Isola..,r'l, Isolar«l, ISolPF',l $ 1Solr,r«l). A igualdade em 3(a)
não é satisfeita, ou sqa, uma das igualdades em 3(c) ou 3(d) é satisfeita. Logo, Isola,r«l =
golf,7«l + 1. Portanto, Soir a«« é um empacotamento máximo de ny(-H U T') Agora, ana-

logamente como acima, concluímos que {T C ZC : T intersecta um triângulo em Soir,r«} -;
ZH UT'. Logo, Soir,r« é localmente ótimo em G, e o Teorema 3.12 implica que .Aceita(Soir,r«)
preserva a razão de aproximação do algoritmo.

Se a igualdade em 3(c) ou 3(d) é satisfeita e T' # T", de6nimos G.4 como o grato G
antes da execução de Redução l(n) (resp. Redução2(.H)), e GP como o grato G logo após a
execução da -Redução l(n) (resp. Redução 2(H)). Seja ainda .4P um empacotamento maximal
de triângulos disjuntos nos vértices em Gp

Suponha que a igualdade em 3(c) seja satisfeita e que T' # T". Mostramos inicialmente

ritmo

que
OPt(Gp) 2 OPt(G.4) - ISoi??,l + 1. (3.28)

Seja 7A' um conjunto de triângulos que é um empacotamento máximo de ny(G.4). Se T', 7'" C
TÁ', então lrÁ' n ZHI = Isola,r«l, pois Soir,r« é um empacotamento máximo de Zy(-H) que
contém T' e T"; logo, 7A' \ (ZH \ {T',T"}) é um empacotamento de Zy(Gp) cujo tamanho é

opt(G.4) Isola,r«l+2 = opt(G.4) - ISob?,l+l. Se r',T" # 7Á', então l7Á'nzxl = lsob7«l,
e portanto (7Á' \ ZX) U T/l é um empacotamento de Zy(GP) de cardinalidade opt(G.4) --

volt,T«l + 1. Se, entretanto, 7'' C 7Á' , T" g TÁ', então 7A' \ (ZH \ T') é um empacotamento
de ny(GP) de tamanho opt(G.4) ISoLa,?,l + 1 = opt(G.4) -- ISol?T«l + 1. Similarmente se
T' g 7A', 7'" C 7À'. Portanto, a afirmação (3.28) é válida.

Note que, como .Ap é maximal, pelo menos um dos triângulos T', T", T/r está em .4p.
Definimos agora o conjunto ,4.4 (de acordo com restauração(H)).

.4p \ Tx U So17,7:«

.4p USolr,r«
,4p U goLF,p'
.4P USo]7'r«

se Tx C .4p

se T', T" C .4p
se 7'/ C.4p)IZ g 4p
se T' g .4p,T C 4p

-4.,l

Mostramos em seguida que
IÁ.41 = 1.4pl + ISolFP'l -- le(3.29)

.4,.l é um empacotamento maximal em ny(G.,l). (3.30)

Se 7'w c .4Pj então é c]aro que l.4.41 :: 1.4pl + ISo]7fP«l -- 1. Se 7'',7'" c .4P} então l.4.41 ::
l.4pl + Isola/r//l -- 2 = 1.4pl + ISo17v7P/l -- 1. Se, no entanto, 7'/ C .4P) 7 # .4P) então

l.4.,il = 1.4pl + ISo]r,7/,l 1 ::; l.4PI + ISo]7f7,,l -- 1. Similarmente se 7'' « .4p) T C .4p Logo,
a afirmação (3.29) é válida. Da afirmação (3.27) e da maximalidade de .4P, segue que .4.,l
é um empacotamento maximal de Zv(G,l) em todos os casos. Portanto, podemos concluir
que (3.30) é válido.
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Se opt(Gp) $ pl.4pl (para algum p ? 1), então de (3.28) e (3.29) temos opt(G.4) $
OPt(Gp) + ISoif'P'l - l $ pl.4pl + ISol?7«l 1 = p(l.4,41 - ISo17'7«l + l) + ISo17'7«l 1. Note
que ISo17'7«1 2 1 e portanto opt(G.4) $ pl.4.a

Observamos que o algoriti-no MIS3i; devolve um conjunto estável inaximal e, portanto,
imediatamente após a linha 15, .4* é um empacotainento maximal de ny(G). Notamos ainda
que as restaurações dos subgrafos são feitas na ordem reversa das respectivas reduções. Por-
tanto, usando (3.30), por indução podemos deduzir que, pala cada Redução l(-H) aplicada
no algoritmo, se (;p é o grato como definido previamente, então .4p é um empacotamento
maximal de %y(GP). Segue, portanto, que Restauração(-#) está bem definida, ou seja, pelo
menos um dos triângulos T', T", TW pertence a Á* antes da execução de Restauração(-H).
Ademais, como vimos, ,4.,l é um empacotamento de ny(G..l), e opt(Gp) $ pl.4pl implica em
opt(G.4) É pl.4.41. Concluímos portanto que cada Redução l(-H) (e nesfauraçâo(.H) corres-
pondente) preserva a razão de aproximação do algoiitmo.

A prova do fato de (lue Redução 2(-H) (e -Restauração(H) correspondente) preserva a razão
de aproximação do algoritmo é análoga. O

Teorema 3.15 0 aZgoráfmo VT4k é um aZgoritmo de (3 -- ]Ç] + IZidB )-aprozÍmação para

o probZerrza VTP-4.

Demonstração. De acordo com os Teoremas 3.10, 3.12 e 3.14, todas as reduções aplicadas
no algoritmo VT4x; preservam a razão de aproximação. Portanto, a razão de aproximação do
algoritmo VT4k é a lazão de aproximação do algoritmo MIS3k. O

3.3.4 Complexidade computacional do algoritmo VT4k

Deve-se notar que o algoritmo VT4k não precisa fazer uma busca exaustiva dos gratos mostra-
dos na Figura 3.16. Se nenhuma chamada for feita a MIS3k, o algoritmo VT4k encontra uma
solução ótima e pode sei implementado de modo a não consumir tempo maior que O(nã), onde
nG é a ordem do grato de entrada. De fato, observe que para encontrei todos os triângulos
em G gastamos tempo O(nC), pois basta, para cada vértice o de G, verificar se cada par de
giestas que incide em u forma um triângulo. Como dG(o) $ 4, para cada vértice u temos
no máximo 6 verificações. Note ainda que como a.(G) 5; 4, todo triângulo é adjacente a
no máximo 9 triângulos. A linha 2 consome tempo O(IZcl), pois, no começo do algoiitmo,
podemos colocar todos os triângulos com grau maior que 3 em G numa lista, gastando tempo
O(IZCI). Cada vez que o procedimento .Aceita é executado ou alguma redução é feita no algo-
ritmo, atualizamos esta lista em tempo constante. As linhas 3 e 4 consomem tempo O(IZcla).
De fato, a busca exaustiva de uma coleção 'r Ç ZC com I'rl $ 2 localmente ótimo em G
consome tempo O(IZcl2); ainda, a linha 4 é executada no máximo O(Irai) vezes. Observe
que o grato .lí pode ser encontrado em tempo linear em Irai. O procedimento .Adoça(-H)
consome tempo O(IZcl). Isto porque encontrei um primeiro triângulo T localmente ótimo
em H usando busca exaustiva consome tempo O(IZCI). Devido à estrutura especial do grato
.17, segue imediatamente que os candidatos para o próximo tiiângu]o ]oca]mente ótimo em J]
são aqueles que são adjacentes a algum triângulo removido anteriormente. Finalmente, como
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A(G) = 4, do Lema 3.1 temos que Irai $ 2na. Logo, o consumo de tempo do algoritmo
VT4k é O(nà), se nenhuma chamada foi feita a MIS3k.

O tempo de execução do algoritmo VT4x; é dominado pela complexidade da rotina h/llS3t,
que é O(no(t)). Portanto, qualquer melhoria na lazão de aproximação e/ou tempo de execução
do algoritino pala encontrei um subconjunto de vértices independentes de cardinalidade
máxima em gratos de grau máximo 3 conduzirá a uma melhoria na qualidade do algoritmo
VT4k

3.3.5 Observações finais

Mostramos em seguida que o algoritmo VT4k é superior ao algoiitmo simples de busca local,
apresentando instâncias do problema VTP para as quais a razão do valor de uma solução
ótima sobre o valor devolvido pelo algoritmo de busca local de Hurkens e Schiijver é ; + c

Construiremos um grato G cujos vértices serão os triângulos de um outro grado G' (G' é a
instância desejada para a qual o algoz itmo de busca local atinge a razão 3 +c). A construção do
grado G que apresentaremos a seguir foi obtida por Yu e Goldschmidt 1301, para mostram que a
l azão de aproximação do algoiitmo de busca local para o problema do conjunto independente
máximo de vértices em gratos livre de k-garras é justa.

Se.ja r um inteiro fixo positivo. Começamos com conjuntos de vértices St e Ti com ISil =
ITI 1 = 1. Adicionamos conjuntos de vértices Si, para í ' 2, . . . ,r, com ISil = 2i'l , conjuntos
de vértices :Z;, para { - 1, . . . , r -- 1, com lirl11 = 1Si+il, e finalmente um conjunto de vértices
T2r com l:r2'l = IS,l. Todos os conjuntos de vértices são disjuntos. As arestas do grato G são
como segue. Existe uma aresta entre o único vértice de h e o único vértice de SI, e uma
correspondência unívoca entre os vértices de :r2' e os vértices de Si+t, pala í ' 1, . . . , r l (isto
é, existe uma aresta entre cada par correspondente de vértices). Para á = 1, . . . , r, colocamos
2lSil arestas enfie o conjunto de vértices S{ e o conjunto de vértices irl!, de modo que cada
vértice no conjunto Si tenha grau exatamente 3 e cada vértice em 11; tenha grau exatamente
2 (veja a Figura 3.17).

B s:
Ti Si

Figura 3.17: Exemplo do grafo G com I' 3

Este grado G é o grato de inteiseção de ZC, (veja a Figura 3.18)
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Figura 3.18: Exemplo de um grato G' com r 3

Note que o conjunto de triângulos de G' que corresponde ao conjunto de vértices / ::
U;;i Si de G é (r + l)-ótimo em G'. Isto é, para cada p $ r + 1, a união de quaisquer p
triângulos disjuntos nos vértices (dois a dois) em G' intersecta pelo menos p triângulos que
correspondem ao conjunto / de G. No entanto, um empacotamento máximo de Ty(G') é o
conjunto de triângulos que corresponde ao conjunto de vértices /* = Tt U (U;:i :r2') de G.
Observe que a razão 1/*1/1/1 é 1 + 2r=Í = a2 .2.2. Portanto, a razão l-r*l/l.rl se aproxima de
3/2 à medida que r aumenta.

Observamos ainda que o exemplo justo para o problema do empacotamento máximo de
k-conjuntos apresentado por Hurkens e Schrijver 1231 dá origem a uma instância do VTP, isto
é, um grato G, para o qual a razão do valor de optvTP(G) sobre o valor da solução obtida
pelo algoritmo HS(%y(G),t) se aproxima de 3/2 (quando t cresce), e G é irredundante com
A(G) = 4. No entanto, tal grato G tem muito mais triângulos do que o exemplo de Yu
e Goldschmidt 1301 que apresentamos acima. Por exemplo, para t ' 4 esse grato tem 285
vértices e 152 triângulos (95 numa solução ótima e 57 na solução obtida pelo algoritmo de
busca local).
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3.4 Empacotamento de triângulos disjuntos nos vértices em
grifos de intervalos unitários

3.4.1 Introdução

Um gra/o de intervalos é un] grato de inteiseção de uin conjunto anito de intervalos ein R.
Quando todos esses intervalos têm o mesmo tamanho, temos um gra/o de intervalos unitários.
Quando nenhum dos intervalos contém qualquer outro, temos um gra/o de {nleruaios p7'órfãos.
Uln grato G é um gra/o de ndi/Crença (ãndi#ererzce graph) se existe um número positivo (í e
uma função / : l/C --> R , tal que, para todo par u,u C Uc, u # u, uu é aresta de G se e
somente se l/(u) -- /(«)l < õ.

Roberts l28j mostrou que as classes de gratos de indiferença, grados de intervalos unitários
e grados de intervalos próprios são equivalentes.

Descrevemos a seguir um algoritmo linear para o problema VTP restrito a gratos de
intervalos unitários. Esse algoritmo é baseado na seguinte caracterização, devida a Looges
e Olariu 1261: um grato G é um grato de intervalos unitários se, e somente se, existe uma
ordenação linear < de vértices de G tal que, pata cada escolha de vértices u, u, m em VC
temos que

se u < u < m e uw C Ea, então uu, t;w C .EC. (3.31)

Essa ordenação < será chamada canónica

3.4.2 Algoritmo exato

Apresentamos nesta seção o algoritmo linear VTindiRerence para o problema VTP em gratos
deintervalos unitários.

Algoritmo VTindiRerence
Entrada: Um grado G irredundante de intervalos unitários.
1 Encontre uma ordenação canónica ui < u2 < - . . < u,, dos vértices de G
2 .4*C0
3 {<-1
4 ENQUANTO ã $ n -- 2
5 FAÇA SE U{Ui+2 C -EG

6 EwrÃo {T +- lui)ui+t)ui+21, .4* +.-- .4* U7', G +- G -- Vr}
7 {cd+3
8 DEVOLVA .4+

Teorema 3.16 0 aZgoráfmo VTindifTerence ap/ácaro a um gra/o de ánferua/os unitários G
devolve um empacotamento máximo de Ty(G) em tempo làvtear.

Demonstração. Suponha que, pala um grato de intervalos unitários G, a coleção .4* devol-
vida pelo algoritmo não sqa uma solução ótima. Sejam 'r* um empacotamento máximo de
%v(G) que tem o número máximo de triângulos em comum com Á*, e { o menor número tal
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que lu{,ui+i)u +21 c .4* \ 'r+. Denotamos o triângulo lui,ui+i)tiÍ+21 por 7'

que

Vamos mostrar

Se T' C T,r' n7' # 0 e uj C Vr, \ Vr, então J > {+2.(3.32)
Suponha, por contradição, que .j $ ã + 2. Como t;j gl }b, temos que J < á.
Se uj é um vértice de um triângulo T" em Á*, pela definição do número { e pelo fato de

que .j < i, temos que T" C 'r* n .,4*. Além disso, como 7' € .4* e T' n T # ü podemos ver
que T' g .4*, e portanto T' # T". Notamos que nesse caso t;j é coberto por T' e T", ambos
triângulos de 'r*, o que é impossível. Segue, portanto, que u.í não é coberto poi qualquer
triângulo de .4* . Analisamos dois possíveis casos.

li) ujui+l c -Ea ou t;jui+2 C -Ea. De .j < á e (3.31), segue que ujuj+2 C -EC. Como uj não
está coberto poi nenhum triângulo de .4*, o algoiitmo incluiria o triângulo luj, uj+i , uj+21
na solução, uma contradição.

(ii) ujui+i,ujuÍ+2 g -EC. Nesse caso, é claro que o{,t;J C Vr,. Sda uk o terceiro vértice de
T'. Note que UX; # Vr. Se k $ d + 2 então (assim como para uj) segue que k < á e que uX;

não está coberto poi nenhum triângulo de .4*. Pala 1 := minlJ, k}, .j, k < {, flui C -EC

e (3.31) implicam em ulu1+2 C -Ea. Mas nesse caso, o algoritmo incluiria o triângulo
luZ, ul+l, u1+2) na solução, uma contradição. Se k > { + 2 então .j < i, ujui; C .Da e (3.31)
implicam em ujuj+2 € -Ea) novamente uma contradição.

Piovamos então a afirmação (3.32).
Se um único triângulo Ti de 'r* intersecta T, substituindo Ti por T obtemos um empaco-

tamento máximo de ny(G) que contém mais triângulos em comum com .4* do que 'r*, uma
p..}.nH;pãn'ywv.

Se exatamente dois triângulos Tt e Ze, de 'r* intersectam 7', como Ti e Te são diquntos
nos vértices existem pelo menos 3 vértices distintos, digamos uk, ul e t;P, em (VT. U yT2) \ Vr.
De (3.32) temos que k, Z,p > d+2. Suponha, sem perda de generalidade, que p = maxlk,Z,p}.
Como up é adjacente a pelo menos um dos vértices ui,ui+l,uÍ+2, e k,Z,p > { + 2, por (3.31)
temos que lt;e,ui,uPI é um triângulo em G. Substituindo TI e T2 por T e loi;,uz,uPI, obtemos
uma solução ótima que tem mais triângulos em comum com .4* do que 'r*, uma contradição.

Se três triângulos, TI, T2, e T3 de 'r* intersectam T, então existem 6 vértices distintos
em (VTI U VT2 U VT3) \ Vr. Por (3.32), sabemos que os índices de todos estes triângulos são
maiores que í + 2. Além disso, assim como fizemos acima, usando (3.31) concluímos que estes
triângulos induzem um subgrafo completo de G. Portanto, podemos substituir Ti , T2 e T3 por
T e dois outi'os triângulos disjuntos nos vértices, cujos vértices estão em (VT. U l,'?b U VTa ) \ Vr
Temos novamente uma contradição.

Como a ordenação canónica pode ser computada em tempo linear 1261 e como a iteração
das linhas 3 - 5 claramente consomem tempo linear, segue que o algoiitmo VTindiüerence é

3.4.3 Observações finais

Investigamos o problema VTP para a classe dos gratos de intervalos. Não conseguimos en-
contrar um algoritmo polinomial para este caso, e nem tampouco mostrei que este caso é
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NP-difícil. Observamos que um algoritmo guloso simples não resolve o VTP para essa classe
de gratos. Na Figura 3.19 exibimos um grato de intervalos (não-unitários) pala o qual uin&
solução gulosa não é uma solução ótima. Técnicas como programação dinâmica, que apa-
rentam ser apropriadas pala este caso, não nos conduziram a resultados positivos. Seria
interessante obter um resultado pala este caso. Lembramos que, pala a classe dos gratos
cordéis (que contém a classe dos gratos intervalos), o problema VTP é NP-difícil, conforme
mencionamos no início deste capítulo.

7632

7

5

5

6

4

l

(,) (b)

Figura 3.19: (a) Um grato de intervalos, que é o grato de interseção do conjunto de intervalos mos-
trados em (b). Um algoritmo guloso pode devolver o triângulo j1, 3, 61. Uma solução ótima é a coleção
{l2,a,41,is,6,7J}.

Uma observação interessante é que o algoritmo VTindiüerence pode ser generalizado de
modo que, dado um grato de intervalos unitários G e um número inteiro fixo r 2 2, ele encontra
em G, em tempo linear, o número máximo de diques de ordem r, duas a duas disjuntas nos
vértices.

3         
  2  



Capítulo 4

Empacotamento de triângulos
diquntos nas arestas

zt l TntrndllrãO'y''

Neste capítulo trataremos do problema do empacotamento máximo de triângulos diquntos
nas arestas, denotado poi' ETP. Holyer j211 mostrou que ETP é NP-difícil. Lembramos que
ETP-k denota o problema ETP restrito a gratos de grau máximo k.

Em 2002, Caprara e Rizzi l71 exibiram um algoritmo polinomial pala o problema ETP-
4, e mostraram que ETP-5 é APX-difícil (isto é, não admite um esquema de aproximação
polinomial a menos que P = NP).

Apresentamos neste capítulo um algoritmo de aproximação pala o problema ETP-5 cuja
razão de aproximação é $.

Neste capítulo, restringimos nossa atenção aos gratos irredundantes. Quando escrevemos
G -- U (pala C/ Ç UC ou U Ç .EC) assumimos que os vértices isolados e as arestas que não
pertencem a nenhum triângulo foram removidos também.

4.2 Grafos arbitrários

Tal como ocorre no caso do problema VTP, um algoritmo guloso simples que retorna uma
coleção maximal de triângulos disjuntos nas arestas é uma 3-aproximação para o problema
ETP. Isto segue do fato de que todo triângulo de uma solução obtida pelo algoritmo guloso
intersecta no máximo 3 triângulos de uma solução ótima.

Observamos também que o algoritmo HS('r, t) de Hurkens e Schrijver 1231 pala o problema
do empacotamento máximo de k-conjuntos (mencionado na seção 3.2.1) nos fornece uma
(; +c)-aproximação para o ETP, onde c é inversamente proporcional a t (conforme t aumenta,
f tende a zero). Analogamente ao caso do VTP, basta tomar k = 3 e 'r = ZX(G), onde Zz(G)
denota a coleção dos conjuntos das arestas de todos os triângulos em G. Eles exibiram ainda,
para cada t, instâncias pat'a as quais o algoritmo acima produz soluções que atingem tal
razão em relação ao empacotamento máximo de triângulos disjuntor nas arestas. A razão de
aproximação obtida por Hurkens e Schrijver é a melhor razão de aproximação que se conhece
para o ETP (pala grados arbitrários) .

38
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4.3 Gratos com grau máximo 5

Nesta seção, restringimos nossa atenção aos gratos iriedundantes de grau máximo 5.
Considerando que, en] tern]os de grau, instâncias com grau máximo 5 para o problema ETP

constituem um caso difícil, que está no limite entre instâncias difíceis e fáceis l71, investigamos
o ETP-5 com o objetivo de enconti'ai um algoritmo com uma lazão de aproximação melhor que
3/2. Desenvolvemos um algoritmo de aproximação para o ETP-5 cuja lazão de aproximação
é â. Esse algoritmo será apresentado a seguir.

4.3.1 Algoritmo de aproximação ET5
Chamaremos de ET5(G) o algoritmo de aproximação que desenvolvemos para o problema
ETP-5. Neste algoritmo tem um papel fundamental o gra/o de -Halos, denotado por -H :=
HITI,T2,T3l- O grato de Hajós consiste em um circuito de tamanho 6 e três cordas que
induzem um triângulo; os outros três triângulos (cada um contendo uma destas cordas) são
denotados por Ti, Ta e TS. Veja a Figura 4.1.

O algoiitmo ET5(G) verifica se existe um grato de Hajas -H = HITI,Z2,T31 em G Se
existe, ele adiciona os triângulos Ti , T2 e T3 ao conjunto .4* a ser devolvido pelo algoritmo, re-
tira -EX do grado G e repete o processo. Caso contrário, ele adiciona {7' : E7. C HS(ZE(G), 3)}
ao conjunto ,4* (onde HS é o algoritmo baseado em busca local definido na seção 3.2.1).

Algoritmo ET5
Entrada: Um grato G irredundante de grau máximo 5.
1 .4* +.-- 0
2 ENQUANTO (; contém um grato de Hajós .17 :: .HITI,T2)T31
3 RAÇA .4* +- .4* U {TI,T2,Ts}
A: G4- G En
5 DEVOLVA Á* U {7' : -&, C nS(ZE(G),3)}

Figura 4.1: O grato de Hajós denotado por .lllTI,Ta,T31

4.3.2 Desempenho do algoritmo ET5
Para obter a razão de aproximação do algoiitmo ET5, precisamos dos seguintes lemas

Lema 4.1 Se G é um grato que contém um grato de Hajós H, então o viámero de tMângulos
que têm alguma aresta em comum com H, em qualquer empacotamento máximo de TE(G), é
no mázáma 4.

A prova do lema acima pode ser obtida facilmente por inspeção.

Lema 4.2 Se G é um gra/o que não contém nenhum gra/o de #dós, o algoritmo HS(Zz(G), 3)
é uma 4-aproximação para o problema ETP-5.
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Demonstração. A prova é por indução no número de triângulos em G. Para IZcl = 0 e
ZCI = 1, a prova do lema é imediata. Sejam G um grato com IZCI > 1, 'r* um empacotamento
máximo de nZ(G), e Á* := {7' : E7- C HS(Za(G), 3)}. Mostramos em seguida que existe unia
coleção de triângulos .4 tal que

.4 Ç .4*, IÁI $ 3 e JI $ 4, onde 'r é um conjunto de triângulos de 'r* que têm
pelo menos uma aresta em comum com algum triângulo em .4.

(4.1)

Para isso, analisamos quatro casos

(i) Se existe um triângulo 7' c .4* n 'r*, então definimos .4 {r}
(ii) Se o caso (i) não é satisfeito e .4* contém triângulos distintos Ti,Z2,T3 tais que l\bl n

vz21 = 11'1b n oral = 1, então definimos .4 := {TI,Z2,Ta} (veja Figui'a 4.2). Usando o

fato de que G não contém nenhum grato de Hajós e que o grau máximo de G é 5, é fácil
ver que o número de triângulos de 7'* que têm pelo menos uma aresta em comum com
algum triângulo em .4 é no máximo 4.

Figura 4.2: '1Yiângulos TI , T2 e T3 do caso (ii)

(iii) Se os casos (i) e (ii) não são satisfeitos e .4* contém triângulos distintos TI e T2 tais
que IVTi n vz21 :: 1, então definimos .4 := {TI,T2l' Suponha que I'r1 2 3. Se nenhum
triângulo de .4*, exceto TI e T2, tem pelo menos uma atesta em comum com algum
triângulo em T, então Ti e T2 poderiam ser substituídos por 'r, uma contradição. Por-
tanto, existe um triângulo T3 (T3 # TI,Z2) em .4* (lue tem uma aresta em comum com
algum triângulo de 7'. Como G não contém o grato de Hajós, temos que os triângulos
Tt,T2 e T3 satisfazem a condição do caso (ii), o que é de novo uma contradição. Con-
cluímos, portanto, que I'rl $ 2.

(iv) Se os casos (i), (ii) e (iii) não são satisfeitos, então sda TI um triângulo qualquer de
,4* e .4 := {Tl}. Suponha que I'r1 2 2. Se o único triângulo de .4* que tem uma
aresta em comum com algum triângulo em 'r é TI, então Ti poderia ser substituído poi
triângulos em 'r, uma contradição. Portanto, existe um triângulo T2 (T2 # TI) em .4*
que tem uma aresta em comum com algum triângulo de 'r, ou sda, temos o caso (iii),
uma contradição. Concluímos portanto que lrl $ 1.

Em todos os casos acima temos que a afirmação (4.1) é válida.
Seja .4 uma coleção que satisfaz (4.1) e G' := G -- Urc,{ .Dr. Observamos que .,4* \ .4

é 3-ótimo em G' (caso contrário, .4* não seria 3-ótimo em G). Portanto, pela hipótese da
indução temos que opt(G') $ }1.4* \ .ÁI. Logo,

d 4 4

OPt(G) $1 OPt(G') + l7'l $ iii.4* \ ].l + l7'l - lilÁ*l - {l.41 + 1'rl
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nComo 'n $ 4, das desigualdades acima segue que opt(G) $ 4lÁ*l.

Teorema 4.3 0 aigorãfmo ET5 é urn.a {-aprozímação para o problema ETP-5

Demonstração. Sela G' o grato G imediatamente antes da execução da linha 5 do algoritmo
ET5 e j o nomeio de iterações (linhas 2 4) feitas pelo algoritmo. Pelo Lema 4.1, opt(G') ?
opt(G) 4.j. Se G' # @, então claramente, G' não contém nenhum grato de Hajós. Logo, pelo
Lema 4.2, OPtETP(G') $ âllr: Z)z. c HS(Zz(G'),3)}l. Além disso, l.4*l = 3.j (onde -4* é o

conjunto na linha 5 do algoritmo). Portanto,

OPtETP(G) $ 4.j + OPtETP(G') $ 4 H'I + 4llT: .Br C nS(ZE(G'),3)}

l;iÁ* U {l": Er c ns(zz(G'), 3)}.
n

Proposição 4.4 .A razão de aprozízrzação â do algoráfmo ET5 é .justa

Demonstração. Considere o grato da Figura 4.3

Figura 4.3: Os 8 triângulos destacados compõem uma solução ótima de ETP
devo[ver os triângulos Ti , . . . ,ZÕ (se começar removendo H = H]TI ,T2,T3]).

O algoiítmo ET5 pode

D

4.3.3 Complexidade computacional do algoritmo ET5

Não é difícil vei que o algoritmo ET5 consome tempo O(nà), onde nG é a ordem do grato
de entrada. De fato, as linhas 2 4 podem sei executadas em tempo O(IZcl2), pois em cada
iteiação, verifica-se para cada triângulo se ele é o centro de um grato de Hajós. Ainda, o
número de iteiações é limitado por IZCI/4. Além disso, o conjunto {T : ll;r C HS(Zz(G), 3)}
pode ser encontrado em tempo O(IZcl3), pois em cada iteiação do algoiitmo HS(Zz(G), 3), por
meio de uma busca exaustiva, tentamos trocar 2 triângulos aresta-disjuntos da coleção anual
por 3 triângulos aresta-diquntos. Pala isto, consumimos tempo O(IZCl2); ainda, o algoritmo
HS(Zz(G), 3) tem no máximo IZCI iterações. Finalmente, como A(G) = 5, do Lema 3.1 temos
que Irai $ 4na. Logo, o consumo de tempo do algoritmo ET5 é O(n3 ).



Capítulo 5

Empacotamento de arestas e
triângulos

5.1 Introdução
O problema do K2 + .KS-empacotamento é o problema do .F-empacotamento em que /'
{.K2, K3}, e o objetivo é encontrei um grato -H Ç G que seja uma união de gra/os dÍsytintos
lhos uérf ces, sendo cada um deles isomorfo a um grato de .F, tal que .H tenha o maior nárnero
possúeZ de arestas. Observamos que se o objetivo é maximizar o número de vértices de .]],
então o problema correspondente pode ser resolvido em tempo polinomial j191. Já o problema
de nosso interesse é NP-difícil. Pala verificar isso, pode-se fazer uma redução a partir do
problema do empacotamento de triângulos (como fizemos na prova do Teorema 5.1).

Neste capítulo mostramos que o K2 + /(S-empacotamento é APX-completo em gratos com
grau máximo 5. Para isso, mostramos uma L-redução do problema VTP em grados de grau
máximo 4. Mostramos também que o K2 + K3 -empacotamento é APX-completo mesmo em
gratos de grau máximo 4 tais que toda aresta pertence a algum triângulo. Utilizamos uma
L-redução do problema MAX2SAT3. Ela é mais elaborada, e é baseada na idéia de Caprara
e Rizzi l71 para mostrar que o problema VTP em gratos de grau máximo 4 é APX-completo.

Definimos o problema MAX2SAT3 como segue. Dada uma coleção de cláusulas a =
{cl,c2) . . ,CZ} sobre um conjunto finito X :: {zi,z2, . - . ,zp} de variáveis, com lcil :: 2 para
l $ ã $ Z, e tal que toda variável aparece em no máximo três cláusulas (contando-se ambas as
ocorrências positivas e negativas), encontre uma atribuição às variáveis de X que satisfaz o
maior número possível de cláusulas. Sabe-se que o prob]ema MAX2SAT3 é APX-completo ]4].

Ainda, mostramos uma (l + ip)-aproximação pala o K2 + K3-empacotamento, onde p é
uma razão de aproximação para o problema VTP. Nosso algoritmo inicialmente aplica uma
rotina para encontrar o maior número possível de triângulos dis.juntos nos vértices, e depois
complementa a solução com um emparelhamento máximo no grato obtido removendo-se os
vértices dos triângulos que a rotina encontrou. Usando como rotina o algoritmo de Hurkens
e Schrijver 1231 para o VTP, mostramos que a razão de aproximação do nosso algoritmo é
! + c. Ressaltamos ainda que o algoritmo de aproximação para o VTP-4 que obtivemos (com
razão um pouco menor que 1,2) resulta em um algoritmo de aproximação com razão 1,4 para
o problema do .K2 + K3-empacotamento em gratos de grau máximo 4.
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No final deste capítulo, apresentamos uma 3/2-aproximação para o problema do K2 +
K3-empacotamento, sugerida recentemente por Raphael Yuster. Também comentámos que
um resultado obtido por Halldórsson j161 para cobertura por 3-conjuntos fornece uma 3/2-
aproximação pala esse problema.

5.2 Resultados de inaproximabilidade
Teorema 5.1 0 proóZema do K2 + KS-empacofamenZo é APX-completo em gra/os de g7'au
mázdmo 5.

Demonstração. Exibiremos uma L-dedução do problema VTP-4 em gratos irredundantes
que é APX-completo l7) ao problema do K2+K3-empacotamento. Dado um grato iriedundante
G com A(G) = 4, definimos G' := /((-;) como a união de duas cópias Gt e G2 de G, junto com o
conjunto de arestas {uiu2 : ui C UGI,u2 C UG2, e ui,u2 correspondem a uin mesmo vértice u €
UC} (veja a Figura 5.1).

Figura 5.1: Uma L-redução do prob]ema VTP-4 em gratos irredundantes ao prob]ema do ]':2 + ]<3
empacotamento.

Inicialmente mostramos que

optK,+K,(G') 3 optvvp (G) + nG (5.1)

Se 'r* é uma solução ótima de VTP em (;, então um empacotamento de {K2,KS} em G'
consiste em triângulos de Gi e G2 que são cópias de triângulos em 'r*, e o conjunto de arestas
{uiu2: ui c VGi,u2 C UC,, e ui,u2 correspondem a um mesmo vértice u de (; não coberto
por T*}. Como o número de vértices de G não cobertos por 'r* é nG 3optvTP(G), temos
optK,+K,(G') ? 3optvTP(G) + nG. Por outro lado, se uma solução ótima de K2 + K3-
empacotamento em G' tem t triângulos e e arestas, como e $ !!!=;1:= = nG -- ;f, temos que
optK,+K;(G') = 3f + e $ 8t + nG. Claramente, t $ 2optvTP(G), e portanto optK,+K3(G') $
3 optvVP(G) + nG. Logo, a afirmação (5.1) é verdadeira.

Seja 'r* uma solução ótima de VTP em G. Suponha que exista um triângulo T C 'r*, tal
que T tenha 5 vértices vizinhos em UC \ Vr que não são cobertos por 7'*. Como A(G) = 4,
um par deles, digamos ul,u2, é adjacente a um mesmo vértice, digamos z, de Vr; outro par,
digamos u3, u4, é adjacente a um mesmo vértice, digamos Z/, de V7'. Note que o terceiro vértice
de Vp, digamos z, tem grau pelo menos 3. Além disso, como G é irredundante e A(G) = 4,
temos que uit;2,u3u4 C .Ea. De fato, como G é irredundante, a aresta uiz (resp. u2z) é atesta
de algum triângulo. Como dG(z) = da(Z/) = A(G) = 4, o único triângulo possível (lue tem a
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desta zul mas não tem a aresta uiu2, é o triângulo lz,ui, zl (veja a Figura 5.2). Mas aRDia, o
único triângulo possível que tem a aresta zu2 é o triângulo lz, u2, uil, e portanto, uit;2 C -EC
Similarmente, u3u4 C Ec

U3 U2

Figura 5.2: Os vértices ui, u2, u3, u4 e uõ estão na vizinhança de Vr, e não são cobertos por 'r*

Logo, substituindo T por lz,tn,o21 e IZ/,u3,u41, obtemos uma solução pala VTP que tem
mais triângulos do que T*, uma contradição. Portanto, todo triângulo de 'r* tem no máximo
4 vizinhos não cobertos por 'r*. Ainda, como G é irredundante, todo vértice não coberto por
'r* é adjacente a pelo menos um vértice coberto por 'r* De fato, suponha que exista um
vértice u não coberto por 'r*, e não adjacente a nenhum triângulo coberto por 7'*. Como G
é inedundante, u é vértice de um triângulo T. Observe que nenhum vértice de T é coberto
por 'r*, e portanto, 'r* não é solução ótima de VTP em G, uma contradição. Segue, então,
que o número de vértices em G não cobertos por 'r* é no máximo 4optvTP(G), ou seja,
nG - 3optvTP(G) $ 4optvVP(G). Usando (5.1), temos optK,+K;(G') $ 10optvTP(G), isto é,

Se .,4 é um empacotamento de {K2, -Ka} em G', de6nimos g(G, .4) como o maior dos dois
conjuntos T.4 íl Gi, 7Á n G2. Suponha, sem perda de generalidade, que g(G,.4) = T,{ n Gi.
Seja ft := 17,4 n (;tl, t2 := 17,4 n (;21, ei := le.4 n c;il, e2 := lc.4 n (;21, e seja e o número de

arestas em .4 com um extremo em Gi e outro em G2. Claramente, ti $ optvTP(G). Logo,
ti + ti - 2optvTP(G) $ 0. Como f2 $ ti, temos que àti + 8t2 - 2optvTP(G) $ 0, ou

equivalentemente,

10CY

optvTP(G) --ti $ 3optvVP(G) +(5ti + 5f2 +ei+e2+e) --(3ti +3t2+ei +e2 +e)(5 2)

Temos que 3tt + 3f2 + 2ei + 2e2 + 2e $ nG, :: 2nC, e portanto,

oti + 9t2 + el + e2 + e $ rtG. (5.3)

De (5.2) e (5.3) segue

OPtVTP(G) tl $ 3oPtVTP(G) + nG (3tt + 3t2 + ei + e2 + e)

Agora, usando (5.1), obtemos optvTP(G) -- ti $ optK,+K,(G') -- valK,+K,(/(G),.4), ou seja,

P = 1. Como o problema K2+KS-empacotamento pertence à classe APX (veremos na seção 5.3
um algoritmo de aproximação para este problema), segue que e]e é APX-completo. []

Teorema 5.2 0 7)roó/ema do K2 + ZÍa-empacotamenfo é APX-completo, mesmo enz gra/os
irreduTtdantes de grau máximo 4.
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Demonstração. Mostramos uma L-redução a partir do problema h/IAX2SAT3. Sda p ::
(O,X), (; = {ci,c2, .. ,cl} e X = {zi,z2,.. - ,zp}, uma instância de MAX2SAT3. Seja mi
o número de ocorrências de zí. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que mi 2 2
(pois se ni aparece somente em uma cláusula, podemos atribuir a z{ o valor que satisfaz tal
cláusula). Definimos G' := /(p) como segue.

A cada cláusula c{ associamos uma componerzfe de teste CJ A componente de teste de uma
cláusula com dois literais consiste de 4 triângulos lt}, s}, r=ll, is.l, r}, r?l, ls3, r}, rjl, ls:l, rj, tjl
(mostrados na Figura 5.3(a)), enquanto a componente de teste associada a uma cláusula com
um literal consiste de 3 triângulos lt}, s}, rJI, ls}, r=1, r?l, ls}, r}, r?l (Figura 5.3(b)).

A cada vai'sável si associamos uma componente de atrãóuíção Xz, conforme ilustramos
na Figura 5.3(c). Esta componente consiste de 2mi triângulos h, . . . ,Z2mi, onde T2t--i '

laf,t;l; t,ufl e T2t ' lól;,uf,u.kl, k = 1,. .. ,mí (os índices superiores são modulo m{). A
paridade de Tk é a paridade de k.

(a) (b)

Figura 5.3: (a) Componente de teste de uma cláusula cj com dois literais. (b) Componente de teste
de uma cláusula cj com um literal. (c) Componente de atribuição da variável z{ com m{ = 3

O grato G' é obtido conectando-se as componentes de testes e as componentes de atribuição
como segue. Seja cj uma cláusula com dois literais e sejam zi , z2 as variáveis que ocorrem em
cj. Se zi ocorre positivo (resp. negado) em cj, então identificamos o vértice t} da componente
de teste Cj com um vértice af (resp. b{) da componente de atribuição Xi que ainda não
foi envolvida em nenhuma identificação. Similarmente, seja cj uma cláusula com somente
um literal, digamos, zl. Se zi ocorre positivo (resp. negado) em cj, então identificamos o
vértice t} de Cj, com um vértice af (resp. óf) de Zi que ainda não foi envolvido em nenhuma
identificação (veja a Figura 5.4). Note que G' é iriedundante e A(G') = 4.

Um empacotamento maximal .4 de {Ka,Ka} em G' é chamado de canónico se, para
cada componente de atribuição, .4 contém ou todos os triângulos pares ou todos os triângulos
ímpares, e para cada componente de teste (,j, .4 contém o triângulo lri, r?, s?l, e possivelmente
uma das arestas tist ou t?s:l. Inicialmente, provámos a seguinte afirmação.

(.)

Dado um empacotamento de {.K2, K3} não-canónico .4 de G', podemos construir
em tempo polinomial um empacotamento canónico de G' cujo valor é pelo menos
o valor de .4.

(5.4)

Vamos construir o empacotamento desejado .,4' a partir de .4. Começamos com .4' ;; .4.
Inicialmente, pala cada componente de atribuição Cj, l $ J $ !, removemos de .4' os triângulos
e giestas que estão em Cj e adicionamos lr},r?, s31 a ele. Além disso, se uma das arestas tist,
Z?s! é coberta por .4, então adicionamos a .4' a aresta coberta pot .4. Observe que para cada
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(zi V z2) A ©' A(gçl V z3) A(z2 V Zã)

Figura 5.4: Um exemplo de construção de G' a partir de uma instância de MAX2SAT3

Cj, o valor de .4 restrito a Cj é no máximo 4. Ainda, se o valor de .4 restrito a Cj é exatamente
4, então uma das arestas tls}, f?s} é coberta por .4 Portanto, o empacotamento .4' obtido
até o momento tem um valor que é pelo menos o valor de .4.

Além disso, para cada í, l $ í $ p, se os triângulos da componente de atribuição Xz que
estão em T,{ não são todos de mesma paridade, fazemos o seguinte (dependendo do número
de ocorrências de sç{).

l
Podemos supor, sem perda de generalidade, que zi aparece negado em uma cláusula,
digamos cj, e positivo em duas cláusulas (pois se zí aparece somente negado ou somente
positivo, podemos atribuir a z{ o valor que satisfaz todas as cláusulas nas quais ela
aparece). Sqa tf, k € {1, 2}, o vértice de Cj que incide em Xi. Então, removemos de .4'
os triângulos e arestas que estão em Zi e adicionamos todos os triângulos pares de Zz
em .4'. Ainda, se tfs} está em ,4', então removemos esta aresta. Mostramos em seguida
que após estas mudanças o valor de .4' é pelo menos o valor de Á.

(a) Se .Y, não tem nenhum triângulo que está em T], então existem no máximo 6 giestas
de Xz que estão em él,.!, uma de cada triângulo. Portanto, o valor' do empacotamento
diminui de no máximo 7. Cromo o valor' do empacotamento aumenta de 9, temos
que o valor de .4' aumenta.
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(b) Se existe exatamente um triângulo de Xi(lue está em Ta, então, existem no máximo
5 giestas de Xi que estão em C.,!, uma de cada triângulo. Logo, o valor de .4' diminui
de no máximo 9, e aumenta de 9.

(c) Se existem exatamente dois triângulos de .t. (lue estão em Ta, então, existem no
máximo duas arestas de ,t. que estão em C..l (vqa exemplos nas Figuras 5.5(a) e
(b)). Portanto, temos que o valor do empacotamento .4' diminui de no máximo 9,
e aumenta de 9.

ía)(b)(c)
Figura 5.5: Triângulos e arestas com linhas cheias estão em .4. (a) mi = 3 existem exatamente dois
triângulos de .t. de mesma paridade que estão em Ta. (b) m{ = 3 e existem exatamente dois triângulos
de .t, de paridades diferentes que estão em 7,4. (c) mi = 2 e existe um triângulo de .t. que está em
T.4. Em todos os casos, existem no máximo 2 arestas de t. que estão em e..!.

2

Podemos supor, sem perda de generalidade, que zi aparece negado em uma cláusula,
digamos cj, e positivo em outra. Então, removemos de .4' os triângulos e as arestas que
estão em Zz e adicionamos dois triângulos pares de Zt em .4'. Além disso, se tls} está
em .4', removemos esta aresta. Mostramos em seguida que estas mudanças resultam em
um empacotamento .4' cujo valor é pelo menos o valor de .4.

2

(a) Se nenhum triângulo de Y, está em T.4, então existem no máximo 4 arestas de t,
que estão em f..i, uma de cada triângulo. Portanto, o valor do empacotamento ..4'
diminui de no máximo 5. Como o valor do empacotamento aumenta de 6, temos
que o valor de .4' aumenta.

(b) Se existe um triângulo de .tl. (lue está em 7a, então existe somente um tal triângulo,
digamos Tk. Além disso, existem no máximo 2 arestas de Zz que estão em e..!, pois
o número de vértices em t. }ql: é 5 (veja um exemplo na Figura 5.5(c)). Portanto,
o valor de .4' diminui de no máximo 6, e aumenta de 6.

Finalmente, para cada componente de teste Cj, se s} não é ainda o extremo de uma aresta
em 8.4,, então sempre que possível, adicionamos uma das arestas ttst ou tjs.l em .4'. Ou
sela, se a cláusula correspondente cy tem dois literais, então, se ti não está coberto por -4',
adicionamos tls} em .4'i caso contrário, se t? não está coberto por .4', adicionamos tjs.l a .4'
Se, no entanto, "a cláusula CJ tem somente um literal, então se ti não está coberto por .4',
adicionamos flsl ao .4'

Na Figura 5.6 exibimos um empacotamento .4 e o empacotamento .4' obtido a partir de
Á
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Note que o empacotamento obtido .4' é um empacotamento canónico de G' cujo valor é
pelo menos o valor de .4. Provámos portanto a afirmação (5.4).

ê

l.l l l"í''j

Figura 5.6: Um exemplo de construção de .4' (quando mí = 3 e zi aparece negado em somente uma
cláusula, digamos cj, e positivo em duas outras cláusulas). Linhas pontilhadas indicam arestas de
uma outra componente de atribuição. (a) Mostra um empacotamento .4 de {/(2, K3} não-canónico
restrito ao Xi e Cj (arestas e triângulos destacados estão em .4). Na primeira fase, lt}, s} , rjl e sjr} são
removidos de .4', e lr},rj,s31 e tls} são adicionados a .4'. No segundo passo, TI,Ts,uivo,o2b2,tls}
são removidos de .4' e os'triângulos T2, Ta , Tõ são adicionados a .4'. (b) O empacotamento .4' obtido.

(b)(,)

Observamos que um dado empacotamento canónico .4' de G' corresponde a uma atribuição
(verdadeiro/falso) para as variáveis em X. De fato, se .4' contém todos os triângulos pares
(resp. ímpares) de uma componente de atribuição Xi, então zi consideramos verdadeiro (resp.
falso). Por outro lado, dada uma atribuição para X, podemos construir um empacotamento
canónico Á' de G' da seguinte maneira. Se açi é verdadeiro (resp. falso), adicionamos todos os
triângulos pares (resp. ímpares) de Zi a .4'. Para cada componente de teste Cj, adicionamos o
triângulo lri, r?, s?l a ,4'. Além disso, se a cláusula correspondente cy tem dois literais, então
se t} não está coberto por .4' adicionamos tts} a .4'; caso contrário, se t? não está coberto
por .4' adicionamos t?s} ao empacotamento. Se, no entanto, a cláusula cj tem somente um
literal, então se ti não está coberto poi .4' adicionamos tls} a Á' (veja a Figura 5.7).

Considere agora um empacotamento canónico .4' e a correspondente atribuição (verda-
deiro/falso) para as variáveis de X. Seja cj uma cláusula com dois literais, e soam açi, z2
as variáveis que ocorrem em cj. Note que tÇ (para { = 1,2) não está coberto por nenhum
triângulo em Á' que pertence ao componente da atribuição coiiespondente Zi, se e somente
se, zi satisfaz cf. Portanto, da construção do empacotamento canónico temos que as seguintes
afirmações são equivalentes:

8 a cláusula cj é satisfatível,

8 pelo menos um dos vértices t}, t? não está coberto por um triângulo em .4' que pertence
ao componente da atribuição correspondente,

8 exatamente uma das arestas tls:l, tjsJI está em é:.,{,,

8 o valor de .4' restrito a Cj é 4
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(zi V z2) A ©' A(zl V z3) 4.(z2 V Zã)
T l T T T l T

Figura 5.7: Um exemplo de uma atribuição para X e a correspondente empacotamento canónico .4'
deG'

A6rmações similares são verdadeiras para cláusulas com somente um literal. Portanto, o
valor de .4' restrito a Cj é 4 (resp. 3), se e somente se, cj é satisfatível (resp. não-satisfatível).
Além disso, exatamente mi triângulos de cada Xt estão em .4'. Logo, temos que a seguinte
ç,Grm npãn á \rál;dn

Um empacotamento canónico Á' de G' com valor >1:i:t 3mi + 4k + 3(Z É)
corresponde a uma atribuição para as variáveis de X que satisfaz exatamente k
cláusulas de p, e vice-versa.

(5.5)

Agoi'a, dado um empacotamento .,4 de {K2, -K3} em G' := /(p), definimos uma atribuição
g(p, .4) do seguinte modo. Inicialmente, encontramos um empacotamento canónico .4' de G'
cujo valor é pelo menos o valor de .4. Atribuímos a zi o valor verdadeiro (resp. falso) se .4'
contém todos os triângulos pares (resp. ímpares) da componente de atribuição .t..

Mostramos em seguida que

optK:+K:(G' )

P

>ll: 3m{ + OPtMAX2SAT3(p) + 3z.
lZ

(5.6)

De fato, de (5.5) temos que uma solução ótima de MAX2SAT3(p) corresponde a um empacc}
Lamento canónico .4' de G' com valor )l:Í:t 3mi+ 4 opta,tAX2SA'r3(p) + 3(Z -- opta,iAX2SAT3(9))
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Portanto, opta,+K,(G') 2 >'p l 3m{ + OPtMAx2sAra(P) + 3Z. Por outro lado, sda .4 um
{K2, K3l-empacotamento de G'. Se a solução viável correspondente g(p, Á) de MAX2SAT3(p)
satisfaz k cláusulas, temos que k $ opta,ÍAx2SAT3(p). Ainda, valK,+K;(G', .4) $ valK,+K,(G', .4'),
e por (5.5), valK,+K;(G',.4') = )ll:il:i 3mi+ k + 3Z. Portanto, temos que optK,+K,(G') $

>l:l:t 3m{ + OPtMAX2SAU3(p) + 3Z. Provámos então a afirmação (5.6).
Colho cada cláusula tem no máximo 2 literais, temos que )ll:ll;i mi $ 2Z. Além disso, note

que o valor ótimo pata instância g do problema MAX2SAT3 é pelo menos {, pois pelo menos
metade das cláusulas pode sel satisfeita usandc-se um algoiitmo guloso simples. Logo, de (5.6)
temos que optK,+K,(G') $ 9Z + OPtMAX2SAT3(g) 5; 19opti..,ÍAX2SAT3(p), ou seja, cl - 19.

Finalmente, suponha que vaIMAX2SAT3(p, g(p, .4)) = k, isto é, que a atribuição g(p, Á) sa-
tisfaz exatamente k cláusulas de p. Portanto, poi (5.5) temos vale,+K,(G', .4') = )1,P l 3mi +
k+3Z. Desta afirmação, da igualdade (5.6), e do fato de que valK,+K, (G', Á') ? valK,+K;(G', .4),
temos que

OP'wAx2SAr3(P) valmAx2sAr3(P, g(P, ,4)) $ optK,+K, (G') «IK,+K,(G' , .4)

Portanto, /3 ::; 1. O resultado do teorema segue do fato de que o problema K2 + K3-
empacotamento pertence a classe APX e MAX2SAT3 é APX-comp]eto l41. []

5.3 Algoritmo de aproximação
Apresentamos nesta seção um algoritmo que desenvolvemos para o problema do K2 + K3-
empacotamento, denominado K2K3. Dado um grato G, o algoritmo K2Ka inicialmente en-
contra em G uma coleção de triângulos diqjuntos nos vértices, aplicando um algoritmo de
aproximação .AvTP para o problema VTP. Em seguida, o algoritmo K2K3 complementa a
solução com um emparelhamento máximo no grifo obtido após remover os triângulos que
foram encontrados pelo algoritmo .AvTP

Algoritnio K2Ks
Entrada: Um grato G.
1 TJ +- .AVTP (G)
2 f,{ {--- um emparelhamento máximo em G
3 .4 <-- Ta U e.4
4 DEVOLVA .4

Ur.rúVT

Teorema 5.3 S(ga -4vTP uma p'aprozímação para o probiemcz VTP que deuolue, para cada
grato de entrada G, uma coteçáo mazimal de triângulos disjuntor nos vértices em G. Então,
o rigor (mo K2K3 é uma (l + ãp)-aprozámação para o problema do K2 + K3-empacofamerzto.

Demonstração. Sela (; um grato e .4 a solução devolvida pelo algoritmo K2Ka quando
aplicado a G. Seja O uma solução ótima para o K2 + Ka-empacotamento de G com o maior
número possível de triângulos em comum com .4. Usamos os seguintes números:

e t: o número de triângulos comuns a .4 e O
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e

©

©

e

t3: o número de triângulos de .4 que incidem em 3 triângulos diferentes de (2.

t;: o número de triângulos de .4 que incidem em exatamente 2 triângulos diferentes de
O, tendo precisamente um vértice em colTlum com ambos.

tg: o número de triângulos de .4 que íncidein em exatamente 2 triângulos diferentes de
O, tendo uma atesta em comum com um deles.

t7: o número de triângulos de .4 que incidem em exatamente l triângulo de (2, tendo
precisamente um vértice em comum com ele.

t?: o número de triângulos de .4 que incidem em exatamente l triângulo de O, tendo
precisamente uma atesta em comum com ele.

to: o número de triângulos de .4 que não incidem em nenhum triângulo de O.e

Mostramos inicialmente que ío = 0. Suponha que to > 0 e que T é um triângulo de .4 que
não incide em nenhum triângulo de O. Se no máximo duas arestas de é:o são adjacentes a
7', então substituindo estas arestas poi T, obtemos um {K2, .Kal'empacotamento com valor
maior que O, uma contradição. Portanto, existem 3 arestas de 8o adjacentes a T. Removendo
estas giestas e adicionando T em O, obtemos uma solução ótima do K2 + K3-empacotamento
que tem mais triângulos em comum com .4 do que O, o que é novamente uma contradição.
Logo, to = 0.

Introduzimos apoia números similares para os triângulos de O.

e o: o número de triângulos comuns a O e .4.
oa: o número de triângulos de O que incidem em 3 triângulos diferentes de .4.

o;: o número de triângulos de O que incidem em exatamente 2 triângulos diferentes de
.4, tendo precisamente um vértice em comum com ambos.

o;: o número de triângulos de O que incidem em exatamente 2 triângulos diferentes de
.4, tendo uma aresta em comum com um deles.

o?: o número de triângulos de O que incidem em exatamente l triângulo de .,4, tendo
precisamente um vértice em comum com ele.

oÍ: o número de triângulos de (9 que incidem em exatamente l triângulo de .4, tendo
precisamente uma aresta em comum com ele.
oo: o número de triângulos de O que não incidem em nenhum triângulo de .4.

e

©

©

e

Como o algoritmo .AvTP devolve um empacotamento de triângulos maximal, oo é zero. Mos
éramos em seguida que

3f + 3t; + 2t; + 2tS + t7 + tT 3o + 3o3 + 2o; + 2o; + o7 + oÍ (5.7)

De fato, note que um triângulo de .4 e um triângulo de O podem ter exatamente um dos
seguintes em comum: precisamente um vértice, precisamente uma aresta, ou três vértices (no
caso em que um triângulo está em .4 e O). Seja -r o número de incidências entre os triângulos
de .4 e O, ou seja, / é o valor obtido pela contagem do número de giestas e vértices em
comum aos triângulos de .4 e (9 (no caso em que um triângulo de .4 e um triângulo de O
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têm precisamente uma aresta em comum, incrementamos de l o valor de -r, e não contamos
os vértices desta desta). Cllaiamente, o valor de cada lado da equação (5.7) é igual a /

Agora, contando as arestas que estão na interseção de um triângulo em .4 e um triângulo
em O, obtemos 3t + t; + t{ = 3o + o; + o{. Como t = o, temos

í8 + t? (5.8)

Introduzimos agora os números que usaremos para as arestas em Co

e eZj: o número de arestas em fO que têm pelo menos um vértice em comum com um
triângulo de .4.

B eO: o número de arestas em eO que não têm nenhum vértice em comum com algum
triângulo de .4.

Note que eo é no máximo o número de vértices dos triângulos de .4 não-cobertos por nenhum
triângulo de O, isto é,

g 2tT + t; +tí. (s.9)

Sda G' o grato obtido removendo-se todos os vértices dos triângulos de .4, ou seja, G' :=
G Urc,r, V7'. Note que um emparelhamento de G' pode ser obtido tomando-se uma aresta
de cada triângulo de O que tenha exatamente um vértice em comum com um triângulo de .4,
e tomando-se as arestas de eo que não têm nenhum vértice em comum com um triângulo de
.4. Portanto, como C.4 é um empacotamento máximo de G', temos que le.41 2 oi + eo. Deste
fato e da desigualdade (5.9), temos que

leal = e'r + eo $ 2tÍ + t; + tÍ + lé:.41 .7. (5.10)

Consideramos agora a razão do valor de O sobre o valor de .4,

r 3lzol + lcol
slral + le,{1

Substituindo IZol e usando (5.10), obtemos

3lTal + le,{

Como l8.4 2 0 e r ? 1, podemos remover l&,41 na última desigualdade, obtendo

Usando (5.7), temos

.T)

3t + 3t3 + 3t;+ 2t8+ 3É7 + 2ti + o;+ o; + o7 + 2oÍ
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Agora, de (5.8) temos

, 3(t+ta+t +t +t?+ti)+(o;+o7+oi) 3l7Jl+(o;+o7+oi)7' -\ ==
3l7Àl3lTJI

Como o; + oT + oí $ o + o3 + o; + o; + oT + oi = lzol, temos r 5; l + {l;g
Zol $ optvTP(G) e .AYTP é uma p-aproximação para o problema VTP,

Como

liliJ $ i?!!!fll:l(e! $ p, e portanto r $ 1+ ;p.
D

Corolário 5.4 Ezãste uma (3 +c)-aprozímação para o problerrza do K2 + K3-empacofamenfa

Demonstração. Aplicando o algolitmo K2K3 com .AyTP - HS(t), o resultado segue do
Teorema 5.3 e do fato de que o algoritmo de Hurkens e Schrijver, HS(t), é um algoiitmo de
( 3 + e)-aproximação pala o problema VTP ]23]. o

C:orolário 5.5 .EzásZe an7z aZgor tmo de 1,4-aprozãmação para o probZenzla do Ku + K3-empa
cotamevtto em gra.fos de grau máximo 4.

Demonstração. Segue do Teorema 5.3 e do Teorema 3.15 D

5.4 Observações finais

O algoritmo K2K3 tem razão de aproximação pelo menos 3/2 quando .AYTP(G) = HS(T, t).
Mais precisamente, para o grato G mencionado na seção 3.3.5 (com 152 triângulos), que é
uma instância justa para o algoritmo HS(Zy(G), 4), temos que o valor de optK,+K,(G) sobre
o valor da solução obtida pelo algoritmo K2K3 é 3/2.

Notamos ainda que uma solução ótima para a versão do { l(2, K3l-empacotamento na qual
o objetivo é enconti'ar um subgrafo .17 de G que sda uma união de gratos disjuntos nos vértices
e tal que H tenha o maior número possível de 'uérfáces não é necessariamente uma boa solução
pala o nosso problema. Por exemplo, existem instâncias para o nosso problema pala as quais
a razão entre o valor de uma solução ótima e o número de arestas em um emparelhamento
perfeito (solução ótima dessa nova versão) é 2. Veja a Figura 5.8.

Os resultados que apresentamos nas seções anteriores foram submetidos ao gfÀ /nter-
nationat Workshop on Approzimation Algorithms for Combãnatoria! Optimization Problema
(APPROX 2006). Dessa forma, tomamos conhecimento de um resultado de Halldórsson j161
para um problema de cobertura mínima poi 3-conjuntos que fornece uma 3/2-aproximação
pala o problema do K2 + KS-empacotamento. Além disso, Raphael Yuster, um dos parece-
ristas, sugeriu uma outra 3/2-aproximação pala esse problema, cuja análise tem semelhanças
com a análise que apresentamos para o nosso algoritmo.
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Figura 5.8: As arestas destacadas estão em um empatelhamento perfeito.
estão em uma solução ótima do l<2 + K3-empacotamento.

Os triângulos destacados

Apresentamos em seguida algoritmo sugerido por Raphael Yuster. Inicialmente, o algo-
ritmo encontra em um dado grato G triângulos disjuntor nos vértices de forma gulosas em
seguida, o algoritmo completa a solução com um empaielhamento máximo no grato obtido
removendo os triângulos que foram encontrados na primeira fase. Pala mostrei que esse al-
goiitmo é uma 3/2-aproximação para o problema do Ku + K3-empacotamento, considere uma
solução .4 devolvida pelo algoiitmo de aproximação quando aplicado a um grato G, e uma
solução ótima O para o K2 + K3-empacotamento de G. Seja o{, { = 1,2,3, o número de
triângulos de (2 que intersectam exatamente ã vértices de 7a. Claramente,

.1 + .2 + 03

Introduzimos agora os números que usaremos para as arestas em é:o

e eZ;: o número de arestas em eO que têm pelo menos um vértice em comum com um
triângulo de.4.

e eO : o número de arestas em é:o que não têm nenhum vértice em comum com os triângulos

Observe que eZI é no máximo o número de vértices dos triângulos de .4 não-cobertos por
nenhum triângulo de O, ou seja, eZI $ 3lr,41 -- ol -- 2o2 -- 3o3. Portanto,

eo 2 maxl0, leal - 3lrÁI + oi + 2o2 + 3oa}. (5.12)

Sqa G' o grato obtido removendo-se todos os vértices dos triângulos de .4, ou seja, G' :=
G -- UrcrA l,q'. Note que um emparelhamento de G' pode ser obtido tomando-se uma aresta
de cada triângulo de O que tenha exatamente um vértice em comum com um triângulo de
.4, e tomando-se as arestas de fo que não têm nenhum vértice em comum com um triângulo
de .4. Portanto, como é:,{ é um emparelhamento máximo de G', temos que lé:.,t1 2 oi + eO
Deste fato e da desigualdade (5.12), temos que

lé:.41 > oi + maxl0, leal -- 3l7ÁI + oi + 2o2 + 3o3}.

Da inequação acima e do fato (5.11), temos que o algoritmo de aproximação produz uma
solução cujo valor é pelo menos

3lT.4j+oi+maxt0, leal--3lTal+oi+2o2+3o3} = 3lT.4j+oi+maxl0, lé:ol--3l7.4l--oi+o3+2lZol}

Consideramos agora a razão entre o valor de (2 e o valor de .4

3lZol + lé:ol
3lTÁI + le,{1

r

Analisamos os dois casos [)ossíveis
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a) leal -- 3l7,41 -- oi + o3 + 2lZo1 2 0. Neste caso, temos que

3lZol + leal , 3lZol + leal , 3
$ ãi#l-:íM ' ã

b) leal--3l7.4l--oi+o3+2lZol < 0. Neste caso, segue que 3l7,{l+oi > ICol+oa+2lZo1 2
fol + 2lZol. Logo,

T ==
3lZol + ICol , 3lZol + l8ol , 3
3lral +oi ~ 2lZol + ICol ' 2

Observamos que a lazão 3/2 do algoritmo que descrevemos é justa, mesmo pala gratos de
grau máximo 4 (veja um exemplo na Figura 5.9).

Figui'a 5.9: Se o algoritmo guloso de aproximação escolher inicialmente o triângulo T, então o valor
devolvido pelo algoritmo é 6. O valor da solução ótima é 9.

Halldótsson j161 apresentou um algoritmo para a versão do problema de cobertura mínima
poi 3-conjuntos, com a condição adicional de que os conjuntos encontrados sejam dois a dois
disjuntor, além de formarem uma cobeituia do conjunto dos vértices do grado. A análise do
desempenho desse algoritmo baseia-se nos seguintes argumentos.

Seja .4 a cobertura devolvida pelo algoiitmo de Halldórsson e soja ai, para ã ' 1, 2, 3, o
número de conjuntos em .4 de tamanho i. Seja (2 uma solução ótima do problema e o{, para
á = 1, 2, 3, o número de conjuntos em O de tamanho i. Claramente,

ai + 2a2 + 3a3 = bt + 2b2 + 3b3 (5.13)

A parte central consiste em mostrar que

ai + a2 $ bi + b2 + bs (5.14)

Substraindo (5.14) de (5.13), temos que a2 + 3a3 2 b2 + 2b3, e portanto,

b2 + 3Z'3 $ 1;(b2 + 2Z'3) $ 1;(a2 + 3a3).

Ressaltamos que o algoritmo de Halldórsson é muito mais complicado do que o algoritmo
proposto por Yuster. As idéias contidas na análise sugerida por Yuster guardam bastante
semelhança com as idéias contidas na prova que apresentamos para o Teorema 5.3. Por
outro lado, aproveitando as idéias de suster e juntando com outras novas, obtivemos alguns
resultados pi'eliminares interessantes pai'a o problema do {.l(2, . . . , -Kr }-empacotamento para
r > 3. Esses resultados farão parte de um artigo a sei redigido em breve.



Capítulo 6

Considerações finais

Melhoramos a razão de aproximação pala os problemas do empacotamento máximo de triângu-
los disjuntos nos vértices (VTP) e para o problema do empacotamento máximo de triângulos
disjuntos nas giestas (ETP) em gratos de grau máximo limitado, ambos APX-completos ]7].
Qualquer melhoria na razão de aproximação 2 + c pala os problemas VTP ou ETP em grados
gerais seria muito interessante, bem como a melhoria dos limitantes inferiores pala as razões
de aproximação de VTP e ETP

Uma classe de gratos para a qual não conhecemos a complexidade computacional do pro-
blema VTP é a classe dos gratos de intervalos. O problema VTP em gratos de intervalos
é interessante tanto do ponto de vista prático, como do ponto de vista teórico. Como sa-
bemos, esta classe de gratos contém a classe dos grados de intervalos unitários, para a qual,
como provámos, o problema VTP é polinomial. Também sabemos que os gratos de intervalos
constituem uma subclasse dos grados cordais para os quais VTP é NP-difícil j151.

O algoritmo de aproximação que apresentamos para o problema do K2+K3-empacotamento
usa uma rotina para encontrar uma solução aproximada pala o problema VTP. Do nosso re-
sultado segue que qualquer melhora na razão de aproximação (3 + c) para o problema VTP
implica em uma melhor razão de aproximação para o problema do K2 + K3-empacotamento.
Seria interessante desenvolver outras abordagens para lidar com este problema que levem a
melhores razões de aproximação, ou mostrar que isto é impossível.

Um outro problema que tem despertado nosso interesse é o problema do .F-empacotamento
no caso em que /' = {-K2, K3, . . . , Kr}, para um r fixo, e o objetivo é encontrar -H Ç G que
sela uma união de gra/os dísjuntos nos uértáces, cada um dos quais é isomorío a um grato de
.7', e tal que .llí tenha o maior rzlímero possa'ueJ de arestas. Obtivemos alguns resultados de
aproximação para este problema, que estão agora sendo refinados.

Recentemente, tomamos conhecimento de um problema de natureza semelhante, denomi-
nado de parfãção míháma em c/ãques cuja versão de otimização é a seguinte: dado um grato
G = (y, .E), encontre o menor k tal que existe uma partição (Vi,V2,- - ,Uk) de V tal que,

para cada d € {1, 2, . . . , k}, o subgrafo alKI é uma clique. Cei'poli et al. l81 provam'am que este

problema é MAX SNP-difícil para grifos cúbicos, e exibiram uma 5/4-aproximação para esta
classe de gratos.

Enceiiamos este trabalho mencionando que há várias questões sobre problemas de /-
empacotamento, algumas pouco exploradas, e muitas ainda totalmente inexploradas.
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