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Resumo

Dentre os problemas cldssicos da drea de otimizacao combinatdria distingliem-se os chama-
dos problemas de empacotamento, que variam de acordo com os objetos a serem empacotados
e as funcoes a serem otimizadas. Quando os objetos de interesse sao grafos, varios desses pro-
blemas podem ser classificados como problemas de F-empacotamento, onde 7 é uma familia
de grafos. Estes problemas sao assim definidos. Dado um grafo G, encontrar em G um sub-
grafo H que seja uma uniao de grafos disjuntos nos vértices (ou nas arestas), cada um dos
quais é isomorfo a algum grafo da familia F, e tal que H tenha o maior nimero possivel de
vértices (ou arestas). Temos assim vérias variantes, dependendo se consideramos disjungéio
nos vértices ou nas arestas, e se queremos maximizar o nimero de vértices ou arestas de H.

Um problema bem conhecido desse tipo é o problema do emparelhamento méximo, que
corresponde ao caso em que F = {K>3} e H deve consistir de subgrafos disjuntos nos vértices.
Nesta tese investigamos os casos F = {K3} e F = {K», K3}, com énfase no projeto de
algoritmos de aproximacao e resultados de inaproximabilidade.

No caso F = {K3}, estudamos o problema em que H deve ser uma uniao de tridngulos
disjuntos nos vértices, denotado por VTP, e o problema em que H deve ser uma uniao de
triangulos disjuntos nas arestas e o objetivo é maximizar o niimero de arestas de H, denotado
por ETP. Ambos os problemas sao NP-dificeis. A melhor razdo de aproximagao conhecida
para os dois problemas é 3/2 + €, obtida por Hurkens e Schrijver em 1989. Apresentamos
melhoras na razdo de aproximagdo para casos restritos dos problemas VTP e ETP que sao
sabidamente APX-dificeis: apresentamos um algoritmo de aproximagao para o VTP em grafos
de grau maximo 4 com razao um pouco menor que 1,2, e para o ETP em grafos de grau méximo
5 com razao 4/3. Apresentamos ainda um algoritmo linear exato para o VTP em grafos de
intervalos unitérios.

No caso em que F = {K», K3}, estudamos o problema em que os subgrafos de H devem
ser disjuntos nos vértices e H deve ter o maior niimero possivel de arestas. Provamos que este
problema ¢ APX-dificil mesmo em grafos de grau maximo 4. Ademais, apresentamos uma
(3/2 + €)-aproximagao para grafos arbitrarios e uma 1,4 -aproximagao para grafos de grau

maximo 4.

Palavras-chaves: algoritmos de aproximacdo. algoritmos polinomiais, APX-dificil, em-
pacotamento de arestas, empacotamento de tridngulos, grafos de intervalos unitdrios, grau

limitado.



Abstract

A classical problem in graph theory is the problem of finding a maximum matching in a
graph. This problem can be seen as an F-packing problem, where F is a family of graphs.
This problem is defined as follows. Given a graph G, find a subgraph H in G that is a union
of vertex-disjoint (or edge-disjoint) graphs, each of which is isomorphic to a graph in F, and
such that H has a maximum possible number of vertices (or edges). We may have several
variants of this problem, according to the restrictions on H (vertex or edge disjoint version)
and on the objective function.

In this thesis we investigate the cases in which F = {K3} and F = {K3, K3}, seeking
approximation algorithms and inapproximability results.

When F = {K3}, we study the vertex-disjoint version, denoted here VTP, and the edge-
disjoint version with the objective of maximizing the number of edges of H, denoted ETP.
Both problems are NP-hard. The algorithm with the best approximation ratio known so far
for these problems has ratio 3/2 + ¢, a result obtained by Hurkens and Schrijver in 1989. We
present improvements on the approximation ratio for restricted cases of VTP and ETP that
are known to be APX-hard: we give an approximation algorithm for VTP on graphs with
maximum degree 4 with ratio slightly less than 1.2, and for ETP on graphs with maximum
degree 5 with ratio 4/3. We also present an exact linear-time algorithm for VTP on the class
of unit interval graphs.

When F = {K5, K3}, we study the vertex-disjoint version with the objective of maximizing
the number of edges of H. We prove that this problem is APX-hard even on graphs with
maximum degree 4. Furthermore, we present a (3/2+¢)-approximation algorithm for arbitrary

graphs, and a 1.4-approximation algorithm for graphs with maximum degree 4.

Keywords: approximation algorithm, APX-hardness, edge packing, graph, low degree,

polynomial algorithm, triangle packing, unit interval graph
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Capitulo 1

Introducao

Muitos problemas de otimizacao combinatéria de grande importéancia e vasta aplicacao prética
sao reconhecidamente NP-dificeis. Para esses problemas, os algoritmos conhecidos que encon-
tram solugoes 6timas consomem tempo exponencial, o que na pratica é invidvel. Em fungao
do grande ntimero e da importéancia desses problemas, diversas abordagens tém sido desenvol-
vidas na tentativa de se obter uma solu¢ao de compromisso. Dentre elas, as mais freqiientes
sao: algoritmos pseudo-polinomiais, algoritmos probabilisticos, e algoritmos de aproximagao.

Nosso interesse concentra-se na area de algoritmos de aproximagao. As principais carac-
teristicas dos algoritmos de aproximagao é ser eficiente (polinomial) e ter garantia de desem-
penho. Essa garantia é uma medida da proximidade da solucdo encontrada pelo algoritmo
em relagdo a uma solugdo 6tima do problema. De acordo com a qualidade dessa medida,
definem-se varias classes de algoritmos de aproximagao. Nessa area, o interesse é projetar
algoritmos de aproximagdo e também encontrar limitantes de aproximabilidade (resultados
indicando que nao é possivel encontrar algoritmos com garantia de desempenho melhor do
que certos limitantes, a menos que P = NP). Essa area teve um intenso desenvolvimento
nas duas tltimas décadas, em particular na década de 90, quando o famoso Teorema PCP foi
provado por Arora et al. [1, 2, 3], fornecendo uma nova caracterizacao da classe de problemas
NP.

J4 na década de 60, o conceito de algoritmo de aproximagcao estava implicito em resultados
obtidos por Graham [14] (sobre escalonamento em mdaquinas paralelas) e Erdds [13] (sobre
grafos bipartidos). Mais tarde, Johnson [24] formalizou os conceitos de razao de aproximagao
e algoritmo de aproximacgao. Na década de 90 esta 4rea passou a receber um tratamento mais
sistemdtico. Surgiram técnicas aplicdveis a toda uma gama de problemas: métodos baseados
em programagao linear (método primal, dual e primal-dual), métodos probabilisticos, métodos
baseados em programacao semidefinida, etc. Na mesma época apareceram resultados de
inaproximabilidade, mostrando que certos problemas podem ser aproximados, mas nao tao
bem como seria desejavel (a menos que P = NP). Recentemente, diversos livros tém sido
publicados sobre o assunto [4, 20, 29], mostrando seu reconhecimento como uma disciplina
importante.
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1.1 Empacotamento de subgrafos em grafos

Um problema cldssico da drea de otimizacdo combinatdria é o problema de encontrar, num
dado grafo, um emparelhamento (colecao de arestas disjuntas) méaximo. Uma generalizagao
natural deste problema consiste em substituir arestas disjuntas por subgrafos disjuntos, sendo
estes pré-estabelecidos, dados através de uma familia F de grafos. Este problema é conhecido
como F-empacotamento, definido da seguinte forma. Dado um grafo G = (V, E) encontre um
subgrafo H em G, tal que H seja uma unido de grafos (disjuntos nos vértices ou arestas),
cada um dos quais é isomorfo a algum grafo da familia F, e tal que H tenha o maior niimero
possivel de vértices ou arestas.

Notamos que héd varias variantes desse problema: pode-se considerar grafos disjuntos nos
vértices ou nas arestas, e a fungio objetivo pode ser maximizar o nimero de vértices ou o
ntimero de arestas que pertencem a H (no caso mais geral, pode-se ter pesos associados aos
vértices e/ou as arestas). Nao existem muitas familias F para as quais as propriedades de apro-
ximabilidade e/ou inaproximabilidade dos correspondentes problemas de F-empacotamento
sao completamente entendidas. A maioria dos resultados obtidos trata da complexidade com-
putacional desses problemas.

Surpreendentemente, o problema do F-empacotamento pode ser resolvido em tempo po-
linomial para algumas familias ndo-triviais ¥, e muitos resultados importantes sobre empa-
relhamentos podem ser generalizados para esses casos. Listamos, em seguida, algumas das
familias F estudadas até agora para o problema de encontrar um subgrafo H que seja uma
unido de grafos disjuntos nos vértices e que tenha o maior nimero possivel de vértices.

— F consiste de um tnico grafo com pelo menos 3 vértices em alguma componente conexo:
o problema é NP-dificil. Este resultado segue do resultado provado em [18].

— F consiste de uma aresta e um conjunto de grafos hipo-emparelhédveis (hypomatchable):
o problema estd em P [19, 12]. (Um grafo G é hipo-emparelhdvel se G — v tem um
emparelhamento perfeito para todo v € V.)

— F consiste de estrelas S;, 1 <4 < r, onde r é um inteiro fixo: estd em P [17].

Questoes relativas & aproximabilidade de problemas de F-empacotamento (que sao NP-
dificeis) foram investigadas para algumas poucas familias 7. Dentre essas familias, destaca-se
o caso em que F consiste de um tnico tridngulo (uma clique de tamanho 3). Este caso, apa-
rentemente simples, é um problema cldssico que tem sido objeto de alguns estudos, mas que
ainda carece de resultados mais satisfatérios. Por exemplo, para grafos arbitrarios, seria inte-
ressante responder a questao da existéncia ou ndo de algoritmos com garantia de aproximacao
melhor do que as j4 conhecidas; para certas classes especiais de grafos, exibir algoritmos po-
linomiais, ou melhorar razées conhecidas e provar limitantes de aproximacao. Este problema
e um outro correlato sao os assuntos centrais da nossa pesquisa. Mencionamos a seguir esses
problemas.

Empacotamento Maximo de Tridngulos Disjuntos nos Vértices (VTP):
dado um grafo simples G, encontrar uma colecao maxima de tridngulos em G dois
a dois disjuntos nos vértices.
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Empacotamento Maximo de Tridngulos Disjuntos nas Arestas (ETP):
dado um grafo simples G, encontrar uma colecao maxima de tridngulos em G dois
a dois disjuntos nas arestas.

K5 + Ksz-empacotamento: é o problema do F-empacotamento no caso em que
F = {K,,K3}, e o objetivo é encontrar H C G que seja uma unido de grafos
disjuntos nos vértices, cada um dos quais é isomorfo a um grafo de F, e tal que
H tenha o maior nimero possivel de arestas.

O problema VTP surge em problemas de escalonamento e problemas de 3-agrupamentos
de pessoas: dado um conjunto de pessoas e afinidades entre elas, encontrar grupos disjun-
tos de 3 membros cada, de modo que as pessoas num mesmo grupo sejam compativeis e o
ntimero de pessoas isoladas seja minimo [11]. O problema ETP tem aplicagoes em biologia
computacional [7]. Os problemas VTP e ETP sao NP-dificeis [25, 21].

Um dos resultados mais relevantes para os problemas VTP e ETP foram obtidos por
Hurkens e Schrijver [23] em 1989. O resultado geral de Hurkens e Schrijver [23] sobre empa-
cotamento méaximo de k-conjuntos implica que um algoritmo simples de busca local é uma
(—g— + €)-aproximagao para o VTP e o ETP. Esta é a melhor razao de aproximagao que se
conhece para os dois problemas (para grafos arbitrarios).

Para um dado inteiro k£ > 3, denotamos por VTP-k (resp. ETP-k) o problema VTP (resp.
ETP) restrito a grafos com grau maximo k. Em 2002, Caprara e Rizzi [7] exibiram algoritmos
polinomiais para os problemas VITP-3 e ETP-4. Eles mostraram ainda que o problema VTP-4
(veja também [6]) e ETP-5 sao APX-dificeis (isto é, ndo admitem um esquema de aproximagao
polinomial, a menos que P = NP).

Considerando que, em termos de grau, instdncias com grau méximo 4 para o VTP (resp. 5
para o ETP) constituem um caso dificil que estd no limite entre instancias dificeis e faceis [7],
investimos um tempo no estudo dos problemas VTP-4 e ETP-5, na tentativa de encontrar um
resultado positivo de aproximabilidade ou um limitante inferior para a razao de aproximacao.
Conseguimos [27] melhorar a razdo de aproximagio para esses casos APX-dificeis: obtivemos

um algoritmo de aproximagao para o problema VTP-4 cuja razao de aproximagao é 3— @ +e€,

e um algoritmo para o ETP-5 com razao de aproximacao %.

Para um dado grafo G, denotamos por 7y (G) (resp. Tg(G)) a colegdo dos conjuntos dos
vértices (resp. arestas) de todos os tridngulos em G. E ficil ver que o problema VTP num
grafo G pode ser reduzido ao problema de encontrar um subconjunto de vértices independente
de cardinalidade maxima (problema MIS) no grafo de intersecao de 7y/(G). Claramente, esta
é uma AP-reducio: um algoritmo de p-aproximacdo para o problema MIS leva a um algoritmo
de p-aproximacio para o VTP. Nosso algoritmo para o problema VTP-4 se baseia nesse fato.
Ele aplica no grafo de entrada G algumas reducdes, que preservam a razao de aproximacao,
para obter um grafo G’ no qual todo tridngulo intersecta no maximo 3 outros tridngulos. Em
seguida, no grafo de intersecdo de 7y (G'), aplica o algoritmo de p(k)-aproximacao de Chlebik
e Chlebikové [10], onde p(k) = 3 — @ + I—?’%ﬁ e k é um pardmetro inteiro fixo, para o
problema MIS em grafos de grau maximo 3. Observamos que p(4) é um pouco menor que
1,25; e p(k) é um pouco menor que 1,2 para k > 65.

J4 o algoritmo que desenvolvemos para o problema ETP-5 é baseado numa busca local.
A idéia desse algoritmo consiste em verificar se existe um certo subgrafo H (chamado grafo
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de Hajds) em G. Se existe, o algoritmo adiciona (de maneira definitiva) alguns triangulos de
H ao conjunto A* a ser devolvido pelo algoritmo, retira Ey do grafo G e repete o processo.
Caso contrario, ele aplica o algoritmo de busca local de Hurkens e Schrijver mencionado
anteriormente.

Obtivemos também um algoritmo linear para o problema VTP em grafos de intervalos
unitarios. Um grafo de intervalos é um grafo de intersegao de um conjunto finito de intervalos
em R. Quando todos esses intervalos sdo de mesmo tamanho, um tal grafo é chamado grafo
de intervalos unitdrios. Nosso algoritmo é guloso e faz uso da caracterizacao de tais grafos
obtida por Looges e Olariu [26]: um grafo G = (V, E) é um grafo de intervalos unitdrios se e
somente se existe uma ordem linear < dos vértices de G tal que, para cada escolha de vértices
u, v, w temos que “se u <v <w e uw € E entdo wv,vw € E.”

O problema do K5+ K3z-empacotamento, na versao aqui considerada (ma.xiinizar 0 numero
de arestas de H), tem sido pouco investigada. Encontramos apenas um artigo de Halldér-
sson [16] sobre cobertura de k-conjuntos que fornece uma 3/2-aproximagao para esse problema.
Observamos que quando o objetivo é maximizar o ntimero de vértices de H entao o problema
correspondente pode ser resolvido em tempo polinomial [19]. J& o problema de nosso interesse
é NP-dificil.

Provamos que o problema do K>+ K3-empacotamento é APX-dificil para grafos com grau
méximo 5. Para isso, mostramos uma L-redu¢ao do problema VTP restrito a grafos de grau
maximo 4. Mostramos também que o Ky + Ks-empacotamento é APX-dificil mesmo para
grafos de grau maximo 4 e onde toda aresta pertence a algum tridngulo. A L-redugao é do
problema MAX2SATS3. Ela é mais elaborada, e é baseada na idéia de Caprara e Rizzi [7] para
mostrar que o problema VTP-4 é APX-completo.

Além disso, mostramos uma (1 + %p)-aproximagéo para o Ky + Ks-empacotamento, onde
p é uma razao de aproximagdo para o problema VTP. Nosso algoritmo inicialmente usa
uma rotina para encontrar um nimero maximo de triangulos disjuntos nos vértices, e depois
complementa a solugdo com um emparelhamento maximo no grafo obtido removendo-se os
vértices dos tridngulos que a rotina encontrou. Usando como rotina o algoritmo de Hurkens
e Schrijver [23] para o VTP, temos que a razao de aproximagao do nosso algoritmo ¢é % + €.
Ressaltamos ainda que o algoritmo de aproximagao para o VIP-4 que obtivemos (com razao
um pouco menor que 1,2) resulta em um algoritmo de aproximagao com razao 1,4 para o
problema do K3 + Ks-empacotamento em grafos de grau maximo 4.

Apresentamos aqui uma 3/2-aproximacao para o problema do Kj + Kj3-empacotamento
proposta recentemente por Yuster.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo introduzimos alguns conceitos e estabelecemos a notagao que utilizamos nos
préximos capitulos.

2.1 Teoria dos Grafos

Um grafo G é um par (Vg, Eg) de conjuntos finitos, onde Eg é um conjunto de pares nao-
ordenados de elementos distintos de Viz. Quando G estiver subentendido, omitimos o indice
c. Por exemplo, em vez de Vg e Eg, escrevemos simplesmente V' e E. Os elementos de Vg sao
chamados vértices, e os elementos de Eg de arestas. Por brevidade, denotamos uma aresta
{u,v} por uv ou vu. Se & = uv, dizemos que « incide em v € em v € que u € V Sa0 0S exiremos
de a. Também dizemos que u e v sdo vizinhos ou adjacentes e que u e v sao ligados por .
Duas arestas distintas sdo ditas adjacentes se elas tém um extremo em comum. Observamos
que o objeto que definimos como grafo é normalmente chamado de grafo simples.

Um grafo G é vazio se Vg = Eg = 0. A ordem de um grafo G, denotada por ng, ¢
o numero de seus vértices. O grau de um vértice v de um grafo G é o ntimero de arestas
incidentes em v e serd denotado por dg(v). Um vértice de um grafo é isolado se seu grau é
zero. O grau mdzimo é o niimero A(G) := max{dg(v) : v € Vg}.

Um conjunto de vértices ou arestas dois a dois ndo-adjacentes é chamado independente.
No caso de vértices, um conjunto independente é também chamado estdvel. Um conjunto
independente de arestas de um grafo é chamado de emparelhamento.

Se todos os vértices de um grafo G de ordem n sdo dois a dois adjacentes dizemos que G
é completo e o denotamos por Kp,; o grafo K3 é chamado triangulo.

Um grafo H é um subgrafo de um grafo G se Vg C Vg e Ey C Eg; escrevemos H C G. A
unido de dois grafos G e H, denotada por GU H, é o grafo (Vo UVy,EgU Eg). A intersegio
de dois grafos G e H, denotada por GN H, é o grafo (Vo NVy, EgN Ey). Dois grafos G e H
se intersectam se G N H é um grafo nao-vazio.

Se U é um subconjunto de Vg, a vizinhanca de U, denotada por I'¢(U), é o conjunto dos
vértices de Vi \ U adjacentes a pelo menos um vértice de U.

Se U C Vg, entdo o subgrafo de G induzido por U, denotado por G[U], é o subgrafo de G
cujo conjunto de vértices é U e cujo conjunto de arestas é o conjunto das arestas de G que
tém ambos os extremos em U. Denotamos por G — U o grafo G[Vg \ U]; para o caso em que
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U = {v}, abreviamos G — {v} por G —v. Similarmente para U C Eg.

Um grafo é bipartido se Vg admite uma particao em duas classes de modo que cada
aresta tem extremos em classes distintas; uma tal particdo é chamada biparticao do grafo.
Um grafo bipartido completo é um grafo bipartido no qual todo par de vértices de classes
distintas é uma aresta. Denotamos por K, , o grafo completo com biparticao (V1, V2) tal que
Vil =m e |Va| = n.

Um caminho é um grafo P com Vp = {v,...,v;} ndo-vazioe Ep = {v1v2, 0203, ..., Vg1V }-
Podemos representar um tal caminho por vjvg - - - vx. Se P = vjvg -+ - v é um caminho com
k > 3, entao (Vp,Ep U {vv1}) é chamado de circuito. Uma corda de um circuito ¢ uma
aresta que liga dois vértices ndo consecutivos deste circuito. O comprimento de um caminho
é o0 ntimero de suas arestas; definimos analogamente o comprimento de um circuito.

Um grafo é conezo se, para todo par de vértices distintos u e v, contém um caminho com
extremos u e v. Os subgrafos conexos maximais de um grafo sdo chamados componentes.
Uma cligue em um grafo é um conjunto de vértices dois a dois adjacentes.

O grafo de intersecdo de uma colegdo de conjuntos 7 é o grafo H com Vg :=T e XY €
Ey © XNY # 0. Un grafo de intervalos é um grafo de intersecdo de um conjunto finito
de intervalos em R. Quando todos esses intervalos sio de mesmo tamanho, um tal grafo
é chamado grafo de intervalos unitdrios (ou grafo indiferenga). Um grafo é cordal se todo
circuito de tamanho maior que 3 tem uma corda. Um grafo é livre de k-garras (k-claw free)
se ele ndo contém nenhum subgrafo completo bipartido K ; como subgrafo induzido. Um
cografo é um grafo que ndo tem caminho de comprimento 4 induzido. Um grafo é split se o
seu conjunto de vértices pode ser particionado em um conjunto independente e uma clique.

Para um dado nimero real A > 0, denote por C, um conjunto finito de circulos de mesmo
raio no plano, onde a distincia entre os centros de quaisquer dois circulos é pelo menos A.
Um grafo disco-unitdrio de A-precisdo é um grafo cujos vértices correspondem aos circulos de
algum conjunto C) (como definimos), dois de seus vértices sdo adjacentes se e somente se 0s
circulos correspondentes se intersectam

O problema do Conjunto Independente Mdazimo (MIS) é definido como segue. Dado um
grafo G, encontre um subconjunto de vértices independente de cardinalidade méxima em G.

2.2 Conjuntos e problemas de empacotamento

Para uma dada familia F de grafos o problema do F-empacotamento é definido da seguinte
forma. Dado um grafo G, encontre um subgrafo H em G, tal que H seja uma unido de grafos
(disjuntos nos vértices ou arestas), cada um dos quais é isomorfo a algum grafo da familia F,
e tal que H tenha o maior nimero possivel de vértices ou arestas.

Estudaremos o problema do F-empacotamento no caso em que F = {K3}, e o objetivo é
encontrar um grafo H C G que seja uma unido de grafos disjuntos nos vértices (vesp. arestas),
sendo cada um deles isomorfo a K3, tal que H tenha o maior nimero possivel de arestas. Esses
problemas também sao conhecidos pela seguinte denominagao:

Problema do Empacotamento Mdzimo de Triangulos Disjuntos nos Vértices (VTP ). dado
um grafo G, encontrar uma cole¢do maxima de tridngulos em G dois a dois disjuntos nos
vértices. Problema do Empacotamento Mdzimo de Tridngulos Disjuntos nas Arestas (ETP):
dado um grafo G, encontrar uma cole¢do maxima de tridngulos em G dois a dois disjuntos nas
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arestas. Para um dado grafo G, denotamos por 7y (G) (resp. Te(G)) a colegao dos conjuntos
dos vértices (resp. arestas) de todos os tridingulos em G. Para simplificar, vamos nos referir a
uma. colecao de tridngulos disjuntos nos vértices (resp. arestas) de G' como um empacotamento
de Ty (G) (resp. Tg(G)). Para um dado inteiro k£ > 3, denotamos por VITP-k (resp. ETP-k)
o problema VTP (resp. ETP) restrito a grafos com grau méximo k.

Uma reducio natural que podemos fazer nas instancias dos problemas VTP e ETP consiste
em retirar os vértices isolados e as arestas que nao pertencem a nenhum triangulo. Portanto,
no estudo dos problemas de empacotamento de tridngulos, restringimos nossa atencao a grafos
nos quais toda aresta pertence a algum tridngulo; tais grafos serdo chamados irredundantes.

Denotamos por 7g a colegao de todos os tridngulos em G. Um tridngulo cujos vértices
sdo u, v e w é denotado por [u,v,w]. O grau de T € Tg, denotado por dg(T'), é o niimero de
tridngulos em G diferentes de T' que intersectam 7'.

Um empacotamento de {K5, K3} em um grafo G é um subgrafo H em G tal que H é uma
unido de grafos disjuntos nos vértices, cada um dos quais é isomorfo a K3 ou K3. Se A é um
empacotamento de {K», K3} em um grafo G, entao o valor de A é o nimero de arestas de G
que A cobre, e o conjunto 74 (resp. £4) é a colecao de todos os tridngulos (resp. arestas)
em A. O problema do Kj + K3-empacotamento é o problema de encontrar num grafo G um
empacotamento de {Ks, K3} de valor maximo.

Um k-conjunto é um conjunto com exatamente k elementos. Dada uma colecao F de
conjuntos, dizemos que uma subcole¢do 7 de F cobre um conjunto finito F se todo elemento
de E pertence a algum conjunto de 7. Neste caso, dizemos também que 7 é uma cobertura
de E. O problema da cobertura minima por k-conjuntos (k-SC) consiste no seguinte: dados
um conjunto finito F e uma cole¢do finita F de subconjuntos de E tamanho no maximo k,
encontrar uma cobertura 7 de E de cardinalidade minima.

Seja V um conjunto finito de elementos e Fy, . .., E; C V. Dizemos que a colegao by, ..., B
tem um sistema de representantes distintos (SRD) se existem elementos ey, ..., e; dois a dois
distintos tais que e; € F;, para todo 7 = 1,...,l. Uma colecao Fj,...,E; tem um ¢-SRD se
qualquer colecio de no maximo ¢ conjuntos entre Ej,...,E; tem um SRD. Note que pelo
teorema de Hall, as seguintes duas afirmacoes sao equivalentes:

e Uma cole¢do Ey,..., F tem um t-SRD

e Para todo p < t, quaisquer p conjuntos entre Ej, ..., E) cobrem pelo menos p elementos
de V.

2.3 Classes de problemas, algoritmos e complexidade

Um algoritmo de p-aprozimagao para um problema de maximizagao II € um algoritmo polino-
mial tel que, para toda instancia I do problema, devolve uma solugéo S cujo valor, valg(Z, S),
é pelo menos %optn(I ), onde opt(I) é o valor de uma solucao 6tima de I. (o pardmetro p
pode ser um niimero maior ou igual a 1, ou uma funcio do tamanho da instincia). Se um
tal algoritmo existe, IT pertence a classe de problemas APX. Dizemos que p é uma razdio de
aprozimagdo ou garantia do algoritmo. Um esquema de aprozimagdo polinomial (PTAS) para
II é uma familia de algoritmos {A.: £ € (0,1)} tal que para cada e, A, é um algoritmo de

1 . . ~
{—z-aproximagcao para II.
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Denotamos por Sol(I) o conjunto das solugdes vidveis de uma instincia I. Uma AP-
redu¢ao de um problema de otimizagao II; para um problema de otimizagao Il € um terno
(f,g9,B) em que f e g sao algoritmos e 8 é um numero racional positivo tais que:

e f recebe um nimero racional positivo J e uma instancia I de II;, e devolve uma instancia
f((sv I) de H21

e g recebe um nimero racional positivo ¢, uma instancia I de II; e um elemento Sz em
Sol(f(d, 1)), e devolve g(d,I,S2) em Sol(I),

e para todo niimero racional positivo 8, os algoritmos f(d,-) e g(d,-,-) sdo polinomiais,

e para toda instincia I de II;, todo niimero racional positivo 4, e todo Sz em Sol(f(9,1)),
vale que se

(1 = 8)opt(f(4,1)) < val(f(6,1),92) < (14 6)opt(f(4,1)),
entdo (1 — Bd)opt(I) < val(Z,g(d,1,S52)) < (1+ Bé)opt(I).

Se existe uma AP-redu¢iao de um problema de otimizagao II; a um problema de otimiza¢ao
Iy, entao dizemos que IIy é AP-redutivel a Il;. Um problema de otimizacao II é APX-dificil
se todo problema em APX é AP-redutivel a II, e APX-completo se é APX-dificil e estd em
APX.

Uma L-redu¢do de um problema de otimizagao II; para um problema de otimizacao Il é
uma quadrupla (f, g, @, ) que consiste de dois algoritmos polinomiais f e g e duas constantes
positivas a e 3 satisfazendo as seguintes condigoes:

e para toda instancia I; de II;, temos que f(/;) é uma instancia de Ily,

e dada uma instancia I; de II; e qualquer solugao vidvel S de f(I), temos que g(I;,S) é
uma solugao vidvel para a instancia I; de IIj,

e |optp, (f(11))| < alopty, (11)|, para toda insténcia I, de I,

o lopty, (11) — valm, (11, g(11, S))| < Bloptn, (f (1)) — val,( (1), S)], para toda instancia
I de TI; e toda solugao viavel S de f(I).

Usamos a notacio II; <y, Il para indicar que existe uma L-redugao de II; para IIs. Se
I, <; Iy e II, € APX, entao II; € APX. Mais precisamente, a existéncia de uma (11:)-
aproximacao para Il implica a existéncia de uma (Tﬁ)—aproximagéo para II;. Em se
tratando de problemas em APX, a existéncia de uma L-redugao implica na existéncia de uma
AP-reducdo. Mais precisamente, se I1; <y, II e II; estd em APX, entao II; é AP-redutivel
a II5. Assim, para mostrar que um problema II, é APX-dificil basta mostrar que existe um

problema APX-completo II; tal que IT; <j, II (veja em [4]).



Capitulo 3

Empacotamento de tridngulos
disjuntos nos vértices

3.1 Introducao

O problema de Empacotamento Maximo de Tridngulos Disjuntos nos Vértices (VTP) é NP-
dificil [25, 21]. Temos interesse em obter algoritmos de aproximagao para esse problema,
resultados de inaproximabilidade, ou obter classes/familias de instdncias para as quais este
problema é polinomial.

Hurkens e Schrijver [23] apresentaram um algoritmo para o problema do empacotamento
méximo de k-conjuntos, k > 2: dada uma familia F de k-conjuntos, encontre um empacota-
mento maximo de F. Trata-se de um algoritmo simples de busca local. No caso particular
em que k = 3, tal algoritmo é uma (% + ¢€)-aproximacao para o VIP. A razao de aproximagao
obtida por Hurkens e Schrijver é a melhor raziao de aproximacao que se conhece para o VTP
(para grafos arbitririos).

Em 1994, Baker [5] provou que o problema VTP restrito a grafos planares admite um
esquema de aproximacao polinomial (PTAS). Conforme [7], este resultado pode ser estendido
para o ETP. Os dois problemas admitem tal esquema também para grafos disco-unitarios
de A-precisdo [22]. O problema VTP é NP-dificil mesmo quando restrito a grafos cordais e €
polinomial para as classes de grafos split e cografos [15].

Para um dado inteiro £ > 3, denotamos por VTP-k (resp. ETP-k) o problema VTP
(resp. ETP) restrito a grafos com grau maximo k. Em 2002, Caprara e Rizzi [7] mostraram
que o VTP-3 est4d em P, e que o VTP-4 (veja também [6]) é APX-dificil, isto é, nao admite
um esquema de aproximacdo polinomial a menos que P = NP. Chlebik e Chlebikova [9]
mostraram que 95/94 é um limitante inferior para a razdo de aproximagao para o problema
VTP-4.

Apresentamos agora um resultado simples que usaremos na andlise da a complexidade de

nossos algoritmos.
, ” L. , . . A(A-Dng
Lema 3.1 O nimero de triangulos em um grafo G de grau mdzimo A é no mdzimo ———5———.

Demonstracao. Claramente, toda aresta de G pertence a no maximo A—1 tridngulos. Entao
|E|(A — 1) contabiliza o niimero méximo possivel de tridngulos em G, onde cada triangulo é
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contado 3 vezes (uma vez para cada uma de suas arestas). Como |E| < A;G, temos que

|E|(A-1) _ A(A-1)ng
[7c] < 5 e = .

O

Neste capitulo apresentamos inicialmente o resultado obtido por Hurkens e Schrijver [23]
em 1989 para o problema VTP. Em seguida, apresentamos um algoritmo de aproximacao
para o VTP-4 cuja razao de aproximagao é 3 — —‘/51—3 + ¢, e um algoritmo exato para o VTP
em grafos de intervalos unitérios.

Neste capitulo restringimos nossa atencao aos grafos irredundantes. Quando escrevemos
G — U (para U C Vg ou U C Eg), estamos supondo que os vértices isolados e as arestas que

nao pertencem a nenhum tridngulo foram removidos também.

3.2 Grafos arbitrarios

Observamos que um algoritmo guloso simples que retorna uma cole¢do maximal de tridngulos
disjuntos nos vértices é uma 3-aproximagao para o problema VTP. Isto porque todo tridngulo
da uma solu¢ao obtida pelo algoritmo guloso intersecta no maximo 3 tridngulos de uma solugao
otima.

3.2.1 Algoritmo de Hurkens e Schrijver

Um dos resultados mais relevantes para o problema VTP segue de um resultado mais geral
(sobre empacotamento maximo de k-conjuntos), obtido por Hurkens e Schrijver [23] em 1989.
Descrevemos a seguir esse resultado. Dados um ntimero inteiro fixo ¢ e uma colecao 7 de
k-conjuntos, considere o seguinte algoritmo.

Algoritmo HS(7,1):

Dada uma colecao C C 7 ja construida, de conjuntos dois a dois disjuntos, verifique
se existem p < t conjuntos dois a dois disjuntos em 7\C que intersectam no maximo
p—1 conjuntos da colegdo C. Se existir, troque os conjuntos, obtendo uma. colegao
maior C, e repita o processo. Caso contrario, devolva C (que chamamos de ¢-6timo).
A troca acima consiste em incluir em C os novos p conjuntos de 7\C e remover no
maximo p — 1 conjuntos que os intersectam.

Note que o algoritmo HS(7,t) se baseia numa busca local e encontra uma colegao de
conjuntos em 7 dois a dois disjuntos. Claramente, este algoritmo resolve o VTP. Basta tomar
k=3eT =Tv(G), onde G é o grafo de entrada. Lembramos que 7y (G) denota a colegao dos
conjuntos dos vértices de todos os tridngulos em G. O resultado de Hurkens e Schrijver [23]
sobre empacotamento maximo de k-conjuntos implica que o algoritmo HS(7,t) é uma (—23i +e¢)-
aproximacao para o VTP, onde € ¢ inversamente proporcional a ¢ (conforme ¢ cresce, € tende
a zero). Eles exibiram ainda, para cada ¢, instdncias para as quais o algoritmo acima produz
solugoes que atingem tal razdo em relagdo ao empacotamento maximo de tridngulos disjuntos
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nos vértices. A razao de aproximagao obtida por Hurkens e Schrijver é a melhor razao de
aproximacao que se conhece para o VTP (para grafos arbitrarios).

Apresentamos em seguida o resultado geral de Hurkens e Schrijver [23] sobre empacota-
mento maximo de conjuntos, derivando dai o resultado para o problema VTP.

Teorema 3.2 Seja Y um conjunto com k elementos e Ey, Es, ..., E subconjuntos de' Y. Se
todo elemento de Y estd contido em no mdzimo 3 dos conjuntos Ei, Es, ..., B, e qualquer
colecdo de no mdzimo t conjuntos entre Ey, Es, ..., E tem um SRD, entdo

l 3-2" -3

E S m, set=2r—1e (31)

l 3-2" -2

T < oo 3’ set=2r.

Lembramos que a colegao EY, ..., F; tem um sistema de representantes distintos se existem
elementos ey, ..., e; dois a dois distintos tais que e; € E;, para todo 7 = 1,...,l. Para provar
este teorema, ordenamos os conjuntos Fj, ..., E; de modo que

|Ei| =---= |Ej>3
Byl == |Eal=2 (3.2)
|Bgal =+ = |Bl=1
Definimos ainda o conjunto W := Ué:h +1 Ei. Sejam Ty, ..., Ty os elementos de Y. Para cada

i=1,...,q seja X; um conjunto de tamanho |E;| — 2, disjunto de E; U --- U E, e tal que
XiNnX; =0,sei#j Seja X U---UXy = {y1,...,ys}. Considere agora a colecio de
conjuntos

(Ey\ W)U X1,..., (B, \W)UXg, Eqp1 \W,...,Exk\ W, {n1}, ..., {ys} (3.3)
Para a prova do Teorema 3.2 precisaremos do seguinte lema.

Lema 3.3 Para todot >3, se E,...,E; tem um t-SRD, entao a cole¢io 3.3 tem um (t—2)-
SRD.

Demonstragio. Suponha que a colegdo (3.3) nado tenha um (¢ — 2)-SRD. Portanto, existe
uma. colecao II de conjuntos de (3.3) tal que |II| =p, p <t—2e |UII| < p— 1. Escolha II de
forma que p seja minimo. Entao,

Ul =p—1. (3.4)
De fato, suponha que |II| = p e | UII| < p — 2, e considere a colecao II' := IT'\ {S}, onde S
é qualquer elemento de II. Temos que p’ := [II'| =p—1e |UIl'| <p—-2=p —1. Porém
p' < p, o que contradiz a minimalidade de p.

Ainda, temos que

cada elemento de UII é coberto por pelo menos dois conjuntos em II. (3-5)

De fato, suponha que exista um elemento 7' de U II tal que 7' seja coberto por exatamente
um conjunto S em II. Considere II' := IT\ {S}. Como T é coberto somente por S, temos que
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U II' C U II\{T}. Usando (3.4) temos que p' := |II'| = p—1e |UIl'| < |UIT|-1 =p—-2 =p' 1,
o que contradiz a minimalidade de p.
Mostramos em seguida que de (3.5) segue a seguinte afirmagao.

Paracadai=1,...,qez € X;, temos que {z} €l & (E; \ W)U X, € IL (3.6)

Suponha que {z} € II. Claramente, z € U II. De (3.5) temos que z pertence a mais algum
conjunto em II. Como todo X; é disjunto de E; U---U E; e X; N X; = 0 para 1 # j,
temos que os tnicos conjuntos da familia (3.3) que contém z sao {z} e (E; \ W) U X;. Logo,
(E; \ W) U X; € II. Analogamente, (E; \ W) U X; € II implica que {z} € IL.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que

todos os conjuntos (B \ W)U Xq,...,(Eq \ W)U Xy, Eg1 \W,...,E, \ W pertencem a II.
(3.7)

De fato, suponha que exista j, 1 < j < h, tal que (E; \ W)U X, ¢ II (ou E; \ W ¢ II).
Considere a familia &' := {E),..., E;} \ {E;}. Como Ej,..., E; tem um ¢-SRD, sabemos que
quaisquer s(s < t) conjuntos entre Fj, ..., E; cobrem pelo menos s elementos de V. Considere
s conjuntos em &' (s < t). Estes conjuntos pertencem a colegao Ej,..., B, portanto cobrem
pelo menos s elementos de V. Ademais, como II ndo foi mudado, temos que |II| = p e
|UTI| < p—1. Logo, podemos remover E; de E1, ..., E;se (E;\W)UX; ¢ II (ou E; \W ¢ II).

Note que

os conjuntos Ep41, ..., F; sdo dois a dois disjuntos. (3.8)

Suponha a existéncia de dois conjuntos F; , E;,, h +1 < 41 < 19 < [, tais que Ej; = Ey,.
Como |E;,| = |E;,| = 1, concluimos que a cole¢do Ei, ..., F; ndo tem um ¢-SRD (pois ¢ > 3),
o que é uma contradigao.

Ainda, sem perda de generalidade, podemos supor que

(B1U---UE,)NW = Ep 1 U---UE,. (3.9)

De fato, como W = Ui:h+1 E;, temos que (B U---UE,)NW C Ep4q U---U E;. Suponha
agora que Ep U---UE € (ByU---UE,) NW. Entao, existe T, 1 < j < k, tal que
T, € By U---UE =W eTj ¢ (EyU---UE,) NW, ou seja, Tj ¢ EyU---UE}y. De (3.8)
temos que existe somente um conjunto E;, h + 1 < i <, tal que {T}} = E;. Ainda, como
T; ¢ E1U---UE}, temos que T pertence a somente um conjunto de II, o que contradiz (3.5).

Note que
h

s=|X1U - UXg| = (IBi| -2). (3.10)
=1
Além disso,
p=h+s. (3.11)

De fato, por (3.7), todos os conjuntos (Ey \ W)U X1, ..., (E,\W)U Xy, Eg \W, ..., Ex\W
pertencem a II. Logo, por (3.6) concluimos que {z} € II para todo z € X; ei =1,...,q.
Segue imediatamente que II é toda a colecao (3.3), ou seja, |II| =p = h +s.
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Do fato de que II ¢é toda a colegao (3.3), e das afirmacoes (3.4) e (3.11) segue que

h
IJ@E\W) =|ull]—s=(p—-1)-s=(p-s)-1=h—1. (3.12)

=]

Agora, de (3.9) temos que

(B; NW)| = [W]. (3.13)

-
s
D
=
T
C=

i=1 i=1

Il

Ainda, de (3.8) segue que

W|=1-h. (3.14)

Usando (3.12), (3.13) e (3.14), temos que

! h I
\UEI = IUE\W)|+IJEnw)
=1 =1 =1

h h
= | J@E\W)|+|JEnw) (3.15)
=1 =1

= -1+ |W|=h-1+(1-h)=1-1

Ainda, por (3.5), temos que Z?:l |E; \W| > 2| Ule (E; \W)|. Usando esta inequacdo, o fato
de que p < t — 2, e as afirmagoes (3.14), (3.9), (3.12), (3.10) e (3.11), temos que

l

h+ (1 —h)
h+|Ep1U---UE]|
h+|(BLU - Ep) NW|

h h h
h+ | JENW) <h+ Y |EnW|=h+) (|- |E\ W)

1=1 =1 =1

h h h h
ht DB =D 1B\ W] < h+ ) |E| =2 &\ W) (3.16)
1=1 d=1 =1

=1

h
h+2h+> |Ei—2|—2(h—1)
=1

h+2h+s—2h+2
h+s+2=p+2<t.

Entdo, de (3.15) e (3.16) temos que |UL_, E;| =1 — 1 el < t, o que contradiz o fato de que a
colegao E,...,E; tem um ¢t-SRD. m]

Apresentamos a seguir a prova do Teorema 3.2.
Demonstracdo. (do Teorema 3.2) A prova é por indugdo em ¢. Denotamos por ¢(t) o
termo do lado direito das inequacdes em (3.1). Note que, como todo elemento de Y estd
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contido em no maximo trés conjuntos de Ej, ..., Fy, temos que
!
> 1B < 3k. (3.17)
=1
Seja t = 1. Como Ej,...,E; tem um ¢-SRD, temos que todo Ej, i = 1,...,l é nao-vazio.
Logo, | < 25':1 |E;|. De (3.17) temos que I < 3k, ou seja, [/k < 3 = ¢(1).

Seja t = 2. Logo, qualquer cole¢do de no méaximo 2 conjuntos entre Ej, ..., E; tem um
SRD. Portanto, E; # 0, para z = 1,...,l. Ainda, a unido de quaisquer 2 conjuntos entre
Ey,...,E; cobrem pelo menos 2 elementos de Y. Portanto, nao existem 2 conjuntos E;,, E;,,
h+1 <1 <ig <1y <, tais que B;, = E;,. Logo,

l—h<k. (3.18)

Agora, de (3.2), (3.14) e (3.17) temos que

h l l
I+h=2h+(—h) <D |EB|+ D |E|=) |Bi| <3k
=1 i=h+1 =1

Usando a inequagdo acima e (3.18), obtemos 2l = (I — h) + (I + h) < k + 3k = 4k. Logo,
Ik <2=p(2).
Seja agora t > 3. Considere a cole¢do (3.3) de conjuntos sobre

ll
Y= JE.
1=1

Note que

l!'=h+se k:=Y|=|Y|-|W|+s=k—|W|+s. (3.19)
Pelo Lema 3.3, temos que E}, ..., E}, tem um (¢ — 2)-SRD. Claramente, todo elemento de Y”
est4d em no méximo 3 dos conjuntos Ef, ..., E. Logo, pela hipétese de indugao,

U <o(t—2)K.
Usando a inequagio acima e (3.19), concluimos que h+s < ¢(t—2)(k—|W|+s). Reescrevendo
essa ultima desigualdade obtemos
Pt —2)[W|+h—(p(t—2)—1)s < @t — 2)k. (3.20)
Agora, de (3.10) e (3.17) temos que

h h l
W] +2h+s=|W|+2h+ (| -2) =W+ |E|l =) |El| <3k (3.21)
1=1 =1

i=1
Usando (3.14), temos que
Il = (I-h)+h=|W|+h
Wit -2 —1)  h@p(t—2) 1) _ 2lWlp(t = 2) = W] + 2hp(t — 2) ~ h

= T out-2-1 " opt-2 -1 20(t — 2) — 1 (6-22)
et =2)|W|+h— ot —2)s +5+p(t = 2)|W| = [W]|+2hp(t —2) —2h + sp(t —2) — s
20(t — 2) — 1
1 (t—2)

= (ot~ AW+ h— (p(t — 2) ~ 1)s) + __11(|W| +2h+s).

20(t—2) -1 p(t —2)
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Agora, (3.20), (3.21) e (3.22) implicam que

1 pt=2) =1, _ dp(t—2)-3

a R M " ED R}

= 9t—2)—1"

Logo,
I de(t—2)—3
- 2
E~ 2p(t—2)—1 (3:23)

Para t = 2r — 1, usando (3.23) e a hipdtese de inducao, temos que

3.2r-1_3
L dogerg =3 _3-27-3 p(1)
k~2325=8 1 2.27-3

Para ¢t = 2r, usando (3.23) e a hipétese de inducao, temos que

gr—1_
| 482 =2-3 3.9r_2
T S T30 T 9.9t _9
ko2gers -1 2020

p(t).

Coroldrio 3.4 Seja G = (V, E) um grafo, Tv(G) a colecio dos conjuntos dos vértices de
todos os trigngulos em G, e t um inteiro positivo. O algoritmo HS(Ty(G),t) é uma (3 +¢)-
aprozimagdo para o problema VTP, onde € é inversamente proporcional a t.

Demonstragio. Sejam T1,..., T os tridngulos devolvidos pelo algoritmo HS(7v(G),t), e
TY{,...,T] um empacotamento méximo de 7y (G). Definimos Y := {T1,...,T}}. Para cada
i=1,...,l, definimos o conjunto E; := {Tj| T; N T} # 0}. Observe que todo T}, j = 1,...,k,
est4 contido em no maximo trés conjuntos de E1, . . ., Fy, pois os tridngulos 17, . .., T} sao dois a
dois disjuntos nos vértices. Ainda, como a solugao do algoritmo HS(7y (G), t) é t-6tima, temos
que a unido de quaisquer p, p < ¢ tridngulos de T7,...,T] intersecta pelo menos p tridngulos
de T1,...,T). Portanto, qualquer cole¢do de no méximo ¢ conjuntos entre Fy,. .., E; tem um
SRD. Pelo Teorema 3.2 temos que

l 3-2" -3

- < — =2r—1
S 2.zr_?),set T

l 3:-2"—2

- < — t=2r.
r S gy se 2r

3.3 Empacotamento de tridngulos disjuntos nos vértices em
grafos com grau maximo 4

3.3.1 Introducao

Nesta secao restringimos nossa atengao aos grafos irredundantes de grau maximo 4.
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Considerando que, em termos de grau, instincias com grau maximo 4 para o problema
VTP constituem um caso dificil que estd no limite entre instincias dificeis e ficeis 7], inves-
timos um tempo no estudo do problema VTP-4, procurando obter um algoritmo com uma
razio de aproximacao melhor. Desenvolvemos um algoritmo de aproximagao para o problema
VTP-4 cuja razdo de aproximagao é 3 — @ + €.

E facil ver que o problema VTP num grafo G pode ser reduzido ao problema de encontrar
um subconjunto de vértices independentes de cardinalidade maxima (problema MIS) no grafo
de intersecao de Ty/(G). Claramente, esta é uma AP-redugao: um algoritmo de p-aproximacao
para o problema MIS leva a um algoritmo de p-aproximagao para o VTP.

Nesta secio descrevemos um algoritmo de aproximagao, chamado de VT4, para o pro-
blema VTP em grafos irredundantes de grau méximo 4, onde k é um paradmetro inteiro fixo.
Este algoritmo aplica no grafo de entrada G algumas redugdes que preservam a razao de
aproximagio, e obtém um grafo G’ no qual todo triangulo intersecta no mdximo 3 outros
tridngulos. Em seguida, no grafo de intersecao de 7v(G'), aplica o algoritmo MIS3 para
o problema MIS em grafos de grau maximo 3. O algoritmo MIS3;, obtido por Chlebik e
Chlebikova [10], é uma p(k)-aproximagao onde p(k) = 3 — @ + BT_Z‘,{E Observamos que
p(4) é um pouco menor que 1,25; e p(k) é um pouco menor que 1,2 para k > 65. Vale notar
que o algoritmo MIS3;, é essencialmente o algoritmo de Berman e Fujito [6], mas a andlise
cuidadosa feita por Chlebik e Chlebikova em [10] melhora a razio (£ + z;) obtida em [6].

O algoritmo MIS3; aplica inicialmente redugdes ao grafo de entrada G' que preservam
a razdo de aproximagdo, entre outros: Branchy Reduction - se existe um caminho vjvav3v4
onde vy € v3 tém grau 2, remove v e vz do grafo e insere a aresta vivy4, € Small Commitment
Reduction - procura repetidamente um subconjunto I de Ve tal que |I| < k e I é um conjunto
independente maximo no subgrafo induzido pelos vértices em I e seus vizinhos. Se encontrado,
I é adicionado ao conjunto que o algoritmo MIS3j, devolvera e os vértices em I e seus vizinhos
sao removidos do grafo G'.

O algoritmo MIS3;, é baseado em aumento local em duas dire¢ées. Um p-aumento local
de um conjunto independente I adiciona p vértices e retira p — 1 vértices de I, de modo que o
conjunto obtido é independente. Um conjunto independente é p-dtimo se ele ndo admite um
p-aumento local.

Se I é um conjunto independente no grafo de entrada G’, o algoritmo MIS3y, iterativamente
aplica O(klog|Vg|)-aumentos em I. Quando I se torna O(klog|Vg|)-6timo, o algoritmo
encontra um conjunto independente méximo I’ no grafo induzido por Vg \ I (como o grau
maximo de G’ é 3, todo vértice no grafo G'[V \ I] tem grau no méximo 2, e portanto I' é
f4cil de encontrar). Se |I’| > |I|, o processo se repete com |I’| no lugar de |I|. Caso contrério,
o algoritmo devolve I.

O consumo de tempo para encontrar aumentos locais é O(|Vg . Como tais au-
mentos sao feitos no maximo |Vg| vezes, o tempo de execucdo do algoritmo MIS3,(G') é
O(|VGI|2+3’°1033).

Em todas as figuras desta secdo, cada vértice quadrado é um vértice comum a dois
triangulos de G cuja unido é uma borboleta. Um vértice z que é representado por um circulo
é saturado, ou seja, nenhuma outra aresta é incidente a z, além das que ja estdo na figura.

Introduzimos agora alguns conceitos que utilizamos neste capitulo. Se dois tridngulos 7T}
e T, de G tém um tnico vértice em comum e ndo existe outro tridngulo em G que intersecta

|1+3k log 3)
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ambos T} e T, dizemos que o subgrafo 73 U T» é uma borboleta em G e denotamos por
vy, O Unico vértice comum a 77 e T5. Uma colecao 7 de tridngulos disjuntos nos vértices
em G é localmente 6tima em G se {Vp: T € 7} é um empacotamento méaximo da cole¢ao
{Vp: T € Tg, T intersecta um tridngulo em 7}. Quando 7 = {T'}, dizemos simplesmente
que o tridngulo T' é localmente 6timo.

>

(a) (b) ()
Figura 3.1: (a) Uma borboleta. (b) Uma cole¢do localmente étima. (c) Uma colegao nao localmente
6tima.

3.3.2 Algoritmo de aproximacao VT4,

Antes de darmos uma descricao formal do algoritmo VT4, apresentamos as idéias bdsicas
desse algoritmo. Em cada iteragdo do algoritmo VT4, uma colecio 7 C Tg, |T| < 2,
localmente 6tima em G é repetidamente adicionada a A* (solugdo que o algoritmo devolve)
e G é atualizado. Se G tem um tridngulo T' de grau maior que 3, o algoritmo encontra um
certo subgrafo H que contém 7' e aplica uma reducao apropriada. A defini¢cao de borboleta é
crucial pois a redugao é baseada no ntiimero de tridangulos em H que formam uma borboleta
com um triangulo fora de H (este ntimero é no mdximo 2, como veremos na secdo 3.3.3).
Também, vamos provar que, para uma colecao 7 localmente 6tima em G, a adicao de 7 a
solucdo atual e a remogdo de G dos vértices de todos os tridngulos em 7 preservam a razao
de aproximacido do algoritmo VT4,. Ainda, provaremos que cada reducao feita no subgrafo
H preserva a razao de aproximagcao do algoritmo.

Descrevemos agora o algoritmo VT4, em mais detalhes. Em cada iteragao do algoritmo
VT4, uma colecio 7 C Tg, |T| < 2, localmente 6tima em G é repetidamente adicionada a
A* (e G é atualizado) com o objetivo de eliminar instancias especiais, ou seja, instancias que
tém uma colecio localmente 6tima com no méximo 2 tridngulos (algumas dessas instincias
especiais sao mostradas na Figura 3.2). Fazendo isto, como vamos ver na se¢ao 3.3.3, restam
somente algumas poucas instdncias gerais que tém uma estrutura similar.

Se G ainda contém um tridngulo 7' de grau maior que 3, o algoritmo encontra um subgrafo
H definido como um subgrafo maximal conexo irredundante de G que contém T e nao contém
nenhuma borboleta. Explorando a estrutura do grafo G irredundante de grau méximo 4, e
usando o fato de que G nao contém nenhuma colecao |7, |7| < 2, localmente 6tima em
G (caso contrério, ela seria adicionada & solucdo do algoritmo na primeira etapa), podemos
provar que tal grafo H tem uma estrutura muito especifica. Mais precisamente, o niimero de
tridngulos 7" em Ty para os quais existe um tridngulo em 7¢ \ 7p que forma uma borboleta
com T’ em G é no méaximo 2. Além disso, H é isomorfo a um dos grafos da Figura 3.16.
Ressaltamos porém que, o subgrafo H pode ser encontrado sem fazer uma busca exaustiva de
subgrafos isomorfos aos da Figura 3.16.
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: (a) : (b) (©)

(d) (e)
Figura 3.2: Exemplos das instancias que tém uma cole¢ao 7 localmente 6tima com no méximo dois
tridngulos (os tridngulos marcados estdo em 7, e cada vértice quadrado é comum a dois tridngulos em
G cuja unido é uma borboleta). Os grafos (c), (d) e (e) sdo componentes de G.

Explicamos agora o comportamento do algoritmo em cada possivel caso do subgrafo H.

Se o subgrafo H tem dois tridngulos 7" e 7" que formam uma borboleta com um tridngulo
que nio estd em H, entdo, como provaremos na sec¢ao 3.3.3, H é isomorfo a um dos grafos (a),
(b) ou (c) da Figura 3.16. Em todos esses casos o algoritmo executa a redugio apropriada.
Devido a estrutura especial do grafo H, o algoritmo é capaz de decidir rapidamente se existe
uma cole¢io 7 C Tg, |T| > 2, localmente 6tima em G. Se tal colecdo existe, a redugao
adiciona 7 a A* e atualiza G. Caso contréario, o algoritmo reduz H de modo que no grafo
reduzido os tridngulos obtidos pela reducdo tém grau no mdiximo 3. O algoritmo decide
qual destas redugoes aplicar comparando as cardinalidades dos empacotamentos maximos de
Tv(H) em casos quando ambos T e T" estdo no empacotamento, quando exatamente um
deles estd no empacotamento, e quando nenhum deles estd no empacotamento. Para dar uma
intuicdo das redugoes, apresentamos alguns exemplos nas Figuras 3.3 e 3.4.

L T/ T3/ |15/ 17 T |15,/ (15
b T"2 T4 T6 TII -.;:. T2 T4 T”

(a) (b)
Figura 3.3: Exemplos do grafo H obtido no algoritmo VT4; (H é o grafo com arestas cheias). T’
(resp. T"") é um tridngulo de H que forma uma borboleta com um tridngulo 7" (resp. T") que nao

estid em H. Note que possivelmente 7" = T". (a) A cole¢io {T, Ty, Ty} de Ty (H) é localmente 6tima
em G. (b) A colegao {T",T5,T"} de Ty (H) é localmente 6tima em G.

Note que para o exemplo da Figura 3.3(a), os empacotamentos méximos de 7y (H) em
todos os casos possiveis (quando ambos 77, T" estao no empacotamento, quando exatamente
um deles estd no empacotamento, e quando nenhum deles estd no empacotamento) tém a
mesma cardinalidade. Observe, ainda, que esses empacotamentos podem ser encontrados
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facilmente. Por exemplo, um empacotamento maximo de Ty (H) no caso em que 7" estd no
empacotamento e 7" nao estd no empacotamento pode ser obtido tomando-se o tridngulo 7",
o tridngulo T3 (que é localmente 6timo em H — Vo r — Vi) e o triangulo Ty (que é localmente
otimo em H — Vpnin — Vo — V). Provaremos que neste caso um empacotamento méximo de
Tv(H) que nao contém 7" nem 7" é uma cole¢ao localmente 6tima em G' (no exemplo, este
empacotamento é {17, Ty, T7}).

A Figura 3.3(b) mostra um caso para o qual T' = T" e 0s empacotamentos méximos de
Ty (H) nao sio de mesma cardinalidade nos trés seguintes casos: quando ambos 7" e T" estao
no empacotamento, quando exatamente um deles estd no empacotamento, e quando nenhum
deles estd no empacotamento. Provaremos que neste caso um empacotamento maximo de
Tv(H) que contém ambos 7" e T” é uma colegdo localmente 6tima em G (no exemplo, este
empacotamento é {T",T5,T"}).

Quanto ao exemplo da Figura 3.4, comparando os empacotamentos maximos de 7y (H) em
todos os casos possiveis (quando ambos T” e 7" estdo no empacotamento, quando exatamente
um deles estd no empacotamento, e quando nenhum deles estd no empacotamento), notamos
o seguinte. Mesmo que os empacotamentos em (c) e (e) tenham a mesma cardinalidade,
a solucio em (e) é “melhor solugio” que a solu¢do em (c) (pois se escolhermos {T",T5}
para incluirmos na solugdo final, precisamos omitir o tridngulo T , 0 que nao é o caso se
escolhermos {7},7,} para incluirmos na solucao final do algoritmo). Similarmente, mesmo
que os empacotamentos em (d) e (e) sejam de mesmo tamanho, incluir {77,74} é melhor que
incluir {71, 7"} na solucdo final. Portanto, é sempre bom escolher {T",T3, 7"} ou {T1, T4}
(e inclui-los na solugao final do algoritmo). Entretanto, ndo sabemos qual dos dois ¢ melhor
globalmente. Portanto, aplicamos Reduc¢do 1(H ), ou seja, substituimos todos os tridngulos de
H, exceto T" e T”, por um novo tridngulo Ty. Aplicamos a redugao para eliminar os tridngulos
de grau maior que 3, isto é, para podermos aplicar o algoritmo MIS3;. Como vamos ver na
secao 3.3.3, essa redugdo preserva a razao de aproximagao do algoritmo.

Se o subgrafo H tem somente um tridngulo 7" tal que existe um tridngulo em 7g\ 7z que
forma uma borboleta com 7" em G, entdo, como vamos provar na secao 3.3.3, H é isomorfo
ao grafo da Figura 3.16(d). Além disso, G[V| é uma componente de G. Observe que para o
grafo G[Vg] é facil encontrar um empacotamento méximo: tome T", T3, Tg, Ty, etc. Note que
T' é localmente 6timo em H, T3 é localmente 6timo em H — Vv, Ty é localmente 6timo em
H — Vpr — Vpy, etc.

Se, no entanto, H nao tem nenhum tridngulo 7" que forma uma borboleta com um
tridangulo em 7¢ \ 7, entdao H é isomorfo ao grafo da Figura 3.16(e). Ademais, todo vértice
tem grau 4, e portanto, G[Vy] é uma componente de G. Note que se T é um tridngulo em H,
entdo H —Vz é isomorfo ao grafo das arestas cheias mostrado na Figura 3.16(d). Mostraremos,
portanto, que uma solugao 6tima do grafo H isomorfo ao grafo da Figura 3.16(e) pode ser
obtido tomando-se qualquer tridngulo T de H e uma solucao 6tima de H — Vz. Esta ultima
pode ser construida da mesma forma como fizemos para o grafo da Figura 3.16(d).

Repetimos as iteragoes enquanto existe um tridngulo em G com grau maior que 3. Quando
nao existe mais tal tridngulo, aplicamos o algoritmo MIS3; no grafo de intersecdo de 7g.
Finalmente, para cada aplicagao (em ordem reversa) de Reduc¢ao(H ), fazemos Restauragdo(H),
ou seja, adicionamos os tridngulos apropriados de H & solucdo final do algoritmo (veja o
exemplo da Figura 3.4).
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Figura 3.4: (a) Exemplo de um grafo H obtido no algoritmo VT4 (H é o grafo com arestas cheias). T’ U
e T" UT" sio borboletas em G. Dependendo se T', T" estdo ou nio num empacotamento maximo de 7v (H),
temos um dos casos (b), (c), (d) ou (e). (b) {T”,T5,T"} é um empacotamento maximo de 7v(H) que contém
T' e T". (c) {T’,Ts} é um empacotamento maximo de 7v (H) que contém 7" mas nao T". (d) {T1,7"} é um
empacotamento méaximo de 7v (H) que contém T mas ndo T". (e) {Th1,T4} é um empacotamento maximo
de Tv (H) que nao contém T’ nem T". (f) e (g) representam Redugdo 1(H): ela substitui todos os tridngulos
de H, exceto T” e T", por um novo tridngulo Ty. (h) Se 7", T" estdo na solugao do algoritmo antes da
aplicacdo de Restaura¢io(H), entdo o procedimento Restauragcdo(H) adiciona T3 & solugao final. (i) Se T estd
na solugao do algoritmo antes da aplicagio de Restauragdo(H), mas T" nao, entdo este procedimento adiciona
Ts & solucao final. (j) Semelhante ao caso (i). (k) Se Ty estd na solugao do algoritmo antes da aplicagao de
Restauragio(H), entdo o procedimento Restauragdo(H) remove Ty da solugao e adiciona T; e Ty a solugao.
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Apresentamos agora um pseudocodigo do algoritmo VT4y.

Algoritmo VT4,

Entrada: Um grafo G irredundante de grau méximo 4.

LA* «0

2 ENQUANTO existe um tridngulo em G com grau maior que 3

FAGA ENQUANTO existe 7 C Tg, |T| < 2, localmente 6timo em G

4 FaGA Aceita(T)

5 SE existe um triangulo T' € Tg com dg(T') > 3

6 ENTA0 H < subgrafo maximal conexo irredundante de G' que
7 contém 7' e nao contém nenhuma borboleta
8
9

w

By + {T" € Ty : existe um tridngulo em 7¢\Tx
que forma uma borboleta com 7" em G}

10 St |By|

11 ¢ igual a 2: Redugao(H)

12 ¢ igual a 1: Soly + Adota(H), A* < A* U Soly

13 é igual a 0: tome um tridngulo T em Tx,

14 Soly + {T} U Adota(H — Vg), A* + A* USoly

15 sE G # () entho A* + A* U MIS3;(grafo de intersegao de Tg)
16 ParA cada aplicagao (em ordem reversa) de Reducdo(H) FAGA Restauragao(H)
17 pevoLva A*

Descrevemos em seguida cada procedimento do algoritmo em mais detalhes.

1. Aceita(T): Adicione 7 a A*, e remova os vértices de todos os tridngulos em 7 do
grafo G. (O algoritmo executa Aceita(7) nao somente na linha 4, mas também em
Redugio(H). Vamos ver mais adiante que o algoritmo executa Aceita(7) somente se a
colegao T é localmente 6tima.)

2. Adota(H): Faga £ := 0. Enquanto H # (), encontre um tridngulo T' localmente 6timo
em H, adicione T a £ e remova Vi de H. Devolva €. (Referimo-nos a Adota(H) como
sendo o conjunto £ devolvido por esse procedimento.)

3. Reducio(H): dado um grafo H como definido no algoritmo, com |By| = 2, este pro-
cedimento reduz H de modo que no grafo reduzido os tridngulos obtidos pela redugao
tém grau no méximo 3 (no caso da aplicagdo de Redugao1(H) ou Redugdo?2(H)), ou
adiciona alguns tridngulos de H a A* e atualiza o grafo (isto ¢, executa Aceita(T), para
um 7 C Tg). Mais formalmente, o procedimento Redugdo(H) é o seguinte.

Sejam T",T" € By e~1~“’,f" € T\ Ty tais que T” UT' e T" UT" sdo borboletas em G
(possivelmente 7" = T"'). Considere os conjuntos:
SOIT/T" - {T,, TII}UAdOta(H— VT’ —VTII), SOIT’T” = {T’}UAdOtCL(H— VT’ —'UTuf/l);
SOIT’T,, - {TII}UAdOta(H— VT” _vT"f’)’ SOIT,T" = AdOta(H—'UT,T, —Ugnign )
Veremos na sec¢ao 3.3.3 que Solp» é um empacotamento maximo de 7y (H) que contém

T' e T", Sol 7 é um empacotamento méximo de Ty (H) que contém 7" mas nao T,
etc.
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(a)

(b)
(c)

Se |Solppn| = |Sol | = |Solgz#| entao aplique Aceita(Solg). Veja

a Figura 3.3(a).

Se a igualdade em (a) ndo esta satisfeita e T' = T" entdo aplique Aceita(Solpipn).
Veja a Figura 3.3(b).

Se |SOITITH| =1 = ISO]
Redugao 1(H):

H| = |SOI

T T'T"

7| = |Solgp| = [Solgz| e T' # T" entdo aplique

T'T 7]

G+ (G— (BEu\{Br UEr})) UTH ,
onde Ty := [v',w,v"], w é um vértice novo, v’ é qualquer vértice de T" diferente
de vpg, € v" é qualquer vértice de T" diferente de Vg - Portanto, Redugdo 1(H)
substitui todos os tridngulos de H, exceto 7" e T"”, por um novo triangulo Ty que
induz uma borboleta com 7" e com T" no grafo reduzido (veja as Figuras 3.4 (f)
e (g)). Provaremos que 7" e T" sdo disjuntos, ou seja, Redugdol(H) estd bem

definida.
Se |Solpirn| = [Solpzw| = [Solgpu| = [Solgz|+ 1 e T' # T", entdo aplique
Reducao2(H):

G+ (G- Eg)UTLUTE,
onde T} = [vpug, w1, w], T§ := [w, w2, 7] € w1, w, wy sdo vértices novos.
Logo, esta reducgao substitui todos os tridngulos de H por dois tridngulos novos
TH e TH, tais que TH induz uma borboleta com TH e com T' e TH induz uma

borboleta com T" e com T} no grafo reduzido.

4. Restaurag¢do(H): Se a redugdo aplicada a H foi Redugdio1(H) ou Redugdo2(H), entdao
o procedimento Restauracdo(H) adiciona os tridngulos apropriados de H a A*.

(a)

Se a reducdo aplicada a H foi Redugdol(H), entdo se Ty pertence a A* antes
da aplicacio de Restauragdo(H), este procedimento remove Ty de A* e adiciona o
conjunto Sol=~ a ele (este conjunto foi computado no procedimento Reduc¢ao(H));
se T'.T" € A*, entio A* + A* U Solprpn; se T' € A*, T" ¢ A*, entdo A*

A*USol ;e se T' ¢ A*, T" € A%, entdo A* < A* USoly,, (veja a Figura 3.4).

Se a reducio aplicada a H foi Reducdo2(H), entdo se T} pertence a A* antes da
aplicagdo de Restauragio(H), este procedimento adiciona Sol,,z a A* e remove
T}; se T4 € A*, entdo adiciona Solz,.,, a A* e remove T7; e se TY,T% ¢ A*,
entdo adiciona Solwz~ a A*.

3.3.3 Desempenho do algoritmo VT4,

Observamos inicialmente o seguinte fato sobre o grafo H definido na linha 6 do algoritmo

VT4y.

Se H nao contém borboletas, e T7, T, sdo tridngulos de H que tém somente um
vértice z em comum, entdo existe pelo menos uma aresta de H com um extremo  (3.24)
em Vp, \ {z} e outro em V7, \ {z}.

Isso vale pois o grau méximo 4 jé foi atingido no vértice z.
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Lema 3.5 Para cada iteracao do algoritmo VT4 para a qual a condi¢ao da linha 5 estd
satisfeita, se |By| = 2, entao os tridngulos em By sdo disjuntos.

Demonstragdo. Seja G o grafo na linha 5 do algoritmo VT4, H o subgrafo de G' (como defi-
nido na linha 6) com |Bg| = 2, e T, 7", T', T" como definidos no procedimento Redugdo(H).

Suponha que |V N V| = 2, e que Vi NV = {z,y}. Se T' = T", entdo T" U T’ néo
é uma borboleta em G, uma contradigio (veja a Figura 3.5(a)). Logo, T" # T". Dos fatos
que Vg € Vpyga ja tém grau 4, T U T' (resp. T" UT") é uma borboleta em G e A(G) = 4,
concluimos que existe no mdximo mais um triangulo em G que intersecta z ou y, a saber, o
triangulo [z,y, z]. Note que agora = e y tém grau 4. Como H nao contém borboletas, [z,y, 2]
é o tnico tridngulo de H que contém z (note que z pode ser um vértice na intersecao de
dois triangulos que formam uma borboleta). Mostramos portanto que H contém T, T" e no
maximo mais um tridngulo [z, v, z] (veja a Figura 3.5(b)). Mas isso implica que H nao tem
um tridngulo 7' com dg(7") > 3, uma contradigao.

Figura 3.5: Os tridngulos em By nao se intersectam.

Suponha agora que 7" e T” tém somente um vértice em comum. Similarmente como
acima, temos que T" # T". Se T' = {vpuz, 3,2} € T" = {Vpuzu,2,Y}, COMO Uy € Vpuiu
ja tém grau 4, usando o fato (3.24), temos que zy € Ey. Agora, dos fatos que H tem um
triangulo 7' com dg(T') > 3, z tem grau 4 e A(G) = 4, concluimos que existe no maximo um
tridngulo em G que intersecta z ou y, a saber, o tridngulo [z, y, p] (veja a Figura 3.5(c)). Mas
agora, ambos = e y tém grau 4 e [z,y, 2] é localmente 6timo em G. Portanto, o algoritmo
teria aplicado Aceita([z,y,z]) na linha 4, e novamente temos uma contradigao. a

Corolério 3.6 O procedimento Redugaol(H) estd bem definido e ndo cria novos tridngulos
em G exceto Ty .

Demonstragao. Segue diretamente do Lema 3.5. m]

Observamos ainda que Redugdo2(H) ndo cria novos tridngulos em G, exceto T} e T4,
pois T' # T".

E facil ver que apés a execucio de Reducdo1(H) ou Reducdo?2(H), o grafo obtido ainda
tem grau méaximo 4 e é irredundante. Mostraremos que todas as outras redugdes aplicadas
no algoritmo consistem em adicionar a A* uma colecao 7 localmente 6tima em G e remover
de G os vértices de todos os tridngulos em 7. Portanto, as propriedades estruturais do grafo
de entrada (grau méaximo 4 e irredundancia) sao mantidas em cada iteracao.
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Além disso, observamos que

para cada iteragdo do algoritmo para a qual existe um tridngulo em G com
grau maior que 3, onde G é o grafo na linha 5, nao existe nenhuma colegao 7, (3.25)
|7 < 2, localmente 6tima em G.

Caso contrério, é claro que o algoritmo aplicaria Aceita(7) na linha 4.

Lema 3.7 Em cada iteracdo do algoritmo VT4y, temos que dg(z) > 3 para todo x € Vg,
onde H € o grafo na linha 6.

Demonstragao. Suponha que H tenha um vértice z com dg(z) = 2. Seja T' o tridngulo em
H que contém z. Se somente um tridngulo de G fosse adjacente a T', entao T seria localmente
6timo em G, uma contradi¢ao com (3.25). Portanto, dg(T') > 2. Se existem dois tridgulos T3
e Ty disjuntos nos vértices que intersectam 7', entao T'UT; e T'U T sdo borboletas em G,
ou seja, H = T, o que é impossivel, pois H tem um tridngulo com grau maior que 3 em G.
Portanto, os tridngulos que tém um vértice em comum com 7" se intersectam dois a dois, isto
é, T é localmente 6timo em G, o que contradiz (3.25). 0O

Teorema 3.8 Em cada iteracio do algoritmo VT4y, temos que |By| < 2.

Demonstragao. Suponha que By # 0 e considere T' um tridngulo em Bpy. Pela defini¢ao
de By, o triangulo T' forma uma borboleta com um tridngulo T ¢ Tu.

Se dy(T) = 4, entao usando os fatos de que A(G) =4eTU T é uma borboleta em G,
concluimos que o subgrafo H induzido pelo tridngulo 7" e pelos tridngulos de H que intersectam
T ¢é isomorfo ao grafo da Figura 3.6(a). Note que y e z sao saturados. Ademais, como
A(G) = 4, o vértice t (resp. w) do grafo mostrado na Figura 3.6(a) ndo estd na intersecao
de dois tridngulos que formam uma borboleta em G. Logo, se H é isomorfo ao grafo da
Figura 3.6(a), entdo [y, ,w] é localmente 6timo em G, o que contradiz (3.25). Portanto, como
Vs Y € Z J4 530 saturados, existe um vértice p adjacente a ¢t e w. Note que agora t e w sao
saturados também. Do Lema 3.7 segue que dg(p) > 3, ou seja, o tridngulo [¢,p,w] também
estd em By, e portanto |By| = 2. Observe que H é isomorfo ao grafo da Figura 3.6(b).

Y t Y t

VT Vg p

z w z w

(a) (b)
Figura 3.6: Os possiveis casos quando dg(T') = 4.

Se, entretanto, dy(T) = 3, entdo como A(G) = 4 e T U T é uma borboleta em G,
o subgrafo de H induzido pelo tridngulo T e pelos tridngulos de H que intersectam 7' é
isomorfo ao grafo da Figura 3.7(a) (note que y, p e z sdo saturados). Se H ¢é isomorfo ao
grafo da Figura 3.7(a), entdo [y,p, 2] é localmente 6timo em G, uma contradigao. Portanto,
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tw € Ey. Se dg(t) = dg(w) = 3, entdo [t,p,w] é localmente 6timo em G, novamente uma
contradicao. Logo, existe um vértice [ adjacente a ¢t e a w. Note que agora t e w sao saturados
também. Do Lema 3.7 segue que dg(l) > 3, isto é, o tridngulo [t,!,w] também pertence a By,
e portanto |By| = 2. Observe que H é isomorfo ao grafo da Figura 3.7(b).

Y 7

V¥ p

(a)
Figura 3.7: Os possiveis casos quando dy(T") = 3.

Se dy (T) = 2 e o subgrafo de H induzido pelo tridngulo 7' e pelos tridngulos de H que
intersectam T é isomorfo ao grafo da Figura 3.8(a), entdao claramente tw ¢ Ey. Além disso,
TUT é uma borboleta em G e Vg, 2, Y 80 saturados. Logo, do Lema 3.7 temos que [y, ¢, 2]
(resp. [y,w,z]) forma uma borboleta com um tridngulo que nao estd em H, com o vértice ¢
(resp. w) na intersecao dos tridngulos que formam tal borboleta. Portanto, da definigao de H,
segue que neste caso H é isomorfo ao grafo da Figura 3.8(a). Mas entdo H nao tem nenhum
tridngulo de grau maior que 3 em G, uma contradicao. Logo, o subgrafo de H induzido por
T e pelos tridngulos de H que intersectam 7' é isomorfo ao grafo da Figura 3.8(b).

Urt Upp

z w z

(a) (b)

Figura 3.8: Se dy(T) = 2, o subgrafo de H induzido por T' e pelos tridngulos de H que intersectam T
nao é isomorfo ao grafo em (a), mas ao grafo em (b). Em (b), o vértice y é saturado, pois dy(T') = 2.

Agora, como T'UT é uma borboleta em G, A(G) =4, G é irredundante e H ndo contém
borboletas, temos as seguintes duas possibilidades.

e H é isomorfo ao grafo da Figura 3.9(a). Note que H pode ter um nimero par ou impar
de triangulos (a configuragdo do grafo H com nimero par de tridngulos é similar & do
grafo da Figura 3.9(a)). Como H tem um tridngulo com grau em G' maior que 3, o grafo
H tem pelo menos 7 vértices. Ademais, pelo Lema 3.7, dg(z) > 3, ou seja, |Bg| = 2
para esse grafo.

e H é isomorfo ao grafo da Figura 3.9(b) (linhas cheias indicam arestas em H). Note que
H pode ter nimero par ou impar de tridngulos (a configuragao do grafo H com niimero
par de tridngulos é similar & do grafo da Figura 3.9(b)). Observe ainda que zy ¢ Eg e
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(a) (b)

Figura 3.9: Configuragdes possiveis quando dy(T) = 2. Em (a), |Bu| = 2 e o grafo H tem pelo menos
7 vértices. Em (b), as linhas cheias indicam arestas em H. O grafo (b) tem pelo menos 9 vértices,
G[Vy] é uma componente de G, zy nao é aresta de G e |By| = 1.

que T forma uma borboleta com o tridngulo [v,.7, 2, z]. Mostramos em seguida que
G[Vy] é uma componente de G. (3.26)

Suponha que (3.26) ndo ocorra. Como todos os vértices do grafo da Figura 3.9(b) tém
grau 4 em G, exceto T e y, entdo existe um vértice w ¢ Vp tal que, sem perda de
generalidade, zw € Eg. Da limitacdo do grau dos vértices do grafo e o fato de que
zy ¢ Eg, concluimos que zw nao ¢ aresta de nenhum tridngulo, uma contradigao. Logo,
a afirmacdo (3.26) é valida. Temos entao que |Vy| > 9 (caso contrdrio, H teria uma
colecao T, |T| < 2, localmente 6tima em G). Note ainda que [By| = 1.

Provamos portanto que |By| < 2 em todos os casos possiveis. O

Lema 3.9 Em cada itera¢ido do algoritmo VT4, se By = 0 entao dy(z) > 3 para cada
z € Vg e H é uma componente de G.

Demonstragdo. Suponha que exista z € Vi com dy(z) = 2. Entdo o Lema 3.7 implica
que existe uma aresta zw que nao estd em Ex. Do fato que G é irredundante, temos que
zw é aresta de um tridngulo T & 7¢ \ Tu. Como By = 0, entdo T ndo induz nenhuma
borboleta com um tridngulo de H. Além disso, = estd em Vg e portanto, pela defini¢ao de H,
temos que T € Ty, uma contradicdo. Similarmente, temos que H é uma componente de G. O

Teorema 3.10 Para cada iteracdo do algoritmo VT4, se |Bg| < 1, entio G[Vy] € uma
componente de G e Soly é uma solugdo dtima nessa componente (onde Soly € o conjunto
como definido nas linhas 12 e 13 do algoritmo VT4y).

Demonstracao. Como vimos na prova do Teorema 3.8, se |By| = 1, entao H é isomorfo ao
grafo da Figura 3.9(b) e G[Vy] é uma componente de G. Note que neste caso Adota(H) é um
empacotamento de 7y (H) que cobre todos os vértices de grafo H, exceto no méximo dois, e
portanto Adota(H) é uma solugao 6tima no componente G[Vg].

Suponha agora que By = (. Do Lema 3.9, segue que H é uma componente de G, e
portanto |Vy| > 9 (caso contrario, G teria uma colegdo T, |T| < 2, localmente 6tima).
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Se cada par de tridngulos em H tem dois vértices em comum, entao H é isomorfo ao grafo
da Figura 3.10. Portanto, H ndo tem nenhum tridngulo 7' com dg(T) > 3, uma contradicao.

Figura 3.10: O caso em que todo par de triangulos em H tem dois vértices em comum nao ¢ possivel.

Sejam entao T = [z,y,2] e T» = [z,t,r| tridngulos em H com somente um vértice em
comum. Como H nao tem borboletas, usando o fato (3.24), podemos supor, sem perda de
generalidade, que yt € Ey. Agora, temos as seguintes possibilidades.

(i) rz € Ey. Como |Vg| > 5, usando a limitagdo do grau dos vértices do grafo e o fato
de que o grafo é irredundante, temos que existe um vértice p adjacente a, sem perda
de generalidade, y e a z. Do Lema 3.9, temos que dg(p) > 3. Portanto, como H
é irredundante e nao tem borboletas, e z,y, z ja sao saturados, segue que pt € EFy ou
pr € Ey. Se ambos pt e pr sdo arestas de H, entdo todos os vértices de H sao saturados,
e |Vu| < 8, uma contradi¢do com o fato de que |Vg| > 9. Se, no entanto, pt € Epy,
pr ¢ Ey (veja a Figura 3.11) entao nao existe um vértice k adjacente a r ou a p. De fato,
suponha, que exista um novo vértice k tal que, sem perda de generalidade, rk € Eg. Da
limitacdo do grau dos vértices e do fato de que pr ¢ Ey, segue que 7k nao é aresta de
nenhum tridngulo, uma contradigdo. Portanto, novamente, |Vg| < 8, uma contradigao.
Similarmente se pt ¢ Ep, pr € Ey.

Figura 3.11: O grafo H quando rz,pt estdo em Ep, e pr ndo estd em Ep. As linhas tracejadas nao
podem ser arestas de H.

(ii) rz ¢ Ep,ry € Ey. Se tz € Ey, entao claramente z, y, t sdo saturados. Como rz ¢ Ej,
similarmente como acima, concluimos que nao existe vértice £ adjacente a r ou a z.
Portanto, H é isomorfo ao grafo da Figura 3.12(a) e |[Vy| < 8, uma contradicao. Se,
entretanto, tz ¢ Epy, entdo de (3.25) temos que |Vy| > 5. Entao, como tz,7z ¢ Eg,
o tnico jeito de expandir o grafo é por um novo vértice w adjacente a t e a . Agora,
do Lema 3.9, temos que dy(z) > 3 e dg(w) > 3. Como z,y,r,t ji sdo saturados, a
tinica possivel configuragao de H é mostrada na Figura 3.12(b). Mas entdao H tem uma
borboleta [r, t,w] U [w, k, z], uma contradigao.
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k

(b)

Figura 3.12: Os casos em que rz ndo estd em Ep, e ry estd em Ep.

(iii) rz,7y ¢ Eg, tz € Ey. Note que este caso ¢ equivalente ao caso (ii) quando tz ¢ Ep.

(iv) rz,ry,tz ¢ En.

(1) Existe um vértice p adjacente a ¢t e a y em H. Como z,y,t sdo saturados, do
Lema 3.9 e do fato de que H ndo tem borboletas, temos que rp,pz € Ep, e entao
novamente |Vg| < 8, uma contradicdo (veja a Figura 3.13).

T z

Figura 3.13: O caso em que rz,7y,tz nao sao arestas de H e existe um vértice p adjacente at e ay
em H.

(2) Nao existe vértice adjacente ateayem H. Como |Vg| > 5, existe um vértice p ad-
jacente a, sem perda de generalidade, y e a z. Como o caso (i) ndo é possivel, temos
que tp ¢ Eg. De fato, se tp € Ep, terfamos um grafo (o grafo da Figura 3.14(a)
induzido pelos vértices z,v, z,t, p) isomorfo ao grafo da Figura 3.11 induzido pelos
vértices z,v, z,t,7 (0 que é, como provamos, impossivel).

Figura 3.14: Casos em que rz,7y,tz nao sao arestas de H e ndo existe vértice adjacente at e a y em
H.

Suponha agora que nao exista nenhum vértice adjacente a ambos p e z, ou adjacente
a ambos 7 e t. Entao, do Lema 3.9 e do fato de que tp,rz ¢ Ey, segue que pr € Ey.
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Como H é irredundante e tp, 7z ¢ Ep, concluimos que existe um tridngulo [p, 7,
em H que contém a aresta pr. Agora, nossa hipétese (de que nao existe vértice
adjacente a ambos p e z, ou adjacente a ambos r e t) implica que It,lz ¢ Epy, e
portanto o grafo H tem uma borboleta [r,p,{] U [r,t,z] (veja a Figura 3.14(b)),
uma contradicdo. Concluimos portanto que existe um vértice [ adjacente a, sem
perda de generalidade, p e a z (Figura 3.15(a)).

(a)
Figura 3.15: Um grafo H que tem o grafo em (a) como subgrafo e satisfaz By = ) é isomorfo ao
grafo em (b).

Note que o grafo H que tem o grafo na Figura 3.15(a) como subgrafo e satis-
faz By = () é isomorfo ao grafo da Figura 3.15(b). Observe que H pode ter um
niimero par ou impar de tridngulos (a configuracao do grafo H com nimero par de
tridngulos é similar & grafo da Figura 3.15(b)). Como todos os vértices nesse grafo
sdo saturados, H é uma componente de G, e portanto |Vg| > 9 (caso contrario, H
teria uma colegao 7, |T| < 2, localmente 6tima em G). Observe que, se T é um
tridngulo em H, entdo H — Vi é isomorfo ao grafo com linhas cheias mostrado na
Figura 3.9(b) (mas agora com pelo menos 6 vértices). Portanto, Adota(H — V)
¢ um empacotamento de tridngulos disjuntos nos vértices em H — Vi que cobre
todos os vértices de H — Vi, exceto no méximo dois. Como [Vg| = [Va—vg| + 3,

temos que 7' U Adota(H — Vz) é uma solugdo 6tima em H. O

Coroldrio 3.11 Em cada iteragdo do algoritmo VT4, o grafo H € isomorfo a um dos grafos
na Figura 3.16.

Demonstracgao. Segue das provas dos Teoremas 3.8 e 3.10. O

Teorema 3.12 Se T é uma cole¢io localmente Jtima em G, entio Aceita(T) preserva a
razao de aprozimacdo do algoritmo VT4y.

Demonstragao. Notamos, inicialmente, que existe um empacotamento maximo de 7y (G)
que contém 7. De fato, se um empacotamento méximo de 7y (G) nado contém 7, podemos
substituir os tridngulos que intersectam algum tridngulo em 7', pelos tridngulos de 7. Logo,
para G’ := G — Upey Vr temos opt(G') > opt(G) — |T|. Portanto, se um empacotamento A
de Ty (G") satisfaz opt(G’) < p|A| (com p > 1), entdo opt(G) < opt(G’) +|T| < p|A| +|T| <
plAUT]. ]
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q
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(d) (¢)
Figura 3.16: Possiveis configuragdes do grafo H. Cada vértice quadrado é comum a dois tridngulos
de G cuja unido é uma borboleta. O grafo (c) tem pelo menos 7 vértices. Os grafos (d) e (e) tém pelo
menos 9 vértices e G[Vg] é uma componente de G (em (d) xy nao é aresta de G. As linhas pontilhadas
indicam arestas que estdo em Eg, mas ndo em FEy). Note que, em (d), 7’ induz uma borboleta com
o triangulo [vy7,,2). Em (c), (d) e (e), H pode ter um nimero par ou impar de tridngulos (a
configuracio do grafo H com nimero par de tridngulos é similar ao grafo mostrado nesta figura).

Coroldrio 3.13 Se T ¢é uma cole¢io localmente Jtima em um grafo G e A é um empaco-
tamento mdzimo de tridngulos disjuntos nos vértices em G — Uper Vr, entao AUT é um
empacotamento mdzimo de Ty (G).

Demonstragio. Segue diretamente da prova do Teorema 3.12 (tome p = 1). O

Teorema 3.14 Reducdao(H) preserva a razio de aprozimagdo do algoritmo VT4y.

Demonstracao. Considere qualquer iteragdo do algoritmo para a qual existe um tridngulo
em G com grau maior que 3 (onde G é o grafo na linha 5) e |By| = 2. Entao H é um dos
grafos da Figura 3.16(a), (b) ou (c). Note que

se K é qualquer um dos grafos H — Vqr — Vpu, H —Vpr — vz, H = Vo — o5,

H — vpqy — Vopugn, €nt@0 Adota(K) é um empacotamento méximo de Ty (K). (3.27)

Conseqiientemente, Solp7» é um empacotamento méximo de 7y (H) que contém 7" e T",
Sol 7 é um empacotamento maximo de Ty (H ) que contém T” mas ndo T”, etc. Ademais,
para H isomorfo a algum dos grafos da Figura 3.16(a), (b) ou (c), as igualdades listadas
na definicio da Redugdo(H) cobrem todas as possiveis relacoes entre as cardinalidades dos
conjuntos Solz+r, Solp,z, Solz € Solga.

Suponha que a igualdade em 3(a) seja satisfeita. Da defini¢do do grafo H e do fato de
que T' UT" (resp. T" U T") é uma borboleta em G, concluimos que os tridngulos em H que
tém um vértice em comum com 7" (resp. T") se intersectam dois a dois. Além disso, vimos
que T" e T" sdo disjuntos, e conseqiientemente, {7”, 7"} é localmente 6timo em H. Logo, da
afirmacéo (3.27) (tome K = H — Vqv —Vpn) e do Corolario 3.13, segue que Solp7» € um empa-
cotamento maximo de 7y (H). Como [Solgrpn| = |Solzz#|, entdo Solz» é também um empa-
cotamento maximo de 7y (H). Note que {T € T¢: T intersecta um tridngulo em Solmz} C
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Tr. Além disso, Ty C {T € T¢: T intersecta um triangulo em Sol—:—u} pois, caso contrario,
Solz# nédo seria um empacotamento méximo de Tv(H). Segue que Solz € localmente
6timo em @G, e pelo Teorema 3.12, Aceita(SolT:Tu) preserva a razao de aproximacao do algo-
ritmo.

Suponha agora que a igualdade em 3(a) nao é satisfeita e que T =T". Seja A um empaco-
tamento maximo de Ty (H UT"). Se T' € A, entdo claramente, |A| = [Solgzw | + 1; se T' ¢ A,
entdo |A| = [Solpipn| (pois [Sol,z|, [Solz |, [Solgzw| < [Solpipn|). A igualdade em 3(a)
nao é satisfeita, ou seja, uma das igualdades em 3(c) ou 3(d) é satisfeita. Logo, |Solpipn| =
|Solzzw | + 1. Portanto, Solpq# ¢ um empacotamento maximo de Tv(H UT'). Agora, ana-
logamente como acima, concluimos que {T' € 7¢: T intersecta um tridngulo em Solpipn} =
TuUT'. Logo, Solpin é localmente 6timo em G, e o Teorema. 3.12 implica que Aceita(Solzrpn)
preserva a razao de aproximagao do algoritmo.

Se a igualdade em 3(c) ou 3(d) é satisfeita e T' # T", definimos G4 como o grafo G
antes da execucdo de Reducao 1(H) (resp. Redugao2(H)), e Gp como o grafo G logo apés a
execucao da Reducao 1(H) (resp. Redugao2(H)). Seja ainda Ap um empacotamento maximal
de tridngulos disjuntos nos vértices em Gp.

Suponha que a igualdade em 3(c) seja satisfeita e que T’ # T". Mostramos inicialmente
que

opt(Gp) > opt(Ga) — [Solzz| + 1. (3.28)

Seja T um conjunto de tridngulos que é um empacotamento maximo de 7y(G4). Se T',T" €
T4, entdo |74 N Ty| = |Solgrpu|, pois Solpirn é um empacotamento maximo de Ty (H) que
contém 1" e T"; logo, T \ (T \ {T",T"}) é um empacotamento de 7y (Gp) cujo tamanho é
opt(Ga) — [Solgipn|+2 = opt(Ga) — [Solzz|+1. Se T',T" ¢ Ty, entdo [Tz NTu| = |Solz,
e portanto (74 \ 7#) U Tx é um empacotamento de 7y(Gp) de cardinalidade opt(G A)
|Solwz| + 1. Se, entretanto, T' € T , T" ¢ T3, entdo T3 \ (T \ T") é um empacotamento
de TV(GP) de tamanho opt(G4) — [Sol 7| + 1 = opt(Ga) — [Solz~| + 1. Similarmente se
T' ¢ T, T" € T;. Portanto, a afirmagio (3.28) ¢ vilida.

Note que, como Ap é maximal, pelo menos um dos tridngulos 7", T", Ty estd em Ap.
Definimos agora o conjunto A4 (de acordo com Restaura¢io(H)).

Ap\ Ty U SO]—/—u se Ty € Ap
Ay = Ap U Solgipn se T".T" € Ap
A=) Apu Sol .z se T € Ap,T" ¢ Ap
ApU SOlT - se "¢ Ap,T" € Ap
Mostramos em seguida que
|[Aa| = |Ap| + |SOI—I——H| —1le (3.29)
A, é um empacotamento maximal em Ty (G 4). (3.30)
Se Ty € Ap, entdo é claro que |[As| = |Ap| + |Solzzn| — 1. Se T',T" € Ap, entao |A4| =
|Ap| + [Solpipn| — 2 = |Ap| + |Solzzn| — 1. Se, no entanto, T € Ap, T" ¢ Ap, entao
|Aa| = |Ap| +[Soly, 7,,| —1=|Ap|+|Solgz| — 1. Similarmente se T" ¢ Ap, T" € Ap. Logo,

a afirmacdo (3.29) é vélida. Da afirmacdo (3.27) e da maximalidade de Ap, segue que A4
é um empacotamento maximal de 7y (G 4) em todos os casos. Portanto, podemos concluir
que (3.30) é vélido.
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Se opt(Gp) < p|Ap| (para algum p > 1), entdo de (3.28) e (3.29) temos opt(G4) <
opt(Gp) + [Solzm| — 1 < p|Ap| +[Solmz| — 1 = p(|Aa| — |Solgz| + 1) + [Solzz | — 1. Note
que |SOIT’T"‘ > 1 e portanto opt(G4) < p|Aal.

Observamos que o algoritmo MIS3; devolve um conjunto estavel maximal e, portanto,
imediatamente apds a linha 15, A* é um empacotamento maximal de 7y/(G). Notamos ainda
que as restauragoes dos subgrafos sao feitas na ordem reversa das respectivas redugoes. Por-
tanto, usando (3.30), por indugdo podemos deduzir que, para cada Redugdol(H) aplicada
no algoritmo, se Gp é o grafo como definido previamente, entao Ap é um empacotamento
maximal de 7v/(Gp). Segue, portanto, que Restauracao(H) estd bem definida, ou seja, pelo
menos um dos tridngulos 7", T", Ty pertence a A* antes da execucdo de Restauracdio(H).
Ademais, como vimos, A4 é um empacotamento de Ty (G4), e opt(Gp) < p|Ap| implica em
opt(G4) < p|Aal. Concluimos portanto que cada Reducao 1(H) (e Restauragao(H) corres-
pondente) preserva a razao de aproximacao do algoritmo.

A prova do fato de que Redu¢ao 2(H) (e Restaura¢ao(H) correspondente) preserva a razao
de aproximagao do algoritmo é andloga. O

Teorema 3.15 O algoritmo VT4 é um algoritmo de (3 — @ + ﬁs:iic— )-aprozimacao para

o problema VTP-4.

Demonstracgao. De acordo com os Teoremas 3.10, 3.12 e 3.14, todas as reducoes aplicadas
no algoritmo VT4, preservam a razao de aproximacao. Portanto, a razao de aproximagao do
algoritmo VT4 é a razdo de aproximagao do algoritmo MIS3y. O

3.3.4 Complexidade computacional do algoritmo VT4,

Deve-se notar que o algoritmo VT4, nao precisa fazer uma busca exaustiva dos grafos mostra-
dos na Figura 3.16. Se nenhuma chamada for feita a MIS3, o algoritmo VT4, encontra uma
solucao 6tima e pode ser implementado de modo a nao consumir tempo maior que O(n%), onde
ng é a ordem do grafo de entrada. De fato, observe que para encontrar todos os tridngulos
em G gastamos tempo O(ng), pois basta, para cada vértice v de G, verificar se cada par de
arestas que incide em v forma um tridngulo. Como dg(v) < 4, para cada vértice v temos
no méximo 6 verificagoes. Note ainda que como A(G) < 4, todo tridngulo é adjacente a
no maximo 9 tridngulos. A linha 2 consome tempo O(|7¢|), pois, no comego do algoritmo,
podemos colocar todos os tridngulos com grau maior que 3 em G numa lista, gastando tempo
O(|T¢|). Cada vez que o procedimento Aceita é executado ou alguma redugao é feita no algo-
ritmo, atualizamos esta lista em tempo constante. As linhas 3 e 4 consomem tempo O(|7¢/[?).
De fato, a busca exaustiva de uma colecio 7 C 7Tg com |7| < 2 localmente étimo em G
consome tempo O(|7¢|?); ainda, a linha 4 é executada no maximo O(|7¢|) vezes. Observe
que o grafo H pode ser encontrado em tempo linear em |7g|. O procedimento Adota(H)
consome tempo O(|7¢|). Isto porque encontrar um primeiro tridngulo 7' localmente 6timo
em H usando busca exaustiva consome tempo O(|7¢|). Devido & estrutura especial do grafo
H, segue imediatamente que os candidatos para o préximo triangulo localmente 6timo em H
sao aqueles que sao adjacentes a algum tridngulo removido anteriormente. Finalmente, como
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A(G) = 4, do Lema 3.1 temos que |7g| < 2ng. Logo, o consumo de tempo do algoritmo
VT4, é O(n,), se nenhuma chamada for feita a MIS3y.

O tempo de execugao do algoritmo VT4, é dominado pela complexidade da rotina MIS3y,
que é O(no(k) ). Portanto, qualquer melhoria na razao de aproximacao e/ou tempo de execugao
do algoritmo para encontrar um subconjunto de vértices independentes de cardinalidade
méxima em grafos de grau maximo 3 conduzird a uma melhoria na qualidade do algoritmo
VT4y.

3.3.5 Observacgoes finais

Mostramos em seguida que o algoritmo VT4, é superior ao algoritmo simples de busca local,
apresentando instdncias do problema VTP para as quais a razao do valor de uma solugao
4tima sobre o valor devolvido pelo algoritmo de busca local de Hurkens e Schrijver é % +e.

Construiremos um grafo G cujos vértices serdo os tridngulos de um outro grafo G’ (G’ é a
instancia desejada para a qual o algoritmo de busca local atinge a razao %-I—é‘). A construgao do
grafo G que apresentaremos a seguir foi obtida por Yu e Goldschmidt [30], para mostrar que a
razao de aproximacao do algoritmo de busca local para o problema do conjunto independente
méaximo de vértices em grafos livre de k-garras é justa.

Seja r um inteiro fixo positivo. Comegamos com conjuntos de vértices Sy e 71 com |S;| =
|T1| = 1. Adicionamos conjuntos de vértices S;, para i = 2,...,r, com |S;| = 2i=1_ conjuntos
de vértices T2, para i = 1,...,7 — 1, com |T4| = |Sit+1/, e finalmente um conjunto de vértices
T4 com |T%| = |S;|. Todos os conjuntos de vértices sao disjuntos. As arestas do grafo G sdo
como segue. Existe uma aresta entre o unico vértice de T e o tinico vértice de Si, e uma
correspondéncia univoca entre os vértices de Ti e os vértices de Sj41, parat = 1,...,7—1 (isto
é, existe uma aresta entre cada par correspondente de vértices). Para i =1,...,r, colocamos
2|5;| arestas entre o conjunto de vértices S; e o conjunto de vértices T3, de modo que cada
vértice no conjunto S; tenha grau exatamente 3 e cada vértice em Tzi tenha grau exatamente
2 (veja a Figura 3.17).

T S i

T3
T, 5.2/

i

Figura 3.17: Exemplo do grafo G com r = 3.

Este grafo G é o grafo de intersegdo de 7o (veja a Figura 3.18).
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Figura 3.18: Exemplo de um grafo G’ com r = 3.

Note que o conjunto de tridngulos de G' que corresponde ao conjunto de vértices I =
Ui_, Si de G é (r + 1)-6timo em G'. Isto é, para cada p < r + 1, a unido de quaisquer p
tridngulos disjuntos nos vértices (dois a dois) em G’ intersecta pelo menos p tridngulos que
correspondem ao conjunto I de G. No entanto, um empacotamento méximo de 7y (G’) é o
conjunto de tridngulos que corresponde ao conjunto de vértices I* = T} U (Ui, T?) de G.
Observe que a razao |I*|/|I| é 1 + 3—::—11 = 3Z=2 Portanto, a razio |I*|/|I| se aproxima de
3/2 a medida que r aumenta.

Observamos ainda que o exemplo justo para o problema do empacotamento maximo de
k-conjuntos apresentado por Hurkens e Schrijver [23] d4 origem a uma insténcia do VTP, isto
é, um grafo G, para o qual a razio do valor de optyp(G) sobre o valor da solugao obtida
pelo algoritmo HS(7v(G),t) se aproxima de 3/2 (quando ¢ cresce), e G é irredundante com
A(G) = 4. No entanto, tal grafo G tem muito mais tridngulos do que o exemplo de Yu
e Goldschmidt [30] que apresentamos acima. Por exemplo, para ¢ = 4 esse grafo tem 285
vértices e 152 triangulos (95 numa solugdo 6tima e 57 na solugdo obtida pelo algoritmo de

busca local).
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3.4 Empacotamento de tridngulos disjuntos nos vértices em
grafos de intervalos unitarios

3.4.1 Introducao

Um grafo de intervalos é um grafo de intersecao de um conjunto finito de intervalos em R.
Quando todos esses intervalos tém o mesmo tamanho, temos um grafo de intervalos unitdrios.
Quando nenhum dos intervalos contém qualquer outro, temos um grafo de intervalos proprios.
Um grafo G é um grafo de indiferenca (indifference graph) se existe um ntimero positivo ¢ e
uma funcio f : Vg — R, tal que, para todo par u,v € Vg, u # v, uv é aresta de G se e
somente se |f(u) — f(v)| < 0.

Roberts [28] mostrou que as classes de grafos de indiferenca, grafos de intervalos unitérios
e grafos de intervalos préprios sao equivalentes.

Descrevemos a seguir um algoritmo linear para o problema VTP restrito a grafos de
intervalos unitarios. Esse algoritmo é baseado na seguinte caracterizagao, devida a Looges
e Olariu [26]: um grafo G é um grafo de intervalos unitdrios se, e somente se, existe uma
ordenacao linear < de vértices de G tal que, para cada escolha de vértices u, v, w em Vg
temos que

seu<v<weuw € Eg, entdo uv,vw € FEg. (3.31)

Essa ordenacao < serd chamada candnica.

3.4.2 Algoritmo exato

Apresentamos nesta se¢ao o algoritmo linear VTindifference para o problema VTP em grafos
de intervalos unitarios.

Algoritmo VTindifference
Entrada: Um grafo G irredundante de intervalos unitarios.
Encontre uma ordenagao candnica v; < v < - -+ < v, dos vértices de G
A* 0
141
ENQUANTO 72 < n — 2
FAGA SE v;vi492 € Eg
ENTAD {T « [vi,vi+1,vi+2], A~ A*UT, G+ G- VT}
14+ 1+3
DEVOLVA A*

O N O Uk W N

Teorema 3.16 O algoritmo VTindifference aplicado a um grafo de intervalos unitarios G
devolve um empacotamento mdzimo de Ty (G) em tempo linear.

Demonstragio. Suponha que, para um grafo de intervalos unitarios G, a colegao A* devol-
vida pelo algoritmo nao seja uma solugdo 6tima. Sejam 7* um empacotamento maximo de
Tv(G) que tem o nimero maximo de tridngulos em comum com A*, e 7 0 menor nimero tal



CAPITULO 3. EMPACOTAMENTO DE TRIANGULOS DISJUNTOS NOS VERTICES 36

que [v;,viy1,vi42] € A*\ T*. Denotamos o triangulo [v;,v;1,vi42] por 7. Vamos mostrar
que
SeT' € T*,T'NT # 0 ev; € Vv \ Vi, entdo j > i +2. (3.32)

Suponha, por contradi¢do, que j < ¢+ 2. Como v; ¢ Vr, temos que j < 1.

Se v; é um vértice de um tridngulo 7" em A*, pela defini¢ao do nimero ¢ e pelo fato de
que j < 4, temos que 7" € T7* N A*. Além disso, como T' € A* e T'NT # () podemos ver
que T' ¢ A*, e portanto 7" # T". Notamos que nesse caso vj é coberto por T' e T", ambos
tridngulos de 7*, o que é impossivel. Segue, portanto, que v; nao é coberto por qualquer
tridngulo de A*. Analisamos dois possiveis casos.

(i) vjvit1 € Eg ou vjvie € Eg. De j < i e (3.31), segue que v;vj42 € Eg. Como v; nao
est4 coberto por nenhum tridngulo de A*, o algoritmo incluiria o tridngulo [v}, vj41,V;42)
na solugao, uma contradigao.

(ii) vjvig1,vvi42 € Eg. Nesse caso, é claro que v;,v; € Vv. Seja vg o terceiro vértice de
T'. Note que vy, ¢ V. Se k < i+ 2 entdo (assim como para v;) segue que k < ¢ e que vg
nao estd coberto por nenhum tridngulo de A*. Para ! := min{j, k}, 7,k <1, vv; € Eg
e (3.31) implicam em vv49 € Eg. Mas nesse caso, o algoritmo incluiria o tridngulo
[v1, Vig1, Vis2] na solugdo, uma contradigdo. Se k > i+ 2 entdo j < 4, vjur € Eg e (3.31)
implicam em v;v;42 € Eg, novamente uma contradigao.

Provamos entao a afirmacao (3.32).

Se um tnico tridngulo T; de 7* intersecta 7", substituindo 77 por 7' obtemos um empaco-
tamento maximo de 7y/(G) que contém mais tridingulos em comum com A* do que 7™, uma
contradicao.

Se exatamente dois tridngulos T} e Ty, de 7 intersectam 7', como T e T sao disjuntos
nos vértices existem pelo menos 3 vértices distintos, digamos vk, v; € vp, em (Vp, UVp,) \ Vr.
De (3.32) temos que k,,p > i+2. Suponha, sem perda de generalidade, que p = max{k, [, p}.
Como v, é adjacente a pelo menos um dos vértices v;,v;11,it2, € k,I,p > i + 2, por (3.31)
temos que [vg,v;,vp] é um tridngulo em G. Substituindo T} e Ty por T' e [vk, vy, vp), obtemos
uma solugdo 6tima que tem mais tridngulos em comum com A* do que 7, uma contradigao.

Se trés tridngulos, T}, T», e T5 de 7™ intersectam 7', entdo existem 6 vértices distintos
em (Vp, U Vp, UVp) \ Vr. Por (3.32), sabemos que os indices de todos estes tridngulos sao
maiores que i 4+ 2. Além disso, assim como fizemos acima, usando (3.31) concluimos que estes
tridngulos induzem um subgrafo completo de G. Portanto, podemos substituir 77, 75 e T3 por
T e dois outros triangulos disjuntos nos vértices, cujos vértices estdo em (Vo UV, UVp )\ Vr.
Temos novamente uma contradicao.

Como a ordenacdo candnica pode ser computada em tempo linear [26] e como a iteragao
das linhas 3 - 5 claramente consomem tempo linear, segue que o algoritmo VTindifference é
linear. O

3.4.3 Observagoes finais

Investigamos o problema VTP para a classe dos grafos de intervalos. Nao conseguimos en-
contrar um algoritmo polinomial para este caso, e nem tampouco mostrar que este caso é
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NP-dificil. Observamos que um algoritmo guloso simples nao resolve o VTP para essa classe
de grafos. Na Figura 3.19 exibimos um grafo de intervalos (ndo-unitdrios) para o qual uma
solucao gulosa nao ¢ uma solugao étima. Técnicas como programacao dinamica, que apa-
rentam ser apropriadas para este caso, ndo nos conduziram a resultados positivos. Seria
interessante obter um resultado para este caso. Lembramos que, para a classe dos grafos
cordais (que contém a classe dos grafos intervalos), o problema VTP é NP-dificil, conforme
mencionamos no inicio deste capitulo.

(a) (b)

Figura 3.19: (a) Um grafo de intervalos, que é o grafo de intersecdo do conjunto de intervalos mos-
trados em (b). Um algoritmo guloso pode devolver o tridngulo [1,3,6]. Uma solugdo étima é a colegao
{[2,3,4],[5,6,7]}.

Uma observagao interessante é que o algoritmo VTindifference pode ser generalizado de
modo que, dado um grafo de intervalos unitérios G' e um nimero inteiro fixo r > 2, ele encontra
em G, em tempo linear, o niimero méaximo de cliques de ordem 7, duas a duas disjuntas nos
vértices.



Capitulo 4

Empacotamento de triangulos
disjuntos nas arestas

4.1 Introducao

Neste capitulo trataremos do problema do empacotamento méximo de tridngulos disjuntos
nas arestas, denotado por ETP. Holyer [21] mostrou que ETP é NP-dificil. Lembramos que
ETP-k denota o problema ETP restrito a grafos de grau maximo k.

Em 2002, Caprara e Rizzi [7] exibiram um algoritmo polinomial para o problema ETP-
4, e mostraram que ETP-5 é APX-dificil (isto é, nao admite um esquema de aproximagao
polinomial a menos que P = NP).

Apresentamos neste capitulo um algoritmo de aproximagao para o problema ETP-5 cuja
razao de aproximagao é %.

Neste capitulo, restringimos nossa atengao aos grafos irredundantes. Quando escrevemos
G — U (para U C Vi ou U C E) assumimos que os vértices isolados e as arestas que nao

pertencem a nenhum tridngulo foram removidos também.

4.2 Grafos arbitrarios

Tal como ocorre no caso do problema VTP, um algoritmo guloso simples que retorna uma
colecio maximal de tridngulos disjuntos nas arestas é uma 3-aproximacao para o problema
ETP. Isto segue do fato de que todo tridngulo de uma solucao obtida pelo algoritmo guloso
intersecta no maximo 3 tridngulos de uma solugao 6tima.

Observamos também que o algoritmo HS(7,¢) de Hurkens e Schrijver [23] para o problema
do empacotamento maximo de k-conjuntos (mencionado na segdo 3.2.1) nos fornece uma
(% +¢)-aproximacao para o ETP, onde € é inversamente proporcional a ¢ (conforme ¢ aumenta,
¢ tende a zero). Analogamente ao caso do VTP, basta tomar k = 3 e T = Tg(G), onde Tg(G)
denota a colecdo dos conjuntos das arestas de todos os tridngulos em G. Eles exibiram ainda,
para cada t, instdncias para as quais o algoritmo acima produz solugoes que atingem tal
razio em relacio ao empacotamento maximo de tridngulos disjuntos nas arestas. A razao de
aproximacao obtida por Hurkens e Schrijver ¢ a melhor razao de aproximagao que se conhece
para o ETP (para grafos arbitrarios).

38
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4.3 Grafos com grau maximo 5

Nesta secao, restringimos nossa atengao aos grafos irredundantes de grau maximo 5.

Considerando que, em termos de grau, instancias com grau maximo 5 para o problema ETP
constituem um caso dificil, que estd no limite entre instancias dificeis e faceis [7], investigamos
o ETP-5 com o objetivo de encontrar um algoritmo com uma razao de aproximacao melhor que
3/2. Desenvolvemos um algoritmo de aproximagao para o ETP-5 cuja razao de aproximagao
é % Esse algoritmo serd apresentado a seguir.

4.3.1 Algoritmo de aproximacao ET)

Chamaremos de ET5(G) o algoritmo de aproximagao que desenvolvemos para o problema
ETP-5. Neste algoritmo tem um papel fundamental o grafo de Hajds, denotado por H :=
H|[Ty,T»,Ts]. O grafo de Hajés consiste em um circuito de tamanho 6 e trés cordas que
induzem um tridngulo; os outros trés tridngulos (cada um contendo uma destas cordas) sao
denotados por Ty, Ty e T3. Veja a Figura 4.1.

O algoritmo ET5(G) verifica se existe um grafo de Hajés H = H[Ty,T5,T3] em G. Se
existe, ele adiciona os tridngulos T, T e T3 ao conjunto A* a ser devolvido pelo algoritmo, re-
tira Ep do grafo G e repete o processo. Caso contrario, ele adiciona {T' : Er € HS(7g(G),3)}
ao conjunto A* (onde HS é o algoritmo baseado em busca local definido na segao 3.2.1).

Algoritmo ET5)

Entrada: Um grafo G irredundante de grau méximo 5.

1 A*«0

2 ENQUANTO G contém um grafo de Hajés H = H[Ty,Ts, T3]
3 FAGA A* — A* U {T],T2,T3}

4 G+ G- Eg

5 bEvoLvA A*U{T : Er € HS(7:(G),3)}

A
W

Figura 4.1: O grafo de Hajés denotado por H[Ty,T5,T3].

4.3.2 Desempenho do algoritmo ET5
Para obter a razao de aproximacgao do algoritmo ET5, precisamos dos seguintes lemas.

Lema 4.1 Se G é um grafo que contém um grafo de Hajés H, entdo o nimero de triangulos

que tém alguma aresta em comum com H, em qualgquer empacotamento mdzimo de Tg(G), €
no mazimo 4.

A prova do lema acima pode ser obtida facilmente por inspecao.

Lema 4.2 Se G é um grafo que nao contém nenhum grafo de Hajds, o algoritmo HS(Tg(G),3)
€ uma %-aprozimagcio para o problema ETP-5.
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Demonstragdo. A prova é por indugao no nimero de tridngulos em G. Para |Tg| = 0 e
|7c| = 1, a prova do lema ¢ imediata. Sejam G um grafo com |7g| > 1, 7* um empacotamento
méaximo de Tz(G), e A* := {T: Ep € HS(Tg(G), 3)}. Mostramos em seguida que existe uma
colecao de tridngulos A tal que

ACA* |Al <3e !%Il < 2, onde T é um conjunto de triangulos de 7™ que tém (4.1)
pelo menos uma aresta em comum com algum tridngulo em A.

Para isso, analisamos quatro casos.

(i)
(ii)

(iii)

Se existe um tridngulo T' € A* N T*, entdo definimos A := {T'}.

Se o caso (i) ndo é satisfeito e A* contém tridngulos distintos 11,75, T3 tais que |V, N
Vr,| = |V, N V| = 1, entdo definimos A := {T1,T», T3} (veja Figura 4.2). Usando o
fato de que G nao contém nenhum grafo de Hajés e que o grau maximo de G ¢é 5, é facil
ver que o ntimero de tridngulos de 7* que tém pelo menos uma aresta em comum com
algum tridingulo em A é no méaximo 4.

Figura 4.2: Tridngulos T3, T3 e T3 do caso (ii).

Se os casos (i) e (ii) ndo sao satisfeitos e A* contém tridngulos distintos 77 e T3 tais
que |V, NVg,| = 1, entdo definimos A := {T1,T3}. Suponha que |7] > 3. Se nenhum
triangulo de A*, exceto T} e T, tem pelo menos uma aresta em comum com algum
triangulo em 7, entdo T} e T» poderiam ser substituidos por 7, uma contradigao. Por-
tanto, existe um tridngulo T3 (T3 # T1,T>) em A* que tem uma aresta em comum com
algum tridngulo de 7. Como G nio contém o grafo de Hajés, temos que os tridngulos
Ty, T, e T3 satisfazem a condigdo do caso (ii), o que é de novo uma contradigao. Con-
cluimos, portanto, que |7| < 2.

Se os casos (i), (ii) e (iii) ndo sdo satisfeitos, entdo seja 7} um tridngulo qualquer de
A* e A := {T1}. Suponha que |T| > 2. Se o tnico tridngulo de A* que tem uma
aresta em comum com algum tridngulo em 7 é T3, entdo T poderia ser substituido por
triangulos em 77, uma contradi¢do. Portanto, existe um tridngulo Ty (T3 # T1) em A*
que tem uma aresta em comum com algum tridngulo de 7, ou seja, temos o caso (iii),
uma contradi¢do. Concluimos portanto que |7 < 1.

Em todos os casos acima temos que a afirmacio (4.1) é vélida.

Seja A uma colecio que satisfaz (4.1) e G’ := G — Upey Er- Observamos que A*\ A
é 3-6timo em G’ (caso contrario, A* nao seria 3-6timo em G). Portanto, pela hipétese da
indugio temos que opt(G’) < 3|A* \ A|. Logo,

4 4
0pt(G) < opt(G") + |71 < 51A° \ Al +IT] = 514°] = 514 +T].
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Como 21 < 4 das desigualdades acima segue que opt(G) < 3|A*|. m|
A =3 g g 3

Teorema 4.3 O algoritmo ETS5 € uma %-aprom'mag(io para o problema ETP-5.

Demonstragao. Seja G’ o grafo G imediatamente antes da execugao da linha 5 do algoritmo
ET5 e j o nimero de iteracdes (linhas 2 — 4) feitas pelo algoritmo. Pelo Lema 4.1, opt(G') >
opt(G) —4j. Se G’ # 0, entdo claramente, G’ nao contém nenhum grafo de Hajoés. Logo, pelo

Lema 4.2, optgpp(G') < 3|{T': Er € HS(T&(G"),3)}|. Além disso, |A*| = 35 (onde A" é o
conjunto na linha 5 do algoritmo). Portanto,

|A*]
3
- §|,4* U{T: Er € HS(T:(G"),3)}.

IN

45 + optgrp(G') < 4—+

optirp(G) + ST+ Br € HS(T5(G"), 3)}

Proposicao 4.4 A razao de aprozimacao g— do algoritmo ETS é justa.

Demonstragao. Considere o grafo da Figura 4.3.

Ty\ /Ts5\ /16

Figura 4.3: Os 8 triangulos destacados compdem uma solugdo 6tima de ETP. O algoritmo ET5 pode
devolver os triangulos T4, ..., Ts (se comegar removendo H = H[Ty, T3, T3)).

4.3.3 Complexidade computacional do algoritmo ET5

Nao é dificil ver que o algoritmo ET5 consome tempo O(nk), onde ng é a ordem do grafo
de entrada. De fato, as linhas 2 — 4 podem ser executadas em tempo O(|7¢|?), pois em cada
iteracdo, verifica-se para cada tridngulo se ele é o centro de um grafo de Hajés. Ainda, o
nimero de iteracdes é limitado por |7g|/4. Além disso, o conjunto {T": Er € HS(Tg(G),3)}
pode ser encontrado em tempo O(|7¢/|?), pois em cada iteragdo do algoritmo HS(7z(G), 3), por
meio de uma busca exaustiva, tentamos trocar 2 tridngulos aresta-disjuntos da colecao atual
por 3 tridngulos aresta-disjuntos. Para isto, consumimos tempo O(|7¢|?); ainda, o algoritmo
HS(7z(G),3) tem no maximo |7¢| iteragdes. Finalmente, como A(G) = 5, do Lema 3.1 temos
que |7¢| < 4ng. Logo, o consumo de tempo do algoritmo ETS é O(nd).



Capitulo 5

Empacotamento de arestas e
triangulos

5.1 Introducao

O problema do K3 + K3-empacotamento é o problema do F-empacotamento em que F =
{K,, K3}, e o objetivo é encontrar um grafo H C G que seja uma uniao de grafos disjuntos
nos vértices, sendo cada um deles isomorfo a um grafo de F, tal que H tenha o maior nimero
possivel de arestas. Observamos que se o objetivo é maximizar o ntimero de vértices de H,
entdo o problema correspondente pode ser resolvido em tempo polinomial [19]. J4 o problema
de nosso interesse é NP-dificil. Para verificar isso, pode-se fazer uma reducdo a partir do
problema do empacotamento de tridngulos (como fizemos na prova do Teorema 5.1).

Neste capitulo mostramos que o Ks + Ks-empacotamento é APX-completo em grafos com
grau maximo 5. Para isso, mostramos uma L-redugio do problema VTP em grafos de grau
méximo 4. Mostramos também que o Ky + K3 -empacotamento é APX-completo mesmo em
grafos de grau mdximo 4 tais que toda aresta pertence a algum tridngulo. Utilizamos uma
L-reducéo do problema MAX2SAT3. Ela é mais elaborada, e é baseada na idéia de Caprara
e Rizzi [7] para mostrar que o problema VTP em grafos de grau méaximo 4 é APX-completo.

Definimos o problema MAX2SAT3 como segue. Dada uma colegdo de cldusulas C' =
{c1,¢2,...,¢} sobre um conjunto finito X = {z1,z2,...,2,} de varidveis, com |¢;| = 2 para
1 < i <, e tal que toda varidvel aparece em no méximo trés cldusulas (contando-se ambas as
ocorréncias positivas e negativas), encontre uma atribuicao as varidveis de X que satisfaz o
maior niimero possivel de cldusulas. Sabe-se que o problema MAX2SAT3 é APX-completo [4].

Ainda, mostramos uma (1 + %p)-aproximagéo para o Ky + Ks-empacotamento, onde p é
uma razdo de aproximacdo para o problema VTP. Nosso algoritmo inicialmente aplica uma
rotina para encontrar o maior nimero possivel de tridngulos disjuntos nos vértices, e depois
complementa a solucio com um emparelhamento maximo no grafo obtido removendo-se os
vértices dos triangulos que a rotina encontrou. Usando como rotina o algoritmo de Hurkens
e Schrijver [23] para o VTP, mostramos que a razdo de aproximagao do nosso algoritmo é
% +¢. Ressaltamos ainda que o algoritmo de aproximacao para o VI'P-4 que obtivemos (com
razio um pouco menor que 1,2) resulta em um algoritmo de aproximagao com razao 1,4 para
o problema do K3 + K3-empacotamento em grafos de grau méaximo 4.

42
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No final deste capitulo, apresentamos uma 3/2-aproximacao para o problema do K +
Ks-empacotamento, sugerida recentemente por Raphael Yuster. Também comentamos que
um resultado obtido por Halldérsson [16] para cobertura por 3-conjuntos fornece uma 3/2-
aproximacgao para esse problema.

5.2 Resultados de inaproximabilidade

Teorema 5.1 O problema do Ky + Kz-empacotamento é APX-completo em grafos de grau
mdzimo 5.

Demonstragio. Exibiremos uma L-redu¢ao do problema VTP-4 em grafos irredundantes
que é APX-completo [7] ao problema do Ky+Kjs-empacotamento. Dado um grafo irredundante
G com A(G) = 4, definimos G’ := f(G) como a uniao de duas cépias G1 e G2 de G, junto com o
conjunto de arestas {uyuy: u1 € Vi,,u2 € Vg,, € u1,us correspondem a um mesmo vértice u €
Ve} (veja a Figura 5.1).

U1

! uz

G)
Figura 5.1: Uma L-redugio do problema VTP-4 em grafos irredundantes ao problema do K» + Ks-
empacotamento.

Inicialmente mostramos que

OptK2+K3 (G,) =3 OptVTp(G) + ng. (51)

Se 7* é uma solucio 6tima de VTP em G, entdao um empacotamento de {K», K3} em G’
consiste em tridngulos de G; e G que sdo cépias de tridngulos em 7, e o conjunto de arestas
{urug: uy € Vig,,us € Vig,, € ui,us correspondem a um mesmo vértice u de G nao coberto
por 7*}. Como o nitimero de vértices de G ndo cobertos por 7* é ng — 3optyp(G), temos
opty, 1k, (G') = 3optyrp(G) + ng. Por outro lado, se uma solugdo 6tima de Ka + Ka-
empacotamento em G’ tem ¢ tridngulos e e arestas, como e < "ﬁ’;i =ng — %t, temos que
opty, x,(G') =3t +e < 3t + ng. Claramente, ¢ < 20ptyrp(G), e portanto opty, 1k, (G') <
3 optyrp(G) + ng. Logo, a afirmacao (5.1) é verdadeira.

Seja 7* uma solucio 6tima de VTP em G. Suponha que exista um tridngulo T' € 7, tal
que T tenha 5 vértices vizinhos em Vg \ Vr que nao sdo cobertos por 7*. Como A(G) = 4,
um par deles, digamos vy, v, é adjacente a um mesmo vértice, digamos z, de Vr; outro par,
digamos v3,v4, é adjacente a um mesmo vértice, digamos y, de Vr. Note que o terceiro vértice
de Vi, digamos z, tem grau pelo menos 3. Além disso, como G ¢é irredundante e A(G) = 4,
temos que v1vy,v3v4 € Eg. De fato, como G é irredundante, a aresta v;z (resp. voz) é aresta
de algum tridngulo. Como dg(z) = dg(y) = A(G) = 4, o tinico tridngulo possivel que tem a
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aresta v, mas nio tem a aresta vv, é o tridngulo [z,v1, z] (veja a Figura 5.2). Mas agora, o
tnico tridngulo possivel que tem a aresta zvy é o tridngulo [z,v9,v1], e portanto, v1v2 € Eg.
Similarmente, vsvy € Eg.

Figura 5.2: Os vértices vy, v2, U3, U4 € Us estdo na vizinhanga de Vi, e ndo sdo cobertos por 7*.
b b

Logo, substituindo T' por [z,v1,v2] € [y,v3,v4], obtemos uma solugao para VTP que tem
mais tridngulos do que 7*, uma contradi¢ao. Portanto, todo tridngulo de 7 tem no maximo
4 vizinhos nao cobertos por 7*. Ainda, como G é irredundante, todo vértice nao coberto por
T* é adjacente a pelo menos um vértice coberto por 7*. De fato, suponha que exista um
vértice v nio coberto por 7, e nao adjacente a nenhum tridngulo coberto por 7*. Como G
é irredundante, v é vértice de um tridngulo 7. Observe que nenhum vértice de 7" é coberto
por 7*, e portanto, 7* ndo é solu¢io 6tima de VTP em G, uma contradigao. Segue, entao,
que o nimero de vértices em G ndo cobertos por 7* é no méximo 4optyyp(G), ou seja,
ng — 3optyrp(G) < 4optypp(G). Usando (5.1), temos opty, i, (G') < 100ptyrp(G), isto &,
a =10.

Se A é um empacotamento de {K», K3} em G, definimos g(G,.A) como o maior dos dois
conjuntos 74 N Gy, T4 N G2. Suponha, sem perda de generalidade, que g(G,A) = T4 N Gy.
Seja t := |TaN G|, t2 := |TaN Ga|, e1 := |E4 N G1], e2 := |E4 N G|, e seja e 0 nimero de
arestas em A com um extremo em G; e outro em Gy. Claramente, t; < optyrp(G). Logo,
1t + 3t1 — 20ptyrp(G) < 0. Como ¢y < ty, temos que 1ty + 3t — 20ptyrp(G) <0, ou
equivalentemente,

3 3
optyrp(G) —t1 < 3optyrp(G) + (st1+ sta+e1 +ea+e) — (3t +3t2+e1 +ex + e). (5.2)

2 2
Temos que 3t; + 3tz + 2e; + 2e3 + 2e < ng' = 2ng, e portanto,
3 3
—2‘1‘,1 + 5152 +e +e+e< ng. (53)

De (5.2) e (5.3) segue
optyrp(G) — t1 < 3optyrp(G) +ng — (3t + 3ta +e1 + ez +e).

Agora, usando (5.1), obtemos optyrp(G) — t1 < opty, 1k, (G') — valk,+k; (f(G), A), ou seja,
B = 1. Como o problema Ko +Kj3-empacotamento pertence a classe APX (veremos na secao 5.3
um algoritmo de aproximagdo para este problema), segue que ele ¢ APX-completo. 0O

Teorema 5.2 O problema do Ko + Kj-empacotamento é APX-completo, mesmo em grafos
irredundantes de grau mdzimo 4.
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Demonstracdo. Mostramos uma L-redugiao a partir do problema MAX2SAT3. Seja ¢ =
(C,X), C = {c,c2,...,¢} e X = {z1,z2,...,Tp}, uma instancia de MAX2SAT3. Seja m;
o nimero de ocorréncias de z;. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que m; > 2
(pois se z; aparece somente em uma cldusula, podemos atribuir a x; o valor que satisfaz tal
clausula). Definimos G’ := f(¢) como segue.

A cada clausula c; associamos uma componente de teste Cs. A componente de teste de uma
clausula com dois literais consiste de 4 tridngulos [t], il [SJ, P J [sj,r],r]] [.sj, %51
(mostrados na Figura 5.3(a)), enquanto a componente de teste assomada a uma clausula com

. . . A 2 ‘
um literal consiste de 3 tridngulos [t;,s;,r]] [sJ, i J] [s], b ] (Figura 5.3(b)).

A cada varidvel z; associamos uma componente de atribui¢cao A;, conforme ilustramos

na Figura 5.3(c). Esta componente consiste de 2m; tridngulos T, ..., Tom;, onde T,

vk~ Lub] e Ty = [bF,uf, v¥], k = 1,...,m; (os indices superiores sio modulo m;). A

laf, v;

paridade de T} é a paridade de k.

(c)

Figura 5.3: (a) Componente de teste de uma clausula c¢; com dois literais. (b) Componente de teste
de uma cldusula ¢; com um literal. (c) Componente de atribuigdo da varidvel z; com m; = 3.

O grafo G’ é obtido conectando-se as componentes de testes e as componentes de atribuigao
como segue. Seja ¢; uma clausula com dois literais e sejam z, 3 as varidveis que ocorrem em
cj. Se z; ocorre positivo (resp. negado) em c;, entdo identificamos o vértice t;- da componente
de teste C; com um vértice a¥ (resp. bF) da componente de atribuicdo X; que ainda nao
foi envolvida em nenhuma identificagdo. Similarmente, seja c¢; uma cldusula com somente
um literal, digamos, ;. Se z; ocorre positivo (resp. negado) em c;, entdo identificamos o
vértice t1 de Cj, com um vértice a'f (resp. b’“) de X; que ainda nao foi envolvido em nenhuma
1dent1ﬁcagao (veja a Figura 5.4). Note que G’ é irredundante e A(G') = 4.

Um empacotamento maximal A de {Kj3, K3} em G’ é chamado de candnico se, para
cada componente de atribuicio, A contém ou todos os tridngulos pares ou todos os triangulos
fmpares, e para cada componente de teste C;, A contém o tridngulo [rJ , rj , 32] e possivelmente
uma das arestas ¢}s} ou t3s]. Inicialmente, provamos a seguinte afirmagao.

Dado um empacotamento de { K, K3} ndo-canénico A de G', podemos construir
em tempo polinomial um empacotamento candnico de G’ cujo valor é pelo menos (5.4)
o valor de A.

Vamos construir o empacotamento desejado A’ a partir de A. Comegamos com A" = A.
Inicialmente, para cada componente de a,tribuigéo Cj, 1 < j <, removemos de A’ os tridngulos
e arestas que estao em C; e adicionamos [r},72, 5%] a ele. Além disso, se uma das arestas ¢;s],
t231 é coberta por A, entdao adicionamos a A’ a aresta coberta por A. Observe que para cada
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(1 Vo) ATT A (21 V 23) A (22 V T3)

T T Th
T T

T} T Ty T

T4 T3 T3

Figura 5.4: Um exemplo de constru¢do de G’ a partir de uma instdncia de MAX2SAT3.

Cj, o valor de A restrito a C; é no maximo 4. Ainda, se o valor de A restrito a C; é exatamente
4, entdo uma, das arestas t}s;, t?sjl- é coberta por A. Portanto, o empacotamento A’ obtido
até o momento tem um valor que é pelo menos o valor de A.

Além disso, para cada i, 1 < i <'p, se os tridngulos da componente de atribuigao A; que
estdo em T4 ndo sio todos de mesma paridade, fazemos o seguinte (dependendo do nimero

de ocorréncias de z;).

1. m; = 3.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que z; aparece negado em uma cldusula,
digamos c;, e positivo em duas clausulas (pois se z; aparece somente negado ou somente
positivo, podemos atribuir a z; o valor que satisfaz todas as cldusulas nas quais ela
aparece). Seja t;?, k € {1,2}, o vértice de C; que incide em A&;. Entao, removemos de A’
os tridngulos e arestas que estdo em X; e adicionamos todos os tridngulos pares de &;
em A’. Ainda, se t?s} estd em A, entdo removemos esta aresta. Mostramos em seguida
que apés estas mudangas o valor de A’ é pelo menos o valor de A.

(a) Se X; ndo tem nenhum tridngulo que estd em T4, entao existem no maximo 6 arestas
de X; que estdo em €4, uma de cada tridngulo. Portanto, o valor do empacotamento
diminui de no méaximo 7. Como o valor do empacotamento aumenta de 9, temos
que o valor de A’ aumenta.



CAPITULO 5. EMPACOTAMENTO DE ARESTAS E TRIANGULOS 47

(b) Se existe exatamente um tridngulo de A; que estd em 74, entao, existem no maximo
5 arestas de X; que estdo em &4, uma de cada tridngulo. Logo, o valor de A" diminui
de no miximo 9, e aumenta de 9.

(c) Se existem exatamente dois tridngulos de &; que estao em 74, entdo, existem no
méximo duas arestas de A; que estdao em £, (veja exemplos nas Figuras 5.5(a) e
(b)). Portanto, temos que o valor do empacotamento A’ diminui de no méximo 9,
e aumenta de 9.

...... . T5 T3\

"
® (b) ©

Figura 5.5: Tridngulos e arestas com linhas cheias estdo em A. (a) m; = 3 existem exatamente dois

triangulos de X; de mesma paridade que estdo em 74. (b) m; = 3 e existem exatamente dois tridngulos

de X; de paridades diferentes que estdo em T4. (c) m; = 2 e existe um tridngulo de X; que estd em

T4. Em todos os casos, existem no maximo 2 arestas de X; que estdo em £4.

2. m; = 2.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que z; aparece negado em uma clausula,
digamos c;, e positivo em outra. Entao, removemos de A’ os tridngulos e as arestas que
estdo em X; e adicionamos dois tridngulos pares de X; em A’. Além disso, se t}s} estd
em A’, removemos esta aresta. Mostramos em seguida que estas mudancas resultam em
um empacotamento A’ cujo valor é pelo menos o valor de A.

(a) Se nenhum tridngulo de A; estd em 74, entdo existem no méaximo 4 arestas de &;
que estdo em £, uma de cada tridngulo. Portanto, o valor do empacotamento A’
diminui de no maximo 5. Como o valor do empacotamento aumenta de 6, temos
que o valor de A’ aumenta.

(b) Se existe um tridngulo de X; que estd em 74, entdo existe somente um tal tridngulo,
digamos T}.. Além disso, existem no maximo 2 arestas de &; que estao em £4, pois
o nimero de vértices em X; — Vg, é 5 (veja um exemplo na Figura 5.5(c)). Portanto,
o valor de A’ diminui de no méximo 6, e aumenta de 6.

Finalmente, para cada componente de teste C;, se sjl»

em &y, entdo sempre que possivel, adicionamos uma das arestas tjls; ou t¥s; em A'. Ou
seja, se a cldusula correspondente c¢; tem dois literais, entao, se t1 nao esta cobelto por A,
adicionamos tls1 em A’; caso contrario, se t nao esta coberto por A’ adicionamos t23]1 a A
Se, no entanto a clausula c; tem somente um literal, entao se t1 nao estd coberto por A’,
adicionamos t}s} ao A'.

Na Flgma 5. 6 exibimos um empacotamento A e o empacotamento A’ obtido a partir de

A.

nao é ainda o extremo de uma aresta
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Note que o empacotamento obtido A’ ¢ um empacotamento canénico de G’ cujo valor é
pelo menos o valor de A. Provamos portanto a afirmacao (5.4).

Figura 5.6: Um exemplo de construgio de A’ (quando m; = 3 e z; aparece negado em somente uma
cldusula, digamos c;, e positivo em duas outras clausulas). Linhas pontilhadas indicam arestas de
uma outra componente de atribui¢do. (a) Mostra um empacotamento A de {K3, K3} nio-candnico

restrito ao X; e C; (arestas e tridngulos destacados estdo em A). Na primeira fase, [t}, s}, 7] e 5377 sdo

Jjr'J
removidos de A', e [r},77,5%] e t]s} sdo adicionados a A’. No segundo passo, Ty, Ts,udb?, v}b}, t}s}

sao removidos de A’ e os triangulos Ty, Ty, Te sdo adicionados a A’. (b) O empacotamento A’ obtido.

Observamos que um dado empacotamento canénico A’ de G’ corresponde a uma atribuigao
(verdadeiro/falso) para as varidveis em X. De fato, se A’ contém todos os tridngulos pares
(resp. fmpares) de uma componente de atribui¢io &;, entdo ; consideramos verdadeiro (resp.
falso). Por outro lado, dada uma atribuicdo para X, podemos construir um empacotamento
candnico A’ de G’ da seguinte maneira. Se z; é verdadeiro (resp. falso), adicionamos todos os
tridngulos pares (resp. impares) de A; a A’. Para cada componente de teste C;, adicionamos o
tridngulo [r;, 7"12-, s?] a A’. Além disso, se a cldusula correspondente c¢; tem dois literais, entao
se t} nao estd coberto por A’ adicionamos t}s; a A'; caso contrario, se t? nao estd coberto
por A’ adicionamos t?s} ao empacotamento. Se, no entanto, a cldusula c; tem somente um
literal, entdo se ¢; nao estd coberto por A’ adicionamos tisi a A’ (veja a Figura 5.7).

Considere agora um empacotamento canénico A’ e a correspondente atribui¢ao (verda-
deiro/falso) para as varidveis de X. Seja c; uma cldusula com dois literais, e sejam z1, z2
as varidveis que ocorrem em c;. Note que t; (para i = 1,2) nao estd coberto por nenhum
tridngulo em A’ que pertence ao componente da atribuicao correspondente &;, se e somente
se, z; satisfaz ¢;. Portanto, da construgao do empacotamento canonico temos que as seguintes

afirmacoes sao equivalentes:

a clausula c; é satisfativel,

e pelo menos um dos vértices t}, t? nao estd coberto por um tridngulo em A’ que pertence

ao componente da atribuicao correspondente,

e exatamente uma das arestas tlsl

§855 t?s} estd em &£y,

o valor de A’ restrito a C; é 4.
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(z1 V) ATTA (21 V 23) A (22 V T3)
T L T T 0 Lr T
h Ty T
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T T:
5 T 3 T Ty

Figura 5.7: Um exemplo de uma atribui¢do para X e a correspondente empacotamento canénico A’
de G'.

Afirmacoes similares sao verdadeiras para clausulas com somente um literal. Portanto, o
valor de A’ restrito a Cj é 4 (resp. 3), se e somente se, ¢; ¢ satisfativel (resp. nao-satisfativel).
Além disso, exatamente m; tridngulos de cada X; estao em A’. Logo, temos que a seguinte
afirmacao é valida.

Um empacotamento canénico A’ de G’ com valor Y ?_, 3m; + 4k + 3(l — k)
corresponde a uma atribuigdo para as varidveis de X que satisfaz exatamente k (5.5)
clausulas de ¢, e vice-versa.

Agora, dado um empacotamento A de {K», K3} em G’ := f(¢), definimos uma atribuigao
g(p, A) do seguinte modo. Inicialmente, encontramos um empacotamento canénico A" de G’
cujo valor é pelo menos o valor de A. Atribuimos a z; o valor verdadeiro (resp. falso) se A’
contém todos os tridngulos pares (resp. impares) da componente de atribuigao Aj;.

Mostramos em seguida que

P
oPt, 1k, (G) = Y 3mi + optyaxasars(®) + 3L (5.6)

=1

De fato, de (5.5) temos que uma solugao 6tima de MAX2SAT3(yp) corresponde a um empaco-
tamento candnico A’ de G' com valor ) F_, 3m; + 4 optyaxasars(®) + 3(1 —optyaxasars(®))-
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Portanto, optg, x,(G') > Y or_; 3mi + optyaxasars(e) + 3. Por outro lado, seja A um
{ Ky, K3}-empacotamento de G'. Se a solugao vidvel correspondente g(¢, A) de MAX2SAT3(¢p)
satisfaz k clausulas, temos que k < optyaxasars (). Ainda, valk, 1k, (G, A) < valk,+x, (G, A'),
e por (5.5), vali, x,(G", A’) = Y.F_3m; + k + 3l. Portanto, temos que opt, k,(G’') <
SP_ | 3mi + optyaxasars(®) + 31 Provamos entao a afirmagio (5.6).

Como cada cldusula tem no maximo 2 literais, temos que Y *_; m; < 2I. Além disso, note
que o valor 6timo para instancia ¢ do problema MAX2SAT3 é pelo menos %, pois pelo menos
metade das cldusulas pode ser satisfeita usando-se um algoritmo guloso simples. Logo, de (5.6)
temos que opty, 4, (G") < 91+ optyaxasars(®) < 190ptyaxasars(p), ou seja, a = 19.

Finalmente, suponha que valyaxasats (@, 9(w, A)) = k, isto é, que a atribuicao g(y, A) sa-
tisfaz exatamente k clausulas de ¢. Portanto, por (5.5) temos valk,+k4(G', A') = >0, 3m;+
k+3l. Desta afirmacio, da igualdade (5.6), e do fato de que valk, 1k, (G', A') > valk,+x,(G’, A),
temos que

oPtyaxasaTs(®) — valmaxasats (@, 9(p, A)) < opty, 1k, (G') — valk, 1k, (G, A).

Portanto, 8 = 1. O resultado do teorema segue do fato de que o problema K; + Ks-
empacotamento pertence a classe APX e MAX2SAT3 é APX-completo [4]. a

5.3 Algoritmo de aproximacao

Apresentamos nesta segio um algoritmo que desenvolvemos para o problema do Ky + K3-
empacotamento, denominado K3K3. Dado um grafo G, o algoritmo K3K3 inicialmente en-
contra em G uma colecio de tridngulos disjuntos nos vértices, aplicando um algoritmo de
aproximagiao Ayrp para o problema VIP. Em seguida, o algoritmo KyK3 complementa a
solucdo com um emparelhamento maximo no grafo obtido apés remover os tridngulos que
foram encontrados pelo algoritmo Ayrp.

Algoritmo K3K3

Entrada: Um grafo G.

1 T_A — AVTP(G)

2 €4 + um emparelhamento maximo em G — UTETA Vr
3 A+ TaUEy

4  DpEvOLVA A

Teorema 5.3 Seja Aytp uma p-aprozimacao para o problema VTP que devolve, para cada
grafo de entrada G, uma cole¢do mazimal de tridngulos disjuntos nos vértices em G. Entao,
o algoritmo KoK3 € uma (1 + %p)—aproa:imag:do para o problema do Kq + Ks-empacotamento.

Demonstragio. Seja G' um grafo e A a solugdo devolvida pelo algoritmo K2K3 quando
aplicado a G. Seja O uma solugdo 6tima para o Ky 4+ Kz-empacotamento de G' com o maior
nimero possivel de tridngulos em comum com A. Usamos os seguintes niimeros:

e t: o ntiimero de tridngulos comuns a A e O.
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e t3: o numero de tridngulos de A que incidem em 3 tridngulos diferentes de O.

e t3: 0 nimero de tridngulos de A que incidem em exatamente 2 tridngulos diferentes de
O, tendo precisamente um vértice em comum com ambos.

e t$: o nimero de tridngulos de A que incidem em exatamente 2 tridngulos diferentes de
O, tendo uma aresta em comum com um deles.

e t¥: o ntimero de tridngulos de A que incidem em exatamente 1 tridngulo de O, tendo
precisamente um vértice em comum com ele.

e t¢: o numero de tridngulos de A que incidem em exatamente 1 tridngulo de O, tendo
1 )
precisamente uma aresta em comum com ele.

e ty: o nuimero de tridngulos de A que nao incidem em nenhum tridngulo de O.

Mostramos inicialmente que o = 0. Suponha que ¢ty > 0 e que T é um triangulo de A que
nao incide em nenhum tridngulo de @. Se no maximo duas arestas de £o sao adjacentes a
T, entdo substituindo estas arestas por 7', obtemos um { K>y, K3}-empacotamento com valor
maior que @, uma contradigao. Portanto, existem 3 arestas de £o adjacentes a T'. Removendo
estas arestas e adicionando 7' em O, obtemos uma solugao 6tima do K + K3z-empacotamento
que tem mais tridngulos em comum com A do que O, o que é novamente uma contradigao.
Logo, tp = 0.
Introduzimos agora niimeros similares para os tridngulos de O.

e 0: 0 ntimero de triAngulos comuns a O e A.

e 03: 0 ntimero de tridngulos de O que incidem em 3 tridngulos diferentes de A.

e 03: o ntimero de tridngulos de O que incidem em exatamente 2 tridngulos diferentes de
A, tendo precisamente um vértice em comum com ambos.

e 0%: o ntimero de tridngulos de O que incidem em exatamente 2 tridngulos diferentes de
A, tendo uma aresta em comum com um deles.

e 0Y: o niimero de tridngulos de O que incidem em exatamente 1 tridngulo de A, tendo
precisamente um vértice em comum com ele.

e 0: o ntimero de tridngulos de O que incidem em exatamente 1 tridngulo de A, tendo
precisamente uma aresta em comum com ele.

e 0p: 0 ntimero de tridngulos de @ que nao incidem em nenhum tridngulo de A.

Como o algoritmo Ayrp devolve um empacotamento de tridngulos maximal, oy é zero. Mos-
tramos em seguida que

3t + 3tz + 2th + 2t5 + t] + t§ = 30 + 303 + 205 + 205 + 0] + of. (6.7)

De fato, note que um tridngulo de A e um tridngulo de O podem ter exatamente um dos
seguintes em comum: precisamente um vértice, precisamente uma aresta, ou trés vértices (no
caso em que um tridngulo estd em A e O). Seja I o niimero de incidéncias entre os triangulos
de A e O, ou seja, I é o valor obtido pela contagem do nimero de arestas e vértices em
comum aos tridngulos de A e @ (no caso em que um tridngulo de A e um tridngulo de O
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tém precisamente uma aresta em comum, incrementamos de 1 o valor de I, e nao contamos
os vértices desta aresta). Claramente, o valor de cada lado da equacao (5.7) é igual a I.

Agora, contando as arestas que estdo na intersecao de um tridngulo em A e um tridngulo
em O, obtemos 3t + t§ + t{ = 30 + 0§ + of. Como ¢ = o, temos

t5 + 1§ = 05 + of. (5.8)
Introduzimos agora os niimeros que usaremos para as arestas em £o.

° eg: o numero de arestas em £» que tém pelo menos um vértice em comum com um
tridngulo de A.

e epn: o numero de arestas em £» que nao tém nenhum vértice em comum com algum
tridngulo de A.

Note que eg é no maximo o niimero de vértices dos tridngulos de A nao-cobertos por nenhum
triangulo de O, isto é,
ed < 20 + 1 + €. (5.9)

Seja G’ o grafo obtido removendo-se todos os vértices dos tridngulos de A, ou seja, G' :=
G = Urer, Vr- Note que um emparelhamento de G’ pode ser obtido tomando-se uma aresta
de cada tridngulo de O que tenha exatamente um vértice em comum com um tridngulo de A,
e tomando-se as arestas de £» que nao tém nenhum vértice em comum com um tridngulo de
A. Portanto, como &4 é um empacotamento méaximo de G', temos que | 4| > of +ep. Deste
fato e da desigualdade (5.9), temos que

|Eo| = el + eo < 248 + 15 + 1§ + |E4| — 0}. (5.10)

Consideramos agora a razao do valor de O sobre o valor de A,

_ 3Tol + ol
3| Tal +€al

Substituindo |7o| e usando (5.10), obtemos

5 3(0+ 03 + 0% + 05 + 0¥ + 0f) + (2t) + t4 + t§ + |E4| — of)
- 3|Tal + €Al

Como |£4| > 0 e r > 1, podemos remover |£4| na ultima desigualdade, obtendo

3(0+ 03 + 08 + 0§ + oY + 0f) + (2t} + t§ + tf — of)

r<
- 3| T4l

Usando (5.7), temos

(3 + 3ts + 263 + 265 + ¥ + £2) + (0% + 0§ + 20¢ + 20%) + (263 + t§ + 15 — oY)
3|74l
_ 3t 43t + 3¢5 + 265 + 3¢} + 24§ + 0§ + 0§ + of + 20§
3|7l

r<
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Agora, de (5.8) temos

- 3(t+t3+ 15+t + 10 +t§) + (05 + o) +0f) 3|7l + (0§ + of +0f)

N 3|4l - 3|7l
Como 03 + o¥ + of < o+ 03 + 04 + 05 + 0} + of = |To|, temos 7 < 1 + %% Como

|7o| < optyrp(G) e Ayrp é uma p-aproximagao para o problema VTP,

| 7ol < optyrp(G)
|Tal = |74

1
< p, e portanto 7 <1+ —gp.
O
Corolario 5.4 Eziste uma (% +¢)-aprozimagao para o problema do Kg+ K3z-empacotamento.

Demonstragao. Aplicando o algoritmo KsK3 com Ayrp = HS(%), o resultado segue do
Teorema 5.3 e do fato de que o algoritmo de Hurkens e Schrijver, HS(t), é um algoritmo de
(% + €)-aproximagao para o problema VTP [23]. m]

Coroldrio 5.5 Ewiste um algoritmo de 1,4-aprozimacao para o problema do Ko + K3-empa-
cotamento em grafos de grau mdzimo 4.

Demonstragao. Segue do Teorema 5.3 e do Teorema 3.15. O

5.4 Observacgoes finais

O algoritmo KyK3 tem razdo de aproximagdo pelo menos 3/2 quando Ayrp(G) = HS(T,1).
Mais precisamente, para o grafo G mencionado na segao 3.3.5 (com 152 tridngulos), que é
uma instancia justa para o algoritmo HS(7y(G),4), temos que o valor de opty, , k,(G) sobre
o valor da solucgdo obtida pelo algoritmo KyK3 é 3/2.

Notamos ainda que uma solugao étima para a versio do { K3, K3 }-empacotamento na qual
o objetivo é encontrar um subgrafo H de G' que seja uma uniao de grafos disjuntos nos vértices
e tal que H tenha o maior ntiimero possivel de vértices nao é necessariamente uma boa solugao
para o nosso problema. Por exemplo, existem instincias para o nosso problema para as quais
a razao entre o valor de uma solugao 6tima e o numero de arestas em um emparelhamento
perfeito (solugao étima dessa nova versao) é 2. Veja a Figura 5.8.

Os resultados que apresentamos nas segOes anteriores foram submetidos ao 9th Inter-
national Workshop on Approzimation Algorithms for Combinatorial Optimization Problems
(APPROX 2006). Dessa forma, tomamos conhecimento de um resultado de Halldérsson [16]
para um problema de cobertura minima por 3-conjuntos que fornece uma 3/2-aproximagao
para o problema do Ks + K3-empacotamento. Além disso, Raphael Yuster, um dos parece-
ristas, sugeriu uma outra 3/2-aproximagao para esse problema, cuja andlise tem semelhancas
com a andlise que apresentamos para o nosso algoritmo.
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Figura 5.8: As arestas destacadas estdo em um emparelhamento perfeito. Os tridngulos destacados
estao em uma solugao étima do Ky + Ks-empacotamento.

Apresentamos em seguida algoritmo sugerido por Raphael Yuster. Inicialmente, o algo-
ritmo encontra em um dado grafo G tridngulos disjuntos nos vértices de forma gulosa; em
seguida, o algoritmo completa a solu¢do com um emparelhamento maximo no grafo obtido
removendo os tridngulos que foram encontrados na primeira fase. Para mostrar que esse al-
goritmo é uma 3/2-aproximacao para o problema do Kj + K3-empacotamento, considere uma
solucio A devolvida pelo algoritmo de aproximacao quando aplicado a um grafo G, e uma
solucdo 6tima O para o Ko + Ks-empacotamento de G. Seja o, ¢ = 1,2,3, o nimero de
tridngulos de O que intersectam exatamente ¢ vértices de 74. Claramente,

01 +03+o03 = |T(9| (5.11)
Introduzimos agora os niimeros que usaremos para as arestas em £o.

° eg: o numero de arestas em £» que tém pelo menos um vértice em comum com um
tridngulo de A.
e ep: o numero de arestas em £p que nao tém nenhum vértice em comum com os triangulos

de A.
Observe que eg é no maximo o numero de vértices dos tridngulos de A ndo-cobertos por
nenhum tridngulo de O, ou seja, eg < 3|74l — 01 — 202 — 303. Portanto,

eo > max{0, |Eo| — 3|T4| + 01 + 202 + 303}. (5.12)

Seja G' o grafo obtido removendo-se todos os vértices dos tridngulos de A, ou seja, G' :=
G — Urer, Vr- Note que um emparelhamento de G' pode ser obtido tomando-se uma aresta
de cada tridngulo de O que tenha exatamente um vértice em comum com um tridngulo de
A, e tomando-se as arestas de £» que ndo tém nenhum vértice em comum com um tridngulo
de A. Portanto, como £4 é um emparelhamento méximo de G’, temos que |€4| > 01 + eo.
Deste fato e da desigualdade (5.12), temos que

|E4] > 01 + max{0, |Eo| — 3|T4| + 01 + 202 + 303}.

Da inequagao acima e do fato (5.11), temos que o algoritmo de aproximagao produz uma
solugdo cujo valor é pelo menos

3| Ta|+o01+max{0, |Eo|—3|Tal+01+202+303} = 3| T4|+o1+max{0, [Eo|—3|T4|—01+03+2|To|}-

Consideramos agora a razao entre o valor de O e o valor de A,

. - SlTol + ol
3|Tal + €4

Analisamos os dois casos possiveis.
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a) |€o| — 3|Ta| — 01 + 03 + 2|To| > 0. Neste caso, temos que

- 3[7l + [Fol _ 3ol + Iéol
3|Ta| + o1 + I€o| — 3|Ta| — 01 + 03+ 2|7o| ~ 2|To| + |€o]

3
< -
— 2

b) |€o| —3|Tal — 01+ 03+2|To| < 0. Neste caso, segue que 3|74 +01 > |Eo|+03+2|To| >
|€o| + 2|To|. Logo,

_ 3|To| + |€o| 3| To| + |€ol 3

3[Tal+o1  2|To|+ o] = 2°
Observamos que a razao 3/2 do algoritmo que descrevemos é justa, mesmo para grafos de
grau maximo 4 (veja um exemplo na Figura 5.9).

Figura 5.9: Se o algoritmo guloso de aproximagao escolher inicialmente o tridngulo T', entdo o valor
devolvido pelo algoritmo é 6. O valor da solucao étima é 9.

Halldérsson [16] apresentou um algoritmo para a versdo do problema de cobertura minima
por 3-conjuntos, com a condigdo adicional de que os conjuntos encontrados sejam dois a dois
disjuntos, além de formarem uma cobertura do conjunto dos vértices do grafo. A andlise do
desempenho desse algoritmo baseia-se nos seguintes argumentos.

Seja A a cobertura devolvida pelo algoritmo de Halldérsson e seja a;, para ¢ = 1,2,3, o
ntimero de conjuntos em A de tamanho 7. Seja O uma solugdo 6tima do problema e o;, para
i =1,2,3, o nimero de conjuntos em O de tamanho ¢. Claramente,

a1 + 2a9 + 3as = by + 2by + 3b3. (5.13)
A parte central consiste em mostrar que
a1 +ag < by + by + b3. (514)

Substraindo (5.14) de (5.13), temos que ag + 3az > by + 2b3, e portanto,
3 3
by + 3b3 < §(b2 +2b3) < §(a2 + 3a3).

Ressaltamos que o algoritmo de Halldérsson é muito mais complicado do que o algoritmo
proposto por Yuster. As idéias contidas na andlise sugerida por Yuster guardam bastante
semelhanca com as idéias contidas na prova que apresentamos para o Teorema 5.3. Por
outro lado, aproveitando as idéias de Yuster e juntando com outras novas, obtivemos alguns
resultados preliminares interessantes para o problema do {Ka3,..., K, }-empacotamento para
7 > 3. Esses resultados farao parte de um artigo a ser redigido em breve.
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Comnsideracoes finais

Melhoramos a razao de aproximagio para os problemas do empacotamento maximo de tridngu-
los disjuntos nos vértices (VTP) e para o problema do empacotamento maximo de tridngulos
disjuntos nas arestas (ETP) em grafos de grau maximo limitado, ambos APX-completos [7].
Qualquer melhoria na razao de aproximagao %+ € para os problemas VTP ou ETP em grafos
gerais seria muito interessante, bem como a melhoria dos limitantes inferiores para as razoes
de aproximagao de VTP e ETP.

Uma classe de grafos para a qual nao conhecemos a complexidade computacional do pro-
blema VTP é a classe dos grafos de intervalos. O problema VTP em grafos de intervalos
é interessante tanto do ponto de vista pratico, como do ponto de vista teérico. Como sa-
bemos, esta classe de grafos contém a classe dos grafos de intervalos unitdrios, para a qual,
como provamos, o problema VTP é polinomial. Também sabemos que os grafos de intervalos
constituem uma subclasse dos grafos cordais para os quais VTP é NP-dificil [15].

O algoritmo de aproximagao que apresentamos para o problema do K +Kj3-empacotamento
usa uma rotina para encontrar uma solu¢ao aproximada para o problema VTP. Do nosso re-
sultado segue que qualquer melhora na razao de aproximagao (% + €) para o problema VTP
implica em uma melhor razido de aproximacao para o problema do K + K3-empacotamento.
Seria interessante desenvolver outras abordagens para lidar com este problema que levem a
melhores razoes de aproximagao, ou mostrar que isto é impossivel.

Um outro problema que tem despertado nosso interesse é o problema do F-empacotamento
no caso em que F = {K», K3,...,K,}, para um r fixo, e o objetivo é encontrar H C G que
seja uma unido de grafos disjuntos nos vértices, cada um dos quais é isomorfo a um grafo de
F, e tal que H tenha o maior nimero possivel de arestas. Obtivemos alguns resultados de
aproximacao para este problema, que estao agora sendo refinados.

Recentemente, tomamos conhecimento de um problema de natureza semelhante, denomi-
nado de particio minima em cliques cuja versao de otimizagao é a seguinte: dado um grafo
G = (V,E), encontre o menor k tal que existe uma particao (V1,Vs,..., Vi) de V tal que,
para cada i € {1,2,...,k}, o subgrafo G[V;] é uma clique. Cerioli et al. [8] provaram que este
problema é MAX SNP-dificil para grafos cibicos, e exibiram uma 5/4-aproximacao para esta
classe de grafos.

Encerramos este trabalho mencionando que hé véarias questoes sobre problemas de F-
empacotamento, algumas pouco exploradas, e muitas ainda totalmente inexploradas.
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