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Capitulo 1

Introducao

Problemas de otimizagao combinatéria tém aplicagoes nas mais diversas areas, incluindo, por
exemplo, projeto de redes de telecomunicacao, de circuitos VLSI, empacotamento de objetos
em containers, escalonamento e roteamento de veiculos, etc. Varios destes problemas sdao reco-
nhecidamente dificeis — NP-dificeis — e algoritmos de aproximagio [3, 14, 27] sao uma forma
de atacéd-los que tém recebido bastante atencao dentro de otimizacao combinatéria na ultima

década.

Dentre as vérias técnicas de projeto de algoritmos de aproximagdo, uma se destaca por sua
elegancia e versatilidade: o método primal-dual de aproximacao. Sofisticado, tal método deriva-
se do método primal-dual cléssico, que originou algoritmos exatos para problemas de fluxo em

redes, de emparelhamento, de caminhos mais curtos.

O algoritmo de Bar-Yehuda e Even [2], de 1981, para o problema da cobertura por vértices, foi
o primeiro uso (ainda que implicito) do método de aproximagao primal-dual. Foram os trabalhos
de Agrawal, Klein e Ravi [1] e de Goemans e Williamson [12], da década de 90, que retomaram e
formalizaram o uso do método para o projeto de algoritmos de aproximagao. Desde a publicagao
desses trabalhos, varios outros apareceram, tratando de problemas diferentes [4, 11, 13, 15, 16, 22]

ou de implementagoes alternativas que tornam o método mais eficiente [5, 9, 17].

Apresentaremos aqui algumas das implementagoes do método de aproximagdo primal-dual
aplicado ao Problema da Floresta de Steiner. Inicialmente, definiremos o problema em questao
e daremos uma descri¢ao de um algoritmo de aproximacao primal-dual proposto por Goemans e
Williamson [12] que pode ser aplicado a ele. Apos isso, apresentaremos quatro maneiras distintas
de implementar este algoritmo, sugeridas por Goemans e Williamson [12], Cole et al. [5], Klein [17]
e Gabow, Goemans e Williamson [9], exibindo ainda uma implementacio em CWEB para. cada
uma delas. Ao final, serao apresentados alguns resultados obtidos através da analise experimental

dessas implementagoes.
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Buscamos, em nosso estudo, implementar de maneira o mais eficiente possivel a segunda fase
do algoritmo de Goemans e Williamson. Nesse processo, criamos uma implementacao dessa fase
para o Problema da Floresta de Steiner que é tao rapida quanto a implementacio descrita por
Gabow, Goemans e Williamson [9]. Nossa implementagao utiliza um algoritmo para encontrar o
ancestral comum mais préximo de dois vértices em uma &rvore enraizada. Apresentaremos esta
técnica no capitulo correspondente & implementagao proposta por Goemans e Williamson e, no
apéndice A, exibiremos uma implementagao em CWEB do algoritmo desenvolvido por Schieber e

Vishkin [25] para o caculo do ancestral comum mais préximo.

1.1 O Problema da Floresta de Steiner

Aqui e ao longo de todo o resto deste texto, denotaremos o conjunto dos vértices e o conjunto
das arestas de um grafo G por Vg e Eg, respectivamente. Além disso, denotaremos por Q> o

conjunto dos racionais nao-negativos.

Seja G um grafo e seja R uma familia de subconjuntos de V. Dizemos que uma floresta F'
do grafo G & uma R-floresta de G se F' é uma floresta geradora de G e cada um dos conjuntos
da familia R se encontra inteiramente contido no conjunto dos vértices de alguma componente
de F. Quando R est4 implicito, dizemos que uma floresta satisfazendo tal propriedade ¢ uma
floresta de Steiner de G.

O Problema da Floresta de Steiner consiste no seguinte: dados um grafo G, uma funcao ¢
de Eg em Q> e uma familia R de subconjuntos de Vi, encontrar uma R-floresta F que minimize

C(F) = ZCGE}? Ce.
Note que podemos supor que os conjuntos de R sao dois a dois disjuntos, pois, caso contrario,

bastaria substituir cada par de conjuntos que nao satisfaz esta restrigao pela uniao dos conjuntos

no par para obtermos um problema equivalente.

Cada conjunto da familia R & chamado de conjunto de terminais e os vértices que nio
pertencem aos conjuntos de R sao chamados de vértices de Steiner. Além disso, diremos que c,
€ o custo da aresta e e que ¢(F') é o custo da floresta F'. A figura 1.1 mostra uma instancia do

problema, juntamente com uma possivel solucgao.

O Problema da Floresta de Steiner tem aplicagdes no roteamento de circuitos VLSI e no pro-
jeto de redes. Considere, por exemplo, o projeto de uma rede de computadores com as seguintes
restrigoes de conectividade. Nesta rede, existem dois tipos de computadores: os computadores
do tipo I que sao mais importantes e, por isso, devem estar conectados a determinados compu-
tadores do mesmo tipo, de forma que possam comunicar-se entre si, e os computadores do tipo 2,
sobre os quais nao ha restricao de conectividade e eventualmente podem ser utilizados como nés

intermediérios para a conexao de computadores do tipo 1. Para cada computador do tipo 1, sdo
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(a) (b)

Figura 1.1: (a) Instancia do problema: aqui, a familia R é formada por trés conjuntos de
terminais: o conjunto dos quadrados, o conjunto dos retdngulos com cantos arredondados e o
conjunto dos hexagonos. Os circulos sao vértices de Steiner. Além disso, o custo de cada aresta é
dado pelo seu comprimento. (b) Uma possivel solugao, onde as arestas da floresta Steiner estdo

desenhadas com um trago mais escuro que as demais.

especificados os demais computadores do tipo 1 aos quais ele deve estar conectado. Além disso,
deve-se levar em conta o custo para se conectar diretamente dois computadores através de fibras
oticas. Por fim, nao € necessario que tal rede seja conexa. Podemos modelar esta situacio através
de um grafo onde cada grupo de computadores do tipo 1 que precisam estar conectados é um
conjunto de terminais, os computadores do tipo 2 sao vértices de Steiner e o custo de cada aresta
reflete o custo da conexdo direta, por fibra otica, de seus extremos. Neste caso, o problema de

se projetar uma rede de custo minimo se reduz ao Problema da Floresta de Steiner.

Nao se conhece um algoritmo eficiente (polinomial no tamanho da entrada (G,c, R)) para
resolver o Problema da Floresta de Steiner. Se a familia R ¢ formada por um tnico conjunto, o
problema se reduz ao conhecido Problema de Steiner em Grafos, o qual é NP-dificil [10]. Neste
caso particular, o melhor algoritmo de aproximacao que se conhece é uma 1,55-aproximacao
obtida por Robins e Zelikovsky [23]. O primeiro algoritmo de aproximacao para o Problema da

Floresta de Steiner foi projetado por Agrawal, Klein e Ravi [1].

1.2 O algoritmo de Goemans e Williamson

Goemans e Williamson [12] generalizaram o algoritmo de Agrawal, Klein e Ravi e projetaram
um algoritmo de aproximagao que se aplica a uma classe mais ampla de problemas em grafos.
As implementagoes que apresentaremos aqui sao todas baseadas neste algoritmo de Goemans
e Williamson. Ele utiliza o método de aproximagao primal-dual e é uma (2 - %)-aproximagéo

para o Problema da Floresta de Steiner, onde t = ) 7cr|T.
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Idéia geral do algoritmo

Um conceito fundamental no qual se apoia o algoritmo é o de conjunto ativo. Dados um
grafo G e uma familia R de conjuntos de terminais, um subconjunto S de Vg ¢ dito ativo se
existe um conjunto 7" em R tal que TNS # @ e T\ S # 0. Quando o conjunto dos vértices
de alguma componente de uma floresta F' de G ¢é ativo, dizemos que tal componente é uma

componente ativa de F'; caso contrario, a componente é dita inativa.

Note que se [’ é uma R-floresta de G entao, para todo conjunto S ativo, Ep N o(S) # 0,
onde §(S) € o corte determinado por S no grafo G (ou seja, §(S) € o conjunto das arestas de &
que possuem exatamente uma ponta em S). Assim, podemos enunciar o Problema da Floresta de
Steiner, na forma de um programa inteiro, como segue: encontrar um vetor z indexado por Eg
que

minimize cz
sob as restricoes z\:eed(S) z, > 1, para todo conjunto .S ativo
z. € {0,1}, para toda aresta e em Eg.

Dado um subgrafo gerador F' de G, o vetor caracteristico de F ¢é o vetor z tal que z, = 1
para e em Ef e z. = 0 para e em Eg \ Er. Assim, toda floresta de Steiner do grafo G pode ser
interpretada como uma solucao viavel do programa acima: dada uma floresta de Steiner F' do
grafo G, temos que o vetor caracteristico de F' é uma solugdo vidvel do programa. Além disso,
podemos supor que nao existem em G arestas de custo zero (caso contrario, bastaria somar
uma constante positiva no custo das arestas de G) e, assim, é facil ver que, se um vetor z é
uma solu¢do 6tima do programa acima, entdo x é o vetor caracteristico de alguma floresta de
Steiner do grafo G: certamente, o subgrafo de G correspondente a  nio tem circuitos, pois, caso
contrario, poderiamos descartar uma aresta de um circuito deste subgrafo e obter uma solucio

viavel de custo estritamente menor que .

O programa linear abaixo é uma relaxacao linear do programa inteiro:
minimize cz
sob as restrigoes ECGJ(S) z. > 1, para todo conjunto conjunto S ativo

z. > 0, para toda aresta e em Eg.

O dual do programa acima € dado a seguir, onde y é um vetor indexado pela colecdo de todos
os conjuntos ativos de G:
maximize ) g Yg
sob as restrigoes ZSZeeé(s) Yg < ce, para toda aresta e em Eg
yg > 0, para todo conjunto S ativo.

O algoritmo parte de uma solugao vidvel y do programa dual e de uma floresta geradora F'

de G cujo vetor caracteristico nao satisfaz uma ou mais restrigées no programa primal (note
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que, deste modo, tal floresta tem uma ou mais componentes ativas). Entao, em cada iteracdo, o
algoritmo tenta “melhorar” a solugao y, aumentando o valor das posicoes de y correspondentes
as componentes ativas da floresta F, até que a restricado do programa dual correspondente a
alguma das arestas do grafo seja satisfeita com igualdade. Quando isto ocorre, uma tal aresta
€ entao incluida na floresta F' e tem inicio uma nova iteragdo do algoritmo. No momento em
que nenhuma das componentes de F' for ativa, o algoritmo termina, devolvendo uma floresta de
Steiner minimal contida em F'. O custo da floresta devolvida pelo algoritmo nunca ultrapassa o

dobro do custo de uma floresta de Steiner 6tima.

A subsegao abaixo descreve mais detalhadamente o algoritmo.

Descricao do algoritmo

Cada iteragdo do algoritmo comega com uma. floresta geradora de G' que contém pelo menos
uma componente ativa e um vetor y, solugao vidvel do programa dual. A primeira iteracao comeca
com uma floresta geradora F' que nao contém arestas, sendo composta por n componentes, onde
n = |Vg| (ou seja, cada vértice do grafo é uma componente da floresta). Além disso, y ¢ igual ao

vetor nulo.

Dizemos que uma aresta de G & uma aresta externa a F' se seus extremos estio em compo-
nentes distintas de F'. Em cada iteragdo, uma aresta externa ¢ incluida em F. A escolha da
aresta a ser incluida é baseada na folga das arestas externas, sendo que a folga de uma aresta uv

¢ definida como

® (Cuv — Xos-uves(s) Ys)/2, se u e v pertencem a componentes ativas;
® Cuv — D_S:uwes(S) Ys» S€ U Ou v, mas nao ambos, pertence a uma componente ativa;

e 00, se u e v pertencem a componentes inativas.

A aresta externa escolhida pelo algoritmo para ser incluida em F' tem pelo menos um extremo
em uma componente ativa e tem folga minima dentre todas as arestas externas. Pode haver
mais de uma aresta que satisfaz estas condigées e, neste caso, o algoritmo escolhe uma delas

arbitrariamente.

Uma vez que uma nova aresta foi incluida em F, atualiza-se o vetor y, somando-se a folga da
aresta incluida ao valor nas posigoes de y correspondentes as componentes de F' que eram ativas

antes da inclusao da aresta. Tem inicio, entdo, uma nova iteracao.

O algoritmo para quando todas as componentes de F' estiverem inativas (o que ocorre apés,
no maximo, n — 1 iteragoes), devolvendo uma floresta de Steiner minimal contida em F. Se, ao
final, quisermos nao s6 a floresta, mas também uma delimitagao inferior para o valor étimo do
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problema, podemos devolver o valor final de )5 yg: pelo teorema fraco da dualidade, este valor
€ um limitante inferior para o custo de uma solu¢ao do Problema da Floresta de Steiner. Tal
valor, obtido ao final de todas as iteragoes, pode ser usado no cilculo de um limitante superior
para a razao entre o custo da floresta devolvida pelo algoritmo e o custo de uma solucao para o

Problema da Floresta de Steiner.

Abaixo, apresentamos em pseudo-codigo uma descri¢ao nio muito detalhada do algoritmo.

Algoritmo MinFS(G, R, c)

1 F« (Vg0

2 FEex — Eg

3 yg « 0 para todo conjunto S ativo

4 enquanto [’ tem alguma componente ativa faga

5 escolha € tal que folga(€) = min{folga(e) | € € Eeyt}

6 se folga(€) = oo

7 pare: “o problema nao tem solugao!”

8 Yg < yg + folga(€) para cada componente ativa S de F'

9 Er «— EpU {e}

10 Eert + Eezt \ {uv € Eg | u e v pertencem a uma mesma componente de F}

11 seja F' uma R-floresta minimal contida em F
12 devolva F’

Iremos nos referir aos passos que se encontram entre as linhas 4 e 10 como fase iterativa ou
primerra fase do algoritmo. O passo 11 é conhecido como fase da limpeza (“clean-up stage”) ou
sequnda fase do algoritmo. As figuras 1.2 e 1.3 ilustram a execugéao do algoritmo sobre a instancia

mostrada na figura 1.1.

Analise da razao de aproximacao

Vamos mostrar aqui que o algoritmo de Goemans e Williamson que acabamos de ver nunca
devolve uma R-floresta de custo maior que 2 vezes o custo de uma solucio do Problema da

Floresta de Steiner. Mais precisamente, vamos mostrar que
2
c(F") < (2 — f) opt(G, ¢, R), (1.1)

onde F" é a floresta devolvida pelo algoritmo, opt(G, ¢, R) € o custo de uma solu¢do do Problema

da Floresta de Steiner e t = ) e |T.

Um dos invariantes fundamentais para a anélise que faremos aqui ¢ que, durante a fase
iterativa, sempre que uma aresta uv € incluida na floresta F' (linha 9 do algoritmo MinFS),
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Figura 1.2: Execugao do algoritmo sobre a instincia da figura 1.1. (a) - (f) Situacdo ao final de

cada uma das seis primeiras iteragoes da primeira fase do algoritmo. Em cada iteracéo, o raio do
maior circulo em torno de cada vértice v em uma componente ativa S é incrementado do valor
corrente da varidvel yg (podemos pensar que, antes da primeira iteracio, o maior circulo em
torno de cada vértice do grafo tem raio 0). A folga de uma aresta uv com ao menos um extremo
em uma componente ativa € igual ao comprimento de uv que se encontra na regido externa aos
circulos em torno de u e v. As arestas da floresta corrente estao desenhadas com um trago mais

escuro que as demais.
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Figura 1.3: Execucao do algoritmo sobre a instancia da figura 1.1 (continuagao). (g) - (i) Situacdo

ao final da sétima, oitava e nona iteracdes da primeira fase do algoritmo. Note que, apés a
sétima iteracao, a componente que contém os retangulos de cantos arredondados se torna inativa,
e, portanto, o raio do maior circulo em torno de seus vértices nao sera incrementado nas iteraces
seguintes. (j) Floresta devolvida pelo algoritmo apés a execu¢do da segunda fase, a qual tem

custo 1.023 vezes maior que o custo de uma solugao do problema.
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temos que cuy = Y g.upes(s) Ys- Para ver que isto, de fato, ocorre, note que as tnicas parcelas da
somatoria em questao que tém seu valor alterado, apés a execucao da linha 8 do algoritmo, sdo
aquelas que correspondem a componentes ativas de F' em que se encontram os extremos de uw.
Assim, sejam S, e S, as componentes de F' correspondentes a u e v, respectivamente, e seja yg
o valor do vetor y na posigao correspondente a .S, imediatamente antes da execucdo da linha 8
do algoritmo. Se S, e S, sao ativas, entdo apenas as posi¢oes de y correspondentes a S, e S,
serao incrementadas de folga(uv) e, dessa forma, imediatamente apés a execucao da linha 8 do

algoritmo,

a

>, Us= ) ys+ folga(w)+ folga(uv)

S:uved(S) S:uved(S)
Cuw — Dg: /
- ¥ g +2( ” Zs;uea(S) Ys) e,
S:uved(S)

Caso contrério, suponhamos, sem perda de generalidade, que apenas S, € ativa. Assim, apenas
a posigao de y que corresponde a S, serd incrementada de folga(uv) e, deste modo, logo apés a

execucao da linha 8,

> ys= > ys+ folga(uv)

S:uved(S) S:uv€ed(S)
= Z y{S + | cww — Z y.IS' = Cuy-
S:uved(S) Suved(S)

Note que, a partir do momento que uv é incluida em F', o valor da somatéria 3 Sauwves(S) Ys
nao mais sera alterado. Desta forma, ao final de todas as iteracoes da primeira fase, para toda
aresta e em F', temos que ¢, = 25:865(5) yg. Em particular, o mesmo vale para toda aresta e na

floresta F' devolvida pelo algoritmo e, desta forma,

Z Ce = Z Z Ys = ZI(SF’ Iy.S') (12)

e€E e€Ep S:ecé(S)
onde 0p/(S) é o conjunto das arestas em F’ que tém exatamente uma ponta em S.

Por outro lado, pelo teorema fraco da dualidade, sabemos que )" yg < opt(G, ¢, R) e, assim,

(2 - —) Zys (2 — —2—> opt(G,c,R). (1.3)

Logo, tudo que precisamos fazer para provar (1.1) é mostrar que
Sl (s < (2= 7) s (1.4
S

Note que, no inicio da primeira iteracao, esta desigualdade vale trivialmente, pois y = 0. Agora,
suponhamos que (1.4) vale no inicio de uma dada itera¢do e sejam 6 e S, respectivamente, a
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folga da aresta que serd incluida em F' nesta iteragao e a familia das componentes ativas de F
antes da inclusdo de tal aresta. Ao final da iteragao, o lado esquerdo de (1.4) tera recebido um
acréscimo igual a 0 3 gc s, |0p (S)|, enquanto que o lado direito tera aumentado de (2 - %) |[SF|6.
Assim, para que (1.4) continue valendo ao final da iteragao, basta que

> 16m(5) < (2= 2) I

SeSE

e é exatamente isso que iremos provar no

Lema 1.1. No wnicio de cada iteragao do algoritmo,

> 16 (8)] < <2 = %) ISk .

SESE

Prova. No que segue, diremos que duas componentes, digamos S e S/, de uma floresta num
) b b
grafo G sao adjacentes em G se existe alguma aresta em G que tenha um extremo em S e o outro

em S'.

Seja ZF o conjunto das componentes inativas S da floresta F' tais que [0 (S)| > 1 e seja Fy
a floresta obtida ao final de todas as iteragbes da primeira fase. Agora, considere o grafo H

definido da seguinte forma:

e Vg =SrUZre

o By ={{S,5'}|S eS’ sio adjacentes em Fp}.

Sabemos que nao existem circuitos em H, pois, caso contrario, haveria algum circuito em Fj e
isto € absurdo, j& que Fp é uma floresta. Assim, H é uma floresta e, deste modo,

|Eg| < |Vu|—1=|Sp|+ |2F| - 1.

Por outro lado, sabemos que } gy, 01 (S)| = 2|EH| e, assim, como |6p(S)| < |0g(S)| para
todo S em Vp, temos que

> 16m(S)| < 2|Eq| < 2(ISF| + |2F| — 1)

Sevy
= > 16r(S) <28kl + |2F| - 1)
SESFUZR
= Y 0r () < 2(ISF| + 12Zr| = 1) = Y [6m(S)].
SeSF SeZr

Por fim, note que, como F’ ¢ uma R-floresta minimal, nao existe S em Zp tal que |0p(S)| = 1
e, deste modo, |6p/(S)| > 2 para todo S em Zpg. Logo,

2ISp| + 1Zr| = 1) = > 16 (S)| < 2(ISF| + |2F| — 1) — 2|2F| = 2|Sp| - 2
SeZp
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e, portanto,
2 2
5 bor ()] < 248p1~2 = (2= = ) 1sel < (2= 3) I,
Ses, &yl t
como queriamos provar. (]

Assim, concluimos a prova de que a desigualdade (1.4) é sempre valida e, desta forma, jun-

tando tudo, temos o seguinte

Teorema 1.1. O algoritmo MinFS é uma (2 — %)—aprozimagdo para o Problema da Floresta de

Steiner.

Prova. Segue diretamente de (1.2), (1.4) e (1.3) e do fato de que podemos implementa-lo de
forma que ele consuma tempo polinomial para qualquer instancia do problema, como veremos

nos proximos capitulos. 0

1.3 Implementacgoes

A implementacao mais simples do algoritmo de Goemans e Williamson para o Problema
da Floresta de Steiner consome tempo ©(n?), onde n ¢ o niumero de vértices do grafo dado.
Goemans e Williamson [13] mencionam uma implementacao direta do algoritmo que consome
tempo O(n?logn). Tal implementagdo utiliza uma fila de prioridade para tornar mais rapida a

determinacao de uma aresta de folga minima.

Klein [17] introduziu uma estrutura de dados que pode ser usada para obter-se uma imple-
mentacao do algoritmo de Goemans e Williamson de complexidade O(n+/mlogn), que é mais
rapida que a implementagio O(n?logn) em grafos esparsos. Aqui, como de costume, m e n

denotam, respectivamente, o nimero de arestas e de vértices do grafo.

Gabow, Goemans e Williamson [9] propuseram uma outra implementagao do algoritmo, que
organiza as filas de prioridade de uma forma diferente e tem complexidade O(n(n++/mloglogn)).

A implementacao de Cole et al. [5] usa uma idéia de subdividir as arestas dinamicamente e
resulta em uma complexidade melhor, sob o custo de uma pequena degradagao na razao de apro-
ximagao do algoritmo. Especificamente, tal implementagao consome tempo O(k(n + m)log?n),

onde k &€ um parametro extra que controla a degradacao da razao de aproximagao do algoritmo.

A partir do préximo capitulo, faremos uma exposicio mais detalhada de cada uma dessas
implementagoes e, para cada uma delas, exibiremos uma implementagdo em CWEB, um sistema
de programacao letrada (em inglés, “literate programming”) que combina programacio em C com
documentagao tipografada em KTEX. O coédigo em C correspondente a todas estas implementa-
¢oes se encontra no arquivo sf.c que estd organizado de acordo com a seguinte estrutura:
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(Header files of sf.c 2)

(Data structures of sf.c 4)

( Global variables of sf.c 257)
(Auxiliary functions 20)

(Steiner forest construction functions 10)

(The main program 238)

Antes de dar prosseguimento a apresentagao das se¢oes em que se divide o arquivo sf.c, vamos

redigir algumas palavras sobre programacao letrada e CWEB.

1.4 Programacao letrada e CWEB

O conceito de programagao letrada foi introduzido por Knuth [19]. Em seu artigo “Literate

Programming” [18], de 1984, ele escreve:

Bu acredito que ja é tempo de documentarmos nossos programas de uma forma
significativamente melhor e a melhor maneira de alcangarmos isto é considerando

programas como obras de literatura. Dai vem o titulo: “Literate Programming”.

Vamos mudar nossa atitude tradicional na construgao de programas: ao invés de
imaginar que nossa principal tarefa é dizer ao computador o que fazer, vamos nos
concentrar em explicar aos seres humanos o que nés queremos que o computador

faga.

O praticante da programacao letrada pode ser considerado como um ensaista, cuja
principal preocupagao é com a exposicao e a exceléncia de estilo. Tal autor, com um
tesouro em maos, escolhe os nomes das variaveis cuidadosamente e explica o que cada
uma significa. Ele ou ela aspira por um programa compreensivel porque seus conceitos
foram introduzidos em uma ordem que é melhor para a compreensao humana, usando

uma mistura de métodos formais e informais que se reforgam mutuamente.

Knuth desenvolveu o sistema WEB de programagao letrada, o qual permite ao usuario desen-
volver programas que estejam de acordo com as idéias expostas no trecho acima. Estes programas
podem ser vistos como documentos hipertexto, como a World Wide Web (de fato, Knuth comegou
a usar a palavra “web” neste sentido muito antes do nascimento da rede www). Em 1987, Silvio
Levy adaptou o sistema para a linguagem C, dando origem ao CWEB. Uma descri¢ao detalhada
do sistema pode ser encontrada no livro “The CWEB System of Structured Documentation” [21].

Um programa CWEB é uma sequéncia de se¢oes numeradas, as quais sao chamadas de blocos
(em inglés, “chunks”). Um programa completo pode ser visto como uma teia (“web”) ou rede
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que consiste de pequenos pedagos de codigo e interconexoes entre os pedagos. Cada bloco de
um programa CWEB comega com um comentario sobre os objetivos ou sobre algum aspecto
importante do bloco. Tais comentarios sao escritos em portugués (por exemplo), de maneira
informal. O bloco termina com uma parte formal, expressa em linguagem C, e supde-se que o
codigo formal faz exatamente o que os comentarios sugerem. Entre os comentarios introdutoérios
e o cédigo C também pode haver uma ou mais definicoes de macro. Assim, cada bloco consiste
de trés partes, nesta ordem: comentario informal, definicées de macros e codigo C, sendo que

uma ou mais partes, destas trés, podem estar vazias.

Alguns blocos tém nome e outros sao anénimos. Um exemplo de bloco anénimo é o bloco 1
acima, aquele que contém a estrutura geral do arquivo sf.c que foi exibida no final da secdo

anterior. O c6digo C de um bloco com nome comega com

( Nome do bloco id ) =

(onde id indica o nimero do bloco) e é seguido por um tezto de substituigio em C. Um exemplo

disso é o codigo C do bloco 15 (o qual ira aparecer no proximo capitulo):

(Some initializations 15)=
{
last = malloc(g-n * sizeof (Vertex x));
sizes = malloc((g=n) * (g~num_ ts) * sizeof (int));
if (—last V —sizes) {
err = 2;

return;

}

Como podemos ver no exemplo acima, os textos de substituicdo sdo formatados de uma
maneira especial em CWEB, o que torna mais facil a leitura do codigo C. Os seguintes simbolos

especiais sao utilizados para melhorar a legibilidade:
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simbolo significado

< <=
> >=
#* 1=
A &&
v 1
- !

- ->
& &
® =
A NULL

Quando o nome de um bloco = aparece em um outro bloco y (o que ocorre, por exemplo, no
bloco 1, que faz o papel de y neste caso), isso significa que, no arquivo que contém o cédigo C do
programa, o texto de substitui¢ao correspondente ao bloco z aparece no exato lugar do bloco y
em que se encontra o nome de z. Assim, por exemplo, no arquivo sf .c, o texto de substituigao do
bloco 2 aparece no exato lugar do bloco 1 em que se encontra seu nome, ( Header files of sf.c 2).
Por este motivo, no programa CWEB, veremos que, no final do bloco 2, aparece uma nota de

rodapé indicando que ele foi usado no bloco 1.

E possivel definir novos blocos que acrescentem mais cédigo C ao texto de substituicao de um
bloco que ja foi definido anteriormente. Neste caso, o novo bloco terd o mesmo nome do bloco
definido anteriormente, sé que, apés o nome, ao invés de aparecer o sinal “=", ir4 aparecer o sinal
“+=". Os blocos 2 e 8, como veremos adiante, exemplificam esta situagdo. Neste caso, como o
bloco 8 é definido de forma a acrescentar cédigo C ao bloco 2, aparece, no final de 2, uma nota

de rodapé com uma mensagem do tipo “Veja também o bloco 8.

Por fim, veremos também que, algumas vezes, o nome de um bloco é o nome de um arquivo,
escrito em fonte de maquina-de-escrever, como é o caso de (extra.h 7). Isso indica que o
texto de substitui¢ao daquele bloco serd gravado no arquivo especificado. Desta forma, um sé
programa CWEB pode descrever varios arquivos que estejam, de alguma forma, relacionados.

1.5 Stanford GraphBase

Para representar vértices, arestas e grafos, faremos uso das estruturas de dados definidas
no Stanford GraphBase, ao qual iremos nos referir, de modo abreviado, por SGB, um pacote de
programas e conjuntos de dados projetados por Knuth [20] para gerar e manipular grafos e redes.
Sendo assim, um dos arquivos-cabegalho que se encontram no bloco (Header files of sf.c 2),
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como vemos abaixo, é gb_graph.h, que é o médulo do SGB onde se encontram definidas todas

estas estruturas.

(Header files of sf.c 2) =
#include "gb_graph.h"

Veja também blocos 8, 9, 28, 50, 166, 182, 216, 242 e 255.
Este codigo é citado nos blocos 2 e 9.

Este cédigo é usado no bloco 1.

No SGB, grafos, vértices e arcos sao representados por structs dos tipos Graph, Vertex e Arc,
respectivamente. Como, com freqiiéncia, manipularemos estas estruturas através de apontadores
para elas, muitas vezes diremos, por exemplo, que uma variavel v é um vértice ou guarda um
vértice, quando, na verdade, v guarda um apontador para uma estrutura do tipo Vertex. O

mesmo se aplica a arcos e grafos.

Cada vértice v possui um nome e um apontador para uma lista ligada dos arcos que tém
a ponta inicial em v. O campo v-name guarda um apontador para uma cadeia de caracteres
contendo o nome de v e 0 campo v~arcs armazena um apontador para a estrutura Arc corres-
pondente ao primeiro arco da lista dos arcos que tém a ponta inicial em v. Quando tal lista for
vazia, o conteudo de v~arcs serd igual a A. Caso contrario, cada arco a da lista, com excecao do
ultimo, guardard em a-nezt um apontador para a estrutura Arc do arco que sucede a na lista.

O contetido do campo nezt do ultimo arco da lista seré igual a A.

Além do campo nezt, cada arco a possui dois outros campos: a-tip e a+len. O primeiro
guarda um apontador para a estrutura Vertex correspondente ao vértice que é ponta final de a;
o outro guarda um inteiro cujo valor, dependendo do contexto, corresponde ao comprimento ou

custo de a.

O ntmero de vértices e o numero de arcos de um grafo g se encontram armazenados, respec-
tivamente, em g-n e g~m. O campo g-vertices € um vetor de estruturas do tipo Vertex que
correspondem aos g-n vértices do grafo g. Cada grafo contém ainda um campo g~id que nada
mais é do que uma cadeia de caracteres que identifica o grafo, informando quais parametros

foram usados para a sua geragao.

As figuras 1.4 e 1.5 ilustram as estruturas que acabamos de descrever e a representagiao de

um grafo no SGB.

Além dos campos mencionados acima, as estruturas Graph, Vertex e Arc possuem ainda
campos adicionais que sao chamados de utility fields. Cada um desses campos é um union do

tipo util, o qual exibimos abaixo.
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Graph Vertex Arc
vertices arcs next
n name tip
m

Figura 1.4: Ilustragao das estruturas Graph, Vertex e Arc.
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Figura 1.5: Um grafo e sua representacao no SGB (para melhor visualizagdo, as estruturas Vertex

nao foram desenhadas de forma contigua no vetor de vértices do grafo).
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typedef union {
struct vertez struct *V/,
struct arc_ struct xA;
struct graph_struct *G;
char *S;
long I;

} util;

Um campo do tipo util pode ser usado para armazenar ou um vértice, ou um arco, ou um
grafo, ou um apontador para uma cadeia de caracteres ou um inteiro, bastando, para isto, que
adicionemos o sufixo adequado (“. V7, “. A", “. G”, “. S” ou “. I”, respectivamente) ao nome
do campo. Uma pratica muito comum e que também serd aqui adotada é o uso de diretivas do
tipo # define para renomear estes campos, dando nomes mais sugestivos a eles, de acordo com
a forma como eles sao utilizados na aplicagao. Veremos varios exemplos desta pratica ao longo

deste e dos préximos capitulos.

Cada estrutura do tipo Vertex possui seis utility fields: u, v, w, z, y e z. Exibimos, abaixo,

a definicdo completa de uma estrutura do tipo Vertex:

typedef struct vertex_struct {
struct arc_ struct *arcs;
char *name;
util u, v, w, z, vy, z;

} Vertex;

As estruturas do tipo Arc possuem dois utility fields: a e b. Abaixo, é mostrada a definicao
completa de uma estrutura do tipo Arc:

typedef struct arc_struct {
struct vertex_struct *tip;
struct arc_struct xnezt;
long len;
util a, b;

} Arc;

Por fim, cada estrutura do tipo Graph possui seis utility fields: wu, vv, ww, zz, yy e 2z.
Abaixo, segue a definicao completa de uma estrutura do tipo Graph.

typedef struct graph_struct {
Vertex xvertices;
long n;

long m;
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char id[ID_FIELD_SIZE|;

char util_types[15];

Area data;

Area auz_data;

util vu, w, ww, zz, YY, 22
} Graph;

Note que a definigao acima contém ainda trés campos que nao foram mencionados na descri¢ao
que fizemos até aqui: util types, data e auz data. Como estes campos ndo serao utilizados em

nossas implementagoes, nao iremos descrevé-los em detalhes. Diremos apenas que

e util types & usado para armazenar uma cadeia de caracteres que descreve de que forma
estao sendo utilizados cada um dos 14 utility fields correspondentes as estruturas que
descrevem o grafo (isto é, qual dos cinco tipos de dados estd armazenado em cada um

desses 14 campos);
e data guarda um apontador para a area usada para armazenar arcos e cadeias de caracteres.

e auz date guarda um apontador para a area usada para armazenar informagao auxiliar

relacionada ao grafo.

No SGB, nao existe um struct para representar arestas, ao contrario do que acontece com
arcos. Em vez disso, arestas sao definidas em termos de arcos. Mais especificamente, uma aresta,
com extremos nos vértices u e v é representada através de um tnico par de arcos: um arco com
a ponta inicial em u e a ponta final em v e um outro arco que tem a ponta inicial em v e a ponta
final em u. Além disso, tendo em maos um dos arcos do par que corresponde a uma dada aresta
e o vértice que é ponta inicial deste arco, podemos facilmente (em tempo constante) determinar
o outro arco. Em nossas implementacoes, usaremos a macro inverse(a), que definimos abaixo,
para realizar esta tarefa. Usaremos também um dos utility fields de a, o qual renomearemos
como from, para guardar um apontador para a estrutura Vertex do vértice que é ponta inicial

de a.

#define from a.V
#define inverse(a) ((afrom <a-tip)?a+1:a—1)

Assim, a partir de um arco, podemos determinar o par de arcos que representa a aresta. Em
razao disso e por conveniéncia, muitas vezes iremos nos referir a um apontador a para uma
estrutura do tipo Arc como “a aresta a” ou a uma lista de estruturas do tipo Arc como “uma
lista de arestas”. Assim, a menos que digamos o contrario, sempre que nos referirmos a uma aresta

a, quando a, na verdade, for uma estrutura do tipo Arc ou um apontador para uma estrutura
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deste tipo, estaremos nos referindo a aresta que é representada pelo par de arcos determinado

pelo arco correspondente a estrutura ou apontador a.

Além da definigao das estruturas usadas no SGB para a representagdo de um grafo, o arquivo
gb_graph.h contém ainda o protétipo de fungoes bésicas para a criagao e manipulagao de grafos.

Algumas delas sao utilizadas em nossas implementagoes e, abaixo, listamos estas fungoes.

e Graph *gb new_graph(long n): cria um grafo com n vértices e nenhuma aresta e devolve

um apontador para a estrutura Graph correspondente a este grafo;

e char *gb_save_string(char *s): recebe um apontador para uma cadeia de caracteres
(com 0 demarcando o final da cadeia), guarda uma cépia dessa cadeia em uma &rea es-
pecialmente reservada para este proposito e devolve um apontador para o lugar onde se

encontra a nova copia;

e void gb_new_edge(Vertex *u, Vertex v, long len): cria uma aresta com extremos nos
vértices u e v e com comprimento (ou custo) igual a len. Se u # v entdo, logo apos a
chamada a esta fungao, uarcs guardard um apontador para a estrutura Arc de um dos
arcos do par que representa a aresta, enquanto que v~arcs guardard um apontador para a

estrutura Arc do outro;

e void gb_recycle(Graph #g): libera a memoria ocupada pelo grafo g.

1.6 Estruturas para a representacao de conjuntos de terminais

e florestas de Steiner e algumas definicoes de macros

Dentre as estruturas de dados que estao especificadas na segao ( Data structures of sf.c 4),
encontram-se as que criamos para representar conjuntos de terminais e florestas de Steiner, as
quais vamos apresentar agora. Cada conjunto de terminais é representado por uma estrutura do
tipo TermSet. O campo id desta estrutura guarda um namero inteiro entre 0 e |R| — 1 que
identifica de maneira tnica o conjunto de terminais que ela representa (R, como antes, é a familia
de conjuntos de terminais especificada na entrada). Diremos que tal ntimero é o identificador
do conjunto de terminais. Um outro campo, connected, indica se todos os vértices do conjunto
estdo ou nao conectados através das arestas de uma dada floresta do grafo (connected = 1
ou connected = 0, respectivamente). A estrutura contém ainda um campo vertices, o qual guarda
um apontador para uma lista ligada dos vértices que fazem parte do conjunto de terminais, e
um campo num_ vertices que guarda o namero de elementos nesta lista. Para percorrer a lista
vertices, devemos utilizar o campo nezt_ terminal de cada vértice, o qual guarda um apontador

para o proximo vértice na lista. Por fim, o campo next_tset da estrutura é um apontador para



1.6 Estruturas para a representacao de conjuntos de terminais
22 e florestas de Steiner e algumas defini¢oes de macros

uma outra estrutura do tipo TermSet e ¢ utilizado para a criagao de listas ligadas de conjuntos

de terminais. Abaixo, segue a especificagao em C da estrutura que acabamos de descrever:
4 #tdefine nezt terminal u.V

(Data structures of sf.c 4) =
typedef struct ts_struct {
int id;
Vertex xvertices;
int num_ vertices;
int connected;
struct ts_struct xnezt_tset;
} TermSet;

Veja também blocos 6, 11, 46, 47, 183 e 186.
Este codigo é citado no bloco 4.

Este codigo é usado no bloco 1.

Em nossas implementagoes, suporemos que cada um dos vértices do grafo possui um campo
termset_1d que guarda ou o identificador do conjunto de terminais ao qual o vértice pertence,

ou —1, caso o vértice nao esteja em nenhum dos conjuntos de RR.

5 #tdefine termset id v.I

A estrutura de dados que representa uma floresta de Steiner é apresentada abaixo. Cada
uma das fungoes correspondentes as implementacoes que apresentaremos a partir do préximo
capitulo devolverd um apontador para uma estrutura deste tipo. O campo edges da estrutura é
um apontador para uma lista ligada contendo as arestas da floresta. Para percorrer esta lista,
deve-se utilizar o campo nezt_ edge de cada aresta, o qual guarda um apontador para a préxima
aresta na lista. O custo da floresta é guardado no campo cost, enquanto que o valor da fungao

objetivo dual se encontra no campo dual_cost da estrutura.
6 #define next edge b.A

(Data structures of sf.c 4) +=
typedef struct sf_struct {
Arc xedges;
long cost;
double dual cost;
} SteinerForest;
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Como vimos na se¢ao anterior, cada estrutura do tipo Arc possui apenas dois utility fields. Por
outro lado, veremos que, nas implementagoes que apresentaremos a partir do préximo capitulo,
serd necessario armazenar, em uma estrutura deste tipo, mais informagao do que é possivel
armazenar usando apenas estes dois campos. Em particular, numa dessas implementagoes, o
mesmo problema ird ocorrer também com as estruturas do tipo Vertex. Para contornar esta
situagao, criamos a estrutura ExtraFields, que apresentamos abaixo, e usamos um dos utility
fields dos arcos do grafo para guardar um apontador para uma estrutura deste tipo. Quando
necessario, o mesmo é feito com os vértices. Renomearemos os utility fields que guardarao estes
apontadores nas estruturas Arc e Vertex para afields e vfields, respectivamente. Além disso,
utilizaremos as macros ARC_FIELDS(A) e VERTEX_FIELDS(V') para acessar o contetido do campo
afields de um arco A e o conteido do campo vfields de um vértice V. Guardaremos todas estas
definicbes em um arquivo-cabecalho, o arquivo extra.h, para que elas possam ser utilizadas

também por fungbes que nao se encontram em sf.c.

Cada estrutura do tipo ExtraFields possui oito campos do tipo extra, um union que
pode armazenar trés tipos de dados diferentes: ou um apontador (". P"), ou nimero em ponto

flutuante de precisao dupla (". D"), ou um inteiro (". I").

(extra.h 7)=
typedef union {
void *P;
double D;
long I;
} extra;
typedef struct extra_fields_struct {
extra el, e2, e3, e4, e, e6, e7, €8,
} ExtraFields;
#define afields b.S
#define ARC_FIELDS(A) ((ExtraFields *)((A)-afields))
#define vfields z.S
#define VERTEX_FIELDS(V) ((ExtraFields )((V)-vfields))

Este codigo é citado no bloco 2.

(Header files of sf.c 2) +=
#include "extra.h"

Na proxima segao, veremos algumas outras estruturas de dados, de propésito mais geral que

estas, bastante uteis as nossas implementagoes.
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1.7 Heaps de Fibonacci, arvores AVL e union-find

Dentre os arquivos-cabegalho que se encontram em (Header files of sf.c 2), estdo aqueles
correspondentes a estruturas de dados que sao utilizadas em nossas implementagoes, tais como
heaps de Fibonacci, 4rvores binarias balanceadas de busca (mais especificamente, drvores AVL)
e uma estrutura de dados para a manipulagdo de conjuntos disjuntos usualmente chamada de
union-find. Para implementar estas estruturas de dados, nos baseamos nas implementagoes que

se encontram descritas em [6, 26).

(Header files of sf.c 2) +=
#include "fibheap.h"
#include "intersection.h"
#include "bbst.h"
#include "uf.h"

Vamos descrever a seguir cada uma das operagoes que manipulam todas estas estruturas de

dados, informando também a complexidade de tempo de cada uma delas.

Heaps de Fibonacci

As fungoes para a criacao e manipulacao de heaps de Fibonacci se encontram todas prototipa-
das no arquivo fibheap.h. Utilizaremos heaps para armazenar mais de um tipo de dados e, por
este motivo, os elementos que sdo manipulados em nossa implementagdo de heaps de Fibonacci
sao apontadores do tipo “void #”. Assim, por exemplo, podemos ter heaps de arestas, heaps de
vértices e até heaps de heaps. Cada heap é representado por uma estrutura do tipo FibHeap
e & composto por nos. Cada um desses nés € responsavel por armazenar um unico elemento do
heap e é representado por uma estrutura do tipo FHnode. Abaixo, descrevemos cada uma das

fungées que manipulam estas estruturas.

e int FHEAPalloc(int num_ heaps,int num_elems)

Descrigao: aloca o espago necessario para a criagao de num_ heaps heaps capazes de arma-
zenar, no total, num_ elems elementos. Além disso, organiza, em listas livres, todas
as estruturas que foram alocadas. Devolve 1, se a alocagdo do espaco for realizada

com sucesso, e devolve 0, caso contrario.

Complezidade: O(num_ heaps + num_ elems);

e FibHeap FHEAPinit(int(xless)(void *,void x))
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Descrigao: cria um heap, inicialmente vazio, e devolve o heap criado. A funcdo less
recebida como argumento é usada para comparar elementos do heap com relacio as
suas chaves. Aqui, adotaremos a convencao de que A é um elemento cuja chave é
minima. Assim, less deve ser tal que uma chamada do tipo less(a,b) devolva 1 caso
a = A # b ou a chave de a seja menor que a chave de b, e devolva 0 caso b= A ou a
chave de a seja maior ou igual & chave de b.

E necessario que os heaps manipulados pelas funcées que seguem abaixo tenham sido

criados através de uma chamada a funcao FHEAPinit.

Complezidade: O(1);
e int FHEAPempty (FibHeap H)

Descricao: Caso o heap H esteja vazio, devolve 1; caso contrario, devolve 0.

Complezidade: O(1);
e int FHEAPnum (FibHeap H)

Descrigio: devolve o nimero de elementos no heap H.

Complezidade: O(1);
e FHnode FHEAPinsert(FibHeap H,void *a)

Descrigao: insere a no heap H e devolve o n6é de H em que a foi inserido.

Complezidade: O(1);
e void *FHEAPfindMin(FibHeap H)

Descrigao: devolve um elemento cuja chave seja minima no heap H.

Complezidade: O(1);
e void FHEAPdelMin(FibHeap H)

Descrigao: remove, do heap H, um elemento cuja chave seja minima em H.

Complezidade amortizada: O(lgn), onde n € o nimero de elementos em H;

e void FHEAPdecreaseKey (FibHeap H,FHnode z,void *a)

Descrigao: Substitui, por a, o elemento que se encontra no né = do heap H caso a chave
de a seja menor ou igual a chave deste elemento. Além disso, reposiciona z no heap

se necessario.

Complezidade amortizada: O(1),

e void xFHEAPdelete(FibHeap H,FHnode z)
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Descri¢ao: remove, do heap H, o elemento que se encontra no n6é z de H e devolve o

elemento removido.

Complezidade amortizada: O(lgn), onde n é o namero de elementos no heap H;

void FHEA Ptraverse (FibHeap H,void (xfunc)(void *item, void *args[]), void *args|])

Descrigao: aplica a fungdo func, com os argumentos que se encontram no vetor args, a

cada elemento item do heap H.

Complezidade: O(1) vezes a complexidade de pior caso da funcao func, onde n é o nimero

de elementos em H,

FibHeap FHEAPjoin(FibHeap h!,FibHeap h2)

Descrigao: realiza a uniao dos heaps hl e h2 e devolve o heap resultante da unido.
Complezidade: O(1);
e void FHEAPdestroy(FibHeap H)

Descrigao: devolve as listas livres toda a memoria ocupada pelo heap H e por seus nos

para que, deste modo, esta memdria possa ser usada futuramente.

Complezidade: O(n), onde n é o numero de elementos em H;

void FHEA Pfree()

Descricao: libera toda a memoria previamente alocada pela ultima chamada feita a fun-
cao FHEAPalloc.

Complezidade: O(1).

Arvores AVL

Cada arvore é representada por uma estrutura do tipo BalBST e os elementos que ar-
mazenaremos nos nos dessas arvores sao do tipo Intersection, que se encontra definido no
arquivo-cabegalho intersection.h. Mais adiante, no capitulo 4, apresentaremos a definigao
deste tipo de dados. O arquivo bbst.h contém o protétipo das fungGes responséveis pela criacao

e manipula¢ao de nossas arvores. Segue, abaixo, a descricao de cada uma dessas fungoes.

e int BBSTalloc(int n);

Descrigao: aloca o espago necessario para a criagao de n nés. Além disso, organiza, em
uma lista livre, todas as estruturas alocadas. Devolve 1, se a alocagéo do espago for
realizada com sucesso, e devolve 0, caso contrario.
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Complezidade: O(n);
e BalBST BBSTinit()

Descrigao: cria e devolve uma arvore inicialmente vazia.
Complezidade: O(1);
e BalBST BBSTinsert(BalBST r,Intersection z,Intersection *y)

Descrigao: recebe uma érvore 7, um objeto = do tipo Intersection e um apontador y
para uma variavel do tipo Intersection e, se 7 nao possui um elemento com a mesma
chave de z, insere = em 7, devolvendo, ao final, a arvore resultante e alterando para A
o conteudo da varidvel apontada por y; caso r ja possua um elemento com a mesma
chave de z, = nao ¢ inserido em 7 e a varidvel apontada por y passa a guardar o

elemento de r que possui a mesma chave de z.
Complezidade: O(lgn);
e void BBSTtraverse(BalBST r, void (+func)(Intersection, void *args(]), void xargs[])

Descrigao: aplica, para cada elemento da arvore r, a funcao func com os argumentos

fornecidos no vetor args.
Complezidade: O(n) vezes a complexidade de pior caso da funcao func, onde n € o nimero

de elementos em 7;
e void BBSTdestroy(BalBST r)

Descricao: devolve & lista livre toda a memdria ocupada pela arvore 7, de modo que esta

memoria possa ser usada futuramente.

Complezidade: O(n), onde n é o namero de elementos em r;

e void BBSTfree()

Descrigao: desaloca toda a memoria previamente alocada pela tltima chamada a fungao
BBSTalloc.

Complezidade: O(1).

Union-find

As fungoes para a manipulagao de conjuntos disjuntos se encontram prototipadas no ar-

quivo uf .h. Segue, abaixo, a descrigao de cada uma delas.

e void UFinit(Vertex *vertices,int n)
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Descrigao: cria uma partigdo, em n partes unitérias, do conjunto dos vértices que se
encontram nas posigoes de 0 a n — 1 do vetor wertices. A cada conjunto da particao
sempre estard associado um representante, o qual é um dos vértices do conjunto. O
representante de cada conjunto apés a chamada a esta funcio €, obviamente, o seu

anico elemento.

o Vertex *UFfind(Vertex *u)

Descrigao: recebe um vértice u e devolve o representante do conjunto ao qual u pertence

na partigao.
e void UFunion(Vertex *u, Vertex #v)

Descrigao: realiza a uniao dos conjuntos cujos representantes sao u e v. Para represen-
tante do conjunto resultante da uniao é escolhido o representante do maior dos dois
conjuntos. Como nossa intencao é manter uma particao dos vértices, os conjuntos
cujos representantes eram u e v antes da chamada a esta fungao sao substituidos em

nossa cole¢ao de conjuntos pelo resultado de sua uniao.

Qualquer sequéncia de m chamadas formada por uma chamada inicial a UFinit seguida
de m — 1 chamadas a UFunion e UFfind consome, no pior caso, tempo O((m + n)a(m +n,n)),
onde n é o argumento que foi passado na chamada a UFinit e a(z,y) é a inversa da fungao de
Ackermann [6]. O crescimento desta fungao é extremamente lento, de forma que, para valores

praticos de z e y, temos que a(z,y) < 4.



Capitulo 2

Implementacao de Goemans e

Williamson

Uma forma bem simples e direta de implementar o passo correspondente a linha 5 do al-
goritmo MinFS, isto é, a escolha da aresta que sera incluida na floresta corrente em uma dada
iteracdo, ¢ examinar, uma a uma, todas as arestas do grafo G. Para cada aresta a, seria preciso
testar se a € uma aresta externa e, neste caso, calcular o valor da folga de a, atualizando, se ne-
cessario, a varidvel que guarda uma aresta que possui o menor valor de folga dentre as arestas que
foram examinadas até o momento na iteragao corrente; ap6s examinarmos todas as arestas de G,
a aresta guardada nesta varidvel seria incluida na floresta corrente. Poderiamos implementar as
componentes da floresta corrente usando a estrutura de dados para conjuntos disjuntos que vimos
no capitulo anterior e, desta forma, verificar se uma aresta é externa levaria tempo amortizado
O(a(m,n)), onde m = |E¢| e n = |Vg|. Considerando que podemos calcular a folga de uma

aresta em tempo constante, cada execugao deste passo levaria, no total, tempo O(ma(m,n)).

Quando o grafo dado no problema é denso (ou seja, m = ©(n?)), isto seria bastante custoso,
pois, no pior caso (que ocorre, por exemplo, quando R = {Vz}), as execugdes deste passo
consumiriam, ao todo, tempo Q(n3), tornando este passo a parte do algoritmo que consome mais
tempo no total. A implementagao proposta por Goemans e Williamson [13] é bastante adequada
nesta situagdo. Ela utiliza uma fila de prioridades para reduzir o nimero de arestas examinadas

neste passo do algoritmo, consumindo, no total, tempo O(n?logn).

2.1 Descricao da implementagao

Tal fila de prioridades, a qual denotaremos por H, é implementada através de um heap de

minimo e é utilizada para armazenar arestas externas com relagao a floresta da iteracao corrente.
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Para cada par (nao-orientado) {.5,S5'} de componentes distintas da floresta corrente, é guardada
no maximo uma unica aresta em H: a aresta guardada ¢ uma das que apresentam a menor folga
dentre todas as arestas com um extremo em S e o outro em S’. Note que as demais arestas
que ligam S a S’ nao precisam ser levadas em consideragio para a determinacdo de uma aresta
externa de folga minima no grafo G. A chave de cada uma das arestas que se encontram em H
¢ definida como sendo igual & sua folga. Desta forma, como H é um heap de minimo, podemos

determinar, em tempo constante, uma aresta externa de folga minima em G.

Para o calculo da folga das arestas, utilizaremos a seguinte estratégia. Ao invés de armazenar
explicitamente o vetor y, que pode ter um nimero exponencial de componentes, guardaremos,
para cada vértice v do grafo, o niimero d(v) = )" g.,c5ys. Assim, a folga de uma aresta externa uv

passa a ser calculada da seguinte forma:

_ —d 5
M%uv—) se u e v pertencem a componentes ativas

folga(uv) cuv—d(u)—d(v) Se u ou v, mas nao ambos, pertence a uma
olga(uv) = .
componente ativa

00 se u e v pertencem a componentes inativas.

Inicialmente, d(v) = 0 para todo v e, em cada iteracao, incrementaremos d(v), para cada v em
uma componente ativa, com o valor da folga da aresta que sera incluida na floresta. Note que,

desta forma, em cada iteragao, gastaremos tempo O(n) com a atualizagao dos valores de d(v).

Apos a determinacao de uma aresta de folga minima no grafo G, iremos incluir tal aresta na
floresta corrente. Note que, apds a inclusao desta nova aresta, as componentes que contém os seus
extremos terao se unido para formar uma nova componente na floresta resultante da inclusio.
Deste modo, é interessante que possamos determinar de maneira eficiente as componentes em
que se encontram os extremos de uma dada aresta e, a0 mesmo tempo, poder realizar de maneira
rapida a uniao dos conjuntos de vértices de quaisquer duas componentes da floresta. Para isto,
iremos utilizar a estrutura de dados para conjuntos disjuntos que vimos no capitulo anterior,
a qual permite que cada uma destas duas operagoes sejam realizadas em tempo amortizado
O(a(n,n)), considerando que, no pior caso, O(n) destas operagoes serdo realizadas neste passo

ao longo de toda a execugao do algoritmo.

O préximo passo, agora, é determinar se a nova componente é ativa ou nao. Para realizar esta,
tarefa, iremos utilizar a seguinte estratégia. A cada componente .S da floresta corrente, estara
associado um vetor I(S) indexado por R, que ird armazenar, para cada T em R, o numero de
elementos na intersec¢ao de T" com S (sempre que nos referirmos a uma componente S, deve-se
interpretar que estamos nos referindo & componente da floresta corrente cujo conjunto de vértices
¢ .S). Assim, dadas duas componentes S e Sy, tudo o que temos que fazer é calcular, para cada T
em R, o valor de I(S1US2)[T], o qual éigual a I(S1)[T'] 4 I(S2)[T); caso 0 < I(S1USs)([T] < |T)|
para algum 7" em R, a componente 51 USy sera ativa e, caso contrario, serd inativa. Desta forma,
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levaremos tempo O(|R[), em cada iteragao, para decidir se a componente formada pela inclusio
de uma nova aresta & ativa ou nao. Note que, como estamos supondo que os conjuntos em R
sao dois a dois disjuntos, sabemos que |R| < n e, assim, todas as execugdes deste passo irdo

consumir, no pior caso, tempo O(n?) no total.

Por fim, é necessario atualizar o heap H. Para isto, devemos inicialmente remover de H a
aresta incluida na floresta na iteragao corrente. Agora, sejam Sy e Sy as componentes que contém
os extremos desta aresta e seja f o valor de sua folga. Observe que se a é uma aresta externa
cujos extremos nao se encontram em S; e nem em Sy e tal que ao menos um de seus extremos
se encontra em uma componente ativa, entao, ao final da iteragao corrente, o novo valor da folga
de a serd igual ao valor de sua folga no inicio da iteragao menos f. Além disso, se os extremos
de @ nao se encontram em Sy, nem em S; e ambos pertencem a componentes inativas, a folga
de a permanece inalterada (e igual a co0). Logo, se a e a’ sdo arestas externas cujos extremos nio
se encontram em S e nem em Sy, entdo, se folga(a) < folga(a’) no inicio da iteragao corrente,
esta desigualdade permanece inalterada ao final da iteragdo. Por outro lado, se uma dessas duas
arestas tem um dos extremos em S;, para algum 7 em {1,2}, a desigualdade pode deixar de
valer ao final da iteracao. Mais especificamente, a desigualdade pode nio mais valer ao final da
iteragao corrente se .S; € ativa, mas S; U Sy € inativa, ou se S; € inativa (e, conseqiientemente,
S1U Sy € ativa). Portanto, apenas as arestas com algum extremo em S; ou Sy precisam ser
reposicionadas em H, pois podem estar violando a condigdo do heap. Isso é feito da seguinte
maneira. Inicialmente, cada uma das arestas de H com algum extremo em S; ou Sy é removida
do heap. Diremos, no que segue, que duas componentes distintas da floresta sao adjacentes se
existe a0 menos uma aresta do grafo com um extremo em cada uma destas componentes. Agora,
0 que precisamos fazer é determinar, para cada componente S adjacente a S; ou a S e diferente
de Sy e de 52, a aresta que serd inserida no heap H, a qual dever4 ter folga menor ou igual a
folga de cada uma das arestas que ligam S a .S} U.Sy. Se S ¢ adjacente a S1, mas nao é adjacente
a Sy, & claro que basta tomar a aresta com um extremo em S e o outro em S; que se encontrava
em H. O caso em que S é adjacente a S, mas nao é adjacente a S; é andlogo. Resta, agora,
tratar o caso em que S € adjacente a ambas, S1 e Sp. Neste caso, para ¢ em {1,2}, seja e; a aresta
com um extremo em S e o outro em .5; que se encontrava em H. Se folga(e;) < folga(es), basta
tomar e; para fazer parte de H; caso contrério, ¢ suficiente escolher e3. Como cada componente
é adjacente a no maximo n — 1 componentes da floresta, ao final de todo este processo, teremos
executado O(n) remogoes e inser¢oes no heap H e, portanto, para atualizar H, levaremos ao
todo tempo O(nlogn) por iteragao. Logo, no pior caso, o tempo gasto em todas as execugoes
deste passo ¢ O(n%logn).

Todas as demais operagoes do algoritmo podem ser implementadas de modo a consumir

tempo O(n?) no total e, deste modo, a complexidade de tempo da implementacdo de Goemans
e Williamson é O(n?logn). Na proxima secdo, iremos apresentar uma implementagdo em CWEB
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dos procedimentos aqui descritos, explicitando alguns detalhes subjacentes & descrigao, que demos

acima, da implementacao.

2.2 Implementagcao em CWEB

Vamos examinar, a partir de agora, a fung@o que implementa a estratégia de Goemans e
Williamson para a construcao de uma floresta de Steiner. A funcao sf gw, que apresentamos
abaixo, recebe como argumentos um grafo g simples (ou seja, sem lagos e sem arestas paralelas)
e um vetor term_ sets, que se encontra indexado de 0 a g~num_ts — 1 e cujos elementos sao
conjuntos de terminais, e devolve uma floresta de Steiner do grafo g. Caso nao exista uma tal

floresta, a funcao devolve A.
#define num_ts wuu.l

( Steiner forest construction functions 10) =
SteinerForest *sf gw(Graph *g, TermSet xterm_ sets)
{
Local variables of sf gw 14)
Create a spanning forest sf with no edges 13)

{

(

(Initialize d(v) for each vertex v of the graph 18)

(Create a heap that contains the incident edges of each component 25)

( While there is some active component include an edge in the forest sf 30)
(

Drop out unnecessary edges from sf and return a minimal Steiner forest 43)

Veja também blocos 45, 167 e 187.

Este codigo é usado no bloco 1.

Antes de exibirmos o cédigo de cada uma das secoes em que a fungao sf gw se divide, iremos
descrever a estrutura de dados que usaremos para representar cada uma das componentes de

uma floresta, a qual é uma estrutura do tipo GWComponent.

Dada uma floresta, cada uma de suas componentes é identificada de maneira tnica através
de um numero inteiro entre 0 e n — 1 que fica armazenado no campo id da estrutura. Um outro
campo, active, é responsavel pelo armazenamento de um inteiro que indica se a componente
€ ou nao ativa: se active = 0, entao a componente representada pela estrutura é inativa e,
se active = 1, entao tal componente é ativa. Os vértices que fazem parte da componente ficam
todos armazenados em uma lista ligada. O campo vertices guarda um apontador para o primeiro

vértice desta lista e, para cada vértice v na lista, v~nezt wverter é um apontador para o vértice
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que sucede v na lista. O campo num_ vertices armazena o nimero de vértices da componente
e o campo ts_intersect_size € um vetor que armazena em is_intersect size[i] o namero de
vértices da componente que fazem parte do conjunto de terminais cujo identificador é . Também
guardaremos em uma lista algumas das arestas externas que incidem na componente. Mais
precisamente, dada uma componente .S, armazenaremos na lista de arestas correspondentes a S,
para cada componente S’ adjacente a S, uma aresta que possua folga minima dentre todas as
arestas com um extremo em .S e outro em S’. Tal lista é implementada através de uma lista
circular duplamente ligada com cabega e o campo edges da estrutura que representa S guardara
um apontador para o né-cabeca desta lista. Cada estrutura do tipo GWComponent contém
ainda campos prev e nezt que sao utilizados para guardar apontadores para outras estruturas do
tipo GWComponent. Durante toda a execucao da fase iterativa do algoritmo, iremos manter as
estruturas que representam as componentes da floresta corrente em uma lista duplamente ligada.
Os campos prev e nest de cada estrutura C nesta lista guardarao, respectivamente, apontadores

para a estrutura que antecede e para a estrutura que sucede C na lista.
11 #define next wvertez y.V

(Data structures of sf.c 4) +=
typedef struct gw_component {
int id;
int active;
Vertex xvertices;
long num_wvertices;
int xts_intersect size;
Arc *edges;
struct gw_component #*prev;
struct gw_component *nezt;
} GWComponent;

Inicialmente, iremos armazenar, no campo r de cada vértice V do grafo, um apontador C
para a estrutura que representa a componente a qual V pertence e, para isto, utilizaremos a
macro SET_COMPONENT(V,C'). Ao longo das iteracdes, conforme inserimos novas arestas na flo-
resta, a componente de V' eventualmente ird4 mudar e, conseqiientemente, o contetido do campo z
de V ficard desatualizado. Por uma questao de economia de tempo, ao invés de atualizarmos
o contetdo deste campo toda vez que a componente de V' muda, utilizaremos (como sera visto
adiante) a estrutura de dados para conjuntos disjuntos que mencionamos no capitulo 1. A macro
COMPONENT (V') que definimos abaixo é utilizada (como veremos, nao somente nesta implementa-

¢ao) para determinar a componente a qual um dado vértice V' pertence.

12 #define SET_COMPONENT(V,C) ((V)z.S = (char )(C))
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#define COMPONENT(V) ((UFfind(V))z.S)

O trecho a seguir implementa a criagao da floresta geradora inicial, a qual nao possui arestas
(passo correspondente a linha 1 do algoritmo MinFS). Durante toda a execucao da fase iterativa
do algoritmo, a floresta corrente é representada através de uma estrutura do tipo Graph e a
variavel sf guarda um apontador para esta estrutura. Além disso, as estruturas que representam
as componentes da floresta corrente sdéo mantidas em uma lista circular duplamente ligada com

cabega. A variavel components guarda um apontador para o no-cabega desta lista.

13 (Create a spanning forest sf with no edges 13) =
{
int z;
GWComponent xt;
sf = gb_new_ graph(g-n);
components = t = malloc((g-n + 1) * sizeof (GWComponent));
if (—sf A ~components) { err =2; return A; }
( Some initializations 15)
for (1 =0; ¢ < g=n; i++) {
Vertex xv = grvertices + i;
C = components +1i+ 1;
(Initialize some fields of the component C of v 16)

t-nest = C;
C-prev = t;
t = t>next;

}

t-next = components;
components—~prev = t;
UFinit (g-vertices, g-n);

}

Este c6digo € usado no bloco 10.

14 (Local variables of sf gw 14) =
Graph xsf;
GWComponent xcomponents, *C,

Veja também blocos 17, 19, 23, 26, 31 e 39.

Este codigo é usado no bloco 10.
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Neste bloco, vamos inicializar algumas das variaveis locais de sf gw. A variavel num_ actives
é usada para guardar o nimero de componentes ativas na floresta corrente. O vetor last guarda,
em last[id], o ultimo vértice na lista de vértices da componente cujo identificador é id e é usado
para auxiliar a concatenagao das listas de vértices de duas componentes no momento de sua
unidao. A variavel sizes guarda um apontador para o espago que utilizaremos para armazenar

todos os vetores acessados a partir do campo ts_ intersect_size de alguma componente.

15 (Some initializations 15) =
num_ actives = 0;
last = malloc(g~n * sizeof (Vertex x));
sizes = malloc((g=n) * (g~num_ ts) = sizeof (int));
if (—last V —sizes) {
err = 2;
return A;

}

Veja também blocos 22 e 38.
Este codigo é citado no bloco 2.

Este codigo é usado nos blocos 13 e 52.

16 (Initialize some fields of the component C of v 16) =
{
int 7;
if (=(vrares)) {
if (vetermset_id > 0) { err =1, return A; }
continue;
}
C~id = 1;
SET_COMPONENT (v, C);
C-vertices = last[C~id] = v;
vnert_verter = A;
C-num_ vertices = 1;
C~ts_intersect_size = sizes + i x (g~num_ ts);
for ( =0; j < g~num_ts; j++) C-ts_intersect_size[j] =0,
if (v-termset_id > 0) {
C~active = 1;
num_ actives +;
C-ts_intersect_ size[v-termset_id]++;

}
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else C~active = 0;
}

Este codigo é usado nos blocos 13 e 53.

17 (Local variables of sf gw 14) +=
long num_ actives;
Vertex =xlast;

int xsizes;

Aqui é feita a inicializagao de d(v) para todo vértice v do grafo. Observe que d(v) pode assumir
valores que nao sao inteiros e, deste modo, nao podemos utizar os utility fields de v para guardar
o valor de d(v). Por este motivo, é necesséario alocar espago extra, o qual podera ser acessado

através do vetor d_ value.
18 #define d(v) *((double *)(v)+z.95)

(Initialize d(v) for each vertex v of the graph 18) =

{
int ;
if (—(d_wvalue = malloc(g~n * sizeof (double)))) {
err = 2; return A;
}
for (1 =0; i < gon; i++) {
Vertex xv = g-vertices + 1;
vz.5 = (char *)(d_value + 1);
d(v) =0;
}
}

Este codigo é usado nos blocos 10 e 45.

19 (Local variables of sf gw 14) +=

double *d_walue;

Apresentamos abaixo as fungoes que utilizamos para inserir e remover arestas na lista C-edges
de alguma componente C' da floresta corrente. Caso uma aresta a se encontre em uma tal lista,

utilizaremos as macros prev(a) e next(a), que definimos abaixo, para acessar os campos de a que
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guardam apontadores, respectivamente, para a aresta que precede e para aquela que sucede a
na lista. A funcao insert_ edge recebe duas arestas, e e [, e insere e na lista circular duplamente
ligada em que [ se encontra, de modo que e suceda [ na lista. A fungao delete_edge recebe uma

aresta e e a remove da lista circular duplamente ligada em que ela se encontra.

20 #define nezt(a) (ARC_FIELDS(a)el.P)
#define prev(a) (ARC_FIELDS(a)e2.P)

( Auxiliary functions 20) =
void insert_edge(Arc *l, Arc xe)

{

Arc snext = nezt(l);
next(e) = next;
prev(nezt) = e;
prev(e) = (;

nezt(l) = e;

}

void delete_edge (Arc *e)
{
Arc xprev = prev(e);
Arc *next = next(e);
next (prev) = next;
prev (next) = prev;

}

Veja também blocos 27, 29, 51, 59, 64, 65, 69, 84, 91, 176, 180, 181, 184, 185, 202, 204, 211, 259 e 260.

Este codigo é usado no bloco 1.

21 (list.h 21)=
void insert_edge (Arc *, Arc x);
void delete_edge (Arc *);

A alocagao dos nés-cabega das listas de arestas externas incidentes nas componentes da floresta,
inicial é feita abaixo e o vetor head é usado para guardar estes nés. Pelo modo como definimos
as macros nezt(a) e prev(a), serd necessario alocar também uma estrutura do tipo ExtraFields
para cada um desses nds-cabeca. Usaremos o vetor ef para guardar estas estruturas.

22 (Some initializations 15) +=
head = malloc(g-n * sizeof (Arc));
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ef = malloc(g-n = sizeof (ExtraFields));
if (—head V —ef) {
err = 2;

return A;

23 (Local variables of sf gw 14) +=
Arc xhead;
ExtraFields *ef;

No trecho abaixo, é feita a construcao da lista de arestas externas incidentes na componente C
correspondente a um dado vértice v na floresta geradora inicial. Além disso, vamos aproveitar
a ocasiao para preencher, para cada aresta a nesta lista, o campo que usaremos para guardar o
niamero de extremos de a que se encontram em uma componente ativa. Para acessar este campo,

usaremos a macro act(a) que definimos abaixo.
24 #+define act(a) (ARC_FIELDS(a)-e4.l)
(Construct the list C~edges 24) =

{
static int : =0, 57 =0;
C-edges = head + j++;
C-edges-afields = (char *)(ef +i++);
prev(C-edges) = next(C~edges) = C~edges;
for (a = vearcs; a; a = a-nezt) {
insert_edge (C~edges, a);
act(a) = C-active;
if (a-tip~termset_id > 0) act(a)++;

}

Este codigo é usado no bloco 25.

Aqui, é feita a construgao do heap de arestas externas candidatas a serem incluidas na floresta
geradora inicial. Usaremos a varidvel edges para guardar tal heap. E importante ressaltar que
na implementagao sugerida por Goemans e Williamson nao é necesséario que usemos um heap de
Fibonacci e isso s6 € feito aqui por uma questao de conveniéncia (ja que as demais implemen-

tacoes que veremos adiante exigem que este tipo de heap seja usado). A funcao EDGEless sera
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apresentada nos proximos blocos. Cada aresta a inserida em edges guardarid, em um de seus
campos, 0 n6 do heap edges em que ela se encontra. Usaremos a macro node(a) para acessar

este campo.
25 #+define node(a) (ARC_FIELDS(a)e3.P)
(Create a heap that contains the incident edges of each component 25) =
if (WFHEAPalloc(1,g-m)) { err =2; return A; }
edges = FHEAPinit(EDGEless);
for (C = components-next; C # components; C = C-next) {
Vertex xv = C~vertices;
Arc x*a;
( Construct the list C~edges 24)
for (a = vrarcs; a; a = aneat) {
if (v < a~tip) node(a) = FHEAPinsert(edges,a);
else {
Arc *a_ =a—1,
node (a) = node(a_);
}
}
}

Este codigo é usado no bloco 10.

26 (Local variables of sf gw 14) +=
FibHeap edges;

Como vimos na secao anterior, a chave de cada aresta a no heap edges é dada pela folga de a.
Usamos a funcao key, abaixo, para calcular a folga de uma aresta externa. Dada uma aresta
externa a, key(a) devolve o valor da folga de a com relagdo a floresta corrente. Por outro lado,
caso a = A, entdo key(a) devolve —1. E importante observar que o valor da chave (folga) de
uma aresta externa é sempre nao-negativo e, por este motivo, key(A) < key(a) para toda aresta
externa a.

27 (Auxiliary functions 20) +=
double key(Arc *a)
{
if (—a) return —1,
if (—act(a)) return DBL_MAX; [* oo x/
return (((double) a-len) — d(a~from) — d(a-tip))/act (a);

}
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28 (Header files of sf.c 2) +=
#include <float.h>

A fungao abaixo é usada para comparar duas arestas, a e b, no heap edges. Casoa = A # b
ou a chave de a seja menor que a chave de b, ela devolve 1 e, caso b = A ou a chave de a seja
maior ou igual a chave de b, ela devolve 0.

29 (Auxiliary functions 20) +=
int EDGFEless (void *a, void #b)
{

Arc xel = a, *e2 = b;

return (key(el) < key(e2));

O trecho abaixo & o responséavel pela construgao iterativa de uma floresta de Steiner do grafo de
entrada (passo correspondente as linhas de niimero 4 a 8 do algoritmo MinFS). Em cada iteracio,
uma aresta externa é incluida na floresta sf até que nao existam mais componentes ativas, o que
é detectado através da variavel num_ actives. Cada vez que uma aresta a é incluida na floresta,
atualiza-se o valor de d(v) para cada vértice v em uma componente ativa e o valor da funcio
objetivo dual que fica armazenado na variavel dual_cost. Além disso, ¢ realizada a atualizagao do
heap edges e a uniao das componentes C1 e C2 as quais pertencem, respectivamente, os vértices

a~from e a~tip, extremos de a.

30 (While there is some active component include an edge in the forest sf 30) =
while (num_ actives > 0) {
double nc;
Arc *a, *a_;
GWComponent *C1, %C2;

(Let a be an edge with the smallest slackness inc 32)

C1 = (GWComponent %) COMPONENT (a-from);

€2 = (GWComponent *) COMPONENT (a~tip);

if (—(Cil-active) A =(C2~active)) { err =1; return A; }

a_ = inverse(a);

(Include a in the forest sf 33)

(For each vertex v in some active component, do d(v) += inc 34)
dual_ cost += inc * num_ actives;

FHEAPdelete(edges, node(a));

delete_edge (a);
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delete_edge(a_);
if (Cl-active A C2~active) num_ actives —;
(Merge the components C1 and C2 35)

}

Este codigo é usado no bloco 10.

31 (Local variables of sf gw 14) += double dual cost = 0;

32 (Let a be an edge with the smallest slackness inc 32) =
if (FHEAPempty(edges)) { err =1; return A; }
a = FHEA PfindMin (edges);
nc = key(a);

Este codigo é usado no bloco 30.

Aqui é feita a inclusdo, na floresta sf, da aresta a escolhida no passo anterior. Os arcos que
representam tal aresta na floresta sf guardarao, no campo original_arc, um apontador para os

arcos a € a_ que representam a aresta no grafo g.
33 ##define original _arc a.A

(Include a in the forest sf 33)

{

Vertex *u, *v;

u = sf-wvertices + (afrom — g-vertices);
v = sf-vertices + (a-tip — g-vertices);
gb_new_edge (u,v,alen);
u~arcs~original_arc = a;
vrarcs—original_arc = a_;

}

Este codigo é usado nos blocos 30, 76 e 167.

34 (For each vertex v in some active component, do d(v) += inc 34) =

{

for (C = components~nezt; C # components; C = C~next)
if (C~active) {
Vertex xv;
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for (v = C-vertices; v; v =v-nect verter) d(v) += inc;
}
}

Este codigo é usado nos blocos 30 e 76.

A uniao das componentes C1 e C2 é implementada no trecho de c6digo que apresentamos a se-
guir. E importante que realizemos o teste inicial para descobrir qual dessas duas é a maior compo-
nente em nimero de vértices. O motivo é que, ap6s a operagao UFunion (Cl-vertices, C2-vertices)
realizada abaixo, sempre que v for um vértice que se encontra na componente resultante da uniao
de C1 e C2, a macro COMPONENT (v) devolvera um apontador para a estrutura que representa a
maior componente dentre estas duas. Desta forma, iremos manter esta estrutura na lista de
componentes da floresta e alterar o conteido de alguns de seus campos de modo que ela passe
a representar a componente C1 U C2. Ao final da execugao do trecho abaixo, a estrutura cor-
respondente & menor componente em nimero de vértices é removida da lista de componentes da
floresta corrente.

35 ##define exchange(A,B) { void xt=A; A=B; B=t; }
(Merge the components C1 and C2 35) =

if (Cl-num_vertices < C2~num_ vertices) ezchange(C1,C2)

( Concatenate the lists C1~vertices and C2~vertices 36 )

(Update Cl-active 37)

if (—(C1l~active)) num_ actives —;

(Update the heap edges 40)

UFunion (Cl-vertices, C2~vertices);

C2-~nezt~prev = C2~prev;

C2-prev-next = C2~next;

Este codigo € usado no bloco 30.

36 (Concatenate the lists Cl~vertices and C2~vertices 36) =
last[C1~id}nezt vertez = C2-vertices;
last[C1~id] = last [C2~id];

Cl-num_ vertices += C2-num_ vertices;

Este codigo é usado nos blocos 35 e 79.

O trecho abaixo implementa o procedimento descrito na segao anterior para decidir se a com-

ponente resultante da uniao é ativa ou inativa.



Implementacao de Goemans e Williamson 43

37 (Update Cl~active 37) =
{
int 7;
Cl~active = 0;
for (i =0; i < gonum_ts; i++) {
TermSet *ts = term_ sets +;

if (ts—connected) continue;
Cl-ts_intersect_size[t] += C2~ts_intersect sizelt;
if (Cl-ts_intersect size[t] > 0) {
if (Ci~ts_intersect_size[t] < ts~num_ vertices) Cl~active = 1;

else ts~connected = 1;

}

Este codigo € usado nos blocos 35 e 79.

Por fim, vamos mostrar como é implementada a atualizacdo do heap edges e a construcao da
lista de arestas externas incidentes na componente C1 U C2. Na implementacao destes passos, uti-
lizamos dois vetores auxiliares. O vetor component_id é utilizado para guardar os identificadores
das componentes adjacentes & componente C1. Por outro lado, adj é um vetor cujas posicoes
serao preenchidas da seguinte forma: para cada i, adj[i] guardard uma aresta de folga minima
dentre aquelas que possuem um extremo em C1 e o outro na componente cujo identificador é

caso a componente cujo identificador é 7 nao seja adjacente a C1, adj[i] guardara A.

38 (Some initializations 15) +=
adj = malloc(g-n * sizeof (Arc *));
component_id = malloc(g-n * sizeof (int));
if (—adj V ~component_ id) {
err = 2; return A;

}

for (i =0; ¢ < gn; i++) adj[i] = A,

39 (Local variables of sf gw 14) +=
Arc *xadj;
int xcomponent 1id;
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A atualizagdo do heap edges e a construgao da lista de arestas externas incidentes na compo-
nente C1 U C2 sao implementadas no trecho abaixo. Inicialmente, removeremos, do heap edges,
as arestas externas incidentes em C1 e aquelas que sao incidentes em C2. Ao mesmo tempo, atu-
alizaremos o valor do campo act dessas arestas, preencheremos os vetores adj e component id e,
com o auxilio de adj, construiremos a lista de arestas externas incidentes na componente C1 U €2,
a qual ficard acessivel a partir do né-cabega Ci~edges (ja que, ap6s a execugao do trecho abaixo,
a estrutura correspondente a varidvel C1 ird representar a componente C1 U C2). Por fim, iremos

inserir, no heap edges, cada uma das arestas presentes na nova lista Cl~edges.

40 (Update the heap edges 40) =
{
int 7 = 0;
(Delete from edges the edges in Cl~edges 41)
(Do the same for C2~edges and merge the lists C1~edges and C2~edges 42)
for (a = next(Cl-edges); a # Cl-edges; a = nezt(a)) {
Arc xa_ = inverse(a);
node(a) = node(a_ ) = FHEAPinsert(edges, a);
}
while (¢ > 0) adj[component_id[—i]] = A;

}

Este codigo é usado no bloco 35.

41 (Delete from edges the edges in Cl-edges 41) =
for (a = nest(Cl-edges); a # Cl-edges; a = nezt(a)) {
C = (GWComponent *) COMPONENT (a-tip);
FHEAPdelete (edges, node(a));
adj [C~id] = a;
component_id[i++] = C~id;
act(a) = act (inverse(a)) = Cl-active + C~active;

}

Este codigo é usado no bloco 40.

42 (Do the same for C2-~edges and merge the lists Ci~edges and C2~edges 42) =
for (a = nest(C2-edges); a # C2-edges; a = nezt(a)) {
C = (GWComponent *) COMPONENT (a-tip);
FHEAPdelete(edges, node (a));

a_ = inverse(a);
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act(a) = act(a_) = Cl~active + C~active;
if (~adj[C~id]) {

Arc xt = prev(a);

delete_edge (a);

insert_edge (prev(Cl~edges), a);

a=t;
}

else { .
Arc xb = adj[C~id];
if (key (a) < key (b)) {
Arc xt = prev(a);
delete_edge (inverse(b));
delete_edge (a);
insert_edge (prev (b), a);
delete edge (b);
a=1t
}
else delete edge(a_);
}
}

Este codigo é usado no bloco 40.

Ao final do processo iterativo descrito nos trechos anteriormente vistos, a variavel sf estara
guardando um apontador para uma floresta de Steiner do grafo g. No trecho de cédigo abaixo,
a funcao edgePrunning é executada sobre sf para determinar uma floresta de Steiner minimal
contida na floresta correspondente a esta variavel. A floresta encontrada é entao devolvida como
resposta pela funcao sf gw. A operagao implementada por edgePrunning corresponde & segunda
fase do algoritmo de Goemans e Williamson e sera vista com detalhes no capitulo 6.

43 (Drop out unnecessary edges from sf and return a minimal Steiner forest 43) =

{

SteinerForest smin_sf = edgePruning (sf, g, term_ sets);
min_ sf~dual_ cost = dual_cost;
(Free the memory allocated by sf gw 44)

return min_ sf;

Este codigo é usado no bloco 10.
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44 (Free the memory allocated by sf gw 44) =
gb_recycle (sf );
free (sizes);
free (components);
free(ef);
free (head);
free(d_value);
free(ady);

free (component _1id),

FHEAPfree(),

Este codigo é usado no bloco 43.



Capitulo 3

Implementacao de Gabow, Goemans e

Williamson

No capitulo anterior, vimos que, durante a fase iterativa do algoritmo, podemos desconsiderar
algumas das arestas do grafo, pois elas jamais serao escolhidas para serem incluidas na floresta.
Mais especificamente, vimos que basta levar em conta uma tnica aresta e para cada par nao-
ordenado {S, S’} de componentes distintas da floresta corrente, desde que escolhamos e de modo
que todas as demais arestas com um extremo em .S e o outro em S’ tenham folga maior ou igual
a folga de e. Seja I um conjunto formado por arestas e do grafo escolhidas desta forma. Veremos
no lema abaixo que também é possivel desconsiderar, por um certo nimero de iteragdes e sob
uma determinada condi¢ao, algumas das arestas que se encontram em /. No que segue, iremos
supor que as arestas se encontram totalmente ordenadas de acordo com a sua folga: caso existam
duas arestas com a mesma folga, alguma numeragao fixa das arestas, feita a priori, ira4 determinar

qual delas é a menor aresta. Desta forma, a k-ésima menor aresta, por exemplo, é tinica.

Lema 3.1. Seja uv uma aresta em I que tem um eztremo na componente S, e o outro na
componente S, e tal que, em uma dada itera¢do i, uv nao se encontra entre as 2k menores
arestas de I que possuem um eztremo em S,. Entao, se S, e S, nao sofrerem alteragées, uv ndao

serd incluida em F' antes que pelo menos k iteragées do algoritmo sejam ezecutadas.

Prova. Considere uma iteragao na qual uv € a aresta que serd incluida na floresta. Agora, seja
u’v’ uma aresta que, na iteragao %, se encontrava entre as 2k menores arestas de I que possuem
um extremo em S,. Como S, nao sofreu alteragoes, sabemos que u'v' nao foi incluida na floresta.
Logo, a folga de uv teve um decréscimo maior que o decréscimo na folga de u'v’ desde a iteracio i
(um aumento na folga corresponderia a um decréscimo “negativo”). Deste modo, como nem S,
e nem S, sofreram alteragoes desde a iteracao 7, certamente a componente S, que contém o
extremo de u’v' que ndo se encontra em S, sofreu alguma alteracao decorrente de sua uniio com
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uma outra componente da floresta. Por outro lado, devido ao modo como definimos I, sabemos
que as 2k arestas u'v’ correspondem 2k componentes distintas S,. Logo, desde a iteracao i,
foram realizadas pelo menos k unides de componentes da floresta (as unices envolvendo as 2k
componentes S,/) e, portanto, como em cada iteracao da primeira fase ocorre uma tnica unio,

temos que pelo menos k iteragoes foram executadas desde a iteragao . O

Gabow, Goemans e Williamson [9] sugeriram modifica¢des na implementacdo que vimos no
capitulo anterior que tiram proveito do resultado provado no lema acima, obtendo, com isto, uma
implementagdo de complexidade O(n(n + v/mloglogn)). Uma delas é a de dividir a primeira
fase do algoritmo em subfases e ignorar, ao longo de cada subfase, determinadas arestas do grafo.
Além disso, eles utilizam a idéia de estruturas de dados chamadas de pacotes, devida a Gabow
et al. [8], para organizar as arestas do grafo que sao levadas em conta na determinacao de uma

aresta de folga minima.

3.1 Descricao da implementacao

A primeira fase do algoritmo ¢é dividida em subfases de 7 iteragoes cada uma, onde r é um
parametro cujo valor definiremos adiante. No inicio de cada subfase, para cada componente S,
escolheremos as 2r menores arestas dentre aquelas que se encontram em [ (onde I é definido
como acima) e possuem exatamente um extremo em S. Seja uv uma aresta em I e sejam S, e S,
as componentes em que se encontram os seus extremos. Entao, uv é considerada acordada se ela
se encontra entre as 2r menores arestas quando consideramos S = S,, e se 0 mesmo ocorre quando
consideramos .S = .S,. Uma aresta que nao for considerada como acordada sera completamente
ignorada durante a subfase, a menos que alguma das componentes em que se encontram os seus

extremos seja unida a uma outra componente da floresta.

As arestas consideradas acordadas no inicio de uma subfase sdo organizadas em estruturas de
dados chamadas pacotes. A cada componente S da floresta correspondera um conjunto de pacotes
onde ficarao armazenadas as arestas acordadas que possuem um extremo em S. Cada pacote
tem capacidade para armazenar no maximo logn arestas e é implementado através de um heap
de minimo. Dentre os pacotes que correspondem a uma componente, existe um que é especial,
o qual iremos chamar de pacote em crescimento. Os demais pacotes sao chamados de pacotes
comuns. Sempre que uma nova aresta deve ser armazenada nos pacotes de uma componente .S,
ela é inserida no pacote em crescimento de S. Quando o pacote em crescimento atinge o limite
de sua capacidade (ou seja, logn arestas), ele se torna um pacote comum e um novo pacote em

crescimento é criado para a componente.

Sempre que uma aresta é a menor aresta nos dois pacotes em que ela se encontra e estes

pacotes sao pacotes comuns, ela é chamada de duplo minimo. Tais arestas, além de serem
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mantidas nos pacotes das componentes que contém seus extremos, ficarao armazenadas também
em um heap de minimo que denotaremos por D. Este heap é utilizado para que possamos

determinar rapidamente a aresta minima dentre aquelas que se encontram em pacotes comuns.

Apés a inicializacao das estruturas descritas acima, sdo executadas as r iteracoes da subfase.
De acordo com a forma com que as estruturas estao definidas, a determinacao de uma aresta
de folga minima em cada iteragao é feita comparando-se o minimo do heap D com o minimo de
cada um dos pacotes em crescimento. Uma vez que tal aresta é escolhida, ela e todas as arestas
acordadas incidentes nas componentes que contém os extremos dela sdo removidas dos pacotes em
que estdao armazenadas e também do heap D). Note que a remocao destas arestas dos pacotes em
que elas estavam pode ter gerado novos duplos minimos e, caso isto ocorra, deve-se atualizar D
inserindo-se os duplos minimos gerados. Apo6s a inclusao na floresta da aresta escolhida, devemos
decidir quais das arestas incidentes na nova componente gerada pela inclusao serdao consideradas
acordadas. Seja S a nova componente da floresta. Na sele¢ao dessas arestas, devemos considerar
como candidata apenas uma aresta para cada componente S’ adjacente a S no grafo; a aresta
candidata é a menor dentre aquelas que possuem um extremo em S e o outro em S’. Dentre
estas arestas candidatas, as 2r menores serao declaradas acordadas. Entao, é criado o pacote
em crescimento de S e, uma a uma, cada aresta e, dentre essas 2r, € inserida em dois pacotes:
no pacote em crescimento de S e no pacote em crescimento da componente que contém o outro
extremo de e. Sempre que a capacidade destes pacotes atinge seu limite, é criado um novo pacote
em crescimento e o antigo se torna um pacote comum. Note que o surgimento de novos pacotes
comuns através deste processo pode gerar novos duplos minimos e, neste caso, o heap D deve ser

devidamente atualizado. Apos a execugao de todos estes passos, tem inicio uma nova iteragio.

Analise da complexidade de tempo

Note que, no inicio de cada subfase, o nimero de arestas que se encontram nos pacotes de
uma componente S € limitado por 2r. Além disso, note que, em cada uma das r iteragdes de
uma subfase, no maximo uma aresta é adicionada aos pacotes de S. Assim, durante a execugao
de uma subfase, o nimero de arestas que se encontram nos pacotes de uma componente nunca
ultrapassa 3r. Deste modo, podemos concluir também que, durante a execugdo de uma subfase, o
numero de pacotes associados a uma componente nunca é maior que [3r/logn]. Por outro lado,
observe que, como cada pacote contém no maximo log n arestas, o tempo gasto com a remogao de
uma aresta de um pacote é O(log logn) e, além disso, como o nimero de arestas no heap D nunca
ultrapassa m, o tempo gasto com a remogao de uma aresta de D é O(logm) = O(logn). Logo,
em cada iteragao, o tempo gasto com a remogao de arestas dos pacotes em que elas se encontram
¢ O(r log logn) e o tempo gasto com a remocao de arestas do heap D ¢ O((r/log n)logn) = O(r),
J& que o nimero de duplos minimos incidentes em uma componente S ¢ limitado pelo niimero
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de pacotes de S. Portanto, ao longo de todas as iteragoes da primeira fase, o tempo gasto com a
remocao de arestas dos heaps usados na implementagao é O(nrloglogn). Agora, vamos analisar
o tempo gasto com insergoes nos heaps. Observe que, em cada iteragao, o numero de insergoes
de arestas em pacotes é igual a 4r, ja que cada aresta acordada é inserida em dois pacotes. Além
disso, o nimero de inser¢oes no heap D em cada iteragao ¢ O(r). A razao disso é que as insergoes
feitas em D, devido ao surgimento de novos duplos minimos, podem ocorrer em dois momentos

em uma iteragao:

e quando sao removidas arestas de pacotes comuns e, neste caso, o numero de inser¢oes
feitas em D é limitado pelo nimero de remogoes feitas nesses pacotes e, portanto, nunca

ultrapassa 67;

e quando surgem novos pacotes comuns em razao da inser¢ao, em pacotes em crescimento,
das arestas acordadas incidentes na componente gerada pela inclusio de uma nova aresta

na floresta; neste caso, o numero de inser¢oes em D ndo ultrapassa 2r.

Assim, em cada iteragao, o numero de insergoes feitas em heaps é O(r) e, deste modo, conside-
rando que todos os heaps sao implementados através de heaps de Fibonacci, o tempo gasto com
estas insercoes em cada iteragao & O(r). Logo, ao longo de todas as iteragoes da primeira fase,

o tempo gasto com insergoes em heaps & O(nr).

Observe ainda que, para determinar uma aresta externa de folga minima, o tempo gasto em
cada iteracao ¢ O(n). A atualizagdo dos valores de d(v) para cada vértice v em uma componente
ativa da floresta, a unidao das componentes em que se encontram os extremos da aresta externa
de folga minima escolhida e as operagoes para decidir se a componente resultante desta unido é
ou nao ativa podem ser executadas em tempo O(n) amortizado, como vimos na implementacao
anterior (note que, em decorréncia do uso da estrutura union-find para implementar a unio
das componentes, é necessario falar em tempo amortizado). Além disso, para selecionar as 2r
menores arestas que incidem na componente gerada pela inclusao da nova aresta na floresta,
podemos utilizar um algoritmo de selegio em tempo linear e, assim, o tempo gasto com este
passo em cada iteracao também é O(n). Portanto, durante todas as iteracoes da primeira fase,

o tempo gasto com todos estes passos & O(n?).

Resta agora determinar o tempo gasto com a inicializagao do heap D e dos pacotes das
componentes da floresta no inicio de cada subfase. Note que, usando um algoritmo de selegao
em tempo linear, podemos construir os pacotes das componentes da floresta e, simultaneamente,
construir D em tempo O(m). Como o namero total de subfases é [n/r], o tempo gasto com

estas inicializagoes durante toda a primeira fase é, portanto, O(nm/r).

Logo, por tudo o que vimos acima, a complexidade de tempo desta implementagao, em fungao
de r, é O(nrloglogn + n? + nm/r). Portanto, escolhendo = \/m/loglogn, como sugerem
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Gabow, Goemans e Williamson, temos que a complexidadade de tempo da implementacio é

O(n(n + v/mloglogn)).

3.2 Implementacao em CWEB

A fungao sf_ggw, que apresentamos abaixo, recebe um grafo g simples, um vetor term_ sets
de conjuntos de terminais, que se encontram indexados de 0 a g=num_ts — 1 no vetor, e um
inteiro random em {0, 1}. Ela implementa os passos descritos na segao anterior para construir
uma floresta de Steiner de g, devolvendo, ao final de sua execugao, a floresta construida. Caso
nao exista uma floresta de Steiner em g, a fungao devolve A. Se random = 0, o algoritmo de
selecao usado por sf ggw serd um algoritmo cujo consumo de tempo no pior caso é linear no
tamanho da entrada, como especificado na implementacdo de Gabow, Goemans e Williamson.
Caso contrario, ou seja, se random = 1, a funcao usard um algoritmo de selegao mais simples,

aleatorizado, que tem consumo esperado de tempo linear.
45 (Steiner forest construction functions 10) +=

SteinerForest «sf ggw(Graph xg, TermSet «term_sets,int random)

{
(Local variables of sf ggw 49)
(Memory allocation and parameter settings 48)
(Initialize the structures corresponding to the components of the initial forest 52 )

Initialize d(v) for each vertex v of the graph 18)

(

(Initialize the packets of each component 57)

(Include an edge in the forest while there is some active component 76)
(

Find and return a minimal Steiner forest 92)

Como na implementagao que vimos no capitulo anterior, manteremos em uma lista, du-
rante toda a execugao da fase iterativa, as estruturas que representam as componentes da flo-
resta corrente. Cada componente da floresta é representada através de uma estrutura do tipo
GGWComponent. Esta estrutura é bastante parecida com aquela que utilizamos para res-
presentar as componentes no capitulo anterior: a tnica diferenca é que esta possui dois campos
adicionais, gr_packet e packets, correspondentes aos pacotes que guardam as arestas acordada-
das incidentes na componente. Dada uma componente C, o pacote em crescimento de C sera
guardado em C~gr_packet, enquanto que os pacotes comuns de C serao armazenados em uma

lista ligada e C-packets guardara um apontador para o primeiro né desta lista.

46 (Data structures of sf.c 4) +=
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typedef struct packnode *PackList;
typedef struct ggw_component {
int id;
int active;
Vertex xvertices;
int num_ vertices;
int xts_intersect_size;
Arc *edges;
PackList packets;
FibHeap gr_ packet;
struct ggw_component *prev;
struct ggw_component *xnezt;
} GGWComponent;

Os nos da lista ligada de pacotes comuns de uma componente sdo implementados através de

estruturas do tipo struct packnode, que é apresentado abaixo.

47 (Data structures of sf.c 4) +=
struct packnode {
FibHeap packet;
struct packnode *xnezt;

h

Alocaremos, de uma vez s6, a memoria ocupada por todos os nos deste tipo e organizaremos
todos eles em uma lista livre. A variavel nodes guardard um apontador para o né-cabega desta
lista. Como vimos, durante toda a execucao de uma subfase, o numero de pacotes associados
a uma componente nunca ultrapassa [3r/logn] e, portanto, como utilizaremos os nés apenas
para guardar pacotes comuns, o nimero de nés na lista livre, sem contar o né-cabega, nunca sera

maior que 3nr/ logn.

48 (Memory allocation and parameter settings 48) =

{
int i, n = gn;
num_ ordpack = (3xn=*7)/log n;
nodes = malloc((num_ ordpack + 1) * sizeof (struct packnode));
for (i = 0; ¢ < num_ ordpack; i++) nodes[i].next = nodes + i + 1;

nodes [i].next = nodes;
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Veja também blocos 56, 62 e 73.

Este codigo € usado no bloco 45.

Para calcular o valor das variaveis log_n e 7, utilizamos a fungao msb que apresentaremos
adiante. Observe que a expressao g-m/2, que aparece no caculo de r, é igual ao namero de
arestas do grafo g.

(Local variables of sf ggw 49) =
int log_n = msb(g-n), r = sqrt((g~m/2)/msb(log_n)), num_ ordpack;
PackList nodes;

Veja também blocos 54, 58, 63, 74, 77 e 86.

Este codigo é usado no bloco 45.

(Header files of sf.c 2) +=
#include <math.h>

A fungao msb, que apresentamos abaixo, recebe um inteiro z e devolve, em tempo O(log z),
o indice do bit 1 mais a esquerda, o bit mais significativo, na representagao binaria de z, ou
equivalentemente, o chao do logaritmo na base 2 de z.
( Auxiliary functions 20) +=
static int msb(int )
{
int 7 =0;
while (z > 1) {
z = xf2 §5;
}

return j;

Como mencionamos hé& pouco, durante toda a fase iterativa, as estruturas que representam
as componentes da floresta corrente ficarao todas armazenadas em uma lista. Tal lista é imple-
mentada através de uma lista circular duplamente ligada com cabega e a variadvel components
guardard um apontador para o no-cabeca desta lista. A floresta corrente sera representada por
uma estrutura do tipo Graph e a variavel sf guardard um apontador para tal estrutura. No
trecho de codigo abaixo, € feita a inicializagao de todas estas estruturas, de modo que elas
correspondam & floresta geradora inicial, a qual ndo possui arestas.
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52 (Initialize the structures corresponding to the components of the initial forest 52) =
{
int ¢;
GGWComponent #t;
sf = gb_new_graph(g-n);
components = t = malloc((g-n + 1) * sizeof (GGWComponent));
if (—sf A ~components) {
err = 2; return A;
}
( Some initializations 15)
for (1 =0; i < gon; i++) {
Vertex xv = grvertices + ;
C = components + i+ 1;
(Initialize the fields of the component C of v 53)

tnezt = C,
C-prev = t;
t = tnext,;

}

t~next = components;
components~prev = t;
UF'init(g-vertices, g=n);

}

Este codigo é usado no bloco 45.

53 (Initialize the fields of the component C of v 53) =
(Initialize some fields of the component C of v 16)
(Create a double linked list of edges incident in C' 55)

Este codigo é usado no bloco 52.

No trecho abaixo, declaramos algumas das variaveis locais da funcao sf ggw. Note que elas
possuem o mesmo nome que algumas das varidveis que usamos na implementagdo da funcio
sf_gw no capitulo anterior. E isto ndo é a toa, ji que aqui elas desempenham o mesmo papel
desempenhado por suas varidveis homoénimas em sf gw. Veremos que o mesmo ird acontecer com
outras variaveis de sf ggw que serao apresentadas mais adiante. Desta forma, para nio sermos
repetitivos, nao descreveremos aqui qual é a fungao de cada uma destas variaveis e pedimos que
o leitor consulte o capitulo anterior sempre que necessario.
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54 (Local variables of sf ggw 49) +=

95

Graph xsf;

GGWComponent xcomponents, *C;
int num_ actives, *sizes;

Vertex xxlast;

double xd_wvalue;

Arc xhead;

ExtraFields *ef;

A construgao da lista de arestas C-edges é feita abaixo. Aproveitaremos a ocasido para inici-
alizar alguns dos campos presentes nas estruturas correspondentes as arestas que farao parte da
lista. Como na implementagao anterior, utilizaremos as macros prev(a) e nezt(a) para acessar
os campos da aresta a que guardam apontadores, respectivamente, para a aresta que precede
e para aquela que sucede a na lista edges de alguma componente da floresta corrente, caso a
se encontre em uma tal lista. Também, como na implementagao anterior, utilizaremos a macro
act(a) para acessar o campo de a que guarda o namero de componentes ativas dentre aquelas em
que se encontram os extremos da aresta a. Em adigao a estas macros, definiremos aqui outras
duas: rank(a) e D_node(a). A primeira é usada para acessar o campo de a que guarda um
inteiro entre 0 e g~m/2 — 1 que identifica de maneira tnica a aresta a. Usaremos este niimero
para decidir qual, dentre duas arestas, ¢ a menor, caso elas tenham a mesma folga. A segunda
macro, D_ node(a), é usada para acessar o campo de a que guarda ou o né do heap D em que a

se encontra, ou A, caso a nao esteja em D.

#define rank(a) (ARC_FIELDS(a)e5.I)
#define D_node(a) (ARC_FIELDS(a)-e7.P)

(Create a double linked list of edges incident in C 55) =
{
static int p =0, ¢ =0, rank = 0;
Arc xa;
C~edges = head + p++;
C~edges~afields = (char *)(ef + q++);
prev(C~edges ) = nect(C~edges) = C~edges;
for (a = v~arcs; a; a = a~next) {
if (v < a~tip) rank(a) = rank ++;
else rank(a) = rank (inverse(a));
D _node(a) = A,
act(a) = C-active;
if (atip~termset_id > 0) act(a)++;
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wnsert _edge(C-edges, a);

}

Este codigo é usado no bloco 53.

No trecho é abaixo, é feita a alocagao do espago para armazenar o heap D e os pacotes de
todas as componentes da floresta. Note que o nimero total de pacotes em crescimento em cada,

iteracao nunca é superior a g~n.

(Memory allocation and parameter settings 48) +=
if (~FHEAPalloc(1 + num_ ordpack + g=n,g=m + g~m/2)) {
err = 2; return A;

Agora, vamos mostrar como é feita a construcao dos pacotes associados a cada componente e
também do heap D. Cada pacote, assim como o heap D, é implementado através de um heap de
Fibonacci. A funcao EDGE less, usada para comparar as arestas presentes nestes heaps, sera

apresentada adiante.

(Initialize the packets of each component 57) =
{

int 7;

for (C = components~nezt; C # components; C = C-neat) {
C~gr_packet = FHEAPinit(EDGE _less);
C-packets = A;

}

D = FHEAPinit(EDGE _less);

( Other initializations 60 )

for (C1 = components~nezt; C1 # components; C1 = Cl~next)
(Select the 2r smallest edges in the list Cl1~edges 61)

}

Este codigo é usado nos blocos 45 e 89.

(Local variables of sf ggw 49) +=
GGWComponent *C1;
FibHeap D;
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A fungao abaixo é usada para comparar duas arestas, a e b, em cada um dos heaps usados na
implementagao. Caso a = A # b ou a seja menor que b, ela devolve 1 e, caso b = A ou b seja

menor que a, ela devolve 0.

( Auxiliary functions 20) +=
int EDGE _less(void xa,void xb)
{
Arc xel = a, *e2 =1b;
double s1, s2;
if (—e2) return 0;
if (—el) return 1,
sl = key(el);
s2 = key(e2);
if (s1 < s2) return 1;
else {
if (s2 < s1) return 0;
else return (rank(el) < rank(e2));

Para determinar as arestas que serao consideradas acordadas no inicio de cada subfase, con-
taremos com o auxilio do vetor selected, que é usado para “marcar” as arestas externas que
foram selecionadas dentre as 2r menores que estao na lista edges de alguma componente da
floresta. Mais especificamente, para cada 7 entre 0 e g~m/2 — 1, select[i] = 1 se a aresta a tal
que rank (a) = 1 se encontra entre as 2r menores arestas externas que estdo na lista C~edges de

alguma componente C da floresta; caso contrario, select[i] = 0.

( Other initializations 60) =
for (1 =0; i < gm/2; i++) selected[i] = 0;

Veja também bloco 72.

Este codigo é usado no bloco 57.

A selecao das 2r menores arestas que se encontram na lista edges da componente C1 é feita
abaixo. A funcao usada para fazer a selegio dessas arestas é guardada na variavel selection. Mais
adiante, apresentaremos as duas funcoes dentre as quais escolheremos, de acordo com o valor do
parametro random, a que realizara esta tarefa. Como, durante a sele¢ao, precisaremos consultar
mais de uma vez a folga de uma mesma aresta e como sabemos que, durante toda a execugao deste
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passo, nao hé variacao na folga das arestas, usaremos um dos campos da estrutura de cada aresta a
para armazenar a folga de a e, assim, evitar que ficassemos recalculando desnecessariamente
esse valor seguidas vezes. Para acessar o campo que guarda a folga de a, usaremos a macro

slackness(a).
61 7tdefine slackness(a) (ARC_FIELDS(a)-e8.D)
(Select the 2r smallest edges in the list Cl~edges 61) =

{

int n = 0;

Arc *a;

for (a = nezt(Cl-edges); a # Cl-edges; a = nezt(a)) {
slackness(a) = key(a);
auz [n++] = a;

}

if (2xr<n) {
selection (auz,0,n — 1,2 x7);
n=2x%r;

}

for (1 =0; i <n; i+) {
a = auz [i];
if (—selected [rank (a)]) selected [rank(a)] = 1;
else (Make a an awake edge 71)

}
}

Este codigo é usado no bloco 57.

62 (Memory allocation and parameter settings 48) +=
auz = malloc(g-n * sizeof (Arc *));
selected = malloc((g~m/2) * sizeof (int));
if (—auz V —selected) {
err = 2; return A;
}
if (random) selection = randomized _select;

else selection = select;

63 (Local variables of sf ggw 49) +=
Arc #*xauz;

Arc *(xselection)(Arc **,int,int,int);
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int xselected;

A fungao _ EDGE_less recebe duas arestas externas, a e b, tais que a # A # b. Caso a seja
menor que b, ela devolve 1 e, caso contrario, ela devolve 0. Note que = EDGE less realiza a
mesma tarefa que a fungao EDGE_less que apresentamos anteriormente. A diferenga é que a
funcao abaixo tira proveito do fato de termos guardado a folga de cada aresta a no campo de a
acessado pela macro slackness(a).

( Auxiliary functions 20) +=
int EDGE less(Arc *a, Arc *b)

{

double s! = slackness(a), s2 = slackness(b);

if (s1 < s2) return 1,
else {
if (s2 < s1) return 0;
else return (rank(a) < rank(b));

}

Abaixo, apresentamos uma das fungoes que poderemos usar para fazer a selegao das 2r menores
arestas na lista edges de uma componente da floresta. A fungdo select recebe um vetor a de
arestas, indices [ e 7 desse vetor tais que [ < r e um inteiro j < 7 —{ 4+ 1. Ela devolve o j-
ésimo menor elemento dentre aqueles que se encontram entre as posigoes [ e r do vetor a. Além
disso, ela reorganiza os elementos de a que se encontram entre as posicoes [ e » de modo que
os j menores elementos dentre eles se encontrem nas j primeiras posicoes de a a partir de [. O
algoritmo implementado pela fungao select é de Blum, Floyd, Pratt, Rivest e Tarjan [6, 7] e, no

pior caso, leva tempo O(n) para realizar a sua tarefa, onde n =r — [ + 1.

65 (Auxiliary functions 20) +=

( Edge selection auxiliary functions 66 )

Arc xselect (Arc xxq,int [,int r,int j)
{
if ({=r) return all];
else {
int 7,
Arc xz;
(Choose an adequate element z to partitioning a 67)

i = partition(a,l, 7, z);
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if (j=i—1+1) return a[];
if (j <i—10+1) return select(a,l,7 — 1,7);
else return select(a,i+ 1,7,j — (1 — 1+ 1));
}
}

A funcao partition é uma peca essencial na construcao de algoritmos de selegdo. Ela recebe
um vetor a de arestas, indices [ e 7 desse vetor e um elemento = de a que se encontra entre as
posicoes | e 7 do vetor, ou seja, ¢ = a[i] para algum 7 tal que ! < i <r. Entao, ela rearranja os
elementos de a de modo que, para todo j entre [ e r, se a[j] € menor que z, entdo j < 7 e, se a[j]
¢ maior que z, entao j > 1.

66 (Edge selection auxiliary functions 66) =
int partition(Arc **a,int (,int r, Arc *z)
{
inti=10—-1, j=7r+1;
while (1) {
do j—; while (_EDGE_less(z,alj]));
do i++; while (_ EDGE less(a[t], z));
if (¢ < j) exchange (alt], alj])

else return j;

}

Veja também blocos 68 e 70.

Este codigo é usado no bloco 65.

A escolha do elemento z adequado para particionar o vetor a é fundamental para que a com-
plexidade de tempo do algoritmo no pior caso seja linear. No caso deste algoritmo, z & escolhido
dividindo-se a em grupos de 5 elementos (eventualmente, um dos grupos pode ter menos de 5 ele-
mentos) e tomando-se = como sendo a mediana do conjunto formado pelas medianas dos grupos

em que a foi dividido.

67 (Choose an adequate element = to partitioning a 67) =

{

inti, n=r—1l+1, m=mn%5)7n/5+1:n/5;
for (2=0; 1 <m—1; i++) {
insertionSort (a,l + 5%, + 5 %7 + 4);
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ezchange (a[l + ], a[l + 5 =i + 2])
}
insertionSort (a,l + 5% m — 5,7);
i=(n—5%*m+5);
if (1%2) exchange(all +m —1],a[(r + 1+ 5*m —4)/2])
else {
Arc sml1 =a[(r + 1+ 5+ m — 5)/2];
Arc *xm2 =a[(r+1+5+m —5)/2 +1];
if (_EDGE_less(m2,ml1)) exchange(a[l +m —1],a[(r + 1+ 5% m —5)/2])
else exchange(all + m — 1],a[(r +{+ 5% m —5)/2 + 1])
}
t=(m%2)?7m/2+1:m/2;
z = select(a,l,l +m — 1,2);

}

Este codigo é usado no bloco 65.

Apresentamos abaixo a fungao insertionSort, usada acima para ordenar cada um dos grupos
em que a foi dividido. Ela recebe um vetor a de arestas e indices [ e r desse vetor e rearranja a
de modo que, para quaisquer dois indices ¢ e j entre [ e 7 tais que a[z] & menor que alj], tenhamos
1< J.

68 (Edge selection auxiliary functions 66 ) +=
void insertionSort (Arc *xa,int [,int 7)
{

int 7,

for (i =1+4+1; 7 <r; i++) {
int j;
Arc *xz = aft;
for (j =4; j > O0A_EDGE_less(z,alj — 1]); j—) alj] = alj — 1];
alj] = =;

}

}

A outra fungao que poderemos usar na escolha das 2r menores arestas na lista edges de uma
componente é randomized_ select. Ela recebe um vetor a de arestas, indices [ e r desse vetor tais
que [ < 7 e um inteiro j <r — 1+ 1 e devolve o j-ésimo menor elemento dentre aqueles que se

encontram entre as posigoes [ e r do vetor a. Além disso, ela também rearranja os elementos que
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estao entre as posicoes ! e 7 de a de modo que os j menores elementos dentre eles se encontrem
nas j primeiras posigoes de a a partir de [. A fungao randomized_ select implementa um algoritmo

de selegao aleatorizado que tem consumo esperado de tempo O(n), onde n =7 — [+ 1 (veja [6]).

(Auxiliary functions 20) +=
Arc *randomized _select (Arc *xa,int [,int 7, int j)
{
int ¢, k;
if (I =r) return afl];
q = randomized_ partition(a,l,r);
k=q—1l+1;
if (j = k) return afg|;
if (j < k) return randomized_ select(a,l,q —1,7);

else return randomized_select(a,q+ 1,7,j — k);

A aleatoriedade presente em randomized_ selection € proveniente da fungao que apresentamos
abaixo. A func¢ao randomized partition recebe um vetor a de arestas e indices [ e r deste vetor
tais que | < r. Ela, entao, escolhe aleatoriamente um indice ¢ entre [ e 7 e rearranja a de modo
que, para todo j entre [ e r, se a[j] é menor que a[i], entdo j < 7 e, se a[j] € maior ali, entdo
7>
( Edge selection auxiliary functions 66) +=

int randomized partition (Arc *xa,int [,int r)

{

int it =10+ (rand() % (r — 1+ 1));

return partition(a,l,r,alt);

Uma vez que uma aresta é considerada acordada, devemos inseri-la nos pacotes em crescimento
das componentes que contém seus dois extremos. E exatamente isso que é feito no trecho de
cédigo abaixo. Seja a um apontador para a estrutura do tipo Arc que representa a nova aresta
acordada e sejam C1 e C2 as componentes em que se encontram, respectivamente, a-from e a~tip.
No heap em crescimento de C1, guardaremos a e, no heap em crescimento de C2, guardaremos
inverse(a). Usaremos um dos campos da estrutura apontada por a para guardar o pacote em
que a se encontra e, para acessar tal campo, sera usada a macro packet(a). Além disso, usaremos
um outro campo desta estrutura para armazenar o n6 de packet(a) que contém a e, para acessar

este campo, usaremos a macro node(a). E claro que também faremos tudo isso para inverse(a).
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Para detectar o surgimento de novos duplos minimos, usaremos, como abaixo, o vetor min. Para
cada i entre 0 e g~m/2 — 1, min[i] = 1 se a aresta a tal que rank(a) =7 ¢ minima em packet (a)
e packet(a) € um pacote comum; caso contrario, min[i] = 0.

71 #define packet(a) (ARC_FIELDS(a)-e6.P)

(Make a an awake edge 71) =
{
int 7;
Arg *b[2], *m;
b[0] = a; b[l] = inverse(a);
€2 = (GGWComponent *) COMPONENT (a~tip);
for (C=C1,7=0; <1, C=0C2,j++) {
node (blj]) = FHEAPinsert(C~gr_packet,b[j]);
packet (b[7]) = C~gr_packet ;
if (FHEAPnum (C~gr_packet) =log n) {
(Insert C~gr_packet in the list C-~packets 75)
m = FHEAPfindMin (C~gr_ packet);
if (—min[rank(m)]) min[rank(m)] = 1,
else D node(m) = D_node (inverse(m)) = FHEAPinsert(D,m);
C~gr_packet = FHEAPinit(EDGE _less);
}
}
}

Este cddigo é usado nos blocos 61 e 85.

72 ( Other initializations 60) += for (1 =0; i < g~m/2; i++) min[i] = 0;

73 (Memory allocation and parameter settings 48 ) +=
min = malloc((g~m/2) * sizeof (int));
if (-min) { err =2; return A; }

74 (Local variables of sf ggw 49) +=
int *min; GGWComponent *C2;

Se o pacote em crescimento C~gr_packet atingiu o limite de sua capacidade, iremos inseri-lo
na lista C~packets de pacotes comuns da componente C. Para isto, devemos remover, da lista

livre nodes, o n6 que guardard o novo pacote comum e, ap6s isso, inserir tal n6 em C-packets.
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75 (Insert C~gr packet in the list C~packets 75) =

{

PackList z = nodes~nexzt;

nodes~nert = r-next;
x~packet = C~gr packet;
xnext = C-packets;
C-packets = z;

}

Este codigo é usado no bloco 71.

Apos a inicializacao de todas as estruturas envolvidas na implementagao, comegca a fase itera-
tiva. Em cada iteragao, uma nova aresta é incluida na floresta. Desta forma, usaremos o nimero
de arestas na floresta corrente, que serd guardado na variavel num_edges, para detectar o mo-
mento em que deveré ter inicio uma nova subfase. A varidvel dual cost exerce aqui o mesmo

papel que desempenha na implementacao do capitulo anterior.

76 (Include an edge in the forest while there is some active component 76) =
{

int num_ edges = 0;

while (num_ actives > 0) {
double inc;
Arc *a, *a_;
(Select an edge a with the smallest slackness inc 78)
C1 = (GGWComponent %) COMPONENT (a~from);
C2 = (GGWComponent *) COMPONENT (a~tip);
if (—(Cl-active) A ~(C2~active)) { err =1; return A; }
a_ = inverse(a);
(Include a in the forest sf 33)
num__ edges ++;
(For each vertex v in some active component, do d(v) += inc 34)
dual_cost += inc * num__ actives;
if (Cl~active A C2~active) num_ actives —;
(Join the components C1 and C2 79)
if (num_ edges % r = 0) (Update the structures for the new subphase 89)

}

Este codigo é usado no bloco 45.
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(Local variables of sf ggw 49) +=

double dual_cost = 0;

Aqui é feita a escolha da proxima aresta a ser incluida na floresta sf. Note que a aresta
escolhida € uma aresta externa de folga minima, mas nao é necessariamente a menor aresta

externa no grafo g.

(Select an edge a with the smallest slackness inc 78) =
if (FHEAPempty (D)) { a = A; inc =DB£._MAX; }
else { a = FHEAPfindMin(D); inc = key(a); }
for (C = components-next; C # components; C = C-next) {
if (~FHEAPempty(C-~gr_packet)) {
Arc xb = FHEAPfindMin(C~gr_packet);
double key b = key(b);

if (key b <inc) { a=10b; inc =key_b; }
}
}

if (—a) { err =1; return A; }

Este cédigo é usado no bloco 76.

A uniao das componentes C1 e C2, onde se encontram os extremos da aresta a escolhida no bloco
anterior, € feita abaixo. Do mesmo modo que no bloco 35 da implementagao do capitulo anterior,
manteremos na lista components a estrutura correspondente & maior dessas duas componentes
(em ntmero de vértices) e alteraremos os campos desta estrutura para que ela represente a
componente C1 U C2. A estrutura correspondente & menor componente tera sido removida de

components ao final da execugao do trecho abaixo.

(Join the components C1 and C2 79) =
(Delete a from the lists C1~edges and C2~edges 80)
(Delete all awake edges incident to C1 or C2 from their packets and from D 81)
if (Cl~num_ vertices < C2~num_ vertices) ezchange(C1,C2)
( Concatenate the lists Cl~vertices and C2-vertices 36)
(Update C1~active 37)
if (—Cl-active) num_ actives —;
UFunion (C1l-vertices, C2~vertices );
C2-nezt-prev = C2-prev;
C2~prev—nezt = C2-nest;
(Choose the awake edges incident to the new component 85)
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Este codigo é usado no bloco 76.

80 (Delete a from the lists C1~edges and C2~edges 80) =
delete_edge(a);
delete_edge(a_);

Este codigo é usado no bloco 79.

No trecho abaixo, as arestas acordadas incidentes em C1 e em C2 sao removidas de todos os
heaps em que elas se encontram. A funcdo deleteEdge, que veremos mais adiante, irad nos auxiliar

nesta tarefa.

81 (Delete all awake edges incident to C1 or C2 from their packets and from D 81) =
{
int 7;
void *args[2];
args (0] = D; args[l] = min;
for (C=C1,1=0; i <2; C=0C2,i++) {
PackList z = C~packets;
while (z) {
PackList next = ~next;
(Delete from their packets and from D the edges in z~packet 83)
FHEAPdestroy (z~packet );
(Free the node pointed to by z 82)
T = next;
}
FHEAPtraverse (C-gr_packet , deleteEdge, args);
FHEAPdestroy (C~gr_ packet);

}
}

Este codigo é usado no bloco 79.

82 (Free the node pointed to by = 82) =
z-next = nodes—next;

nodes~nezt = x;

Este codigo é usado nos blocos 81 e 90.
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A remocao das arestas que estao em z~packet dos heaps em que elas se encontram é feita abaixo.
Observe que, se o minimo de z-packet nao for um duplo minimo, a remoc¢ao deste minimo dos
dois pacotes em que ele se encontra nao gera um novo duplo minimo. Por este motivo, iremos

tratar este caso separadamente.

83 (Delete from their packets and from D the edges in z-packet 83) =
if (WFHEAPempty(z-packet)) {

Arc xa = FHEAPfindMin(z-packet);

if (D_node(a)) {
FHEAPdelete (D, D_node(a));
D node(a) = D_node(inverse(a)) = A;

}

else {
Arc xa_ = inverse(a);
FHEAPdelete (packet (a_),node(a_));
FHEA Pdelete (packet (a), node (a));
min[rank(a)] = 0;

}

FHEA Ptraverse (z~packet , deleteEdge , args );

}

Este codigo é usado no bloco 81.

A fungao deleteEdge recebe um vetor args tal que args[0] guarda o heap D e args[1] guarda o
vetor min e também recebe uma aresta item tal que ou stem é um duplo minimo, ou packet (item)
é um pacote em crescimento, ou packet (item) &€ um pacote comum, mas item nao ¢ minimo em
packet (item). Ela remove b = inverse (item) de h = packet (b), atualiza o vetor min se necessario
e, caso tenha surgido um novo duplo minimo ap6s a remocgao de b do pacote h, ela insere em D

o novo duplo minimo gerado.

84 (Auxiliary functions 20) +=
void deleteEdge (void *item,void *args[])
{
Arc *a = item, *b = inverse(a);
FibHeap h = packet (b);
int *min = args(l];
FHEAPdelete (h, node(b));
if (min|rank(b)]) {
min [rank (b)] = 0;
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if ("FHEAPempty(h)) {
Arc ¥m = FHEAPfindMin(h);
if (~min[rank(m)]) min(rank(m)] =1,
else {
FibHeap D = args|0];
D node(m) = D_node (inverse(m)) = FHEAPinsert(D,m);

Apo6s a uniao das componentes C1 e C2, é necessario decidir quais das arestas incidentes na
nova componente da floresta, C1 U C2, serao acordadas. Esta tarefa é realizada pelo trecho
de codigo abaixo. Inicialmente, é construida a lista edges da nova componente e, para isto,
contaremos com o auxilio dos vetores adj e component id, que sao usados aqui exatamente da
mesma forma que na implementacao do capitulo anterior. Ao mesmo tempo, para cada aresta a
nas listas C1-edges e C2~edges, atualizaremos o contetido do campo acessado pela macro act(a).
A lista construida ficard acessivel a partir de Cl-~edges, ja que a estrutura apontada por C1 ira
representar a nova componente da floresta. Por fim, iremos tornar acordadas as 2r menores

arestas na lista Cl~edges.

85 (Choose the awake edges incident to the new component 85) =
{

Arc *a;

int : =0, n=0;

(Update the field act of the edges in Cl-edges 87)

(Do the same for C2~edges and merge Cl-~edges and C2~edges 88)

while (2 > 0) adj[component_id[—i]] = A;

Cl-packets = A;

Cl-gr packet = FHEAPinit(EDGE _less);

for (a = nezt(Cl-edges); a # Cl-edges; a = nezt(a)) {
slackness(a) = key(a);
auz [n++] = a;

}

if (2«7 <n) {
selection (auz ,0,n — 1,2 *7);

n=2x%r;



Implementagao de Gabow, Goemans e Williamson

69

for (i=0; i <n; i++) {
a = auzi;
(Make a an awake edge 71)
}
}

Este codigo é usado no bloco 79.

86 (Local variables of sf ggw 49) +=

Arc xxadj; int xcomponent 1id;

87 (Update the field act of the edges in Cl-edges 87) =
for (a = nest(Cl-edges); a # Cl-edges; a = nezt(a)) {
C = (GGWComponent %) COMPONENT (a~tzp);
act(a) = act(inverse (a)) = Cl~active + C-active;
adj [C~id] = a;
component_1id[i++] = C~id;

}

Este codigo é usado no bloco 85.

88 (Do the same for C2~edges and merge Cl~edges and C2~edges 88) =

for (a = nest(C2-edges); a # C2-edges; a = nezt(a)) {
Arc xa_ = inverse(a), *t;
C = (GGWComponent %) COMPONENT (a~tip);
act(a) = act(a_) = Cl~active + C~active;
if (—adj[C-id]) {
t = prev(a);
delete_edge (a);
insert_edge (Cl~edges,a);
a =t
}
else {
Arc xb = adj [C~ud];
if (EDGE_less(a,b)) {
delete_edge (b);
delete edge (inverse(b));
t = prev(a);
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delete edge (a);
insert_edge(Cl-~edges, a);
a=1t;
}
else delete edge(a_);
}
}

Este codigo é usado no bloco 85.

No inicio de cada nova subfase, é necesséario reconstruir o heap D e os pacotes associados a
cada uma das componentes da floresta corrente. Assim, antes de dar inicio a essa reconstrugao,
toda memoria previamente ocupada pelas estruturas correspondentes a estes pacotes e ao heap D

é devolvida as listas livres.

89 (Update the structures for the new subphase 89) =

{

(Free the memory allocated to the old structures 90)
(Initialize the packets of each component 57)

}

Este codigo é usado no bloco 76.

90 (Free the memory allocated to the old structures 90) =
FHEAPtraverse (D, resetDnode , A);
FHEAPdestroy (D);
for (C = components—~nezt; C # components; C = C-nezt) {
PackList = = C~packets;
while (z) {
PackList next = z~nexzt;
FHEA Pdestroy (z-packet );
(Free the node pointed to by = 82)

T = nert;

}
FHEAPdestroy (C~gr_packet);

}

Este c6digo é usado no bloco 89.
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Como iremos reconstruir D, é necessario reinicializar o campo das arestas que se encontram
em D que é acessado pela macro D node. A funcgao resetDnode recebe uma aresta item e

reinicializa os campos acessados por D_node(item) e D_node (inverse (item)).

91 (Auxiliary functions 20) +=
void resetDnode (void xitem, void xargs[])
{
Arc *a = item;
D _node(a) = D_node (inverse(a)) = A;

}

Ao final da primeira fase, a floresta correspondente a variavel sf sera uma floresta de Steniner
do grafo g e, como no capitulo anterior, usaremos a fungao edgePruning para determinar uma

floresta de Steiner minimal contida na floresta sf .

92 (Find and return a minimal Steiner forest 92) =

{

SteinerForest xmin_sf = edgePruning(sf, g, term_ sets);
min_ sf~dual_cost = dual_cost;

(Free the memory allocated by sf ggw 93)

return min_ sf;

}

Este codigo é usado no bloco 45.

93 (Free the memory allocated by sf ggw 93) =
gb_recycle (sf);
free (components);
free(sizes);
free(d_wvalue);
free (head);
free(ef);
free(nodes);
free(auz);
free(selected);
free(min);
free(adj);
free (component_id);
FHEA Pfree();
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Este codigo € usado no bloco 92.



Capitulo 4

Implementacao de Klein

Como vimos, em nenhum momento do algoritmo de Goemans e Williamson, as arestas que
possuem os seus dois extremos em uma mesma componente sao examinadas, ja que, para decidir
qual aresta incluir na floresta, sao levadas em consideracido apenas arestas externas a floresta
corrente. Podemos dizer entao que o algoritmo “enxerga” o grafo como se as arestas com os dois
extremos em uma mesma componente nao existissem, ou ainda, como se cada componente da
floresta corrente fosse um vértice e nao existissem lagos no grafo. Desta forma, cada vez que
uma aresta ¢ incluida na floresta, tudo se passa como se as componentes que contém os extremos
dessa aresta se fundissem, dando origem a um novo vértice e eliminando do grafo as arestas
que possuiam ambos os extremos nelas. Observe ainda que podemos dividir em dois grupos as
arestas candidatas a serem incluidas na floresta em uma dada iteracao: o daquelas que possuem
os dois extremos em componentes ativas e o daquelas que possuem apenas um dos extremos
em uma componente ativa. Toda vez que incluimos uma nova aresta e na floresta corrente, o
numerador da expressao correspondente a folga de cada aresta e em um destes dois grupos, isto
é, Cce — ZS:e€5( s) Ys, que antes da primeira iteragao é igual a c., sofre um decréscimo, que varia
de acordo com o grupo ao qual e pertence. Se e é do grupo das arestas que possuem apenas
um dos extremos em uma componente ativa, este valor sofre um decréscimo de folga(e) e, caso

contrario, o decréscimo é de 2folga(€).

Baseando-se em observagoes como estas, Klein [17] definiu uma nova estrutura de dados que
captura certas operagoes chave que sao realizadas em cada iteragao da primeira fase do algoritmo
e propds uma implementagao que redefine o algoritmo de Goemans e Williamson em termos das
operagoes sobre esta estrutura, reduzindo, desta forma, o problema de implementar de maneira
eficiente o algoritmo ao problema de implementar de maneira eficiente as operagdes sobre tal
estrutura de dados. Essa estrutura de dados ¢ definida sob um conjunto V' de elementos, que
estd particionado em “categorias” e permite manipular de maneira eficiente pares de elementos

de V. Os pares de elementos de V' estao particionados em “bicategorias”, dependendo da categoria
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dos elementos de V' que os formam. A implementagao proposta por Klein tem complexidade
O(ny/mlogn) e, desta forma, é mais rapida que a implementagao de Goemans e Williamson

quando o grafo de entrada é esparso.

4.1 Descricao da implementacao

A estrutura de dados que mencionamos acima ¢é definida da seguinte forma. Dado um grafo
orientado G, com custos nos arcos, e um numero inteiro C fixo, suporemos que, a cada vértice
de G, estara atribuido um namero do conjunto {1,...,C}. Para cada vértice v em Vg, denota-
remos por cat(v) o namero atribuido a v, ao qual iremos nos referir como a categoria de v. Note
que, desta forma, cada arco uv do grafo G' estd associado a um par ordenado (cat(u), cat(v)).
Daremos o nome de bicategoria ao conjunto dos arcos associados a um dado par ordenado de
categorias. Observe que as bicategorias definidas deste modo formam uma partigdo de Eg. Para
manipular o conjunto das bicategorias em que E¢ se encontra particionado, sao utilizadas as

seguintes operagoes:

e decreaseCost(b,0), onde b é uma bicategoria e § ¢ um namero racional. Esta operagao

diminui de ¢ o custo de cada arco pertencente a bicategoria b.

e findMin(b), onde b é uma bicategoria. Esta operacdo encontra um arco que apresente o

menor custo dentre todos aqueles pertencentes & bicategoria b.

e changeCategory(v,c), onde v € Vi e ¢ é uma das C categorias. Esta operacao atribui a
categoria ¢ ao vértice v, mudando implicitamente de bicategoria todos os arcos incidentes

em v.

e contractEdge(a,c), onde a € Eg e c € uma das C categorias. Esta operacao contrai o arco a,
transformando-o em um novo vértice do grafo e atribuindo, a este vértice, a categoria c.

Tal operagao remove, de E¢g, a e todos os arcos paralelos a ele.

Estas operagoes podem ser implementadas de modo que o tempo gasto no total para se exe-
cutar uma seqiiéncia qualquer de k dessas operagoes seja O(kv/mlog n+mlogn), onde m = |Eg|
e n = |Vg|. A seguir, descreveremos uma forma de implementar as operagoes definidas acima
dentro deste limite de tempo e, logo apds, mostraremos como elas podem ser usadas na imple-
mentagao do algoritmo de Goemans e Williamson.
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Implementacao da estrutura de dados correspondente as bicategorias

Seja G um grafo orientado, tal que m = |E¢| e n = |V|, e considere uma atribuicao de cate-
gorias aos vértices de G e as correspondentes bicategorias em que E¢ fica particionado. Agora,
suponhamos que uma seqiiéncia pj,...,px de operagoes, tomadas dentre as quatro operagoes
definidas acima, seja executada e, para cada ¢ entre 1 e k, seja G; o grafo resultante apés a

execugao da operagao p;. Além disso, seja Gy = G.

A cada bicategoria em Gj, para todo 7 entre Q e k, iremos associar um heap de minimo de
dois niveis. Mais especificamente, a cada bicategoria b, estara associado um heap H(b) cujos
elementos serao heaps da forma H~(v,b) e H*(v,b), associados a cada vértice v de G;. Para
cada v, os elementos de H ™ (v,b) e H* (v, b) serdo, respectivamente, arcos do grafo pertencentes
a bicategoria b que tém v como ponta inicial e arcos do grafo pertencentes & bicategoria b que
tém v como ponta final. Note que um destes dois heaps sempre estara vazio quando b = (c, ¢’)
e ¢ # ¢. Nem todos os arcos da bicategoria b que sao incidentes em v serdao mantidos nos
heaps H ™ (v,b) e H*(v,b), mas apenas aqueles que estiverem atribuidos a v. Cada arco de G;
estard atribuido a no méximo um dos seus extremos e tal atribui¢do pode mudar caso alguma
operagao contractEdge venha a ser executada. Descreveremos o critério usado para a atribuicio
de arcos aos vértices mais adiante, quando estivermos discutindo a implementacdo da operacgao
changeCategory. Para que possamos, de maneira rapida, ter acesso aos arcos que nao estdo
atribuidos a um dado vértice, associaremos, a cada vértice v do grafo, duas listas, eztra™(v) e
extra™ (v), contendo, respectivamente, os arcos do grafo nao atribuidos a v que possuem a ponta
inicial em v e os arcos do grafo nao atribuidos a v que possuem a ponta final em v. Abaixo,
descrevemos a implementagao de cada uma das quatro operagoes definidas sobre o conjunto das

bicategorias:

e decreaseCost(b,d): a fim de realizar de maneira rapida esta operagao, associaremos, a
cada um dos heaps e a cada um dos arcos correspondentes a uma bicategoria b, um nimero
real, de maneira que o custo de cada arco a em b seja o resultado de uma soma de trés
parcelas: o nimero real associado a a, o nimero real associado ao heap em H (b) que contém
a e o numero real associado a H(b). Denotaremos por A, o numero real associado a z,
onde z pode ser um arco ou um heap. Note que, de fato, o uso desta estratégia nos permite,
de maneira rapida, reduzir de um dado valor d o custo de todos os arcos que se encontram
em uma bicategoria b: para isto, basta subtrair § de Ag ). Assim, o tempo gasto em cada

execucgao da operacao decreaseCost &€ O(1).

e findMin(b): vamos definir a chave dos elementos de cada um dos dois tipos de heaps
associados a uma bicategoria b de modo a encontrarmos rapidamente um arco de custo
minimo em b. A chave de um arco a em um heap h sera dada pelo valor de A, e a chave de
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um heap h em H(b) sera dada por Ap, + Apin(ny, onde min(h) é um arco de chave minima
dentre todos aqueles que se encontram em h. Note que, desta forma, existe um meio bem
rapido de encontrarmos um arco de custo minimo em b : primeiro devemos encontrar um
heap h que possua a menor chave em H(b) e, em seguida, encontrar um arco que possua
a menor chave em h; pela forma como definimos os niimeros A,, onde = € um arco ou um
heap, o arco escolhido desta maneira serd um arco de custo minimo em b. Cada um desses
passos pode ser executado em tempo O(1) e, portanto, o tempo gasto por cada operagao
findMin & O(1).

changeCategory(v,c): como ja vimos, esta operacdo atribui uma nova categoria c ao
vértice v, alterando, desta forma, a bicategoria em que cada um dos arcos incidentes em v
se encontra. Assim, se cg era a categoria anteriormente atribuida a v, para cada categoria ¢,
tudo que precisamos fazer é mover os arcos que tém a ponta final em v e que se encontram
na bicategoria (c’, ¢p) para a bicategoria (¢, ¢) e, simetricamente, mover os arcos que tém

a ponta inicial em v e que estdo em (co, ') para (c,c’).

Como ja mencionamos, os arcos incidentes em v que estdo em uma dada bicategoria b se
encontram divididos em dois grupos: o grupo dos arcos que estao atribuidos a v e aquele dos
que nao estao. Mover este primeiro grupo de arcos é facil: ja que todos eles se encontram
agrupados em H~ (v,b) e H*(v,b), basta mover cada um desses heaps, de uma sé vez, para
o heap da bicategoria adequada, s6 tomando o cuidado de atualizar os valores de A H(v,b)
e A+ (yp) Para que os custos dos arcos nestes heaps nao sofram alteragao devido a diferenca
entre os valores de A ) e Ap(y), onde b’ € a nova bicategoria dos arcos. Por outro lado,
mover os arcos do segundo grupo ja nao € tao simples assim, ji que eles se encontram
espalhados pelos heaps de H(b) correspondentes a outros vértices do grafo corrente Gj.
Para contornar esta dificuldade, faremos uso das listas eztra™(v) e eztra™(v). Desta forma,
para mover de bicategoria os arcos incidentes em v que nao estdo atribuidos a v, basta
percorrer cada uma dessas listas e, para cada arco a visitado no percurso, remover a do
heap em que ele se encontra em sua bicategoria atual e inseri-lo no heap adequado de sua
nova bicategoria (e aqui devemos tomar o cuidado de atualizar o valor de A, de modo que
o custo de a nao sofra alteragao devido & sua mudanca de heap). Note que o tempo gasto
no total com esse processo é O(logn) vezes o numero de arcos contidos nas listas extra™(v)
e extrat(v) e, desta forma, é fundamental que adotemos uma estratégia de atribuicio de
arcos aos vértices que garanta que o nimero de arcos nestas duas listas nao seja muito

grande.

No que segue, diremos que um vértice w tem grau de saida alto se o namero de arcos
que possuem a ponta inicial em w é pelo menos /m. Para calcular o grau de saida,
estaremos considerando até mesmo arcos que ja foram contraidos através de uma operagao
contractEdge, ou seja, o grau de saida de cada vértice nao corresponderd ao seu grau de



Implementagao de Klein T

saida no grafo corrente G;; em vez disso, ele sera calculado em um grafo G, ligeiramente
diferente, o qual possui os mesmos vértices e arcos de G; e, além disso, possui todos os
arcos do grafo G original que foram contraidos até o momento, de tal forma que, em G,
para cada vértice w resultante de uma seqiiéncia de contragoes de arcos ay, ..., a,, 0s arcos
ai,...,a, tém a ponta inicial e a ponta final em w. A estratégia que iremos adotar para a
atribuicao de arcos aos vértices é a seguinte: para cada arco uv, se u tem grau de saida alto,
iremos atribuir uv a u; caso contrario, iremos atribuir uv a v. Note que, deste modo, para
cada vértice w, o namero de arcos em eztra” (w) € sempre inferior a \/m: se w tem grau de
saida alto, extra™ (w) estard vazia, ja que todos os arcos com a ponta inicial em w estardo
atribuidos a w; por outro lado, se w nao tem grau de saida alto, o nimero de arcos com a
ponta inicial em w é estritamente menor que /m e, portanto, o mesmo vale para o niimero
de arcos em extra™ (w). Ademais, no maximo /m dos arcos em eztra™(w) sdo realmente
relevantes; os demais podem ser descartados, pois nunca serao escolhidos por uma operagao
findMin. Isto se deve ao seguinte fato: todo vértice que é ponta inicial de algum arco em
extrat (w) tem grau de saida alto. Logo, como no maximo /m dos vértices de G; tem grau
de saida alto, no méaximo /m vértices de G; podem ser ponta inicial de algum arco em
extrat(w). Por outro lado, note que, embora, em eztra®(w), possam existir dois ou mais
arcos que possuam a mesma ponta inicial, podemos descartar quase todos estes deixando

apenas um unico arco que possua custo menor ou igual ao dos arcos descartados.

De acordo com tudo que discutimos acima, para cada operagao changeCategory(v,c), o
tempo gasto para mover de bicategoria arcos incidentes em v é O(y/mlogn) (ja que
podemos mover os arcos atribuidos a v em tempo O(logn) e o numero de arcos que nao
estdao atribuidos a v a serem movidos é menor que 2\/m ). Entretanto, para calcular o
tempo gasto no total pela operacao, temos de levar em conta ainda o tempo gasto para
descartar arcos paralelos em extra™(v). Iremos fazer isto de maneira amortizada. Como
cada arco é descartado no maximo uma Unica vez (j4 que ndo voltaremos a incluir, nas
estruturas de dados, arcos que ja foram descartados), durante toda a vida das estruturas
de dados correspondentes s bicategorias (desde a sua criagao até o final de sua utilizagao),
serao executados no maximo m descartes. Cada descarte de um arco consiste em remové-lo
de uma lista extra™(v), para algum v, e do heap da bicategoria em que ele se encontra e,
portanto, cada descarte pode ser realizado em tempo O(logn). Logo, o tempo gasto no total
para descartar arcos em qualquer seqiiéncia de operagoes changeCategory é O(mlogn).
Deste modo, para executar uma seqiiéncia de 7 operagoes changeCategory, o tempo gasto
no total & O(ry/mlogn + mlogn).

e contractEdge(uv, c): inicialmente, mudamos a categoria dos vértices u e v para c, através
de duas chamadas & operagao changeCategory. Em seguida, o arco uv a ser contraido e
todos os arcos paralelos a ele sao removidos dos heaps em que se encontram e das listas
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extrat ou ertra” as quais pertencem. Por fim, para cada bicategoria b, fazemos a unido
dos heaps H*(u,b) e H*(v,b) e dos heaps H ™ (u,b) e H™(v,b) e, feito isso, realizamos a

unido das listas eztra™(u) e extra™ (v) e das listas eztra™ (u) e extra™(v).

Note que, ao realizarmos a uniao de dois heaps no heap correspondente a uma dada bica-
tegoria, teremos de definir o valor de Ay, onde A é o heap resultante da uniao. Para isso,
iremos usar a seguinte estratégia. Sejam h; e hy os heaps a serem unidos e suponhamos
que hy seja o heap correspondente ao vértice de maior peso (dentre u e v), onde o peso de

um vértice z é definido através da seguinte recorréncia:

1 , se z € um vértice do grafo G original,

peso(z) = 5 =
peso(z) + peso(y) , se z é resultante da contragao do arco zv.

Definiremos o valor de Aj, como sendo igual a Ay, e, além disso, atualizaremos adequada-
mente o valor de A, para cada arco a em hy, de modo que o custo dos arcos em hy nao sofra
alteracao apés a uniao. Agora, vamos mostrar que o uso desta estratégia garante que, em
qualquer seqiiéncia de operagoes contractFdge, o nimero de vezes que atualizaremos A,,
para cada arco a, &€ O(logn) e, desta forma, o tempo gasto com essas atualizagoes, em qual-
quer seqiiéncia de operagoes contractEdge, é O(mlogn). Primeiramente, considere o caso
em que, durante toda a seqiiéncia de operagoes contractEdge, o vértice z ao qual o arco a
estd atribuido ou é sempre ponta inicial de a, ou é sempre ponta final de a. Neste caso, a
pior situagao que poderiamos ter é aquela em que, toda vez que o heap correspondente a z
em que a se encontra é unido ao heap correspondente a um vértice z’, o peso de z é sempre
menor que o peso de z’. Observe que, assim, cada vez que A, é atualizado, o extremo a
que a estd atribuido tem seu peso multiplicado por um fator maior ou igual a dois. Desta
forma, como o peso de qualquer vértice é limitado por n, podemos concluir que o ntimero
de vezes que A, sera atualizado nunca é superior a logn. Por fim, vamos considerar o caso
mais geral, em que o extremo ao qual a estd atribuido pode mudar ao longo da seqiiéncia
de operagoes contractEdge. Note que, de acordo com o modo como definimos o grau de
saida de um vértice, sabemos que o grau de saida da ponta inicial de @ nunca diminui e,
desta forma, a partir do momento em que a é atribuido a sua ponta inicial, a jamais sera
atribuido ao seu outro extremo. Logo, durante toda a seqiiéncia de operagoes contractEdge,
o extremo ao qual a se encontra atribuido é alterado no méaximo uma tnica vez e, desta

forma, podemos concluir que A, é atualizado nao mais que 2logn vezes.

Além dos passos que enumeramos acima, note que, durante uma operagao contractEdge,
também pode haver a necessidade de alterarmos os vértices aos quais arcos que possuiam a
ponta inicial em « ou em v se encontram atribuidos. Isso ird acontecer quando o vértice w
resultante da contragao da aresta uwv tiver grau de saida alto e o0 mesmo nao ocorrer para
pelo menos um vértice dentre u e v. Note que, de acordo com 0 modo como definimos o
grau de saida de um vértice, o grau de saida de w é dado pela soma dos graus de saida
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de u e de v. Neste caso, para cada vértice = em {u,v} que nao possuir grau de saida
alto, deveremos percorrer a lista extra™(z) e, para cada arco zy visitado neste percurso,
deveremos remover zy do heap H*(y,b), onde b é a bicategoria a que zy pertence, inserir
zy em estra™ (y), inserir zy no heap H™ (w, b) e, por fim, remover zy de eztra~ (w). Como o
namero de arcos para os quais executaremos o procedimento descrito acima é O(y/m) (pois,
como ja vimos, para todo vértice z, o nimero de arcos em eztra” () nunca ultrapassa \/m),
o tempo gasto no total por cada operagao contractEdge para mudar a atribuiciao de arcos
aos vértices & O(y/mlogn). Deste modo, por tudo que vimos acima, podemos concluir

que o tempo gasto no total para se executar uma seqiiéncia de r operagées contractEdge é
O(ry/mlogn + mlogn).

Implementacao do algoritmo de GW usando bicategorias

Observe que o grafo G da entrada do algoritmo de Goemans e Williamson ¢ nao-orientado e,
dessa forma, como a definigao da estrutura de dados correspondente as bicategorias ¢ feita a partir
de um grafo orientado, inicialmente, deve-se atribuir, de maneira arbitréria, uma orientacio as
arestas de G. O algoritmo que descreveremos aqui independe da orientacao adotada. Para que
nossa exposicao fique mais simples, continuaremos a chamar os elementos em E¢ de arestas, em

vez de chamé-los de arcos, como deveriamos devido & orientacao.

Durante toda a execucdo da primeira fase do algoritmo, os vértices de G ficardo partici-
onados em duas categorias, as quais nos referiremos como INATIVO e ATIVO. Inicialmente, a
categoria INATIVO serd formada pelos vértices de Steiner de G e a categoria ATIVO pelos demais
vértices do grafo. Assim, Eg ficara particionado em quatro bicategorias: (INATIVO, INATIVO),
(ATIVO, INATIVO), (INATIVO, ATIVO) e (ATIVO, ATIVO).

Em cada iteragao, para decidir qual aresta incluir na floresta, apenas as arestas nas bica-
tegorias (ATIVO, INATIVO), (INATIVO, ATIVO) e (ATIVO, ATIVO) serdo levadas em consideragio.
Para cada uma destas bicategorias, é tomada uma aresta candidata a ser incluida na floresta
através de uma chamada a findMin. Nesta e nas demais operagdes sobre bicategorias, o custo
que sera considerado para cada aresta e serd o valor é = ce — Y g..e5(5) ¥s, que chamaremos
aqui de custo reduzido de e. Observe que, inicialmente, é, = c. para cada e em Eg. Note
ainda que, quando e é uma aresta que se encontra em (ATIVO, INATIVO) ou em (INATIVO, ATIVO)
ou em (ATIVO, ATIVO), ¢, corresponde ao numerador da expressdao da folga de e. Assim, se
e1 = findMin(ATIVO, INATIVO), ez = findMin(INATIVO, ATIVO) e e3 = findMin(ATIVO, ATIVO), a
aresta que sera incluida na floresta é escolhida, comparando-se ¢, , ¢, e ée,/2 e tomando-se uma

aresta correspondente ao menor destes trés valores.

Apods a escolha da aresta € que serd incluida na floresta corrente, atualizaremos o custo

reduzido das arestas nas bicategorias (ATIVO, INATIVO), (INATIVO, ATIVO) e (ATIVO, ATIVO). De
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acordo com a observagao que fizemos no inicio deste capitulo, o custo reduzido de cada aresta que
estd em uma das duas primeiras bicategorias acima sofrera um decréscimo de folga(€), enquanto
que o custo reduzido de cada aresta na terceira delas tera um decréscimo de 2folga(€). Para isto,

serao executadas trés chamadas a decreaseCost.

Por fim, a aresta € ¢ incluida na floresta e ¢ feita a determinagio do estado da nova componente
da floresta, criada apos a inclusao de e. Entao, € é contraida no grafo através de uma operacio
contractEdge. Caso a nova componente da floresta seja ativa, a categoria do vértice resultante da,
contragao serd ATIVO e, caso contrario, serd INATIVO. Abaixo, apresentamos em pseudo-cédigo o
algoritmo correspondente & descri¢ao que fizemos acima. Para simplificar a apresentacao, estamos

supondo que a instancia (G, R, c¢) recebida pelo algoritmo é sempre viavel.

Algoritmo MinFSAdaptado(G, R, c)

1 atribua uma orientagao arbitraria as arestas em Eg

2 Cq < cq para cada a em Eg

3 para cada v € Vi faca

4 se v € um vértice de Steiner

5 cat(v) « INATIVO

6 senao

7 cat(v) « ATIVO

8 F(Vg,0)

9 enquanto G tem algum vértice v tal que cat(v) = ATIVO faca
10 e1 «— findMin(INATIVO, ATIVO)

11 eg «— findMin(ATIVO, INATIVO)

12 e3 « findMin(ATIVO, ATIVO)

13 escolha € € {ej, eq, €3} tal que folga(€) = min{folga(e;) | j € {1,2,3}}
14 decreaseCost((INATIVO, ATIVO), folga(€))

15 decreaseCost((ATIVO, INATIVO), folga(€))

16 decreaseCost((ATIVO, ATIVO), 2 - folga(€))

17 Er — ErVU {5}

18 seja C' a nova componente de F', criada apds a inclusao de € em Efr
19 se C é ativa

20 contractEdge(e, ATIVO)

21 senao

22 contractEdge(€, INATIVO)

23 seja F' uma R-floresta minimal contida em F
24 devolva F’

Como, em cada iteragao, o algoritmo executa um nimero constante de operagoes sobre bica-
tegorias e no méaximo sao realizadas n — 1 iteragoes, temos que, no total, sdo executadas O(n)
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operagoes sobre bicategorias. Desta forma, o tempo gasto no total pelo algoritmo com estas
operagoes ¢ O(ny/mlogn +mlogn), ou seja, O(n/mlogn). As demais operagdes podem ser
realizadas dentro deste limite de tempo (como veremos na préxima segao) e, portanto, o tempo

gasto no total pelo algoritmo é O(n/mlogn).

4.2 Implementacao em CWEB

A implementagdo em CWEB que apresentamos nesta se¢ao estd dividida em duas partes. A
primeira apresenta o contetido dos arquivos bicat.c e bicat.h que implementam as bicategorias
e as fungoes utilizadas para manipula-las. A segunda parte apresenta a fungdo de sf.c que
implementa o algoritmo MinFSAdaptado que vimos ha pouco, no final da secio anterior.

Bicategorias

O arquivo bicat.c se encontra organizado de acordo com a estrutura que exibimos abaixo.
As fungoes utilizadas para a manipulagdo das bicategorias estdao todas agrupadas em ( External

functions of bicat.c 96).

(Header files of bicat.c 98)

(Data structures of bicat.c 106 )

( Global variables of bicat.c 100)
(Internal functions of bicat.c 111)
(External functions of bicat.c 96)

Uma delas é initBicategories. Ela recebe um inteiro ¢ e um grafo nao-orientado g cujos vértices
se encontram particionados em c categorias que sao identificadas através de numeros inteiros
entre 0 e ¢ — 1. Ela supoe ainda que, para cada vértice v de g, o ntimero que identifica a
categoria a qual v pertence se encontra armazenado em v~category. A funcido entao atribui uma
orientagao as arestas de g, particionando-as, assim, em bicategorias, e inicializa estruturas que
serao utilizadas pelas fungoes que manipulardo estas bicategorias. Ela devolve 0, caso ocorra
algum problema na alocagao da memoria que serd usada por estas estruturas e, caso contério,

devolve 1.

96 (External functions of bicat.c 96) =

int initBicategories (Graph *g,int c)
{
int n =gn; C =g
(Assign a direction to each edge of g and initialize the fields of arcs and vertices 101)
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( Allocate space for C? bicategories 109 )

( Assign each arc to one of its two endpoints 114)
UF'init(g-vertices,n);

return 1;

}

Veja também blocos 99, 126, 127, 130, 145 e 164.
Este codigo é citado nos blocos 95 e 97.

Este ic()digo é usado no bloco 95.

O arquivo-cabegalho bicat.h é utilizado para que outros programas possam ter acesso as
fungoes que se encontram em (External functions of bicat.c 96). Além do protétipo dessas

fungoes, ele também guarda a defini¢ao de macros importantes, como é o caso de category.

(bicat.h 97) =
#define category z.1

Veja também blocos 102, 129 e 165.

Assim, um dos arquivos-cabecalho que estao incluidos em bicat.c é bicat.h. Além dele,
também incluimos em bicat.c o arquivo uf.h. Cada vez que um arco uv é contraido, sera
escolhido, para representar o vértice resultante da contracao, a estrutura Vertex do vértice de
maior peso dentre u e v. Para associar o novo vértice a esta estrutura e para determinar as
estruturas do tipo Vertex que correspondem aos extremos de um dado arco do grafo, utilizamos
a estrutura de dados union-find que tem as fungbes para a sua manipulagdo prototipadas no
arquivo uf .h.

(Header files of bicat.c 98) =
#include <stdlib.h>
#include "gb_graph.h"
#include "extra.h"
#include "bicat.h"
#include "uf.h"

Veja também blocos 107, 112, 116 e 123.

Este codigo é usado no bloco 95.

Abaixo, definimos outras duas fungées que se encontram prototipadas em bicat.h. A funcio
From recebe um arco a e devolve o vértice que € ponta inicial de a no grafo. A fung¢ao Tip recebe

um arco a e devolve o vértice que é ponta final de a no grafo.
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99 #define from a.V

( External functions of bicat.c 96) +=
Vertex =From(Arc *a)

{
return UFfind (a~from);

}

Vertex = Tip(Arc *a)

{

return UFfind (a-tip);

Uma das variaveis globais de bicat.c é a varidvel C que guarda o numero de categorias em

que os vértices do grafo g estao particionados.

100 (Global variables of bicat.c 100) =
int C;

Veja também blocos 103, 110, 115, 119, 128, 136 e 158.

Este codigo é usado no bloco 95.

Orientaremos cada aresta a do grafo g de forma que a ponta inicial de a seja o extremo de a
que possui o menor indice no vetor g-vertices. Levando em conta essa conven¢ao, o trecho de
coédigo abaixo inicializa, para cada vértice v de g, o campo de v que guarda o seu grau de saida.
Para acessar este campo, é usada a macro out_ degree (v). Aproveitamos a ocasiao para também
inicializar os outros campos dos vértices e alguns dos campos dos arcos de g. Usaremos a macro
id (v) para acessar o campo de v que guarda um inteiro que identifica, de maneira tinica, o vértice v
e usaremos a macro weight(v) para acessar o campo do vértice v responsavel por armazenar o
peso de v. Além disso, para cada arco a, utilizaremos a macro Delta(a) para acessar o campo

de a que guarda o valor de A,.

101 #define Delta(a) (ARC_FIELDS(a)-e3.D)
#define id(v) (VERTEX_FIELDS(v)-el.l)
#define out_degree(v) (VERTEX_FIELDS(v)~e2.I)

(Assign a direction to each edge of g and initialize the fields of arcs and vertices 101) =

{
int 7, 7 =0;
(Initialize some auxiliary variables 104 )
if (—(min_cost_arc = malloc(n * sizeof (Arc x)))) return 0;
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for (i =0; i <mn; i++) {
Arc *a;
Vertex v = g~vertices + i;
id(v) = 3;
out_ degree (v) = 0;
for (a = vearcs; a; a = arnext) {
if (v <atip) {
Delta(a) = a-len;
out_ degree (v)++;
}
}
weight (v) = 1,
(Initialize the lists eztra™(v) and eztra™ (v) 105)

min_ cost_arc[i] = A;

}

Este codigo é usado no bloco 96.

A definicao da macro weight(v) se encontra no arquivo bicat.h e, deste modo, esta macro

pode ser utilizada por todos os programas que incluem bicat.h.

(bicat.h 97) +=
#define weight(v) (VERTEX_FIELDS(v)~e5.[)

Além de inicializar os campos de vertices e arcos de g, o codigo correspondente ao bloco 101
também inicializa o vetor min_ cost_arc, que é outra das variaveis globais de bicat.c. Dado
um vértice v, min_ cost_ arc[i] serd usado para guardar, para cada i entre 0 e g~n — 1, um arco
de custo minimo dentre aqueles que tém a ponta inicial no vértice u tal que ¢d(u) =1 e a ponta
final em v. Caso nao haja arcos entre u e v, min_ cost_arc[i] = A. Como veremos mais adiante,

esse vetor seré utilizado quando for necessério descartar arcos de alguma lista eztra™ (v).

(Global variables of bicat.c 100) += Arc **min_ cost_arc;

Para cada vértice v, cada uma das listas de arcos eztra™(v) e eztra™(v) é implementada
através de uma lista circular duplamente ligada com cabega. Usaremos as macros eztra_out(v) e
eztra_in(v) para acessar os campos de v que guardam apontadores para os nos-cabeca das listas
que implementam, respectivamente, eztra~(v) e eztra™ (v). O vetor head, que inicializamos no



Implementagao de Klein 85

trecho de codigo abaixo, € usado para guardar todos os nos-cabega de listas deste tipo. Para
cada arco a em uma lista destas, usaremos as macros prev(a) e nezt(a) para acessar os campos
de a que guardam apontadores, respectivamente, para o arco que antecede a e para aquele que
sucede a na lista. Pelo modo como estas macros sao definidas, devemos alocar um estrutura do
tipo ExtraFields para cada um dos nés-cabega das listas. Tais estruturas, ficarao guardadas

no vetor af.

104 #define eztra_in(v) (VERTEX_FIELDS(v)-e3.P)
#define eztra_out(v) (VERTEX_FIELDS(v)-e4.P)
#define prev(a) (ARC_FIELDS(a)~el.P)
#define nezt(a) (ARC_FIELDS(a)e2.P)

(Initialize some auxiliary variables 104) =
Arc xhead = malloc(2 * n * sizeof (Arc));
ExtraFields xaf = malloc(2 * n * sizeof (ExtraFields));

if (—head V —af) return 0;

Este codigo é usado no bloco 101.

O trecho abaixo inicializa os campos de v correspondentes as macros eztra_in(v) e eztra_in (v).

Note que, logo ap6s a inicializacao, as listas correspondentes a estes campos estario vazias.

105 (Initialize the lists eztra™(v) and eztra™(v) 105) =
a = head + 1;
a-afields = (char *)(af + j++);
prev(a) = nezt(a) = a;
eztra_in(v) = a;
a = head + n 4+ 1;
a-afields = (char *)(af + j++);
prev(a) = nezt(a) = qa;

extra_ out (v) = q;

Este codigo é usado no bloco 101.

A cada um dos heaps utilizados na implementagao, correspondera uma estrutura do tipo struct
labeled_heap. Cada estrutura lh deste tipo contém um campo heap que guarda o heap h
correspondente a lh e um campo Delta que armazena o valor corrente de A,. Os apontadores
para estruturas deste tipo sdo objetos do tipo LbHeap.

106 (Data structures of bicat.c 106) =
struct labeled_heap {
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double Delta;
FibHeap heap;
¢
typedef struct labeled_heap *LbHeap;
Veja também bloco 108.

Este codigo é usado no bloco 95.

(Header files of bicat.c 98) +=
#include "fibheap.h"

Cada uma das bicategorias ¢ implementada através de uma estrutura do tipo Bicategory.
Dada uma bicategoria b, o campo H da estrutura correspondente a b implementa o heap H(b)
e 0s campos in e out sao tais que, para cada vértice v do grafo, in[id(v)] e out[id (v)] guardam
os nos de H~heap onde se encontram os heaps que implementam, respectivamente, H™*(v,b)
e H (v,b).

(Data structures of bicat.c 106) +=
typedef struct bicategory {
LbHeap H,;
FHnode x*in;
FHnode *out;
} Bicategory;

O trecho abaixo aloca memoria para as estruturas correspondentes as C? bicategorias em que
os arcos de g se encontram particionados e também inicializa cada um dos campos dessas es-
truturas. A fungao HEAPless fornecida como argumento na inicializagdao dos heaps no trecho
abaixo serd exibida adiante. As estruturas do tipo Bicategory alocadas ficario todas arma-
zenadas em um vetor e a variavel global b0 guardard um apontador para a estrutura que se
encontra na primeira posicao desse vetor. Tal estrutura correspondera a bicategoria (0,0). As
estruturas em cada uma das C' — 1 posigoes seguintes do vetor corresponderdo as bicategorias
(0,1),...,(0,C —1) nesta ordem. Aquelas que se encontram nas C posigdes seguintes correspon-
derao as bicategorias (1,0),...,(1,C — 1) e assim por diante. A figura 4.1 ilustra a disposicao

das estruturas correspondentes as bicategorias no vetor.

De acordo com esta disposigao, dada uma bicategoria (z,y), a posi¢do do vetor em que se
encontra a estrutura correspondente a ela € z - C' +y. Usaremos a macro bicat_id(z,y) para
determinar tal posi¢ao. Como veremos mais adiante, este nimero também sera usado como um

identificador da bicategoria (z,y).
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I (0, 0) l I (O.C-I)I (1,0) | l (1,C-1) I

I (C-1,0) I |(C-l.C—IT|

Figura 4.1: Ilustragao da disposi¢ao das estruturas Bicategory no vetor.

109 #define bicat_id(z,y) (z+C +vy)

( Allocate space for C? bicategories 109) =
{
int ;
LbHeap (h = malloc(C = C « sizeof (struct labeled_heap));
FHnode xnodes = malloc(2 + n * C * C  sizeof (FHnode));
b0 = malloc(C * C « sizeof (Bicategory));
if (—lh V =nodes V —b0) return 0;
if ("FHEAPalloc(2+n+«C*C+C*C,2+n*C+*C+ g'm/2)) return 0;
for (i =0; i < Cx*C; i++) {
Bicategory *B = b0 +1;
B~-H = lh +1;
B~H-heap = FHEAPinit(HEAPless);
B~H-Delta = 0;
B~in = nodes + 2 * n * 1,
B-~out = B-~in + n;

(Allocate memory to other variables 118)

}

Este codigo é usado no bloco 96.

110 (Global variables of bicat.c 100) +=
Bicategory *b00;

A fungdo heap_key que exibimos abaixo recebe um heap k do tipo LbHeap e, caso h # A,

devolve a chave de h no heap H(b) em que ele se encontra; caso contrario, isto ¢, se h = A, ela

devolve —DBL_MAX.
111 (Internal functions of bicat.c 111) =
double heap key(LbHeap h)

{
if (k) {
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if (WFHEAPempty (h-heap)) {
Arc smin = FHEAPfindMin (h-heap);

return h-Delta + Delta(min);

}

else return DBL_MAX;

}

return —DBL_MAX;
}

Veja também blocos 113, 120, 121, 155 e 162.

Este codigo é usado no bloco 95.

112 (Header files of bicat.c 98) +=
#include <float.h>

A fungdo abaixo € usada para comparar dois heaps h! e h2 do tipo LbHeap no heap H (b)
em que eles se encontram. Caso hl = A # h2 ou a chave de hl seja menor que a chave de h2, a
fungao HEAPless devolve 1 e, caso h2 = A ou a chave de hl seja maior ou igual a chave de A2,

ela devolve 0.

113 (Internal functions of bicat.c 111) +=
static int HEAPless(void *h!,void *h2)
{

return (heap key(hl) < heap key(h2));

De um certo modo, podemos dizer que a orientagao das arestas do grafo g ¢é feita, de fato, no
trecho abaixo. Aqui, para cada aresta a de g, apenas um dos dois arcos que representam a em g,
aquele cuja orientacao esta de acordo com a que definimos no bloco 101, é inserido nas estruturas
de dados usadas para manter o rastro dos arcos do grafo. Os arcos que ficarem de fora dessas
estruturas serdo completamente ignorados pelas operagGes sobre as bicategorias e, desta forma,
do ponto de vista destas operagoes, tudo se passa como se apenas 0s arcos cuja orientacdo esta
de acordo com a definida exitissem no grafo, ou seja, como se tivéssemos orientado as arestas
de g de acordo com orientacao desses arcos. No trecho de c6digo abaixo, atribuiremos cada um

dos arcos obtidos através dessa orientacao das arestas de g a um de seus dois extremos.

114 (Assign each arc to one of its two endpoints 114) =

{

Vertex xv;
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sqrt_m = sqrt(g~m/2);
for (v = g-vertices +n —1; v > g-vertices; v—) {
Arc *q;
(For each bicategory b, create the heaps H~(v,b) and H*(v,b) 117)
for (a = varcs; a; a = a-nezt) {
int bicat_id;
Vertex sw = a~tip;
if (v > w) continue; .
bicat_id = bicat_1id (v-category, w-category);
if (out_ degree (v) > sqrt_m) (Assign a to v 122)
else (Assign a to w 124)

}
(For each v and each b insert H~(v,b) and H*(v,b) in H(b) 125)

}

Este codigo é usado no bloco 96.

115 ( Global variables of bicat.c 100) +=
double sqrt_m;

116 (Header files of bicat.c 98) +=
#include <math.h>

A inicializagao dos heaps H~(v,b) e H*(v,b) para cada bicategoria b é feita pelo trecho de
cédigo abaixo. A funcao ARCless usada nessas inicializacoes serd exibida mais adiante. A
variével global LH é o vetor onde se encontram todas as estruturas do tipo struct labeled_heap
que correspondem a estes heaps. Particionaremos este vetor em n fatias correspondentes a cada
um dos n vértices de g. Para cada vértice v, a fatia correspondente a v sera constituida de 2C?
posigoes adjacentes. As primeiras C? posicoes da fatia corresponderio aos C2 heaps H*(v,b) e
as C? posigdes seguintes, aos C2 heaps H(v,b). Estes heaps estardo dispostos de acordo com
a posicao das bicategorias no vetor da figura 4.1, isto ¢, se a posi¢ao de bl no vetor da figura
antecede a de b2, H~ (v, bl) antecedera H~ (v, b2) no vetor LH.

117 (For each bicategory b, create the heaps H~(v,b) and H*(v,b) 117) =
int 7;
LbHeap h_in_v = LH + (v — g-vertices) * 2+ C+« C, h_out_v=h_in_ v+ Cx*C;
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for (1 =0; i< CxC; i++) {
h_in_wvl[i].heap = FHEAPinit(ARCless);
h_out_vl[i).heap = FHEAPinit(ARCless);
h_in_wv[i].Delta = h_out_v|i].Delta = 0;

}

Este codigo é usado no bloco 114.

118 (Allocate memory to other variables 118) =
if (—=(LH = malloc(2 + C * C x n « sizeof (struct labeled_heap)))) return 0;

Veja também bloco 157.

Este codigo é usado no bloco 109.

119 (Global variables of bicat.c 100) += LbHeap LH;

A fungao arc_ key que exibimos abaixo recebe um arco a e, se a # A, devolve a chave de a no

heap em que ele se encontra, isto é, A,; caso contrario, ela devolve —DBL_MAX.

120 (Internal functions of bicat.c 111) +=
double arc_key (Arc xa)

{

if (—a) return —DBL_MAX;
return Delta(a);

}

Para comparar dois arcos a e b que estao em algum dos heaps é usada a fungio ARCless. Ela
recebe os arcos a e b e, caso a = A # b ou a chave de a seja menor que a chave de b, ela devolve 1;

caso b = A ou a chave de a seja maior ou igual a chave de b, ela devolve 0.

121 (Internal functions of bicat.c 111) +=
int ARCless(void *a, void xb)

{

return (arc_key(a) < arc_key(b));

}
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Para cada arco a, usaremos um dos campos de a para armazenar o n6 que contém a num dos
heaps correspondentes ao vértice ao qual a estd atribuido. A macro node(a) serd usada para
acessar tal campo. Para inserir e remover arcos das listas eztra, usaremos as fungées insert_edge

e delete_edge que se encontram prototipadas em list.h.
122 #define node(a) (ARC_FIELDS(a)-e4.P)

(Assign a to v 122) =

{
node(a) = FHEAPinsert(h_out_v|[bicat_id].heap,a);
insert_edge (eztra_in(w), a);

}

Este codigo é usado no bloco 114.

123 (Header files of bicat.c 98) +=
#include "list.h"

124 (Assign a to w 124) =

{

LbHeap h_in_w = LH + (w — g-vertices) * 2 C x C}
node(a) = FHEAPinsert(h_in_w(bicat_id].heap,a);
insert_edge (eztra_ out (v),a);

}

Este codigo é usado no bloco 114.

125 (For each v and each b insert H™ (v,b) and H*(v,b) in H(b) 125) =
{
int 7, 7;
for (1 =0; i <mn; i++) {
LbHeap h_in =LH+i%x2+xCxC, h_out = h_in + C % C,
for (j=0; < C«C; j++) {
Bicategory *b = b0 + j;
brin (i) = FHEAPinsert(b~H-heap, h_1in + j);
bout[i) = FHEAPinsert(b-H~heap, h_out + j);
}
}
}

Este codigo é usado no bloco 114.
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A funcao decreaseCost recebe um numero racional delta e dois inteiros cat! e cat? tais que
0<cat]l <C—-1e0 < cat?2 < C —1 e diminui de delta o custo de cada um dos arcos que se
encontram na bicategoria (cat!, cat?2).

126 (External functions of bicat.c 96) +=
void decreaseCost (int catl,int cat2,double delta)

{

Bicategory b = b0 + bicat_id(catl, cat2);
b-H~Delta —= delta;

A fungao findMin recebe dois inteiros cat! e cat2 tais que 0 < catl < C—-1e0< cat?2 < C-—1
e devolve um arco de custo minimo dentre aqueles que se encontram na bicategoria (cat!, cat2).
Além disso, o custo do arco devolvido pela funcao é guardado na variavel global min_cost. Caso
nao existam arcos na bicategoria (cat! , cat?), findMin devolve A.
127 (External functions of bicat.c 96) +=
Arc xfindMin(int cat!,int cat2)

{ Bicategory b = b0 + bicat_id(cat!, cat?2);
LbHeap h_min = FHEAPfindMin(b-H~heap);
if (WFHEAPempty(h_min-heap)) {
Arc xmin = FHEAPfindMin(h_ min—~heap);
min_ cost = Delta(min) + h_ min~Delta + b+H-Delta;

return min;

}

return A;

}

128 (Global variables of bicat.c 100) +=
double min_ cost;

A declaragao da variavel min_ cost também se encontra em bicat.h para que os programas
que incluam este arquivo possam ter acesso ao conteudo desta variavel.
129 (bicat.h 97) +=
extern double min_ cost;
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A fungao changeCategory, apresentada abaixo, recebe um vértice v e um inteiro new_cat tal
que 0 < new_cat < C —1 e new_cat # v-category e altera para new_cat a categoria de v. A

bicategoria de cada um dos arcos incidentes em v é implicitamente alterada pela funcio.

130 (External functions of bicat.c 96) +=
void changeCategory (Vertex v, int new_cat)

{

int old_cat = v-category;

( Other local variables of changeCategory 138)

( Change the bicategory of the arcs assigned to v 131)

( Discard parallel arcs in the eztra_in list of v 134)

( Change the bicategory of each arc in the exztra_in list of v 137)
(Change the bicategory of each arc in the eztra_out list of v 142)

v-category = new_ cat;

131 (Change the bicategory of the arcs assigned to v 131) =
{
int id v =1id(v), c
for (c=0; c< C; c++) {
Bicategory xold, *new;
old = b0 + bicat_1id(c, old_cat);
new = b0 + bicat_id(c, new_ cat);
(Move to the bicategory new the arcs in H* (v, old) 132)
old = b0 + bicat_id(old_ cat,c);
new = b0 + bicat_id(new_cat,c);
(Move to the bicategory new the arcs in H~ (v, old) 133)
}
}

Este codigo é usado no bloco 130.

No trecho abaixo, o heap A1, que corresponde a H* (v, old), é removido do heap da bicategoria
old e inserido no heap da bicategoria new. Para que o custo dos arcos em h! nao seja alterado
devido a esta mudanca, o valor de h1~Delta é devidamente atualizado. Note que o heap guardado
na variavel h2, que corresponde a H*t (v, new), estd vazio, pois, como new = (c,new_cat) e

new_ cat # old_ cat, nenhum dos arcos na bicategoria new possuia a ponta final em v.
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132 (Move to the bicategory new the arcs in H* (v, old) 132) =

{
LbHeap hi = FHEAPdelete (old~H-heap, old~in[id_v]);
LbHeap h2 = FHEAPdelete (new~H-heap, new-in[id_v]);
h1-Delta += old~H~Delta — new-H-Delta;
new-in[id_v] = FHEAPinsert(new~H~heap, hl);
h2-Delta = 0;

. old~in[id_v] = FHEAPinsert(old-H-heap, h2);
}

Este codigo é usado no bloco 131.

Os comentérios feitos no bloco anterior se aplicam, de forma similar, ao trecho de cédigo

abaixo.

133 (Move to the bicategory new the arcs in H~ (v, old) 133) =
{
LbHeap hi = FHEAPdelete (old~H-heap, old~out[id_v]);
LbHeap h2 = FHEAPdelete (new~H-heap, new-out[id_v]);

h1-Delta += old~H-Delta — new~H-Delta;
new-out[id_v] = FHEAPinsert(new~H~heap,hl);
h2-Delta = 0;
old~out[id_v] = FHEAPinsert(old~H~heap, h2);

}

Este codigo é usado no bloco 131.

Aqui sao descartados da lista eztra_in(v) arcos que possuem a ponta inicial em comum (e
que, desta forma, sdo paralelos). Isto € feito de modo que apenas um destes arcos, cujo custo
€ minimo, permanega na lista. Removeremos estes arcos nao somente da lista eztra_in(v), mas
também dos heaps onde eles estao guardados. Para realizar esta tarefa, contaremos com o auxilio
do vetor min_ cost_ arc, que, imediatamente antes da execucao deste cédigo, tem o contendo de

cada uma de suas posigoes preenchido com A.

134 (Discard parallel arcs in the eztra_in list of v 134) =

{

head = ezstra_in(v); a = nezt(head);
while (a # head) {
Arc *nezt = nezxt(a);
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Vertex xu = From(a);
int id_u = id(u);
if (-min_cost_arc[id_u]) min_cost arc[id_u]= a;
else {
Arc *b = min_ cost_arc[id_ul;
(if b’s cost is greater than a’s cost, discard b; else discard a 135)
}
a = next;
}
_min_ [indz++ % 2] = min_ cost_ arc[pos];

}

Este codigo € usado nos blocos 130 e 145.

No trecho abaixo, a e b s@o arcos da lista eztra_in(v) que tém a ponta inicial em w. Por terem
a ponta inicial em comum, eles estao guardados em um mesmo heap e, assim, para saber qual

dos dois tem menor custo, basta comparar Delta(a) e Delta(b).

135 (if b’s cost is greater than a’s cost, discard b; else discard a 135) =
{
Bicategory *B = b0 + bicat_id (u-category , v~ category );
LbHeap h_out_u = FHEAPdelete(B~H~heap, B~out[id_u]);
if (Delta(a) < Delta(b)) {
min_ cost_arclid_u] = a;
delete_edge (b);
FHEAPdelete (h_ out_u~heap, node(b));
}
else {
delete_edge (a);
FHEAPdelete (h_out_u~heap, node(a));
}
B-out[id_u] = FHEAPinsert(B~H~heap,h_out_u);
}

Este codigo é usado no bloco 134.

Para cada vértice u que tem grau de saida alto, se existe algum arco no grafo que tenha a ponta
inicial em u e a ponta final em v, min_ cost_arc|id (u)] guardara, ao final da execucio do while
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acima, o unico arco deste tipo que néo foi descartado; caso contrério, min_ cost_arc[id(u)] = A.
Apoés a execugao de changeCategory, a funcao contractEdge, que veremos mais adiante, eventu-
almente precisara da informagao contida em alguma das posicoes do vetor min_cost arc. Por
outro lado, antes do final da execugao de changeCategory, sera necessario reinicializar o contetdo
das posigoes de min_ cost_arc, deixando o vetor preenchido da mesma forma que ele se encon-
trava antes da execucao do while. Para resolver este impasse, usamos as varidveis globais que

declaramos abaixo para guardar a informagao que podera ser usada por contractEdge.

136 (Global variables of bicat.c 100) +=
Arc x_min_ [2];

int indz =0, pos = 0;

No momento em que o trecho abaixo é executado, head guarda um apontador para o né cabeca
da lista eztra_in(v). Cada um dos arcos nesta lista é removido do heap H ™ (u,0ld) e inserido
no heap H ™ (u,new). Vamos aproveitar a ocasido para reinicializar o contetido das posicoes do
vetor min_ cost_arc.

137 (Change the bicategory of each arc in the extra_in list of v 137) =
for (a = nest(head); a # head; a = nezt(a)) {
Vertex *u = From(a);
int id_u = id(u);
Bicategory *old = b0 + bicat_id (u~category, old_ cat);
Bicategory *new = b0 + bicat_id(u~category, new_ cat);
( Remove the uv-arc a from the bicategory old 139)
(Put the wv-arc a in the bicategory new 140)
min_ cost_arclid_u] = A,

}

Este codigo é usado no bloco 130.

138 (Other local variables of changeCategory 138) =
Arc xhead, *a;

Veja também bloco 141.

Este c6digo é usado no bloco 130.

139 (Remove the uv-arc a from the bicategory old 139) =
h_old = FHEAPdelete (old~H~heap, old~out[id_u]);
FHEAPdelete (h_ old~heap, node(a));
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old~out[id_u] = FHEAPinsert(old~H-heap, h_old);

Este cddigo é usado no bloco 137.

Note que, antes de inserir o arco a em seu novo heap, devemos alterar adequadamente o
conteudo do campo acessado por Delta(a) para que o custo de a ndo seja alterado por esta
operacao.

140 (Put the uv-arc a in the bicategory new 140) =

h_new = FHEAPdelete(new~H-heap, new-out [id_u));

Delta(a) += h_ old-Delta + old~H-Delta — h_ new~Delta — new~H-Delta;

node (a) = FHEAPinsert(h_new-heap, a);

new-out[id_u] = FHEAPinsert(new-H-heap, h_new);

Este codigo é usado no bloco 137.

141 (Other local variables of changeCategory 138) +=
LbHeap h_old, h_new;

No trecho de cédigo abaixo, cada um dos arcos na lista eztra_out(v) é removido do heap
H*(w,old) e inserido no heap H*(w,new).
142 (Change the bicategory of each arc in the eztra_out list of v 142) =

head = extra_ out (v);

for (a = nezt(head); a # head; a = nezt(a)) {
Vertex sw = Tip(a);
int id_w = id(w);
Bicategory xold = b0 + bicat_id (old_cat,w~category);
Bicategory xnew = b0 + bicat_id (new_cat,wcategory);
(Remove the vw-arc a from the bicategory old 143)

(Put the vw-arc a in the bicategory new 144)
}

Este codigo é usado no bloco 130.

143 (Remove the vw-arc a from the bicategory old 143) =
h_old = FHEAPdelete (old~H-heap, old~in[id_ w]);
FHEAPdelete (h_old~heap, node(a));
old~in[id_w] = FHEAPinsert(old~H~heap,h_old);

Este codigo é usado no bloco 142.
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144 (Put the vw-arc a in the bicategory new 144) =
h_new = FHEAPdelete (new—H-heap, new-in[id_w));
Delta(a) += h_ old~Delta + old~H-Delta — h_new-Delta — new~H-Delta;
node(a) = FHEAPinsert(h_new~heap, a);
new~in[id_w] = FHEAPinsert(new~H-~heap, h_new);

Este codigo é usado no bloco 142.

A funcao contractEdge recebe um arco a e um inteiro cat tal que 0 < cat < C — 1. Ela
contrai a, removendo do grafo todos os arcos que tém uma das pontas em From(a) e a outra em
Tip(a), e atribui ao vértice resultante da contragao a categoria cat. Aqui, “remover do grafo” um
arco deve ser interpretado como remové-lo da lista eztra e do heap nos quais ele se encontra. Apos
a execugao de contractEdge, o vértice resultante da contragao sera representado pela estrutura
Vertex de um vértice de peso méximo dentre From(a) e Tip(a) (em caso de empate, a estrutura

de From(a) é usada para representar o novo vértice).

145 (External functions of bicat.c 96) +=
void contractEdge (Arc *a,int cat)
{
(Local variables of contractEdge 146 )
z = From(a); y= Tip(a);
id [0] = id(z); 1d[l] = id(y); indz =0,
for (v=12,1=0; i <1; i++,v=1y) {
pos = id [l — 1J;
if (v-category # cat) changeCategory (v, cat);
else {
(Discard parallel arcs in the eztra_in list of v 134)

(Clear the positions of the vector min_ cost_arc 147)

}
}

(Discard all zy-arcs from the graph 149)
(Discard all yz-arcs from the graph 152)
if (weight(z) < weight(y)) {
Vertex xtmp = z; z =y; y = tmp;
}
(For each bicategory b, join the heaps of  and y in b 153)
(Change the assignment of the arcs incident to z or y if necessary 159)
concat (extra_in(z), extra_in(y)); concat(eztra_out(x), extra_out (y));

(Set z to represent the vertex resulting from the contraction of a 163)
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Aqui, declaramos algumas das variéveis locais de contractEdge. Como pode ser visto acima,
inicialmente, a categoria de cada um dos vértices = e y, que sao extremos de a, ¢ alterada, se
necessério, através de uma chamada a changeCategory. Caso a categoria de um destes vértices
ja seja igual a cat, nao serd necessario fazer uma chamada a changeCategory para ele, mas ainda,
assim € preciso eliminar arcos paralelos em sua lista eztra_in. Em ambos os casos, as varidveis
globais indz e pos serao alteradas de modo a guardar em _min_[0] e em _min_[1] o conteudo

das posigoes id(z) e id(y) do vetor min_ cost_arc antes que este seja reinicializado.
(Local variables of contractEdge 146 ) =

int 7, «d[2];

Vertex *v, *z, *y;

Veja também blocos 148 e 151.

Este codigo é usado no bloco 145.

Abaixo, o vetor min_ cost_arc éreinicializado ap6s o descarte de arcos pararelos em eztra_ in (v).

A variavel head guarda um apontador para o né cabecga desta lista.
( Clear the positions of the vector min_ cost _arc 147) =
{
Arc xb;
for (b = nest (head); b # head; b = next(b)) min_cost_arc(id (From (b))] = A;
}

Este codigo é usado no bloco 145.

(Local variables of contractEdge 146) +=
Arc *head;

No trecho abaixo, todo arco com a ponta inicial em z e a ponta final em y sera removido da
lista e do heap nos quais se encontra guardado. Se z tem grau de saida alto, sabemos que todos
estes arcos se encontram na lista eztra_in(y). Observe que, em tal lista, s6 pode existir um
tnico arco deste tipo, j& que, no inicio de contractEdge, todos os arcos paralelos de eztra_in(y)
foram descartados. Observe ainda que, nesta ocasiao, tal arco foi armazenado em _min_[1]. Por
fim, note que existe pelo menos um tal arco, ja que a é um zy-arco. Assim, neste caso, basta
remover o arco que se encontra em _min_[1] da lista eztra_in(y) e do heap H~(z, B), onde B

é a bicategoria do arco.
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149 (Discard all zy-arcs from the graph 149) =
{
B = b0 + bicat_id (z-category, y-category);
id_z =1id(x); id_y = id(y);
if (out_degree (z) < sqrt_m) {
Vertex *u=z; v=y;
( Discard all uv-arcs, knowing that this arcs are assigned to v 150)

}

else {
LbHeap h_out_z = FHEAPdelete(B~H~heap, B-out[id_z]);
Arc *zy = _min_ [1];

delete edge(zy);
FHEAPdelete(h_ out_z~heap, node(zy));
B-out(id_z]| = FHEAPinsert(B~H-heap,h_out_z);
}
}

Este codigo é usado no bloco 145.

Por outro lado, caso = nao tenha grau de saida alto, todos os zy-arcos se encontram em
eztra_ out (x) e serd necessario percorrer esta lista para descartar tais arcos. Lembre-se de que
tal lista contém no maximo /m arcos e, assim, o tempo gasto pelo coédigo abaixo para executar
esta tarefa ¢ O(y/mlogn) amortizado (a amortizagdo vem do uso das fungoes FHEAPdelete e
Tip). No trecho abaixo, os vértices u e v estao nos papéis de z e y respectivamente.

150 (Discard all uv-arcs, knowing that this arcs are assigned to v 150) =
{
int id v = id(v);
LbHeap h_in_v = FHEAPdelete (B~H~heap, B~in[id_v]);
Arc xhead = eztra_ out(u), *b = next(head);
while (b # head) {
Arc *nezt = nezt(b);
if (Tip(b) =v) {
delete edge(b);
FHEAPdelete(h_in_v—~heap,node(b));
}
b = nezt;

}
B~in[id_v] = FHEAPinsert(B~H~heap,h_in_v);
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}

Este codigo é usado nos blocos 149 e 152.

151 (Local variables of contractEdge 146) +=
int id _z, id y;
Bicategory *B,;

No trecho abaixo, todo arco com a ponta inicial em y e a ponta final em z serd removido
da lista e do heap nos quais se encontra. A tunica diferenga do cédigo abaixo para aquele no
bloco 149 é que aqui hé a possibilidade de nao existirem yz-arcos a serem descartados e, desta
forma, o conteido de _min_ [0] pode ser igual a A.

152 (Discard all yz-arcs from the graph 152) =
B = b0 + bicat_1d(y~category, z~category);
if (out_degree (y) < sqrt_m) {

Vertex xu = y; v = z;

(Discard all uv-arcs, knowing that this arcs are assigned to v 150)

}

else {
LbHeap h_out_y = FHEAPdelete(B~H-heap, B~out[id_y]);
Arc xyz = _min_ [0];
if (yz) {

delete_edge (yz);
FHEAPdelete (h_out_y~heap, node(yz));
}
B~out[id_y] = FHEAPinsert(B~H~heap,h_out_vy);
}

Este codigo é usado no bloco 145.

Uma vez que todos os arcos que tém um dos extremos em z e o outro em y foram descartados,
¢ o momento de criar o vértice resultante da contracao de a. Para representar este vértice,
usaremos a estrutura Vertex de um vértice cujo peso € maximo dentre z e y. Como pode ser
visto no bloco 145, arranjamos as coisas de modo que a variavel = guarde um apontador para
tal estrutura. Neste e nos préximos blocos, alteraremos os campos desta e das demais estruturas
relacionadas a = de modo que elas representem o novo vértice do grafo. Abaixo, é feita a uniao
dos heaps correspondentes a = e a y para cada uma das C? bicategorias. Note que, como o
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conteado das variaveis = e y pode ter sido trocado, precisamos preencher novamente o conteiudo
das varidveis id_z e id_y.
(For each bicategory b, join the heaps of z and y in b 153) =
{
id_z =1id(z); id_y =1id(y);
for (B=10b0; B<b0+C+C; B++) {
(Join the heaps H ' (z, B) and H*(y, B) 154)
(Join the heaps H™ (z, B) and H™ (y, B) 156)
}
}

Este codigo é usado no bloco 145.

Aqui é feita a uniao dos heaps H*(z, B) e H*(y, B) e o resultado desta uniao é guardado
na estrutura correspondente a H*(z, B). Como, mesmo apds a unido, manteremos inalterado o
campo Delta desta estrutura, devemos modificar adequadamente Delta(a) para cada arco a no
heap H*(y, B), de modo que o custo destes arcos nao seja afetado por esta operagao. Para isto,
contaremos com o auxilio da funcgao inc_ field delta que veremos no proximo bloco.

(Join the heaps H*(z, B) and H*(y,B) 154) =

{
void *args[1];
LbHeap h_in_z = FHEAPdelete (B~H-heap, B~in[id_ z));
LbHeap h_in_y = FHEAPdelete(B~H-~heap, B~in[id_y]);
double inc = h_in_y-Delta — h_1in_z-Delta;
args [0] = &inc;
FHEAPtraverse (h_in_y~heap,inc_field_delta, args);
h_in_z-~heap = FHEAPjoin(h_in_z~heap,h_in_y-heap);
B~inlid_z]| = FHEAPinsert(B~H-heap,h_in_z);

}

Este codigo € usado no bloco 153.

A fungao inc_field delta recebe um arco item e um apontador para double, guardado em
args[0], e incrementa, de um valor igual ao contetido da variavel apontada por args[0], o conteado
do campo acessado por Delta (item).

(Internal functions of bicat.c 111) +=
static void inc_field_delta(void *item, void *args|])
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Arc xa = item;
double inc = *((double ) args[0]);

Delta(a) += inc;

A unido dos heaps H™(z, B) e H™ (y, B) ¢é feita abaixo. As operagées realizadas neste trecho
sao similares aquelas feitas no cédigo do bloco 154, com excegao da ultima linha, na qual, ao invés
de guardarmos o heap resultante da uniao no heap da bicategoria correspondente, o guardamos
no vetor H_out_z, na posicao correspondente ao identificador da bicategoria. Faremos isto, pois
talvez ainda seja necessario inserir mais alguns arcos neste heap, como veremos adiante.

156 (Join the heaps H™ (z,B) and H™ (y, B) 156 ) =

{
void *args[1];
LbHeap h_out z = FHEAPdelete(B~H~heap, B-out[id_z]);
LbHeap h_out_y = FHEAPdelete (B~H~heap, B-out(id_y]);
double inc = h_out_y~Delta — h_out_z—Delta;
args [0] = &inc;
FHEAPtraverse (h_ out_y~heap,inc_ field_delta, args);
h_out_ z~heap = FHEAPjoin(h_out_xz~heap,h out y~heap);
H out z[B—-b0)=h_out_z;

}

Este codigo é usado no bloco 153.

157 (Allocate memory to other variables 118) +=
if (=(H_out_z = malloc(C * C xsizeof (LbHeap)))) return 0;

158 (Global variables of bicat.c 100) +=
LbHeap *H_ out_z;

Caso o vértice resultante da contracao de a tenha grau de saida alto, mas o mesmo nao seja
verdade para algum extremo v de a, deve-se mudar a atribuigao dos arcos que tém a ponta inicial
em v, 0s quais se encontram em eztra_ out (v). E exatamente isto que é feito pelo trecho de codigo
abaixo. Ao final de todo este processo, iremos reinserir, no heap da bicategoria adequada, cada

um dos heaps que se encontram no vetor H_out_z.
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159 (Change the assignment of the arcs incident to z or y if necessary 159) =
{
int out_degree_z = out_degree (z), out_degree_y = out_degree(y);
if (out_degree z + out degree_y > sqrt_m)
for (i=1v=u1; 1 <2; i++,v=1y)
if (out_degree(v) < sqrt_m) {
Arc *head = extra_out(v), b = nect(head);
while (b # head) {
Arc *next = nezt (b);
Vertex xw = Tip(b);
int bicat id = bicat_id(v-category,w-category);
B = b0 + bicat_1id,
( Change the endpoint which b is assigned to 160)
b = next;
}
}

(For each bicategory B, reinsert in H(B) the heaps in H out_z 161)

}

Este codigo é usado no bloco 145.

Aqui, o arco b, que antes se encontrava atribuido ao vértice w, serd atribuido ao vértice
resultante da contracao de a. Note que, antes de inserir b em H_out z[B — b0], o heap que
corresponde ao vértice resultante da contracao de a na bicategoria B a que b pertence, devemos
alterar adequadamente o valor de Delta(b) para que o custo de b nao seja afetado devido & sua
mudangca de heap.

160 (Change the endpoint which b is assigned to 160) =
{
int id_w = id(w);
LbHeap h_w = FHEAPdelete(B~H-heap, B~in[id_w]);
FHEAPdelete(h_w~heap, node(b));
B~in[id_w] = FHEAPinsert(B~H-heap,h_w);
Delta(b) += h_w~Delta — H_out_z[bicat_id}Delta;
node (b) = FHEAPinsert(H_out_z [bicat_id}-heap,b);
delete_edge (b);
insert_edge (eztra_in(w),b);
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Este codigo é usado no bloco 159.

(For each bicategory B, reinsert in H(B) the heaps in H out_z 161) =
for (i=0; i <C+C; i++) {
B =100 +7;
B-out[id_z] = FHEAPinsert(B~H~heap, H out_z[i]);
}

Este cédigo é usado no bloco 159.

Como vimos no bloco 145, para concatenar as listas eztra dos vértices x e y, foi usada a funcao
concat, que apresentamos abaixo. Ela recebe apontadores head! e head? para os nés-cabeca
de duas listas circulares duplamente ligadas e concatena estas duas listas de modo que a lista

resultante possa ser acessada a partir de head! .

162 (Internal functions of bicat.c 111) 4+=

void concat(Arc xheadl , Arc xhead?2)
{
if (nezt(head?2) # head2) {
Arc xlast! = prev(headl );
Arc +first2 = next(head2);
Arc xlast? = prev(head?2);

nezt (lastl) = first2;
prev (first2) = last!;
nect (last2) = headl;
prev (headl ) = last2;

Por fim, os campos da estrutura Vertex apontada por z sao alterados de modo que ela passe
a representar o novo vértice do grafo. Para associar esta estrutura ao vértice resultante da

contragao de a é usada a funcao UFunion.

163 (Set z to represent the vertex resulting from the contraction of a 163) =

out_ degree (z) += out_ degree (y);
weight (z) += weight (y);
UFunion(z,y);

Este coédigo & usado no bloco 145.
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A ultima fung@o que apresentaremos dentre as que se encontram prototipadas em bicat.h é
freeBicatMem. Ela recebe o grafo g fornecido como argumento na tultima chamada que foi feita

a initBicategories e libera toda a memoria que foi alocada, na ocasiao, por esta fungao.

164 (External functions of bicat.c 96) +=
void freeBicatMem (Graph xg)
{

Vertex *v = grvertices;
Arc *head = extra_in(v);
free (head-afields);
free(head);

free (b0~H);

free (b0-in);

free(00);

free (LH);

free(min_ cost_arc);
free(H_out_z);
FHEAPfree( ),

165 (bicat.h 97) +=
int initBicategories (Graph xg,int C);
Vertex *From(Arc *a);
Vertex = Tip(Arc *a);
void decreaseCost (int catl,int cat2,double delta);
Arc xfindMin(int catl,int cat?);
void changeCategory (Vertex *v,int new cat);
void contractEdge (Arc *a,int cat);
void freeBicatMem ();

Implementacgao do algoritmo de Goemans e Williamson

Nesta secao, apresentaremos a funcao de sf.c que implementa o algoritmo de Goemans
e Williamson utilizando a estrutura de dados correspondente as bicategorias. Como vimos, o
arquivo-cabegalho que contém o protétipo das fungoes utilizadas para manipular bicategorias é

bicat.h e, desta forma, devemos inclui-lo em sf.c.
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(Header files of sf.c 2) +=
#include "bicat.h"

A funcao de sf.c a qual nos referiamos no paragrafo anterior é sf klein, que apresentamos
abaixo. Ela recebe como argumentos um grafo g simples (ou seja, sem lacos e sem arestas
paralelas) e um vetor term_sets de conjuntos de terminais, que se encontram indexados de 0
a g-num_ts — 1 no vetor. Ela devolve uma floresta de Steiner do grafo g, caso exista uma tal

floresta, e devolve A, caso contrario.

#define INACTIVE O
#define ACTIVE 1

(Steiner forest construction functions 10) +=
SteinerForest *sf klein(Graph *g, TermSet xterm_ sets)
{

(Local variables of sf klein 168)

( Assign one category to each vertex of g and make some initializations 174

if (—initBicategories(g,2) V —~(sf = gb_new_ graph(g-n))) {
err = 2; return A;

}

while (num_ actives > 0) {
Arc xa = A, *a_;
double delta;
int cat;
(Select an edge a with the smallest slackness delta 169)
decreaseCost (INACTIVE, ACTIVE, delta);
decreaseCost (ACTIVE, INACTIVE, delta);
decreaseCost (ACTIVE, ACTIVE, 2 * delta);
a_ = inverse(a);
(Include a in the forest sf 33)
(Set cat to the state of the component in sf that contains a 175)
contractEdge (a, cat);

(Find and return a subgraph of sf that is a minimal Steiner forest 177)

}

Para representar a floresta geradora a qual iremos adicionar uma aresta de g em cada iteracao
da primeira fase do algoritmo, usaremos uma estrutura do tipo Graph. A variavel sf guardara
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um apontador para esta estrutura e a varidvel num_ actives guardard o nimero de componentes

ativas presentes na floresta.

168 (Local variables of sf klein 168) =
Graph xsf;

int num_ actives;
Veja também blocos 170 e 173.

Este codigo é usado no bloco 167.

Para selecionar a aresta de g que serd incluida em sf em cada iteragao, sao feitas trés chamadas
a findMin. Apo6s cada chamada, a variavel global min_ cost (declarada em bicat.h) guardara
o custo reduzido da aresta devolvida pela funcao, caso a bicategoria fornecida como argumento
nao seja vazia. Com base nestes valores, é escolhida uma aresta de folga minima dentre as trés
candidatas selecionadas por findMin. Tal aresta é guardada na varidvel a e a sua folga, na

variavel delta.

169 (Select an edge a with the smallest slackness delta 169) =
{
Arc *al = findMin(INACTIVE, ACTIVE);
double dI = (—al) ? DBL_MAX : min_ cost;
Arc *a2 = findMin(ACTIVE, INACTIVE);
double d2 = (—a2) ? DBL_MAX : min_ cost;
Arc *a8 = findMin(ACTIVE, ACTIVE);
double d8 = (—a3) ? DBL_MAX : min_ cost /2;
if (d1 <d2) { delta =dl; a=ual; }
else { delta = d2; a=a2; }
if (d3 < delta) {
delta = d3; a = a3; dual_cost += delta * num__ actives —;
}
else dual_cost += delta x num_ actives;
if (ma) { err =1; return A; }

}

Este codigo é usado no bloco 167.

Como nas implementagoes dos capitulos anteriores, usaremos uma variavel dual cost para
guardar o valor corrente da fungao objetivo do programa dual.

170 (Local variables of sf klein 168) +=
double dual_cost = 0;
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Aqui, usaremos uma estratégia diferente da que usamos nos capitulos anteriores para decidir
se uma dada componente é ou nao ativa. Nos capitulos anteriores, a cada componente S da
floresta, estava associado um vetor I(.S) que, para cada 7" em R, guardava em /(S)[T'] o nimero
de vértices do conjunto de terminais 7' que se encontram na componente .S, isto é, |[SNT|. Com
base na informacao contida neste vetor, decidiamos se a componente resultante da inclusao de
uma nova aresta na floresta era ou nao ativa. S6 que o tempo gasto na inicializagao destes vetores
¢ ©(nr), onde r = |R|, e assim é possivel que, s6 para inicializar tais vetores, gastemos mais
tempo do que o limite permitido para esta implementacao, isto &, O(n,/mlogn) (para ver isto,

basta, por exemplo, tomar m = r =n/2).

Observe que a maior parte deste tempo é gasta para preencher com zeros posigoes destes
vetores, j4 que, no momento da inicializacao, cada componente da floresta é composta por um
anico vértice. Entao, para resolver este problema, uma possivel saida é guardar, na estrutura
I(S) destinada a armazenar o tamanho das interseccoes de S com os conjuntos de terminais,
apenas a informagao associada a conjuntos de terminais que tém intersec¢do nao-vazia com S.
Assim, o tempo gasto com estas inicializagoes seria O(n). Por outro lado, note que assim, caso
implementéassemos I(S) através de um vetor (como antes), ja nao poderiamos mais, de maneira
trivial, determinar o tamanho da interseccao de S com um dado conjunto de terminais, pois
nao haveria uma forma trivial de saber se uma dada posicao deste vetor tem seu contetdo
atualizado, isto €, se uma dada posi¢ao deste vetor corresponde a um conjunto de terminais que
tem intersec¢ao nao-vazia com S. Em outras palavras, nao mais seria possivel implementar I(.5)
através de um vetor a menos que tivéssemos o auxilio de uma estrutura de dados que informasse
eficientemente se uma dada posi¢ao do vetor corresponde ou nao a um conjunto de terminais que

tem intersecg@o ndo-vazia com S.

Para contornar este problema, implementamos I(.S) através de uma arvore binaria balanceada
de busca que guarda, para cada conjunto de terminais 7" que tem intersec¢ao nao-vazia com S, um
apontador para uma estutura do tipo struct intersection. Esta estrutura contém dois campos:
um campo ts_¢d que armazena o identificador do conjunto de terminais 1" correspondente &
estrutura e um campo size que guarda o tamanho da interseccao de 7' com S. Os apontadores
para estruturas deste tipo sao objetos do tipo Intersection. A chave de cada objeto X do tipo
Intersection em uma arvore I(S) é dada por X~ts_id. Assim, podemos determinar o tamanho
da intersec¢ao de S com um dado conjunto de terminais em tempo O(log ) e, deste modo, como
veremos adiante, ha uma forma de garantir que, em tempo O(n/mlogn), possamos determinar

se a componente resultante da inclusao de uma nova aresta na floresta é ou nao ativa.

171 (intersection.h 171) =
struct intersection {
int ts_d;

int size;



172

173

174

110 4.2 Implementacao em CWEB

h

typedef struct intersection xIntersection;

Abaixo, € feita a alocagao de todas as estruturas do tipo struct intersection que serdo
utilizadas ao longo de toda a execugao de sf klein e também dos noés das arvores que guardarao
apontadores para estas estruturas. Todas as estruturas do tipo struct intersection ficarao
armazenadas no vetor intersect. Iremos também alocar espago para o vetor ts_disconnect que
guardara, para cada componente S da floresta, o nimero de conjuntos de terminais T' cujos

vértices nao se encontram conectados pelas arestas da floresta e tais que TN S # (.

(Initializations 172) =
num_ actiwes = 0;
for (: = 0; ¢ < g~num__ts; i++) num_ actives += term_ sets[i].num_ vertices;
intersect = malloc (num_ actives * sizeof (struct intersection));
ts_disconnect = malloc(g-n * sizeof (int));
if (—intersect V —~ts_ disconnect V ~BBSTalloc(num_actives + g~num_ts)) {

err = 2; return A;
}

Este codigo é usado no bloco 174.

(Local variables of sf klein 168) +=
Intersection intersect;

int *ts_ disconnect;

Como, a cada vez que incluimos uma aresta na floresta, tal aresta é contraida no grafo g,
durante toda a primeira fase, cada componente S da floresta corresponde a um vértice v no
grafo g e vice-versa. Assim, acessaremos a posi¢ao de ts_disconnect associada a uma dada
componente S da floresta através do indice, no vetor g-vertices, do vértice v que corresponde
a S. Dado um vértice v, o indice de v no vetor g-vertices pode ser obtido através do uso da
macro ind(v) que definimos abaixo. Além disso, usaremos a macro ¢s_intersect para acessar o

campo de v que guarda a arvore I(S), onde S é a componente correspondente a v na floresta.
#define ts_intersect y.S
#define ind(v) (v — gvertices)

( Assign one category to each vertex of g and make some initializations 174) =

{
int ;

Vertex *uv;
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(Initializations 172)
for (v = grvertices,© = 0; v < gvertices + g-n; v+) {
v~ts_intersect = (char %) BBSTinit();
if (vtermset_id < 0) {
v-category = INACTIVE,
ts_disconnect[ind (v)] = 0;
}
else {
Intersection X = intersect + i++, Y,
if (=(vearcs)) { err = 1; return A; }
X-ts_id = v-termset_id, X~size = 1;
v-ts_intersect = (char %) BBSTinsert((BalBST) v-ts_intersect, X,&Y);
ts_disconnect[ind (v)] = 1;

v~category = ACTIVE;

}

Este codigo € usado no bloco 167.

Para decidir se a componente .S formada através da inclusdao de uma nova aresta a na floresta
¢ ou nao ativa e, ao mesmo tempo, construir a arvore I(S), seguiremos os seguintes passos.
Inicialmente, determinaremos a estrutura Vertex que ird representar o vértice resultante da
contracao de a apds a chamada a contractEdge. Observe que o vértice resultante da contragao
de a ser4 o vértice correspondente a S no grafo g. No trecho abaixo, ajustamos as coisas de
modo que a varidvel u guarde um apontador para esta estrutura e, desta forma, apds a sua
construgao, I(5) ficara acessivel a partir de u~ts_ intersect. Agora, sejam S, e .S, as componentes
correspondentes aos vértices From(a) e Tip(a) do grafo g antes de inclusdao de a na floresta e
considere que S, corresponde ao vértice, dentre From(a) e Tip(a), cuja estrutura Vertex é
aquela apontada por u. Para construir I(S), partiremos da arvore I(S,) e tentaremos, através
da func¢ao updatelfNotConnected , inserir em I(.S,) cada objeto X do tipo Intersection que se
encontra em /(S,). Note que nem sempre conseguiremos inserir um tal X em I(S,), pois 1(S,)
pode ja conter algum objeto que tenha a mesma chave de X, o que significaria que S, tem
interseccao nao-vazia com o conjunto de terminais correspondente a X. Neste caso, tudo o que
precisamos fazer é incrementar de X-size o contetido do campo size do objeto de I(.S,) que tem
a mesma chave de X. Ao mesmo tempo que construimos I(.S), decidiremos se S é ou ndo ativa

e, de acordo com esta decisao, preencheremos a variavel cat com a categoria adequada.

Observe que .S, corresponde ao um vértice de peso maximo dentre From(a) e Tip(a) e, desta
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forma, o peso do vértice correspondente a S no grafo (que é a soma dos pesos de From (a) e Tip(a))
é pelo menos duas vezes maior que o peso do vértice correspondente a S,. Assim, a cada vez que
um objeto do tipo Intersection é inserido em uma arvore, a sua nova arvore corresponde a um
vértice cujo peso € pelo menos duas vezes maior que o peso do vértice correspondente a sua antiga,
arvore. Logo, como o peso de qualquer vértice é limitado por n, o ntmero de insergoes realizadas
para cada objeto do tipo Intersection é O(logn). Ademais, ocorre no maximo uma inser¢ao
mal sucedida para cada um desses objetos, pois, uma vez que tentamos inserir um objeto X
do tipo Intersection em uma arvore I(S) e nao conseguimos, tal objeto perde a sua utilidade
ap6s calcularmos o tamanho da interseccao de S com o conjunto de terminais correspondente
a X. Desta forma, como o tempo gasto em cada insergao (mal sucedida ou ndo) é O(logr) e
o nimero de estruturas do tipo Intersection ¢é igual a t = > 7 |T|, concluimos que o tempo
gasto ao longo de toda a primeira fase com estas insergoes € O(tlognlogr). Caso m > t/2, nao
é dificil concluir que esse tempo é O(ny/mlogn), pois n > t e r < t/2. Caso contrario, isto &,
caso m < t/2, existe algum vértice terminal no qual nao incidem arestas de g (assim, a instancia
dada é inviavel) e detectariamos isto no inicio da execucao de sf_klein, em tempo O(n), como
vimos no cédigo do bloco anterior. Portanto, ao longo de toda a primeira fase, o tempo gasto
para determinar qual categoria atribuir ao vértice resultante da contragdo de cada nova aresta

inserida na floresta & O(n/mlogn).

175 (Set cat to the state of the component in sf that contains a 175) =
{
void xargs [4];
Vertex *u = From(a), *v = Tip(a);
cat = ACTIVE,;
if (weight(u) < weight (v)) ezchange (u,v)
args[0] = term_ sets;
args (1] = u;
args (2] = &cat;
args (3] = ts_ disconnect + ind (u);
BBSTtraverse ((BalBST )(v-ts_intersect ), updateIfNot Connected , args);
if (cat = INACTIVE) num_ actives —;
BBSTdestroy((BalBST) v+ts_intersect);

}

Este codigo é usado no bloco 167.

A fungao updatelfNotConnected recebe um objeto X do tipo Intersection e um vetor args
preenchido da seguinte forma: args[0] guarda o vetor term_sets, args[l] guarda um vértice
do grafo g, args[2| guarda um apontador para a varidvel cat e args[3] guarda um apontador
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para a posicao do vetor ts_ disconnect correspondente ao vértice em args[1l]. Caso o conjunto
de terminais T = term_ sets[X~id] tenha seus vértices conectados pelas arestas da floresta,
absolutamente nada é feito. Caso contrério, a fungao atualiza o tamanho da intersec¢ao de T" com
a componente S da floresta correspondente ao vértice u em args[1], tentando inserir X na arvore
u~ts_intersect. Se tal insercao for mal sucedida, o campo size do objeto com a mesma chave de
X em u~ts_intersect é incrementado de X-size. Além disso, se necessario, updatelfNotConnected
atualiza adequadamente ts_disconnect[id (u)] e o contetdo da variavel cat e do campo connected
de T'.

176 ( Auxiliary functions 20) +=
void updatelfNotConnected (Intersection X, void *args|])
{
TermSet *xterm_ sets = args[0], *ts;
Vertex *u = args[1];
int xcat = args[2], *disconnected = args[3];
Intersection Y;
ts = term_ sets + X-ts_1d;
if (ts~connected) return;
u~ts_intersect = (char x) BBSTinsert((BalBST)(u-ts_intersect), X, &Y);
if (Y #A) {
Y-size += X-size;
if (Y-size = ts~num_ vertices) {
ts~connected = 1;
(*disconnected ) —;
if (—(xdisconnected)) *cat = INACTIVE;

}
}

else {
(*disconnected ) ++;
if ((*disconnected) =1) *cat = ACTIVE;

}
}

No trecho de cddigo abaixo, determinamos, através da fungao edgePrunning uma floresta
de Steiner minimal contida na floresta de Steiner representada pela variavel sf. Além disso,

liberamos toda a memoria previamente alocada por sf klein.

177 (Find and return a subgraph of sf that is a minimal Steiner forest 177) =

{
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SteinerForest *min_ sf;

freeBicatMem (g);

min_ sf = edgePruning(sf,g, term_ sets);
man_ sf~dual_cost = dual_ cost;

(Free the memory allocated by sf klein 178)
return min_ sf;

}

Este codigo é usado no bloco 167.

178 (Free the memory allocated by sf klein 178) =
{
gb_recycle (sf);
free (intersect);
free(ts_ disconnect);
BBSTfree();

}

Este codigo é usado no bloco 177.



Capitulo 5

Implementacao de Cole, Hariharan,

Lewenstein e Porat

Para grafos nao muito densos, existem implementagoes que apresentam um melhor desem-
penho que a implementagao de Goemans e Williamson descrita no capitulo 2. Um exemplo é a

implementagao proposta por Cole, Hariharan, Lewenstein e Porat [5].

Esta implementagao difere da implementacao de Goemans e Williamson por tentar garantir
que, durante a fase iterativa do algoritmo, cada aresta externa do grafo tenha no méximo um dos
extremos em uma componente ativa da floresta. Para isto, cada aresta do grafo é subdividida
dinamicamente (dynamic edge spliting) através da inclusao de um ou mais vértices no grafo.
A idéia aqui é a seguinte: para impedir que uma aresta externa tenha ambos os extremos em
componentes ativas da floresta, toda aresta externa é dividida ao meio, com seu custo distri-
buido igualmente entre as duas arestas resultantes da subdivisao. O novo vértice, inserido na
subdivisao, serd considerado como uma nova componente inativa da floresta. Denominaremos
tais vértices de s-vértices. Durante toda execucao da fase iterativa do algoritmo, cada aresta do
grafo original é subdividida no total O(klogn) vezes, onde k é uma dada constante fornecida
como parametro. Ap6s o niimero maximo de subdivisoes de uma aresta original ter sido atingido,
ao menos uma (e no maximo duas) das arestas resultantes destas subdivisdes sera uma aresta
externa. Chamaremos uma tal aresta de aresta terminal. Note que uma aresta terminal nao
pode ser subdividida, pois isto resultaria em um nimero de subdivisdes maior que o permitido
para a aresta original correspondente. Desta forma, é possivel que, em algum momento, existam
arestas terminais com ambos os extremos em componentes ativas da floresta. Mesmo que isto
ocorra, tais arestas serao tratadas como se apenas um de seus extremos fizesse parte de uma
componente ativa. Isso introduz um erro no algoritmo, o qual é responsével por uma degradagao

de ;1;; no fator de aproximagao.
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Para cada constante k, a implementacdo consome no total tempo O(k(n + m)log?n), onde
n € m sao respectivamente o nimero de vértices e o nimero de arestas do grafo, e devolve uma,
floresta de Steiner de custo menor ou igual a 2(1 + 7—11,;) vezes 0 custo de uma floresta de Steiner

otima.

5.1 Descricao da implementacao

Como na implementacao de Goemans e Williamson, faremos uso de heaps de arestas para
reduzir o niimero de arestas examinadas em cada iteracao do algoritmo, com a diferenga de que
aqui utilizaremos apenas um unico heap por componente. A cada componente S da floresta
estard associado um heap de minimo heap(S) contendo as arestas externas que possuem um dos
extremos em S. A chave de uma dada aresta uv em heap(S) é definida como segue:

Cuv —d(u) ,seu € S

chave(uv) =
(u) cuy — d(v) , caso contréario.

Esta definicao é motivada pela seguinte propriedade garantida pela implementacao: dada uma
aresta uv do grafo original, cada nova aresta u'v’ gerada a partir de uv, com excessao de uma
Gnica aresta, a qual serd uma aresta terminal, ¢ tal que ou v’ ou v’ faz parte de uma componente
inativa da floresta e, além disto, tal componente consiste de um tunico s-vértice. Assim, como
d(w) = 0 para todo s-vértice w que constitui uma componente com um tnico vértice, toda aresta

externa u/v’ que nao é terminal é tal que

Cuwry — d(u') , se v’ estd em uma componente ativa
1.1 2 .
folga(u'v") = ¢ cyryr — d(v') , se v/ estd em uma componente ativa

co , caso contrario.

As arestas terminais podem possuir ambos os extremos em componentes ativas ou entdo podem
ser tais que d(u’) > 0 e d(v') > 0 e, nestes casos, a folga de tais arestas nao pode ser calculada
deste modo. Apesar disto, também consideraremos a folga de uma aresta terminal como sendo
dada pela igualdade acima. Logo, em cada iteracao, para determinar a aresta externa que sera
incluida na floresta, basta considerar as arestas que se encontram na primeira posi¢ao de cada
heap associado a uma componente ativa e, dentre elas, selecionar uma que apresente o valor

minimo para a chave.

Vamos apresentar agora uma descricao nao muito detalhada do algoritmo correspondente a
esta implementacao. Inicialmente, cada aresta do grafo é subdividida ao meio em duas arestas de
igual custo através da inclusao de um novo vértice no grafo, sendo que cada vértice incluido sera
considerado como uma nova componente inativa da floresta (lembre-se que, inicialmente, cada
vértice em um conjunto da colegdo R é considerado uma componente ativa e que cada vértice
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de Steiner do grafo original é considerado uma componente inativa). Além disso, a partir das

arestas geradas através desta operagao, sao criados os heaps associados a cada componente.

Em cada uma das iteragoes seguintes e enquanto existirem componentes ativas na floresta, o

algoritmo ird executar os passos descritos abaixo:

1. Escolha da prozima aresta: inicialmente, é escolhida uma aresta externa que apresente
a menor folga dentre todas as outras. Seja uv a aresta escolhida neste passo. Para cada
vértice z pertencente a uma componente ativa da floresta, d(z) € incrementado de folga(uv).
Além disso, uv é incluida na floresta. Por fim, é realizada a unido dos conjuntos de vértices

das componentes da floresta correspondentes aos vértices u e v.

2. Divisao de arestas: note que, no inicio desta iteragao, no maximo uma das componentes
correspondentes aos vértices u e v era inativa. Este passo so é executado pelo algoritmo
se uma dessas duas componentes era inativa e consistia de um tnico s-vértice. Neste caso,
vamos supor, sem perda de generalidade, que tal vértice seja v. Como v é um s-vértice,
existe apenas uma unica aresta incidente em v, além de uv. Seja w o vértice que se encontra
na outra extremidade desta aresta. Vamos dividir a aresta vw em pedagos subseqiientes

através da adicao de novos vértices ao grafo, os quais deverao se encontrar as distincias

Cyo, Gqu e, % de v, onde ¢ € o menor indice tal que uma das seguintes condiges é
satisfeita:

® Cyy — S > d(w).

o Sw < C—jl',‘;’—’, onde v'w’ é a aresta do grafo original a partir da qual vw foi gerada.
A segunda condigao acima é usada para garantir que cada aresta do grafo original seja
dividida nao mais que O(klogn) vezes. Sempre que tal condi¢ao for satisfeita e o mesmo
nao cocrrer com a primeira condigao, todas as arestas geradas como descrito acima, com
excessdo da ultima aresta (cujo custo é menor ou igual a 5%"4), passarao a fazer parte da
floresta. Note que esta ultima aresta nao pode mais ser subdivida, mesmo que, em alguma
iteragao futura, ela possa ter ambos os extremos em componentes ativas (estas sao as tais
arestas terminais cuja folga nao pode ser calculada pela férmula dada no inicio desta segao).

Agora, suponha que 7 seja tal que a primeira condigao é satisfeita e seja z o vértice adici-
onado que se encontra a distancia %L:ﬂ de v. Note que, neste caso, todos os novos vértices
adicionados ao grafo, com excessao de z, estarao a uma distancia de w menor ou igual a
d(w). Deste modo, todos eles passarao a fazer parte da componente que contém w, ao passo
que z ird formar uma nova componente inativa da floresta (para a qual sera criado um heap
contendo inicialmente duas arestas). Além disso, todas as novas arestas que foram criadas

neste passo, com excessao daquelas incidentes no vértice z, serao incluidas na floresta. Por
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fim, as duas arestas incidentes em z serao inseridas em heap(S,) e heap(S,,), onde S, e
S sao, respectivamente, as componentes que contém v e w, ao passo que a aresta vw sera

removida destes dois heaps.

3. Fusao de heaps: sejam S, e S, as componentes de u e v respectivamente. Se tanto .S, quanto
Sy, nao tém a propriedade necessaria para que o passo anterior seja executado (e, portanto,
uv & uma aresta terminal) entao heap(S,) e heap(S,) sdo combinados para formar um
Gnico heap e, além disso, o estado (com relacao a atividade) da nova componente formada

pela uniao de S, e S, é determinado.

5.2 Estruturas de dados

Para representar as componentes da floresta utilizaremos uma estrutura semelhante a que
vimos na implementacao anterior. Na estrutura ES Component apresentada neste bloco, os
campos active, vertices, num_ vertices, term_sets size, disconnected, prev e mext sao como

aqueles que se encontram na estrutura Component descrita no bloco 20.

O campo edges é o heap de arestas da componente. Com o intuito de implementar de
maneira mais rapida o passo que chamamos na descrigao acima de Fusdo de heaps, optamos por
representar o heap de arestas de cada componente através da estrutura de dados conhecida como
Fibonacci heap, a qual permite que a uniao de dois heaps seja realizada em tempo O(1). Mais

adiante, descreveremos com mais detalhes esta estrutura.

Para que o tempo gasto pela implementagao seja O(k(n +m)log? n), como citamos anterior-
mente, nao podemos mais gastar tempo ©(n), como na implementacio anterior, para escolher a
aresta que sera incluida na floresta em cada iteragdo. E necessario que esta escolha seja realizada
em tempo O(logn). Para isto, iremos utilizar um heap cujos elementos serao os heaps de arestas
das componentes ativas da floresta. O campo pos da estrutura ES Component guarda a posigao

do heap de arestas da componente neste heap de heaps, caso a componente seja ativa.

Por fim, vamos explicar a utilidade dos campos d1 e d2. Para evitar que em cada iteragao
tenhamos que atualizar o valor de d(v) para cada v em uma componente ativa (o que nos levaria
a gastar tempo ©(n) por iteragao, como vimos na implementagao anterior), iremos dividir o valor
de d(v) em parcelas: uma parcela estard associada a estrutura de cada aresta saindo de v, outra
estara associada a estrutura da componente da floresta a qual v pertence e, caso v se encontre em
uma componente ativa, ha ainda uma outra parcela associada a todas as componentes ativas. A
parcela associada a componente a qual v pertence é armazenada no campo d! da estrutura dessa
componente. O campo d2 é um apontador para a varidvel que guarda a parcela correspondente

a todas as componentes ativas.
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Como na implementagao anterior, muitas vezes serd preciso acessar a componente a qual
um dado vértice pertence. Por este motivo, cada vértice v do grafo guardara, em um de seus
utility fields, um apontador para a componente da qual faz parte. No que segue, utilizaremos a
macro COMPONENT (v) para acessar a componente a qual um dado vértice v pertence e a macro
SET_COMPONENT (v, S) para fazer com que S seja a nova componente de v.

Precisaremos associar as arestas do grafo, ou mais precisamente, aos arcos correspondentes
a elas, um ntimero de campos superior ao niumero de utility fields existentes na estrutura de um
arco. Para contornar este problema, iremos criar para cada arco uma estrutura de dados para
armazenar alguns destes campos e utilizar um dos utility fields do arco como um apontador para
esta estrutura. Antes de apresentar a definicao desta estrutura, iremos apresentar, a seguir, cada

um dos campos presentes nela.

Vimos a pouco que a cada aresta uv do grafo estard associada uma parcela do valor de d(u)
e uma parcela do valor de d(v). Como no SGB cada aresta uv é representada através dos arcos
uv e vu, vamos associar tais parcelas as estruturas de dados correspondentes a estes arcos. Para
isto, criaremos para cada arco do grafo g um campo d. Assim, dada uma aresta wv, a parcela
correspondente a d(u) ficara armazenada no campo d do arco uv e a parcela correspondente a

d(v) ficara armazenada no campo d do arco vu.

A divisao das arestas, descrita no passo 2 (bloco 48), sera feita apenas de modo simulado.
Como em cada iteragao, apds uma sequéncia de operagoes de subdivisdo de uma aresta, sao
geradas exatamente duas arestas externas, com excegao do caso em que uma tnica aresta terminal
é gerada, representaremos cada uma das arestas geradas através de um dos arcos correspondentes
a aresta original do grafo. Para isto, cada arco passa a ter um campo curr_len, o qual guardara
o custo da aresta representada pelo arco. No caso em que apenas uma unica aresta for gerada,
a qual serd terminal, os dois arcos estarao representando a mesma aresta e o valor do campo
curr_len de cada um deles corresponderd ao custo dessa aresta terminal. Para detectar esta
situagao, criaremos o campo bad piece que permanecerd com valor 0 enquanto os dois arcos
estiverem representando arestas distintas e assumira valor 1 a partir do momento em que eles
estiverem representando a mesma aresta. Vale a pena ressaltar que, como a divisao de arestas

sera apenas simulada, em nenhum instante serao adicionados novos vértices a estrutura do grafo

original.

A estrutura EdgeFields apresentada abaixo armazena os campos d e curr_len que descreve-
mos acima. Além disso, tal estrutura possui ainda um campo origin, o qual armazenara o valor
contido no campo from do arco (isto é necesséario, pois iremos utilizar o utility field a do arco,
no qual o valor do campo from estd armazenado, para guardar um apontador para a estrutura
EdgeFields correspondente ao arco). COMENTAR SOBRE A MACRO node (a).

179 #tdefine curr_len(a) (ARC_FIELDS(a)-el.l)
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#define delta(a) (ARC_FIELDS(a)-e2.l)
#define duplicate(a) (ARC_FIELDS(a)e4.I)

Como mencionamos anteriormente, a chave de uma aresta uv no heap de arestas de uma dada

componente S é definida como

Cuv —d(u) ,seuweS

cuw — d(v) , caso contrério

chave(uv) = {

Como estaremos representando as arestas do grafo através de arcos, teremos de definir a
chave de cada aresta @ = wv em um heap em termos do arco ou dos arcos (no caso de uma
aresta terminal) a ela correpondentes. Assim, dado um arco a iremos definir a chave de a no
heap da componente de seu vértice de origem u, denotada por key(a), como sendo dada pelo
custo da aresta representada por a menos d(u). E importante ressaltar aqui que cada arco sera
sempre mantido no heap da componente a qual pertence seu vértice de origem. Deste modo,
se a = uv é uma aresta terminal, como « é representada pelos arcos uv e vu, a chave de a no
heap da componente de u serd dada pela chave key(uv) do arco uv e, do mesmo modo, a chave
da aresta o no heap da componente de v serd dada por key(vu). Caso a nao seja terminal,
ela é representada por um tunico arco e desta forma a chave de « sera igual a chave deste arco.

Apresentamos abaixo a defini¢ao da chave key(a) de um arco a.

180 (Auxiliary functions 20) +=
double edge_piece_key (void *p)

{

Arc xa = p;
if (-a) return —1;
return curr_len(a) — delta(a);

}

181 (Auxiliary functions 20) +=
int PIECEless(void #a, void #b)

{

return (edge piece key (a) < edge_piece_key (b));

}

182 (Header files of sf.c 2) +=
#include <limits.h>
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Como mencionamos anteriormente iremos manter os heaps de arestas das componentes ativas
da floresta como elementos de um heap. Definiremos a chave de um FibHeap h em um FibHeap
como sendo a chave de menor valor dentre todas aquelas das arestas que se encontram em h. Ou
seja, a chave de h sera igual a key (h), j4 que, como vimos, h é um apontador para uma aresta

cujo valor da chave é minimo em h.

183 (Data structures of sf.c 4) +=
typedef struct labeled_heap *LbHeap;
struct labeled_heap {
int d;
FibHeap heap;
b

184 ( Auxiliary functions 20) +=
double b _heap key(void *p)
{
LbHeap LH = p;
if (-LH) return —1;
if (FHEAPempty(LH~heap)) return DBL_MAX;
return edge_piece key (FHEAPfindMin(LH~heap)) — LH~d;

185 (Auxiliary functions 20) +=
int HEAPless(void *a,void *b)
{

return (lb_heap key(a) < lb_heap key(b));

}

186 (Data structures of sf.c 4) +=
typedef struct chlp_.component {
int active;
int num_ vertices;
LbHeap edges;
BalBST {s_intersect size;
int disconnected;
} CHLPComponent;
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5.3 Funcgao principal

A fungao abaixo ¢ responséavel por aplicar ao grafo g o método de Cole et al para a construcao
de uma floresta de Steiner cujo custo nao é superior a 2(1 + n—lk) vezes o custo de uma floresta de
Steiner 6tima, onde n € igual a g~n. Além de g e k, ela recebe um vetor term_sets de conjuntos
de terminais de g, os quais se encontram indexados de 0 até g~num_ ts. Ao final de sua execucao,
sf_chlp ira devolver um apontador para a estrutura SteinerForest que representa a floresta de

Steiner construida.

187 (Steiner forest construction functions 10) +=
SteinerForest *sf chlp(Graph *g, TermSet xterm_sets,int k)
{
(Local variables of sf chlp 190)
( Multiply by n* the cost of each edge in g 188)
(For each edge a in g split a in two pieces 191)
( Create the initial spanning forest 192)
(Include an edge piece in the forest while there is some active component 196 )
( Restore the original costs of the edges of g 189)
(Discard from sf unnecessary edges and return the resulting Steiner forest 208 )

188 (Multiply by n* the cost of each edge in g 188) =

{

int 7;

Vertex xv;

nk = 1;

for (i =1; i < k; i++) nk = nk % g-n;

for (v = gvertices; v < g~vertices + g=n; v++) {
Arc *a;
for (a = v~arcs; a; a = a-next) a-len *= nk;

}
}

Este c6digo é usado no bloco 187.

I

189 (Restore the original costs of the edges of g 189) =

{

Vertex *v;
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for (v = g-vertices; v < grvertices + gn; v++) {
Arc *a;
for (a = v-arcs; a; a = a*next) avlen /= nk;
}
dual_cost [= nk;

}

Este codigo é usado no bloco 187.

190 (Local variables of sf chip 190) =
unsigned long int nk;

Veja também blocos 193, 195 e 197.

Este codigo é usado no bloco 187.

O trecho de codigo abaixo inicializa os campos correspondentes a cada arco do grafo g. Cada
aresta do grafo original & dividida ao meio, sendo que cada metade é representada pelos arcos
na estrutura de g que correspondem a aresta. Como estaremos trabalhando apenas com inteiros,
uma das metades terd custo [ %] e a outra, [$], onde ¢, € o valor que se encontra guardado em

alen.

191 (For each edge a in g split a in two pieces 191) =
{
Arc *a;
Vertex *uv;
for (v = grvertices; v < grvertices + g-n; v++)
for (a = v~arcs; a; a = a~nezxt) {
curr_len(a) = —1;
delta(a) = 0;
duplicate (a) = 0;
}
for (v = grvertices; v < g-vertices + g-n; v++)
for (a = v-arcs; a; a = a~nexzt)
if (curr_len(a) = -1) {
Arc xa_ =a+1;
if (alen %2) {
curr_len(a) = (alen)/2 + 1,
curr_len(a_) = (alen)/2;
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}
else curr_len(a) = curr_len(a_) = (alen)/2;
}
}

Este codigo é usado no bloco 187.

Aqui é criada a floresta geradora inicial sf e sao inicializadas as estruturas correspondentes as
componentes desta floresta (note que nao sao criadas estruturas do tipo ES Component para
representar as componentes correpondentes a s-vértices). Todas estas estuturas serao mantidas
em uma lista circular duplamente ligada contendo um né cabega. A variavel components guardara
um apontador para este né. O numero de componentes ativas nesta floresta e também nas
florestas em cada uma das iteracoes posteriores serd guardado na variavel num_ actives. Por
fim, a variavel active_ d guardard uma parcela do valor de d(v) para cada v em uma componente
ativa da floresta. Como vimos no bloco 49, o campo d2 de cada componente ser4 um apontador

para esta variavel.

192 (Create the initial spanning forest 192) =
{
int 7, j=0;
sf = gb_new_ graph(g-n);
num_ actives = active_d = 0;
for (i =0; @ < g~num_ts; i++) num_ actives += term_ sets|i].num_ vertices;
intersect = malloc(num_ actives * sizeof (struct intersection));
if (~BBSTalloc(num_ actives + g=num_ts — 1)) {
err = 2; return A;
}
components = malloc(g-n * sizeof (CHLPComponent));
for (:=0; i < g*n; i++) {
CHLPComponent xC = components + ;
Vertex xv = g~vertices + i;
SET_COMPONENT (v, C);
C-num__vertices = 1;
C-ts_intersect_size = BBSTinit();
C-active = C~disconnected = 0,
if (v-termset_id > 0) {
Intersection [ = intersect + j++, J;
Fts id = v-termset_id, I-size = 1,
C-ts_intersect_ size = BBSTinsert(C-~ts_intersect_size, I, &J);
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C-active = 1;
C-disconnected ++;

}
}

UFinit(g-vertices, g*n);
(Create an edge heap for each component 194)

}

Este codigo é usado no bloco 187.

193 (Local variables of sf chlp 190) +=
Graph #*sf;
CHLPComponent *components;
Intersection intersect;
int num_ actives;

int active d;

O trecho de codigo abaixo & responsavel por criar um heap de arestas para cada componente
da floresta inicial. Como mencionamos antes, cada um dos heaps correspondentes a componentes
ativas da floresta serd mantido em um heap de minimo, o qual sera apontado pelo valor guardado

na variavel activepeaps.

194 (Create an edge heap for each component 194) =
{
int 7;
if (~FHEAPalloc(g-n+1,g-n+ g~m)) {
err = 2;
return A;
}
active_heaps = FHEAPinit(HEAPless);
h = malloc(g~n * sizeof (struct labeled_-heap));
node = malloc(g~n * sizeof (FHnode));
for (i =0; i < g*n; i++) {
Arc xa;
CHLPComponent *C = components + ;
Vertex xv = g-vertices + 1;
hli).d = 0;
hli).heap = FHEAPinit(PIECEless);
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for (a = v~arcs; a; a = a*next) node(a) = FHEAPinsert(h[i].heap, a);
C~edges = h + 1;
if (C~active) node[i] = FHEAPinsert(active_heaps, C-edges);
}
}

Este codigo € usado no bloco 192.

195 (Local variables of sf chlp 190) +=
FibHeap active_heaps;
LbHeap h;

FHnode *node;

Neste bloco, é construida de modo iterativo uma floresta de Steiner do grafo g. Em cada
iteragao, é selecionada uma aresta, correspondente a uma fracao de alguma aresta do grafo
original, para ser incluida na floresta geradora corrente. Note que incluimos uma aresta em sf
apenas no momento em que a ultima fracao terminal de alguma aresta a do grafo original &
selecionada, pois somente neste instante é que a passa a fazer parte da floresta. Para detectar o
momento em que esta situagao ocorre fazemos uso do campo bad_ piece da aresta selecionada.

196 #define RLEN(uv) (edge piece key(uv) — U-edges~d — active_d)
#define ID(C) ((C) — components)

(Include an edge piece in the forest while there is some active component 196) =
{
dual_ cost = 0;
while (num_ actives > 0) {
Arc xuv;
CHLPComponent U, %V,

(Set uv to point to an edge with the smallest slackness 199 )
dual_cost += num_ actives * RLEN (uv);
active_d += RLEN(uv);
FHEAPdelMin(U-edges~heap); /* delete uv from U-edges */
FHEAPdelMin(active_heaps); /* delete U~edges from the active heaps */
if (curr_len(uv) < (uv-len)/nk A duplicate(uv)) {

/* uv is a terminal edge and RLEN(uv) != slackness(uv) */

Arc *vu = inverse(uv);

(Include wv in the spanning forest sf 198)
FHEAPdelete (V~edges~heap,node (vu));
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if (V-active) {
FHEAPdelete (active_ heaps , node [ID(V)));

num__ actives —;

( Unite the components U and V' 200)

}

else {

Arc xwv = inverse(uv);

(Split the edge wv 205)

}

Este codigo € usado no bloco 187.

197 (Local variables of sf chlp 190) +=

double dual cost;

198 (Include wv in the spanning forest sf 198) =

{

Vertex xu = sf-vertices + (uv~from — g~vertices);
Vertex *v = sf-vertices + (uv~tip — g~vertices);
gb_new _edge (u,v, (uv~len)/nk);
u-arcs—original_arc = uv;

v-arcs~original_arc = vu;

}

Este codigo é usado no bloco 196.

Em cada iteracao, a aresta escolhida para ser incluida na floresta corrente é uma aresta externa

que minimiza o valor de key(). Como iremos permitir que o heap de arestas de cada componente

possua mais de uma aresta para cada outra componente da floresta, é possivel que, em algum

momento, o heap de arestas de uma componente contenha arestas que nao sejam externas. Deste

modo, no trecho de codigo abaixo, o lago while itera até que uma aresta externa seja encontrada,

sendo que, em cada iteragao, ¢ removida de seu heap uma aresta cujo valor de key () seja minimo

dentre todas as outras nos heaps de componentes ativas.
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199 (Set uv to point to an edge with the smallest slackness 199) =
{
while (1) {
Arc xvu;
LbHeap H u = FHEAPfindMin(active_heaps);
if (FHEAPempty(H_u~heap)) ezit(1); /* the problem is unfeasible x/
uwv = FHEAPfindMin(H _u~heap);
U = (CHLPComponent *) COMPONENT (uv-from);
V = (CHLPComponent *) COMPONENT (uv~tip);
if (U # V) break;
FHEAPdelMin(H_u~heap); /* delete uv from U-edges */
vu = tnverse(uv);
FHEA Pdelete (H_u~heap, node(vu)); /* delete vu from U-edges */
/* actualize the positision of U~edges in the heap */
FHEA PdelMin (active_heaps); /* delete H wu from active heaps */
node [ID(U)] = FHEAPinsert (active_heaps, H_u);
}
}

Este codigo € citado no bloco 205.

Este codigo é usado no bloco 196.

Sempre que a ultima fragao terminal de uma aresta do grafo original é selecionada para fazer
parte da floresta, é necessario realizar a unidao de duas componentes da floresta. Como na
implementacao anterior, manteremos sempre a estrutura da componente que possui o maior de
namero de vértices para representar a componente resultante da uniao, garantindo assim que os
campos de todos os vértices e arcos do grafo sejam atualizados no maximo O(log n) vezes durante
toda a fase iterativa. Se a componente resultante da uniao for inativa, o campo dI da estrutura
que a representa € incrementado pelo valor guardado na varidvel apontada por d2, ji que, a
partir deste momento, a parcela guardada nesta varidvel nao mais sera usada no caculo da chave
das arestas no heap da componente, até que ela eventualmente seja unida a uma componente

ativa. Caso a componente resultante seja ativa, seu heap de arestas é inserido em active heaps.

200 (Unite the components U and V' 200) =

{

int active_ = 1;

if (U-num_ vertices < V-num_ vertices) {
CHLPComponent xt = Uj;
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Uu=YV;
V=t
}
(Include each vertex of V in U and set active_ to the new state of U 201)
(Unite the edge heaps of U and V' 203)
if (=(U-active) A active ) U-edges~d —= active_ d;
U-active = active_;
if (U-active) node[ID(U)] = FHEAPinsert (active_heaps,U-edges);
“else { /+ Uand V were active components /
U-edges~d += active_d;
num_ actives —;
}
}

Este codigo é usado no bloco 196.

No trecho de cédigo abaixo, é realizada a uniao dos conjuntos de vértices das componentes U

e V. O modo como isto ¢ feito é semelhante aquele descrito no bloco 43.

201 (Include each vertex of V' in U and set active_ to the new state of U 201) =
{
void *args|[3];
UFunion (UFfind (vv~from), UFfind (uv~tip));
U-num_ vertices += V-num_ vertices;
V-num_vertices = —1;
args (0] = term_ sets;
args (1] = U;
args 2] = &active_;
BBSTtraverse (V-ts_ intersect_ size, insertlfDisconnected , args);

BBSTdestroy(V~ts_intersect_size);
}

Este codigo é usado no bloco 200.

202 (Auxiliary functions 20) +=
void insertlfDisconnected (Intersection I, void *args[])
{
TermSet xterm_ sets = args[0];
CHLPComponent *C = args[1];
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int *active_ = args[2];
Intersection J;
TermSet xts;
ts = term_sets + I-ts_1id,
if (ts~connected) return,;
C-ts_intersect_size = BBSTinsert(C~ts_intersect_size,I,&J);
if (J#A) {
J-size += [-size;
if (J=size = ts~num_vertices) {
ts~connected ++;
C~disconnected —;
if (—(C-disconnected)) *active_ = 0;
}
}

else {
C~disconnected ++;
if (C~disconnected = 1) *active_ = 1;

Ao contréario do que fizemos na implementagao anterior, aqui nao iremos exigir que o heap de
arestas de cada componente guarde no maximo uma aresta para cada outra componente. Assim,
o heap de arestas da componente resultante da uniao de U e V é obtido através da uniao dos
heaps das duas componentes, utilizando-se para isto a fungao mergeFibHeap. Antes da unido
dos heaps, atualizamos o valor do campo d de cada aresta no heap da componente V para que
o valor da chave destas arestas no novo heap seja igual ao valor de sua chave no heap de V.
Para isto, é utilizada a funcao traverseFibHeap que aplica a funcdo in_ field d, apresentada no

proximo bloco, a cada aresta no heap de V.

203 (Unite the edge heaps of U and V 203) =
{
int dU = U-active 7 U~edges—d + active_d : U~edges~d,
int dV = V-active 7 V~edges~d + active_d : V-edges~d;
int inc =dV — dU,
void *args[1];
args (0] = &inc;
FHEA Ptraverse (V~edges—heap,inc_ field delta, args);
U-edges~heap = FHEAPjoin(U-edges—~heap, V-edges~heap);
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}

Este cédigo é usado no bloco 200.

A funcgao inc_field_ d abaixo incrementa de inc o valor guardado no campo d da aresta a.

204 (Auxiliary functions 20) +=
void inc_ field_ delta(void xitem,void *args[])
{ .
Arc *a = item;
int inc = «((int *) args|[0]);
delta(a) += inc;

Enquanto a aresta uv escolhida no bloco (Set uv to point to an edge with the smallest slack-
ness 199) nao for a ultima fragao terminal da aresta original, esta podera ser subdividida mais
algumas vezes. E exatamente isto que é feito pelo trecho de cédigo abaixo. A aresta wv cor-
responde a fragao da aresta original que ainda nao foi selecionada. Se possivel, esta fracao sera
subdividida até obtermos duas arestas externas ou uma tinica aresta terminal. No primeiro caso,
uv e wv representarao as duas arestas externas geradas, as quais possuem um s-vértice virtual v

como extremo comum; no segundo caso, uv e wv estardo representando a mesma aresta terminal.

205 (Split the edge wv 205) =
{
CHLPComponent «W;
int cur_len, new len, d_w, inc, p;
W = (CHLP Component *) COMPONENT (wv~from);
inc = W-active 7 W-edges~d + active_d : W~edges-d,
d_w = delta(wv) + inc;

new_len = cur_len = curr_len(wv);

if (cur_len < (wv-len)/nk) /* wv is a terminal edge */
(Set uv and wv to represent the same terminal edge 206)
else {
do {

p = new_len % 2;
new_len =p?new len/2+1: new len /2,
} while (new_len > (wv-len)/nk A cur_len —new len < d_w);

if (cur_len —new_len > d_w) {

(Set uv and wv to represent two external edges 207)
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FHEAPdecreaseKey (W-edges~heap, node (wv), wv);
if (W-active) FHEAPdecreaseKey (active_ heaps, node[ID(W)], W~edges );
}

else (Set uv and wv to represent the same terminal edge 206 )
}
node(uv) = FHEAPinsert(U-edges~heap, uv);
node[ID(U)] = FHEAPinsert(active_heaps, U~edges);

}

Este codigo é usado no bloco 196.

Aqui, atribuimos valores aos campos dos arcos uv e vw de modo que eles representem a mesma
aresta terminal gerada no bloco anterior. Desta forma, o valor do campo curr_len dos dois arcos
deve ser o mesmo e o valor do campo d de cada um deles é calculado de modo a fazer com que

o valor da chave destes arcos seja igual a folga da aresta terminal.

(Set uv and wv to represent the same terminal edge 206 ) =

{

curr_len(uv) = curr_len(wv) = new_ len;

delta(wv) = d_w — (cur_len — new_len) — inc;

delta(uv) = d_w — (cur_len — new_len) — (U~edges~d + active_d);
duplicate (wv) = duplicate (uv) = 1;

}

Este codigo é usado no bloco 205.

No trecho de cédigo abaixo, os campos dos arcos uv e wv sao preenchidos de modo que cada
um deles represente uma das arestas externas geradas no processo descrito no bloco 92.

(Set wv and wv to represent two external edges 207) =
{
curr_len(uv) = new_len;
curr_len(wv) =p 7 new_len —1: new_len;
delta(uv) = —(U-edges~d + active_d);
delta(wv) = curr_len(wv) — inc — (cur_len — new_len —d_w);

}

Este codigo é usado no bloco 205.
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208 (Discard from sf unnecessary edges and return the resulting Steiner forest 208) =

{

SteinerForest xmin_sf;

min_ sf = edgePruning (sf, g, term_ sets);
mian_ sf~dual_ cost = dual_ cost;

(Free the memory allocated by sf chip 209)

return mun_ sf;

}

Este codigo é usado no bloco 187.

209 (Free the memory allocated by sf chlp 209) =
{
gb_recycle (sf);
free(node);
free(h);
free(components);
free(intersect);
BBSTfree();
FHEA Pfree( ),

}

Este codigo é usado no bloco 208.
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Capitulo 6
Fase da Limpeza

Ap6s a construgao iterativa da floresta de Steiner inicial, tem inicio a segunda fase do algo-
ritmo, conhecida como fase de fase da limpeza. O objetivo desta fase é encontrar uma floresta
de Steiner minimal contida na floresta construida na primeira fase. Ao final desta fase, a floresta

de Steiner resultante é devolvida como saida do algoritmo.

A estratégia que usaremos aqui se baseia em um algoritmo para encontrar o ancestral comum
mais proximo (em inglés, “nearest common ancestor” ou “least common ancestor”) de dois nés em
uma 4rvore enraizada. Usaremos este algoritmo para determinar, para cada conjunto de terminais
do grafo, o ancestral comum mais préximo dos vértices que fazem parte do conjunto. Por fim,
com auxilio dos vértices ancestrais encontrados, determinaremos quais as arestas da floresta
sao realmente essenciais (essenciais no seguinte sentido: se uma dessas arestas for removida
da floresta, a floresta resultante possuird pelo menos dois vértices de um mesmo conjunto de

terminais em componentes distintas).

A fungédo edgePrunning apresentada aqui implementa essa estratégia. Ela recebe apontadores
sf_graph e g para estruturas do tipo Graph, onde sf graph representa uma floresta de Steiner
no grafo g, e um vetor term_ sets de conjuntos de terminais do grafo g, cujos elementos se encon-
tram indexados de 0 a g~num_ ts, e devolve um apontador para uma estrutura SteinerForest

correspondente a uma floresta de Steiner minimal contida em sf graph.

211 (Auxiliary functions 20) +=
(More auxiliary functions 212)

SteinerForest *edgePruning(Graph xsf_graph,Graph *g, TermSet term sets)

{

SteinerForest *sf;

(Find the lca of each terminal set 213)
(Determine the necessary edges with the aid of the lcas 217)
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Aplicaremos o algoritmo para o calculo dos ancestrais em cada uma das arvores da flo-
resta sf graph. Como para isto é necessario que essas arvores sejam enraizadas, determina-
remos, para cada arvore, uma raiz e uma relagao de descendéncia entre seus vértices. A fungio
wnitialize_parent, aqui apresentada, realiza uma busca em largura a partir de um dado vértice r
de uma floresta f em um grafo nao-orientado g, preenchendo o conteudo do campo parent_edge

de cada vértice v na componente de r em f da seguinte forma:

e sev =r, 0 campo parent_ edge de v guarda um apontador para um arco a tal que a~tip = r

e a nao pertence a f;

e sev # r, 0 campo parent_ edge de v guarda um apontador para o arco (v, w) de f, indicando
que w € o pai de v na arvore enraizada de raiz r determinada pela busca; tal arco é removido

da lista de adjacéncias de v em f.

Além de 7, f e g, a fungao recebe ainda um vetor term_ sets de conjuntos de terminais de g,
cujos elementos se encontram indexados de 0 a g~num_ts. Ao final de sua execugao, a funcao
devolve um apontador para uma lista ligada dos conjuntos de terminais em term_sets que se

encontram na componente de 7 em f.

#define parent edge u.A /* v-parent_edge~tip is the parent of v x/
#define next_item v.V /* next vertex in the FIFO queue */

#define IN_LIST(TS_ID) (f~wvertices + TS_ID)~z.I

#define TERMSET (V) ((V-termset_id < 0)? A : term_ sets + V~termset_id)

(More auxiliary functions 212) =
TermSet +initialize_ parent(Vertex +r, TermSet xterm_ sets, Graph xg, Graph *f)
{
Arc xa;
Vertex xhead, *tail;
TermSet z, *;
int 7;
[ = &z
bnest_tset = A;
for (:=0; ¢ < g»num__ts; i++) IN_LIST(7) = 0;
a = (Arc *) malloc(sizeof (Arc));
arlip = r;

r~parent _edge = a;
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™next_item = A;
head = tail = 7;
while (head) {
Arc xt = A;
Vertex *v = head, *v_;
TermSet xts;
for (a = vrarcs; a; a = a nezt) {
Vertex *w = mfip;
if (w-parent_edge) { /* w is the parent of v x/
if (t) t-next = a-nect;
else v~arcs = anext;
continue;
}
w~parent_edge = (v <w) ? (a+1):(a—1);
wnezt item = A;
tail-next_item = wj;
tail = tail-next item;
t =a,;
}
v_ = grvertices + (v — f-vertices);
ts = TERMSET(v_ );
if (ts A -IN_LIST(v_~termset_ id)) {
ts~next tset = l-next_tset;
lnext tset = ts;
IN_LIST(v_~termset id) = 1;
}

head = head-next item;

}

return l~nezt_tset;
}

Veja também bloco 218.

Este codigo é usado no bloco 211.

Aqui, inicialmente é feito o pré-processamento das arvores em sf graph para o calculo dos vér-
tices ancestrais. Para cada arvore T' da floresta, aplicamos a fungéao initialize parent apresentada
no bloco anterior, tornando 7' uma 4rvore enraizada. Feito isso, podemos, entao, utilizar a funcao

lca_preprocessing que implementa a fase de pré-processamento do algoritmo para o calculo do
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ancestral commum mais proximo. Esta fungao pré-processa uma dada arvore enraizada de tal
forma que as consultas pelo ancestral comum mais proximo de dois vértices quaisquer na &rvore
podem ser respondidas de maneira rapida (em tempo constante). Por fim, obtemos o ancestral
comum mais proximo de cada conjunto de terminais que se encontra em 7. Apos a execugao
do trecho de codigo abaixo, para cada vértice v no grafo g, v~head id contera o identificador
do conjunto de terminais que se encontra na primeira posicao da lista ligada de conjuntos de
terminais dos quais v é ancestral comum mais préoximo; caso nao existam conjuntos de terminais

que tenham v como ancestral comum mais préximo, v~head_id seré igual a —1.
213 #define head id w./ )

(Find the lca of each terminal set 213) =

{

Vertex xv;
(Construct the list of terminals of each terminal set 214)
for (v = sf_graph~vertices; v < sf_graph-vertices + sf_graph-n; v++) {
Vertex *u;
vparent_edge = A;
u = g~vertices + (v — sf _graph-vertices);
u~head 1d = —1;
}
for (v = sf graph~vertices; v < sf_graph-vertices + sf _graph-n; v++) {
TermSet *ts_list;
if (v-parent_edge) continue;
ts_list = initialize_parent (v, term_ sets, g, sf _graph);
if (—ts_list) continue;
lca_preprocessing (v);
(find the lca of each terminal set in the list ts_ list 215)

}
}

Este codigo é usado no bloco 211.

214 (Construct the list of terminals of each terminal set 214) =
{
Vertex *v;
TermSet xts;
for (ts = term_sets; ts < term_sets 4+ g=num_ts; ts++) ts-vertices = A;
for (v = gvertices; v < g-vertices + g~n; v++) {
ts = TERMSET (v);
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}

if (—ts) continue;
vnezt terminal = ts—~vertices;

ts~vertices = v;

Este codigo é usado no bloco 213.

O trecho de codigo abaixo é responsavel pelo calculo do ancestral comum mais préximo de cada

conjunto de terminais que se encontra na lista ts_ list. Para isto, ele conta com o auxilio da funcao

lca que devolve o ancestral comum mais préximo de dois vértices em uma arvore pré-processada

pela fungao lca_ preprocessing . Ao final da execugao deste trecho, TS_LIST(w) associara a cada

vértice w do grafo g um apontador para uma lista ligada dos conjuntos de terminais dos quais w

¢ ancestral comum mais proximo. Se nao existirem conjuntos de terminais que tenham w como

ancestral comum mais proximo, TS_LIST(w) ser4 igual a A.

#define TS_LIST(V) ((V-head_id < 0) ? A : (term_sets + V~head_id))

(find the Ica of each terminal set in the list ¢s_list 215) =

{

}

TermSet *ts = ts_list;

while (ts) {

TermSet *t = ts~next tset;

Vertex *v, xw, *w_;

w = ts~vertices;
w_ = sf graph~vertices + (w — g~vertices);
for (v = wenest_terminal; v; v = v-next_terminal) {

Vertex *v_ = sf graph~vertices + (v — g-vertices);

w_ =lea(w_,v_);
}
w = g~vertices + (w_ — sf_ graph-vertices);
ts~next tset = TS_LIST(w);
w~head_1d = ts~id;

ts =t

Este cédigo € usado no bloco 213.
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Para que possamos utilizar as funcoes lca_ preprocessing e lca como acima, precisamos incluir

o arquivo cabegalho lca.h, no qual elas se encontram prototipadas.

(Header files of sf.c 2) +=
#include "1lca.h"

Tendo identificado o ancestral comum mais préximo de cada conjunto de terminais, tudo o
que precisamos fazer agora € selecionar as arestas da floresta no caminho entre cada vértice do
conjunto e o ancestral encontrado. Note que a floresta sf construida com as arestas selecionadas

desta forma é uma floresta de Steiner minimal, pois:

e dados dois vértices u e v de um mesmo conjunto de terminais, sempre existe um caminho

entre u e v que contém somente arestas em sf;

e se removermos alguma das arestas em sf obteremos uma floresta que possui pelo menos

dois vértices de um mesmo conjunto de terminais em componentes distintas.

Devido a0 modo como selecionaremos as arestas que farao parte da nova floresta, sera ne-
cessario calcular, para cada arvore, uma lista contendo os vértices ancestrais em pré-ordem e
processa-los na ordem em que eles aparecem nesta lista. Tal lista é calculada abaixo pela funcao

lca_ preorderlist, a qual serd apresentada mais adiante.

#define wvisit y.I
#define next lca z.V
#define marked b.1

(Determine the necessary edges with the aid of the lcas 217) =
{

Arc *t, x;

Vertex [, *v, *w;

sf = (SteinerForest *) malloc(sizeof (SteinerForest));

sf~edges =t = &ux;

sf~cost = 0;

for (v = sf_graph-vertices; v < sf_ graph-vertices + sf _graph-n; v++) {
vevisit = 0;
veparent_ edge~marked = 0;

}

w = &l;

wenezt_lca = A;

for (v = sf_graph~vertices; v < sf_graph~vertices + sf graph-n; v++) {
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if (v-parent edge~tip # v) continue;
lca_preorderlist (v, g, sf graph, &w);
for (w = l.nest_lca; w, w = w-nezt_lca) {
TermSet xts;
for (ts = TS_LIST(ﬁ;); ts; ts = ts~next_tset) {
Vertex xz;
for (z = ts~vertices; z; z = z~next_ terminal)

(select the edges in the path from z to w in sf graph 219)

}
w = &l;
w-nest_lca = A;

}

t-next edge = A,

sf~edges = sf-edges~next_edge;
return sf;

}

Este codigo é usado no bloco 211.

Apresentamos aqui a fungao lca_ preorderlist , utilizada no bloco anterior. Ela recebe os se-

guintes argumentos:
e graph: um grafo;

e v: um dos vértices de sf graph;

e sf graph: apontador para uma estrutura do tipo Graph que representa uma floresta
geradora do grafo graph da qual uma arvore de raiz v faz parte; além disso, para cada
vértice w de graph, se w encontra-se na posicao i do vetor graph-vertices entdo o vértice

correspondente a w em sf_graph encontra-se na posigao i do vetor sf graph-~vertices;

t: apontador para uma estrutura do tipo Vertex.

Ao final de sua execucgao, a funcao tera construido uma lista ligada de vértices u de graph,
onde u~ts_list # A, que apresenta a seguinte propriedade: quando visitamos os vértices na
ordem em que eles aparecem na lista, os correspondentes vértices em sf graph sio visitados em
um percurso em pré-ordem na drvore de raiz v. Além disso, o campo nezt_lca do vértice que era

apontado por ¢ no momento em que a fungao foi evocada conterd um apontador para o primeiro
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vértice de tal lista (aqui, € importante ressaltar que, ao final da execucao da funcao, t nao estara
mais apontando para o mesmo vértice para o qual apontava inicialmente, antes da execucao da
funcao).
218 (More auxiliary functions 212) +=
void lca_ preorderlist (Vertex *v, Graph *graph, Graph sf graph, Vertex xt)
{
Arc xa;
Vertex *v_;
vruisit = 1;
v_ = graph~vertices + (v — sf_graph-~vertices);
if (v_~head id >0) {
v_—nest lca = A;
(xtynext lca =v_;
*t=1v_;
}
for (a = vrarcs; a; a = a neat) {
if (a-tip~visit) continue;
lca_ preorderlist (atip, graph, sf graph,t),

Para selecionar as arestas no caminho em sf graph entre o vértice terminal z e o ancestral w
do conjunto de terminais de z, basta percorrermos as arestas da arvore que os contém, seguindo
os apontadores parent edge dos vértices a partir de z até que encontremos ou o vértice w ou
uma aresta ja selecionada. Cada aresta visitada neste percurso é marcada, atribuindo-se valor 1

para o campo marked da aresta, e incluida na floresta sf.

219 (select the edges in the path from z to w in sf graph 219) =
{
Vertex *w_ = sf_graph-vertices + (w — g-vertices);
Vertex *z_ = sf graph—vertices + (z — g-vertices);
while (z_ # w_ A —(z_-parent_edge~marked)) {
t-next edge = z_—parent_edge~original_arc;
sf~cost += z_—parent_edge-len;
z_~parent_edge~marked = 1;
t = t-next_edge;

z_ =z _-parent_ edge-lip;
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}

Este codigo é usado no bloco 217.
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Apéndice A

Calculo do ancestral comum mais

proximo

Seja T uma arvore enraizada e seja x um vértice qualquer de T. Dizemos que todo vértice
que ocorre no caminho que vai de = até a raiz de 7' € um ancestral de z em 7. Agora, sejam u e
v dois vértices de T e P, e P, os caminhos que vao, respectivamente, de u até a raiz e de v até
araiz. O ancestral comum mais prézimo (em inglés, nearest common ancestor ou least common

ancestor) de u e v em T € o primeiro vértice que ocorre tanto em P, quanto em P,.

Considere entao o seguinte

Problema: Dados uma arvore enraizada 7" e dois vértices v e v de T', encontrar o

ancestral comum mais proximo de v e v em 7.

Apresentaremos aqui uma implementacao de um algoritmo que preprocessa 7' em tempo
linear no seu numero de vértices e, apds isso, responde a consultas pelo ancestral comum mais
proximo de quaisquer dois vértices de T em tempo constante. Este algoritmo, concebido por
Schieber e Vishkin, foi originalmente apresentado em [25]. Uma descri¢ao mais detalhada pode

ser encontrada em [24].

A.1 Dois casos especiais: cadeias e arvores binarias completas

O algoritmo para o calculo do ancestral comum mais proximo em &rvores enraizadas arbitra-

rias se baseia em algoritmos para dois casos especiais: cadeias e arvores binarias completas.

Quando a arvore T' do problema é uma cadeia (ou seja, cada vértice interno de 7" contém

apenas um unico filho) é facil determinar o ancestral comum mais préximo de u e v: basta
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determinar qual dos dois vértices se encontra mais proximo da raiz e este sera o vértice ancestral
procurado. Em outras palavras, o ancestral comum mais proximo de u e v serd aquele, dentre
u e v, que se encontra no nivel de menor valor (isto €, no nivel mais alto) da arvore (lembrando

que o nivel de um vértice na arvore é dado por sua distancia até a raiz).

Quando 7' é uma arvore binaria completa (ou seja, uma arvore onde cada vértice interno
possui exatamente dois filhos e todas as folhas se encontram em um mesmo nivel) precisamos
inicialmente calcular a ordem em que cada vértice de T' é visitado em um percurso de 7" em
inordem. Isto é necessério, pois a representacao binaria do nimero ¢n(v) > 1 associado a ordem
em que cada vértice v é visitado neste percurso apresenta propriedades bastante titeis. Assumindo
que os bits da representacao binaria de in(v) estao indexados de 0 (bit menos significativo) a [
(bit mais significativo), onde [ é o nivel em que se encontram as folhas de T', e que 7 é o indice

do bit 1 mais & direita (ou seja, menos significativo), essas propriedades sao as seguintes:

e [ — 1 indica o nivel em que o vértice v se encontra em T}

e se v, ¢ o filho esquerdo do vértice v, entao a representagao binaria de in(v,.) consiste dos
| — 7 primeiros bits de in(v) (ou seja, os [ — ¢ bits mais significativos), seguidos de um bit
0, um bit 1 e z — 1 bits 0;

e se vg € o filho direito do vértice v, entao a representagao binaria de in(v4) consiste dos I —1

primeiros bits de in(v), seguidos de dois bits 1 e 7 — 1 bits 0.

A partir dessas propriedades, pode-se deduzir facilmente que um vértice v é ancestral de um
vértice w se, e somente se, os nameros in(v) e in(w) satisfazem as seguintes condigoes, onde 7 é

o indice do bit 1 mais a direita na representagao binaria de in(v):

1. os | —1 primeiros bits de in(w) correspondem exatamente aos [ — ¢ primeiros bits de in(v);

2. o indice do bit 1 mais a direita de in(w) é menor ou igual a 1.

Desta forma, dados dois vértices z e y, um vértice z é ancestral comum de z e y se os [ — 1
primeiros bits de in(z) (onde % &, como antes, o indice do bit 1 mais & direita na representacao
binéria de in(z)) sdo iguais aos [ — ¢ primeiros bits de in(z) e de in(y) e, além disso, o indice do
bit 1 mais a direita em ambos, in(z) e in(y), é menor ou igual a i. Note que, assim, o ancestral

comum mais proximo de z e y é aquele para o qual 7 € minimo (pois este & o ancestral que se

encontra num nivel mais baixo — ou seja, de maior valor — que os demais).

O algoritmo abaixo se baseia nestas idéias para encontrar o ancestral comum mais préximo

de dois vértices z e y em uma arvore binaria completa 7.
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Algoritmo ACMP-BC(T, z, y)

1 4, « indice do bit 1 mais & direita de in(x)

2 i, « indice do bit 1 mais & direita de in(y)

3 tmaz — maz{iz, iy}

4 se 0S| — i, primeiros bits de in(z) sdo iguais aos [ — %,,4, primeiros bits de in(y)

5 entao

6 Se 1z = Lmax

7 entao devolva z

8 senao devolva y

9 senao

10 i+ indice do bit mais a esquerda em que in(z) e in(y) diferem

11 seja b o nimero formado pelos | — % primeiros bits de in(z) seguidos por um bit 1
e bits 0

12 seja z o vértice de T tal que in(z) = b

13 devolva z

A.2 O algoritmo

Como ja foi mencionado, o algoritmo para arvores enraizadas arbitrarias se baseia nos algo-
ritmos descritos no bloco anterior para dois casos especiais do problema. A idéia do algoritmo
é particionar os vértices da arvore T' do problema em cadeias disjuntas e mapear, através de
uma fungado injetiva ¥, este conjunto de cadeias no conjunto de vértices de uma arvore binaria
completa B. Tal mapeamento tem a seguinte propriedade (preservacio da ascendéncia): se v
¢ um ancestral de u em T entdao ¥(C,) € um ancestral de ¥(C,) em B, onde C, e C,, sao as

cadeias em T' as quais pertencem, respectivamente, v e u.

Assim, dados dois vértices z e y de T', se = e y pertencem a uma mesma cadeia, entdo é
facil determinar o ancestral comum mais préoximo de z e y, como vimos no bloco anterior (caso
especial em que a arvore do problema é uma cadeia). Caso contrario, sejam C; e C, as cadeias
as quais = e y pertencem. Para descobrir o ancestral comum mais préximo de =z e y em T,
o algoritmo inicialmente encontra o ancestral comum mais préximo de ¥(C;) e ¥(Cy) em B
(através do algoritmo ACMP-BC visto no bloco anterior). Entdo, usando algumas informagoes
adicionais, como veremos adiante, o algoritmo identifica a cadeia em T' que contém o ancestral

comum mais proximo de z e y e, por fim, determina e devolve tal vértice.
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Pré-processamento

O objetivo da fase de pré-processamento do algoritmo é fazer com que seja possivel realizar
em tempo constante consultas pelo ancestral comum mais préximo de quaisquer dois vértices da
arvore T'. Para isto, a arvore T' é pré-processada de modo que, ao final, trés rétulos estejam
associados a cada vértice v de T level(v), inlabel(v) e ascendant(v). Além disso, é construida

uma tabela auxiliar, a qual chamaremos de head.

Para cada v, o rétulo level(v) indica o nivel em que o vértice v se encontra em 7. O nivel de um
vértice na arvore indica sua distancia até a raiz e, desta forma, podemos defini-lo recursivamente

da seguinte forma, onde p(v) indica o pai do vértice v em T

level(v) 0 se v é araiz de T’
evew\v) =
level(p(v)) +1 caso contrario.

Note que, assim, level(v) pode ser facilmente calculado para todo v, percorrendo-se a &rvore 7'

(uma tunica vez) em pré-ordem.

O rotulo inlabel é usado para particionar o conjunto de vértices de T° em cadeias disjuntas.
Assim, dois vértices u e v pertencem a uma mesma cadeia em T se e somente se inlabel(u) =
inlabel(v). Para calcular o rotulo inlabel, & necessario primeiramente calcular, para cada vértice
v em T, os rotulos pre(v) e size(v) que indicam, respectivamente, a ordem em que v € visitado
em um percurso em pré-ordem de 7" e o nimero de vértices na sub-arvore de 7' com raiz em v. O
percurso de 7' em pré-ordem apresenta a seguinte propriedade: para cada vértice w na sub-arvore
de T com raiz em v, pre(v) < pre(w) < pre(v) + size(v) — 1. Chamaremos de intervalo de v o
intervalo fechado [pre(v), pre(v) + size(v) — 1]. Desta forma, vamos definir o rétulo inlabel(v),
para cada v, como sendo igual ao inteiro no intervalo de v cujo o indice do bit 1 mais & direita

em sua representagao binaria é maximo.

Por que o rotulo ¢nlabel definido desta maneira particiona os vértices de T° em cadeias dis-
juntas? Primeiramente, note que, dados dois vértices u e v de T, se inlabel(u) = inlabel(v) = p,
entdo o vértice w tal que pre(w) = p se encontra tanto na sub-arvore de 7' com raiz em u
quanto na sub-arvore de T' com raiz em v. Desta forma, u e v sdo ancestrais de w e, por-
tanto, u e v se encontram em uma mesma cadeia em 7. Além disso, se dois vértices u e v se
encontram em uma cadeia cujos extremos superior e inferior, s e t, respectivamente, sao tais
que inlabel(s) = inlabel(t), entdo inlabel(u) = inlabel(v). Vamos mostrar que isso é verdade.
Sejam 1., is e i; os indices do bit 1 mais & direita em inlabel(u), em inlabel(s) e em inlabel(t),
respectivamente. Como ¢ estd na sub-arvore de T' com raiz em u, temos que o intervalo de ¢
esta contido no intervalo de u e, desta forma, ,, > ;. Seguindo o mesmo raciocinio, temos que
is > 1. Assim, se inlabel(u) # inlabel(t) entao s > i, > ; e, portanto, ¢ > % 0 que é absurdo
ja que inlabel(s) = inlabel(t). Logo, inlabel(u) = inlabel(t). Do mesmo modo, concluimos que
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inlabel(v) = inlabel(t) e, portanto, inlabel(u) = inlabel(v).

O roétulo inlabel também é usado para definir uma fungao injetiva ¥ que mapeia as cadeias
em que T foi particionada nos vértices de uma &rvore binaria completa B com 2UosVrl+1 _ 1
vértices (note que esta é a menor arvore que contém pelo menos | V| vértices). Seja C; a cadeia
cujo valor do rétulo inlabel de cada um dos vértices ¢ igual a 7. Vamos definir ¥(C;) da seguinte

forma:

U(C;) = v € Vp tal que in(v) = 1.

A funcao ¥ definida desta maneira satisfaz a propriedade de preserva¢ao da ascendéncia, ou
seja, se u e v sao dois vértices de 1" tais que v € ancestral de u, entao V(C,) é ancestral de U(C,,),
onde C, e C, sao as cadeias as quais pertencem v e u, respectivamente. Para enxergar isto,
note primeiramente que, como v € ancestral de u, sabemos que u se encontra na sub-arvore de T°
com raiz em v e, deste modo, o intervalo de u esta contido no intervalo de v. Assim, inlabel(u)
pertence ao intervalo de v e, portanto, ¢, > ,, onde %, e %, sdo os indices do bit 1 mais a direita
em inlabel(u) e em inlabel(v), respectivamente. Além disso, pelo mesmo motivo, os [ — i, bits
mais & esquerda de inlabel(u) sdo iguais aos | — 7, bits mais a esquerda de inlabel(v). Logo,
inlabel(v) = in(¥(Cy)) e inlabel(u) = in(V(C,)) satisfazem as condigoes 1 e 2 descritas no
bloco 2 e, portanto, ¥(C,) é um ancestral de ¥(C,) em B.

A reciproca da propriedade acima nem sempre é verdadeira, ou seja, é possivel que, embora v
nao seja ancestral de u em T', ¥(C,) seja um ancestral de U(C,) em B. Esse fato motiva a utiliza-
¢ao do rotulo ascendant. Para cada vértice u, ascendant(u) guarda todos os ancestrais de ¥(C,,)
em B que estdo associados a ancestrais de w em T'. Mais precisamente, ascendant(u) guarda todos
os nimeros inlabel(v) para os quais v &€ um ancestral de u em T' (note que inlabel(v) = in(¥(Cy))
e que, pela propriedade da preservagao da ascendéncia, ¥(C,) € ancestral de ¥(C,) em B). Po-
demos guardar todos estes nimeros em apenas um tnico inteiro no intervalo [0, 2llceVrl+1 _ 1]
Isso segue do fato de que, para cada w ancestral de ¥(C,) em B, podemos determinar in(w) a
partir do indice < do bit 1 mais & direita em sua representacao bindria, ja que os [ — ¢ primeiros

bits de in(w) sdo iguais aos [ — ¢ primeiros bits de in(¥(C,)) = inlabel(u).

Desta forma, vamos definir ascendant(u) como sendo o inteiro cuja representacao binaria é
formada pelos bits A;, 0 < j < |log | Vr|], que satisfazem a seguinte propriedade:

A—le J € o indice do bit 1 mais a direita em inlabel(v)
e para algum vértice v ancestral de u em 7.

Note que o tinico ancestral da raiz de T é ela propria e que o valor do rétulo inlabel da raiz é 2'.
Além disso, se u é um vértice de T' diferente da raiz, o tnico ancestral de u que nao é ancestral
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de p(u) & o proprio u. Assim, podemos definir recursivamente o rétulo ascendant(u), para cada

vértice u em T', da seguinte forma, onde 4 é o indice do bit 1 mais & direita na representacio

binaria de inlabel(u):

. se u € araiz de T’
ascendant(u) = { ascendant(p(u)) se inlabel(u) = inlabel(p(u))
ascendant(p(u)) +2'  caso contrario.

Note que a defini¢ao acima sugere uma estratégia simples para o calculo do rétulo ascendant
de cada vértice de T": percorrer T (uma Gnica vez) em pré-ordem, testando para cada vértice u

visitado as condigoes da definigao acima e atribuindo o valor correspondente a ascendant(u).

Para concluir a nossa descrigao sobre a fase de pré-processamento do algoritmo, vamos falar
agora sobre a tabela auxiliar head. Esta tabela nada mais é do que um vetor indexado pelo valor
dos rotulos inlabel dos vértices da arvore T' (note que o tamanho deste vetor ¢ linear em | V).
Para cada i, head[t] guarda o vértice da arvore T' que se encontra mais proximo da raiz e cujo

valor do rotulo inlabel é igual a i. Note que, desta forma,

. raiz de T' se i =2
head[i] = o . :
v tal que ¢ = inlabel(v) # inlabel(p(v)) caso contrario.
Assim, podemos facilmente preencher a tabela head em um percurso em pré-ordem da ar-
vore T'.
Consultas

Apos realizar o pré-processamento da arvore 7', como foi descrito no bloco anterior, é possivel
responder a consultas pelo ancestral comum mais préoximo de quaisquer dois vértices de 7' em
tempo constante. Dados dois vértices = e y de T', vamos descrever a partir de agora o algoritmo

para encontrar o ancestral comum mais préximo de z e y.

Se inlabel(z) = inlabel(y), entdo = e y se encontram em uma mesma cadeia em T e, desta
forma, o ancestral comum mais préximo de z e y serd z, se level(z) < level(y), e serd y, caso
contrario. Agora, se inlabel(z) # inlabel(y), entdo z e y se encontram em cadeias distintas em

T e, neste caso, iremos encontrar o ancestral mais proximo de = e y em quatro passos:

1. Sejam C; e Cy as cadeias em T em que se encontram, respectivamente, = e y. Este
primeiro passo consiste em encontrar o ancestral comum mais proximo de ¥(C;) e ¥(C,)
em B. Mais precisamente, estamos interessados em encontrar a ordem em que tal vértice

é visitado em um percurso em inordem de B. Note que, para isto, basta utilizar uma
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versao levemente modificada do algoritmo ACMP-BC' (visto no bloco 2) com B, ¥(C,)
e ¥(Cy) como argumentos, ja que B é uma arvore binaria completa (na implementacio
deste passo, a arvore B serd dada implicitamente e o algoritmo recebera como argumentos
inlabel(z) = in(V(C;)) e inlabel(y) = in(¥(Cy))).

2. Seja v 0 ancestral comum mais proximo de ¥(C;) e ¥(Cy) em B. A partir de in(v), vamos
descobrir a cadeia em T em que se encontra z, o ancestral comum mais proximo de z e y.
Mais especificamente, vamos descobrir o valor de inlabel(z) o qual sabemos que é igual a
in(¥(C,)), onde C, é a cadeia em T em que se encontra z. Note que, como nem todo
ancestral comum de ¥(C;) e ¥(C,) em B esta associado a cadeia de um ancestral comum
de z e y em T, v ndo é necessariamente igual a ¥(C,). Entretanto, nao é dificil de concluir
que V(C,) é o ancestral mais proximo de v que esta associado a cadeia de um ancestral

comum de z e y em T (tal fato segue da propriedade da preservagao da ascendéncia).

Entao, sejam ¢ o indice do bit 1 mais a direita em in(v), j o indice do bit 1 mais a direta em
inlabel(z) e ascendant;_;(z) e ascendant(;_;(y) os nimeros formados pelos [ — primeiros
bits de ascendant(z) e ascendant(y), respectivamente. Como ¥(C,) é ancestral de v e
mn(V(C,)) = inlabel(z), temos que j > i e, desta forma, j é o indice de algum dos bits 1
de ascendant|_;(z) A ascendant;_;(y). Como o nivel de ¥(C,) é o mais baixo possivel,
sabemos que j ¢ o indice do bit 1 mais & direita em ascendant;_;(z) A ascendant)_;(y).
Por fim, note que uma vez que conseguimos determinar j, determinamos também o valor
de inlabel(z). Isso segue do fato que inlabel(z) é o namero formado pelos [ — j primeiros
bits de inlabel(z) seguidos por um bit 1 e j bits 0, ja que ¥(C,) é ancestral de ¥(C;) em
B, in(¥(C,)) = inlabel(z) e in(V(C;)) = inlabel(z).

3. Agora que ja sabemos em que cadeia de 71" o vértice z se encontra, vamos descobrir, neste
passo, os vértices T e § que sao, respectivamente, o ancestral mais préoximo de = em C, e
o ancestral mais proximo de y em C,. Aqui, descreveremos apenas como determinar z. Q

procedimento para determinar ¥ € analogo.

Note que, se inlabel(z) = inlabel(z), entdo x se encontra em C, e, desta forma, T = z.
Caso contrario, seja w o ancestral de z cujo pai é Z. Como Z é o ancestral mais préximo de
z que se encontra em C,, temos que inlabel(w) # inlabel(Z) e, desta forma, w é o vértice
que se encontra no nivel mais alto em sua cadeia. Logo, w = head[inlabel(w)]. Assim,
tudo que precisamos fazer para determinar w e, desta forma, determinar Z, é descobrir o
valor de inlabel(w). Observe que, para isto, basta que calculemos 4,,, o indice do bit 1 mais
a direita em inlabel(w), ja que inlabel(w) é o numero formado pelos | — 4,, primeiros bits
de inlabel(z) seguidos por um bit 1 e 4, bits 0. E exatamente isso que vamos fazer agora.
Seja iz o indice do bit 1 mais a direita em ¢nlabel(Z). Como w estd na sub-arvore de T’ com
raiz em Z sabemos que o intervalo de w estd contido no intervalo de T e, portanto, iz > i,,.

Do mesmo modo, podemos concluir que para todo w’ tal que w é ancestral de w', iy, > 4y,
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onde i, € o indice do bit 1 mais a direita em inlabel(w’). Logo, %, € o indice do bit 1 mais

a esquerda em ascendant;,(z), namero formado pelos iz ltimos bits de ascendant(z).

4. Por fim, note que podemos determinar z facilmente a partir de Z e y. Para isto, basta
observar que z é aquele, dentre estes dois vértices, que se encontra em um nivel mais alto
em T. Esta observacao segue do fato que, como Z e ¥ se encontram em uma mesma
cadeia em T, um dos dois (0 que esta no nivel mais alto) é ancestral do outro e, portanto,
¢é ancestral comum de z e y. Assim, pela maneira como definimos Z e ¢, temos que se

level(Z) > level(y) entao z = Z e, caso contrario, z = .

A.3 Implementacao em CWEB

A partir de agora, apresentaremos uma implementacao do algoritmo que acabamos de descre-

ver. A estrutura geral da implementagao é dada abaixo.

221  (Header files of lca.c 222)
( Global variables of Ica.c 226)
(Internal functions of lca.c 227)
( External functions of lca.c 225)

Para representar vértices, arestas e a arvore de entrada, faremos uso das estruturas de dados
definidas no SGB. Para isto, vamos incluir o arquivo cabecalho gb_graph.h que contém as
definicoes dessas estruturas.

222 (Header files of Ica.c 222) =
#include "gb_graph.h"

Veja também blocos 224, 231 e 237.

Este codigo é usado no bloco 221.

O algoritmo para o céalculo do ancestral comum mais préximo serd implementado através de
duas fungGes: lca_preprocessing, responséavel pelo pré-processamento da arvore de entrada, e
lca, a qual responde & consultas sobre o ancestral comum de quaisquer dois vértices da arvore
pré-processada. Aqui, vamos gerar um arquivo lca.h que servird de interface para programas

que porventura queiram utilizar estas duas fungoes.

223 (lca.h 223) =
void lca_ preprocessing (Vertex *r);
Vertex *lca(Vertex *u, Vertex *v);
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(Header files of lca.c 222) +=
#include "lca.h"

A funcdo lca_preprocessing recebe um ponteiro 7 para a raiz de uma arvore e preprocessa
esta arvore, associando a cada vértice u trés rotulos inteiros: u-level, u~inlabel e u~ascendant, os
quais sao armazenados nos utility fields v, x e y do vértice, respectivamente. Além disso, também
é criada uma tabela auxiliar head. Os rétulos e a tabela sao como aqueles descritos no algoritmo

visto no bloco 4 e serdo utilizados posteriormente pela fungao lca, sempre que esta for chamada.

A arvore deve estar representada através de uma estrutura Graph. Além disso, cada um de
seus vértices, com excecao da raiz 7, deve possuir um apontador para o arco leva ao seu pai na
arvore e tal apontador deve estar armazenado no utility field u do vértice. No caso da raiz, o utility
field u deve armazenar um ponteiro para um arco que conduz a proépria raiz. Aqui, renomearemos
este utility field, através de um define, para parent_edge. Assim, mparent edge~tip = r e, se
v # 1, v*parent_ edge~tip serd um ponteiro para o pai de v na arvore. Por fim, para todo vértice

v, 0 arco vparent_edge nao deve fazer parte da lista de adjacéncia de v na arvore.

F#define parent edge u.A
#define level wv.I

#define inlabel z.I

#define ascendant y.I
(External functions of lca.c 225) =

void lca_preprocessing (Vertex #r)

{

( Compute the level and the inlabel number of each vertex 228)
(Compute the ascendant number of each vertex and construct the head table 230)

}

Veja também bloco 233.

Este codigo é usado no bloco 221.

( Global variables of lca.c 226) =
Vertex #xhead;

int maz_inlabel = 0;

Este codigo é usado no bloco 221.

Nos proximos blocos, freqiientemente precisaremos descobrir o indice do bit 1 mais significativo
de um numero. A fungao abaixo recebe um inteiro z e calcula o indice do bit 1 mais a esquerda

(o bit mais significativo) na representagao binaria de z.
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227 (Internal functions of lca.c 227) =
static int msb(unsigned long z)
{
register unsigned long b;
register float f;
if (z=0) return O;
f = (float) z;
asm__ ("movyuuhl, ukO\n\t"
"sar,uu$0x17,,%0\n\t"
"subyuu$0x7F, u%0\n\t"
: "=r"(b)
o (f)
)

return ((int) b);

}

Veja também blocos 229, 232 e 235.

Este codigo € usado no bloco 221.

Este bloco é responsavel pelo preenchimento dos campos level e inlabel de cada vértice da
arvore. Na verdade, todo este trabalho é feito pela funcao label! , a qual sera descrita no préximo

bloco.

228 (Compute the level and the inlabel number of each vertex 228) =

{

r~level = —1;
labell (1);

}

Este c6digo é usado no bloco 225.

A funcgao labell recebe como argumento um vértice v de uma arvore e calcula, para todo vértice
w na sub-arvore com raiz em v, o valor de w~level e w~inlabel.
229 #define preorder y.I
#define size z.1

(Internal functions of Ica.c 227) +=
void labell (Vertex #v)

{
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Arc xa;
Vertex *w;
int ¢, z;
static long p;
w = v-parent _edge~tip;
vlevel = wlevel + 1;
if (w=wv) p=1;
v preorder = p++;
vsize = 0;
for (a = vrarcs; a; a = anezt) {
labell (a-tip);
v-size += a-tip-size;
}

(v+size)++;

z = (vepreorder — 1) ® (v-preorder + v-size — 1);

1 = msb(z);

vinlabel = ((vepreorder + v-size — 1) > 1) < i;

if (v-inlabel > maz_inlabel) maz_inlabel = v-inlabel,;

Aqui é feito o céalculo do valor do rétulo ascendant de cada um dos vértices na arvore e, além

disso, a tabela head [0..maz_inlabel + 1] é criada e preenchida. A maior parte desse servico é

feita pela funcao label?, a qual descreveremos logo adiante.

230 (Compute the ascendant number of each vertex and construct the head table 230) =

{

}

Arc *a;

head = (Vertex xx) malloc((maz_inlabel + 1) * sizeof (Vertex x));

rascendant = rinlabel;

head [r~inlabel| = r;

for (a = rarcs; a; a = a next) label2 (a-tip);

Este codigo ¢ usado no bloco 225.

231 (Header files of lca.c 222) +=
#include <stdlib.h>
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A funcao label2 recebe um vértice v de uma arvore, da qual v nao é raiz, e calcula o valor do
rotulo ancendant de todo vértice que se encontra na sub-arvore com raiz em v. Além disso, esta

funcao também preenche a tabela head como especificado no algoritmo descrito no bloco 4.

232 (Internal functions of lca.c 227) +=
void label2 (Vertex xv)
{
Arc xaq;
Vertex *w = v-parent_ edge-tip;
if (v-inlabel = w~inlabel) v-ascendant = w-ascendant;
else {
int z = vinlabel;
vrascendant = w~ascendant + (z — (z & (z — 1)));
head [z] = v;

}

for (a = varcs; a; a = anext) label2 (a-tip);

A funcao lca recebe como argumentos dois vértices e y de uma arvore e devolve o ancestral
como mais proximo de z e y. Para tanto, tal drvore deve ter sido pré-processada anteriormente

através de uma chamada a funcao lca_ preprocessing .

233 (External functions of lca.c 225) +=
Vertex *lca(Vertex xz, Vertex *y)

{

int lca_nlabel, j;

if (z~inlabel = y~inlabel) return ((z-level < y-level) 7 = : y);
(Find lca_ inlabel, the inlabel number of the Ica of = and y 234)
(Find and return the lca of z and y 236)

O trecho de codigo abaixo calcula o valor do rétulo inlabel do ancestral comum mais préximo
de z e y. Para isto, ele conta com o auxilio da fungao cbt_lca, a qual serd apresentada no préximo
bloco. Note que este trecho de cédigo nada mais é do que uma implementacdo dos passos 1 e 2

do algoritmo visto no bloco 5.

234 (Find lca_inlabel, the inlabel number of the Ica of z and y 234) =

{

int b = cbt_lca (z~inlabel , y~inlabel ),



Calculo do ancestral comum mais préximo 157

int i =msb(b— (b& (b—1)));

int common = (z~ascendant) & (y~ascendant);

int common_i = (common > 1) < i;

j = msb(common_1 — (common_1 & (common_i — 1)));
lca_inlabel = (((z~inlabel) > (7 + 1)) < (7 + 1)) + (1 < j);

}

Este codigo é usado no bloco 233.

A funcédo cbt_lca recebe dois inteiros = e y tais que z = in(u), y = in(v) e u e v sdo vértices
de uma arvore binaria completa. A partir de z e y, esta fungao calcula e devolve in(z), onde z é
o ancestral comum mais proximo de u e v na arvore. Note que esta funcao é uma implementagao
do algoritmo ACMP-BC' visto no bloco 2.

235 (Internal functions of lca.c 227) +=
int cbt_lea(int z,int y)
{
int 7, j, k;
i=msb(z — (z & (z — 1)));
j=msb(y—(y& (y —1)));
k=((i>75)7i:5)+1;
if ((z>k)# (y>k)) {
k = msb(z @ y);
return ((z > (k+1)) < (k+1)) + (1 € k);

}

else return ((z > j) 7z :y);

Por fim, aqui é calculado o ancestral comum mais préximo de z e y na arvore. O trecho de

co6digo abaixo & uma implementacao dos passos 3 e 4 do algoritmo descrito no bloco 5.

236 (Find and return the Ica of  and y 236) =

{

Vertex *z_, xy_, *w,

int [ = msb(INT_MAX); /#* index of the leftmost bit of an int variable */
int 1w, w_inlabel;

if (z~inlabel = lca_inlabel) z_ = z;

else {
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i_w = msb(((unsigned)(z~ascendant < (I+1—7))) > ({+1—3));
w_inlabel = ((z~inlabel > (i_w+1)) < (i_w+1))+ (1<K i_w);
w = head [w_inlabel];
T = w~parent_edge-tip;
}
if (y~inlabel = lca_inlabel) y =1y,
else {
i_w = msb(((unsigned)(y~ascendant < (I — 7+ 1))) > (I — 5+ 1));
w_inlabel = ((y~inlal;el >0 w+l)<<(i_w+1)+(1<Ki_w);
w = head [w_inlabel];
Y

}

return ((z_~level <y -level)?7z_ :y );
}

Este codigo é usado no bloco 233.

= w~parent_edge-tip;

237 (Header files of lca.c 222) +=
#include <limits.h>
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Apéndice B
Funcao main do programa

Vamos apresentar aqui a funcao main do programa que sera responsavel por executar, sobre a
entrada, as fungoes correspondentes a cada implementagao. Ao final de sua execugao, o programa
exibiré, para cada implementacgao, as arestas da floresta de Steiner construida, juntamente com

um valor que limita superiormente a razao entre o custo desta floresta e o custo de uma solucao

otima do problema.

(The main program 238) =

int main(int argc,char *argu|(])

{
Local variables of function main 241)
Process the comand line 239)
Initialize the field from of each arc 247)
Allocate the extra fields of the arcs 248)
Find a Steiner forest 254)
Show the results 258)

return 0;

(
(
(
(
(
(

}

Este codigo € usado no bloco 1.

Basicamente, ha duas formas de executar o programa. Uma delas é digitando o nome do
programa (“sf”) seguido pelo nome do arquivo que contém a especificacao do grafo de entrada e
dos conjuntos de terminais neste grafo (a qual deve seguir um formato que descreveremos mais

a diante). Eis um exemplo de como executar o programa desta forma:

sf nome_do_arquivo_de_entrada
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A segunda forma é utilizando a opgao “-sgb”. Esta opgao permite que o usuério especifique o
grafo de entrada através de um arquivo contendo a descri¢ao de um grafo do SGB, isto é, através
de um arquivo gerado pela funcao save_graph do médulo GB_ SAVE do SGB. Neste caso, para
executar o programa o usuério deve digitar algo semelhante ao seguinte, na linha de comando:

sf -sgb nome_do_arquivo_sgb nome_do_arquivo_de_entrada

onde nome_do_arquivo_de_entrada é o nome de um arquivo que contém a especificagao dos

conjuntos de terminais do grafo descrito no arquivo nome_do_arquivo_sgb.

E possivel ainda especificar a implementagdo que o usuario deseja aplicar sobre a entrada.
Para aplicar apenas a implementagao sugerida por Goemans e Wiliamson, basta acrescentar
“-guw” ap6s o nome do arquivo ou dos arquivos que compoem a entrada. Da mesma forma, se
o usuario deseja aplicar apenas a implementagao proposta por Cole et al., ele deve acrescentar
“_chlp” a linha de comando (exatamente como no caso anterior) e, em seguida, fornecer o valor
do parametro k tomado por esta implementacao (um inteiro maior ou igual a 1). Caso nenhuma
dessas opgoes tenham sido especificadas, o programa ird aplicar cada uma das implementagoes

sobre a entrada.

Como ja4 mencionamos, ao final de sua execugao, o programa ird exibir, para cada imple-
mentacao aplicada sobre a entrada, uma lista das arestas que fazem parte da floresta de Steiner
construida, juntamente com o custo desta floresta e um limitante superior para a razao entre
este custo e o custo de uma floresta de Steiner 6tima. Se o usuério ja tiver conhecimento prévio
do custo de uma floresta de Steiner 6tima, é possivel informa-lo ao programa através da opcao
“_opt”. Para isto, deve-se digitar “~opt cost”, onde “cost” & o custo de uma floresta de Steiner

6tima, ap6s o nome do arquivo ou dos arquivos que fazem parte da entrada do programa.

239 (Process the comand line 239) =
{
FILE xfile;
int nezt_ary;
if (argc < 2) (Print a help message and exit 240)
if (—stremp (argu([1],"-sgb")) {
if (argc < 4) (Print a help message and exit 240)
if (—(graph = restore_ graph (argu|2]))) {
fprintf (stderr, "Cannotyrestoreygraphyin,file %s. \n", argv[2});
ezxit(1);
}
if (~(file = fopen (argu(3],"r"))) {
fprintf (stderr, "Cannotyopenyfiley%s . \n", argv[3]);
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exit (1);
}
(Read the terminal sets from the file; exit if unsuccessful 252)
next arg = 4;
}
else {
if (—(file = fopen(argu[1],"r"))) {
fprintf (stderr,"Cannotopen,fileyks . \n", argu[1]);
exit (1);
}
(Try to create a graph from the file; exit if unsuccessful 244 )
nezt arg = 2;
}
fclose(file);
opt = —1;
show_edges = 0;
imp = ALL;
random = 0;
while (argc — 1 > nezt_arg) {
if (—stremp (argu [next_arg],"-gw")) imp = GW;

else {
if (—stremp (argu[nezt_arg],"-chlp") A argc — 1 > nezt_arg + 1) {
wmp = CHLP;
k = atoi(argv [++nezt_arg));
if (k<1) {
fprintf (stderr, "\nyInvalid value for parameter\n");
exit (1);

}
}

else {
if (—stremp (argu [nezt_arg], "-klein")) imp = KLEIN,

else {
if (—stremp (argu [nect _arg],"-ggw")) {
imp = GGW;

if (argc —1 > nest_arg +1) {
if (—stremp (argu [nest_arg + 1],"-x")) {
random = 1;

next arg++;
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}
}
}

else {
if (—stremp (argv[nezt_arg],"-opt") A argc —1 > next_arg + 1)
opt = atoi(argu [++nezt_ arg));
else {
if (—stremp(argv [nezt_arg|,"-e")) show_edges = 1;
else { )
if (—stremp(argu[nezt_arg],"-t")) test = 1;
else (Print a help message and exit 240)

}

}
nexst arg++;
}
}

Este codigo é usado no bloco 238.

Se o usuério digitar algo errado na linha de comando, serd exibida uma mensagem explicando

brevemente a forma correta de se executar o programa.

240 (Print a help message and exit 240) =
{
fprintf (stderr, "\nysf[-sgb filename_gb] filename" " [-gw, | -chlp kyly-\
kleiny|y-ggwulu-optucost]\n\n");
ezit (1);

}

Este codigo é usado no bloco 239.

Se nao ocorrerem erros, apés o processamento da linha de comando do programa, o valor
guardado na variavel mp ird indicar qual ou quais das implementagoes deverdo ser aplicadas
sobre a entrada. Caso este valor seja igual a CHLP, entao a varidvel k estard guardando o valor
correspondente ao parametro tomado pela implementacao de Cole et al. Vale a pena mencionar
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também que a variavel opt serd usada para guardar o custo de uma floresta de Steiner 6tima,

sempre que este custo for informado pelo usuério.

(Local variables of function main 241) =
enum {
ALL,GW, CHLP,KLEIN, GGW
} imp;
int k=1, show edges, test =0, random;

long opt;
Veja também blocos 243, 249, 253 e 256.

Este codigo é usado no bloco 238.

Para representar vértices, arestas e grafos faremos uso das estruturas de dados definidas no
SGB. Desta forma, devemos incluir o arquivo cabegalho gb_graph.h, o qual contém as definigoes
dessas estruturas e o prototipo das fungoes utilizadas para cria-las. Além disso, vamos incluir
também o arquivo gb_save.h, o qual contém o protétipo da funcao restore_graph, usada para
restaurar o grafo descrito no arquivo de entrada quando a opcao -sgb estiver presente na linha

de comando.

(Header files of sf.c 2) +=
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <string.h>
#include "gb_save.h"

Vamos declarar aqui mais uma das varidveis locais da funcdo main que foi usada acima:
graph. Se nao ocorrer nenhum erro durante o processamento da linha de comando ou leitura
dos arquivos de entrada, esta varidvel guardard um apontador para a estrutura que representa o

grafo da entrada.

(Local variables of function main 241) +=

Graph *graph;

Para fornecer a especificagao do grafo de entrada através de um arquivo, o usuario deve seguir
as seguintes convengoes. Na primeira linha, deve-se informar, o nimero n de vértices do grafo
e, nas n linhas seguintes, digitar o rétulo ou nome (com no méximo 30 caracteres) de cada um
dos vértices, um vértice por linha. Na linha seguinte, vem o nimero m de arestas do grafo; nas
proximas m linhas do arquivo, o usuério deve digitar, para cada aresta uv, as posigoes (entre 0 e
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n—1) em que os vértices de rétulo u e v aparecem na lista dos vértices no arquivo e, em seguida,
o custo da aresta. Cada uma dessas m linhas deve corresponder a defini¢ao de uma, e somente

uma, aresta.

Os conjuntos de terminais do grafo devem ser especificados no arquivo de entrada do seguinte
modo. Inicialmente, é necessario fornecer o niimero ¢ de conjuntos de terminais no grafo. As
proximas ¢ linhas do arquivo devem informar os vértices que fazem parte de cada um dos conjuntos
de terminais, sendo que cada linha deve corresponder a um, e somente um, conjunto. Se a opcao
-sgb estiver presente na linha de comando, cada vértice devera ser especificado através de seu
indice no vetor de vértices do grafo descrito no arquivo de entrada; caso contrario, os vértices
deverao ser informados através de nimeros inteiros (a partir de 0) correspondendo a ordem em

que foram listados no arquivo de entrada.

Eis um exemplo de um arquivo de entrada satisfazendo as convengoes acima:

5

A

B

C

D

E

7
0115
2 3 12
3 4 18
20 24
04 30
13 28
41 32
2

03
14

O grafo especificado neste exemplo contém cinco vértices, sete arestas e dois conjuntos de
terminais. Os vértices sao A, B, C, D e E; as arestas sao (A, B) (custo 15), (C, D) (custo 12),
(D, E) (custo 18), (C, A) (custo 24), (A, E) (custo 30), (D, B) (custo 28) e (E, B) (custo 32);
por fim, os conjuntos de terminais sao {A, D} e {B, E}.

O trecho de coédigo abaixo é responsavel pela criacao do grafo especificado no arquivo de

entrada.
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244 (Try to create a graph from the file; exit if unsuccessful 244) =

{

long num_ vertices;

if (—fscanf (file, " h1ld", &num_wvertices)) {
fprintf (stderr, "Cannotyread the number of vertices.\n");
ezit (1);

}

if (—(graph = gb_new_ graph (num_ vertices))) {
fprintf (stderr, "Cannotcreategaygraphywithy%ld vertices.\n", num_ vertices);
ezit(1);

}

(Read the vertices from the file; exit if unsuccessful 245)

(Read the edges from the file; exit if unsuccessful 246 )

(Read the terminal sets from the file; exit if unsuccessful 252 )

}

Este codigo é usado no bloco 239.

245 (Read the vertices from the file; exit if unsuccessful 245) =
{
Vertex *v;
char name(30];
for (v = graph-vertices; v < graph-vertices + graph-n; v++) {
if (—fscanf (file, " hs", name)) {
fprintf (stderr, "Thereyarelessythan,%1ldyverticesyin,filey%s. \n", graph-n,
(arge =4) 7 argu[3] : argu [2]);
exit (1);
}
vname = gb_save_string (name);
}
}

Este codigo € usado no bloco 244.

246 (Read the edges from the file; exit if unsuccessful 246 ) =

{

long num_ edges, 1;
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if (—fscanf (file," %1d", &num_edges)) {
forintf (stderr, "Cannotread the number of edges.\n");
ezit(1);
}
for (: =0; i < num__edges; i++) {
long p, ¢, {;
if (—fscanf (file, " hldy%1ldukld", &p, &q, &l)) {
fprintf (stderr, "Erroryingdefinitionof jedge %1ld.\n", 7 + 1);
exit (1); )
}
gb_new_edge(graph~vertices + p, graph-vertices + g, 1);

}
}

Este c6digo é usado no bloco 244.

Nas implementacoes que iremos descrever, serd necessario ter acesso, de maneira rapida, aos
extremos de uma dada aresta. E importante ressaltar que, no SGB, cada aresta uv ¢ representada
através dos arcos uv e vu. Como a estrutura que representa um arco contém apenas um apontador
para o vértice de destino (ou seja, o vértice para o qual o arco aponta), sera preciso pré-processar
o grafo, inicializando, para cada arco, o campo from que contém um apontador para o vértice de

origem do arco.

247 (Initialize the field from of each arc 247) =

{

Vertex *v;

for (v = graph—vertices; v < graph-vertices + graph-n; v++) {
Arc x*a;
for (a = v~arcs; a; a = a-nezt) afrom = v;

}
}

Este c6digo é usado no bloco 238.

248 (Allocate the extra fields of the arcs 248) =

{

if (=(af = malloc(graph~m * sizeof (ExtraFields)))) {
printf ("\nyOverflow\n");
erit(1);
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(Initialize the extra fields of the arcs 250)

}

Este codigo é usado no bloco 238.

249 (Local variables of function main 241) +=
ExtraFields *af;

250 (Initialize the extra fields of the arcs 250) =
{
int ¢ = 0;
Vertex *v;
for (v = graph-vertices; v < graph-wvertices + graph-n; v++) {

Arc xaq;

for (a = vrarcs; a; a = arnext) a-afields = (char *)(af + i++);
}
}

Este codigo é usado nos blocos 248 e 254.

251 (Allocate the extra fields of the vertices 251) =
{
int z = 0;
Vertex xv;
ExtraFields *ef;
if (—(ef = malloc(graph-n * sizeof (ExtraFields)))) {
printf ("\n,0verflow\n");
ezit (1);
}
for (v = graph-vertices; v < graph-vertices + graph-n; v++)
vufields = (char *)(ef + i++);
}

Este codigo é usado no bloco 254.
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A leitura da especificacdo dos conjuntos de terminais e a criagao das estruturas que os represen-
tam sao feitas no trecho de codigo abaixo. Tais estruturas serao guardadas no vetor term_ sets e o
namero de elementos deste vetor serd armazenado no campo num_ ts da estrutura que representa
o grafo da entrada. Faremos com que o campo d de cada conjunto de terminais corresponda ao
seu indice no vetor term_ sets. Além disso, para cada vértice v do grafo, v~termset id guardara
o identificador do conjunto de terminais do qual o vértice faz parte (o valor deste campo sera

igual a —1 para os vértices que nao pertencem aos conjuntos de terminais do grafo).

252 (Read the terminal sets from the file; exit if unsuccessful 252) =
{

int 7;

Vertex *v;

if (—fscanf (file, " %1d", &(graph~num_ts))) {
fprintf (stderr, "Cannot read the number of terminalysets.\n");
exit(1);

}

getc(file);

for (v = graph~vertices; v < graph~vertices + graph-n; v++) v-termset_id = —1;

term_ sets = (TermSet *) malloc((graph~num_ ts) * sizeof (TermSet));

for (i = 0; @ < graph~num__ts; i++) {
TermSet xts = term_ sets + ¢;

char c;
int n=0;
ts~id =1,

do c = getc(file); while (c=y%);
while (¢ #EOF Ac# ’\n’) {
int v;
ungetc(c, file);
if (fscanf (file,"%d",&v) Av>0Awv < graph-n) {
(graph—vertices + v)-termset_1id = ts~id,

n++;
}
else {
fprintf (stderr,"Invalid value forythe,element jdyof ,terminalyset %d.",
n+1,7+41);
erit(1);

}

do c¢ = getc(file); while (c="y’);
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if (n=0) {

fprintf (stderr, "Thereyareless than%1ld terminalsets in file %s.\n",
graph~num__ts, (argc =4) ? argv[3] : argv[1]);

exit(1);

}

ts~num_vertices = n;

ts~connected = ((n=1)71:0),

}
}

Este codigo é usado nos blocos 239 e 244.

253 (Local variables of function main 241) +=

TermSet xterm_ sets;

254 (Find a Steiner forest 254 ) =
{
int 7;
long nk = graph—n;
Vertex *v;
TermSet *ts;
if (graph~id) fprintf (stdout,"\nName:%s", graph~id);
forintf (stdout , "\nnumber of vertices: %1d", graph-n);
fprintf (stdout, "\nnumber of edges:%1d", (graph-m)/2);
fprintf (stdout, "\nnumber of terminal sets: %ld\n\n", graph~num_ts);
switch (imp) {
case GW: fprintf (stdout, " ***** Goemans,and Williamson ***+*\n");
start = clock();
sf = sf_gw(graph, term_ sets);
end = clock ();
break;
case CHLP:
fprintf (stdout, "*****,Cole, Hariharan, Lewensteingand Porat #****\n");
for (i=1; i<k; i++) {
if (LONG_MAX/nk < graph-n) {
fprintf (stderr, "\nTooyhigh value for parameter.,");
break;
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nk = nk * graph-n;
}
for (v = graph-vertices; v < graph-vertices + graph-n; v++) {

Arc xa;

for (a = varcs; a; a = anext)
if (LONG_MAX/nk < a-len) {
if (LONG_MAX/nk > graph-n)
[printf (stderr, "\nToo high value for parameter.\n\n");
else fprintf (stderr,"\n\n");
exit (1);

}
if (2 < k) fprintf (stderr, "Using k=u%d.\n",7);
k =1
start = clock ();
sf = sf_chlp(graph, term_ sets, k);
end = clock ();
break;
case KLEIN: ( Allocate the extra fields of the vertices 251)
forintf (stdout, "***** Klein s****\n");
start = clock ();
sf = sf_klein(graph, term_ sets);
end = clock ();
break;
case GGW: fprintf (stdout, "***x**x Gabow, Goemansyand Williamson *****\n");
start = clock ();
sf = sf_ggw (graph, term_ sets,random);
end = clock ();
break;
case ALL: fprintf (stdout, " **x** Goemans and Williamson #****\n");
start = clock ();
sf = sf_gw(graph,term_ sets);
end = clock ();
(Show the results 258)
for (ts = term_sets; ts < term_ sets + graph~num_ ts; ts++) ts~connected = 0;
(Initialize the extra fields of the arcs 250)
forintf (stdout,
"skkxk,""Cole, Hariharan, Lewensteingand Poraty [ky=yhd]" " *****\n" k);
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start = clock();

sf = sf_chip(graph, term_ sets, k);

end = clock();

(Show the results 258)

for (ts = term_sets; ts < term_ sets + graph-num_ts; ts++) ts~connected = 0;
(Initialize the extra fields of the arcs 250)

forintf (stdout, " ****x_Gabow, Goemansand Williamson *****\n");

start = clock ();

sf = sf_ggw(graph, term_ sets, random);

end = clock();

(Show the results 258)

for (ts = term_sets; ts < term_ sets 4+ graph-num_ts; ts++) ts~connected = 0,
(Initialize the extra fields of the arcs 250 )

( Allocate the extra fields of the vertices 251)

fprintf (stdout, "#**x*_Klein s****\n");

start = clock();

sf = sf_klein(graph, term_ sets);

end = clock();

break;

}

Este codigo € usado no bloco 238.

255 (Header files of sf.c 2) +=
#include <time.h>
#include <limits.h>

256 (Local variables of function main 241) +=
SteinerForest *sf;

clock_t start, end;

257 (Global variables of sf.c 257) =

int err;

Este c6digo é usado no bloco 1.
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O trecho de coédigo abaixo é responsavel por imprimir as arestas da floresta de Steiner sf
contruida por uma das implementagoes, informando, além disso, a razao de aproximacao desta

floresta com relagao a solugao 6tima.

258 (Show the results 258) =
{
Arc xa;
double 7;
if (show _edges) {
fprintf (stdout, "\nEdges:\n");
for (a = sf~edges; a; a = a-next_edge)
forintf (stdout, " (%s,u%s) \n", &~ from~name, a~tip~name);
}
if (opt = —1) r = ((double) sf-cost)/(sf~dual_cost);
else r = ((double) sf-cost)/opt;
fprintf (stdout, "\nCost : y%1ldy [<=u%.4f opt]\n", sf~cost,r);
fprintf (stdout, "\nTime:%.3fs\n\n", ((double)(end — start))/CLOCKS_PER_SEC);
if (test) {
if (—isSteinerForest(sf, graph,term_ sets))
printf ("#,Something ,bad has,ocurred...\n\n");
else {
if (—isMinimal (sf , graph, term_ sets))
printf ("#,Something bad has ocurred. . .\n\n");
else printf("#,It’syeverithing,allyright!\n\n");
}

}
}

Este codigo € usado nos blocos 238 e 254.

259 #define mark a.f
#define next_elem w.V
#define _from (2) ((g-vertices + i)x.V)
( Auxiliary functions 20) +=
int isSteinerForest(SteinerForest +sf, Graph *g, TermSet xterm_ sets)
{
Arc *a;
Vertex xv;
TermSet *ts;
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int 7;
for (a = sf~edges,i =0; a; a = a-nest_edge,i++) _from_ (i) = afrom;
for (v = grvertices; v < grvertices + g-n; v++) {
vrusit = 0;
for (a = vrarcs; a; a = a»next) amark = 0,
}
for (a = sf~edges,i = 0; a; a = a~next_edge,i++) {
Arc xa_ = (_from_ (i) <atip)?a+1:a—1;

a*mark = a_-mark =1,
} /#* os terminais estao todos conectados? x/
for (ts = term_sets; ts < term_sets + g-num__ts; ts++) {

Vertex xhead, xtail;

v = ts—vertices;

vruisit = 1;

venexst _elem = A;

head = tail = v;

while (head) {
Vertex xu = head;

for (a = warcs; a; a = anext) {

Vertex sw = a~tip;

if (na~mark V w-visit) continue;
wvisit = 1,
w-nezst_elem = A,
tail-nezt_elem = w;
tail = w;
}
head = head-next elem;
}
for (v = ts~vertices; v; v = v-next_terminal)
if (—v-wisit) {
4tifdef VERBOSE
printf ("----- >uThereyareydisconnected terminalsets\n");
#endif /* reestabelecendo o valor do campo from dos arcos */
for (v = g-vertices; v < g~vertices + g-n; v++) {
Arc *a;

for (a = v~arcs; a; a = a-next) afrom = v;

}
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return 0;
}
for (v = grvertices; v < g-vertices + g=n; v++) vevisit =0,
} /# as arestas em sf sao arestas de uma floresta? */
4tifdef DEFEIT02
markAllEdges(g);
#endif
for (v = grvertices; v < grvertices + g-n; v++) v-visit = 0;
for (v = g-'vertiices; v < grvertices + g=n; v++) {
Vertex xhead, *tail;
if (v-visit) continue;
vrvisit = 1;
venext_elem = A,
head = tail = v;
while (head) {
Vertex *u = head;
int n =0;
for (a = u~arcs; a; a = anext) {
Vertex *w = a-tip;
if (ma~mark) continue;
if (w-wvisit) {
n++;
continue;
}
wrvistt = 1,
w-nezst_elem = A;

tail-next _elem = w;

tail = w;
}
if (n>2) {
#ifdef VERBOSE
printf ("----- >uThereyisyaycycleyingst !'\n");
#endif /* reestabelecendo o valor do campo from dos arcos */

for (v = grvertices; v < g-vertices + g*n; v++) {
Arc xa;

for (a = v~arcs; a; a = a-nezt) afrom = v;

}

return O;
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}

head = head-nezt elem;
}
} /* reestabelecendo o valor do campo from dos arcos */
for (v = g-vertices; v < g-vertices + g-n; v++) {
Arc xa;
for (a = vrarcs; a; a = anext) afrom = v;

}

return 1;

260 (Auxiliary functions 20) += /* teste de minimalidade */
int isMinimal(SteinerForest *sf,Graph xgraph, TermSet *term_ sets)
{
int 7, j, num_ edges,
Arc *a, *xedges;
printf (" (Teste de Minimalidade) \n\n");
num_ edges = 0;
for (a = sf~edges; a; a = anext_edge) num_ edges++;
4ifdef VERBOSE
printf ("\nnum_edges,=y%d\n\n", num_ edges);
#endif
edges = malloc(num_ edges * sizeof (Arc x));
for (i = 0,a = sf-edges; a; i++,a = a nest_edge) edges|i] = a;
j=-1
do {
JH;
sf~edges = A;
for (i=0; i< yj; i++) {
edges[i}'next edge = sf-edges;
sf-edges = edges|i];
}
for 1 =j+1; ¢ < num_edges; i++) {
edges[ilnext_edge = sf-edges;
sf-edges = edges|i];
}
#ifdef VERBOSE
printf ("hd:u",7);
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#endif
if (isSteinerForest(sf, graph, term_sets)) {
free(edges);
return 0;
}
} while (5 < num_ edges — 1);
free(edges);

return 1;
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Lista de Refinamentos

( Allocate memory to other variables 118, 157) Usado no bloco 109.
( Allocate space for C? bicategories 109) Usado no bloco 96.
( Allocate the extra fields of the arcs 248) Usado no bloco 238.
( Allocate the extra fields of the vertices 251) Usado no bloco 254.
( Assign a direction to each edge of g and initialize the fields of arcs and vertices 101) Usado no
bloco 96.
( Assign each arc to one of its two endpoints 114) Usado no bloco 96.
( Assign one category to each vertex of g and make some initializations 174) Usado no bloco 167.
(Assign a to v 122) Usado no bloco 114.
(Assign a to w 124) Usado no bloco 114.
(Auxiliary functions 20, 27, 29, 51, 59, 64, 65, 69, 84, 91, 176, 180, 181, 184, 185, 202, 204, 211, 259, 260 )
Usado no bloco 1.
Change the assignment of the arcs incident to z or y if necessary 159) Usado no bloco 145.
Change the bicategory of each arc in the eztra n list of v 137) Usado no bloco 130.
Change the bicategory of each arc in the eztra_out list of v 142) Usado no bloco 130.
Change the bicategory of the arcs assigned to v 131) Usado no bloco 130.

(

(

(

(

(Change the endpoint which b is assigned to 160) Usado no bloco 159.

(Choose an adequate element = to partitioning a 67) Usado no bloco 65.

(Choose the awake edges incident to the new component 85) Usado no bloco 79.

(Clear the positions of the vector min_ cost arc 147) Usado no bloco 145.

(Compute the ascendant number of each vertex and construct the head table 230) Usado no
bloco 225.

(Compute the level and the inlabel number of each vertex 228) Usado no bloco 225.

( Concatenate the lists C1~vertices and C2-vertices 36) Usado nos blocos 35 e 79.

( Construct the list of terminals of each terminal set 214) Usado no bloco 213.

( Construct the list C~edges 24) Usado no bloco 25.

(Create a double linked list of edges incident in C' 55) Usado no bloco 53.

(Create a heap that contains the incident edges of each component 25) Usado no bloco 10.

(

Create a spanning forest sf with no edges 13) Usado no bloco 10.
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(Create an edge heap for each component 194) Usado no bloco 192.

(Create the initial spanning forest 192) Usado no bloco 187.

(Data structures of bicat.c 106, 108) Usado no bloco 95.

(Data structures of sf.c 4,6, 11, 46, 47, 183, 186 )  Citado no bloco 4.  Usado no bloco 1.

(Delete all awake edges incident to C1 or C2 from their packets and from D 81) Usado no
bloco 79.

(Delete from their packets and from D the edges in z~packet 83) Usado no bloco 81.

(Delete from edges the edges in Cl~edges 41) Usado no bloco 40.

(Delete a from the lists Ci~edges and C2-edges 80) Usado no bloco 79.

(Determine the necessary edges with the aid of the lcas 217) Usado no bloco 211.

(Discard all uv-arcs, knowing that this arcs are assigned to v 150) Usado nos blocos 149 e 152.

(Discard all zy-arcs from the graph 149) Usado no bloco 145.

(Discard all yz-arcs from the graph 152) Usado no bloco 145.

(Discard from sf unnecessary edges and return the resulting Steiner forest 208) Usado no
bloco 187.

(Discard parallel arcs in the eztra_in list of v 134) Usado nos blocos 130 e 145.

(Do the same for C2-edges and merge the lists C1~edges and C2~edges 42) Usado no bloco 40.

(Do the same for C2~edges and merge Cl~edges and C2~edges 88) Usado no bloco 85.

( Drop out unnecessary edges from sf and return a minimal Steiner forest 43) Usado no bloco 10.

(Edge selection auxiliary functions 66, 68, 70) Usado no bloco 65.

( External functions of bicat.c 96, 99, 126, 127, 130, 145, 164) Citado nos blocos 95 € 97.  Usado no
bloco 95.

(External functions of lca.c 225, 233) Usado no bloco 221.

(Find a Steiner forest 254) Usado no bloco 238.

(Find and return the lca of  and y 236) Usado no bloco 233.

(Find and return a minimal Steiner forest 92) Usado no bloco 45.

(Find and return a subgraph of sf that is a minimal Steiner forest 177) Usado no bloco 167.

(Find the Ica of each terminal set 213) Usado no bloco 211.

(Find lca_ inlabel, the inlabel number of the lca of z and y 234) Usado no bloco 233.

( For each bicategory b, create the heaps H~(v,b) and H*(v,b) 117) Usado no bloco 114.

(For each bicategory B, reinsert in H(B) the heaps in H_out_z 161) Usado no bloco 159.

(For each bicategory b, join the heaps of z and y in b 153) Usado no bloco 145.

(For each edge a in g split @ in two pieces 191) Usado no bloco 187.

(For each vertex v in some active component, do d(v) += inc 34) Usado nos blocos 30 e 76.

(For each v and each b insert H~(v,b) and H*(v,b) in H(b) 125) Usado no bloco 114.

(Free the memory allocated by sf chlp 209) Usado no bloco 208.

(Free the memory allocated by sf ggw 93) Usado no bloco 92.

(Free the memory allocated by sf gw 44) Usado no bloco 43.
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( Free the memory allocated by sf klein 178) Usado no bloco 177.

( Free the memory allocated to the old structures 90) Usado no bloco 89.

( Free the node pointed to by z 82) Usado nos blocos 81 e 90.

( Global variables of bicat.c 100, 103, 110, 115, 119, 128, 136, 158) Usado no bloco 95.

( Global variables of sf.c 257) Usado no bloco 1.

( Global variables of lca.c 226) Usado no bloco 221.

(Header files of bicat.c 98, 107, 112, 116, 123) Usado no bloco 95.

(Header files of sf.c 2,8, 9, 28, 50, 166, 182, 216, 242, 255) Citado nos blocos 2e 9. Usado no bloco 1.

(Header files of lca.c 222, 224, 231, 237) Usado no bloco 221.

(Include an edge in the forest while there is some active component 76) Usado no bloco 45.

(Include an edge piece in the forest while there is some active component 196) Usado no
bloco 187.

(Include each vertex of V' in U and set active_ to the new state of U 201) Usado no bloco 200.

(Include a in the forest sf 33) Usado nos blocos 30, 76 e 167.

(Include uwv in the spanning forest sf 198) Usado no bloco 196.

(Initializations 172) Usado no bloco 174.

(Initialize some auxiliary variables 104) Usado no bloco 101.

(Initialize some fields of the component C of v 16) Usado nos blocos 13 e 53.

(Initialize the extra fields of the arcs 250) Usado nos blocos 248 e 254.

(Initialize the field from of each arc 247) Usado no bloco 238.

(Initialize the fields of the component C of v 53) Usado no bloco 52.

(Initialize the lists eztra™(v) and eztra*(v) 105) Usado no bloco 101.

(Initialize the packets of each component 57) Usado nos blocos 45 e 89.

(Initialize the structures corresponding to the components of the initial forest 52) Usado no
bloco 45.

(Initialize d(v) for each vertex v of the graph 18) Usado nos blocos 10 e 45.

(Insert. C~gr_packet in the list C~packets 75) Usado no bloco 71.

(Internal functions of bicat.c 111, 113, 120, 121, 155, 162) Usado no bloco 95.

(Internal functions of lca.c 227, 229, 232, 235) Usado no bloco 221.

(Join the components C1 and C2 79) Usado no bloco 76.

(Join the heaps H*(z, B) and H*(y, B) 154) Usado no bloco 153.

(Join the heaps H ™ (z, B) and H (y, B) 156) Usado no bloco 153.

(Let a be an edge with the smallest slackness inc 32) Usado no bloco 30.

(Local variables of function main 241, 243, 249, 253, 256 ) Usado no bloco 238.

(Local variables of contractEdge 146, 148, 151) Usado no bloco 145.

(Local variables of sf chlp 190, 193, 195, 197) Usado no bloco 187.

(Local variables of sf ggw 49, 54, 58, 63, 74, 77, 86) Usado no bloco 45.

(Local variables of sf gw 14, 17, 19, 23, 26, 31, 39) Usado no bloco 10.
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(Local variables of sf klein 168, 170,173) Usado no bloco 167.
(Make a an awake edge 71) Usado nos blocos 61 e 85.
(Memory allocation and parameter settings 48, 56, 62, 73) Usado no bloco 45.
(Merge the components C1 and C2 35) Usado no bloco 30.
(More auxiliary functions 212, 218) Usado no bloco 211.
(Move to the bicategory new the arcs in H* (v, 0ld) 132) Usado no bloco 131.
(Move to the bicategory new the arcs in H (v, old) 133) Usado no bloco 131.
(Multiply by n* the cost of each edge in ¢ 188) Usado no bloco 187.
( Other initializations 60, 72) Usado no bloco 57.

Other local variables of changeCategory 138, 141) Usado no bloco 130.

Print a help message and exit 240) Usado no bloco 239.

Process the comand line 239) Usado no bloco 238.

(

(

(

(Put the uv-arc a in the bicategory new 140) Usado no bloco 137.

(Put the vw-arc a in the bicategory new 144) Usado no bloco 142.

(Read the edges from the file; exit if unsuccessful 246 ) Usado no bloco 244.

(Read the terminal sets from the file; exit if unsuccessful 252) Usado nos blocos 239 e 244.

(Read the vertices from the file; exit if unsuccessful 245) Usado no bloco 244.

(Remove the uv-arc a from the bicategory old 139) Usado no bloco 137.

(Remove the vw-arc a from the bicategory old 143) Usado no bloco 142.

(Restore the original costs of the edges of g 189) Usado no bloco 187.

(Select an edge a with the smallest slackness delta 169) Usado no bloco 167.

(Select an edge a with the smallest slackness inc 78) Usado no bloco 76.

(Select the 2r smallest edges in the list C1~edges 61) Usado no bloco 57.

(Set cat to the state of the component in sf that contains a 175) Usado no bloco 167.

(Set uv and wv to represent the same terminal edge 206) Usado no bloco 205.

(Set uv and wv to represent two external edges 207) Usado no bloco 205.

(Set uv to point to an edge with the smallest slackness 199) Citado no bloco 205.  Usado no
bloco 196.

(Set z to represent the vertex resulting from the contraction of a 163) Usado no bloco 145.

(Show the results 258) Usado nos blocos 238 e 254.

( Some initializations 15, 22, 38) Citado no bloco 2.  Usado nos blocos 13 e 52.

(Split the edge wv 205) Usado no bloco 196.

(Steiner forest construction functions 10, 45, 167, 187)  Usado no bloco 1.

(' The main program 238) Usado no bloco 1.

(Try to create a graph from the file; exit if unsuccessful 244) Usado no bloco 239.

( Unite the components U and V 200) Usado no bloco 196.

( Unite the edge heaps of U and V' 203) Usado no bloco 200.

(Update the field act of the edges in Cl~edges 87) Usado no bloco 85.
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(Update the heap edges 40) Usado no bloco 35.
(Update the structures for the new subphase 89) Usado no bloco 76.
(Update Cl~active 37) Usado nos blocos 35 e 79.
( While there is some active component include an edge in the forest sf 30) Usado no bloco 10.
(bicat.h 97,102, 129, 165)
(extra.h 7) Citado no bloco 2.
(find the lca of each terminal set in the list ¢s_list 215) Usado no bloco 213.
(intersection.h 171)

(lca.h 223)

(list.h 21)

(select the edges in the path from z to w in sf graph 219) Usado no bloco 217.

(if b’s cost is greater than a’s cost, discard b; else discard a 135) Usado no bloco 134.



