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Capítulo l

Introdução

Problemas de otimização combinatória têm aplicações nas mais diversas áreas, incluindo, por
exemplo, projeto de redes de telecomunicação, de circuitos VLSI, empacotamento de objetos
em containers, escalonamento e roteamento de veículos, etc. Vários destes problemas são reco-
nhecidamente difíceis NP-difíceis e algoritmos de aproximação l3, 14, 271 são uma forma
de ataca-los que têm recebido bastante atenção dentro de otimização combinatória na última
década.

Dentre as várias técnicas de projeto de algoiitmos de aproximação, uma se destaca por sua
elegância e versatilidade: o método primal-dual de aproximação. Sofisticado, tal método deriva-
se do método primal-dual clássico, que originou algoritmos exatos para problemas de fluxo em
redes, de emparelhamento, de caminhos mais curtos.

O algoritmo de Bar-Yehuda e Even l21, de 1981, para o problema da cobertura por vértices, foi
o primeiro uso (ainda que implícito) do método de aproximação primal-dual. Foram os trabalhos
de Agrawal, Klein e Ravi jll e de Goemans e Williamson j121, da década de 90, que retomaram e
formalizaram o uso do método para o projeto de algoritmos de aproximação. Desde a publicação

desses trabalhos, vários outros apareceram, tratando de problemas diferentes l4, 11, 13, 15, 16, 221
ou de implementações alternativas que tornam o método mais eficiente l5, 9, 171.

Apresentaremos aqui algumas das implementações do método de aproximação primal-dual
aplicado ao Problema da Floresta de Steiner. Inicialmente, definiremos o problema em questão
e daremos uma descrição de um algoritmo de aproximação primal-dual proposto por Goemans e
Williamson j121 que pode ser aplicado a ele. Após isso, apresentaremos quatro maneiras distintas

de implementar este algoritmo, sugeridas por Goemans e Williamson j121, Cole et al. l51, Klein j17j
e Gabow, Goemans e Williamson l91, exibindo ainda uma implementação em CWEB para cada
uma delas. Ao final, serão apresentados alguns resultados obtidos através da análise experimental
dessas implementaçõcs.
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Buscamos, em nosso estudo, implementar de maneira o mais eficiente possível a segunda fase
do algoritmo de Goemans e Williamson. Nesse processo, criamos uma implementação dessa fase
para o Problema da Floresta de Steiner que é tão rápida quanto a implementação descrita por
Gabow, Goemans e Williamson 101. Nossa implementação utiliza um algoritmo para encontrar o
ancestral comum mais próximo de dois vértices em uma árvore enraizada. Apresentaremos esta
técnica no capítulo correspondente à implementação proposta por Goemans e Williamson e, no
apêndice A, exibiremos uma implementação em CWEB do algoritmo desenvolvido por Schieber e
Vishkin 1251 para o cáculo do ancestral comum mais próximo.

1.1 O Problema da Floresta de Steiner

Aqui e ao longo de todo o resto deste texto, denotaremos o conjunto dos vértices e o conjunto

das arestas de um grifo G por l/c e Ec, respectivamente. Além disso, denotaremos por Q> o
conjunto dos racionais não-negativos.

Seja G um grato e seja 7Z uma família de subconjuntos de UC. Dizemos que uma floresta r'

do grifo G é uma 7Z-#oresla de G se F é uma floresta geradora de G e cada un} dos conjuntos
da família 7? se encontra inteiramente contido no conjunto dos vértices de alguma componente
de F. Quando 7Z está implícito, dizemos que uma floresta satisfazendo tal propriedade é uma
#oresfa de Sfeáner de G.

O Problema da Floresta de Steiner consiste no seguinte: dados um grato G, uma função c
de Ea em QZ e uma família 7? de subconjuntos de l/c, encontrar uma 7Z-.Horesfa F' que minimize
c(r') r, c..

Note que podemos supor que os conjuntos de 7? são dois a dois disjuntos, pois, caso contrário,
bastaria substituir cada par de conjuntos que não satisfaz esta restrição pela união dos conjuntos
no par para obtermos um problema equivalente.

Cada conjunto da família 7? é chamado de conjunto de terminais e os vértices que não
pertencem aos conjuntos de 7Z são chamados de uérZices de Sfeáner. Além disso, diremos que c.
é o custo da aresta e e que c(F') é o custo da floresta F. A figura 1.1 mostra uma instância do
problema, juntamente com uma possível solução

O Problema da Floresta de Steiner tem aplicações no roteamento de circuitos VLSI e no pro-
jeto de redes. Considere, por exemplo, o projeto de uma rede de computadores com as seguintes
restrições de conectividade. Nesta rede, existem dois tipos de computadores: os computadores

do fàpo / que são mais importantes e, por isso, devem estar conectados a determinados compu-
tadores do mesmo tipo, de forma que possam comunicar-se entre si, e os computadores do tipo 2,
sobre os quais não há restrição de conectividade e eventualmente podem ser utilizados como nós

intermediários para a conexão de computadores do tipo /. Para cada computador do fira /, são
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Figura l.l: (a) Instância do problema: aqui, a família 7Z é formada por três conjuntos de
terminais: o conjunto dos quadrados, o conjunto dos retângulos com cantos an'edondados e o
conjunto dos hexágonos. Os círculos são vértices de Steiner. Além disso, o custo de cada. aresta é
dado pelo seu comprimento. (b) Uma possível solução, onde as arestas da floresta Steiner estão
desenhadas com um traço mais escuro que as demais.

especificados os demais computadores do aipo / aos quais ele deve estar conectada. Além disso,
deve-se levar em conta o custo para se conectar diretamente dois computadores através de fibras
éticas. Por fim, não é necessário que tal rede seja conexa. Podemos modelar esta situação através
de um grafo onde cada grupo de computadores do aipo / que precisam estar conectados é um
conjunto de terminais, os computadores do fira 2 são vértices de Steiner e o custo de cada aresta

reflete o custo da conexão direta, por fibra ótica, de seus extremos. Neste caso, o problema de
se projetar uma rede de custo mínimo se reduz ao Problema da Floresta de Steiner.

Não se conhece um algoritmo eficiente (polinomial no tamanho da entrada (G,c,7?)) para
resolver o Problema da Floresta de Steiner. Se a família 7? é formada por um único conjunto, o
problema se reduz ao conhecido Problema de Sfe ner em G7'cl/os, o qual é NP-difícil j101. Neste
caso particular, o melhor algoritmo de aproximação que se conhece é uma 1,55-aproximação
obtida por Robins e Zelikovsky 1231. O primeiro algoritmo de aproximação para o Problema da
Floresta de Steiner foi projetado por Agrawal, Klein e Revi lil.

1.2 O algoritmo de Goemans e Williamson

Goemans e Williamson j121 generalizaram o algoritmo de Agrawal, Klein e Ravi e projetaram
um algoritmo de aproximação que se aplica a uma classe mais ampla de problemas em grifos.
As implementações que apresentaremos aqui são todas baseadas neste algoritmo de Goemans

e Williamson. Ele utiliza o método de aproximação primal-dual e é uma (2 -- 2)-aproximação
para o Problema da Floresta de Steiner, onde t = }:rCZITI
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Idéia geral do algoritmo

Um conceito fundamental no qual se apoia o algoritmo é o de co Üunfo aliso. Dados um
grafo G e uma família 7?. de conjuntos de terminais, um subconjunto S de l/C é dito afino se
existe um conjunto T em 7Z tal que T n S # 0 e T \ S # 0. Quando o conjunto dos vértices
de alguma componente de uma floresta F de G é ativo, dizemos que tal componente é uma
componente aZêua de F; caso contrário, a componente é dita inafiua.

Note que se F' é uma 7Z-floresta de G então, para todo conjunto S ativo, EP n õ(S) # g,
onde '5(S) é o corte determinado por S no grifo G (ou seja, õ(S) é o conjunto das arestas de G
que possuem exatamente uma ponta em S). Assim, podemos enunciar o Problema da Floresta de
Steiner, na forma de um programa inteiro, como segue: encontrar um vedor = indexado por EC
que

minimize cz

sob as restrições }«có(s) z' ? 1, para todo conjunto S ativo
z. C {0, 1}, para toda aresta e em EC

Dado um subgrafo gerador F' de (;, o uefor caracfe71'sfÍca de F é o vedor z tal que Ze = l
para e em Ep e z. = 0 para e em .EC \ Er. Assim, toda floresta de Steiner do grato G pode ser
interpretada como uma solução viável do programa acima: dada uma floresta de Steiner F' do

grato G, temos que o vedor característico de F é uma solução viável do programa. Além disso,
podemos supor que não existem em G arestas de custo zero (caso contrário, bastaria somar
uma constante positiva no custo das arestas de G) e, assim, é fácil ver que, se um vedor z é
uma solução ótima do programa acima, então z é o vedor característico de alguma floresta de
Steiner do grafo G: certamente, o subgrafo de G correspondente a z não tem circuitos, pois, caso
contrário, poderíamos descartar uma aresta de um circuito deste subgrafo e obter uma solução
viável de custo estritamente menor que z

O programa linear abaixo é uma relaxação linear do programa inteiro:
minimize cz

sob as restrições )l,.eÓ(S) z' 2 1, para todo conjunto conjunto S ativo
r. 2 0, para toda aresta e em Ea

O dual do programa acima é dado a seguir, onde 3/ é um vedor indexado pela coleção de todos
os conjuntos ativos de G:

maximize :s ys

sob as restrições )l,S:.cÕ(S) 3/S $ Ce, para toda aresta e em EC;
z/s ? 0, para todo conjunto S ativo.

O algoritmo parte de uma solução viável g/ do programa dual e de uma floresta geradora F'
de G cujo vedor característico não satisfaz uma ou mais restrições no programa primal (note
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que, deste modo, tal floresta tem uma ou mais componentes ativas). Então, em cada iteração, o
algoritmo tenta "melhorar" a solução y, aumentando o valor das posições de y correspondentes
às componentes ativas da floresta F', até que a restrição do programa dual correspondente a
alguma das arestas do grato seja satisfeita com igualdade. Quando isto ocorre, uma tal aresta
é então incluída na floresta F e tem início uma nova iteração do algoritmo. No momento em
que nenhuma das componentes de F' for atava, o algoritmo termina, devolvendo uma floresta de
Steiner minimal contida em F. O custo da floresta devolvida pelo algoritmo nunca ultrapassa o
dobro do custo de uma floresta de Steiner ótima.

A subseção abaixo descreve mais detalhadamente o algoritmo

Descrição do algoritmo

Cada iteração do algoritmo começa com uma floresta geradora de G que contém pelo menos
uma componente aviva e um vetor y, solução viável do programa dual. A primeira iteração começa
com uma floresta geradora F que não contém arestas, sendo composta por n componentes, onde
n = IUcl (ou sda, cada vértice do grato é uma componente da floresta). Além disso, y é igual ao
vedor nulo.

Dizemos que uma aresta de G é uma aresta ezÍerna a F se seus extremos estão em compo-
nentes distintas de F. Em cada iteração, uma atesta externa é incluída em F'. A escolha da
aresta a ser incluída é baseada na /alga das arestas externas, sendo que a folga de uma aresta uu
é definida como

. (...« >..S:u«cÕ(S) yS)/2, se u e u pertencem a componentes ativas;

e cut, }..S:uuCÓ(S) yS, se u ou o, mas não ambos, pertence a uma componente aviva;

e oo, se u e u pertencem a componentes inativas

A aresta externa escolhida pelo algoritmo para ser incluída em F' tem pelo menos um extremo
em uma componente aviva e tem folga mínima dentre todas as arestas externas. Pode haver
mais de uma aresta que satisfaz estas condições e, neste caso, o algoritmo escolhe uma delas
arbitrariamente.

Uma vez que uma nova aresta foi incluída em F', atualiza-se o vetar y, somando-se a folga da
aresta incluída ao valor nas posições de y correspondentes às componentes de F' que eram ativas
antes da inclusão da aresta. Tem início, então, uma nova iteração.

O algoritmo pára quando todas as componentes de F' estiverem inativas (o que ocorre após,
no máximo, n -- l iterações), devolvendo uma floresta de Steiner minimal contida em F. Se, ao
final, quisermos não só a floresta, mas também uma delimitação inferior para o valor ótimo do
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problema, podemos devolver o valor final de }:s Z/s: pelo teorema fraco da dualidade, este valor
é um limitante inferior para o custo de uma solução do Problema da Floresta de Steiner. Tal

valor, obtido ao final de todas as iterações, pode ser usado no cálculo de um limitante superior
para a razão entre o custo da floresta devolvida pelo algoritmo e o custo de uma solução para o
Problema da Floresta de Steiner.

Abaixo, apresentamos em pseudo-código uma descrição não muito detalhada do algoritmo

Algoritmo .A4{nF'STG, 7Z, cJ

l
2

3

4

5

6

7

8
9
10

11

12

F' - (UG, 0)

E.,t + = Ec

g/s '- 0 para todo conjunto S ativo
enquanto F tem alguma componente aviva faça

escolha a tal que /alga(ê) = mina/alga(e) l e € E-t}
se /olg.(e)

pare: "o problema não tem soluçãol"
ys -- 3/s + /alga(e) para cada componente aviva S de F

Er - EP u {ê}

E.,t +- E.zt \ {uu € EC l u e u pei'vencem a uma mesma componente de r'}
seja F' uma 7Z-floresta minimal contida em .F
devolva .F'

Iremos nos referir aos passos que se encontram entre as linhas 4 e 10 como /ase {terafiua ou
primeira /ase do algoritmo. O passo ll é conhecido como /ase da /ãmpeza ("clean-up stage") ou
segunda /ase do algoritmo. As figuras 1.2 e 1.3 ilustram a execução do algoritmo sobre a instância
mostrada na figura l.l.

Análise da razão de aproximação

Vamos mostrar aqui que o algoritmo de Goemans e Williamson que acabamos de ver nunca
devolve uma 7Z-floresta de custo maior que 2 vezes o custo de uma solução do Problema da
Floresta de Steiner. iVlais precisamente, vamos mostrar que

.(r'') $ 1 2 - ; l .pf(c, ', n) ,

onde F'' é a floresta devolvida pelo algoritmo, opt(G, c, 7Z) é o custo de uma solução do Problema
da Floresta de Steiner e t = >:rcnlTI.

Um dos invariantes fundamentais para a análise que faremos aqui é que, durante a fase
iterativo, sempre que uma aresta uu é incluída na floresta F (]inha 9 do a]goritmo ]t/{n.fi'S),

(1.1)
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(d)

(f

Figura 1.2: Execução do algoritmo sobre a instância da figura l.l. (a) (f) Situação ao final de
cada uma das seis primeiras iterações da primeira fase do algoritmo. Em cada iteração, o raio do
maior círculo em torno de cada vértice u em uma componente atava S é incrementado do valor
corrente da variável 3/s (podemos pensar que, antes da primeira iteração, o maior círculo em
torno de cada vértice do grifo tem raio 0). A folga de uma aresta uu com ao menos um extremo
em uma componente atava é igual ao comprimento de uu que se encontra na região externa aos
círculos em torno de u e u. As arestas da floresta corrente estão desenhadas com um traço mais
escuro que as demais.
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Figura 1.3: Execução do algoritmo sobre a instância da figura l.l (continuação). (g) - (i) Situação
ao final da sétima, oitava e nona iterações da primeira fase do algoritmo. Note que, após a
sétima iteração, a componente que contém os retângulos de cantos arredondados se torna inativa
e, portanto, o raio do maior círculo em torno de seus vértices não será incrementado nas iterações
seguintes. (j) Floresta devolvida pelo algoritmo após a execução da segunda fase, a qual tem
custo 1.023 vezes maior que o custo de uma solução do problema.
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temos que c.. = >:S:uuCÕ(S) yS' Para ver que isto, de fato, ocorre, note que as únicas parcelas da
somatória em questão que têm seu valor alterado, após a execução da linha 8 do algoritmo, são
aquelas que correspondem a componentes ativas de F' em que se encontram os extremos de uu.

Assim, se.jam S. e S. as componentes de F' correspondentes a u e u, respectivamente, e seja yb
o valor do vetar 3/ na posição correspondente a S, imediatamente antes da execução da linha 8
do algoritmo. Se S. e S. são ativas, então apenas as posições de 3/ correspondentes a S. e Su
serão incrementadas de /alga(uu) e, dessa forma, imediatamente após a execução da linha 8 do
algoritmo,

>, Z/s +/alga(uu) +/alga(uu)
S:u«CÕ(S) S:u«eÕ(S)

('- ' Es«., H Vb) . ..,.
S:u«CÓ(S)'

Caso contrário, suponhamos, sem perda de generalidade, que apenas S« é ativa. Assim, apenas
a posição de g/ que corresponde a S« será incrementada de /alga(ut/) e, deste modo, logo após a
execução da linha 8,

>l, ys +.»ig«(u«)
S:uuCÓ(S) S:uuCÕ(S)

(«,

Note que, a partir do momento que uu é incluída em F', o valor da somatório )l:s:«.Cõ(s) ys
não mais será alterado. Desta forma, ao final de todas as iterações da primeira fase, para toda
aresta e em F', temos que c. = >:s:.có(s) Z/s Em particular, o mesmo vale para toda aresta e na
floresta F' devolvida pelo algoritmo e, desta forma,

c(F'') >1: c. ys ÕP.(S)lys,
'CEr, eCEF, S:eeó(S) S

onde (ír,(S) é o conjunto das arestas em F'' que têm exatamente uma ponta em S.

Por outro lado, pelo teorema fraco da dualidade, sabemos que }:s 3/s $ opt(G, c, 7Z) e, assim,

(' - ;) ;,; ' (' - {) .,*'', ', ", .

(1.2)

(1.3)

Logo, tudo que precisamos fazer para provar (1.1) é mostrar que

T ', '', «. ' (: - ;) ; «. .

Note que, no início da primeira iteração, esta desigualdade vale trivialmente, pois 3/ - 0. Agora,
suponhamos que (1.4) vale no início de uma dada iteração e sejam 0 e .Sp, respectivamente, a

(1.4)
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folga da aresta que será incluída em F nesta iteração e a família das componentes ativm de F

antes da inclusão de tal aresta. Ao final da iteração, o lado esquerdo de (1.4) terá recebido um

acréscimo igual a 0 Esc.s,lõp,(S)l, enquanto que o lado direito terá aumentado de (2 2) l-SELO.
Assim, para que (1.4) continue valendo ao final da iteração, basta que

E lõ,,WI l2 {l l.s,l

e é exatamente isso que iremos provar no

Ç

Lema l.l. .No {nüio de cada áferação do algorifmo,

x »,,''« ' (, - {) ',SC.Sr \ c/

Prova. No que segue, diremos que duas componentes, digamos S e S', de uma floresta num
grafo G são adjacentes em G se existe alguma aresta em C que tenha um extremo em S e o outro
em S/

Seja Zr o conjunto das componentes inativas S da floresta F tais que l(íp'(S)l ? l e seja Eo
a floresta obtida ao final de todas as iterações da primeira fase. Agora, considere o grifo .l?'
definido da seguinte forma:

+ yw = .Sr U ,Zp e

. EH = {lS, S'} l S e S' são adjacentes em Eo}

Sabemos que não existem circuitos em .17, pois, caso contrário, haveria algum circuito em Ho e
isto é absurdo, já que Ro é uma floresta. Assim, H é uma floresta e, deste modo,

IEXl$1VXl-l l.SPI + IZPI l

Por outro lado, sabemos que }l:SCVHlõH(S)l = 2lEXI e, assim, como lõP,(S)l $ 1õx(S)l para
todo S em yH, temos que

>: lâp.(S)l $ 2lExl $ 2(l.Srl + IZpl - l)

+ >1: 1õr,(s)l $ 2(l-sr'l+ lzrl - l)
SeSPuZP

)i: lõp,(s)l $ 2(l-srl + lzpl - l) - )ll: lõp.(s)l.
Se-ST'SCZr

Por fim, note que, como F' é uma 7Z-floresta minimal, não existe S em Zp tal que lõP,(S)l
e, deste modo, lõp,(S)1 2: 2 para todo S em Zp. Logo,

l

2(l.sF'l + l.zpl - i) - >1: 1õp,(s)l $ 2(l.srl + lzpl - i) 2lzpl = 21.spl -2
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e, portanto,

como queriamos provar.

}: IÕP.(S)l $ 2jSPI - 2 , Ú) ', '(,-;) ',,
D

Assim, concluímos a prova de que a desigualdade (1.4) é sempre válida e, desta forma, jun-
tando tudo, temos o seguinte

'-«m- :." ' .'.«"«. "',«" ' ««« (' {)-.,«.:«..'' ,«. . ,«".«« '. ''«'. ''
Steãner.

Prova. Segue diretamente de (1.2), (1.4) e (1.3) e do fato de que podemos implemente-lo de
forma que ele consuma tempo polinomial para qualquer instância do problema, como veremos
nos próximos capítulos. []

1.3 Implementações

A implementação mais simples do algoritmo de Goemans e Williamson para o Problema
da Floresta de Steiner consome tempo Q(n3), onde n é o número de vértices do grato dado.
Goemans e Williamson j131 mencionam uma implementação direta do algoritmo que consome
tempo O(n2 log n). Tal implementação utiliza uma fila de prioridade para tornar mais rápida a
determinação de uma aresta de folga mínima.

Klein j171 introduziu uma estrutura de dados que pode ser usada para obter-se uma imple-
mentação do algoritmo de Goemans e Williamson de complexidade O(nv;iilogn), que é mais
rápida que a implementação O(n2logn) em grifos esparsos. Aqui, como de costume, m e n
denotam, respectivamente, o número de arestas e de vértices do grato.

Gabow, Goemans e Williamson l91 propuseram uma outra implementação do algoritmo, que
organiza as filas de prioridade de uma forma diferente e tem complexidade O(n(n+ v;;i.iõãlõEZ)).

A implementação de Cole et al. ISI usa uma ideia de subdividir as arestas dinamicamente e
resulta em uma complexidade melhor, sob o custo de uma pequena degradação na razão de apro-
ximação do algoritmo. Especificamente, tal implementação consome tempo O(k(n + m) logo n),
onde k é um parâmetro extra que controla a degradação da razão de aproximação do algoritmo.

A partir do próximo capítulo, faremos uma exposição mais detalhada de cada uma dessas
implementações e, para cada uma delas, exibiremos uma implementação em CWnB, um sistema
de programação letrada (em inglês, "literate programming") que combina programação em C com
documentação tipografada em lõhijX. O código em C correspondente a todas estas implementa-
ções se encontra no arquivo sf . c que está organizado de acordo com a seguinte estrutura:
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l < Header files of sí . c 2>

< Data structures of sf . c 4>

( Global variables of sf . c 257>

< Auxiliary functions 20>

< Steinei forest construction functions 10>

< The main program 238>

Antes de dar prosseguimento à apresentação das seções em que se divide o arquivo sf . c, vamos
redigir algumas palavras sobre programação letrada e CWEB.

1.4 Programação letrada e CWEn

O conceito de programação letrada foi introduzido por Knuth j191. Em seu artigo "Literate
Programming" j181, de 1984, ele escreve:

Eu acredito que já é tempo de documentarmos nossos programas de uma forma
significativamente melhor e a melhor maneira de alcançarmos isto é considerando
programas como obras de literatura. Daí vem o título: "Literate Programming"

Vamos mudar nossa atitude tradicional na construção de programas: ao invés de
imaginar que nossa principal tarefa é dizer ao computador o que fazer, vamos nos
concentrar em explicar aos seres humanos o que nós queremos que o computador

O praticante da programação letrada pode ser considerado como um ensaísta, cuja
principal preocupação é com a exposição e a excelência de estilo. Tal autor, com um
tesouro em mãos, escolhe os nomes das variáveis cuidadosamente e explica o que cada
uma significa. Ele ou ela aspira por um programa compreensível porque seus conceitos
foram introduzidos em uma ordem que é melhor para a compreensão humana, usando
uma mistura de métodos formais e informais que se reforçam mutuamente.

Knuth desenvolveu o sistema WnB de programação letrada, o qual permite ao usuário desen-
volver programas que estejam de acordo com as idéias expostas no trecho acima. Estes programas
podem ser vistos como documentos hipertexto, como a World Wide Web (de fato, Knuth começou
a usar a palavra "web" neste sentido muito antes do nascimento da rede www). Em 1987, Silvio
Levy adaptou o sistema para a linguagem C, dando origem ao CWnB. Uma descrição detalhada
do sistema pode ser encontrada no livro "The CWEB System of Structured Documentation" j211

Um programa CWnB é uma sequência de seções numeradas, as quais são chamadas de blocos
(em inglês, "chunks"). Um programa completo pode ser visto como uma teia ("web") ou rede
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que consiste de pequenos pedaços de código e interconexões entre os pedaços. Cada bloco de

um programa CWEB começa com um comentário sobre os objetivos ou sobre algum aspecto
importante do bloco. Tais comentários são escritos em português (por exemplo), de maneira
informal. O bloco termina com uma parte formal, expressa em linguagem C, e supõe-se que o
código formal faz exatamente o que os comentários sugerem. Entre os comentários introdutórios
e o código C também pode haver uma ou mais definições de macro. Assim, cada bloco consiste
de três partes, nesta ordem: comentário informal, definições de macros e código C, sendo que
uma ou mais partes, destas três, podem estar vazias.

Alguns blocos têm nome e outros são anónimos. Um exemplo de bloco anónimo é o bloco l
acima, aquele que contém a estrutura geral do arquivo sí .c que foi exibida no final da seção
anterior. O código C de um bloco com nome começa com

< Nome do bloco id >

(onde {d indica o número do bloco) e é seguido por um fezfo de suósl íu ção em CI
disso é o código C do bloco 15 (o qual irá aparecer no próximo capítulo):

Um exemplo

< Some initializations 15>=

{

{as( = malZoc(g-n * sizeof(Ve-tex *));

si"s = «.alloc«g-n) * (g-n«m. f.) * sizeof(int));
if (--/«t v --.s{«s) {

em' = 2;

return;
}

}

Como podemos ver no exemplo acima, os textos de substituição são formatados de uma
maneira especial em CWnB, o que torna mais fácil a leitura do código C. Os seguintes símbolos
especiais são utilizados para melhorar a legibilidade:
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símbolo significado

> >:

&&

t

©
A HALL

Quando o nome de um bloco z aparece em um outro bloco y (o que ocorre, por exemplo, no
bloco 1, que faz o papel de y neste caso), isso significa que, no arquivo que contém o código C do
programa, o texto de substituição correspondente ao bloco z aparece no exato lugar do bloco g/
em que se encontra o nome de z. Assim, por exemplo, no arquivo sf . c, o texto de substituição do
bloco 2 aparece no exato lugar do bloco l em que se encontra seu nome, < Header files of sf . c 2 >.
Por este motivo, no programa CWnB, veremos que, no final do bloco 2, aparece uma nota de
rodapé indicando que ele foi usado no bloco l.

E possível definir novos blocos que acrescentem mais código C ao texto de substituição de um
bloco que já foi definido anteriormente. Neste caso, o novo bloco terá o mesmo nome do bloco
definido anteriormente, só que, após o nome, ao invés de aparecer o sinal "=", irá aparecer o sinal
"+=". Os blocos 2 e 8, como veremos adiante, exemplificam esta situação. Neste caso, como o
bloco 8 é definido de forma a acrescentar código C ao bloco 2, aparece, no final de 2, uma nota
de rodapé com uma mensagem do tipo "Veja também o bloco 8".

Por fim, veremos também que, algumas vezes, o nome de um bloco é o nome de um arquivo,
escrito em fonte de máquina-de-escrever, como é o caso de dextra.h 7>. Isso indica que o
texto de substituição daquele bloco será gravado no arquivo especificado. Desta forma, um só
programa CWnB pode descrever vários arquivos que estejam, de alguma forma, relacionados.

1.5 Stanford GraphBase

Para representar vértices, arestas e grifos, faremos uso das estruturas de dados definidas
no Sfan/ord GrapABase, ao qual iremos nos referir, de modo abreviado, por SGB, um pacote de
programas e conjuntos de dados projetados por Knuth 1201 para gerar e manipular gratos e redes
Sendo assim, um dos arquivos-cabeçalho que se encontram no bloco <Header files of sf .c 2>,
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como vemos abaixo, é gb.graph.h, que é o módulo do SGB onde se encontram definidas todas
estas estruturas.

2 <Header files of sf.c 2> =

#include "gb.graph.h''

Veja também blocos 8, 9, 28, 50, 166, 182, 216, 242 e 255

Este código é citado nos blocos 2 e 9

Este código é usado no bloco l

No SGB, grifos, vértices e arcos são representados por structs dos tipos Graph, Vertex e Arc,
respectivamente. Como, com freqüência, manipularemos estas estruturas através de apontadores
para elas, muitas vezes diremos, por exemplo, que uma variável u é um vértice ou guarda um
vértice, quando, na verdade, u guarda um apontador para uma estrutura do tipo Vertex. O
mesmo se aplica a arcos e grifos.

Cada vértice u possui um nome e um apontador para uma lista ligada dos arcos que têm
a ponta inicial em u. O campo u-Rama guarda um apontador para uma cadeia de caracteres
contendo o nome de u e o campo u"'ares armazena um apontador para a estrutura Arc corres-
pondente ao primeiro arco da lista dos arcos que têm a ponta inicial em u. Quando tal lista for
vazia, o conteúdo de u-'ares será igual a A. Caso contrário, cada arco a da lista, com exceção do
último, guardará em a'nezt um apontador para a estrutura Arc do arco que sucede a na lista.
O conteúdo do campo neiçt do último arco da lista será igual a A.

Além do campo nezf, cada arco a possui dois outros campos: a"'flp e a"'/en. O primeiro
guarda um apontador para a estrutura Vertex correspondente ao vértice que é ponta final de a;
o outro guarda um inteiro cujo valor, dependendo do contexto, corresponde ao comprimento ou
custo de a.

O número de vértices e o número de arcos de um grifo g se encontram armazenados, respec-
tivamente, em g'n e g'm. O campo g'uertices é um vetou de estruturas do tipo Vertex que
correspondem aos g'n vértices do grifo g. Cada grato contém ainda um campo g'id que nada
mais é do que uma cadeia de caracteres que identifica o grifo, informando quais parâmetros
foram usados para a sua geração.

As figuras 1.4 e 1.5 ilustram as estruturas que acabamos de descrever e a representação de
um grifo no SGB.

Além dos campos mencionados acima, as estruturas Graph, Vertex e Arc possuem ainda
campos adicionais que são chamados de utál fy ./ields. Cada um desses campos é um union do
tipo util, o qual exibimos abaixo.
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Graph Vertex Arc

Figura 1.4: Ilustração das estruturas Graph, Vertex e Arc

Graph Vertex Arc

Figura 1.5: Um grifo e sua representação no SGn (para melhor visualização, as estruturas Vertex
não foram desenhadas de forma contígua no vetor de vértices do grafo).
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typedef union {
struct uertez sÍruct #y;

struct arc strucf +.4;

struct g7-apÀ. struct +(;;

char +S;

lona /;

} util;

Um campo do tipo util pode ser usado para armazenar ou um vértice, ou um arco, ou um
grato, ou um apontador pala uma cadeia de caracteres ou um inteiro, bastando, para isto, que
adicionemos o sufixo adequado (". V", ". ..4", ". G", ". S" ou ". r', respectivamente) ao nome

do campo. Uma prática muito comum e que também será aqui adorada é o uso de diretivas do
tipo # define para renomear estes campos, dando nomes mais sugestivos a eles, de acordo com
a forma como eles são utilizados na aplicação. Veremos vários exemplos desta prática ao longo
deste e dos próximos capítulos.

Coada estrutura do tipo Vertex possui seis utility fields
a definição completa de uma estrutura do tipo Vertex:

u, o, w, #, y e z. Exibimos, abaixo,

typedef struct vertex.struct {

struct arc sfruc{ #arcs;

char #narrze;

util u, u, w, z, y, z;
} Vertex;

As estruturas do tipo Arc possuem dois utility fields: a e b. Abaixo, é mostrada a definição
completa de uma estrutura do tipo Arc:

typedef struct arc.struct {

struct vertex-struct +tzp;

struct arc.struct +nerf;

lona len;
util a, b;

} Arc;

Por fim, cada estrutura do tipo
Abaixo, segue a definição completa

Graph possui seis utility fields:
de uma estrutura do tipo Graph

{

zlu, uu, ww, zz, g/g/ e zz

typedef struct graph.struct
Vertex t/erf ces l

long n;
long m;
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char ialID.FIELD.SIZEl;
char afaz. lypesj15l;
Área pala;
Área a&z aula;
util uu, uu, wm, zr, g/y, zz;

} Graphl

Note que a definição acima contém ainda três campos que não falam mencionados na descrição
que fizemos até aqui: afaz.topes, aGIa e auz. pala. Como estes campos não su'ão utilizados em
nossas implementações, não iremos descrevê-los em detalhes. Diremos apenas que

8 ufiZ. topes é usado para armazenar uma cadeia de caracteres que descreve de que forma
estão sendo utilizados cada um dos 14 utility fields correspondentes às estruturas que
descrevem o grato (isto é, qual dos cinco tipos de dados está armazenado em cada um
desses 14 campos);

e data guarda um apontador para a área usada para armazenar arcos e cadeias de caracteres

e auz. pala guarda um apontador para a área usada pala armazenar informação auxiliam

relacionada ao grifo.

No SGB, não existe um struct para representar arestas, ao contrário do que acontece com
arcos. Em vez disso, arestas são definidas em termos de arcos. Mais especificamente, uma aresta
com extremos nos vértices u e u é representada através de um único par de arcos: um arco com
a ponta inicial em u e a ponta final em u e um outro arco que tem a ponta inicial em u e a ponta
final em u. Além disso, tendo em mãos um dos arcos do par que corresponde a uma dada aresta
e o vértice que é ponta inicial deste arco, podemos facilmente (em tempo constante) determinar
o outro arco. Em nossas implementações, usaremos a macro {nuerse(a), que definimos abaixo,
para realizar esta tarefa. Usaremos também um dos utility fields de a, o qual renomearemos
como /rom, para guardar um apontador para a estrutura Vertex do vértice que é ponta inicial

#:define /rorrz a.I''

#denne {n«e(.) ((«,/r.m < «'lip) ? « + l : « -- l)

de a

3

Assim, a partir de um arco, podemos determinar o par de arcos que representa a aresta. Em
razão disso e por conveniência, muitas vezes iremos nos referir a um apontador a para uma
estrutura do tipo Arc como "a aresta a" ou a uma lista de estruturas do tipo Arc como "uma
lista de arestas". Assim, a menos que digamos o contrário, sempre que nos referirmos a uma aresta
a, quando a, nà verdade, for uma estrutura do tipo Arc ou um apontador para uma estrutura
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deste tipo, estaremos nos referindo à aresta que é representada pelo par de arcos determinado
pelo arco correspondente à estrutura ou apontador a.

Além da definição das estruturas usadas no SGB para a representação de um grato, o arquivo
gb.graph . h contém ainda o protótipo de funções básicas para a criação e manipulação de gratos.
Algumas delas são utilizadas em nossas implementações e, abaixo, listamos estas funções.

e Graph gó ne grapà(long n): cria um grifo com n vértices e nenhuma aresta e devolve
um apontador para a estrutura Graph correspondente a este grato;

e char +gó sabe.sfdng(char +s): recebe um apontador para uma cadeia de caracteres
(com 0 demarcando o final da cadeia), guarda uma cópia dessa cadeia em uma área es-
pecialmente reservada para este propósito e devolve um apontador para o lugar onde se
encontra a nova cópia;

. void gó riem. erige(Vertex +u,Vertex +u, lona /en): cria uma aresta com extremos nos

vértices u e u e com comprimento (ou custo) igual a Zen. Se u # u então, logo após a
chamada a esta função, u-'ares guardará um apontador para a estrutura Arc de um dos
arcos do par que representa a aresta, enquanto que u"'ares guardará um apontador para a
estrutura Arc do outro;

© void gó recycle(Graph +g): libera a memória ocupada pelo grafo g

1.6 Estruturas para a representação de conjuntos de terminais
e florestas de Steiner e algumas definições de macros

Dentre as estruturas de dados que estão especificadas na seção < Data structures of sf . c 4>
encontram-se as que criamos para representar conjuntos de terminais e florestas de Steiner, as
quais vamos apresentar agora. Cada conjunto de terminais é representado por uma estrutura do
tipo TermSet. O campo id desta estrutura guarda um número inteiro entre 0 e l7?.l l que
identifica de maneira única o conjunto de terminais que ela representa (R, como antes, é a família
de conjuntos de terminais especificada na entrada). Diremos que tal número é o identificador

do conjunto de terminais. Um outro campo, connected, indica se todos os vértices do conjunto
estão ou não conectados através das arestas de uma dada floresta do grifo (connecÉed = l
ou connecfed = O, respectivamente). A estrutura contém ainda uin campo uerfÍces, o qual guarda
um apontador para uma lista ligada dos vértices que fazem parte do conjunto de terminais, e
um campo rzum. z/erfices que guarda o número de elementos nesta lista. Para percorrer a lista
oertices , devemos utilizar o campo nezt. fermànaJ de cada vértice, o qual guarda um apontador
para o próximo vértice na lista. Por fim, o campo nezt. fset da estrutura é um apontador para
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uma outra estrutura do tipo TermSet e é utilizado para a criação de listas ligadas de conjuntos
de terminais. Abaixo, segue a especificação em C da estrutura que acabamos de descrever:

#deíine nerf. [erminaJ u.y

< Data structures of sf . c 4 > =
typedef struct ts.struct {

int {d;

Vertex +ueríÍces ;

int num uerfices ;

int connecled;
struct ts.struct #rzezt fseÍ;

} TermSet;

22

4

Veja também blocos 6, 11, 46, 47, 183 e 186

Este código é citado no bloco 4

Este código é usado no bloco l

Em nossas implementações, suporemos que cada um dos vértices do grifo possui um campo
lermsef que guarda ou o identificador do conjunto de terminais ao qual o vértice pertence,
ou --l, caso o vértice não esteja em nenhum dos conjuntos de 7Z

5 #define éermset ád u./

A estrutura de dados que representa uma floresta de Steiner é apresentada abaixo. Cada
uma das funções correspondentes às implementações que apresentaremos a partir do próximo
capítulo devolverá um apontador para uma estrutura deste tipo. O campo edges da estrutura é

um apontador para uma lista ligada contendo as arestas da floresta. Para percorrer esta lista,
deve-se utilizar o campo nezf de cada aresta, o qual guarda um apontador para a próxima
aresta na lista. O custo da floresta é guardado no campo post, enquanto que o valor da função
objetivo dual se encontra no campo dual cosa da estrutura.

#define nezf erige b..4

< Data structures of sf . c 4> +=
typedef struct sf.struct {

Arc +edges;

long cosa;

double dual.cosa;
} SteinerForest;

6
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Como vimos na seção anterior, cada estrutura do tipo Arc possui apenas dois utility fields. Por
outro lado, veremos que, nas implementações que apresentaremos a partir do próximo capítulo,
será necessário armazenar, em uma estrutura deste tipo, mais informação do que é possível
armazenar usando apenas estes dois campos- Em particular, numa dessas implementações, o
mesmo problema irá ocorrer também com as estruturas do tipo Vertex. Para contornar esta
situação, criamos a estrutura ExtraFields, que apresentamos abaixo, e usamos um dos utility
fields dos arcos do grato para guardar um apontador para uma estrutura deste tipo. Quando
necessário, o mesmo é feito com os vértices. Renomearemos os utility fields que guardarão estes
apontadores nas estruturas Arc e Vertex para a#elds e u@elds, respectivamente. Além disso,
utilizaremos as macros ARC.FIELDS(A) e VERTEX.FIELDS(V) para acessar o conteúdo do campo
aáeZds de um arco .4 e o conteúdo do campo u@elds de um vértice V. Guardaremos todas estas
definições em um arquivo-cabeçalho, o arquivo extra.h, para que elas possam ser utilizadas
também por funções que não se encontram em sf .c.

Cada estrutura do tipo ExtraFields possui oito campos do tipo extra, um union que
pode armazenar três tipos de dados diferentes: ou um apontador (". p''), ou número em ponto
flutuante de precisão dupla (". Z)"), ou um inteiro (". /").
( extra.h 7 > =

typedef union {

void #P;

double -D;

long /;

} extra;

typedef struct extra.fields.struct {

extra e/, e2, e3, e,g, e5, e6, e7, e8;
} ExtraFields;

#define a$e/ds b.S

#define ARC.FIELDS(Á)((ExtraFields +)((.Ay-'a$elds))
#define u©elds r.$

#define VERTEX.FIELDS(V)((ExtraFields +)((y»uÚe/ds))

7

Este código é citado no bloco 2

8 <Header files of sf .c 2 > +
#include "extra.h"

Na próxima seção, veremos algumas outras estruturas de dados, de propósito mais geral que
estas, bastante úteis às nossas implementações.



24 1.7 Heaps de Fibonacci, árvores AVL e union-find

1.7 Heaps de Fibonacci, árvores AVL e union-find

Dentre os arquivos-cabeçalho que se encontram em <Header files of sf .c 2 >, estão aqueles
correspondentes a estruturas de dados que são utilizadas em nossas implementações, tais como
heaps de Fibonacci, árvores binárias balanceadas de busca (mais especificamente, árvores AVL)
e uma estrutura de dados para a manipulação de conjuntos disjuntos usualmente chamada de
union-find. Para implementar estas estruturas de dados, nos baseamos nas implementações que
se encontram descritas em l6, 261.

< Header files of sf .c 2> +=

#include "fibheap.h''
#include "intersection.h''
#include ''bbst .h''

#include ''uf .h''

9

Vamos descrever a seguir cada uma das operações que manipulam todas estas estruturas de
dados, informando também a complexidade de tempo de cada uma delas.

Heaps de Fibonacci

As funções para a criação e manipulação de heaps de Fibonacci se encontram todas prototipa-
das no arquivo fibheap.h. Utilizaremos heaps para armazenar mais de um tipo de dados e, por
este motivo, os elementos que são manipulados em nossa implementação de heaps de Fibonacci
são apontadores do tipo "void #". Assim, por exemplo, podemos ter heaps de arestas, heaps de
vértices e até heaps de heaps. Cada heap é representado por uma estrutura do tipo FibHeap
e é composto por nós. Cada um desses nós é responsável por armazenar um único elemento do
heap e é representado por uma estrutura do tipo FHnode. Abaixo, descrevemos cada uma das
funções que manipulam estas estruturas.

. int F'HE.'lP.ll«(int -m.Àeaps,int -m '!em.)

Z)eschção: doca o espaço necessário para a criação de num /zeaps heaps capazes de arma-
zenar, no total, num eZems elementos. Além disso, organiza, em listas livres, todas
as estruturas que foram alocadas. Devolve 1, se a alocação do espaço for realizada
com sucesso, e devolve 0, caso contrário.

CompZez dada: O(num. Àeaps + nzí.m e/ems);

. FibHeap f'HÉ1'4PÍnáf(int(bless)(void *, void +))
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Z)es(nçãa: cria um heap, inicialmente vazio, e devolve o heap criado. A função Jess
recebida como argumento é usada para comparar elementos do heap com relação às
suas chaves. Aqui, adotaremos a convenção de que A é um elemento cuja chave é
mínima. Assim, Zess deve ser tal que uma chamada do tipo {ess(a,b) devolva l caso
a = A # b ou a chave de a seja menor que a chave de b, e devolva 0 caso b = A ou a
chave de a seja maior ou igual à chave de b.
E necessário que os heaps manipulados pelas funções que seguem abaixo tenham sido
criados através de uma chamada à função F'HE.4Pinif .

a.mole.íd.de: O(1);

. int f'#E.4Pemptg/(FibHeap H)

l)escMção: Caso o heap .17 esteja vazio, devolve 1; caso contrário, devolve 0

C'omp/e«{d«de: O(1);

. int F.17EÁPnum(FibHeap H)

Z)escüção: devolve o número de elementos no heap l/

a.«.p/e«id«de: O(1);

e FHnode F'HE 4Pinserf(FibHeap .l?', void +a)

Z)eschção: insere a no heap .]] e devolve o nó de .17 em que a foi inserido

a.«.ple«id«de: O(1);

+ void +F'#E.4P/irzdA4án(FibHeap H)

Z)escMção: devolve um elemento cuja chave seja mínima no heap H

(7.«.p/e,{d.de: O(1);

. voíd F'HE.4PdelJWán(FibHeap H)

Z)escMção: remove, do heap .rl, um elemento cuja chave seja mínima em J7

aomplezádade amora fada: O(lgn), onde n é o número de elementos em n;

e void /'HE4PdecreaseÃ'eZ/(FibHeap H, FHnode z, void +a)

Z)(ncr$ção: Substitui, por a, o elemento que se encontra no nó ]ç do heap .17 caso a chave
de a seja menor ou igual à chave deste elemento. Além disso, reposiciona T no heap
se necessário.

(7omp/eridade amora fada: O(1);

e void +F'HE4Pde/efe(FibHeap .H, FHnode z)
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J)escMção: remove, do heap /]', o elemento que se encontra no nó z de .17 e devolve o
elemento removido.

aomplez dado amortizada: O(lgn), onde n é o número de elementos no heap H;

. void f'HE.4Pzrauerse (FibHeap n, void(+/unc)(void citem, void +arys 1 1), void +arys ll)

l)es( Tição: aplica a função /unc, com os argumentos que se encontram no vedor aras, a
cada elemento item do heap H.

Complexidade: O(h) vezes a complexidade de pior caso da função /unc, onde n é o número
de elementos em .17i

e FibHeap f'#E'4P7oin(FibHeap h7 , FibHeap À2)

l)escdção: realiza a união dos heaps A/ e à2 e devolve o heap resultante da união

Compõe,idade: O(1);

e voíd FHEÁPdestroy(FibHeap .l?)

Z)es(rÍç:ão: devolve às listas livres toda a memória ocupada pelo heap /7 e por seus nós
para que, deste modo, esta memória possa ser usada futuramente.

C'omp/eridade: O(n), onde n é o número de elementos em H;

. void F'#EÁPyree( )

l)escMçâo: libera toda a memória previamente alocada pela última chamada feita à fun
pa . FT:r R A P n] ] ..nx5uu E A x HA XA wv Tv\# T

C;omple«idade: O(1).

Arvores AVL

Cada árvore é representada por uma estrutura do tipo BaIBST e os elementos que ar-
mazenaremos nos nós dessas árvores são do tipo Intersection, que se encontra definido no

arquivo-cabeçalho intersecta-on .h. Mais adiante, no capítulo 4, apresentaremos a definição

deste tipo de dados. O arquivo bbst . h contém o protótipo das funções responsáveis pela criação
e manipulação de nossas árvores. Segue, abaixo, a descrição de cada uma dessas funções.

. int BoSTa/Zoc(int n);

l)es( Tição: doca o espaço necessário para a criação de n nós. Além disso, organiza, em
uma lista livre, todas as estruturas alocadas. Devolve 1, se a alocação do espaço for
realizada com sucesso, e devolve 0, caso contrário.
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a.mpl":'í"de: O(n);

. BaIBST BBSTináfo

Z)escrivão: cria e devolve uma árvore inicialmente vazia

C'o«.p/e.{d.de: O(1);

. BaIBST BBSTirzserf(BaIBST r, Intersection iç, Intersection +y)

DescMção: recebe uma árvore r, um objeto z do tipo Intersection e um apontador y
para uma variável do tipo Intersection e, se r não possui um elemento com a mesma
chave de z, insere z em r, devolvendo, ao final, a árvore resultante e alterando para A
o conteúdo da variável apontada por y; caso r já possua um elemento com a mesma
chave de z, z não é inserido em r e a variável apontada por g passa a guardar o
elemento de r que possui a mesma chave de z.

(7omplerádade: O(lg n);

. voíd BBSTtrauerse (BalBST r, void(+/unc)(Intersection, void #arys 11), voi(i*arys ll)

l)escriçâo: aplica, para cada elemento da árvore r, a função /ulic com os argumentos
fornecidos no vedor aras.

Oomplezãdade: O(n) vezes a complexidade de pior caso da função /unc, onde n é o número
de elementos em r;

. void BB$Tdesfroy (BaIBST r)

Descrição: devolve à lista livre toda a memória ocupada pela árvore r, de modo que esta
memória possa ser usada futuramente.

aomp/ezádade: O(n), onde n é o número de elementos em r;

. void Z?BSTyreeo

Descmção: desaloca toda a memória previamente alocada pela última chamada à função
BBSTatloc .

a.«.p/e.id.de: O(1).

Uníon-find

As funções para a manipulação de conjuntos disjuntos se encontram prototipadas no ar
quivo uf .h. Segue, abaixo, a descrição de cada uma delas.

. void Uf'inít(Vertex *uerlãces, int n)
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Z)escrivão: cria uma partição, em n partes unitárias, do conjunto dos vértices que se
encontram nas posições de 0 a n -- l do vedor uedices. A cada conjunto da partição
sempre estará associado um represerztaníe, o qual é um dos vértices do conjunto. O
representante de cada conjunto após a chamada a esta função é, obviamente, o seu
único elemento.

. Vertex *C/FPnd (Vertex *u)

Descrição: recebe um vértice u e devolve o representante do conjunto ao qual u pertence
na partição.

. void UFunion(Vertex *u,Vertex «)

Descrição: realiza a união dos conjuntos cujos representantes são u e u. Para represen-
tante do conjunto resultante da união é escolhido o representante do maior dos dois
conjuntos. Como nossa intenção é manter uma partição dos vértices, os conjuntos
cujos representantes eram u e u antes da chamada a esta função são substituídos em
nossa coleção de conjuntos pelo resultado de sua união.

Qualquer sequência de m chamadas formada por uma chamada inicial a C/Fánit seguida
de m -- l chamadas a t/Funion e t/FH7zd consome, no pior caso, tempo O((m + n)a(m + n, n)),
onde n é o argumento que foi passado na chamada a UFánit e a(aç,y) é a inversa da função de
Ackermann l61. O crescimento desta função é extremamente lento, de forma que, para valores
práticos de r e y, temos que a(:,y) $ 4.



Capítulo 2

Implementação de Goemans e
Williamson

Uma forma bem simples e direta de implementar o passo correspondente à linha 5 do al-
goritmo JI/{nf'S, isto é, a escolha da aresta que será incluída na floresta corrente em uma dada
iteração, é examinar, uma a uma, todas as arestas do grifo (;. Para cada aresta a, seria preciso
testar se a é uma aresta externa e, neste caso, calcular o valor da folga de a, atualizando, se ne-
cessário, a variável que guarda uma aresta que possui o menor valor de folga dentre as arestas que
foram examinadas até o momento na iteração corrente; após.examinarmos todas as arestas de G,
a aresta guardada nesta variável seria incluída na floresta corrente. Poderíamos implementar as
componentes da floresta corrente usando a estrutura de dados para conjuntos disjuntos que vimos
no capítulo anterior e, desta forma, veriâcar se uma aresta é externa levaria tempo amortizado
O(a(m,n)), onde m = leal e n = FUGI. Considerando que podemos calcular a folga de uma
aresta em tempo constante, cada execução deste passo levaria, no total, tempo O(ma(m, n)).

Quando o grifo dado no problema é denso (ou seja, m = O(n2)), isto seria bastante custoso,
pois, no pior caso (que ocorre, por exemplo, quando 7Z = {Uc}), as execuções deste passo
consumiriam, ao todo, tempo Q(n3), tornando este passo a parte do algoritmo que consome mais
tempo no total. A implementação proposta por Goemans e Williamson j131 é bastante adequada
nesta situação. Ela utiliza uma fila de prioridades para reduzir o número de arestas examinadas
neste passo do algoritmo, consumindo, no total, tempo O(n2 log n).

2.1 Descrição da implementação

Tal fila de prioridades, a qual denotaremos por /l, é implementada através de um heap de
mínimo e é utilizada para armazenar arestas externas com relação à floresta da iteração corrente
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Para cada par (não-orientado) {S, S'} de componentes distintas da floresta corrente, é guardada
no máximo uma única aresta em .17: a aresta guardada é uma das que apresentam a menor folga
dentre todas as arestas com um extremo em S e o outro em S'. Note que as demais arestas
que ligam S a S' não precisam ser levadas em consideração para a determinação de uma aresta
externa de folga mínima no grato G. A chave de cada uma das arestas que se encontram em .27
é definida como sendo igual à sua folga. Desta forma, como .17 é um heap de mínimo, podemos
determinar, em tempo constante, uma aresta externa de folga mínima em G.

Para o cálculo da folga das arestas, utilizaremos a seguinte estratégia. Ao invés de ar-mazenar

explicitamente o vetou y, que pode ter um número exponencial de componentes, guardaremos,
para cada vértice u do grato, o número d(u) = >:s:.cs ys. Assim, a folga de uma aresta externa uu
passa a ser calculada da seguinte forma:

!:!!!L=!:1-2 se u e u pertencem a componentes ativas
c««-d(u)-d(u) se u ou u, mas não ambos, pertence a uma

componente atava
oo se u e u pertencem a componentes inativas

foto«tu«)

Inicialmente, d(u) = 0 para todo u e, em cada iteração, incrementaremos d(u), para cada o em
uma componente atava, com o valor da folga da aresta que será incluída na floresta. Note que,
desta forma, em cada iteração, gastaremos tempo O(n) com a atualização dos valores de d(u).

Após a determinação de uma aresta de folga mínima no grifo G, iremos incluir tal aresta na
floresta coerente. Note que, após a inclusão desta nova aresta, as componentes que contêm os seus
extremos terão se unido para formar uma nova componente na floresta resultante da inclusão.
Deste modo, é interessante que possamos determinar de maneira eficiente as componentes em
que se encontram os extremos de uma dada aresta e, ao mesmo tempo, poder realizar de maneira
rápida a união dos conjuntos de vértices de quaisquer duas componentes da floresta. Para isto,
iremos utilizar a estrutura de dados para conjuntos disjuntor que vimos no capítulo anterior,
a qual permite que cada uma destas duas operações sejam realizadas em tempo amortizado
O(a(n, n)), considerando que, no pior caso, O(n) destas operações serão realizadas neste passo
ao longo de toda a execução do algoritmo.

O próximo passo, agora, é determinar se a nova componente é atava ou não. Para realizar esta

tarefa, iremos utilizar a seguinte estratégia. A cada componente S da floresta corrente, estará
associado um vedor /(S) indexado por 7Z, que irá armazenar, para cada 7' em 7Z, o número de
elementos na intersecção de T com S (sempre que nos referirmos a uma componente S, deve-se
interpretar que estamos nos referindo à componente da floresta corrente cujo conjunto de vértices
é S). Assim, dadas duas componentes Si e S2, tudo o que temos que fazer é calcular, para cada T

em 7Z, o valor de /(Si uS2)ITI, o qual é igual a /(Si)ITI + /(S2)lrl; caso 0 < .r(St US2)ITI < lrl

para algum T em 7e, a componente St uS2 será atava e, caso contrário, será inativa. Desta forma,
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levaremos tempo O(17?.1), em cada iteração, para decidir se a componente formada pela inclusão
de uma nova aresta é ativa ou não. Note que, como estamos supondo que os conjuntos em 7Z
são dois a dois disjuntos, sabemos que l7?l $ n e, assim, todas as execuções deste passo irão
consumir, no pior caso, tempo O(n2) no total.

Por fim, é necessário atualizar o heap .llr. Para isto, devemos inicialmente remover de .H a

aresta incluída na floresta na iteração corrente. Agora, sejam Si e S2 as componentes que contêm
os extremos desta aresta e seja / o valor de sua folga. Observe que se a é uma aresta externa
cujos extremos não se encontram em Si e nem em S2 e tal que ao menos um de seus extremos

se encontra em uma componente aviva, então, ao final da iteração corrente, o novo valor da folga
de a será igual ao valor de sua folga no início da iteração menos /. Além disso, se os extremos
de a não se encontram em Si, nem em S2 e ambos pertencem a componentes inativas, a folga
de a permanece inalterada (e igual a oo). Logo, se a e a' são arestas externas cujos extremos não
se encontram em Si e nem em S2, então, se /alga(a) $ /alga(a') no início da iteração corrente,
esta desigualdade permanece inalterada ao final da iteração. Por outro lado, se uma dessas duas
arestas tem um dos extremos em Si, para algum ã em {1,2}, a desigualdade pode deixar de
valer ao final da iteração. Mais especificamente, a desigualdade pode não mais valer ao final da
iteração corrente se Si é aviva, mas Si U S2 é inativa, ou se S{ é inativa (e, conseqüentemente,
Si U S2 é atava). Portanto, apenas as arestas com algum extremo em Si ou S2 precisam ser
reposicionadas em ,17, pois podem estar violando a condição do heap. Isso é feito da seguinte
maneira. Inicialmente, cada uma das arestas de /J com algum extremo em Si ou S2 é removida
do heap. Diremos, no que segue, que duas componentes distintas da floresta são adjacentes se
existe ao menos uma aresta do grato com um extremo em cada uma destas componentes. Agora,
o que precisamos fazer é determinar, para cada componente S adjacente a Si ou a S2 e diferente
de Si e de S2, a aresta que será inserida no heap .l?, a qual deverá ter folga menor ou igual à
folga de cada uma das arestas que ligam S a Si u S2. Se S é adjacente a St , mas não é adjacente
a S2, é claro que basta tomar a aresta com um extremo em S e o outro em St que se encontrava
em H. O caso em que S é adjacente a S2, mas não é adjacente a Si é análogo. Resta, agora,
tratar o caso em que S é adjacente a ambas, Si e S2. Neste caso, para ã em {1, 2}, seja eí a aresta
com um ext"mo em S e o outro em Si que se encontra« em H. Se /oZg.(ei) $ /alga(ee), basta
tomar ei para fazer parte de /7; caso contrário, é suficiente escolher e2. Como cada componente
é adjacente a no máximo n -- l componentes da floresta, ao final de todo este processo, teremos
executado O(n) remoções e inserções no heap .17 e, portanto, para atualizar .17, levaremos ao
todo tempo O(nlogn) por iteração. Logo, no pior caso, o tempo gasto em todas as execuções
deste passo é O(n' log n).

Todas as demais operações do algoritmo podem ser implementadas de modo a consumir
tempo O(n2) no total e, deste modo, a complexidade de tempo da implementação de Goemans
e Williamson é O(n2 log n). Na próxima seção, iremos apresentar uma implementação em CWUB
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dos procedimentos aqui descritos, explicitando alguns detalhes subjacentes à descrição, que demos

acima, da implementação.

2.2 Im.plenlentação em. CWEB

Vamos examinar, a partir de agora, a função que implemente a estratégia de Goemans e
Williainson para a construção de uma floresta de Steiner. A função s/.gw, que apresentamos
abaixo, recebe como argumentos um grifo g simples (ou seja, sem laços e sem arestas paralelas)
e um vetar terra sets, que se encontra indexado de 0 a g'nl m ts l e cujos elementos são
conjuntos de terminais, e devolve uma floresta de Steiner do grifo g. Caso não exista uma tal
floresta, a função devolve A

#define num [s uzz./

< Steiner forest construction functions lO > =
SteinerForest #lil gw(Graph +g, TermSet +ferm

< Local variables of s.l: gw i4>

< Crente a spanning forest s/ xx,ith no edges i3 >
( Initialize d(u) for each vertex u of the graph 18>
( Crente a heap that contains the incident edges of each component 25 >
(While there is some active component include an edge in the forest sf 30 >
l Drop out unnecessary edges from s/ and return a minimal Steiner forest 43 >

{

}

10

Veja também blocos 45, 167 e 187

Este código é usado no bloco l

Antes de exibirmos o código de cada uma das seções em que a função st. gw se divide, iremos
descrever a estrutura de dados que usaremos para representar cada uma das componentes de
uma floresta, a qual é uma estrutura do tipo GWComponent.

Dada uma floresta, cada uma de suas componentes é identificada de maneira única através
de um número inteiro entre 0 e n l que fica armazenado no campo {d da estrutura. Um outro
campo, aclÍue, é responsável pelo armazenamento de um inteiro que indica se a componente
é ou não aviva: se aclít/e = 0, então a componente representada pela estrutura é inativa e,
se acfáue = 1, então tal componente é atava. Os vértices que fazem parte da componente ficam
todos armazenados em uma lista ligada. O campo uedjces guarda um apontador para o primeiro
vértice desta lista e, para cada vértice u na lista, u"'nezf dez é um apontador para o vértice
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que sucede u na lista. O campo num. ueríáces armazena o número de vértices da componente
e o campo ts.ánfersect dize é um vetor que armazena em fs {nfersect líl o número de
vértices da componente que fazem parte do conjunto de terminais cujo identificador é à. Também
guardaremos em uma lista algumas das arestas externas que incidem na componente. A/tais
precisamente, dada uma componente S, armazenaremos na lista de arestas correspondentes a S,
para cada componente S' adjacente a S, uma aresta que possua folga mínima dentre todas as
arestas com um extremo em S e outro em S'. Tal lista é implementada através de uma lista
circular duplamente ligada com cabeça e o campo edges da estrutura que representa S guardará
um apontador para o nó-cabeça desta lista. Cada estrutura do tipo GWComponent contém
ainda campos preta e nert que são utilizados para guardar apontadores para outras estruturas do
tipo GWComponent . Durante toda a execução da fase iterativo do algoritmo, iremos manter as
estruturas que representam as componentes da floresta corrente em uma lista duplamente ligada.
Os campos preta e nezf de cada estrutura C nesta lista guardarão, respectivamente, apontadores
para a estrutura que antecede e pala a estrutura que sucede C na lista

#define nezf. perfez y.I''

< Data structures of sf . c 4 > +=
typedef struct gw-component {

int {d;

int acfiue;
Vertex uerfàces ;

long nHm. ueríÍces;
int #fs níersect síze ;

Arc +edges;

struct gw-component +preu;

struct gw-component +neaçZ;

} GW(]omponent;

11

Inicialmente, iremos armazenar, no campo z de cada vértice b'' do grato, um apontador C'
para a estrutura que representa a componente à qual y pertence e, para isto, utilizaremos a
macro SET.COMPONENT(}'', C). Ao longo das iterações, conforme inserimos novas arestas na flo.-
resta, a componente de I'' eventualmente irá mudar e, conseqüentemente, o conteúdo do campo #
de V' ficará desatualizado. Por uma questão de economia de tempo, ao invés de atualizarmos

o conteúdo deste campo toda vez que a componente de y muda, utilizaremos (como será visto
adiante) a estrutura de dados para conjuntos disjuntos que mencionamos no capítulo 1. A macro
COMPONENT(V') que deHnimos abaixo é utilizada (como veremos, não somente nesta implementa-

ção) para determinar a componente à qual um dado vértice V pertence.

12 #define SET.COMPONENT(V,(1;) ((y»z.S = (char +)(C))
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#deíine COMPONENT(y)(( UFHnd(}'')}-z.S)

O trecho a seguir implemente a criação da floresta geradora inicial, a qual não possui arestas
(passo correspondente a linha l do algoritmo .R/{n/'S). Durante toda a execução da fase iterativo
do algoritmo, a floresta corrente é representada através de uma estrutura do tipo Graph e a
variável s/ guarda um apontador para esta estrutura. Além disso, as estruturas que representam

ps componentes da floresta corrente são mantidas em uma lista circular duplamente ligada com
cabeça. A variável componenfs guarda um apontador para o nó-cabeça desta lista.

<Create a spanning forest s/ with no edges i3 > =
{

13

int ã;

GWComponent #l;

sf = gb rapé tTn].
componenfs = t = malloc((g"'n + 1) * sizeof(GWComponent));
if (=s/ A =components) { em' = 2; return A; }
( Some initializations 15>

for (á = 0; á < g-n; í+-) {

Vertex +u ::: g-puerfices + á;

C :: componenfs + á + l;
< Initialize some fields of the component a of u 16>

É-nerf :: (l:;

O-preta = t;
f := t-nezt ;

i-Regi :: componenfs;
componenfs-preta = í;

UF{«{f (g'-' «,tÍc« , g'-n) ;

}

}

Este código é usado no bloco lO

14 <Local variables of llt gw 14 > =

Graph #sf;
G'WComponent +components, +C;

Veja também blocos 17, 19, 23, 26, 31 e 39

Este código é usado no bloco lO
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Neste bloco, vamos inicializar algumas das variáveis locais de lslt.. gw . A variável num. acfÍues
é usada para guardar o número de componentes ativas na floresta corrente. O vetor Zasf guarda,
em Zasf]id], o último vértice na lista de vértices da componente cujo identificador é {d e é usado
para auxiliar a concatenação das listas de vértices de duas componentes no momento de sua
união. A variável dizes guarda um apontador para o espaço que utilizaremos para armazenar
todos os vetores acessados a partir do campo [s infersect. dize de a]guma componente.

< Some initializations 15> =

rzum ac(át/es :: 0;

l«f «lIDe(g-n* sizeof(Vertex*));
si". m //oc((g-n)*(g"n«,« Zs)* sizeof(int));
if ('-.Z..z v n.i«s) {

return A;
2;

15

}

Veja também blocos 22 e 38

Este código é citado no bloco 2

Este código é usado nos blocos 13 e 52

16 ( Initialize some fields of the component C' of u i6 > =
{

int .j;

if (-.(«-««)) {

if (pfe7wzset.{d ? 0) { err = 1; return A; }
continue;

Chia - ã;

SET.COMPONENT (t,, C) ;
O-uerfices = Zasf l(3-iúl = u;
u-nezt. perfez :: A;

O.-num. ueNices = 1;

C fs nZersect dize = dizes +Í# (g'num.fs);
for (j = 0; .j < g--m.f'; .j-'-+) C'f'.án'e«t 'i«l.ÍI
if («-termsef. id 2 0) {

C acl ue = 1;
rzum acfãues -n;

Cb [s. {nfersecf dize lu"' fermset. {al ++ ;

}

}

0;



36 2.2 Implementação em CWnB

else Cbactiue = 0;

}

Este código é usado nos blocos 13 e 53

17 <Local variables of s/:gw 14 > +

lona num acÉiues;
Vertex ++íasl ;

int +sÍzes;

Aqui é feita a inicialização de d(u) para todo vértice u do grato. Observe que d(t/) pode assumir
valores que não são inteiros e, deste modo, não podemos utizar os ufáZáfg/ .Êelds de u para guardar
o valor de d(u). Por este motivo, é necessário alocar espaço extra, o qual poderá ser acessado
através do vetar d ua/ue.

#define d(«)*((double*)(u»z.S)
< Initialize d(u) for each vertex u of the graph i8 > =

int i;

if (-.(d valha = malloc(g'n* sizeof(double)))) {

err = 2; return A;

for ({ = 0; ã < g-n; {-n) {

Vertex +u :; r'uerláces + á;

«.,.S =(char*)(.Z. ualue + {);

d(«)

{

}

}

}

18

Este código é usado nos blocos 10 e 45

19 <Local variables of lq/..gw 14 > +
double +d ua/ue;

Apresentamos abaixo as funções que utilizamos para inserir e remover arestas na lista Ct'edges
de alguma componente C da floresta corrente. Caso uma aresta a se encontre em uma tal lista,
utilizaremos as macros preta (a) e nezf (a), que definimos abaixo, para acessar os campos de a que
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guardam apontadores, respectivamente, para a aresta que precede e para aquela que sucede a

na lista. A função insere erige recebe duas arestas, e e Z, e insere e na lista circular duplamente
ligada em que Z se encontra, de modo que e suceda Z na lista. A função deZefe. cdge recebe uma
aresta e e a remove da lista circular duplamente ligada em que ela se encontra.

#define rzezf(a)(ARC.FIELDS(a»e/ .P)

#define praz/(a)(ARC.FIELDS(a»e2 .P)

< Auxiliary functions 20> =

void insere. erige(Arc +Z, Arc +e)

{

20

Arc *n..f = «e,[ (Z);

«e,f (e)

p«« (ne,f) - e;

p«« (e)

««f ([)

}

void de/efe erige (Arc +e)

{

Ar' *p«« = p«« (e);
Arc *n«f = ««t (e);

««[ (P««) - «.,f;
P«« (n.,f )

}

Veja também blocos 27, 29, 51, 59, 64, 65, 69, 84, 91, 176, 180, 181, 184, 185, 202, 204, 211, 259 e 260

Este código é usado no bloco l

21 <list.h 21 > =

void insere. erige(Arc #, Arc +);

void deZefe (Arc +);

A alocação dos nós-cabeça das listas de arestas externas incidentes nas componentes da floresta
inicial é feita abaixo e o vedor Àead é usado para guardar estes nós. Pelo modo como definimos
as macros nezf (a) e preta (a), será necessário alocar também uma estrutura do tipo ExtraFields
para cada um desses nós-cabeça. Usaremos o vedor e/ para guardar estas estruturas.

< Some initializations 15 } +
Aead = malloc(g'n * sizeof(Arc));

22
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e/ = maZloc(g-n + sizeof(ExtraFields));
if (=he«d v -.d') {

err = 2;

return A;
}

23 <Local variables of s/..gw i4> +

Arc +Aeadl

ExtraFields #e/;

No trecho abaixo, é feita a construção da lista de arestas externas incidentes na componente C
correspondente a um dado vértice u na floresta geradora inicial. Além disso, vamos aproveitar
a ocasião para preencher, para cada aresta a nesta lista, o campo que usaremos para guardar o
número de extremos de a que se encontram em uma componente aviva. Para acessar este campo
usaremos a macro acl(a) que definimos abaixo

#define acf(a)(ARC.FIELDS(a)-'e4 ./)

<Construct the list (;Ledges 24 > =
{

24

static int { = 0, .j = 0;

C es = head -b j-ni
a-edges-a$eld. = (char *)(d' + á-H);
p«« (O-.dge') (O-'dg«) .dg«;
for (. = «".«c.; "; ' = «,ne.l) {

insere erige (Obedges,a)l
«t(.)
if («.fáp-f«msef ? 0) «f (a) -n

}

}

Este código é usado no bloco 25

Aqui, é feita a construção do heap de arestas externas candidatas a serem incluídas na floresta
geradora inicial. Usaremos a variável edges para guardar tal heap. E importante ressaltar que
na implementação sugerida por Goemans e Williamson não é necessário que usemos um heap de
Fibonacci e isso só é feito aqui por uma questão de conveniência (já que as demais implemen-
tações que veremos adiante exigem que este tipo de heap seja usado). A função EOGBless será
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apresentada nos próximos blocos. Cada aresta a inserida em edges guardará, em um de seus
campos, o nó do heap edges em que ela se encontra. Usaremos a macro Rode(a) para acessar
este campo

#define Rode(a)(ARC.FIELDS(aJ-e3 .P)

< Create a heap that contains the incident edges of each component 25 >
if (nF'HE.4Pa!/oc(l,g"'m)) { em' = 2; return A; }
edges - FHEAPinit tEDGEless)\
for (O = c.mp-.«[.-ne,t; C' # «mp-.«f.; C = O-«.,f) {

Vertex u = O-uertices;
Arc +a;

<Construct the list Cbedges 24 >

for (. «''«cs; '; " «,««t) {

if (u < «,[ip) Rode(a) = F' ÁPánsert(edges,a);
else {

Arc +a =a l;

«.d. (') (a );

25

}

}

}

Este código é usado no bloco lO

26 <Local variables ofs/ gw 14> +
FibHeap edges;

Como vimos na seção anterior, a chave de cada aresta a no heap edges é dada pela folga de a.
Usamos a função #ey, abaixo, para calcular a folga de uma aresta externa. Dada uma aresta
externa a, Éeg/(a) devolve o valor da folga de a com relação à floresta corrente. Por outro lado,
caso a = A, então keg/(a) devolve 1. É importante observar que o valor da chave (folga) de
uma aresta externa é sempre não-negativo e, por este motivo, keg/(A) < keg/(a) para toda atesta
externa a.

< Auxiliary functions 20> +=

double key(Arc *a)

{

27

if (na) return -l;
if (--acf(a)) return OBL.MAX; /+ oo +/

return (((double) «,len) -- d(«./r.m) d(«-'fip))/«t(a);
}
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28 <Header files of sf .c 2> +
#include <float. h>

A função abaixo é usada para comparar duas arestas, a e b, no heap edges. Caso a = A # b
ou a chave de a seja menor que a chave de b, ela devolve l e, caso b = A ou a chave de a seja
maior ou igual a chave de b, ela devolve 0.

29 (Auxiliary functions 20> +=
int EDGE/ess (void +a, void +b)

{

Arc +e] = a, #e2 = b;

:'eturn(keZ/(e-r) < É.y(e2));
}

O trecho abaixo é o responsável pela construção iterativo de uma floresta de Steiner do grifo de
entrada (passo correspondente às linhas de número 4 a 8 do algoritmo A/án.li'S). Em cada iteração,
uma aresta externa é incluída na floresta sf até que não existam mais componentes ativas, o que
é detectado através da variável num acláues. Cada vez que uma aresta a é incluída na floresta,
atualiza-se o valor de d(u) para cada vértice u em uma componente ativa e o valor da função
objetivo dual que fica armazenado na variável dual post . Além disso, é realizada a atualização do
heap edges e a união das componentes CI e C2 às quais pertencem, respectivamente, os vértices
a-/rom e a'Zãp, extremos de a

< While there is some active component include an edge in the forest s/ 30>
while (num. actÍt,es > O) {

double ánc;
Arc #a, +a ;

GW(l;omponent +CI, +C2;

< Let a be an edge with the smallest slackness ãnc 32 )
CI = (GWComponent 'k) COMPOREM'r(n/rom);
C2 = (GWComponent +) COMPONENT(a-Zlp);

if (-.(Cl-actit,e) A n(C2-acZÍue)) { en' = 1; return A; }
a :: zn'verse(a);

< Include a in the forest s/ 33}

< For each vertex u in some active component, do d(u) += {nc 34>
dual post += nc num act uesl

FHEA Pdelete (. edges , Rode (a» \

delete 'dge (a);

30
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de/eZe .dg. (a

if (Cl-acfÍue A C2-aclíue) nwm acfiues

(Merge the components CI and C2 35>

}

Este código é usado no bloco lO

31 <Local variables of sl/:gw 14>+ double dual post = 0;

32 < Let a be an edge with the smallest slackness inc 32 > =
if (r'HE.4Pe«.plg(edg«)) { «, return A; }
a, -- FHEAP$ndMàn Çedges ),

ánc

Este código é usado no bloco 30

Aqui é feita a inclusão, na floresta s/ , da aresta
representam tal aresta na floresta sf guardarão, no
arcos a e a que representam a aresta no grifo g.

#:define ohgánal

< Include a in the forest s/ 33 > =

Vertex +u, +u;

u = s/-«,lacas + («"/r.m - g-«,[ác«);
« «,[à«s + («-'fáp - g-«,]Íces);
gó «em. .dg. (u,«, «-.le«);
u'ares-original. arc = a;

't.}"'' ares'' orz(7z7z(iz/ (ZTC == (z

{

a escolhida no passo anterior. Os arcos que
campo original arc, um apontador para os

33

}

Este código é usado nos blocos 30, 76 e 167

34 < For each vertex o in some active component, do d(u) += ànc 34}

for ((; = componente-nezt; C' # componenfs; C' = O-nez!)

if (a-«f{«) {

Vertex +u;

{
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for (« = C'«,[ic"; ''; "

}

}

«-.n.«f ,t..) d(«) +:

Este código é usado nos blocos 30 e 76

A união das componentes CI e C2 é implementada no trecho de código que apresentamos a se-
guir. E importante que realizemos o teste inicial para descobrir qual dessas duas é a maior compo-

nente em número de vértices. O motivo é que, após a operação UFun on (Cl-uerfices , C2-uertjces)
realizada abaixo, sempre que u for um vértice que se encontra na componente resultante da união
de CI e C2, a macro COMPONENT(t/) devolverá um apontador para a estrutura que representa a
maior componente dentre estas duas. Desta forma, iremos manter esta estrutura na lista de
componentes da floresta e alterar o conteúdo de algtms de seus campos de modo que ela passe
a representar a componente CI U C2. Ao final da execução do trecho abaixo, a estrutura cor.
respondente à menor componente em número de vértices é removida da lista de componentes da
floresta corrente.

#define ezcàange(.A, Z?) { void *t = .4; ..'1 = Z?; Z? = t; }

(Merge the componente CI and C2 35> =

íf (Cl-num rfices < C2-num.uerfáces) ezcáange(CI,C2)
(Concatenate the lista CI rlices and C2 t/erfices 36 >
< Update CI acliue 37>

if(-.(Cl-«t{«)) -«.. «fi"' --;

( Update the heap edges 40>
UFunãon (Cl+uerf ces , C2-uerfãces );

C2-Reli-preta :: C2-p7'eu ;

C2+pret/-nezt :: C2-nezl;

35

Este código é usado no bloco 30

36 <Concatenate the lisas Cl+uerfices and C2-uertáces 36> =
lasf ICt nezt. perfez := C2-uerfÍces ;

last ICÍ Jasf lc2-áal;
CI uerfÍces +:: C2-num uerlãces;

Este código é usado nos blocos 35 e 79

O trecho abaixo implemente o procedimento descrito na seção anterior para decidir se a com
ponente resultante da união é atava ou inativa
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37 < Update CI f ue 37> =

{

int {;

Cl+aclit/e = O;

for ({ = 0; i < g-n«m ls; ã-+) {

[l'ermSet is = [erm. sets + ã;

if (fs-connecled) continue;
CIHts. ntersecf lÍI += C2-fs.

if (Cl-fs 'e«f. ;i;. líl > 0) {

if (CI fs. in(ersecf s zel l < ls-
else ls-con7}ecíed = 1;

ánfersect

-m. «,faces) CI active 1;

}

}

}

Este código é usado nos blocos 35 e 79

Por fim, vamos mostrar como é implementada a atualização do heap edges e a construção da
lista de arestas externas incidentes na componente CI U C2. Na implementação destes passos, uti-
lizamos dois vetores auxiliares. O vetou component. ãd é utilizado para guardar os identificadores
das componentes adjacentes à componente CI. Por outro lado, ady é um vedor cujas posições
serão preenchidas da seguinte forma: para cada í, aí#lÍI guardará uma aresta de folga mínima
dentre aquelas que possuem um extremo em CI e o outro na componente cujo identificador é i;
caso a componente cujo identificador é ã não seja adjacente a CI, ady lil guardará A.

( Some initializations i5 > +=
«dy = m //oc(g-'n * sizeof(Arc *));

"mponent d = m«/loc(g"'n * sizeof(int));
if (--«@ V =«mp-«f

err = 2; return A;

38

for ({ = 0; i < g-n; á-n) «© lil = A;

}

39 < Local variables of :{/:gw i4> +

Arc +#ad} ;

int +componenf
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A atualização do heap edges e a construção da lista de arestas externas incidentes na compo-
nente CI U C2 são implementadas no trecho abaixo. Inicialmente, removeremos, do heap edges ,
as arestas externas incidentes em CI e aquelas que são incidentes em C2. Ao mesmo tempo, atu-
alizaremos o valor do campo act dessas arestas, preencheremos os vetores a(Ü e componenl
com o auxílio de a(0 , construiremos a lista de arestas externas incidentes na componente CI U C2,
a qual ficará acessível a partir do nó-cabeça Cl-edges (já que, após a execução do trecho abaixo,
a estrutura correspondente à variável CI irá representar a componente CI U C2). Por fim, iremos
inserir, no:heap edges, cada uma das arestas presentes na nova lista Cl-edges

< Update the heap edges 40> =
{

40

int á = 0;

<Delete from edges the edges in CI es 41>

(Do the some for C2+edges and merge the lisas Cl4edges and C2+edges 42 >
fo' (a = nezt(Cl-edges); « # Cl-.dg«; . = n..f(a)) {

Arc *' = {n«. (.);
-d.(') -d.('.) 4PÍms«f(auge.,.);

while (á > O) a©lcomponenf.{dl--áll = A;

}

}

Este código é usado no bloco 35

41 <Delete from edges the edges in Cl-edges 41 > =
for (a = «e.f(Cl-edges); « # Cl-edg«; « = «..f(.))

(.; = (GWComponent +) COMPONENT(a:fãp);

F#E..4PdeZete (edg« , n.d. (a» ;

«dy IC'áal = a;

componerzf. {d li-nl = ibid;
«f(a) «t({n««.e(a)) = Cl-«f{« + O-«fi";

{

}

Este código é usado no bloco 40

42 <Do the some for C2-edges and merge the lista CI edges and C2 edges 42>
for (a = nezt(C2''edges); a # C2-e'ages; a = nezf(a)) {

C' = (GWComponent +) COMPONENT(plãp);
F'HE,4Pd./efe(erige. , -de(a));
a :: tnuerse (a)l
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«f (.) «l(. f{«. + c'«[ã«;
if ( IO-ial) {

Arc *t = p«« (a);
d.Zefe edg. (.);
ánse,t. .dge(p««(Cl- erige.) , «) ;

a :: f;

esse {
Arc #b = a© KiJ-iól;

if (key (.) < Aeg/ (b)) {

Arc *t = p,.« (a);

d.leme. .dg. ({n«. (b)) ;

d.late erige (a);

in«,t 'dg. (P«« (b), .);

de/ef. erige (b);
a :: t;

}

}

esse d'!efe. .dg. (a. );

}
}

Este código é usado no bloco 40

Ao final do processo iterativo descrito nos trechos anteriormente vistos, a variável s/ estará
guardando um apontador para uma floresta de Steiner do grato g. No trecho de código abaixo,
a função edgePrunn ng é executada sobre s/ para determinar uma floresta de Steiner minimal
contida na floresta correspondente a esta variável. A floresta encontrada é então devolvida como

resposta pela função lsl/: gw. A operação implementada por edgePrzznning corresponde à segunda
fase do algoritmo de Goemans e Williamson e será vista com detalhes no capítulo 6.

< Drop out unnecessary edges from sf and return a minimal Steiner forest 43> =
{

43

SteinerForest *mán. s/ = edgePruning (s/ , g, fe«n. seis);
min.sf- dual. cose - dual.cose \

(Free the memory allocated by s/. gw 44 >

return min sf ;

}

Este código é usado no bloco lO
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44 < li\:ee the memory allocated by :Í
gb recllcle(.sf);

/r« (s{«.) ;

/r« ( como-ente ) ;
f,..t.j)',
/ree (A«d) ;

#'« ( d. «/«e ) ;
/ree (ady ) ;
/re. ( c.«.pon.nf. àd ) ;
FHEAPfree (. ),

gw 44> =

Este código é usado no bloco 43



Capítulo 3

Implementação de (;abow, Goemans e
Williamson

No capítulo anterior, vimos que, durante a fase iterativo do algoritmo, podemos desconsiderar
algumas das arestas do grato, pois elas jamais serão escolhidas para serem incluídas na floresta.
Mais especificamente, vimos que basta levar em conta uma única aresta e para cada par não-
ordenado {S, S'} de componentes distintas da floresta corrente, desde que escolhemos e de modo

que todas as demais arestas com um extremo em S e o outro em S' tenham folga maior ou igual
à folga de e. Seja -r um conjunto formado por arestas e do grafo escolhidas desta forma. Veremos

no lema abaixo que também é possível desconsiderar, por um certo número de iterações e sob
uma determinada condição, algumas das arestas que se encontram em /. No que segue, iremos
supor que as arestas se encontram totalmente ordenadas de acordo com a sua folga: caso existam
duas arestas com a mesma folga, alguma numeração fixa das arestas, feita a priori, irá determinar
qual delas é a menor aresta. Desta forma, a k-ésima menor aresta, por exemplo, é única.

Lema 3.1. Sda uu uma aresta em / que fem um ezfremo na componente S. e o outro na
comporzenÉe Su e íaZ que, eTn uma dada áferação {, uu não se e7zc07zlra entre as 2k me7zores

arestas de l que possuem um extremo em S«. Então, se S« e S« não saberem alterações, uu não
será ánctvída em F antes que pelo menos k {terações do algohtmo sejam executadas.

Prova. Considere uma iteração na qual uu é a ai'esta que será incluída na floresta. Agora, seja
u/u' uma aresta que, na iteração á, se encontrava entre as 2k menores arestas de .r que possuem
um extremo em S«. Como S« não sofreu alterações, sabemos que u'u' não foi incluída na floresta.

Logo, a folga de uu teve um decréscimo maior que o decréscimo na folga de u'u' desde a iteração {
(um aumento na folga corresponderia a um decréscimo "negativo"). Deste modo, como nem S.
e nem S, sofreram alterações desde a iteração {, certamente a componente Su,, que contém o
extremo de u'u' que não se encontra em S., sofreu alguma alteração decorrente de sua união com
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uma outra componente da floresta. Por outro lado, devido ao modo como definimos /, sabemos

que às 2k arestas u'u' correspondem 2k componentes distintas S,,. Logo, desde a iteração {,
foram realizadas pelo menos k uniões de componentes da floresta (as uniões envolvendo as 2k
componentes S,,) e, portanto, como em cada iteração da primeira fase ocorre uma única união,
temos que pejo menos k iterações foram executadas desde a iteração {. []

Gabow, Goemans e Williamson l91 sugeriram modificações na implementação que vimos no
capítulo anterior que tiram proveito do resultado provado no lema acima, obtendo, com isto, uma
implementação de complexidade O(n(n + v;;W)). Uma delas é a de dividir a primeira
fase do algoritmo em subfases e ignorar, ao longo de cada subfase, determinadas arestas do grato.
Além disso, eles utilizam a ideia de estruturas de dados chamadas de pacotes, devida a Gabow
et al. l81, para organizar as arestas do grifo que são levadas em conta na determinação de uma
aresta de folga mínima.

3.1 Descrição da implementação

A primeira fase do algoritmo é dividida em subfases de r iterações cada uma, onde r é um
parâmetro cujo valor definiremos adiante. No início de cada subfase, para cada componente S,
escolheremos as 2r menores arestas dentre aquelas que se encontram em / (onde / é definido
como acima) e possuem exatamente um extremo em S. Seja uu uma aresta em / e soam S. e Sa
as componentes em que se encontram os seus extremos. Então, uu é considerada acordada se ela
se encontra entre as 2r menores arestas quando consideramos $ = S. e se o mesmo ocorre quando
consideramos S = S.. Uma aresta que não for considerada como acordada será completamente
ignorada durante a subfase, a menos que alguma das componentes em que se encontram os seus
extremos seja unida a uma outra componente da floresta.

As giestas consideradas acordadas no início de uma subfase são organizadas em estruturas de
dados chamadas pacotes. A cada componente S da floresta corresponderá um conjunto de pacotes
onde ficarão armazenadas as arestas acordadas que possuem um extremo em S. Cada pacote
tem capacidade para armazenar no máximo log n arestas e é implementado através de um heap
de mínimo. Dentre os pacotes que correspondem a uma componente, existe um que é especial,
o qual iremos chamar de pacote em crescimento. Os demais pacotes são chamados de pacotes
comuns. Sempre que uma nova aresta deve ser armazenada nos pacotes de uma componente S,
ela é inserida no pacote em crescimento de S. Quando o pacote em crescimento atinge o limite
de sua capacidade (ou seja, logo arestas), ele se torna um pacote comum e um novo pacote em
crescimento é criado para a componente.

Sempre que uma aresta é a menor aresta nos dois pacotes em que ela se encontra e estes
pacotes são pacotes comuns, ela é chamada de duplo m h mo. Tais arestas, além de serem



Implementação de Gabow, Goemans e Williamson 49

mantidas nos pacotes das componentes que contêm seus extremos, ficarão armazenadas também
em um heap de mínimo que denotaremos por Z). Este heap é utilizado para que possamos
determinar rapidamente a aresta mínima dentre aquelas que se encontram em pacotes comuns.

Após a inicialização das estruturas descritas acima, são executadas as r iterações da subfase.
De acordo com a forma com que as estruturas estão definidas, a determinação de uma aresta
de folga mínima em cada iteração é feita comparando-se o mínimo do heap Z) com o mínimo de
cada um dos pacotes em crescimento. Uma vez que tal aresta é escolhida, ela e todas as arestas
acordadas incidentes nas componentes que contêm os extremos dela são removidas dos pacotes em
que estão armazenadas e também do heap Z). Note que a remoção destas arestas dos pacotes em
que elas estavam pode ter gerado novos duplos mínimos e, caso isto ocorra, deve-se atualizar Z)
inserindo-se os duplos mínimos gerados. Após a inclusão na floresta da aresta escolhida, devemos
decidir quais das arestas incidentes na nova componente gerada pela inclusão serão consideradas
acordadas. Seja S a nova componente da floresta. Na seleção dessas arestas, devemos considerar
como candidata apenas uma aresta para cada componente S' adjacente a S no grato; a aresta
candidata é a menor dentre aquelas que possuem um extremo em S e o outro em S/. Dentre

estas arestas candidatas, as 2r menores serão declaradas acordadas. Então, é criado o pacote
em crescimento de S e, uma a uma, cada aresta e, dentre essas 2r, é inserida em dois pacotes:
no pacote em crescimento de S e no pacote em crescimento da componente que contém o outro
extremo de e. Sempre que a capacidade destes pacotes atinge seu limite, é criado um novo pacote
em crescimento e o antigo se torna um pacote comum. Note que o surgimento de novos pacotes
comuns através deste processo pode gerar novos duplos mínimos e, neste caso, o heap Z) deve ser
devidamente atualizado. Após a execução de todos estes passos, tem início uma nova iteração.

Análise da complexidade de tempo

Note que, no início de cada subfase, o número de giestas que se encontram nos pacotes de
uma componente S é limitado por 2r. Além disso, note que, em cada uma das r iterações de
uma subfase, no máximo uma aresta é adicionada aos pacotes de S. Assim, durante a execução
de uma subfase, o número de arestas que se encontram nos pacotes de uma componente nunca
ultrapassa 3r. Deste modo, podemos concluir também que, durante a execução de uma subfase, o
número de pacotes associados a uma componente nunca é maior que [3r/ log n] . Por outro ]ado,
observe que, como cada pacote contém no máximo log n arestas, o tempo gasto com a remoção de

uma aresta de um pacote é O(log log n) e, além disso, como o número de arestas no heap D nunca

ultrapassa m, o tempo gasto com a remoção de uma aresta de D é O(logra) = O(Ioga). Logo,
em cada iteração, o tempo gasto com a remoção de arestas dos pacotes em que elas se encontram
é O(r log log n) e o tempo gasto com a remoção de arestas do heap D é O((r/ log n) logo) = O(r),
já que o número de duplos mínimos incidentes em uma componente S é limitado pelo número
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de pacotes de S. Portanto, ao longo de todas as iterações da primeira fase, o tempo gasto com a
remoção de arestas dos heaps usados na implementação é O(nr log log n). Agora, vamos analisar
o tempo gasto com inserções nos heaps. Observe que, em cada iteração, o número de inserções
de arestas em pacotes é igual a 4r, já que cada aresta acordada é inserida em dois pacotes. Além

disso, o número de inserções no heap Z) em cada iteração é O(r). A razão disso é que as inserções
feitas em Z), devido ao surgimento de novos duplos mínimos, podem ocorrer em dois momentos
pm llm n itprnr5n'

+ quando são removidas arestas de pacotes comuns e, neste caso, o número de inserções
feitas em 1) é limitado pelo número de remoções feitas nesses pacotes e, portanto, nunca
ultrapassa 6r;

e quando surgem novos pacotes comuns em razão da inserção, em pacotes em crescimento,
das arestas acordadas incidentes na componente gerada pela inclusão de uma nova aresta
na floresta; neste caso, o número de inserções em 1) não ultrapassa 2r

Assim, em cada iteração, o número de inserções feitas em heaps é O(r) e, deste modo, conside-
rando que todos os heaps são implementados através de heaps de Fibonacci, o tempo gasto com
estas inserções em cada iteração é O(r). Logo, ao longo de todas as iterações da primeira fase,
o tempo gasto com inserções em heaps é O(nr).

Observe ainda que, para determinar uma aresta externa de folga mínima, o tempo gasto em
cada iteração é O(n). A atualização dos valores de d(t;) para cada vértice u em uma componente
atava da floresta, a união das componentes em que se encontram os extremos da aresta externa
de folga mínima escolhida e as operações para decidir se a componente resultante desta união é
ou não atava podem ser executadas em tempo O(n) amortizado, como vimos na implementação
anterior (note que, em decorrência do uso da estrutura union-find para implementar a união
das componentes, é necessário falar em tempo amortizado). Além disso, para selecionar as 2r
menores arestas que incidem na componente gerada pela inclusão da nova aresta na floresta,
podemos utilizar um algoritmo de seleção em tempo linear e, assim, o tempo gasto com este
passo em cada iteração também é O(n). Portanto, durante todas as iterações da primeira fase,
o tempo gasto com todos estes passos é O(n2).

Resta agora determinar o tempo gasto com a inicialização do heap J) e dos pacotes das
componentes da floresta no início de cada subfase. Note que, usando um algoritmo de seleção
em tempo linear, podemos construir os pacotes das componentes da floresta e, simultaneamente,
construir D em tempo O(m). Como o número total de subfases é fn/rl, o tempo gasto com
estas inicializações durante toda a primeira fase é, portanto, O(nm/r).

Logo, por tudo o que vimos acima, a complexidade de tempo desta implementação, em função
de r, é O(nrloglogn + n2 + nm/r). Portanto, escolhendo r = X/a/log ogn, como sugerem



Implementação de Gabow, Goemans e Williamson 51

Gabow, Goemans e Williamson, temos que a complexidadade de tempo da implementação é
0(n(n + V;ÜW))

3.2 Implementação em. CWEB

A função st ggm, que apresentamos abaixo, recebe um grifo g simples, um vetar terra seis

de conjuntos de terminais, que se encontram indexados de 0 a g'num fs l no vedor, e um
inteiro random em {0, 1}. Ela implemente os passos descritos na seção anterior para construir
uma floresta de Steiner de g, devolvendo, ao final de sua execução, a floresta construída. Caso

não exista uma floresta de Steiner em g, a função devolve A. Se Tardam = 0, o algoritmo de
seleção usado por s/l.ggw será um algoritmo cujo consumo de tempo no pior caso é linear no
tamanho da entrada, como especificado na implementação de Gabou, Goemans e Williamson

Caso contrário, ou seja, se 7azzdom = 1, a função usará um algoritmo de seleção mais simples,
aleatorizado, que tem consumo esperado de tempo linear

< Steiner forest construction functions lO > +=
SteinerF'orest #l{/: ggm(Graph #g, TermSet +ferm sets,int randorn)
{

45

< Local variables of é!/l. ggw 49 >

< Memory allocation and parameter settings 48 >

< Initialize the structures corresponding to the componente of the inicial forest S2 >
< Initialize d(u) for each vertex u of the graph 18>
< Initialize the packets of each component 57 >

( Include an edge in the forest while there is some active component 76>
<Find and return a minimal Steiner forest 92>

}

Como na implementação que vimos no capítulo anterior, manteremos em uma lista, du-
rante toda a execução da fase iterativo, as estruturas que representam as componentes da flo-
resta corrente. Cada componente da floresta é representada através de uma estrutura do tipo
GGW'Component- Esta estrutura é bastante parecida com aquela que utilizamos para res-
presentar as componentes no capítulo anterior: a única diferença é que esta possui dois campos
adicionais, gr packet e packefs , correspondentes aos pacotes que guardam as arestas acordada-
das incidentes na componente. Dada uma componente C', o pacote em crescimento de O será
guardado em CL'gr.packet, enquanto que os pacotes comuns de C' serão armazenados em uma
lista ligada e Ct-pacÉets guardará um apontador para o primeiro nó desta lista.

46 <Data structures of sf .c 4> +=
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typedef struct packnode +PackList;
typedef struct ggw-component {

int {d;

int active ;

Vertex +uerZáces;

int num uerláces ;

int +fs infersecf sãze ;

Arc +edges;

PackList packefs;

FibHeap gr. packel;
struct ggw-component +preu ;

struct ggw-component nert ;

} GGWComponent;

Os nós da lista ligada de pacotes comuns de uma componente são implementados através de
estruturas do tipo struct packnode, que é apresentado abaixo.

47 <Data structuies of sf.c 4> +=
struct packnode {

FibHleap packel;
struct packnode +nert;

}

Alocaremos, de uma vez só, a memória ocupada por todos os nós deste tipo e organizaremos
todos eles em uma lista livre. A variável nortes guardará um apontador para o nó-cabeça desta
lista. Cromo vimos, durante toda a execução de uma subfase, o número de pacotes associados
a uma componente nunca ultrapassa [3r/logn] e, portanto, como utilizaremos os nós apenas
para guardar pacotes comuns, o número de nós na lista livre, sem contar o nó-cabeça, nunca será
maior que 3nr/ log n.

< Memory allocation and parameter settings 48 > =
{

48

int{, n = g'n;

-m. «dp«k * n * ,')/log n;

,todas = malloc((num ordpacÊ + 1) * sizeof(struct packnode));
for ({ = 0; i< num ordpack; {-+) nodesl l.nezt = nortes +{ + l;

zzodes lál.nezt = modas;

}
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Veja também blocos 56, 62 e 73

Este código é usado no bloco 45

Para calcular o valor das variáveis Zog.n e r, utilizamos a função msó que apresentaremos
adiante. Observe que a expressão g-'m/2, que aparece no cáculo de r, é igual ao número de
arestas do grafo g.

49 < Local variables of sl/: ggm 49 > =

int log.n = msó(g''n), , = sqrZ((g-'«./2)/«.sb(Jog n)), nu«.
PackList modas

Veja também blocos 54, 58, 63, 74, 77 e 86

Este código é usado no bloco 45

50 <Header files of s:f .c 2> +

#include <math .h>

A função msó, que apresentamos abaixo, recebe um inteiro z e devolve, em tempo O(log z),
o índice do bit l mais à esquerda, o bit mais significativo, na representação binária de z, ou
equivalentemente, o chão do logaritmo na base 2 de z

< Auxiliary functions 20> +=
static int msó(int #)

int j = O;

while (z > 1) {
r = z/2; .jw';

return .j;

{

}

}

51

Como mencionamos há pouco, durante toda a fase iterativo, as estruturas que representam
as componentes da floresta corrente ficarão todas armazenadas em uma lista. Tal lista é imple-
mentada através de uma lista circular duplamente ligada com cabeça e a variável comp07zents

guardará um apontador para o nó-cabeça desta lista. A floresta corrente será representada por
uma estrutura do tipo Graph e a variável s/ guardará um apontador para tal estrutura. No
trecho de código abaixo, é feita a inicialização de todas estas estruturas, de modo que elas
correspondam à floresta geradora inicial, a qual não possui arestas.
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52 < Initialize the structures corresponding to the componente of the inicial foiest
{

52 >

int {;

GGWComponent +t;

sj = gb. lle\o. grau)h Ç.g'l-Ü',

co"''ponents = f = maZ/oc((g'-'n + 1) * sizeof(GGWComponent));
if (ns/ A --««.p.«enf.) {

err = 2; return A;
}

< Some initializations 15>

for (i = 0; i < g-n; á-n) {

Vertex #u :: g-'ueríãces + i;

C - compozzenfs + á + l;
< Initialize the fields of the component C' of u 53 >

t-nezt = (;;

(J'preta = t;
t :: t-nezt ;

t-nert :: componenfs;

componente- preta -- t;

UFánít (g'uerf ces , g-'n);

}

}

Este código é usado no bloco 45

53 <lnitialize the fields of the component C' of u 53 > =
< Initialize some fields of the component C' of u 16>

< Create a double linked lisa of edges incident in (7 SS >

Este código é usado no bloco 52

No trecho abaixo, declaramos algumas das variáveis locais da função !slt. ggw. Note que elas
possuem o mesmo nome que algumas das variáveis que usamos na implementação da função
!tt.gw no capítulo anterior. E isto não é à toa, já que aqui elas desempenham o mesmo papel
desempenhado por suas variáveis homónimas em sl/. gw . Veremos que o mesmo irá acontecer com

outras variáveis de lsl/: ggw que serão apresentadas mais adiante. Desta forma, para não sermos
repetitivos, não descreveremos aqui qual é a função de cada uma destas variáveis e pedimos que
o leitor consulte o capítulo anterior sempre que necessário.
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54 < Local variables of slf.. ggw 49 > +=
Graph +s/;

GGWComponent I'componenfs, +O;

int lzum acZáues, +sázes;

Vertex ##/asZ ;

double +d ualue;

Arc +ãead;

ExtraFields +e/;

A construção da lista de arestas C edges é feita abaixo. Aproveitaremos a ocasião para inici-
alizar alguns dos campos presentes nas estruturas conespondentes às arestas que farão parte da
lista. Como na implementação anterior, utilizaremos as macros preta(a) e nezt(a) para acessar
os campos da aresta a que guardam apontadores, respectivamente, para a aresta que precede
e para aquela que sucede a na lista edges de alguma componente da floresta corrente, caso a
se encontre em uma tal lista. Também, como na implementação anterior, utilizaremos a macro

act (a) para acessar o campo de a que guarda o número de componentes ativas dentre aquelas em
que se encontram os extremos da aresta a. Em adição a estas macros, definiremos aqui outras
duas: 7ank(a) e Z).nade(a). A primeira é usada para acessar o campo de a que guarda um
inteiro entre 0 e g'm/2 1 que identifica de maneira única a aresta a. Usaremos este número
para decidir qual, dentre duas arestas, é a menor, caso elas tenham a mesma folga. A segunda
macro, D Rode(a), é usada para acessar o campo de a que guarda ou o nó do heap D em que a
se e«onera, ou A, caso « «ão esteja em Z).

#define rama(a)(ARC.FIELDS(a»e5..r)
#define Z). Rode(a)(ARC.FIEL.DS(a»e?'.P)
< Crente a double linked list of edges incident in C 55 > =

{

55

static int p = O, q = O, rama = 0;

Arc +a;

C=edges = Àead + p-n-;
O-edges-a#e/ds = (char *)(d + q-+);

p«« (C'edg«) ne.f (O-.dg«)
for (a = «".a«s; a; a = «.nezt) {

if (l, < a-láp) rama(a) = ranÊ-H;

esse ««É (a) = «nk ({n«e (a));
1) nade (a) = A;
«f(.)
if (a'fãp-te,'msef. {d 2 0) acf(a)-H;
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ãnsert. erige (CLedges , a) ;

}

}

Este código é usado no bloco 53

No trecho é abaixo, é feita a alocução do espaço para armazenar o heap Z) e os pacotes de
todas as componentes da floresta. Note que o número total de pacotes em crescimento em cada
iteração nunca é superior a g-'n.

< Memory allocation and parameter settings 48 > +=
if (--.F'HE.'iP.IJo. (l + -m. .,dp«k + g'-", g-m + g"'m/2)) {

err = 2; return A;
}

56

Agora, vamos mostrar como é feita a construção dos pacotes associados a cada componente e

também do heap J). Cada pacote, assim como o heap .D, é implementado através de um heap de
Fibonacci. A função EDGB leis, usada para comparar as arestas presentes nestes heaps, será
apresentada adiante.

< Initialize the packets of each component 57 > =

int {;

for (C = c.mp-.«'s-ne«l; C' # «mp-'nfs; C = C'ne«t) {

C-gr et = FHEAPinit ÇEDGE.tens )\

C ckets = N,

D = FHEAPinàt ÇEDGE. less ),

l Other initializations 60 >

for (CI = componenls-nezf; CI # componenfs; CI ;; Cl+lzezÉ)

(Select the 2r smallest edges in the lisa CI es 61>

{

}

57

}

Este código é usado nos blocos 45 e 89

58 < Local variables of !il/:ggm 49 > +
GGWComponent +Cl;

FibHeap l);
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A função abaixo é usada para comparar duas arestas, a e b, em cada um dos heaps usados na

implementação. Caso a = A # b ou a sda menor que b, ela devolve l e, caso b = A ou b seja
menor que a, ela devolve 0.

< Auxiliary functions 20> +=
int EDGB (void +a, voíd *Z,)

{

59

Arc +e/ = a, +e2

double s.í , s2;

if (ne2) retu-n 0;

if (--..r ) return l;

s] (./ );
s2 (e2);
if (s-r < s2) return l;

else {
if (s2 < s-Z ) return 0;

esse return(««Ê(e-r) <««k(.2));
}

}

Para determinar as arestas que serão consideradas acordadas no início de cada subfase, con-
taremos com o auxílio do vedor selecfed, que é usado para "marcar" as arestas externas que
foram selecionadas dentre as 2r menores que estão na lista edges de alguma componente da
floresta. h/tais especificamente, para cada ã entre 0 e g''m/2 -- 1, selectjil = 1 se a aresta a tal
que rama(a) = á se encontra entre as 2r menores arestas externas que estão na ]ista (]-edges de
alguma componente C da floresta; caso contrário, se/ecf lÍI = 0.

60 <Other initializations 60> =

for (á = 0; { < g-m/2; á-u-) se/ecfeajíl = o;

Veja também bloco 72

Este código é usado no bloco 57

A seleção das 2r menores arestas que se encontram na lista edges da componente CI é feita
abaixo. A função usada para fazer a seleção dessas arestas é guardada na variável selecfion . Mais
adiante, apresentaremos as duas funções dentre as quais escolheremos, de acordo com o valor do
parâmetro Tardam, a que realizará esta tarefa. Como, durante a seleção, precisaremos consultar

mais de uma vez a folga de uma mesma aresta e como sabemos que, durante toda a execução deste
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passo, não há variação na folga das arestas, usaremos um dos campos da estrutura de cada aresta a
para armazenam a folga de a e, assim, evitar que ficássemos recalculando desnecessariamente

esse valor seguidas vezes. Para acessar o campo que guarda a folga de a, usaremos a macro
slacÊne« (a) .

#define slackness(a)(ARC.FIELDS(a»e8 .Z))

<Select the 2r smallest edges in the lisa CI es 61 >=
{

61

int n = 0;

Arc +a;

fo- (. ne,t(Cl-.dg«); « # Cl-.dge.; «
sl«k««s («)

auz ln-+i = a;

}

if (2*r < n) {

selecfion(auz,0,n 1, 2 * ,);
n :: 2 + r;

fo- (á

a :: aurlált

if( feól««t(a)l) «l«leal«nk(.)l
esse <Make a an awake edge 7i >

}

}

}

Este código é usado no bloco 57

62 < Memory allocation and parameter settings 48 >

aur =«al/oc(fn* sizeof(Arc*));
s.{ecled = m«//oc((g-m/2) * sizeof(ínt));
if (naus V =selecfed) {

em' = 2; return A;

if (Fundam) selecfion = z-andomized selecf ;

esse selecfion = select;

}

63 < Local variables of s/: ggw 49> +=
Arc ++aaz ;

Arc*(*seZecfion)(Arc**, int,int, ínt);
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int +selecfed;

A função .EI)GB Jess recebe duas arestas externas, a e b, tais que a # A # b. Caso a seja
menor que b, ela devolve l e, cmo contrário, ela devolve 0. Note que .EZ)GE.leis realiza a
mesma tarefa que a função EDGE.leis que apresentamos anteriormente. A diferença é que a
função abaixo tira proveito do fato de termos guardado a folga de cada aresta a no campo de a
acessado pela macro s/ackness(a).

( Auxiliary functions 20> +=

int .EI)GE (Arc *a, Arc *b)

{

64

double s/ = slacAness(a), s2 = slackness(b);

if (s.r < s2) return l;

esse {

if (s2 < s/) return 0;

esse «turn (««k (a) < «nk (b));

}

}

Abaixo, apresentamos uma das funções que poderemos usar para fazer a seleção das 2r menores
arestas na lista edges de uma componente da floresta. A função selecf recebe um vetar a de
arestas, índices Z e 1- desse vetar tais que l $ r e um inteiro .j $ r 1 + 1. Ela devolve o .j-

ésimo menor elemento dentre aqueles que se encontram entre as posições Z e r do vetor a. Além
disso, ela reorganiza os elementos de a que se encontram entre as posições ! e r de modo que
os .j menores elementos dentre eles se encontrem nas .j primeiras posições de a a partir de l. O
algoritmo implementado pela função seZecZ é de Blum, Floyd, Prata, Rivest e Tarjan l6, 71 e, no
pior caso, leva tempo O(n) para realizar a sua tarefa, onde n = r ! + l.

< Auxiliary functions 20> +=
< Edge selection auxiliary functions 66 >

Arc *seZecf(Arc +*a, int Z, int 7', int .j)

{

65

if (1 = ,) return alll;

esse {
int á;
Arc +zl

< Choose an adequate element z to partitioning a 67}
á = partifáon (a, Z, ,, a);
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if (.j = á Z + l) «turn «lil;

if(.j < á - i+ 1) return s./e.f(a,Z,{ - l,.j);

esse return ..Zect(a,ã+ l,,,.j --({ -- i+ l));

}

}

A função parfitíon é uma peça essencial na construção de algoritmos de seleção. Ela recebe
um vetar a de arestas, índices Z e r desse vedor e um elemento z de a que se encontra enfie as
posições ! e r do vedor, ou sqa, z = al l para algum ã tal que ! $ i$ r. Então, ela rearranja os
elementos de a de modo que, para todo j entre l e r, se al.jl é menor que z, então .j < á e, se al.jl
é maior que z, então .j > {.

< Edge selection auxiliary functions 66> =

int par(át on(Arc ++a,int Z,int r,Arc +z)

{

66

int í = 1 - 1, .j = r +l;

while (1) {
do .j ; while (.EDGE /ess(z,ajjl));
do {-n; while (.EDG.E Zess(alál,z));
if (à < .j) e«A«nge (.lil, «l.jl)
esse return .j;

}

}

Veja também blocos 68 e 70

Este código é usado no bloco 65

A escolha do elemento z adequado para particionar o vedor a é fundamental para que a com-
plexidade de tempo do algoritmo no pior caso seja linear. No caso deste algoritmo, z é escolhido
dividindo-se a em grupos de 5 elementos (eventualmente, um dos grupos pode ter menos de 5 ele-

mentos) e tomando-se z como sendo a mediana do conjunto formado pelas medianas dos grupos
em que a foi dividido.

<Choose an adequate element r to partitioning a 67> =

int {, n = r -- Z+ 1, m =(n%5)?n/5+ 1: n/5;

for ({ = 0; { < m l; {-u) {

ínserfáonSorf(a,Z + 5 # {, {+ 5 + i+ 4);

{

67
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.«ã.ng. («ÍI + il, ajZ + 5 * ã + 21)

ín.«têonS«f (., i + 5 * m - 5, ,);
ã 5 *m+ 5);

if(á9 2) .«range(«jl+m ll,«l(-+J+S*
else {

Arc +rn-l = al(r + ! + 5 # m -- 5)/2l;
Arc*m2 = al(r + / + 5 + m -- 5)/2 + 1j;

if (.FOGE le«(m2,«.-r)) e..A-g.(alJ +

esse e«A-ge(ajl +m -- ll,.l(, +Z +5* m

}

}

m 4)/21)

m - il, .l(, + Z + 5 * m

- 5)/2 + il)
s)/21)

{ = (m % 2) ? m/2 + 1 : nt/2;
, = «!ect(.,l,/ + m l,á);

}

Este código é usado no bloco 65

Apresentamos abaixo a função inserláonSort, usada acima para ordenar cada um dos grupos
em que a foi dividido. Ela recebe um vetor a de arestas e índices l e r desse vedor e rearranja a
de modo que, para quaisquer dois índices í e .j entre Z e r tais que ajãl é menor que al.jl, tenhamos

< Edge selection auxiliary functions 66> +=
void {nsertionSort(Arc #+a, int Z, int r)
{

68

int {;

for ({ = 1 + 1; { $ r; á-u-) {

int .j;

Arc #z = alál;

.j>0A G Jess(c,ab il); .j--) al.jl=alj-il;
Z

A outra função que poderemos usar na escolha das 2r menores arestas na lista edges de uma
componente é randomÍzed select . Ela recebe um vedor a de arestas, índices J e r desse vetor tais
que Z $ r e um inteiro .j $ r -- ! + l e devolve o .j-ésimo menor elemento dentre aqueles que se

encontram entre as posições Z e r do vedor a. Além disso, ela também rearranja os elementos que
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estão entre as posições Z e r de a de modo que os .j menores elementos dentre eles se encontrem
nas j primeiras posições de a a partir de Z. A função randomized. select implemente um algoritmo
de seleção aleatorizado que tem consumo esperado de tempo O(n), onde n = r Z + l (veja l61).

< Auxiliary functions 20 > +=
Arc +randomázed.seZecf(Arc ++a, int Z, int r, int .j)

int q, k;
if (Z = r) return alll;

q d.mi«d.P« it .n («, Z,,);
k -q l+l;
if (j = k) return alql;

if (.j < k) return fundam zed.select(a, !, q - l,.j);
esse return ««d.m{«d.s.lecf(«, q + t,,,.j -- k);

{

}

69

A aleatoriedade presente em randomized se/ecfáon é proveniente da função que apresentamos
abaixo. A função randomized.parlàZãon recebe um vedor a de arestas e índices í e r deste vetou
tais que ! $ r. Ela, então, escolhe aleatoriamente um índice ã entre Z e r e rearranja a de modo

que, para todo .j entre Z e r, se al.jl é menor que alãl, então .j < { e, se al.jl é maior alíl, então

< Edge selection auxiliary functions õ6> +=
int randomized.parfifion(Arc ++a, int !, int r)

int { = 1 + (r«nd( ) 9 (, -- Z + l));

retu-n p«dita-(., l,,, «líl);

J )' z

{

}

70

Uma vez que uma aresta é considerada acordada, devemos insere-la nos pacotes em crescimento
das componentes que contêm seus dois extremos. E exatamente isso que é feito no trecho de
código abaixo. Seja a um apontador para a estrutura do tipo Arc que representa a nova aresta
acordada e sejam CI e C2 as componentes em que se encontram, respectivamente, ap/rom e clip.
No heap em crescimento de CI, guardaremos a e, no heap em crescimento de C2, guardaremos
ánuerse(a). Usaremos um dos campos da estrutura apontada por a para guardar o pacote em
que a se encontra e, para acessar tal campo, será usada a macro paGÃ;et (a). Além disso, usaremos
um outro campo desta estrutura para armazenar o nó de pacÉef(a) que contém a e, para acessar
este campo, usaremos a macro Rode(a). É claro que também faremos tudo isso para {nuerse(a)
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Para detectar o surgimento de novos duplos mínimos, usaremos, como abaixo, o vetou min. Para

cada í entre 0 e g'm/2 -- 1, minjál = 1 se a aresta a tal que ranX; (a) = ié mínima em pacÊef(a)
e packef(a) é um pacote comum; caso contrário, minjál = 0.

#define pacÉef(a)(ARC.FIELDS(a»eõ .P)

< Make a an awake edge 71 > =
{

71

int .j;

Arç +bj2j, +m;

ólol = a; óltl = i-«.e(a);
C2 = (GGWComponent +) COMPONENT(©Éip);

for (C' = CÍ,.j = 0; .j $ 1; C = C2,.j++) {

«.d. (óljl) HEÁMn««[ (O-g,. p«ket , óljl);
p«kef (ól.jl) = C'g,' .p«k'' ;

íf (FHE.'!P-«.(O-g,' .p«keZ) = log

< Insere CLgr.pacÉef in the list Cbpackets 75>
m -- FHEAP$ndMin qC"' gr. pücket )\

if(=mÍnl««Ê(m)l) min l««k(m)l
esse D. -de(m) = D.n.de(in«. (m)) = F'HEÁPI«.«[(O, m);

C .pücket Pinit ÇEDGE
}

\J

}

Este código é usado nos blocos 61 e 85

72 <Other initializations 60> +: fo- (Í 0; { < g'-m/2; ã-+) mini l 0;

73 < Memory allocation and parameter settings 48> +
min = ma//oc((g-m/2) * sizeof(int));
if (=«.in) { err = 2; return A; }

74 <Local variables of s/ ggw 49> +=
int +márz; GGW'Component +C2;

Se o pacote em crescimento Ct'gr pacÊef atingiu o limite de sua capacidade, iremos insere-lo

na lista Ct'packefs de pacotes comuns da componente (?. Para isto, devemos remover, da lista
livre modas, o nó que guardará o novo pacote comum e, após isso, inserir tal nó em Cbpackefs.
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75 < Insert (>gr.packet in the lisa Cbpackefs 75 >

{
PackList z = nortes

nortes nezé :: r'nerf;
ppacket -. C+ gr.packet \

z-nezt ::: Cbpackels;
CLpacAets ::: z;

}

Este código é usado no bloco 71

Após a inicialização de todas as estruturas envolvidas na implementação, começa a fase itera-
tivo. Em cada iteração, uma nova aresta é incluída na floresta. Desta forma, usaremos o número
de arestas na floresta corrente, que será guardado na variável num edges, para detectar o mo-
mento em que deverá ter início uma nova subfase. A variável dual. post exerce aqui o mesmo
papel que desempenha na implementação do capítulo anterior.

< Include an edge in the forest while there is some active component 70 > =
{

76

int num edges = 0;

while (nwm. act ues > 0) {
double ánc;
Arc #a, +a

<Select an edge a with the smallest slackness ánc 78>
CI = (GGWComponent +) COMPONENT(nPom);
C2 = (GGWComponent 'p) COMPONENT(©tip);

if (n(Cl-acfiue) A n(C2-actit,e)) { en' = 1; return A; }
a :: zn'verse (a);

< Include a in the forest sf 33>

num. edges -n-l

( For each vertex u in some active component, do d(u) += {nc 34>

dual..post += ánc + num acfàues;

if (Cl-acÍáue A C2-acfiue) num. acfát/es --;

<Join the components CI and C2 79>

if (num. edges % r = 0) < Update the structures for the new subphase 89 >

}

}

Este código é usado no bloco 45
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77 <Local variables of s/. ggw 49> +
double dua! cosa = 0;

Aqui é feita a escolha da próxima aresta a ser incluída na floresta s/. Note que a aresta
escolhida é uma aresta externa de folga mínima, mas não é necessariamente a menor aresta
externa no grato g.

( Select an edge a with the smallest slackness ánc 78> =
if (f'#E.4Pempfy(Z))) { a = A; ànc = DBL.MAX; }

esse { ' = F'HE,4PP«amam(D); inc = #ey(a); }

for (C' = c0«2ponenís-nert; (,; # componenfs; C = O-nezt) {

íf (=f' P mptZ/ (O-g,. p«Êet)) {

À.rc +b :: FHEAP$ndMinQC .pücket )\

double keg/. b = key (b);

if (keg/.ó < {nc) { a = b; {nc = #ey.b; }

78

if (--a) { err = 1; return A; }

}
}

Este código é usado no bloco 76

A união das componentes CI e C2, onde se encontram os extremos da aresta a escolhida no bloco

anterior, é feita abaixo. Do mesmo modo que no bloco 35 da implementação do capítulo anterior,
manteremos na lista componenfs a estrutura correspondente à maior dessas duas componentes
(em número de vértices) e alteraremos os campos desta estrutura para que ela represente a
componente CI U C2. A estrutura correspondente à menor componente terá sido removida de
componenfs ao final da execução do trecho abaixo.

<Join the componente CI and C2 79> =

(Delete a from the lists CI edges and C2 edges 80>
< Delete all awake edges incident to CI or C2 from their packets and from Z) 8i >
if (Cl-num uerfices < C2-num uerl ces) ercÀange(CI,C2)
< Concatenate the lisas CI uerfàces and C2 ices 36>
< Update CI active 37>

if (=CI acfiue) num. actáues --;

t/.Ihriáon (CI rZÍces , C2-uertices );

C2-nezf-p7eü = C2-preta

C2-pneu-nezf :; C2-nez(;

< Choose the awake edges incident to the new component 85 >

79
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Estecódigo é usado no bloco 76

80 <Delete a from the lisas CI edges and C2-edges 80> =
d.late. erige (.) ;

d.Zefe 'dge(a

Este código é usado no bloco 79

No trecho abaixo, as arestas acordadas incidentes em CI e em C2 são removidas de todos os
heaps em que elas se encontram. A função de/e/eEdge , que veremos mais adiante, irá nos auxiliar
nesta tarefa.

<Delete all awake edges incident to CI or C2 from their packets and from 1) 81 >
{

81

int á;

void +arys l2l;

aras lol = O; aras lil = min;

for(C = CI,ã = 0; ã < 2; (7 = C2,í-K) {

PackList z :: (>packels;

while (]ç) {

PackList nezZ = i:+nezt;

< Delete from their packets and from Z) the edges in z"'pactef 83>
FURA PdestroU Çr+ packet ),

< Free the node pointed to by z 82>
z = nezt;

FHEAPtrauerse ÇC et . de\eteEdge , aras )\

FHEAPdestroUÇC

}

}

}

Este código é usado no bloco 79

82 <n'ee the node pointed to by z 82>
z-lzezt :; Rodas

nortes-nezf := z;

Este código é usado nos blocos 81 e 90
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A remoção das aresta que estão em ="'packet dos heaps em que elas se encontram é feita abaixo.
Observe que, se o mínimo de r'packef não for um duplo mínimo, a remoção deste mínimo dos
dois pacotes em que ele se encontra não gera um novo duplo mínimo. Por este motivo, iremos
tratar este caso separadamente.

<Delete from their packets and from /) the edges in r"packef 83 >

if(=F'#E.'!P.«.pty(«-p«kef)) {

À.tc +cl - FHEAP$ndMin ÇT'packet )\

if (O n.d. (a)) {

FHEAPdeEete (.D, D Ttode (a»\

O n.d. («) Rode({-e«e (.))
}

83

esse {
Ar' *' = ãn«. (.);
F'HE.4Pdelete(p«k.f(«.), «.de(a.)) ;

r'#E,'l Pd.dele(p«ket(«), n.d.(.)) ;

min l««k (a)j

}

FHEA Ptrauerse (r-' packet , deleteEdge , aras ) ;

}

Este código é usado no bloco 81

A função deleleEdge recebe um vetar aras tal que arysl01 guarda o heap 1) e arysjll guarda o
vetor min e também recebe uma aresta atem tal que ou íÉem é um duplo mínimo, ou pacÊef (item)
é um pacote em crescimento, ou packet({(em) é um pacote comum, mas atem não é mínimo em
pac#ef (alem). Ela remove b = {nuerse (nem) de h = packet (b), atualiza o vedor mên se necessário

e, caso tenha surgido um novo duplo mínimo após a remoção de b do pacote h, ela insere em Z)
o novo duplo mínimo gerado.

< Auxiliary functions 20 > +=
void de/.f g(void*it.m,void*«ry.ll)
{

84

Arc *« = item, *Z, = {-«s. (.);
FibHeap h = packet (b);

int #min = aras jlji

F'#E,4Pd.l.f. (h, n.d' (b)) ;

if («.{«l«nk(b)l) {

min l««t(ó)l = 0;
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if ( 4P mpty(h)) {
À.tc +m FHEAP$ndMin(hl',

if ( l««t (m)l) «.in l««k (m)j

esse {
FibHeap Z) = aras l0l;

O. «.d. (m) -d. (i-« (m)) :

}

}

}

}

FHEA Pinsed ÇD . ln],

Após a união das componentes CI e C2, é necessário decidir quais das arestas incidentes na
nova componente da floresta, CI U C2, serão acordadas. Esta tarefa é realizada pelo trecho
de código abaixo. Inicialmente, é construída a lista edges da nova componente e, para isto,
contaremos com o auxílio dos vetores ady e comp07zent. id, que são usados aqui exatamente da
mesma forma que na implementação do capítulo anterior. Ao mesmo tempo, para cada aresta a
nas listas Cl-edges e C2-edges , atualizaremos o conteúdo do campo acessado pela macro acf(a).
A lista construída ficará acessível a partir de CI edges, já que a estrutura apontada pot CI irá
representar a nova componente da floresta. Por fim, iremos tornar acordadas as 2r menores
arestas na lista CI

<Choose the awake edges incident to the new component 85 > =

Arc +a;

int ã :: 0, n = O;

( Update the field acf of the edges in Cl-edges 87>
< Do the some for C2-edges and merge CI es and C2+edges 88>
whíle (á > 0) a jcomporzenl.àdl--ill = A;

Cl-pacAels :; A;

;\- gt acket -- FHEAPinit (EDGE.\ess )\

for (a = «..f(Cl-erige.); « #: Cl-.dg«; « = «.«f(a)) {

sJ«knes. (a)

auz ln++l = a;

íf (2 *r < n) {

..lecÍi-(a-,0, n - 1, 2 * ,);
n, := 2 # r;

{

}

}

85
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for (i = 0; i < n; á-u) {

a :: auzlil;

< Make a an awake edge 7i >

}

}

Este código é usado no bloco 79

86 < Local variables of élt ggw 49 > +=

Arc #+ady ; int #componenf. {d;

87 < Update the field acZ of the edges in Cl-edges 87> =
for (a = ne«í(Cl-.dg«); « # Cl-edges; « = ne,f(a))

O = (GGWComponent +) COMPONENT(a-fip);

«f(.) «t({-e«e(«)) «lã« +O-«.lá";
«@ lo-ial = a;

componerzt. {dli-H"l = (3-id;

}

{

Este código é usado no bloco 85

88 <Do the same for C2 es and merge CI es and C2+edges

fo- (a = n«é(C2-edges); a # C2-edges; a = ne.t(a)) {

Ar' *a = án«. (.), *t;

C' = (GGWComponent 'k) COMPONENT(©fip);

«f(.) «f(a. ) = Cl-«f{«e + O-«f{«;
ir (--.ay lo-íúl) {

'
d.leme edg. (a);

in«,t. erige (C l- .dg« , .) ;
a :;: t;

88 >

J

esse {
Arc +b = ady la"ial;
if (.FOGE (', b)) {

d./ele erige (b);

d.lote. erige (in«e(b))
' = P«« (.);
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deZele erige (a);

insere erige(Cl+edges,a);
a -: t;

}

esse d.l.[e. .dg. (a

}

}

Este código é usado no bloco 85

No início de cada nova subfase, é necessário reconstruir o heap Z) e os pacotes associados a
cada uma das componentes da floresta corrente. Assim, antes de dai início a essa reconstrução,
toda memória previamente ocupada pelas estruturas correspondentes a estes pacotes e ao heap Z.)
é devolvida às listas livres.

<l.Jpdate the structures for the new subphase 89>
{

89

<F\:ee the memory allocated to the old structures 90>
< Initialize the packets of each component 57 >

}

Este código é usado no bloco 76

90 (nee the memory allocated to the old structures 90 >
FHEA Ptrauerse tD . resetDnode . N] \
FHEA Pdestro y (.D ) ;

for (C = c.mpo«.«'.-«.,t; C # "mp-.«t.; O =
PackList z :: Cspackets;

while (z) {

PackList nerf = r-nazi ;

FHEAPdestroq(r" packet )*

< H'ee the nade pointed to by z 82 >
z ::: nezt;

FHEAPdestroU (C+ gr

}

a- nezt )
{

}

Este código é usado no bloco 89
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Como iremos reconstruir Z), é necessário reinicializar o campo das arestas que se encontram
em 1) que é acessado pela macro D Rode. A função resefl)Rode recebe uma aresta item e
reinicializa os campos acessados por D. Rode({fem) e D (inuerse(item)).

( Auxiliary functions 20> +=

void reseíD7zode (voíd +ãfem , void +arys ll)

{

91

Arc #a :: alem;

O. m.d. («) nade (in«. (.))
}

Ao final da primeira fase, a floresta correspondente à variável s/ será uma floresta de Steniner
do grifo g e, como no capítulo anterior, usaremos a função edgePrunÍlzg para determinar uma
floresta de Steiner minimal contida na floresta s/

< Find and return a minimal Steiner forest 92 > =
{

92

SteinerForest *«in. V = .dgeP«ning (V , g, te,m. seis);

mán sj-. dual.cosa :: dua!. cosa ;

( l#ee the memory allocated by s/. ggw 93 >
return «.in

}

Este código é usado no bloco 45

93 < H'ee the memory allocated by s/.

gb. recycte (.sf ) ;

/ree(como.n nt.);
/re. (sá«s) ;

/ree ( d. «lu. ) ;
/ree (Aead) ;

/re. ( nortes ) ;
»-« ( au, ) ;
/re. («le.fed ) ;
/T« ( «.in ) ;
/re. (adJ ) ;
#'ee ( como.nenf. {d ) ;
FHEAPfree t ),

ggw 93>
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Este código é usado no bloco 92



Capítulo 4

Implementação de Klein

Como vimos, em nenhum momento do algoritmo de Goemans e Williamson, as arestas que
possuem os seus dois extremos em uma mesma componente são examinadas, já que, para decidir
qual aresta incluir na floresta, são levadas em consideração apenas arestas externas à floresta
corrente. Podemos dizer então que o algoritmo "enxerga" o grafo como se as arestas com os dois
extremos em uma mesma componente não existissem, ou ainda, como se cada componente da
floresta corrente fosse um vértice e não existissem laços no grifo. Desta forma, cada vez que
uma aresta é incluída na floresta, tudo se passa como se as componentes que contêm os extremos
dessa aresta se fundissem, dando origem a um novo vértice e eliminando do grato as arestas
que possuíam ambos os extremos nelas. Observe ainda que podemos dividir em dois grupos as
arestas candidatas a serem incluídas na floresta em uma dada iteração: o daquelas que possuem
os dois extremos em componentes ativas e o daquelas que possuem apenas um dos extremos
em uma componente atava. Toda vez que incluímos uma nova aresta ê na floresta corrente, o
numerador da expressão correspondente à folga de cada aresta e em um destes dois grupos, isto
é, C. -- )l,S:eeó(S) yS, que antes da primeira íteração é igual a c., sofre um decréscimo, que varia
de acordo com o grupo ao qual e pertence. Se e é do grupo das arestas que possuem apenas
um dos extremos em uma componente aviva, este valor sofre um decréscimo de /alga(ê) e, caso
contrário, o decréscimo é de 2/alga(ê)-

Baseando-se em observações como estas, Klein j171 definiu uma nova estrutura de dados que
captura certas operações chave que são realizadas em cada iteração da primeira fase do algoritmo
e propôs uma implementação que redefine o algoritmo de Goemans e Williamson em termos das
operações sobre esta estrutura, reduzindo, desta forma, o problema de implementar de maneira
eficiente o algoritmo ao problema de implementar de maneira eficiente as operações sobre tal
estrutura de dados. Essa estrutura de dados é definida sob um conjunto y de elementos, que
está particionado em "categorias" e permite manipular de maneira eficiente pares de elementos
de V. Os pares de elementos de }'' estão particionados em "bícategorias", dependendo da categoria
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dos elementos de V' que os formam. A implementação proposta por Klein tem complexidade
O(nv;ãlogn) e, desta forma, é mais rápida que a implementação de Goemans e Williamson
quando o grifo de enfiada é esparso.

4.1 Descrição da implementação

A estrutura de dados que mencionamos acima é definida da seguinte forma. Dado um grafo
orientado G, com custos nos arcos, e um número inteiro (7 fixo, suporemos que, a cada vértice
de G, estará atribuído um número do conjunto {l, . . . , (.;}. Para cada vértice u em Uc, denota-
remos por cat(u) o número atribuído a u, ao qual iremos nos referir como a cafegoha de u. Note

que, desta forma, cada arco uu do grifo G está associado a um pa-i ordenado (cat(u), cat(u)).
Daremos o nome de Z){caZcgoria ao conjunto dos arcos associados a um dado par ordenado de
categorias. Observe que as bicategorias definidas deste modo formam uma partição de .Ec. Para
manipular o conjunto das bicategorias em que Êh se encontra particionado, são utilizadas as
seguintes operações:

e deck'easeC'osl(b,õ), onde b é uma bicategoria e õ é um número racional. Esta operação
diminui de (i o custo de cada arco pertencente à bicategoiia b.

e .PndA4iíb(b), onde b é uma bicategoria. Esta operação encontra um arco que apresente o
menor custo dentre todos aqueles pertencentes à bicategoria b.

e cAange ategorg/(u,c), onde u C UC e c é uma das (7 categorias. Esta operação atribui a
categoria c ao vértice o, mudando implicitamente de bicategoria todos os arcos incidentes
emu

. conÍracfEdge(a, c), onde a C EC e c é uma das (7 categorias. Esta operação contrai o arco a,
transformando-o em um novo vértice do grato e atribuindo, a este vértice, a categoria c.
Tal operação remove, de Ea, a e todos os arcos paralelos a ele.

Estas operações podem ser implementadas de modo que o tempo gasto no total para se exe-
cutar uma sequência qualquer de k dessas operações seja O(ky'iiilog n + m log n), onde m = IEi31
e n = ll/CI. A seguir, descreveremos uma forma de implementar as operações definidas acima
dentro deste limite de tempo e, logo após, mostraremos como elas podem ser usadas na imple-
mentação do algoritmo de Goemans e Williamson
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Implementação da estrutura de dados correspondente às bicategorias

Seja G um grafo orientado, tal que m = 1.ECI e n = ll,hl, e considere uma atribuição de cate-
gorias aos vértices de G e as correspondentes bicategorias em que -Ea fica particionado. Agora,
suponhamos que uma seqüência pi, . . . ,pk de operações, tomadas dentre as quatro operações
definidas acima, seja executada e, para cada á entre l e k, seja G{ o grifo resultante após a
execução da operação pí. Além disso, seja Go = G

A cada bicategoria em Gí, para todo { entre 0 e k, iremos associar um heap de mínimo de

dois níveis. Mais especificamente, a cada bicategoria b, estará associado um heap .17(b) cujos
elementos serão heaps da forma H'(u,b) e #+(u,b), associados a cada vértice o de Gi. Para
cada u, os elementos de H (u, b) e X+(u, b) serão, respectivamente, arcos do grato pertencentes

à bicategoria b que têm u como ponta inicial e arcos do grifo pertencentes à bicategoria b que
têm u como ponta final. Note que um destes dois heaps sempre estará vazio quando b = (c, c')
e c # c'. Nem todos os arcos da bicategoria b que são incidentes em u serão mantidos nos

heaps .H (u, b) e H+(u,b), mas apenas aqueles que estiverem atübuídos a u. Cada arco de Gi
estará atribuído a no máximo um dos seus extremos e tal atribuição pode mudar caso alguma
operação conllactEdge venha a ser executada. Descreveremos o critério usado para a atribuição
de arcos aos vértices mais adiante, quando estivermos discutindo a implementação da operação
cÀangeC'aÉegorg/. Para que possamos, de maneira rápida, ter acesso aos arcos que não estão
atribuídos a um dado vértice, associaremos, a cada vértice u do grafo, duas listas, entra (u) e
eztra+(u), contendo, respectivamente, os arcos do grato não atribuídos a u que possuem a ponta
inicial em u e ós arcos do grifo não atribuídos a u que possuem a ponta final em u. Abaixo,
descrevemos a implementação de cada uma das quatro operações definidas sobre o conjunto das
bicategorias:

+ decreaseCost(b, õ): a flm de realizar de maneira rápida esta operação, associaremos, a
cada um dos heaps e a cada um dos arcos correspondentes a uma bicategoria b, um número
real, de maneira que o custo de cada arco a em b seja o resultado de uma soma de três
parcelas: o número real associado a a, o número real associado ao heap em H(b) que contém
a e o número real associado a H(b). Denotaremos por A= o número real associado a z,
onde c pode ser um arco ou um heap. Note que, de fato, o uso desta estratégia nos permite,
de maneira rápida, reduzir de um dado valor õ o custo de todos os arcos que se encontram

em uma bicategoria b: para isto, basta subtrair (í de AW(Ó). Assim, o tempo gasto em cada
execução da operação decreaseCosf é O(1).

#ndJWin(b): vamos definir a chave dos elementos de cada um dos dois tipos de heaps
associados a uma bicategoria b de modo a encontrarmos rapidamente um arco de custo
mínimo em b. A chave de um arco a em um heap h será dada pelo valor de A. e a chave de
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um heap h em H(b) será dada por Ah + 'X«in(h), onde mãn(h) é um arco de chave mínima
dentre todos aqueles que se encontram em h. Note que, desta forma, existe um meio bem
rápido de encontrarmos um arco de custo mínimo em b : primeiro devemos encontrar um
heap /z que possua a menor chave em .l/(b) e, em seguida, encontrar um arco que possua
a menor chave em h; pela forma como definimos os números A,, onde z é um arco ou um
heap, o arco escolhido desta maneira será um arco de custo mínimo em b. Cada um desses

passos pode ser executado em tempo O(1) e, portanto, o tempo gasto por cada operação
.#ndMI« é 0(1).

e changeCategory(o,c): como já vimos, esta open'ação atribui uma nova categoria c ao
vértice u, alterando, desta forma, a bicategoria em que cada um dos arcos incidentes em u
se encontra. Assim, se co era a categoria anteriormente atribuída a o, para cada categoria c',
tudo que precisamos fazer é mover os arcos que têm a ponta final em u e que se encontram
na bicategoria (c', co) para a bicategoria (c',c) e, simetricamente, mover os arcos que têm
a ponta inicial em u e que estão em (co,c') para (c,c').

Cromo já mencionamos, os arcos incidentes em u que estão em uma dada bicategoria b se
encontram divididos em dois grupos: o grupo dos arcos que estão atribuídos a u e aquele dos
que não estão. R'mover este primeiro grupo de arcos é fácil: já que todos eles se encontram
agrupados em # (u, b) e -H+(o, b), basta mover cada um desses heaps, de uma só vez, para

o heap da bicategoria adequada, só tomando o cuidado de atualizar os valores de AX (.,ó)
e AH+(u,b) para que os custos dos arcos nestes heaps não sofram alteração devido à diferença
entre os valores de a.H(b) e AX(Õ'), onde b' é a nova bicategoria dos arcos. Por outro lado,
mover os arcos do segundo grupo já não é tão simples assim, já que eles se encontram
espalhados pelos heaps de /7(b) correspondentes a outros vértices do grato corrente Gi.
Para contornar esta dificuldade, faremos uso das listas entra' (u) e erfra+(u). Desta forma,
para mover de bicategoria os arcos incidentes em t; que não estão atribuídos a o, basta
percorrer cada uma dessas listas e, para cada arco a visitado no percurso, remover a do
heap em que ele se encontra em sua bicategoria anual e insere-lo no heap adequado de sua
nova bicategoria (e aqui devemos tomar o cuidado de atualizar o valor de A.. de modo que
o custo de a não sofra alteração devido à sua mudança de heap). Note que o tempo gasto

no total com esse processo é O(log n) vezes o número de arcos contidos nas listas eríla (u)
e ezlra+(t/) e, desta forma, é fundamental que adotemos uma estratégia de atribuição de
arcos aos vértices que garanta que o número de arcos nestas duas listas não seja muito
grande.

No que segue, diremos que um vértice w tem grau de saída alto se o número de arcos
que possuem a ponta inicial em w é pelo menos «iii. Para calcular o grau de saída,
estaremos considerando até mesmo arcos que já foram contraídos através de uma operação
confracfEdge, ou seja, o grau de saída de cada vértice não corresponderá ao seu grau de
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saída no grato corrente Gi; em vez disso, ele será calculado em um grato G; ligeiramente
diferente, o qual possui os mesmos vértices e arcos de Gi e, além disso, possui todos os
arcos do grato G original que foram contraídos até o momento, de tal forma que, em G;,
para cada vértice w resultante de uma seqüência de contrações de arcos al , . . . , a,., os arcos
al, . . . , a. têm a ponta inicial e a ponta final em w. A estratégia que iremos adorar para a
atribuição de arcos aos vértices é a seguinte: para cada arco uu, se u tem grau de saída alto,
iremos atribuir uu a u; caso contrário, iremos atribuir uu a u. Note que, deste modo, para
cada vértice w, o número de arcos em ezfra (w) é sempre inferior a y'iii: se w tem grau de
saída alto, entra'(w) estará vazia, já que todos os arcos com a ponta inicial em w estarão
atribuídos a w; por outro lado, se w não tem grau de saída alto, o número de arcos com a
ponta inicial em w é estritamente menor que v;ii e, portanto, o mesmo vale para o número
de arcos em ezfra'(w). Ademais, no máximo y'M dos arcos em erlra+(w) são realmente
relevantes; os demais podem ser descarnados, pois nunca serão escolhidos por uma operação
.Pndlt/ín. Isto se deve ao seguinte fato: todo vértice que é ponta inicial de algum arco em
ezZra+(w) tem grau de saída alto. Logo, como no máximo v;ii dos vértices de Gi tem grau
de saída alto, no máximo viã vértices de Gi podem ser ponta inicial de algum arco em
esçtra+(w). Por outro lado, note que, embora, em ezfra+(w), possam existir dois ou mais
arcos que possuam a mesma ponta inicial, podemos descartar quase todos estes deixando
apenas um único arco que possua custo menor ou igual ao dos arcos descarnados.

De acordo com tudo que discutimos acima, para cada operação changeCafegory(u, c), o
tempo gasto para mover de bicategoria arcos incidentes em u é O(y/;;ilogn) (já que
podemos mover os arcos atribuídos a u em tempo O(Ioga) e o número de arcos que não
estão atribuídos a u a serem movidos é menor que 2v;ii). Entretanto, para calcular o
tempo gasto no total pela operação, temos de levar em conta ainda o tempo gasto para
descartar arcos paralelos em eztra+(u). Iremos fazer isto de maneira amortizada. Como
cada arco é descartado no máximo uma única vez (já que não voltaremos a incluir, nas
estruturas de dados, arcos que já foram descarnados), durante toda a vida das estruturas
de dados correspondentes às bicategorias (desde a sua criação até o final de sua utilização),
serão executados no máximo m descarnes. Coada descarte de um arco consiste em removê-lo

de uma lista ezfra+(u), para algum u, e do heap da bicategoria em que ele se encontra e,
portanto, cada descarte pode ser realizado em tempo O(log n). Logo, o tempo gasto no total

para descartar arcos em qualquer seqüência de operações changeCafegory é O(m log n).
Deste modo, para executar uma seqüência de r operações cAa7zgeaalegory, o tempo gasto
no total é O(rvMlog n + m log n)

8 contract.Erige(uu, c): inicialmente, mudamos a categoria dos vértices u e u para c, através
de duas chamadas à operação cAangeCaíegory. Em seguida, o arco uu a ser contraído e
todos os arcos paralelos a ele são removidos dos heaps em que se encontram e das listas



78 4.1 Descrição da implementação

ezÍra+ ou entra às quais pertencem. Por fim, para cada bicategoria b, fazemos a união
dos heaps H+(u,b) e H+(t;,b) e dos heaps n'(u, b) e n'(u,b) e, feito isso, realizamos a
união das listas erlra+(u) e eztra+(u) e (ias listas e«f«'(u) e ezl« (u).

Note que, ao realizarmos a união de dois heaps no heap correspondente a uma dada bica-

tegoria, teremos de definir o valor de Ah, onde h é o heap resultante da união. Para isso,
iremos usar a seguinte estratégia. Sejam hi e h2 os heaps a serem unidos e suponhamos
que hi seja o heap correspondente ao vértice de maior peso (dentre u e u), onde o peso de
um vértice z é definido através da seguinte recorrência:

pe«(.)
l

P«.(«:) + P«.(z/)
, se z é um vértice do grifo G original,
, se z é resultante da contrição do arco zy

Definiremos o valor de Ah como sendo igual a Ah. e, além disso, atualizaremos adequada-
mente o valor de A., para cada arco a em h2, de modo que o custo dos arcos em h2 não sofra
alteração após a união. Agora, vamos mostrar que o uso desta estratégia garante que, em
qualquer seqüência de operações conZracfEdge, o número de vezes que atualizaremos a..,
para cada arco a, é O(log n) e, desta forma, o tempo gasto com essas atualizações, em qual-
quer seqüência de operações conlractEdge, é O(m log n). Primeiramente, considere o caso
em que, durante toda a seqüência de operações conZractEdge, o vértice z ao qual o arco a
está atribuído ou é sempre ponta inicial de a, ou é sempre ponta final de a. Neste caso, a
pior situação que poderíamos ter é aquela em que, toda vez que o heap correspondente a z
em que a se encontra é unido ao heap correspondente a um vértice z', o peso de z é sempre
menor que o peso de z'. Observe que, assim, cada vez que A. é atualizado, o extremo a
que a está atribuído tem seu peso multiplicado por um fator maior ou igual a dois. Desta
forma, como o peso de qualquer vértice é limitado por n, podemos concluir que o número
de vezes que a.. será atualizado nunca é superior a log n. Por fim, vamos considerar o caso
mais geral, em que o extremo ao qual a está atribuído pode mudar ao longo da seqüência
de operações contracZEdge. Note que, de acordo com o modo como definimos o grau de
saída de um vértice, sabemos que o grau de saída da ponta inicial de a nunca diminui e,
desta forma, a partir do momento em que a é atribuído à sua ponta inicial, a jamais será
atribuído ao seu outro extremo. Logo, durante toda a seqüência de operações conlractEdge,
o extremo ao qual a se encontra atribuído é alterado no máximo uma única vez e, desta
forma, podemos concluir que 6.. é atualizado não mais que 2 Ioga vezes.

Além dos passos que enumerámos acima, note que, durante uma operação confracZ.Ddge,
também pode haver a necessidade de alterarmos os vértices aos quais arcos que possuíam a
ponta inicial em u ou em u se encontram atribuídos. Isso irá acontecer quando o vértice w
resultante da contração da aresta uu tiver grau de saída alto e o mesmo não ocorrer para
pelo menos um vértice dentre u e u. Note que, de acordo com o modo como definimos o

grau de saída de um vértice, o grau de saída de w é dado pela soma dos graus de saída
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de u e de u. Neste caso, para cada vértice z em {u,u} que não possuir grau de saída
alto, deveremos percorrer a lista erfra (z) e, para cada arco z3/ visitado neste percurso,
deveremos remover zg/ do heap .ll+(Z/, b), onde b é a bicategoria a que ZZ/ pertence, inserir
z3/ em ezlra+(Z/), inserir z3/ no heap H (w, b) e, por fim, remover zy de entra (w). Como o
número de arcos para os quais executaremos o procedimento descrito acima é O(v;;i) (pois,
como já vimos, para todo vértice z, o número de arcos em ezfra (z) nunca ultrapassa y';ii),
o tempo gasto no total por cada operação contracl.Baga para mudar a atribuição de arcos
aos vértices é O(y'iiilogn). Deste modo, por tudo que vimos acima, podemos concluir
que o tempo gasto no total para se executar uma seqüência de r operações c07tfraclEdge é
O(,~/M log n + m log n).

Implementação do algoritmo de GW usando bicategorias

Observe que o grifo G da entrada do algoritmo de Goemans e Williamson é não-orientado e,
dessa forma, como a definição da estrutura de dados correspondente às bicategorias é feita a partir
de um grafo orientado, inicialmente, deve-se atribuir, de maneira arbitrária, uma orientação às
arestas de G- O algoritmo que descreveremos aqui independe da orientação adorada. Para que
nossa exposição fique mais simples, continuaremos a chamar os elementos em .Ec de arestas, em
vez de chainá-los de arcos, como deveríamos devido à orientação

Durante toda a execução da primeira fase do algoritmo, os vértices de G ficarão partici-
onados em duas categorias, às quais nos referiremos como iNATiVO e ATiVO. Inicialmente, a
categoria iNATiVO será formada pelos vértices de Steiner de G e a categoria ATivO pelos demais
vértices do grafo. Assim, EC ficará particionado em quatro bicategorias: (iNATiVO, INATivo),
(ATIVO, INATIVO), (INATIVO, ATIVO) e (ATIVO, ATIVO).

Em cada iteração, para decidir qual aresta incluir na floresta, apenas as arestas nas bica-
tegorias (ATiVO, iNATiVO), (iNATiVO, A'uiVO) e (ATiVO, ATiVO) serão levadas em consideração.
Para cada uma destas bicategorias, é tomada uma aresta candidata a ser incluída na floresta
através de uma chamada a inda/in. Nesta e nas demais operações sobre bicategorias, o custo

que será considerado para cada aresta e será o valor êe = Ce )l,S:.eÕ(S) yS, que chamaremos
aqui de custo reduz do de e. Observe que, inicialmente, ê. = c. para cada e em EC. Note
ainda que, quando e é uma aresta que se encontra em (ATIVO, INATlvo) ou em (INATIVO, ATlvo)
ou em (ATIVO, ATIVO), ê. corresponde ao numerador da expressão da folga de e. Assim, se
ei = ./i«dM{«(ATiVO, INATiVO), e2 = ./i«dMin(iNAViVO, ATlvo) e e3 = ./i«dMI«(ATiVO, ATiVO), a

aresta que será incluída na floresta é escolhida, comparando-se ê.: , êe2 e êe:/2 e tomando-se uma
aresta correspondente ao menor destes três valores.

Após a escolha da aresta ê que será incluída na floresta corrente, atualizaremos o custo
reduzido das arestas nas bicategorias (ATiVO, INATiVO), (INATIVO, ATlvO) e (ATIVO, ATiVO). De
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acordo com a observação que fizemos no início deste capítulo, o custo reduzido de cada aresta que
está em uma das duas primeiras bicategorias acima sofrerá um decréscimo de /alga(ê), enquanto
que o custo reduzido de cada aresta na terceira delas terá um decréscimo de 2/alga(ê). Para isto,
serão executadas três chamadas a decreaseCast.

Por fim, a aresta ê é incluída na floresta e é feita a determinação do estado da nova componente
da floresta, cilada após a inclusão de ê. Então, ê é contraída no grafo através de uma operação
confracfEdge. Caso a nova componente da floresta seja aviva, a categoria do vértice resultante da
contrição será ATiVO e, caso contrário, será iNATIVO. Abaixo, apresentamos em pseudo-código o
algoritmo correspondente à descrição que fizemos acima. Para simplificar a apresentação, estamos
supondo que a instância (G, 7Z, c) recebida pelo algoritmo é sempre viável.

Algoritmo À/{n.fiS.4daptadorG, 7Z, cJ
1 atribua uma orientação arbitrária às arestas em EC
2 ê. -- c. para cada a em Ea

3 para cada u C Uc faça
4 se u é um vértice de Steiner

5 c.t(«) - INArlVO
6 senão

7 C«t(«) H ATIVO
8 r' -. (UG, 0)

9 enquanto G tem algum vértice u tal que cat(o) = ATIVO faça
10 ei -- .PndMá«(iNATiVO, ATiVO)
11 ee '-- ./indMÍrz(ALVO, INATIVO)

12 « -- ./indMin(ATIVO, ALVO)
13 escolha ê C {el,e2, e3} tal que /alga(e) = mina/oIÇa(ej) l .j € {1, 2, 3l}
14 dec«aseCosf((iNATiVO, ATlvo),/olg«(e))
15 dec«as.C..f((ALVO, INATIVO), .»lg«(ê))
16 dec«eaosf((ATiVO, ATIVO), 2 /oZg«(Z))
17 .Ep - Ep u {e}
18 seja C a nova componente de F', criada após a inclusão de ê em Ep
19 se C é ativa

20 c.nt«ct.Edg.(ê, ATIVO)
21 senão

22 cor&tracÉl?dge(a, INATIVO)
23 seja F' uma R-floresta minimal contida em F'
24 devolva r''

Como, em cada iteração, o algoritmo executa um número constante de operações sobre bica-
tegorias e no máximo são realizadas n -- l iterações, temos que, no total, são executadas O(n)
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operações sobre bicategorias. Desta forma, o tempo gasto no total pelo algoritmo com estas
operações é O(nVGiilogn +mlogn), ou sda, O(nX/Mlogn). As demais operações podem ser
realizadas dentro deste limite de tempo (como veremos na próxima seção) e, portanto, o tempo
gasto no total pelo algoritmo é O(n\,/;ãlog n).

4.2 Implementação em CWEB

A implementação em CWnB que apresentamos nesta seção está dividida em duas partes. A
primeira apresenta o conteúdo dos arquivos bicat . c e bicat . h que implementam as bicategorias
e as funções utilizadas para manipula-las. A segunda parte apresenta a função de sf.c que
implemente o algoritmo .A/{nFSÁdaptado que vimos há pouco, no final da seção anterior.

Bicategorias

O arquivo bicat.c se encontra organizado de acordo com a estrutura que exibimos abaixo.

As funções utilizadas para a manipulação das bicategorias estão todas agrupadas em < Externas
functions of bi.cat .c 96>.

< Header files of bi.cat . c 98>

< Data structuies of bicat . c 106 >

<Global variables of bicat.c ioo >

< Infernal functions of bicat .c lll>

<External functions of bicat. c 96>

95

Uma delas é {nát.Bicafegoües . Ela recebe um inteiro c e um grato não-orientado g cujos vértices
se encontram particionados em c categorias que são identificadas através de números inteiros
entre 0 e c 1. Ela supõe ainda que, para cada vértice u de g, o número que identifica a
categoria à qual u pertence se encontra armazenado em u-cafegory . A função então atribui uma
orientação às arestas de g, particionando-as, assim, em bicategorias, e inicializa estruturas que
serão utilizadas pelas funções que manipularão estas bicategorias. Ela devolve 0, caso ocorra
algum problema na alocução da memória que será usada por estas estruturas e, caso contário
devolve l.

< External functions of bicat . c 96> =

int ínifBãcalegories(Graph +g, int c)

{

96

int n = g'n; C = cl

( Assign a direction to each edge of g and initialize the fields of arca and vertices 101 >
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< Allocate space for C2 bicategories l09 >

( Assign each arc to one of its two endpoints i14>
UF'i«át (g-«,f{«s , n) ;

return l;
}

Veja também blocos 99, 126, 127, 130, 145 e 164

Este código é citado nos blocos 95 e 97

Este código é usado no bloco 95

O arquivo-cabeçalho bicat .h é utilizado para que outros programas possam ter acesso às
funções que se encontram em < Exteinal functions of bicat . c 96>. Além do protótipo dessas
funções, ele também guarda a definição de macros importantes, como é o caso de cafegorZ/

<bicat .h 97> =

#define cafegor z./

97

Veja também blocos 102, 129 e 165

Assim, um dos arquivos-cabeçalho que estão incluídos em bicat.c é bicas.h. Além dele,
também incluímos em bicat.c o arquivo uf.h. Cada vez que um arco uu é contraído, será
escolhido, para representar o vértice resultante da contração, a estrutura Vertex do vértice de
maior peso dentre u e u. Para associar o novo vértice a esta estrutura e para determinar as
estruturas do tipo Vertex que correspondem aos extremos de um dado arco do grifo, utilizamos
a estrutura de dados union-find que tem as funções para a sua manipulação prototipadas no
arquivo uf.h.

< Header files of bicat . c 98 > =
#include <stdlib.h>
#include ''gb.graph.h"
#include "extra.h''
#include "bi.cat .h"

#include ''uf .h''

98

Veja também blocos 107, 112, 116 e 123

Este código é usado no bloco 95

Abaixo, definimos outras duas funções que se encontram prototipadas em bicas .h. A função
H'om recebe um arco a e devolve o vértice que é ponta inicial de a no grato. A função Tàp recebe
um arco a e devolve o vértice que é ponta final de a no grifo.



Implementação de Klein 83

99 #define /rom a.b'''

(External functions of bicat .c 96> +

Vertex *From (Arc *a)

{

return UFHnd («,/r.«.);
}

Vertex *np(A« *«)

{

return UF»n.Z («,tãp);

}

Uma das variáveis globais de bicat . c é a variável O que guarda o número de categorias em
que os vértices do grafo g estão particionados.

100 <Global variables of bi.cat .c ioo> =

int C;

Vda também blocos 103, 110, 115, 119, 128, 136 e 158

Este código é usado no bloco 95

Orientaremos cada aresta a do grifo g de forma que a ponta inicial de a seja o extremo de a
que possui o menor índice no vedor g uerfices. Levando em conta essa convenção, o trecho de
código abaixo inicializa, para cada vértice u de g, o campo de u que guarda o seu grau de saída
Para acessar este campo, é usada a macro out degree (u). Aproveitamos a ocasião para também
inicializar os outros campos dos vértices e alguns dos campos dos arcos de g. Usaremos a macro
ád (u) para acessar o campo de u que guarda um inteiro que identifica, de maneira única, o vértice u

e usaremos a macro meigas(u) para acessar o campo do vértice u responsável por armazenar o
peso de u. Além disso, para cada arco a, utilizaremos a macro l)alia(a) para acessar o campo
de a que guarda o valor de A..

#define Z)alfa(a)(ARC.FIELDS(a»e3 .D)

#define {d(u)(VERTER.FIELDS(uJ-e/ ..r)

#define out. degree(u)(VERTEX.FIELDS(u»e2 ./)

< Assign a direction to each edge of g and initialize the fields of arca and vertices ioi > =
{

101

int {, .j = 0;

( Initialize some auxiliary variables i04 >

if (-.(mán. cosa.arc = mal/oc(n * sizeof(Arc +)))) return 0;
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for (á

Arc +a;

Vertex +u = g-'uertices + á;

{d(u)

«f. d.g«e (u)

for (' ; a; a «.ne,f) {

if (« < «',[iP) {

Oe/f« (.)
ouf degree (u)-H;

}

}

«,.àgAf(«)
<lnitialize the lists effra (u) and ezZra+(u)

min. cosa. arc lál = A;

}

}

Este código é usado no bloco 96

A definição da macro weigAÍ(u) se encontra no arquivo bicat.h e, deste modo, esta macro
pode ser utilizada por todos os programas que incluem bi.cat . h.

102 <bicat.h 97> +=
#define weàghf(u)(VERTEX.FIELOS(uJ-e5 .-r)

Além de inicializar os campos de vertices e arcos de g, o código correspondente ao bloco IOI
também inicializa o vedor mira. post.arc, que é outra das variáveis globais de bicat . c. Dado
um vértice u, min. cosa. arclãl será usado para guardar, para cada { entre 0 e g'n 1, um arco
de custo mínimo dentre aqueles que têm a ponta inicial no vértice u tal que id(u) = ã e a ponta
final em t/. Caso não haja arcos entre u e u, mÍn f. arc lál = A. Como veremos mais adiante,
esse vedor será utilizado quando for necessário descartar arcos de alguma lista ezfra+(u).

< Global variables of bi.cat . c 100 > += Arc +#min. cosa. arc;103

Para cada vértice u, cada uma das listas de arcos ezZra'(u) e ezfra+(u) é implementada
através de uma lista circular duplamente ligada com cabeça. Usaremos as macros ezlra. ouf(u) e
ezfra. {n(o) para acessar os campos de u que guardam apontadores para os nós-cabeça das listas
que implementam, respectivamente, ezfru (u) e ezfra+(u). O vedor Aead, que inicializamos no
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trecho de código abaixo, é usado para guardar todos os nós-cabeça de listas deste tipo. Para
cada arco a em uma lista destas, usaremos as macros preü(a) e nea;f(a) para acessar os campos
de a que guardam apontadores, respectivamente, para o arco que antecede a e para aquele que
sucede a na lista. Pelo modo como estas macros são definidas, devemos alocar um estrutura do
tipo ExtraFields para cada um dos nós-cabeça das listas. Tais estruturas, ficarão guardadas
no vedor af

#define ez(ra. in(t;)(VERTEX.FIELDS(u»e3 .P)

#define ezfra. oat(u) (.VERTEX.FIELDS(uJ'e4 .P)

#define preta(a)(ARC.FIELDS(a»e/ .P)

#define nezf(a)(ARC.FIELDS(aFe2.P)
< Initialize some auxiliary variables 104 > =

Arc +áead = «.aJ/oc(2 * n * sizeof(Arc));
ExtraFields #a/ = malloc(2 + n + sizeof(ExtraFields));
if (=/zead V --a/) return 0;

104

Este código é usado no bloco IOI

O trecho abaixo inicializa os campos de u correspondentes às macros CEIra. {n(u) e ezfra. {n (u)
Note que, logo após a inicialização, as listas correspondentes a estes campos estarão vazias

( Initialize the lisas e/[ra (u) and e3tra+(u) 105 > =
a = Aead + {;

«,aáe/ds =(cear ;)(a/+j+-F);
p«« (a) (')
ez ra in (u) = a;

a = Àead + n + í;

«,a$elds = (char *)(a/ + .j-n);
p«« (a) (.)

e,[«. «É (u)

105

Este código é usado no bloco 101

A cada um dos heaps utilizados na implementação, corresponderá uma estrutura do tipo struct
labeled.heap. Cada estrutura /A deste tipo contém um campo Àeap que guarda o heap h
correspondente a /# e um campo Z)e/ta que armazena o valor corrente de Ah. Os apontadores
para estruturas deste tipo são objetos do tipo LbHeap

106 <Data structures of bicat. c 106 > =
struct labeled.heap {
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double l)elía ;

FibHeap Aeap;

typedef struct labeled.heap +LbHeap;
}

Veja também bloco 108

Este código é usado no bloco 95

107<Header files of bicas.c 98> +

#include ''fibheap.h''

Cada uma das bicategorias é implementada através de uma estrutura do tipo Bicategory
Dada uma bicategoria b, o campo H da estrutura correspondente a b implemente o heap H(b)
e os campos {n e out são tais que, para cada vértice u do grifo, inlía(u)l e ouflád(u)l guardam
os nós de .llr-Aeap onde se encontram os heaps que implementam, respectivamente, /?+(u,b)
e H (.,, b).

<Data structures of bicat . c 106> +=
typedef struct bicategory {

LbHeap .17;

FHnode +in;

FHnode +ouí ;

} Bicategory;

108

O trecho abaixo doca memória para as estruturas correspondentes às C'2 bicategorias em que
os arcos de g se encontram particionados e também inicializa cada um dos campos dessas es-
truturas. A função #E.4Pless fornecida como argumento na inicialização dos heaps no trecho
abaixo será exibida adiante. As estruturas do tipo Bicategory alocadas ficarão todas arma-
zenadas em um vedor e a variável global óO guardará um apontador para a estrutura que se
encontra na primeira posição desse vedor. Tal estrutura corresponderá à bicategoria (0, 0). As
estruturas em cada uma das (-; -- l posições seguintes do vetar corresponderão às bicategorias
(0, 1), . . . , (0, C 1) nesta ordem. Aquelas que se encontram nm C posições seguintes correspon-

derão às bicategorias (l,O), . . . , (l, C' -- 1) e assim por diante. A figura 4.1 ilustra a disposição
das estruturas correspondentes às bicategorias no vedor.

De acordo com esta disposição, dada uma bicategoria (z,Z/), a posição do vetor em que se
encontra a estrutura correspondente a ela é z ' (; + Z/. Usaremos a macro óicaf d(n,Z/) para
determinar tal posição. Como veremos mais adiante, este número também será usado como um
identificador da bicategoria (z, g/).
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(o.o) (o. c-i) l (i.o) (l.c-l) (c-l.o) (c- 1 . c- l )

Figura 4.1: Ilustração da disposição das estruturas Bícategory no vedor

109 #define óÍcaf {d(z,g/) (z* O+y)
( Allocate space for C2 bicategories 109 > =

int á;

LbHeap {# = malloc((.; + C' # sizeof(stiuct labeled.heap));
FHnode +nodes = maZlac(2 + n + (; + C' + sizeof(FHnode));
óO = fria/loc(C + C' + sízeof(Bicategory));
if (=lA V nnodes V nó0) return 0;

if(nP'HE.4P.11«(2* n* C* C' + C* C,2* n* C* O + g-m/2))
for (i = O; { < C * C'; {-n) {

Bicategory Z? = b(7 + ;

return 0;

B-H - th + i\

B-H-heap = FHEAPinit ÇHEAPless )\

B tct = Q',
B--in :::: modas + 2 n i;

B out = B-,{n + n;

< Allocate memory to other variables ii8 >
}

Este código é usado no bloco 96

110 <Global variables of bicat.c 100> +

Bicategory +ó(7;

A função Àeap keZ/ que exibimos abaixo recebe um heap h do tipo LbHeap e, caso h # A,
devolve a chave de h no heap n(b) em que ele se encontra; caso contrário, isto é, se h = A, ela
devolve --DBL.MAX.

l l l < Infernal functions of bi.cat . c lll >

double heap key (LbHeap h)

if (h) {

{
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if (--f'HE.4P.mpfy (hÀ«p)) {

À.lc +min = FHEAP$TLdMin Çhheap)\

retu-n hO./fa + Oelf«(«í«);
}

else return DBL.MAX;

}

return --DBL.MAX;

}

Veja também blocos 113, 120, 121, 155 e 162

Este código é usado no bloco 95

112<Header files of bicat.c 98> +

#include <íloat .h>

A função abaixo é usada para comparar dois heaps ã/ e h2 do tipo LbHeap no heap lr(b)
em que eles se encontram. Caso A/ = A # A2 ou a chave de A] sda menor que a chave de A2 , a
função HE4Pless devolve l e, caso à2 = A ou a chave de h/ seja maior ou igual a chave de /t2,
ela devolve 0.

< Infernal fuiictions of bicat . c iii > +
static int #E.4PJess(void #A.r , void +h2)

«turn (Ae.p keg/(À.r ) < ãe.p.k.y(A2));
{

}

113

De um certo modo, podemos dizer que a orientação das arestas do grifo g é feita, de fato, no
trecho abaixo. Aqui, para cada aresta a de g, apenas um dos dois arcos que representam a em g,
aquele cuja orientação está de acordo com a que definimos no bloco 101, é inserido nas estruturas
de dados usadas para manter o rastro dos arcos do grifo. Os arcos que ficarem de fora dessas
estruturas serão completamente ignorados pelas operações sobre as bicategorias e, desta forma,
do ponto de vista destas operações, tudo se passa como se apenas os arcos cuja orientação está
de acordo com a definida exitissem no grato, ou seja, como se tivéssemos orientado as arestas
de g de acordo com orientação desses arcos. No trecho de código abaixo, atribuiremos cada um
dos arcos obtidos através dessa orientação das arestas de g a um de seus dois extremos.

<Assign each arc to one of its two endpoints ii4> =

Vertex #ui

{

114
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sqrt sqrt(.g-mJ2õ,
for (« = g"'«di". + n -- 1; « 2 g-«,f'"s; «--) {

Arc +a;

< For each bicategory b, create the heaps .ll (u, b) and H+(o,b)
fo- (a ; '; " «.ne,[) {

int óicat âd ;

Vertex +w = a'Zip;

if (u > m) continue;
bicas {d = óicat {d(u-'categorg/, lu-'cafegor );

if (Ollt. degree(u) 2 sqrt.m) <Assign a to u 122>

esse <Assign a to w 124>

}

< For each u and each b insere n (u,b) and .ll+(u, b) in H(b) 125>

}

}

Este código é usado no bloco 96

115 < Global variables of bi.cat .c 100> +
double sqrt m;

116 <Header files of bi.cat.c 98> +
#include <math. h>

A inicialização dos heaps .17'(u,b) e .17+(u, b) para cada bicategoria b é feita pelo trecho de
código abaixo. A função 4RCless usada nessas inicializações será exibida mais adiante. A
variável global LH é o vetor onde se encontram todas as estruturas do tipo struct labeled.heap
que correspondem a estes heaps. Particionaremos este vetor em n fatias correspondentes a cada
um dos n vértices de g. Para cada vértice u, a fatia correspondente a u será constituída de 2C'2

posições adjacentes. As primeiras (:2 posições da fatia corresponderão aos C2 heaps .ll+(u, b) e
as C2 posições seguintes, aos O2 heaps .IJ (u, b). Estes heaps estarão dispostos de acordo com

a posição das bicategorias no vetar da figura 4.1, isto é, se a posição de bl no vedor da figura
antecede a de b2, -H'(u, bl) antecederá -H (u, b2) no vedor Ln.

< For each bicategory b, crente the heaps H (u, b) and #+(o,b) ii7> =

LbHeap A in u ' LH+(u g'uerfices) +2 +(7+0, A.out.u = h.{n.u +C'+(..:;
int í;

117
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for (i = 0; { < C * C; ã-n) {

h {n. « lãl.Àeap = F'HE.,4P nát(.oral«s);
h -t "lál.àeap P n f(ABOle«);
A.{n ulãl.Della = A oul.ulál.Z)alfa = 0;

}

Este código é usado no bloco 114

118 <Allocate memory to other variables 118> =

if (--.(Ln = ma//oc(2 + C' + C' * n + sizeof(struct labeled.heap)))) return 0;

Veja também bloco 157

Este código é usado no bloco 109

119 <Global variables of bicat.c 100> +: LbHeap LH;

A função arc. Éey que exibimos abaixo recebe um arco a e, se a # A, devolve a chave de a no
heap em que ele se encontra, isto é, A.; caso contrário, ela devolve DBL.MAX

120 <lnternal functions of bicat.c lll> +=
double arc. tey (Arc +a)

if (--a) return -OBL.MAX;
return O./fa (a);

{

}

Para comparar dois arcos a e b que estão em algum dos heaps é usada a função 4R(7Zess. Ela
recebe os arcos a e b e, caso a = A # b ou a chave de a seja menor que a chave de b, ela devolve l;
caso b = A ou a chave de a seja maior ou igual a chave de b, ela devolve 0.

jlnternal functions of bicat . c lll > +=
int 4ROZess (void +a, voíd *Z,)

return(am. Éey(') < «c. key(Z,));

{

}

121
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Para cada arco a, usaremos um dos campos de a para armazenar o nó que contém a num dos
heaps correspondentes ao vértice ao qual a está atribuído. A macro nade(a) será usada para

acessar tal campo. Para inserir e remover arcos das listas entra, usaremos as funções {nserf. erige
e de/ete erige que se encontram prototipadas em list .h

#define Rode(a)(ARC.FIELDS(aJ-e# .P)

< Assign a to u 122 > =
{

122

-d.(.) Pinte,t(à.o«f "lóic«t i l.Àe.p,«);
á«se,f. .dge( e.f«. ín(.«) , .) ;

}

Este código é usado no bloco 114

123 <Header files of bicat .c 98> +=
#include ''list .h''

124 < Assign a to to 124> =

LbHeap A {n.w - LH + (w

-d. (a) Pê««,f (À. in.

á«.«f 'dge(e«f« («),«);

{

}

füerfices) * 2 * C' * C;

wlói«f á l.Ae.p,.);

Este código é usado no bloco 114

125 < For each u and each b insere n'(u, b) and H+(u, b)
{

in H(b) 125>

int {, .j;

for (á

LbHeap À.{n :; LH + {+ 2 #(7+ (;, À.ouf =

for (.j = 0; .j < C' * C; j-w) {

Bicategory +b -: ó(7 + .j;

b 'àn lãl f'HEd Fins«[ (b-'H- Aeap ,

houf lil :: F#.E.4P nserf(b.fl:-Aeap

}

h án + C' + 0;

b.in +j)
h. o«t + .j)

}

}

Este código é usado no bloco 114
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A função decrease(post recebe um número racional della e dois inteiros cata e café tais que
0$ ca]] $ (;-- 1e0 $ hall? $C le diminui de de/Za o custodecadaumdosarcosquese
encontram na bicategoria (cat/ , café? ).

126 <External functions of bicat .c 96> +=
void decrease(7osf(int cat-í , int caía , double della)

Bicategory *b = óO + óicat íd(cair , cale);
b..H+Delta = delta\

{

}

A função ./índJ14in recebe dois inteiros cat/ e cale tais que 0 $ ca]] $ C'-- l e 0 $ café $ C'--l

e devolve um arco de custo mínimo dentre aqueles que se encontram na bicategoria (cat/ , cata )
Além disso, o custo do arco devolvido pela função é guardado na variável global mên. post. Caso
não existam arcos na bicategoria (cat/ , café ), ./inda/in devolve A.

<External functions of bicat .c 96> +=

Arc +./indMín(int cata , int ca12)

Bicategory '':b = ÓO + óácaf. ád(caf-r , cale);
LbHeap à mÍn - F.17EdP/indMàn(h.17-Aeap);

if ( HE.4Pe«pfg/(À. «.{«-A«p)) {

Arc *min = f'#E.4P»ndM n(A. min-àeap);

mÍn = Z)Cita (min) + A. min-Della + Z»'H:-Della ;

return màrz ;

{

127

}

}

return A;

128 <Global variables of bi.cat .c 100> +
double mÍrz post;

A declaração da variável mán também se encontra em bicat.h para que os programas
que incluam este arquivo possam ter acesso ao conteúdo desta variável.

129 <bi.cat .h 97> +=
extern double min
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A função cÀangeCafegorl/ , apresentada abaixo, recebe um vértice u e um inteiro new cal

que 0 $ riem.caf $ C; l e rzew.caf # u"'cafegorg/ e altera para new.caf a categoria de u
bicategoria de cada um dos arcos incidentes em u é implicitamente alterada pela função.

<External functions of bicat . c 96 > +
void cAa"geCategory(Vertex *u, int ne««. cat)
{

tal
A

130

int old caf = u'caéegol ;

( Other local variables of càange(-;ategory 138 >

( Chance the bicategory of the arcs assigned to u 131 >
< Discard parallel arcs in the entra. {n lisa of u 134 >

< Chance the bicategory of each arc in the ezlra. àn lisa of u 137>

( Change the bicategory of each arc in the ezlra. out lisa of u 142 >
u-' calegorg/ = rzew

}

131 <Change the bicategory of the arcs assigned to u 131 > =
{

ínt íd.« = ád («), c;

for (c 0; c < O; c-H) {
Bicategory #oZd, #new;

.l bO + óic.t. ád (c, ./d. caf);

«e«, = óa + bic«t (c, n.w. c.t);
<Move to the bicategory new the arcs in -ü+(u, old) 132>
.l Óa + Óic.t. ád(.Jd «t,c);
«e«« + óic«t. id(n.,«. «Z,c);
<Move to the bicategory nem the arcs in -H'(u, old) 133 >

}

}

Este código é usado no bloco 130

No trecho abaixo, o heap A/ , que corresponde a H+(u, old), é removido do heap da bicategoria
old e inserido no heap da bicategoria new. Para que o custo dos arcos em A.r não sqa alterado
devido a esta mudança, o valor de A/ é devidamente atualizado. Note que o heap guardado
na variável h2, que corresponde a H+(t/,new), está vazio, pois, como nem = (c,new.caf) e
new. caf # old caf , nenhum dos arcos na bicategoria new possuía a ponta final em u.
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132 < Move to the bicategory new the arca in /]+(u, old) 132 > =
{

LbHeap A/ = F#E,4PdeZefe (old-.ll-Aeap, o/d-in lia

LbHeap A2 = /'#E,4Pde/efe (new-.lli:-heap , new ãn lía. ul);

hl+Delta -t= old+H+Delta -- lied H+Delta\
ne.«-in l{.Z. «l = f'HEÁPênse,[(nem-H-à«p, h] );
h2 1)eZÍa = 0;

old-in lia P{«.«t(old-H-Àe.p , h2);

}

Este código é usado no bloco 131

Os comentários feitos no bloco anterior se aplicam, de forma similar,
abaixo.

< Move to the bicategory new the arcs in .ll (u, old) 133>

LbHeap A-7 = /']7E.4Pde/ele(oZd-.lll-Aeap , old-ouf lía ul);
LbHeap À2 = /'HE.4PdeZefe(new-.El-Aeap, new lia. ul);
hl Q -F- old H Q -- llew H

".««-o«t lÍa. «l «t(«'«-H-á«P , ÀI) ;

h2+Delta = 0;

old--f lia. «l = F.r7E.4Pá««,t (.Id-.f2:-Ae.p , À2 );

{

}

ao trecho de código

133

Este código é usado no bloco 131

Aqui são descarnados da lista ezZra. ín(u) arcos que possuem a ponta inicial em comum (e
que, desta forma, são paralelos). Isto é feito de modo que apenas um destes arcos, cujo custo
é mínimo, permaneça na lista. Removeremos estes arcos não somente da lista ezfra. in(u), mas
também dos heaps onde eles estão guardados. Para realizar esta tarefa, contaremos com o auxílio
do vetar min casa . arc, que, imediatamente antes da execução deste código, tem o conteúdo de
cada uma de suas posições preenchido com A.

<Discard parallel arcs in the ezfra lisa of u 134>

he.d f«. in («); « «.,Z(h«d);
while (a # Aead) {

A" *«e,f = ne«Z (a);

{

134
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Ve-tex *u

int ã.Z = {d (u);

if( i«.c«t.«.l{.Z.«l) mà«.«'f lia
esse {

Arc #b = mín t. arca d ul;
(if b's cost is greater than a's cose, discard b; else discard a i3S>

}

a = Regi;

}

mãn. linda -n % 21 = min. cosa. arc bosl;

}

Este código é usado nos blocos 130 e 145

No trecho abaixo, a e b são arcos da lista entra in (u) que têm a ponta inicial em u. Por terem
a ponta inicial em comum, eles estão guardados em um mesmo heap e, assim, para saber qual
dos dois tem menor custo, basta comparar l)e11a (a) e Della(b).

< if b's cose is greater than a's cosa, discard b; else discard a 135 > =

Bicategory #Z? = óO + bÍcaf àd(u'category , u-cafegoW);
LbHeap À. out u = f'.17E,4Pdelefe (.13-.f7:-ãeap, B outlíd. uj);

if (Dela« («) < Oe/t« (b)) {
mán post arc lía ul = a;

delete. .dg. (Z,) ;
FHEAPdelete (.h. out. u , Rode (b»;

{

135

esse {

delete. .dge (a) ;

FHE.4Pde/efe (h. «t "-A'.p , n.d. (a));

}

}
B-o«fila «l Pi«se,t(B-H-A«p,A -f

}

Este código é usado no bloco 134

Para cada vértice u que tem grau de saída alto, se existe algum arco no grifo que tenha a ponta
inicial em u e a ponta final em u, min. post. arcjia(u)l guardará, ao final da execução do while
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acima, o único arco deste tipo que não foi descartado; caso contrário, màn. cosa. arc lia(u)l = A.
Após a execução de cÀange(7afegor , a função confracfEdge, que veremos mais adiante, eventu-
almente precisará da informação contida em alguma das posições do vetou m n post arc. Por
outro lado, antes do final da execução de cAangeaaZegor , será necessário reinicializar o conteúdo
das posições de min cosa. arc, deixando o vetou preenchido da mesma forma que ele se encon-
trava antes da execução do while. Para resolver este impasse, usamos as variáveis globais que
declaramos abaixo para guardar a informação que poderá ser usada por caníracfEdge .

< Global variablçs of bicas . c 100 > +=
Arc # mi7} 121;

int inda = 0, pos = O;

136

No momento em que o trecho abaixo é executado, Aead guarda um
da lista ea;fra. in(u). Cada um dos arcos nesta lista é removido do
no heap .H (u,new). Vamos aproveitar a ocasião para reinicializar
vetou mÍn post arc

< Chance the bicategory of each arc in the erfra. {n lisa of u i37>
for (« = «e.f(Ae.d); « # #«d; « = «e.t(')) {

Vertex *u = H.m (.);
int ád.« = {d (u);

Bícategory +oid = ó + Z,{caf. ãd(wcafegory, o/d. caf);

Bicategory unem = b(7 + óicaf ád(ucafegory, new. caf);

< Remove the au-arc a from the bicategory old 139>
< Put the uu-arc a in the bicategory new 140>
min. post. arc lía ul = A;

apontador para o nó cabeça
heap H'(u,o/d) e inserido

o conteúdo das posições do

137

}

Este código é usado no bloco 130

138 < Other local variables of càangeCafegor 138 >
Arc #head, +a;

Veja também bloco 141

Este código é usado no bloco 130

139 <Remove the zlu-arc a from the bicategory old 139> =
h ./d = F'WE.4Pde/efe(./d-H-Aeap, .Id--f lía. «l);
FHEAPdelete (.h. old- heap , Rode (a» \
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old-oul l d ul = F'#E.4Pánsert(oZd-H-Àeap,À

Este código é usado no bloco 137

Note que, antes de inserir o arco a em seu novo heap, devemos alterar adequadamente o
conteúdo do campo acessado por l)e/[a(a) para que o custo de a não seja a]terado por esta
operação.

140 <Put the uu-arc a.in the bicategory riem 140> =
À n.«« = F'#E.4Pdelele(ne-«-H-heap, ne««-out liú. ul);
l)eltaÇüà-t--h old a-bola-.H-.Delta-h neu a-neu-H
«od.(.) Pín;e,f(A. «e«,-Ae«p , .);

"..«-«f lãa. «l - F'HEÁPin«,[ (n.«,-H-A«P , à. n.w);
Este código é usado no bloco 137

141 COLher local variables of cÀangeCategor3/ iS8> +=
LbHeap # old, # new;

No trecho de código abaixo, cada um dos arcos na lista ezfra
H+(w,old) e inserido no heap H+(w,new).
( Chance the bicategory of each arc in the er(ra out lisa of u 142 >

h«d = e«[«. -] («);

fo- (. «e«f(àe.d); « # A«d; «
Vertex *-« = riP(.);
int íd = {d (.«);

Bicategory #oZd = ó(7 + óácaf {d(oZd. cat, tu"'category);

Bicategory #new = óa + óicat. {d(new. caf , m'calegory);

< Remove the um-arc a from the bicategory old i43 >

< Put the um-arc a in the bicategory new 144>

out (u) é removido do heap

142

}

Este código é usado no bloco 130

143 < Remove the uw-arc a from the bicategory old 143 > =
à .J = FHE.4Pd./el.(./d-.ll:-A«p, ./d-inlid. .«l);

FHEA Pdelete (.h. old- heap , Rode (a » ;
.Zd-inlid. wl PÍn«,f(oid-H-Ae.p, h '/d);

Este código é usado no bloco 142
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144 <Put the uw-arc a in the bicategory nem 144> =

h n.w = r'HE,4Pd'/'t' («'««-H-h''P, n.««-ánlid. ««l);

Delta (.a] -F-. h.otd-Delta -b old-H+Delta -- h new+Dettü
«.de (a) = F 4PI««,t(A. n.w-à.«p , .);

«e«,-Ín lÍa ««l = F'HE 4Pán'e,f(n.w-H-Àe«p, À. «.w);

Item-H

Este código é usado no bloco 142

A função c07}tracfEdge recebe um arco a e um inteiro caf tal que 0 $ caf $ (J -- 1. Ela

contrai a, removendo do grato todos os arcos que têm uma das pontas em From(a) e a outra em
Tip(a), e atribui ao vértice resultante da contração a categoria cat . Aqui, "remover do grato" um
arco deve ser interpretado como removê-lo da lista ezfra e do heap nos quais ele se encontra. Após
a execução de contraclEdge , o vértice resultante da contiação será representado pela estrutura
Vertex de um vértice de peso máximo dentre F70m(a) e Tip(a) (em caso de empate, a estrutura
de .fq'om(a) é usada para representar o novo vértice).

< External functions of bicat . c 96> +=
void confracfEdge(Arc +a, int caf)

< Local variables of contracfEdge 146 >

« («); y TãP(.);
ád l01 (z); {alil (y); ánd, = 0;

for (., { $ 1; á-U,u = 3/) {

pos = á li - Íl;

if («-.«f.g«y # c.[) cÀ-g.0.f.go,y(u, «t);
esse {

(Discard parallel arcs in the ezfru n lisa of u i34>

< Clear the positions of the vector min. post

{

145

< Discard all ry-arcs from the graph 149 >
<Discard all g/r-arca from the graph is2 >

if (w.àgàt (#) < ««eigàf (Z/)) {

Vertex #lmp = z; z :; Z/l g/ :; Zmp;

( For each bicategory b, join the heaps of z and 3/ in b iS3>
< Change the assignment of the arcs incident to z or Z/ if necessary 159 >

«n«f(e«f«. án(z), e,t«. í«(3/)); c«caf ('«tm. o«f(z), «f«' -l (g/));
<Set z to represent the vertex resulting from the contraction of a 163>

}

}

}
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}

Aqui, declaramos algumas das variáveis locais de confract-Erige . Como pode ser visto acima,
inicialmente, a categoria de cada um dos vértices r e y, que são extremos de a, é alterada, se
necessário, através de uma chamada a cAange(7afegory . Caso a categoria de um destes vértices
já seja igual a cat , não será necessário fazer uma chamada a cAangeCafegor' para ele, mas ainda
assim é preciso eliminar arcos paralelos em sua lista esfra {n. Em ambos os casos, as variáveis

globais {ndz e pos serão alteradas de modo a guardar em . mán. 101 e em . mên jll o conteúdo
das posições ád(n) e ád(y) do vedor mín. post. arc antes que este seja reinicializado.

146 < Local variables of conlracZEdge 146> =

int {, {al2l;

Vertex #u, +c, 'ky;

Veja também blocos 148 e 151

Este código é usado no bloco 145

Abaixo, o vetou mín cosa arc é reinicializado após o descarte de arcos paralelos em ez(ra
A variável Aead guarda um apontador para o nó cabeça desta lista.

< Clear the positions of the vector mÍn t. arc 147>=
{

ín («,)

147

Arc +b;

for (b = nerf(Áead); b # Áead; b = nezt(b)) mán.cosa.arclád(Fiam(b))l = A;

}

Este código é usado no bloco 145

148 < Local variables of confracfEdge 146 > +
Arc #Aead ;

No trecho abaixo, todo arco com a ponta inicial em = e a ponta final em y será removido da

lista e do heap nos quais se encontra guardado. Se z tem grau de saída alto, sabemos que todos
estes arcos se encontram na lista erfra in(g). Observe que, em tal lista, só pode existir um
único arco deste tipo, já que, no início de conÍract.Ddge , todos os arcos paralelos de ezZra

foram descartados. Observe ainda que, nesta ocasião, tal arco foi armazenado em min. jll. Por
fim, note que existe pelo menos um tal arco, já que a é um zy-arco. Assim, neste caso, basta
remover o arco que se encontra em . mín. lil da lista ezfra. {n(y) e do heap n'(z, B), onde Z?
é a bicategoria do arco.
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149 (Discard all zy-arcs from the graph 149) =

t
B = b0 + bicatid(a-category, y-category);

id v=id(z), id y=id(y);

if (outdegree(xz) <sgrt m) (

Vertex +u=7, v=y;

(Discard all uv-arcs, knowing that this arcs are assigned to v 150)

)
else (

LbHeap Aout z = FHEAPdelete(B-H-heap, B-out[id 2]);

Arc +zy = min(1);

deleteedge(xy);

FHEAPdelete(houta-heap,node(zy));

B-out[id 1) = FHEAPinsert(B-H-heap,houtx);

)
)

Este código é usado no bloco 145.

Por outro lado, caso x não tenha grau de saída alto, todos os zy-arcos se encontram em

extraout(x) e será necessário percorrer esta lista para descartar tais arcos. Lembre-se de que

tal lista contém no máximo /m arcose, assim, o tempo gasto pelo código abaixo para executar

esta tarefa é O(mlogn) amortizado (a amortização vem do uso das funções FHEAPdelete e

Tip). No trecho abaixo, os vértices u e v estão nos papéis de z e y respectivamente.

150 (Discard all uv-arcs, knowing that this arcs are assigned to v 150) =

f
int idv=id(v);

LbHeap hinv = FHEAPdelete(B-H-heap, B-infidv]);

Arc +head = extraout(u), *b = nezt(head);

while (b £ head) (

Arc +nezt = nezt(b);

if (Tip(b) = v) (

deleteedge(b);

FHEAPdelete(hinv-heap,node(b));

)
= nezt;

)
B-infidv]= FHEAPinsert(B-H-heap,hinv);
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}

Este código é usado nos blocos 149 e 152

151 <Local variables of conlracfEdge i40 > +

int id.r, id. g/;
Bicategory #.23;

No trecho abaixo, todo bico com a ponta inicial em Z/ e a ponta final em z será removido
da lista e do heap nos quais se encontra. A única diferença do código abaixo para aquele no
bloco 149 é que aqui há a possibilidade de não existirem yz-arcos a serem descarnados e, desta
forma, o conteúdo de pode ser igual a A.

<Discard all yz-arca from the graph iS2 > =
1? = óO + óàcat. ãd(Zrcafegorg/ , z''cafegory);
if (o«f. deg«. (g) < sq,f

Vertex +u = y; u = z;

<Discard all uu-arcs, knowing that this arcs are assigned to u 150 >

152

esse {
LbHeap /z. ouf. Z/ = f'HE.4Pdelele (B'.ll-ãeap , -Z3- ouf lia. vl);
Arc #g/z = mán l0l;

if (g/«) {

d./ele 'dge (!r«);

f'HE,'lPd.Jefe(A. -t. y-h'ap , n.de(3r,)) ;

}

B-out lia. pl = /'HE.'!PÍnserl (B-H-àeap , À. out. y );

}

}

Este código é usado no bloco 145

Uma vez que todos os arcos que têm um dos extremos em z e o outro em y foram descartados,
é o momento de criar o vértice resultante da contração de a. Para representar este vértice,
usaremos a estrutura Vertex de um vértice cujo peso é máximo dentre r e Z/. Como pode ser
visto no bloco 145, arranjamos as coisas de modo que a variável z guarde um apontador para
tal estrutura. Neste e nos próximos blocos, alteraremos os campos desta e das demais estruturas
relacionadas a z de modo que elas representem o novo vértice do grato. Abaixo, é feita a união
dos heaps correspondentes a z e a y para cada uma das (-;2 bicategorias. Note que, como o
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conteúdo das variáveis r e Z/ pode ter sido trocado, precisamos preencher novamente o conteúdo
das variáveis áaLz e {d

< For each bicategory b, join the heaps of # and Z/ in b 153 > =
{

153

éd , á (z); id.y
for (B = ó0; B < óO + C'*C; B+) {

(Join the heaps H+(z, B) and H+(y, B) 154>
<Join the heaps H(]ç,B) and n (Z/,B) 156>

}
}

Este código é usado no bloco 145

Aqui é feita a união dos heaps H'+(z, Z?) e .E/+(3/, -B) e o resultado desta união é guardado
na estrutura correspondente a -H+(z, B). Como, mesmo após a união, manteremos inalterado o
campo Deita desta estrutura, devemos modificar adequadamente Z)eJ(a(a) para cada arco a no
heap H+(y, -B), de modo que o custo destes arcos não seja afetado por esta operação. Para isto,
contaremos com o auxílio da função {nc ./Zela a que veremos no próximo bloco.

<Join the heaps H+(r,B) and -H+(g,l?) iS4> =

{

154

void #arysjlj;
LbHeap A. in #E.4PdeZefe (-Z3-//+Àeap, B-in lía. zl);
LbHeap A án y - /'WE.4PdeZefe(.B,/7-Aeap, ,13-ánlid.yl);
double inc = h {n y-'Delta A in.z+DeJZa;

aras 101 = &ánc;

FHEAPtrauerse Çh in U-heap, iTtc.Pela.delta . args )\

h. in.z-Leal) -- FHEAPjoin Çh.in.=+heap, h.in heap),

B-inl{.Z..l = F'HEÁPÍn«,f(B-#-Aeap, h {n. .);
}

Este código é usado no bloco 153

A função ínc de/fa recebe um arco nem e um apontador para double, guardado em
aras 101, e incrementa, de um valor igual ao conteúdo da variável apontada por aras 101, o conteúdo
do campo acessado por Z)alfa(item).

< Infernal functions of bi.cat . c lll > +
static void {nc ./tela. della(void +ifem, void +arysll)

155
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Arc #a :; nem;

double {nc = +((double +) arpsl01);

Oelf« (.) += ínc;

{

}

A união dos heaps H (z,23) e H (3/, B) é feita abaixo. As operações realizadas neste trecho
são similares àquelas feitas no código do bloco 154, com exceção da última linha, na qual, ao invés
de guardarmos o heap resultante da união no heap da bicategoria correspondente, o guardamos
no vedor .fl out na posição correspondente ao identificador da bicategoria. Faremos isto, pois
talvez ainda seja necessário inserir mais alguns arcos neste heap, como veremos adiante

(Join the heaps H(z,l?) and H(y,B) iS6> =

{

156

void #arys jlj;

LbHeap A ouf. z = FHE.4Pde/efe (.É3-.1ir-/êeap , B-out lía. zl);
LbHeap A. out. Z/ = r'HE,4Pdelete (-B-/l/:-Àeap , J3- aut lia. g/l);
double {nc =A ouf.y l)alfa À out.z
aras 101 = &inc;

FHEAPtrauerse Çh. out. heap, inc Beta. delta . aras ),

h OI t.=-heap = FHEAPãoinÇh.Obt.x heap.h out.U-heap)\
H ouf zl.B -- Ó(71 = A. ouf.r;

}

Este código é usado no bloco 153

157 < Allocate memory to other variables ii8> +=
if (-.(H ouf z = malloc(C'* C'*sizeof(Lbneap)))) return 0;

158 <Global variables of bicat.c 100> +

Lbllileap #H. ouf

Caso o vértice resultante da contrição de a tenha grau de saída alto, mas o mesmo não seja
verdade para algum extremo u de a, deve-se mudar a atribuição dos arcos que têm a ponta inicial
em u, os quais se encontram em ezfra ouf (u). É exatamente isto que é feito pelo trecho de código
abaixo. Ao final de todo este processo, iremos reinserir, no heap da bicategoria adequada, cada
um dos heaps que se encontram no vedor H out
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159 < Chance the assignment of the arcs incídent to z or 3/ if necessary IS9 > =
{

int o«t.d.g«. « = .uf deg«.(r), -f d.g«e.3/ = -f.d'g«.(g/);
if (ouf. degree T + otzt. degree. y 2 sqrt

for (á = 1,t/ = z; á $ 2; {-H,u = g)

if (-f. d.g«. («) < .q,t. «.) {

Arc*Àe«d = aTIra(u),*b = n.zt(A«d);
while (b # /tear) {

Ar' *ne't = n.«t (b);

Vertex *w = Tip (b);
int óicaf. íd = óácaf. ád(t-cafegory, wcafegoW);
1? :; b + óicat
< Change the endpoint which b is assigned to 160>

b ;; nezf;

(For each bicategory Z?, reinsert in .E/(.B) the heaps in # out.sç 161 >

}

}

}

Este código é usado no bloco 145

Aqui, o arco b, que antes se encontrava atribuído ao vértice w, será atribuído ao vértice
resultante da contração de a. Note que, antes de inserir b em # out zlB -- ó01, o heap que
corresponde ao vértice resultante da contração de a na bicategoria Z? a que b pertence, devemos
alterar adequadamente o valor de l)alfa(b) para que o custo de b não seja afetado devido à sua
mudança de heap.

<Change the endpoint which b is assigned to 160 > =
{

160

int id.«, = {d(w);

LbHeap A w = /'HE,4Pde/efe(B-.lll-Àeap, B-inlid. wl);

FHEAPdetete (.h. 10 heap . Rode (b»;
B-inlÍd ««l HE.Afim«,f(B-H-A«P , A. ««);
O./f«(Z,) + A Oelí. # -t.«lbic.t.adro.!f.;
«de(b) 4Pinsed(# -t., lbic't. idt-'Ae.p , b);
delete edg. (b);

inse,t 'dg.(e.t«. in(w),b);
}
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Este código é usado no bloco 159

161 ( For each bicategory B, reinsert in .17(1?) the heaps in # ouf.
for (á = 0; á < C' * O; á-+) {

B - ÓO + á;

B-o«l lia..l HE'lP{««,t(B-H-A«P, n' -t
}

Este código é usado no bloco 159

Como vimos no bloco 145, pala concatenar as listas ezfra dos vértices z e y, foi usada a função
concaf, que apresentamos abaixo. Ela recebe apontadores Aead-Z e ãead2 para os nós-cabeça
de duas listas circulares duplamente ligadas e concatena estas duas listas de modo que a lista
resultante possa ser acessada a partir de Aead/

<lnternal functions of bicas .c lll> +=
void concaf(Arc*ãead/ ,Arc*Aead2)
{

162

if (ne«t(Àe.d2) # Ae.d2) {

Arc +lasf/ - pret/ (head/ );

Arc *./i«t n.«t (àe«d2);
Arc *las 2 = p«« (he.d2);
«.,t ({a;f.r )

p«« (.P«12 )
«e.í (la.f2 )

p«« (Ae«d.r ) la.f2;

}

}

Por fim, os campos da estrutura Vertex apontada por z são alterados de modo que ela passe
a representar o novo vértice do grifo. Para associar esta estrutura ao vértice resultante da
PnntrnP6.. Hn n ó llq:,H,- ., fllnpãn rrP4,,.;,.«,wbwv vb w u uuuuw u xu& YUV VA wfUPVlua

163 <Set z to represent the vertex resulting from the contraction of a 163> =
-l. deg«e («) += -f d.g«. (y);

.«.igÀf (z) + ãgAf (3/);

C/Fu«{.n (r, Z/) ;

Este código é usado no bloco 145
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A última função que apresentaremos dentre as que se encontram prototipadas em bicat .h é
/reeBãcaf.A/em . Ela recebe o grafo g fornecido como argumento na última chamada que foi feita
a n fBácaZegoríes e libera toda a memória que foi alocada, na ocasião, por esta função.

<External functions of bicat . c 96> +=

void .#eeZ?icaÉ-A/em(Graph #g)

Vertex +u = g'uerfices;
Ar' *A«d = «f,« in («);

frei Çheüd- a$etds )\

/ree (àead) ;

frei (b0- H);

/r« (Ó0-ãn) ;

/re. (Z,0) ;
/re.(Ln);
/ree («,in st

/re.(n -l
FHEAPfree (. ) ;

{

}

164

165 <bicat .h 97> +=

int ínifBãcalegor es(Graph #g, int O);
Vertex *From (Arc *a);

Vertex *Tip(Arc *a);
void decreaseCost(int café , int cale,double delta);
Arc +./índMán(int caf-Z , int cale);

void cAang.C'aleyorZ/(Vertex *«, int new. cat);

void conZracZEdge(Arc +a, int caf);

void .#eeBic«amem o;

Implementação do algoritmo de Goemans e Williamson

Nesta seção, apresentaremos a função de sf .c que implemente o algoritmo de Goemans
e Williamson utilizando a estrutura de dados correspondente às bicategorias. Como vimos, o
arquivo-cabeçalho que contém o protótipo das funções utilizadas para manipular bicategorias é
bicas .h e, desta forma, devemos incluí-lo em sf . c.
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166 <Header files of sf.c 2> +
#include "bicat .h"

A função de sf .c à qual nos referíamos no parágrafo anterior é sll.k/eán, que apresentamos
abaixo. Ela recebe como argumentos um grato g simples (ou seja, sem laços e sem arestas
paralelas) e um vetou ferra seis de conjuntos de terminais, que se encontram indexados de 0
a rnum fs -- l no vedor. Ela devolve uma floresta de Steiner do grifo g, caso exista uma tal
floresta, e devolve A, caso contrário.

#define INACTIVE 0

#define ACTIVE l

< Steiner forest construction functions 10> +=
SteinerForest +s/. #leãn(Graph +g, TermSet +lerm. seis)

{

167

< Local variables of slt kíein 168 >

< Assign one category to each vertex of g and make some initializations i74 >
if (=inifBÍ"f g. e (g,2) V =(g «ew.g«pÀ(g-n))) {

err = 2; return A;

while (nu«.. acf ues > O) {

Arc #a ;: A, +a ;

double della;
int caf;
<Select an edge a with the smallest slackness della 169>
decreaseCosf(INACTIVE, ACTIVE, della);
decrease(post(ACTIVE, INACTIVE, della);
decrease(7osf (ACTIVE, ACTIVE, 2 + della);
a = znuerse (a)l

< Include a in the forest s/ 33>

<Set cat to the skate of the component in s/ that contains a 175>
««Z«.fEdge (a, c.[);

}

(Find and return a subgraph of s/ that is a minimal Steiner forest 177>

}

}

Para representar a floresta geradora à qual iremos adicionar uma aresta de g em cada iteração
da primeira fase do algoritmo, usaremos uma estrutura do tipo Graph. A variável s/ guardará
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um apontador para esta estrutura e a variável riam.
ativas presentes na floresta.

(Local variables of s/. X;leÍn 168> =

Graph +sf;

int nwm ac( ues ;

acÉÍues guardará o número de componentes

168

Veja também blocos 170 e 173

Este código é usado no bloco 167

Para selecionar a aresta de g que será incluída em s/ em cada iteração, são feitas três chamadas
a .Pndit'fin. Após cada chamada, a variável global min post (declarada em bicat .h) guardará
o custo reduzido da aresta devolvida pela função, caso a bicategoria fornecida como argumento
não seja vazia. Com base nestes valores, é escolhida uma aresta de folga mínima dentre as três
candidatas selecionadas por ./indA4án. Tal aresta é guardada na variável a e a sua folga, na
variável de/fa.

(Select an edge a with the smallest slackness delta iõ9 > =
{

169

Arc +a] = .PndR/{n(INACTIVE, ACTIVE);
double d] = (=a/ ) ? DBL.MAX : mán

Arc #a2 = ./indi4{n(ACTIVE, INACTIVE);
double d2 = (=a2) ? DBL.MAX : mán cosa;

Arc #a3 = ./irai/án(ACTIVE, ACTIVE);
double d3 = (--a3) ? DBL.MAX : mín.cosa/2;
if (d.r $ d2) { d.lt«
esse { delta = d2; a = a2; }

if (d3 < della) {

della = d3; a = a3; dual.cosa += deita rzum tities--;

esse dual += delta + num.activas;
if (na) { e«' = 1; return A; }

}

}

Estecódigo é usado no bloco 167

Como nas implementações dos capítulos anteriores, usaremos uma variável dual. cosa para
guardar o valor corrente da função objetivo do programa dual.

170 <Local variables of st k/ein 168> +=
double dual cosa = 0;
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Aqui, usaremos uma estratégia diferente da que usamos nos capítulos anteriores para decidir
se uma dada componente é ou não atava. Nos capítulos anteriores, a cada componente S da
floresta, estava associado um vetar /(S) que, para cada T em 7Z, guardava em /(S)IZ'l o número
de vértices do conjunto de terminais T que se encontram na componente S, isto é, IS n7'l. Com
base na informação contida neste vedor, decidíamos se a componente resultante da inclusão de
uma nova aresta na floresta era ou não aviva. SÓ que o tempo gasto na inicialização destes vetores
é O(nr), onde r = llZI, e assim é possível que, só para inicializar tais vetores, gastemos mais
tempo do que o limite permitido para esta implementação, isto é, O(nv/iiilogn) (para ver isto,
basta, por exemplo, tomar m = r = n/2).

Observe que a maior parte deste tempo é gasta para preencher com zeros posições destes
vetores, já que, no momento da inicialização, cada componente da floresta é composta por um
único vértice. Então, para resolver este problema, uma possível saída é guardar, na estrutura
/(S) destinada a armazenar o tamanho das intersecções de S com os conjuntos de terminais,
apenas a informação associada a conjuntos de terminais que têm intersecção não-vazia com S.
Assim, o tempo gasto com estas inicializações seria O(n). Por outro lado, note que assim, caso
implementássemos /(S) através de um vetor (como antes), já não poderíamos mais, de maneira
trivial, determinar o tamanho da intersecção de S com um dado conjunto de terminais, pois
não haveria uma forma trivial de saber se uma dada posição deste vedor tem seu conteúdo
atualizado, isto é, se uma dada posição deste vedor corresponde a um conjunto de terminais que

tem intersecção não-vazia com S. Em outras palavras, não mais seria possível implementar /(S)
através de um vedor a menos que tivéssemos o auxílio de uma estrutura de dados que informasse
eficientemente se uma dada posição do vedor corresponde ou não a um conjunto de terminais que
tem intersecção não-vazia com S.

Para contornar este problema, implementamos /(S) através de uma árvore binária balanceada
de busca que guarda, para cada conjunto de terminais 7' que tem intersecção não-vazia com S, um
apontador para uma estutura do tipo struct intersection. Esta estrutura contém dois campos:
um campo fs.{d que armazena o identificador do conjunto de terminais T correspondente à
estrutura e um campo stze que guarda o tamanho da intersecção de 7' com S. Os apontadores
para estruturas deste tipo são objetos do tipo Intersection. A chave de cada objeto X do tipo
Intersection em uma árvore /(S) é dada por X-ts.id. Assim, podemos determinar o tamanho
da intersecção de S com um dado conjunto de terminais em tempo O(logo) e, deste modo, como
veremos adiante, há uma forma de garantir que, em tempo O(ny';iilogn), possamos determinar
se a componente resultante da inclusão de uma nova aresta na floresta é ou não aviva.

171 < intersection.h 171 >

struct intersection {

int fs {d;

int sÍze :
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typedef struct intersection +lntersection;
}

Abaixo, é feita a alocação de todas as estruturas do tipo struct intersection que serão
utilizadas ao longo de toda a execução de st kleÍn e também dos nós das árvores que guardarão
apontadores para estas estruturas. Todas as estruturas do tipo struct intersection ficarão
armazenadas no vetou inZersecf. Iremos também alocai espaço para o vedor [s. discorzrzecf que
guardará, para cada componente S da floresta, o número de conjuntos de terminais 7' cujos
vértices não se encontram conectados pelas arestas da floresta e tais que 7' n S # g.

( Initializations i72> =

rz&m. acfit/es = 0;

for (á = 0; { < g--«. f.; á-K) n«m. «fí"' += t«m.sef.l l.n««..«,t:"';
ánfersect = ma/Joc(num actÍues # sizeof(struct intersection));
fs. dÍsconnect = «alloc(g-n * sizeof(int));
if (=infersecf V nfs. discorzrzecl V =BBSTaJJoc(num. acfãues + g'num ts)) {

err = 2; return A;

}

172

Este código é usado no bloco 174

173 <Local variables of sl/: k/ein 168 > +
Intersection {niersecÉ;

int +ts. disconnecf;

Como, a cada vez que incluímos uma aresta na Horesta, tal aresta é contraída no grato g,
durante toda a primeira fase, cada componente S da floresta corresponde a um vértice u no
grifo g e vice-versa. Assim, acessaremos a posição de [s d sconnecf associada a uma dada
componente S da floresta através do índice, no vetar g't/eNices, do vértice u que corresponde
a S. Dado um vértice u, o índice de u no vedor g'uerlices pode ser obtido através do uso da
macro {nd(u) que definimos abaixo. Além disso, usaremos a macro fs {nÍersecf para acessar o
campo de u que guarda a árvore .r(S), onde S é a componente correspondente a u na floresta.

#define fs. ãnfersect 3/.S

#define {nd (u) (u g-uerZices)

<Assign one category to each vertex of g and make some initializations i74 > =
{

174

int {;

Vertex +u;
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< Initializations i72 >

fo-(« ,fá«.,{ «<g-«,ZÍ"'+g'-n; «++)

«-.Is.{"'ersect =(char*) BBSTãnáto;
if («'.femrz'et. {d < 0) {

u-'caíegorg = INACTIVE;
f; .n«ecf l{«a («)l

{

else {

Intersection X = ãnfersecl + {-n", y;

if (n(u«ares)) { err = 1; return A; }
X+ls ád = u-lernzseZ {d,X-sáze = 1;

«,ts. {nfe7'seca = (char *) BBSTinserf((BaIBST
[s. 'Z,".n««t l{«a(«)l
u-'cafegory :: ACTIVE;

}

) «-t.. á"'e«ecf , X, &y) ;

}

}

}

Este código é usado no bloco 167

Para decidir se a componente S formada através da inclusão de uma nova aresta a na floresta
é ou não aviva e, ao mesmo tempo, construir a árvore .r(S), seguiremos os seguintes passos.
Inicialmente, determinaremos a estrutura Vertex que irá representar o vértice resultante da

contrição de a após a chamada a cora(racfEdge . Observe que o vértice resultante da contração
de a sela o vértice correspondente a S no grifo g. No trecho abaixo, ajustamos as coisas de
modo que a variável u guarde um apontador para esta estrutura e, desta forma, após a sua
construção, /(S) ficará acessível a partir de u'fs. inlersecf . Agora, sejam S, e S, as componentes

correspondentes aos vértices Fr07n(a) e Tip(a) do grato g antes de inclusão de a na floresta e
considere que S. corresponde ao vértice, dentre From(a) e Tip(a), cuja estrutura Vertex é
aquela apontada por u- Para construir /(S), partiremos da árvore .r(Su) e tentaremos, através
da função apdatelyWot(;onnecled , inserir em .r(S«) cada objeto X do tipo Intersection que se
encontra em /(S«). Note que nem sempre conseguiremos inserir um tal X em /(S,), pois .r(S«)
pode já conter algum objeto que tenha a mesma chave de X, o que significaria que S. tem
intersecção não-vazia com o conjunto de terminais correspondente a X. Neste caso, tudo o que

precisamos fazer é incrementar de X-sÍze o conteúdo do campo sÍze do objeto de /(S«) que tem
a mesma chave de X. Ao mesmo tempo que construímos .r(S), decidiremos se S é ou não aviva
e, de acordo com esta decisão, preencheremos a variável caf com a categoria adequada.

Observe que S. corresponde ao um vértice de peso máximo dentre /ã'om (a) e Tip(a) e, desta
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forma, o peso do vértice correspondente a S no grafo (que é a soma dos pesos de From (a) e Táp(a))
é pelo menos duas vezes maior que o peso do vértice correspondente a Su. Assim, a cada vez que
um objeto do tipo Intersection é inserido em uma árvore, a sua nova árvore corresponde a um
vértice cujo peso é pelo menos duas vezes maior que o peso do vértice correspondente à sua antiga
árvore. Logo, como o peso de qualquer vértice é limitado por n, o número de inserções realizadas
para cada objeto do tipo Intersection é O(Ioga). Ademais, ocorre no máximo uma inserção
mal sucedida para cada um desses objetos, pois, uma vez que tentamos inserir um objeto X
do tipo Intersection em uma árvore /(S) e não conseguimos, tal objeto perde a sua utilidade
após calcularmos o tamanho da intersecção de S com o conjunto de terminais correspondente

a X. Desta forma, como o tempo gasto em cada inserção (mal sucedida ou não) é O(logo) e
o número de estruturas do tipo Intersection é igual a t = E:rcnlTI, concluímos que o tempo
gasto ao longo de toda a primeira fase com estas inserções é O(t log n logo). Caso m ? t/2, não
é difícil concluir que esse tempo é O(n viiilogn), pois n ? t e r $ t/2. Caso contrário, isto é,
caso m < t/2, existe algum vértice terminal no qual não incidem arestas de g (assim, a instância
dada é inviável) e detectaríamos isto no início da execução de st klein, em tempo O(n), como
vimos no código do bloco anterior. Portanto, ao longo de toda a primeira fase, o tempo gasto
para determinar qual categoria atribuir ao vértice resultante da contrição de cada nova aresta
inserida na floresta é O(nviã log n).

< Set cat to the state of the component in s/ that contains a 175 > =

void +arys l4l;

Vertex *u = Fr.m (a), « = ráP(«);
cat ::ACTIVE;
if (w.ight(u) < ,«'igAf(«)) .«A«g.(u,«)
aras 101 = ferm

aryslll = u;

aras l21 = &caf;

«rys l31 f.. dá".nnect + {nd (u);

BBS7't,«s.((BaIBST)(«'-.t'. {«'«cf), «pd.tela/W.tC-n«fed , .ry.) ;

if (cat = INACTIVE) ntlm. acÍiues ;

B.eSTa«[rog/((BaIBST) «".ts. {n]e«ect);

{

175

}

Este código é usado no bloco 167

A função updale/yWotConnecled recebe um objeto X do tipo Intersectíon e um vetou aras
preenchido da seguinte forma: arysl01 guarda o vedor terra , arysjll guarda um vértice
do grifo g, arysl21 guarda um apontador para a variável caf e arysl31 guarda um apontador



Implementação de Klein 113

para a posição do vedor fs.disconnecf correspondente ao vértice em arysjll. Caso o conjunto
de terminais 7' = ferra.setsjXUÍdl tenha seus vértices conectados pelas arestas da floresta,
absolutamente nada é feito. Caso contrário, a função atualiza o tamanho da intersecção de T com
a componente S da floresta correspondente ao vértice u em arpsjll, tentando inserir X na árvore
wls nfersect. Se tal inserção for mal sucedida, o campo dize do objeto com a mesma chave de
X em wÉs ntersect é incrementado de X-dize. Além disso, se necessário, updaZe/yWof(7onnecfed

atualiza adequadamente fs. dásconnecfjid(u)l e o conteúdo da variável cal e do campo conrzected
de l/'

( Auxiliary functions 20 > +=
void updafe/yWolConnecfed (Intersection X, void +arys ll)

TermSet *le«m. set. l01, *ls;
Ve-tex *« - .ry. lil;

int +cat = arysl21, #dásconrlected = arysl3l;

Intersection }';

fs = terra. seis + X-fs

if (fs-coam«íed) return;
«,[s ers«t = (char *) BBSTínse,t((BaIBST)(«']s. ante«ecf), X, &y);
if (}''' # A) {

}'-dize +:: X-dize;

if (y-dize = ts-riam.uerlices) {

ts-conrzecfed :; l;

( * d{«-n«f.d ) -- ;
if (-.(+disconnected)) +caZ = INACTIVEI

{

176

else {

( + dÍsconnected ) +" ;
if ((+disconnected) = 1) +cal = ACTIVE;

}
}

}

}

No trecho de código abaixo, determinamos, através da função edgePrann ng
de Steiner minimal contida na floresta de Steiner representada pela variável s/
liberamos toda a memória previamente alocada por 1{/. k/eán.

<Find and return a subgraph of s/ that is a minimal Steiner forest 177> =
{

uma floresta
Além disso,

177
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SteinerForest rnirz sfl

freeBicatMem (.g) ;

min -- edgePruning(.sj,g, term sets)\

min sf-dual. cosa = dua!

<Free the memory allocated by st.kíein 178 >

return m n sf;
}

Este código é usado no bloco 167

178 (Free the memory allocated by lsl/:ÊJeán 178 > =
{

gb Tecycle (s.f)\

/re. ({«te«ect) ;

/ree (t.. di«onnecf ) ;
BBSTfree t) \

}
Este código é usado no bloco 177



Capítulo 5

Implementação de Cole, liariharan,
Lewenstein e Porat

Para grafos não muito densos, existem implementações que apresentam um melhor desem-
penho que a implementação de Goemans e Williamson descrita no capítulo 2. Um exemplo é a
implementação proposta por Cole, Harihatan, Lewenstein e Porat l51.

Esta implementação difere da implementação de Goemans e Williamson por tentar garantir
que, durante a fase iterativo do algoritmo, cada aresta externa do grifo tenha no máximo um dos
extremos em uma componente aviva da floresta. Para isto, cada aresta do grifo é subdividida
dinamicamente (dynamic erige splãZ ng) através da inclusão de um ou mais vértices no grifo.
A ideia aqui é a seguinte: para impedir que uma aresta externa tenha ambos os extremos em
componentes ativas da floresta, toda aresta externa é dividida ao meio, com seu custo distri-
buído igualmente entre as duas arestas resultantes da subdivisão. O novo vértice, inserido na
subdivisão, sela considerado como uma nova componente inativa da floresta. Denominaremos
tais vértices de s-uérfáces. Durante toda execução da fase iterativa do algoritmo, cada aresta do
grato original é subdividida no total O(klogn) vezes, onde k é uma dada constante fornecida
como parâmetro. Após o número máximo de subdivisões de uma aresta original ter sido atingido,
ao menos uma (e no máximo duas) das arestas resultantes destas subdivisões será uma aresta
externa. Chamaremos uma tal aresta de aresta te7-minam. Note que uma aresta terminal não
pode ser subdividida, pois isto resultaria em um número de subdivisões maior que o permitido
para a aresta original correspondente. Desta forma, é possível que, em algum momento, existam
arestas terminais com ambos os extremos em componentes ativas da floresta. Mesmo que isto
ocorra, tais arestas serão tratadas como se apenas um de seus extremos fizesse parte de uma
componente atava. Isso introduz um erro no algoritmo, o qual é responsável por uma degradação
de ;k no favor de aproximação.
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Para cada constante k, a implementação consome no total tempo O(k(n + m) logo n), onde
n e m são respectivamente o número de vértices e o número de arestas do grifo, e devolve uma

floresta de Steiner de custo menor ou igual a 2(1 + ;$) vezes o custo de uma floresta de Steiner
ótima.

5.1 Descrição da implementação

Como na implementação de Goemans e Williamson, faremos uso de heaps de arestas para
reduzir o número de arestas examinadas em cada iteração do algoritmo, com a diferença de que
aqui utilizaremos apenas um único heap por componente. A cada componente S da floresta
estará associado um heap de mínimo heap(S) contendo as arestas externas que possuem um dos

extremos em S. A chave de uma dada aresta uu em heap(S) é definida como segue:

cha«(u") - 1 =1" . 3(«) , cmo c«:trário.

Esta definição é motivada pela seguinte propriedade garantida pela implementação: dada uma
aresta uu do grifo original, cada nova aresta u'u' gerada a partir de uu, com excessão de uma
única aresta, a qua] será uma aresta termina], é ta] que ou u' ou z/' faz parte de uma componente
inativa da floresta e, além disto, tal componente consiste de um único s-vértice. Assim, como

d(w) = 0 para todo s-vértice w que constitui uma componente com um único vértice, toda aresta
externa u'u' que não é terminal é tal que

Í c.,., -- d(u') , se u' está em uma componente aviva

/alga(u't,') = -1 c«,.,. -- d(u') , se t,' está em uma componente aviva

l oo , caso contrário.

As arestas terminais podem possuir ambos os extremos em componentes ativas ou então podem
ser tais que d(u') > 0 e d(u') > 0 e, nestes casos, a folga de tais arestas não pode ser calculada
deste modo. Apesar disto, também consideraremos a folga de uma aresta terminal como sendo
dada pela igualdade acima. Logo, em cada iteração, para determinar a aresta externa que será
incluída na floresta, basta considerar as arestas que se encontram na primeira posição de cada
heap associado a uma componente ativa e, dentre elas, selecionar uma que apresente o valor
mínimo para a chave.

Vamos apresentar agora uma descrição não muito detalhada do algoritmo correspondente a
esta implementação. Inicialmente, cada aresta do grafo é subdividida ao meio em duas arestas de
igual custo através da inclusão de um novo vértice no grato, sendo que cada vértice incluído será
considerado como uma nova componente inativa da floresta (lembre-se que, inicialmente, cada
vértice em um conjunto da coleção 7? é considerado uma componente aviva e que cada vértice
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de Steiner do grifo original é considerado uma componente inativa). Além disso, a partir das
arestas geradas através desta operação, são criados os heaps associados a cada componente.

Em cada uma das iterações seguintes e enquanto existirem componentes ativas na floresta, o
algoritmo irá executam os passos descritos abaixo:

l Esmo/ãa da prós ma aresta: inicialmente, é escolhida uma aresta externa que apresente
a menor folga dentre todas as outras. Seja uu a aresta escolhida neste passo. Para cada

vértice z pertencente a uma componente aviva da floresta, d(z) é incrementado de /alga(uu).
Além disso, uu é incluída na floresta. Por fim, é realizada a união dos conjuntos de vértices
das componentes da floresta correspondentes aos vértices u e u.

2 D visão de arestas: note que, no início desta iteração, no máximo uma das componentes

correspondentes aos vértices u e u era inativa. Este passo só é executado pelo algoritmo
se uma dessas duas componentes era inativa e consistia de um único s-vértice. Neste caso.
vamos supor, sem perda de generalidade, que tal vértice seja u. Como u é um s-vértice,
existe apenas uma única aresta incidente em u, além de uu. Sda w o vértice que se encontra
na outra extremidade desta aresta. Vamos dividir a aresta uw em pedaços subseqüentes
através da adição de novos vértices ao grafo, os quais deverão se encontrar às distâncias

ç , ç-. ç-., . . ., %:« de u, onde á é o menor índice tal que uma das seguintes condições é
satisfeita:

. %« - '# > d(.«).
+ É!:« $ !:StÚ, onde u'w' é a aresta do grifo original a partir da qual uw foi gerada

A segunda condição acima é usada para garantir que cada aresta do grifo original seja
dividida não mais que O(klogn) vezes. Sempre que tal condição for satisfeita e o mesmo
não cocrrer com a primeira condição, todas as arestas geradas como descrito acima, com
excessão da última aresta (cujo custo é menor ou igual a !:Í#-), passarão a fazer parte da
floresta. Note que esta última aresta não pode mais ser subdivide, mesmo que, em alguma
iteração futura, ela possa ter ambos os extremos em componentes ativas (estas são as tais

arestas terminais cuja folga não pode ser calculada pela fórmula dada no início desta seção) .

Agora, suponha que { sda tal que a primeira condição é satisfeita e seja z o vértice adici-

onado que se encontra a distância %': de u. Note que, neste caso, todos os novos vértices
adicionados ao grifo, com excessão de z, estarão a uma distância de w menor ou igual a
d(w). Deste modo, todos eles passarão a fazer parte da componente que contém m, ao passo
que z irá formar uma nova componente inativa da floresta (para a qual será criado um heap
contendo inicialmente duas arestas). Além disso, todas as novas arestas que foram criadas
neste passo, com excessão daquelas incidentes no vértice z, serão incluídas na floresta. Por
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fim, as duas arestas incidentes em z serão inseridas em /tear(S,) e heap(S«), onde Su e
S., são, respectivamente, as componentes que contém u e 10, ao passo que a aresta uw será
removida destes dois heaps.

3 .fusão de Aeaps: sejam S. e Su as componentes de u e o respectivamente. Se tanto S. quanto
S. não têm a propriedade necessária para que o passo anterior seja executado (e, portanto,
uu é uma aresta terminal) então heap(S«) e heap(S,) são combinados para formar um
único heap e, além disso, o estado (com relação à atividade) da nova componente formada
pela união de S« e Su é determinado.

5.2 Estruturas de dados

Para representar as componentes da floresta utilizaremos uma estrutura semelhante a que
vimos na implementação anterior. Na estrutura ES. Componenf apresentada neste bloco, os
campos acÉáue, uerfãces, num.ueríáces, ferra.seis.dize, dãsconnected, preta e rzezt são como
aqueles que se encontram na estrutura Componenf descrita no bloco 20.

O campo edges é o heap de arestas da componente. Com o intuito de implementar de
maneira mais rápida o passo que chamamos na descrição acima de Fusão de /zeaps, optamos por
representar o heap de arestas de cada componente através da estrutura de dados conhecida como
F'áóonaccá Aeap, a qual permite que a união de dois heaps soja realizada em tempo O(1). Mais
adiante, descreveremos com mais detalhes esta estrutura.

Para que o tempo gasto pela implementação seja O(k(n + m) logo n), como citamos anterior-
mente, não podemos mais gastar tempo C)(n), como na implementação anterior, para escolher a
aresta que será incluída na Horesta em cada iteração. E necessário que esta escolha seja realizada
em tempo O(log n). Para isto, iremos utilizar um heap cujos elementos serão os heaps de arestas
das componentes ativas da floresta. O campo pos da estrutura ES. Componenf guarda a posição
do heap de arestas da componente neste heap de heaps, caso a componente seja aviva.

Por fim, vamos explicar a utilidade dos campos d/ e d2. Para evitar que em cada iteração
tenhamos que atualizar o valor de d(u) para cada u em uma componente aviva (o que nos levaria
a gastar tempo O(n) por iteração, como vimos na implementação anterior), iremos dividir o valor
de d(ti) em parcelas: uma parcela estará associada a estrutura de cada aresta saindo de u, outra
estará associada a estrutura da componente da floresta à qual u pertence e, caso u se encontre em
uma componente ativa, há ainda uma outra parcela associada a todas as componentes ativas. A
parcela associada a componente a qual u pertence é armazenada no campo d/ da estrutura dessa
componente. O campo d2 é um apontador para a variável que guarda a parcela correspondente
a todas as componentes ativas.
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Como na implementação anterior, muitas vezes será preciso acessar a componente à qual
um dado vértice pertence. Por este motivo, cada vértice u do grato guardará, em um de seus
ufiZ ty ./ie/ds, um apontador para a componente da qual faz parte. No que segue, utilizaremos a
macro COMPONENT(t/) para acessar a componente a qual um dado vértice u pertence e a macro
SET.COMPONENT(u, S) para fazer com que S seja a nova componente de u.

Precisaremos associar às arestas do grato, ou mais precisamente, aos arcos correspondentes
a elas, um número de campos superior ao número de uf /dlg/ ./telas existentes na estrutura de um
arco. Para contornar este problema, iremos criar para cada arco uma estrutura de dados para
armazenar alguns destes campos e utilizar um dos uZI/ fy ./ields do arco como um apontador para
esta estrutura. Antes de apresentar a definição desta estrutura, iremos apresentar, a seguir, cada
um dos campos presentes nela.

Vimos a pouco que a cada aresta uu do grifo estará associada uma parcela do valor de d(u)
e uma parcela do valor de d(u). Como no SGB cada aresta uu é representada através dos bicos
uu e uu, vamos associar tais parcelas às estruturas de dados correspondentes a estes arcos. Para
isto, criaremos para cada arco do grato g um campo d. Assim, dada uma aresta uu, a parcela
correspondente a d(u) ficará armazenada no campo d do arco uu e a parcela correspondente a
d(u) ficará armazenada no campo d do arco uu.

A divisão das arestas, descrita no passo 2 (bloco 48), será feita apenas de modo simulado.
Como em cada iteração, após uma sequência de operações de subdivisão de uma aresta, são
geradas exatamente duas arestas externas, com exceção do caso em que uma única aresta terminal
é gerada, representaremos cada uma das arestas geradas através de um dos arcos correspondentes
a aresta original do grato. Para isto, cada arco passa a ter um campo cura. len , o qual guardará
o custo da aresta representada pelo arco. No caso em que apenas uma única aresta for gerada,
a qual será terminal, os dois arcos estarão representando a mesma aresta e o valor do campo
cum lerá de cada um deles corresponderá ao custo dessa aresta terminal. Para detectar esta
situação, criaremos o campo bad.prece que permanecerá com valor 0 enquanto os dois arcos
estiverem representando arestas distintas e assumirá valor l a partir do momento em que eles
estiverem representando a mesma aresta. Vale a pena ressaltar que, como a divisão de arestas
será apenas simulada, em nenhum instante serão adicionados novos vértices a estrutura do grifo
original.

A estrutura EdgeFie/ds apresentada abaixo armazena os campos d e cun'. Jen que descreve-
mos acima. Além disso, tal estrutura possui ainda um campo orÍgin, o qual armazenará o valor
contido no campo /ram do arco (isto é necessário, pois iremos utilizar o ufáláfy ./ie/d a do arco,
no qual o valor do campo /rom está armazenado, para guardar um apontador para a estrutura
Edger'áe/ds correspondente ao arco). COMENTAR SOBRE A MACRO Rode(a).

\

179 #define cura. len (a) (ARC.FIELDS(a».-r ./)
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#define delta(a)(ARC.FIELDS(aJ'e2./)
#define dupZãcate(a)(ARC.FIELDS(a»e4 ./)

Como mencionamos anteriormente, a chave de uma aresta uu no heap de arestas de uma dada
componente S é definida como

."-.(-) - l '..« - d(u)
...« d(«)

,se u C S

, caso contrário

Como estaremos representando as arestas do grifo através de arcos, teremos de definir a
chave de cada aresta a = uu em um heap em termos do arco ou dos arcos (no caso de uma
aresta terminal) a ela correpondentes. Assim, dado um arco a iremos definir a chave de a no
heap da componente de seu vértice de origem u, decotada por keZ/(a), como sendo dada pelo
custo da aresta representada por a menos d(u). É importante ressaltar aqui que cada arco será
sempre mantido no heap da componente à qual pertence seu vértice de origem. Deste modo,
se a = uu é uma aresta terminal, como a é representada pelos arcos uu e uu, a chave de cr no
heap da componente de u será dada pela chave Aey(uu) do arco uu e, do mesmo modo, a chave
da aresta a no heap da componente de u será dada por X;eZ/(uu). Caso a não sqa terminal,
ela é representada por um único arco e desta forma a chave de a será igual a chave deste arco
Apresentamos abaixo a definição da chave keg/(a) de um arco a.

< Auxiliary functions 20> +=
double erige.prece keg/(void #p)

Arc #a = p;

if (=a) return --l;

return ««' le« (a) -- d.{ta (');

{

}

180

181 <Auxiliary functions 20> +=
int P/ECE/ess(void +a, void +b)

return (erige.pÍe« k.y(«) < .dge pie«
{

}

keZ/ (b)) ;

182 <Header files of sf.c 2> +
#include <limits .h>
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Como mencionamos anteriormente iremos manter os heaps de arestas das componentes ativas
da floresta como elementos de um heap. Definiremos a chave de um FibHeap h em um FibHeap
como sendo a chave de menor valor dentre todas aquelas das arestas que se encontram em h. Ou
seja, a chave de h será igual a keg/(h), já que, como vimos, A é um apontador para uma aresta
cujo valor da chave é mínimo em h.

< Data structures of sf . c 4 > +=
typedef struct labeled.heap +LbHeap;
struct labeled.heap {

int d;
FibHeap Aeap;

}

183

184 < Auxiliary functions 20> +=
double /ó Àeap key (void +p)

{

LbHeap LH :: p;

if (=Ln) retu-n -l;
if(f'HE.ÁPempty(Ln-Aeap)) return DBL.MAX;
return e.Zge prece Éey(F'HEÁP»ndMãn(Ln-Aeap)) LH-d;

}

185 < Auxiliary functions 20> +=

int HE4Pless (void #a, void +b)

return (ló.Àe.p. Êey (') < /ó

{

}

key(b));

186 < Data structures of sf . c 4> +=
typedef struct chip-component {

int ac(át/e;

int num uerfices ;

LbHeap edges;

BaIBST ís. {níersecf. sàze;

int dàsconrzecZed;

} CHLPComponent;
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5.3 Função principal

A função abaixo é responsável por aplicar ao grifo g o método de Cole et al para a construção
de uma floresta de Steiner cujo custo não é superior a 2(1 + ;i) vezes o custo de uma floresta de
Steiner ótima, onde n é igual a g'n. Além de g e k, ela recebe um vetor fe7'm. seis de conjuntos
de terminais de g, os quais se encontram indexados de 0 até g-'n?zm. ts . Ao final de sua execução,
!sl/: chip irá devolver um apontador para a estrutura SteinerForest que representa a floresta de
Steiner construída

< Steiner forest construction functions lO > +=
SteinerForest +s/. càZp(Graph +g, TermSet +lerm.seis, int k)

< Local variables of lslt. cAZp i90 >

< Multiply by rzk the cose of each edge in g 188>
< For each edge a in g split a in two pieces i9i >
< Crente the inicial spanning forest 192 >

< Include an edge prece in the forest while there is some active component 196 >
< Restore the original cosas of the edges of g 189>

< Discard from s/ unnecessary edges and return the resulting Steiner forest 208 >

{

}

187

188 <Multiply by nk the cose of each edge in g 188 > =

int ã;

Vertex #u;

nk = 1;

for (á = 1; ã $ k; á-") nÊ = «k * g",';

for (« = g'-'«,t;"'; " < g-«,fi"s + g"'n; «-w) {

Arc +a;

for (a = «-ares; a; a = «,Regi) «-/en *= nÉ;

{

}

}

Este código é usado no bloco 187

189 < Restore the original cosas of the edges of g 189 >

Vertex +u:
{
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for (u = g"'«di"'; " < g-«,tí"' + g"'n; «-n) {

Arc +a;

for (a = «".ares; a; a = «,nerf) «.Zen /= nk;

Este código é usado no bloco 187

190 < Local variables of s/: cAZp 190>
unsigned lona int nk;

Veja também blocos 193, 195 e 197

Este código é usado no bloco 187

O trecho de código abaixo inicializa os campos correspondentes a cada arco do grafo g. Cada
aresta do grafo original é dividida ao meio, sendo que cada metade é representada pelos arcos
na estrutura de g que correspondem à aresta. Como estaremos trabalhando apenas com inteiros,
uma das metades terá custo 1%'J e a outra, r?l , onde c. é o valor que se encontra guardado em
a-len

< For each edge a in g split a in two pieces i91 > =
{

191

Arc #a;

Vertex #u;

for (u = g-'uerfíces; u < g'uerfices + g'n; u++)
for (' = «'«c.; "; " = « ne«f) {

c-,'. len (.) = --1;

d.It«(.)
«püc.fe (a)

for (« = g-«,Z'"'; " < g-«Mi"' + g-n; «")

for (. ; "; ' «'n«t)
if (c-,. Zen (.) = 1) {

Arc +a = a + l;

if («"'le« % 2) {

cura- .. /en (a) = (©len )/2 + 1;

cura. /en(a ) = (a:Jen)/2;

}
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esse c-,./en(a) = c««'.[en(a = («,/en)/2;
}

}

}

Este código é usado no bloco 187

Aqui é criada a floresta geradora inicial s/ e são inicializadas as estruturas correspondentes às
componentes desta floresta (note que não são criadas estruturas do tipo ES. C'ornponenf para
representar as componentes correpondentes a s-vértices). Todas estas estuturm serão mantidas
em uma lista circular duplamente ligada contendo um nó cabeça. A variável componente guardará
uin apontador para este nó. O número de componentes ativas nesta floresta e também nas
florestas em cada uma das iterações posteriores será guardado na variável num làues. Por
fim, a variável acfàue d guardará uma parcela do valor de d(u) para cada u em uma componente
ativa da floresta. Como vimos no bloco 49, o campo d2 de cada componente será um apontador
para esta variável.

( Crente the initial spanning forest i92 > =

int {, .j = 0;

sf = gb. new. graph Çg-'n],

num acfiues = acZiue d = 0;

for ({ = 0; ã < g-n«m f.; ã+-t) ««''.«[{«. += f"m s.[slál.-m.«,['"';
i"'e«ect = maZ/oc(num. acf ues * sizeof(struct íntersection));
if (-.BoSTa//«(-«. «fi"' + g--m.f. - l)) {

en' = 2; return A;

comporzenfs = malloc(g'n + sizeof(CHLPComponent));
for ({ = 0; { < fn; {++) {

CHLPComponent (7 = componenfs + i;

Vertex +u = g'uerf ces + í;

SET.COMPONENT(«, C') ;
Cbnum. uerláces = 1;

G-ts {n'e«t .i« = BaSTa«{to;
CbactÍue = Ct'disconnected = 0i

if («'-.fe,ms't {d 2 0) {
Intersection / = infersecf + j+-, J;

.l:-ls. id = u''lermsef. {d, /:-dize = 1;
O-ts. {ntersect. sÍze = BBSTíns«f (O- fs {ntersecf. dize , /, &J);

{

}

192
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}

(lJ'acÍáue = 1;
Obdásconnected -u- ;

UF'anal (g-' uerfÍces , g'n) ;

(Create an edge heap for each component 194>

}

}

Este código é usado no bloco 187

193 < Local vaiiables of s/: cAIr 190 > +=
Graph +s/ l

CHLP(l;omponent #companeízls ;

Intersection níersecf ;

int num actÍues;
int act ue d;

O trecho de código abaixo é responsável por caiar um heap de arestas para cada componente
da floresta inicial. Como mencionamos antes, cada um dos heaps correspondentes a componentes
ativas da floresta será mantido em um heap de mínimo, o qual será apontado pelo valor guardado
na variável acláueheaps

<Create an edge heap for each component 194> =
{

194

int {;

if (-.F'HE.,4P./l« (g"'n + 1, g-n + g"'m)) {

ew' ::: 2;

return A;
}

active leal)s -- FHEAPinit ÇHEAPless )\

h = mal/oc(g'n * sizeof(struct labeled.heap));
Rode = maJZoc(g'n + sizeof(FHnode));
for (i = O; { < g-n; Í-H-) {

Arc +a;

CHLPComponent 'kC = comporem(s + {;
Vertex +u :: g-uerZzces + ã;

ülÍI.a
h\iÀ.heap = FHEAPinit (.PIECEless );
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for (. = «-.««; '; "

C edges = h + ;
if (0-«1á«) no lil

}

«.«e.f) Rode (.) f'xz..4 pi«'«t (h líl . À«p , .) ;

FHEAPinsert Çactiue. heaps , C es )',

}

Este código é usado no bloco 192

195 <Local variables of :ilt cAIr i90 >+
FibHeap act ue Àeaps;
LbHeap h;
FHnode #node;

Neste bloco, é construída de modo iterativo uma floresta de Steiner do grifo g. Em cada
iteração, é selecionada uma aresta, correspondente a uma fração de alguma aresta do grifo
original, para ser incluída na floresta geradora corrente. Note que incluímos uma aresta em s/
apenas no momento em que a última fração terminal de alguma aresta a do grato original é
selecionada, pois somente neste instante é que a passa a fazer parte da floresta. Para detectam o
momento em que esta situação ocorre fazemos uso do campo óad prece da aresta selecionada

#define RLEN(ut,) (erige.prece X;eg/(ut,) -- t,r-edges-d -- acfiue d)

#define IO(C') ((C) -- componenfs)

< Include an edge piece in the forest while there is some active component i96> =
{

196

dual cosa :: 0;

while (num acláues > 0) {
Arc +uu;

CHLPComponent +U, #y;

<Set wu to point to an edge with the smallest slackness 199>

dtiaZ cosa += num. acfêues # RLEN(uu);

«f{« + (u«);
F'HE,4Pde/Min(C/-edges-Àeap); /* delete uu from C.r-edges */

F'#E.4PdelMán(acÍàue Aeaps); /l: delete CI'-edges from the active Àeaps +/

if (cur,-.len(uu) $ (uu-len)/nk A dupZãcaíe(uu)) {

/+ uv is a terminal edge and RLEN(uv) 1= slackness(uv) #/
Ar' *- e(««);

< Include uu in the spanning forest s/ 198>

F#E.4 Pd./ef.( V- edg«-à«p , n.de(«)) ;
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if (y-«ti«) {

F#E.4Pd'Z'f'(«Éi« Ae'ps , n. liD(}')1);
nu7n acÍÍues

<Unite the componente U and y 200>

esse {

Arc *w« = {n«e(u«);

< Split the edge wu 205>

}

}

}

}

}

Este código é usado no bloco 187

197 < Local variables of sA. cAIr 190 > +
double dual cosa;

198 < Include uu in the spanning forest s/ 198> =

{

Vertex - = s/-«,tece. + (--/r.m g-«,fá«s);
Ve-tex « = s/-«,[á«s + (--tip -- g"'«,fi«s);

gó. «e««. .dg.(u, «,(««-/e«)/«k);
u'ares-original. arc = uu;

u"' ares- o hgirzal

}

Este código é usado no bloco 196

Em cada iteração, a aresta escolhida para ser incluída na floresta corrente é uma aresta externa

que minimiza o valor de self( ). Como iremos permitir que o heap de arestas de cada componente
possua mais de uma aresta para cada outra componente da floresta, é possível que, em algum
momento, o heap de arestas de uma componente contenha arestas que não sejam externa. Deste
modo, no trecho de código abaixo, o laço while ibera até que uma aresta externa sqa encontrada,
sendo que, em cada iteração, é removida de seu heap uma aresta cujo valor de key ( ) seja mínimo
dentre todas as outras nos heaps de componentes ativas.
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199 (Set uu to point to an edge with the smallest slackness 199> =

{
while (1) {

Arc #uu ;

LbHeap H u = FHE4P/índMán(acfiue Aeaps);

if (FHE.4PempfZ/(# u-Aeap)) ezÍf(1); /# the problem is unfeasible +/

UU = FHEAP$ndMITL (.H.U-heQP)\
t/ = (CHLPComponent +) C9MPONENT(uu-/rorrz);

V' = (CHLPComponent +) COMPONENT(uu-tip);

if (C/ # I'') break;
F'HE.4Pde/Mán(# u-Aeap); /* delete u« fro:n Z-/-edges */

uu = znuerse ('u'u);

FHE,4Pdelele(H u-Aeap, Rode(uu)); /* delete uu from t/-edges */

/+ actualize the positision of [/ edges in the heap #/

FHE.4Pde/Mán(acZáue Aeaps); /* delete // u from active.heaps */

Rode llD(U)l = F'HE..4Pánsert(acfáue Aeaps , # u);
}

}

Este código é citado no bloco 205

Este código é usado no bloco 196

Sempre que a última fração terminal de uma aresta do grifo original é selecionada para fazer
parte da floresta, é necessário realizar a união de duas componentes da floresta. Como na
implementação anterior, manteremos sempre a estrutura da componente que possui o maior de
número de vértices para representar a componente resultante da união, garantindo assim que os
campos de todos os vértices e arcos do grato sejam atualizados no máximo O(log n) vezes durante
toda a fase iterativa. Se a componente resultante da união for inativa, o campo d] da estrutura
que a representa é incrementado pelo valor guardado na variável apontada por d2, já que, a
partir deste momento, a parcela guardada nesta variável não mais será usada no cáculo da chave
das arestas no heap da componente, até que ela eventualmente seja unida a uma componente
aviva. Caso a componente resultante seja atava, seu heap de arestas é inserido em active

<Unite the componente C/ and T'' 200> =

int acfioe = 1;

if (n-num. «,tic« < V-nw«.. «,files) {

CHLPComponent t = U;

{

200
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< Include each vertex of V in U and set active the new skate of U 20i>
< Unite the edge heaps of C/ and 1/ 203>
if (n(C/-actáue) A active. ) U-edges-d --= active d;
l.hacfiue = active

if (U-«tà«) n.dejlD(U)l P ns«[(acta«.Aeaps, U-edges);
else { /# U and V were active componente +/

t/ edges d += acfàue d;

n?lm tiues ;

}

}

Este código é usado no bloco 196

No trecho de código abaixo, é realizada a união dos conjuntos de vértices das componentes C/
e }''. O modo como isto é feito é semelhante àquele descrito no bloco 43.

<lnclude each vertex of V' in C/ and set acfÍue the new skate of U 201>
{

201

void +arys l3l;

t/Fugi-( UFHnd(u«-.Pu«.), C/FHnd(--fãp));
i.r'num. uertãces += V-num. uerfices ;

V-num uerlices :: l;

aras l01 = (erm

«ryslll
aras l21 = &actáue.
BBSTtrauerse ÇV ersect ,insertlfDisconnected, aras )\

BBSTdesfrog/(y-fs nfersect

}

Este código é usado no bloco 200

202 < Auxiliary functions 20 > +=
void ánserf/yDiscorznecfed(Intersection /, void + aras ll)

TermSet #ferm sets = aras l0l;

CHLPComponent #(l; = arysjlj;

{
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int #acliue = aras l2l;

Intersection J;
TermSet +ts;

fs = ferra + -Z:-ts. idl

íf (fs-.connected) returnl
C ersect sãze = BBSTinsert (C-

if (J # A) {
./-dize +:; -r:-sáze;
if (J:-síze = fs--rzum. uerfáces) {

ls' connected -n- ;

C connected \

if ( dá«.nnected)) *«[{«

else {

C disconnecfed ++;

if (Cbdisconrzected = 1) +actãue =

}

}

ts intersect si« , /, &J) ;

0;

}

1;

}

Ao contrário do que fizemos na implementação anterior, aqui não iremos exigir que o heap de
arestas de cada componente guarde no máximo uma aresta para cada outra componente. Assim
o heap de arestas da componente resultante da união de t/ e V' é obtido através da união dos
heaps das duas componentes, utilizando-se para isto a função meryef'áóHeap. Antes da união
dos heaps, atualizamos o valor do campo d de cada aresta no heap da componente y para que
o valor da chave destas arestas no novo heap seja igual ao valor de sua chave no heap de }'''
Para isto, é utilizada a função frauerseP'íó#eap que aplica a função {n..Êe/d d, apresentada no
próximo bloco, a cada aresta no heap de I''

< Unite the edge heaps of U and I'' 203 > =
{

203

int dH = t,/-acfÍue ? [/-edges-d + acZiue. d : {]/Uedges

int dl'' = /-acfiue ? V-edges-d + acf ue d : V-edges-d;
ínt {nc = dr -- dt/;
void +arys jlj;

aras 101 = &ínc;

FHEAPtraaierse (V es- heap . inc.Beta. delta . aras ),
UH edges+heap -- FHEAPjoin (U es- heap . V- edges
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}

Este código é usado no bloco 200

A função {nc ./ie/d. d abaixo incrementa de {nc o valor guardado no campo d da aresta a

( Auxiliary functions 20> +=
void án. ./i.Zd. self«(void *it.m,void *.ry.ll)
{

204

Arc +a = alem;

int ánc = *((int *) aras l01);

d.lt«(.) +

}

Enquanto a aresta uu escolhida no bloco <Set uu to point to an edge with the smallest slack-
ness 199> não for a última oração terminal da aresta original, esta poderá ser subdividida mais
algumas vezes. E exatamente isto que é feito pelo trecho de código abaixo. A aresta mu cor-
responde a fração da aresta original que ainda não foi selecionada. Se possível, esta fração será
subdividida até obtermos duas arestas externas ou uma única aresta terminal. No primeiro caso,
zzu e wu representarão as duas arestas externas geradas, as quais possuem um s-vértice virtual u
como extremo comum; no segundo caso, uu e mu estarão representando a mesma aresta terminal.

< Split the edge wu 205 > =
{

205

CHLPComponent +t+'';

int cu7. len, new.lerá, d.w, {nc, p;

W = (CHLPComponent +) COMPONENT(wu

ánc = W-acliue ? W-edges d+ actãt/e : I'r-edges+d;
d «, it.(m,) + {-;
n.«« = .-. J'" = c-, .le« («,«);

if (cur.len $ (wu-!en)/nk) /# wv is a terminal edge +/

<Set uu and wu to represent the some terminal edge 206>
else {

do {

p = new.len %2;

new.Jen = p? new./en/2+ 1: new.len/2;
} while (ne«, len > (wu-Jen)/nk A car.leíz -- new.len $ úr..«,);
if (cur. len -- new. /en > d. m) {

< Set uu and wt/ to represent two external edges 207>
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F'HE,4Pd«,e«.Xey (W-erige.-he.p , n.de (w« ), w« );

if(W- aclàue) f'HE.4PdecreaseÃ'eg/(active. Aeaps, Rode llD(W)l, W- edges);

else <Set uu and wu to represent the some terminal edge 206>

«.d.(«) nn;e,f(u-.ages-À.ap, -);

n.d llD(U)l E Fins«f(acf{« Ae.ps,U-.dg«);

}

}

}

Este código é usado no bloco 196

Aqui, atribuímos valores aos campos dos bicos ?lu e uw de modo que eles representem a mesma
aresta terminal gerada no bloco anterior. Desta forma, o valor do campo cum' /en dos dois arcos

deve ser o mesmo e o valor do campo d de cada um deles é calculado de modo a fazer com que
o valor da chave destes arcos seja igual a folga da aresta terminal

<Set uu and wu to iepresent the same terminal edge 206 > =
{

206

c-,'.Jem(-) -,'.Je«(.«) .«,./'n;
de/f.(w«) = d. ,« -- (c«. le« -- «e««

d.ü.(«)(c«, J." - «e-«.len) -(U-.dge.-d+ «f{«.d);
d«p/{«t. («,«) fe(«)

}

Este código é usado no bloco 205

No trecho de código abaixo, os campos dos arcos uu e mu são preenchidos de modo que cada
um deles represente uma das arestas externas geradas no processo descrito no bloco 92

(Set uu and mu to represent two external edges 207> =
{

207

c-,. Zen(-) .««. I'";
c-,'. Zen(««) = p ? «e«,./e« -- l : «..«. /',';

/f (-) 'ages-d+ «lá«
self.(w«) -,'.le«(w,) -- í«c -- (c«.Ze« -- «.«,. /en -- d. «,);

}

Este código é usado no bloco 205
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208 < Discard from s/ unnecessary edges and return the resulting Steiner forest 208> =

SteinerForest #mán.s/

min -- edgePruning(.sj.g, terra sets)\

mán sf-dua! cose -- dua!. cosa;

< Hee the memory allocated by lsi/l.. cAIr 209 >

return min sf

{

}

Este código é usado no bloco 187

209 < Free the memory allocated by s/: calo 209 >

l

gb. recycEe (s.f ) ;

/re. (Rode) ;

/re. (h) ;

/ree ( co«.pon.nf. ) ;
/ree (infe«f) ;

BBSTbee Ç )\

FHEAPfree Ç ),

}

Este código é usado no bloco 208
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Capítulo 6

li'ase da Limpeza

Após a construção iterativa da floresta de Steiner inicial, tem início a segunda fase do algo-
ritmo, conhecida como fase de /ase da limpeza. O objetivo desta fase é encontrar uma floresta

de Steiner minimal contida na floresta construída na primeira fase. Ao final desta fase, a floresta
de Steiner resultante é devolvida como saída do algoritmo.

A estratégia que usaremos aqui se baseia em um algoritmo para encontrar o ancestral comum
mais próximo (em inglês, "nearest common ancestor" ou "least common ancestor") de dois nós em
uma árvore enraizada. Usaremos este algoritmo para determinar, para cada conjunto de terminais
do grifo, o ancestral comum mais próximo dos vértices que fazem parte do conjunto. Por fim,
com auxílio dos vértices ancestrais encontrados, determinaremos quais as arestas da floresta
são realmente essenciais (essenciais no seguinte sentido: se uma dessas arestas for removida

da floresta, a floresta resultante possuirá pelo menos dois vértices de um mesmo conjunto de
terminais em componentes distintas).

A função edgeP7"tlnn ng apresentada aqui implemente essa estratégia. Ela recebe apontadores
:tf..grapÀ e g para estruturas do tipo Graph, onde lslf..grapà representa uma floresta de Steiner
no grifo g, e um vetar [erm de conjuntos de terminais do grato g, cujos elementos se encon-
tram indexados de 0 a g'num. fs, e devolve um apontador para uma estrutura SteinerForest

correspondente a uma floresta de Steiner minimal contida em alt grapÀ.

( Auxiliary functions 20 > +=
< More auxiliary functions 212>

SteinerForest +edgePruning(Graph +s/ graça, Graph #g, TermSet +term. sets)

{

211

Steinerli'orest #s/ l

<Find the lca of each terminal set 213 >
( Determine the necessary edges with the aid of the lcas 217>
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}

Aplicaremos o algoritmo para o cálculo dos ancestrais em cada uma das árvores da flo-

resta s/:graça. Como para isto é necessário que essas árvores sejam enraizadas, determina-
remos, para cada árvore, uma raiz e uma relação de descendência entre seus vértices. A função
án fáalàze.parenf, aqui apresentada, realiza uma busca em largura a partir de um dado vértice r

de uma floresta / em um grifo não-orientado g, preenchendo o conteúdo do campo parerif
de cada vértice u na componente de r em .f da seguinte forma:

e se u = r, o campo parent erige de u guarda um apontador para um arco a tal que ntip =r
e a não pertence a /;

e se u # r, o campo parenf de u guarda um apontador para o arco (o, to) de /, indicando

que w é o pai de u na árvore enraizada de raiz r deter'minada pela busca; tal arco é removido
da lista de adjacências de u em /

Além de r, / e g, a função recebe ainda um vedor ferra seis de conjuntos de terminais de g,
cujos elementos se encontram indexados de 0 a g'num. Is. Ao final de sua execução, a função
devolve um apontador para uma lista ligada dos conjuntos de terminais em ferra.seis que se
encontram na componente de r em /

#define parent. erige u..A /+ u-parent.edge+fãp is the parent of u +/

#:define nazi.{fem u.I'' /# nexo vertex in the FIFO queue +/

#define IN.LIST(TS.ID) (./-uc ces + TS.ID»z./
#define TERMSET(y) ((y-termset < 0) ? A : terra.sets + V-fermsef.ád)
<More auxiliary functions 212 > =

TermSet náfàaZize. parent(Vertex +r, TermSet #ferm sets, Graph +g, Graph +/)

Arc +a;

Vertex #Aea(Z, Zaál;

TermSet #, +Z;

int ã;
! :; &#;

hnezZ [sef :: A;

for (ã = 0; á < rnum. [s; {-n) ]N.].]sT(ã) = 0;

a = (Arc +) maZ/oc(sizeof(Arc));
a"' [ip = r;

7''pare7zf. erige := a;

{

212



Fase da Limpeza 137

7-nert áfern :: A;

head = Laia = r\

while (Aead) {
Arc +f = A;
Vertex +u = Àead, #u

TermSet +fs;

fo- (. ; a; " «- «.,t) {

Vertex +w = a-lip;

if («.p«ent. erige) {
if (t) l-«.,(
else u'-'ares :; a:-pnezl;
continue;

}

/+ w is the parent of u */

t"'parenf. erige = (t, < «,) ? (a + l) : (a -- l);

?u-nezt icem :: A;

fa l nez( {íem = w;

ía Z ;: taál+nezt alem;

f :: a;

". = g-«,fác« + (« -- /-«,ficas);
TERMSET(«. ) ;

if (fs A =lN.UST(« [e«n..f.íd)) {

ls-nea;f :; Z-nezt

Z+nezf tset :: fs ;

IN.LIST(tp.+fermsel. {d):: l;

}

head = head+ne=t item \

}

}

return !-nezf. lset;

}

Veja também bloco 218

Este código é usado no bloco 211

Aqui, inicialmente é feito o pré-processamento dm árvores em lil/. graça para o cálculo dos vér-
tices ancestrais. Para cada árvore 7' da floresta, aplicamos a função inifíal ze parenf apresentada
no bloco anterior, tornando T uma árvore enraizada. Feito isso, podemos, então, utilizar a função
[ca. preprocessing que imp]ementa a fase de pré-processamento do a]goritmo para o cá]cu]o do



138

ancestral commum mais próximo. Esta função pré-processa uma dada árvore enraizada de tal
forma que as consultas pelo ancestral comum mais próximo de dois vértices quaisquer na árvore
podem ser respondidas de maneira rápida (em tempo constante). Por fim, obtemos o ancestral
comum mais próximo de cada conjunto de terminais que se encontra em T. Após a execução
do trecho de código abaixo, para cada vértice u no grifo g, u-Àead. {d conterá o identificador
do conjunto de terminais que se encontra na primeira posição da lista ligada de conjuntos de
terminais dos quais u é ancestral comum mais próximo; caso não existam conjuntos de terminais
que tenham u como ancestral comum mais próximo, u'-'Àead ád será igual a --l.

#define head id w..í

( Find the lca of each terminal set 213 > =
{

213

Vertex +u;

< Construct the list of terminais of each terminal set 214>
for (« = :f.g«pA-«e,fic«; « < :fg«pA-«,íÍce' + 't.g«pA-n; «+-F) {

Vertex +u;

u''pa7enf. erige = A;

u = g-««fàc« + (« - :f g«Pã-«,lá«.);
zlpÀead {d = ll

for (u = éf... g,apA-«rlÍces ; « < sr..graça-uerfáces + .{t graça-n; u-n) {

TermSet +És. !àst;

if (u-parenf erige) continue;
ts -- inãteatize.parent(u,terra ,g,sf graph)\

if (=fs. /ist) continue;
ica preprocessing (u);

< find the lca of each terminal set in the list ts. Jásf 21s>

}

}

}

Este código é usado no bloco 211

214 < Construct the list of terminais of each terminal set 214 > =
{

Vertex +u;

TermSet #ts;

for (fs = fe«n sets; fs < te«m sets +g"'num.fs; ts-n) fs-ue,lacas
for (« ,t:"'; " < g-«,fi"' +g-n; «w-) {

TERMSET(«);
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if (-.t.) continue;
u-nerZ fermína/ :: ís rtÍces;
ís rlÍces = ul

}

}

Este código é usado no bloco 213

O trecho de código abaixo é responsável pelo cálculo do ancestral comum mais próximo de cada
conjunto de terminais que se encontra na lista fs lisa . Para isto, ele conta com o auxílio da função
ica que devolve o ancestral comum mais próximo de dois vértices em uma árvore pré-processada
pela função lca.preprocessing . Ao final da execução deste trecho, TS.LIST(w) associará a cada
vértice w do grato g um apontador para uma lista ligada dos conjuntos de terminais dos quais w
é ancestral comum mais próximo. Se não existirem conjuntos de terminais que tenham w como
ancestral comum mais próximo, TS.LIST(w) será igual a A.

#define TS.HST(1'') ((V-Aead.{d < 0) ? A : (te,«z sets + y-àe«d.{d))

<find the lca of each terminal set in the lisa Zs.lásf 215> =

TermSet +ts = fs. /ást;

while (ts) {
TermSet +t = Zs nezt

Vertex +u, #w, #w ;

w = fs uerfÍces ;

«,. g«PA-«,l{«s + (w - g-«dác«);
for (« = «'«e«f.fe,«.án'l; "; " = «-n.,f te,mi-Z) {

Vertex *,. g«pA-«,lÍc« + (« -- g-«,vices);
w = Jca(w ,u );

{

215

w = g-«dicas + (.«. -- 'r.. g«pA-«,f{«' );

[s-nert :: TS.L]ST(w);
ui-heüd id = 1,s-. id\
[s -: t;

}

}

}

Este código é usado no bloco 213
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Para que possamos utilizar as funções /ca rocessing e /ca como acima, precisamos incluir
o arquivo cabeçalho lca . h, no qual elas se encontram prototipadas-

216 <Header files of sf. c 2> +=
#include ''lca.h"

Tendo identificado o ancestral comum mais próximo de cada conjunto de terminais, tudo o
que precisamos fazer agora é selecionar as arestas da floresta no caminho entre cada vértice do
conjunto e o ancestral encontrado. Note que a floresta s/ construída com as arestas selecionadas
desta forma é uma floresta de Steiner minimal, pois:

ã

e dados dois vértices u e u de um mesmo conjunto de terminais, sempre existe um caminho
entre u e u que contém somente arestas em s/;

e se removermos alguma das arestas em s/ obteremos uma floresta que possui pelo menos
dois vértices de um mesmo conjunto de terminais em componentes distintas.

Devido ao modo como selecionaremos as arestas que farão parte da nova floresta, será ne.
cessário calcular, para cada árvore, uma lista contendo os vértices ancestrais em pié-ordem e
processa-]os na ordem em que e]es aparecem nesta dista. Tal lista é calculada abaixo pela função
lca. preorderlást , a qual será apresentada mais adiante.

#define uisíZ y./

#:define ne t /ca l.I'''

#define marked b./

<Determine the necessary edges with the aid of the lcas 2i7> =

Arc +t, z;

Vertex Z, +u, +wl

s/ =(SteinerForest*) malloc(sizeof(SteinerForest));
sf es = t = &l.

sf-post = ç)',

for (« = 'fg«pA-««t'".; « < ./ g,«pA-«,tác« + ./ g«pÀ-n; «-"-) {

u-uásáf :: 0;

u"parent erige-marked = 0;

w := &Zi

UPnezt. lca = A;

for (. = '/.g«pA-«rt{«'; « < .[g«pA-«,f{«' + .É.g«pA-n; «-'+) {

{

}

217
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if (t-parem. erige # u) continue;
!ca rderlist (u , g, sJ graph , &lo)i
for («, = /.ne«t w; .« = «.nezf./ca) {

TermSet #fs;

fo- (t' ST(.«); fs; fs zf

Vertex *z;

for (z = Zs-uerfáces; z; z :; z-nezf ternzinaZ)
<select the edges in the path from z to m in !É araRA 219>

}

}

w :: &Z;

zo-rzezt. lca = A;

E-nezt.erige = b.,

sf-edges - sj-edges nele.erige \

return s/

}

}

Este código é usado no bloco 211

Apresentamos aqui a função lca rderlisf , utilizada no bloco anterior. Ela recebe os se
guintes argumentos:

e grapÀ: um grifo;

+ u: um dos vértices de s/:graça;

e isl/..grapã: apontador para uma estrutura do tipo Graph que representa uma floresta
geradora do grifo graça da qual uma árvore de raiz u faz partem além disso, para cada
vértice w de graça, se w encontra-se na posição ã do vedor graça uerfáces então o vértice

correspondente a w em 1{/ graça encontra-se na posição { do vedor itf. grau/z uertÍces;

e t: apontador para uma estrutura do tipo Vertex

Ao anal de sua execução, a função terá construído uma lista ligada de vértices u de graph,
onde u'ls lãst # A, que apresenta a seguinte propriedade: quando visitamos os vértices na
ordem em que eles aparecem na lista, os correspondentes vértices em sl/: graça são visitados em

um percurso em pré-ordem na árvore de raiz u. Além disso, o campo nert. /ca do vértice que era
apontado por t no momento em que a função foi evocada conterá um apontador para o primeiro
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vértice de tal lista (aqui, é importante ressaltar que, ao final da execução da função, t não estará
mais apontando para o mesmo vértice para o qual apontava inicialmente, antes da execução da
função)

<More auxiliary functions 212 > +=
void lca preorderlisf(Vertex #u, Graph +grapA, Graph #s/. graça,Vertex ++t)

{

218

Arc +al

Vertex +u ;

u-uisÍZ = 1;

" = g«PA-«,Ü«s + (« -- .[ g«PA-«,t{«;);
if (,.-A«d {d ? O) {

u t. lca = A;

( *ÍJ-n.«t. I"
+t ::= u

for (a = «',«c.; '; " = «,«e,t) {

if (a-lip-ujsãt) continue;
lcn reorderList(.a;- tip.graph,sj ü.tà-,

}

}

}

Para selecionar as arestas no caminho em s/:graça entre o vértice terminal z e o ancestral w
do conjunto de terminais de z, basta percorrermos as arestas da árvore que os contém, seguindo
os apontadores parenf erige dos vértices a partir de z até que encontremos ou o vértice w ou
uma aresta já selecionada. Cada aresta visitada neste percurso é marcada, atribuindo-se valor l
para o campo marked da aresta, e incluída na floresta s/

<select the edges in the path from z to w in iil/:graça 219> =

Vertex *w g«ph-«,fác« + («, -- g-«,fico.);
Vertex *, g«pA-«,fic« + (. -- g-«,liceu);
while (z. # .«. A -.(z.-p«ent. .dge-m«Éed)) {

bnezt erige = z qparent.erige gana!.arc\
sf -F-- z parent. erige' !en,

z 'parenf. erige marked = 1;

t = t-Ttelt. edge \

z :: z 'parenf ed(ze--' ílzp ;

{

}

219
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}

Este código é usado no bloco 217

143
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Apêndice A

Cálculo do ancestral comum mais

proximo
y

.P e

Seja T uma árvore enraizada e seja l um vértice qualquer de T. Dizemos que todo vértice
que ocorre no caminho que vai de z até a raiz de 7' é um ancestral de z em T. Agora, sejam u e
u dois vértices de T e Pu e Pu os caminhos que vão, respectivamente, de u até a raiz e de u até
a raiz. O ancas(ra/ comum mais prós mo (em inglês, nearest common arzcesfor ou Zeasf common
ancestor) de u e u em T é o primeiro vértice que ocorre tanto em Pu quanto em Pu.

Considere então o seguinte

Problema: Dados uma árvore enraizada 7' e dois vértices u e u de T, encontrar o
ancestral comum mais próximo de u e u em T

Apresentaremos aqui uma implementação de um algoiitmo que preprocessa 7' em tempo
linear no seu número de vértices e, após isso, responde a consultas pelo ancestral comum mais
próximo de quaisquer dois vértices de T em tempo constante. Este algoritmo, concebido por
Schieber e Vishkin, foi originalmente apresentado em 1251. Uma descrição mais detalhada pode
ser encontrada em 1241.

A.l Dois casos especiais: cadeias e árvores binárias completas

O algoritmo para o cálculo do ancestral comum mais próximo em árvores enraizadas arbitrá-
rias se baseia em algoritmos para dois casos especiais: cadeias e árvores binárias completas

Quando a árvore 7' do problema é uma cadeia (ou seja, cada vértice interno de T contém
apenas um único filho) é fácil determinar o ancestral comum mais próximo de u e u: basta
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determinar qual dos dois vértices se encontra mais próximo da raiz e este será o vértice ancestral
procurado. Em outras palavras, o ancestral comum mais próximo de u e u será aquele, dentre
u e u, que se encontra no nível de menor valor (isto é, no nível mais alto) da árvore (lembrando
que o nível de um vértice na árvore é dado por sua distância até a raiz).

Quando 7' é uma árvore binária completa (ou seja, uma árvore onde cada vértice interno
possui exatamente dois filhos e todas as folhas se encontram em um mesmo nível) precisamos
inicialmente calcular a ordem em que cada vértice de T é visitado em um percurso de T em
mordem. Isto é necessário, pois a representação binária do número {n(t/) 2 1 associado a ordem
em que cada vértice u é visitado neste percurso apresenta propriedades bastante úteis. Assumindo
que os bits da representação binária de {n(u) estão indexados de 0 (bit menos significativo) a Z
(bit mais significativo), onde ! é o nível em que se encontram as folhas de 7', e que ié o índice
do bit l mais à direita (ou seja, menos significativo), essas propriedades são as seguintes:

e Z i indica o nível em que o vértice u se encontra em T;

e se u. é o filho esquerdo do vértice o, então a representação binária de {n(u.) consiste dos
[ á primeiros bits de ín(u) (ou sda, os Z -- { bits mais significativos), seguidos de um bit
0, um bit l e { - l bits 0;

e se u.Z é o filho direito do vértice u, então a representação binária de {n(ud) consiste dos Z á
primeiros bits de ãn(u), seguidos de dois bits l e á -- l bits 0.

A partir dessas propriedades, pode-se deduzir facilmente que um vértice u é ancestral de um
vértice w se, e somente se, os números ãn(o) e án(w) satisfazem as seguintes condições, onde á é
o índice do bit l mais à direita na representação binária de án(u):

1. os J { primeiros bits de án(w) correspondem exatamente aos l á primeiros bits de {n(u);

2. o índice do bit l mais à direita de án(w) é menor ou igual aã

Desta forma, dados dois vértices z e y, um vértice z é ancestral comum de z e g/ se os / -- ã
primeiros bits de {n(z) (onde á é, como antes, o índice do bit l mais à direita na representação
binária de {n(z)) são iguais aos Z -- ã primeiros bits de in(z) e de {n(Z/) e, além disso, o índice do
bit l mais à direita em ambos, án(aç) e ãn(y), é menor ou igual a á. Note que, assim, o ancestral
comum mais próximo de = e y é aquele para o qual á é mínimo (pois este é o ancestral que se
encontra num nível mais baixo -- ou seja, de maior valor -- que os demais).

O algoritmo abaixo se baseia nestas idéias para encontrar o ancestral comum mais próximo
de dois vértices z e y em uma árvore binária completa T
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Algoritmo .4 C'lWP-BC'rT, z, y,)

l
2

3

4
5

6

7
8

9

10

11

i. -- índice do bit l mais à direita de in(x)
áv - índice do bit l mais à direita de in(y)
:m- '- m-li,, á,}
se os ! -- ã.., primeiros bits de án(z) são iguais aos / -- {«.. primeiros bits de in(y)
então

Se Zz :: Zmaz

então devolva z

senão devolva y

á -. índice do bit mais à esquerda em que {n(z) e {n(3/) diferem

seja b o número formado pelos J i primeiros bits de ãn(z) seguidos por um bit l
e í bits 0

seja z o vértice de T tal que ãn(z) = b
devolva z

12

13

A.2 O algoritmo

Como já foi mencionado, o algoritmo para árvores enraizadas arbitrárias se baseia nos algo-
ritmos descritos no bloco anterior para dois casos especiais do problema. A ideia do algoritmo
ê particionar os vértices da árvore 7' do problema em cadeias diquntas e mapear, através de
uma função injetiva @, este conjunto de cadeias no conjunto de vértices de uma árvore binária
completa 23. Tal mapeamento tem a seguinte propriedade (preservação da ascendência): se u
é um ancestral de u em 7' então q'(Cu) é um ancestral de q'(Cu) em .B, onde Cu e O« são as
cadeias em T às quais pertencem, respectivamente, u e u.

Assim, dados dois vértices z e y de T, se # e Z/ pertencem a uma mesma cadeia, então é
fácil determinar o ancestral comum mais próximo de z e 3/, como vimos no bloco anterior (caso
especial em que a árvore do problema é uma cadeia). Caso contrário, sejam (Z.: e Cv as cadeias
às quais z e 1/ pertencem. Para descobrir o ancestral comum mais próximo de 3 e Z/ em 7',
o algoritmo inicialmente encontra o ancestral comum mais próximo de ü(Or) e ü(Cv) em B
(através do algoritmo .Á(7JWP-B(.7 visto no bloco anterior). Então, usando algumas informações

adicionais, como veremos adiante, o algoritmo identifica a cadeia em T que contém o ancestral
comum mais próximo de z e Z/ e, por fim, determina e devolve tal vértice.
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Pré-processamento

O objetivo da fase de pré-processamento do algoritmo é fazer com que seja possível realizar
em tempo constante consultas pelo ancestral comum mais próximo de quaisquer dois vértices da
árvore T. Para isto, a árvore 7' é pré-processada de modo que, ao final, três rótulos estejam
associados a cada vértice o de T: levei(t,), ãnZabeZ(u) e ascendant(u). Além disso, é construída
uma tabela auxiliar, a qual chamaremos de head.

Para cada u, o rótulo ZeueZ(t/) indica o nível em que o vértice u se encontra em T. O nível de um
vértice na árvore indica sua distância até a raiz e, desta forma, podemos defini-lo recursivamente
da seguinte forma, onde p(u) indica o pai do vértice u em T:

Í 0 se u é a raiz de 7'
levei(u) =

' ' l. le-!(p(o))+ l caso contrário.

Note que, assim, !eoel(u) pode ser facilmente calculado para todo u, percorrendo-se a árvore T
(uma única vez) em pré-ordem.

O rótulo íniabeZ é usado para particionar o conjunto de vértices de T em cadeias disjuntas.
Assim, dois vértices u e u pertencem a uma mesma cadeia em T se e somente se ánZabe!(u) =
inZabel(u). Para calcular o rótulo nZabel, é necessário primeiramente calcular, para cada vértice
u em T, os rótulos p'e(u) e dize(u) que indicam, respectivamente, a ordem em que u é visitado
em um percurso em pré-ordem de T e o número de vértices na sub-árvore de T com raiz em u. O
percurso de 7' em pré-ordem apresenta a seguinte propriedade: para cada vértice w na sub-árvore
de 7' com raiz em u, ]"'e(.,) $ 1«'e('«) $ 1«'e(u) + sáze(u) 1. Chamaremos de {nfe«,.lo de uo
intervalo fechado ll«'e(u), p'e(u) + sàze(u) -- 11. Desta forma, vamos definir o rótulo ãnlabe!(t,),
para cada u, como sendo igual ao inteiro no intervalo de u cujo o índice do bit l mais à direita
em sua representação binária é máximo.

Por que o rótulo ánZabeZ definido desta maneira particiona os vértices de 7' em cadeias dis-
juntas? Primeiramente, note que, dados dois vértices u e u de T, se ànZabeZ(u) = ãnZabeZ(u) = p,
então o vértice w tal que W'e(w) = p se encontra tanto na sub-árvore de T com raiz em u
quanto na sub-árvore de T com raiz em u. Desta forma, u e u são ancestrais de w e, por-
tanto, u e o se encontram em uma mesma cadeia em T. Além disso, se dois vértices u e u se
encontram em uma cadeia cujos extremos superior e inferior, s e t, respectivamente, são tais

que ánZabeZ(s) = nZabeZ(t), então {nZabeZ(u) = {nZabeZ(u). Vamos mostrar que isso é verdade.
Sejam í«, {. e {t os índices do bit l mais à direita em ánZabeZ(u), em {nZabeZ(s) e em ãnZabel(t),
respectivamente. Como É está na sub-árvore de T com raiz em u, temos que o intervalo de t
está contido no intervalo de u e, desta forma, {. 2 {t. Seguindo o mesmo raciocínio, temos que

ã. 2 á.. Assim, se ánZabeZ(u) # ánlabe!(t) então {, 2 í. > ãt e, portanto, á, > t o (lue é absurdo
já que ánlabel(s) = ánZabeZ(t). Logo, {nlabeZ(u) = inZabeZ(1). Do mesmo modo, concluímos que
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ánZabeZ(«) = {nZ«beZ(t) e, porta"to, {nl.bel(u) = ánZ.b.Z(u).

O rótulo {nZabeZ também é usado para definir uma função injetiva $ que mapeia as cadeias
em que 7' foi particionada nos vértices de uma árvore binária completa B com 2jlogMHJ+l

vértices (note que esta é a menor árvore que contém pelo menos l Vr l vértices). Seja (% a cadeia
cujo valor do rótulo ínZabeZ de cada um dos vértices é igual a á. Vamos definir q'(Oi) da seguinte
forma:

Ü(G) « C yB tal que án(u) = á

A função q' definida desta maneira satisfaz a propr idade de preservação da ascendência, ou
seja, se u e u são dois vértices de T tais (lue u é ancestral de u, então @(Co) é ancestral de ü((J«),
onde (Z, e (;« são as cadeias às quais pertencem u e u, respectivamente. Para enxergar isto,
note primeiramente que, como u é ancestral de u, sabemos que u se encontra na sub-árvore de T
com raiz em u e, deste modo, o intervalo de u está contido no intervalo de u. Assim, {nlabel(u)
pertence ao intervalo de u e, portanto, {. 2 ã., onde í. e {. são os índices do bit l mais à direita
em ínZabeZ(u) e em ánZabe{(u), respectivamente. Além disso, pelo mesmo motivo, os 1 -- á., bits
mais à esquerda de inZabeZ(u) são iguais aos 1 -- á. bits mais à esquerda de ánZabe!(o). Logo,
ánZaZ,el(u) = ín(q'(Ou)) e ánZabel(u) = {n(@(Cu)) satisfazem as condições l e 2 descritas no
bloco 2 e, portanto, $'(Cu) é um ancestral de @(Cu) em 13.

A recíproca da propriedade acima nem sempre é verdadeira, ou seja, é possível que, embora u
não seja ancestral de u em 7', q'(O«) seja um ancestral de q'(Ou) em .B. Esse fato motiva a utiliza-
ção do rótulo ascendant. Para cada vértice u, ascendant(u) guarda todos os ancestrais de @(Cu)
em 1? que estão associados a ancestrais de u em T. Mais precisamente, ascendant(u) guarda todos
os números {nZabeZ(u) para os quais «' é um ancestral de u em T (note que ínZabeJ(t,) = ãn(q'(Cu))
e que, pela propriedade da preservação da ascendência, @(Cu) é ancestral de q'(Cu) em -B). Po-
demos guardar todos estes números em apenas um único inteiro no intervalo 10, 21loglUHJ+l ll.
Isso segue do fato de que, para cada w ancestral de @(Cu) em B, podemos determinar in(w) a
partir do índice { do bit l mais à direita em sua representação binária, já que os 1 -- { primeiros
bits de {n(w) são iguais aos Z -- i primeiros bits de {n(q'(Ou)) = ínZabeZ(u).

Desta forma, vamos definir ascendaní(u) como sendo o inteiro cuja representação binária é
formada pelos bits Á.Í, 0 $ .i $ jlog l Vr IJ , que satisfazem a seguinte propriedade:

1« .j é o índice do bit l mais à direita em {nZaZ)eZ(u)

para algum vértice u ancestral de u em T

Note que o único ancestral da raiz de T é ela própria e que o valor do rótulo nlabeZ da raiz é 21
Além disso, se u é um vértice de T diferente da raiz, o único ancestral de u que não é ancestral
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de p(u) é o próprio u. Assim, podemos definir recursivamente o rótulo ascendant(u), para cada
vértice u em 7', da seguinte forma, onde á é o índice do bit l mais à direita na representação
binária de irtZabeZ(u):

-cena«nt(p(u))
ascendant(p(u)) + 2:

se u é a raiz de T

se ánZ'b'Z(u) = ánZabeZ(p(u))
caso contrário.

«cena-t(u)

Note que a definição acima sugere uma estratégia simples para o cálculo do rótulo ascendant
de cada vértice de 7': percorrer 7' (uma única vez) em pré-ordem, testando para cada vértice u
visitado as condições da definição acima e atribuindo o valor correspondente a ascendant(u).

Para concluir a nossa descrição sobre a fase de pré-processamento do algoritmo, vamos falar
agora sobre a tabela auxiliar head. Esta tabela nada mais é do que um vedor indexado pelo valor

dos rótulos {nZabeZ dos vértices da árvore T (note que o tamanho deste vedor é linear em l Vr l)
Para cada á, headlál guarda o vértice da árvore T que se encontra mais próximo da raiz e cujo
valor do rótulo ánlabeZ é igual a {. Note que, desta forma,

headjil = 1' raiz de T se { = 21
' ' 1 « tal que á = ãnZabeZ(.,) # ánZabel(p(u)) caso contrário

Assim, podemos facilmente preencher a tabela head em um percurso em pré-ordem da ár
volte T

Consultas

Após realizar o pré-processamento da árvore 7', como foi descrito no bloco anterior, é possível
responder a consultas pelo ancestral comum mais próximo de quaisquer dois vértices de 7' em

tempo constante. Dados dois vértices z e Z/ de T, vamos descrever a partir de agora o algoritmo
para encontrar o ancestral comum mais próximo de iç e Z/.

Se ínZabeZ(z) = nZabeZ(y), então z e y se encontram em uma mesma cadeia em T e, desta
forma, o ancestral comum mais próximo de z e Z/ será z, se ZeueZ(a) $ levei(y), e será g/, caso
contrário. Agora, se {nlabel(z) # ánZabeZ(Z/), então z e y se encontram em cadeias distintas em
T e, neste caso, iremos encontrar o ancestral mais próximo de z e y em quatro passos:

1. Sejam (Z, e CP as cadeias em 7' em que se encontram, respectivamente, # e Z/. Este
primeiro passo consiste em encontrar o ancestral comum mais próximo de q'(C:) e @(Ov)
em B. Mais precisamente, estamos interessados em encontrar a ordem em que tal vértice
é visitado em um percurso em mordem de B. Note que, para isto, basta utilizar uma
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versão levemente modificada do algoritmo .4CMP-B(7 (visto no bloco 2) com Z?, @(C=)
e q/(OP) como argumentos, já que .B é uma árvore binária completa (na implementação
deste passo, a árvore -B será dada implicitamente e o algoritmo receberá como argumentos
ánZ.beZ(z)(@(C,)) e {nZabeZ(Z/)

2 Seja u o ancestral comum mais próximo de $(O=) e q'(Cv) em 1?. A partir de {n(u), vamos
descobrir a cadeia ein T em que se encontra z, o ancestral comum mais próximo de z e y.
Mais especificamente, vamos descobrir o valor de {nZabeZ(z) o qual sabemos que é igual a
ãn(q'(C'z)), onde O, é a cadeia em 7' em que se encontra z. Note que, como nem todo
ancestral comum de q'(Cn) e q'(Cv) em B está associado à cadeia de um ancestral comum
de z e 3/ em T, u não é necessariamente igual a @((.;,). Entretanto, não é difícil de concluir
que @(Oz) é o ancestral mais próximo de u que está associado à cadeia de um ancestral
comum de r e y em T (tal fato segue da propriedade da preservação da ascendência).

Então, sejam i o índice do bit l mais à direita em án(u), .j o índice do bit l mais à direta em

ánlabeZ(z) e ascendantlZ--il(z) e ascerLdantlz--q(y) os números formados pelos ! -- ã primeiros
bits de ascendant(gç) e ascendant(3/), respectivamente. Cromo 'P((J:) é ancestral de u e
án(q'((;;)) = {nZabeZ(z), temos que .j ? á e, desta forma, j é o índice de algum dos bits l

de ascendant]Z i](aç) A ascendant]z Í](y). Como o nível de 'P(Cz) é o mais baixo possível,
sabemos que .j é o índice do bit l mais à direita em ascendantli-il(a) A ascendanflz.q(y).
Por fim, note que uma vez que conseguimos determinar .j, determinamos também o valor
de {nZabeZ(z). Isso segue do fato que ãnZabeJ(z) é o número formado pelos Z -- .j primeiros
bits de {nZabel(z) seguidos por um bit l e .j bits 0, já que q'(Oz) é ancestral de q'(C=) em
B, in(Q'(C,)) ánJ«beZ(') e {n(q'(C=)) «beZ(z).

3 Agora que já sabemos em que cadeia de T o vértice z se encontra, vamos descobrir, neste
passo, os vértices ie © que são, respectivamente, o ancestral mais próximo de # em C, e
o ancestral mais próximo de 3/ em O;. Aqui, descreveremos apenas como determinar i. O
procedimento para determinar g é análogo.

Note que, se ánZabeZ(z) = ãnlabeZ(z), então z se encontra em C; e, desta forma, i= #.
Caso contrário, seja w o ancestral de # cujo pai é i. Como ié o ancestral mais próximo de
z (lue se encontra em C;, temos (lue ánZabeZ(w) # ánZabeZ(i) e, desta forma, m é o vértice
que se encontra no nível mais alto em sua cadeia. Logo, w = headjãnZabeZ(m)l. Assim,
tudo que precisamos fazer para determinar w e, desta forma, determinar i, é descobrir o
valor de ànZaóeZ(w). Observe que, para isto, basta que calculemos {., o índice do bit l mais
à direita em ánZabei(w), já que ãnZabeZ(w) é o número formado pelos J -- {. primeiros bits
de ãnZabeZ(r) seguidos por um bit l e i« bits 0. É exatamente isso que vamos fazer agora.
Seja {i o índice do bit l mais à direita em ãnZabeZ(i). Como m está na sub-árvore de T com
raiz em i sabemos que o intervalo de w está contido no intervalo de i e, portanto, {e > {..
Do mesmo modo, podemos concluir que para todo w' tal que w é ancestral de w', {. ? iw,
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onde {., é o índice do bit l mais à direita em ín/abeZ(w'). Logo, í. é o índice do bit l mais
à esquerda em ascendanti:(z), número formado pelos ie últimos bits de ascendant(gç).

4 Por fim, note que podemos determinar z facilmente a partir de ie g. Para isto, basta
observar que z é aquele, dentre estes dois vértices, que se encontra em um nível mais alto
em T. Esta observação segue do fato que, como ie g se encontram em uma mesma
cadeia em 7', um dos dois (o que está no nível mais alto) é ancestral do outro e, portanto,
é ancestral comum de # e 3/. Assim, pela maneira como definimos ie g, temos que se
Z.uel(i) > Ze-l(©) então ; = i e, caso contrário, ; = g.

A.3 Implementação em CWEB

A partir de agora, apresentaremos uma implementação do algoritmo que acabamos de descre
ver. A estrutura geral da implementação é dada abaixo.

< leader files of lca.c 222 >

< Global variables of lca.c 226 >

< Infernal functions of lca.c 227 >

< External functions of lca.c 225 >

221

Para representar vértices, arestas e a árvore de entrada, faremos uso das estruturas de dados
definidas no SGB. Para isto, vamos incluir o arquivo cabeçalho gb.graph.h que contém as
definições dessas estruturas

222 <Header files of lca.c 222 > =

#include "gb.graph.h''

Veja também blocos 224, 231 e 237

Este código é usado no bloco 221

O algoritmo para o cálculo do ancestral comum mais próximo será implementado através de
duas funções: lca.preprocessáng , responsável pelo pré-processamento da árvore de entrada, e
lca, a qual responde à consultas sobre o ancestral comum de quaisquer dois vértices da árvore
pré-processada. Aqui, vamos gerar um arquivo lca.h que servirá de interface para programas
que porventura queiram utilizar estas duas funções.

223 <lca.h 223> =

void Zca.preprocessáng(Vertex «);
Vertex*/c«(Vertex*u, Vertex*«);
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224 < leader files of lca.c 222 > +

#ínclude ''lca.h"

A função /ca preprocessáng recebe um ponteiro r para a raiz de uma árvore e preprocessa
esta árvore, associando a cada vértice u três rótulos inteiros: u-'leueZ , tr+ãnZaóeJ e u'ascendanf, os
quais são armazenados nos utiJifg/ .Pelas u, z e y do vértice, respectivamente. Além disso, também
é criada uma tabela auxiliar àead. Os rótulos e a tabela são como aqueles descritos no algoritmo
visto no bloco 4 e serão utilizados posteriormente pela função Zca , sempre que esta for chamada.

A árvore deve estar representada através de uma estrutura Graph. Além disso, cada um de
seus vértices, com exceção da raiz r, deve possuir um apontador para o arco leva ao seu pai na
árvore e tal apontador deve estar armazenado no ufilãfg/ .Pela u do vértice. No caso da raiz, o uZil ty
.Pela u deve armazenar um ponteiro para um arco que conduz a própria raiz. Aqui, renomearemos
este ufálifg/ .Reza, através de um define, para parent.erige. Assim, 7'-parent e = r e, se

u # r, u"'parenf. erige-fzp será um ponteiro para o pai de u na árvore. Por fim, para todo vértice
u, o arco u'parenf. erige não deve fazer paire da lista de adjacência de u na árvore.

#define parerzt erige u..A

#define ZeueZ u./

#define {n/aóeZ r..í

#define ascendanf 3/.-r

< External functions of lca.c 225 > =
void lca.preprocessãng(Vertex «)

{

225

< Compute the levei and the inlabel number of each vertex 228>
< Compete the ascendant number of each vertex and construct the Àead table 230 >

}

Veja também bloco 233

Este código é usado no bloco 221

226 < Global variables of lca.c 226 >
Vertex #+Aead ;
int maz {nZabel = O;

Este código é usado no bloco 221

Nos próximos blocos, freqüentemente precisaremos descobrir o índice do bit l mais significativo
de um número. A função abaixo recebe um inteiro z e calcula o índice do bit l mais à esquerda
(o bit mais significativo) na representação binária de z.
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227 < Infernal functions of lca.c 227 > =
static int msb(unsigned lona z)

registei unsigned long b;

register íloat /;

if (z = 0) return O;

.f at) z;

asm mov...%1 ,.%O\n\t''
"sarau.$Ox17,.%O\n\t"
''subuuu$Ox7F,u%O\n\t''

'';r"(b)
'':"(/)

return ((int) b);

{

\

J

Veja também blocos 229, 232 e 235

Este código é usado no bloco 221

Este bloco é responsável pelo preenchimento dos campos levei e ánÍaóel de cada vértice da
árvore. Na verdade, todo este trabalho é feito pela função Jaóel/ , a qual será descrita no próximo
bloco

( Compute the levei and the inlabel number of each vertex 228 > =
{

228

r-leve/ = --1;

l.ó.l-r («) ;

}

Este código é usado no bloco 225

A função labeZ/ recebe como argumento um vértice u de uma árvore e calcula, para todo vértice
w na sub-árvore com raiz em u, o valor de lu-/euel e to-inZabeZ.

#:define preorder Z/..r

#:define dize z./

< Infernal functions of lca.c 227 >

void laje/] (Vertex +u)

{

229
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Arc +al

Vertex #w;

int {, z;

static long p;
w :: u"'pare7zf. erige

u-leve! :: tu"'levei + l;

if (.« = u) p = 1;
u''preorder ;: p-n-;
u-sãze ;: 0;

for (a = «".ares; a; « = «.ne«f) {

z.ó./.r («, [àP);
u-dize +:: a' [ip

(u- sáze ) -n ;

, «o,de, - 1) © («".p«.rde,
á = msó(z);
«--ánJ.bel =((«'.p«'ie,+ «-'s{«
if (Pin/aóeJ > maz. {nlaóeZ) maz

}

+ «-si« - l);

1) » á) « á;

intabet :: v-inlabet\

}

Aqui é feito o cálculo do valor do rótulo ascendant de cada um dos vértices na árvore e, além
disso, a tabela ACádiO..maz.{nlaóeZ + ll é criada e preenchida. A maior parte desse serviço é
feita pela função /aóe/2 , a qual descreveremos logo adiante.

< Compute the ascendant number of each vertex and construct the Aead table 230 >
{

230

Arc #a;

head = (Vertex **) mande((maz.{nZaZ,eZ + 1) * sizeof(Vertex *));

7"ascerzdanZ ::: z-iniabeZ;

head j7'-'inlaóeZI = r;

for (a = «.«cs; a; a = «'nezl) /aóe/ («,üp);
}

Este código é usado no bloco 225

231 <Header files of lca.c 222>+
#include <stdli.b.h>
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A função /aóe/2 recebe um vértice u de uma árvore, da qual u não é raiz, e calcula o valor do
rótulo ancendant de todo vértice que se encontra na sub-árvore com raiz em u. Além disso, esta
função também preenche a tabela ãead como especificado no algoritmo descrito no bloco 4.

< Infernal functions of lca.c 227 > +=
voíd Zaóe/2 (Vertex *u)

{

232

Arc +a;

Vertex +w :: u''parenf erige-fãp;

if (u-inZaóel = to-'ánZaóe/) t-ascendanf = lu"'ascendanl;

else {

int z = u-in/aóe/;

«-.«c.«d«n' "-«ce«d-f + (z - (z & (z - l)));
àead lzl = u;

fo- (. ; a; " «.ne,t) Z.óeZ2(«'Ídp);
}

}

A função Zca recebe como argumentos dois vértices # e
como mais próximo de z e y. Para tanto, tal árvore deve
através de uma chamada à função /ca.preprocessing .

<External functions of lca.c 225 > +=
Vertex*/c.(Vertex*a,Ve-tex*y)

int /ca nlaóel, j;

if («.inlaóeZ = y' nlabeZ) return ((«'leve/ < g"le«J
l Find /ca óe!, the inlabel number of the lca of r
IFind and return the lca of z and y 236>

{

g/ de uma árvore e devolve o ancestral
ter sido pré-processada anteriormente

233

}

) ? « : y);
and y 234>

O trecho de código abaixo calcula o valor do rótulo {nlaóel do ancestral comum mais próximo
de z e y. Para isto, ele conta com o auxílio da função cüf. Jca , a qual será apresentada no próximo
bloco. Note que este trecho de código nada mais é do que uma implementação dos passos l e 2
do algoritmo visto no bloco 5.

< Find /ca. {n/aóe!, the inlabel number of the lca of z and y 234 > =

int b = cót. /ca («-inlaóe! , g-Ínlaóe/);
{

234
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int { = msó (Z, -- (b & (b -- l)));
int common = («".a«end-t) & (y"'«cendanf);
int coram- { = (««.m- » í) « á;

j (c.mm- c.mm-.{ & (c.m«.-
lc. án/.óel ((«".inlaZ,el) » (.j + l)) «K (.j + l)) + (l «K .j);

}

Este código é usado no bloco 233

z == IZ;

A função cóf./ca recebe dois inteiros z e y tais que z = {n(u), y ãn(u) e u e u são vértices
de uma árvore binária completa. A partir de z e 3/, esta função calcula e devolve {n(z), onde z é
o ancestral comum mais próximo de u e u na árvore. Note que esta função é uma implementação
do algoritmo .4CJt4P-BC visto no bloco 2.

< Infernal functions of lca.c 227 > +=
int cót lca(ínt z, int 3/)

{

235

int í, .j, k;

á m;ó(n - (r& (z l)));
.j (z/ (v& (p l)));
k = (({ > .j) ? á : .j) + l;

if ((z » k) # (3/ » k)) {

k = msb (z © y);

return((z»(k+ l)) «K(k + 1))+(1« k);

esse return (({ 2 .j) ? z : 3/);

}

}

Por fim, aqui é calculado o ancestral comum mais próximo de z e g na árvore. O trecho de
código abaixo é uma implementação dos passos 3 e 4 do algoritmo descrito no bloco 5.

236 <Find and return the lca of r and y 236 > =

{

Vertex +z. , +y. , 'kw;

int ! = msó(INT.MAX);
int i m. inZaóe/;

if (r'in/anel = lca. {nlaóeZ)

esse {

/+ index of the leftmost bit of an int variable +/
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í (((unsigned)(z-«cendaní
w.i«/.beZ = ((pá«J.óel » ({ w + l))
w = head lw. in/aóe/l;

:: w-parent. erigeZ

+ l - .j))) » (/ + l - .j));
w +l))+(l«K{.w);

if (]/'-inlabel = {ca be/) 3f

else {
i. m = msó(((unsigned)(Fascendanl
:« be{ = ((y-{«Z«óei » (i.w + l))
w = àead lw

-- lo'' parent e- tip;

}

y

«K (z

«(i.
.j + i») » (z - .j + i));

.« + l)) + (l «K i.w);

return((«.-l« l$ g/ -/«e!)?«:y
}

);

}

Este código é usado no bloco 233

237<Header files of lca.c 222>+=
#include <limits .h>



Apêndice B

Função maám do programa

Vamos apresentar aqui a função maia do programa que será responsável por executar, sobre a
entrada, as funções correspondentes a cada implementação. Ao final de sua execução, o programa
exibirá, para cada implementação, M arestas da Horesta de Steiner construída, juntamente com
um valor que limita superiormente a razão entre o custo desta floresta e o custo de uma solução
ótima do problema.

( The main program 238> =

int m«{n(int aryc,char*«yull)
{

238

< Local vaiiables of function maia 241 >

< Process the comand lhe 239 >

< Initialize the field /rom of each arc 247>

< Allocate the extra fields of the arca 248>
< Find a Steiner forest 254 >

( Show the results 258>

return 0;
}

Este código é usado no bloco l

Basicamente, há duas formas de executar o programa. Uma delas é digitando o nome do
programa ("sf") seguido pelo nome do arquivo que contém a especificação do grifo de entrada e
dos conjuntos de terminais neste grato (a qual deve seguir um formato que descreveremos mais
a diante). Eis um exemplo de como executar o programa desta forma:

sf nome.do.arquivo.de.entrada
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A segunda forma é utilizando a opção "-sgb". Esta opção permite que o usuário especifique o

grafo de entrada através de um arquivo contendo a descrição de um grifo do SGB, isto é, através
de um arquivo gerado pela função sabe g7apA do módulo GB do SGB. Neste caso, para
executar o programa o usuário deve digitar algo semelhante ao seguinte, na linha de comando:

sf -sgb nome.do.arquivo.sgb nome.do.arquivo.de.entrada

onde nome.do.arquivo.de.entrada é o nome de um arquivo que contém a especificação dos
conjuntos de terminais do grafo descrito no arquivo nome.do.arquivo.sgb.

É possível ainda especificar a implementação que o usuário desde aplicar sobre a entrada.
Para aplicar apenas a implementação sugerida por Goemans e Wiliamson, basta acrescentar
"-gw" após o nome do arquivo ou dos arquivos que compõem a entrada. Da mesma forma, se
o usuário deseja aplicar apenas a implementação proposta por Cole et al., ele deve acrescentar
"-chip" a linha de comando (exatamente como no caso anterior) e, em seguida, fornecer o valor
do parâmetro h tomado por esta implementação (um inteiro maior ou igual a 1). Caso nenhuma
dessas opções tenham sido especificadas, o programa irá aplicar cada uma das implementações
sobre a entrada.

Como já mencionamos, ao final de sua execução, o programa irá exibir, para cada imple-

mentação aplicada sobre a enteada, uma lista das arestas que fazem parte da floresta de Steiner
construída, juntamente com o custo desta floresta e um limitante superior para a lazão entre
este custo e o custo de uma floresta de Steiner ótima. Se o usuário já tiver conhecimento prévio
do custo de uma floresta de Steiner ótima, é possível informa-lo ao programa através da opção

"-opt". Para isto, deve-se digitar "-opt cost", onde "cose" é o custo de uma floresta de Steiner
ótima, após o nome do arquivo ou dos arquivos que fazem parte da entrada do programa.

< Process the comand lhe 239> =

{

239

FILE #.P/e;

int nazi. ary;
if (aryc < 2) < Print a help message and exit 240>

if(=sí«mp(«ry«]l], ''-;gb")) {

if (aryc < 4) sprint a help message and exit 240>
if(-,(g«pÀ «.'"' A(.ry«l21))) {

/pMnt/(sfderr, ''cannoturestoreugraphuinuf ileu%s . \n" , aryu ]2]);

.«{f (1) ;

if (=(.ple = /open(aryul31, "r"))) {

/pMnt/(szderr, "cannotuopenufileu%s . \n", aryu l31);

}
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.«íf (1) ;

l Read the terminal sets from the file; exit if unsuccessful 2s2 >
rzert

}

else {

if (=(.#Z. = /ope«(ary« ltl, "r''))) {

/printJ (stderr , ''cannot.openuf ileu%s . \n" , aryu jll);

e«if (1) ;

}

<'lty to crente a graph from the file; exit if unsuccessful 244 >
zzert. ary :: 2;

}

fclos. ($1e ) ;
OPt = --1;

show edges :; 0;

ámp :; ALL;

random = O;

while (aryc -- 1 2 self. ary) {
if (--sfrcmp(aryulnezf. aryl, ''-gw")) {mp = GW;
else {

if (n.(«mp('ry« in.«t. .ryl, '' chip") A «ryc

ámp :: CHLP;

k fo (.ry« l-H-"«t. .ryl);
if (k < 1) {

/pMng(sfderr, '' \nulnvaliduvalueu:foruparameter\n'');
e«it (1) ;

}

1 2 ne«t. .ry + l)
{

else {

if (=sfrcmp(aryujnezf. aryl, "-klein'' )) imp = KLEIN;

esse {

if(-.st««,p(ary«jne«t. «ryl, "-gW'')) {

{mP = GGW;

if (ary. - 1 2 ««t
if (n.t,«mp('ry« jne.f. «ry + il, "-r")) {

random :: l;

}

nezt. ary ++ ;
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}

}

}

}

}

}

else {

íf (nsfrcmp(aryujnezt aryl, "-opt") A aryc 1 2 ne:rf.
opf = atou(aryu l-+ned aryl);

else {

if (-,sf,«mp(.ry« jne«f. «ryl, "-e'')) .A.««. erige. = 1;

else {
if(=sf«mp(ary«jne«f. «ryl, "-t'')) tesa

else sprint a help message and exit 240>

ary + l)

}

}

}

nezt

}

}

Este código é usado no bloco 238

Se o usuário digitar algo errado na linha de comando, será exibida uma mensagem explicando
brevemente a forma correra de se executar o programa.

sprint a help message and exit 240> =

/print/(sfderr, "\nusfu]-sgbufi]ename.gb] ufilename " "uE-gwu lu-chlpuku lu- \

k[einu [u-ggwu ]u-optucost] \n\n");
.zÍt (1) ;

{

}

240

Este código é usado no bloco 239

Se não ocorrerem erros, após o processamento da linha de comando do programa, o valor
guardado na variável ímp irá indicar qual ou quais das implementações deverão ser aplicadas
sobre a entrada. Caso este valor seja igual a CHLP, então a variável k estará guardando o valor
correspondente ao parâmetro tomado pela implementação de Cole et al. Vale a pena mencionar
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também que a variável opf será usada para guardar o custo de uma floresta de Steiner ótima,
sempre que este custo for informado pelo usuário.

241 <Local variables of function maia 241 > =

enum {

ALL,GW,CHLP,KLEIN,GGW

int k = 1, show.edges, tesa = 0, Tardam;
long opt;

Veja também blocos 243, 249, 253 e 256

Este código é usado no bloco 238

Para representar vértices, arestas e grifos faremos uso das estruturas de dados definidas no
SGB. Desta forma, devemos incluir o arquivo cabeçalho gb.graph .h, o qual contém as definições
dessas estruturas e o protótipo das funções utilizadas para cria-las. Além disso, vamos incluir
também o arquivo gb.save .h, o qual contém o protótipo da função resfore.graça, usada para
restaurar o grafo descrito no arquivo de entrada quando a opção -sgb estiver presente na linha
de comando.

< Header files of sf . c 2 > +=
#include <stdio .h>

#include <stdlib. h>

#include <string. h>

#include "gb.save .h"

242

Vamos declarar aqui mais uma das variáveis locais da função maán que foi usada acima:
graça. Se não ocorrer nenhum erro durante o processamento da linha de comando ou leitura
dos arquivos de entrada, esta variável guardará um apontador para a estrutura que representa o
grifo da entrada.

243 <Local variables of function mUaR 241 > +=
Graph +grapã;

Para fornecer a especificação do grifo de entrada através de um arquivo, o usuário deve seguir
as seguintes convenções. Na primeira linha, deve-se informar, o número n de vértices do grafo
e, nas n linhas seguintes, digitar o rótulo ou nome (com no máximo 30 caracteres) de cada um
dos vértices, um vértice por linha. Na linha seguinte, vem o número m de arestas do grafo; nas
próximas m linhas do arquivo, o usuário deve digitar, para cada aresta uu, as posições (entre 0 e
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n -- 1) em que os vértices de rótulo u e u aparecem na lista dos vértices no arquivo e, em seguida,
o custo da aresta. Cada uma dessas m linhas deve corresponder a definição de uma, e somente
uma, aresta.

Os conjuntos de terminais do grifo devem ser especificados no arquivo de entrada do seguinte
modo. Inicialmente, é necessário fornecer o número t de conjuntos de terminais no grato. As
próximas t linhas do arquivo devem informar os vértices que fazem parte de cada um dos conjuntos
de terminais, sendo que cada linha deve corresponder a um, e somente um, conjunto. Se a opção
-sgb estiver presente na linha de comando, cada vértice deverá ser especificado através de seu
índice no vetor de vértices do grifo descrito no arquivo de entrada; caso contrário, os vértices
deverão ser informados através de números inteiros (a partir de 0) correspondendo a ordem em
que foram listados no arquivo de entrada.

Eis um exemplo de um arquivo de entrada satisfazendo as convenções acima

5

A
B

C

D

E

7

0

2

3

2

0

l
4

2

0

l

l
3

4

0

4

3

l

3

4

15
12

18

24
30

28

32

O grato especificado neste exemplo contém cinco vértices, sete arestas e dois conjuntos de
terminais. Os vértices são .4, .B, C, Z) e E; as arestas são Ía, B) (custo 15), ra, D; (custo 12),
rO, E2 (custo 18), rC, 4; (custo 24), r], E) (custo 30), rO, B) (custo 28) e rE, BJ (custo 32);

por fim, os conjuntos de terminais são r.4, Z); e rB, E,;.

O trecho de código abaixo é responsável pela criação do grifo especificado no arquivo de
entrada.
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244 (TFy to crente a graph from the file; exit if unsuccessful 244 > =
{

long num. uertices;

if (-./scan/ (.P/e , "u%].d" , &num. uerfices )) {

/phnt/(sfdem' , ''Cannotureadutheunumberuofuvertices . \n");
e«áf(1) ;

if(-.(g«pA gó g«pA(n«m.«,lic«))) {

/pànf/ (sfderr, "Cannotucreateuaugraphuwithu%lduvert ices . \n'' , num.
.,{f (1) ;

}

«,Íác« ) ;

< Read the vertices from the file; exit if unsuccessful 24s >
< Read the edges from the file; exit if unsuccessful 240 >
< Read the terminal sets from the file; exit if unsuccessful 252 >

}

}

Este código é usado no bloco 239

245 < Read the vertices from the file; exit if unsuccessful 245 > =
{

Vertex +u;

char rzame 1301;

for (« = g«pA-«,f,"'; " < g«pA-«,Éi". + g«pA-n; «#-) {

if(--/sc.n/(.ple, "-} s", -m')) {

/phn!/(sfdem' , "Thereuareulessuthanu%lduverti.cesui.n.f ileu%s
(«ryc = 4) ? .ry« l31 : «ry« l21);

.«ít(1) ;

""'-me = gó « sZM«g(n.me);
}

\n'',grapà

}

}

Este código é usado no bloco 244

246 <Read the edges from the file; exit if unsuccessful 246>

lona num. edges, ã;
{
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if (-./sc«n/ (./ae , "u} Id" , &n«m
/printy(sfden' , "Cannotureadutheunumberuofuedges . \n'');
ezáf (1) ;

fo- ({ n«m. edg«; á-n) {

long p, q, Z;
if ("-./b««/ (./iZe , ".,} Id.%ld.} Id" , &p, &q, &Z)) {

.bhnf/(stden',."Erroruinudefinitionuofuedgeu%ld. \n'', i+ l);
.,{t (1) ;

gó. ne««. .dg. (g«pA-«,fá"' + p, g«pA-«,[i". + q, Z);

}

}

}

}

Estecódigo é usado no bloco 244

Nas implementações que iremos descrever, será necessário ter acesso, de maneira rápida, aos
extremos de uma dada aresta. E importante ressaltar que, no SGB, cada aresta uu é representada
através dos arcos uu e uu. Como a estrutura que representa um arco contém apenas um apontador
para o vértice de destino (ou seja, o vértice para o qual o arco aponta), será preciso pré-processar
o grafo, inicializando, para cada arco, o campo /rom que contém um apontador para o vértice de
origem do arco.

l Initialize the field /rom of each arc 247>
{

247

Vertex #u;

for (« = g«pA-«,f:"'; " < g«ph-«,íi"; + g«pà-n; «-n) {

Arc +a;

for (a = «-.m;; a; " = «'«e«f) «'/r.«.
}

}

Este código é usado no bloco 238

248 (Allocate the extra fields of the arcs 248>

if (=(a/ = maJ/oc(graça-m * sizeof(ExtraFields))))
phnfy ("\nuOverflow\n") ;

e«it(1) ;

{

{
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l Initialize the extra fields of the arcs 2SO >
}

}

Este código é usado no bloco 238

249 < Local variables of function maán 241 > +
ExtraFields +a/;

25o < Initialize the extra fields of the ares 2S0 > =
{

int d = O;

Vertex +u;

for (« = g«pã-«,f:"'; " < g«Pà-«,zi"' + g«PÀ-n; «-n) {

Arc +a;

for (« = «"'«c'; a; a = «,n«f) «'a$'Jds = (cear *)(a/ + ã-n);
}

}

Este código é usado nos blocos 248 e 254

251 < Allocate the extra ílelds of the vertices 251 > =
{

int í = O;

Vertex +t/l

ExtraFields +e/;

if (n(e/ = ma11oc(grapá-n + sizeof(ExtraFields)))) {

pünf/ ( "\n.Overflow\n '') ;

e«{f (1) ;

for (u = grapÀ-uerfãces; u < graça-uert ces + grau/ê

«-.ü$.Zds = (char *)(e/ + í-+);

}

}

Este código é usado no bloco 254
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A leitura da especificação dos conjuntos de terminais e a criação das estrutura que os represen-
tam são feitas no trecho de código abaixo. Tais estruturas serão guardadas no vetor terra seis eo
número de elementos deste vetor será armazenado no campo num ts da estrutura que representa

o grifo da entrada. Faremos com que o campo id de cada conjunto de terminais corresponda ao
seu índice no vetar ferra sets. Além disso, para cada vértice t/ do grifo, u"termsef àd guardará
o identificador do conjunto de terminais do qual o vértice faz parte (o valor deste campo será
igual a --l para os vértices que não pertencem aos conjuntos de terminais do grifo)

< Read the terminal sets from the file; exit if unsuccessful 2S2 > =
{

252

int {;

Vertex +u;

if (--/s«n/ (./iZ. , "u%ld" , &(g«pA-n«m. fs ))) {

/phn[/(sfderr , "Cannot.readutheunumberuofutermi.na]..sets . \n");
e,{f(1) ;

gele (./i/e ) ;

for (« = g«pÀ-«,f:"'; " < g«pA-«,tÍ"' + g«pA-n; «+-) «-Ée,msef
'"m sets = (Te-mSet *) m«i/«((g«pA-num fs) * sizeof(Te-mSet));
for (á = 0; ã < g«pà-n«m

TermSet ts = ferra

char c;
int n = 0;

fs-ád = i;

do c=getc(.ple); whíle (c= 'u');
while (c # EOF A c # '\n') {

int u;
-g.fc (c, ./i/e ) ;
if (/sca«/(.ple, "%d", &'.,) A u ? 0 A u < gr.pA-n) {

(graph z/er(ices + u»lermsef. id = [s-id;
n -H- ;

}

1;

else {

J»Mnf/(stde7'r, ''lnvaliduvalueuforutheuelementuZduofuterminal-usetu%d . " ,
n + l,{+l);

.«ít (1) ;

}

do c= gele(./tle); while (c= 'u');
}

}
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if (n = 0) {
J»hnly(sldem' , "Thereuareulessuthanu%lduterminalusetsuinufileu%s . \n" ,

g«PÀ--«.. ts, («ryC = 4) ? .ry« l3j : 'ry« lil);

edil (1) ;

fs--num z/edáces = n;

*.--"-ected = ((n = 1) ? 1 : O);

}

}

}

Este código é usado nos blocos 239 e 244

253 < Local variables of function rrzain 241 > +
TermSet +ierm seis;

254 < Find a Steiner forest 254 > =
{

int á;

long nÉ = grupo-n;

Vertex +u;

TermSet +ls ;

if (grapÀ-id) .brinl/ (sldoz.[ , "\nName ; u%s '' , graça-ád);
/print/(sfdouí , " \nnumberuofuvertice s : u%ld" , graça
.brio!/(sfdouf , "\nnumberuofuedges : u%].d" ,(grupo
/prin!/(sfdout, "\nnumberuofuterminaluset s : u%ld\n\n" , grapÀ-rzum. fs) ;

switch (ímp) {

case GW: /pMnl/(sfdouf, "'K++++.GoemansuanduWilliamson.+++++\n'');
sfa,t
sj = sf. gw tgraph , terra. sets )\

.«d l«ko;
break;

case CHLP:

.»hnf/(sldouf , '' 'K++'k'KuCole , uHariharan , uLewensteinuanduPoratu'k+ +++\n");
for (á = 1; ã < k; í-H) {

if (LONG.MAX/nÊ < g«pà-n) {

/phrzf/(sZderr , "\nToouhighuvalueuforuparameter . u");
break;

}
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nk :; nk graph+n\

for (« = g«pA-«,f:"'; " < g«pà-«,fi"' + g«pÀ-n; «-+) {

Arc +a;

}

for (. = «-,«c.; '; " = «.n.«f)
if (LONG.MAX/nÊ < «.Jen) {

if (LONG.MAX/nk 2 graPh-n)
/pMn#(sÍderr, '' \nToouhighuvalueufor.parameter . \n\n");

esse .»,int/(.fde«, ''\«\«'');

.«{t (1) ;

if ({ < k) /pdní/(sZderr , "Using.ku:u%d. \n" , á);

sf.d Zocko;
sj chip Çg"ph.t"m.*ts,kà\
.«d Jo.ko;
break;

case KLEIN: < Allocate the extra fields of the vertices 2SI >
/phnf/(stdouf, ''*****.Kleinu*****\n '');

st«t = .look o;

sf -- sj klein(.graph, term.sets)\
e«d l«Êo;
break;

case GGW: /pón(/'(sldouf, ''+++++.Gabou ,uGoemansuanduWilliamsonu'k## 'k+\n");
sf«t
sf = s.f. ggw (.graph , term sets , Tardam );

e«d J«Ê( );

break;
case ALL: jphn{/'(sZdout , "'p'K'k'p+uGoemansuanduWilliamsonu+'K'K++\n'');

st«t
sf -- sj gw tgraph . terra.sets ).

.«d J«k( );

< Show the resulta 258>

for (fs = t«m...[.; fs < fe««.«t. + g«PA-nwm ts-n) f.-co-ecZ.d = 0;

< Initialize the extra fields of the arcs 250 >
fpüntf Çstdout .

"'k#'k'p'ku'' ''Co]e ,uHariharan,uLewensteinuanduPoratuEku=u%d] " "u'k \n" , k);
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.t«t
sj chip(.graDE , tev"rn sets,k);
.«d z«Êo;
< Show the results 258>

for (f. = fe,m...ls; t. < fe«n.s.t' + g«pA--«..f.; fs-H-) f.-«nne.led = 0;

< Initialize the extra fields of the arcs 250 >
/phrzf/(stdout , ''+++++.Gabow, uGoemansuanduWilliamsonu#++++\n");
sfa,t = .Z«Êo;
sf - sf gg'w Çgraph . terra. sets . Fundam )\

.«d - .{«ko;
< Show the resulta 258>

for (t. = te,«. ; Zs < ["m."f' + g«pA--m t'; ['-w) fs-c-necfed
< Initialize the extra fields of the arcs 250 >

< Allocate the extra fields of the vertices 251 >
/phnl/(sfdottf , '' I'++++.Kleinu'k++++\n");
.ta,t

sf kle n(.graph,terra sets)\
.«d /«Éo;
break;

}

}

Este código é usado no bloco 238

255 <Header files of sf.c 2> +=
#include <time .h>

#include <limi.ts. h>

256 <Local variables of function maÍn 241 > +=

SteínerForest +s/;
clock.t sfarf, end;

257 <Global variables of sf .c 257> =
int err;

Este código é usado no bloco l
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O trecho de código abaixo é responsável por imprimir as arestas da floresta de Steiner s/
contruída por uma das implementações, informando, além disso, a razão de aproximação desta
floresta com relação a solução ótima.

< Show the results 2S8 > =

Arc #a;

double r;

if (;À..«. edg«) {

/prirzt/(s(douf , " \nEdges : \n")l
for (a es; a; « e«f. .dg.)

/pràn&/'(stdout , "(%s, u%s) \n", &'/rom-narre , «,fÍp--narre);

{
258

if (opí = --1) r = ((double) s/-cosa)/(s/-dua!
esse r = ((double) s/-cosa)/opf;
/prinfy(s[daut, "\nCost : u%]du]<:u% . 4fuopt] \n'' , sf-cosa, r);

/prinf/(sfdouf, "\nTime : u% . 3:fs\n\n'',((double)(end -- slarf))/CLOCKS.PER.SEC);
if (t«t) {

if(--.ísSfeine,Fo«st(s/ , g«ph , te,m. .et.))
prirzt/("#uSomethingubaduhasuocurred . . . \n\n");

esse .l

if(ná.Mina«..Z(s/ , g«ph , te,«.. «fs))
prirzl/("#uSomethingubaduhasuocurred . . . \n\n");

esse phnt/("#ult 'sueverithi.ngual-luright! \n\n'');

}

}

}

}

Este código é usado nos blocos 238 e 254

259 #define maré a..r
#:define nea;f. alem w.V

#define(á)((g-«rti«. + í»z.}')

< Auxiliary functions 20> +=

int {sSfeinerForesf(SteinerForest +s/ , Graph #g, TermSet #term

{

sets)

Arc +a;

Vertex +u;
TermSet +ts



Função maãn do programa 173

int {;

for (a = s/-'dg«,{ = 0; a; a = «'«'«t 'dg.,{-K) .J}«m ({) = «-/r.m;
for (u = g'uedzces; u < g'uerÉíces + g'n; u-n-) {

u-uisêt = 0;

fo- (. ; .; « «'n.«t) « m«k

for (a = s/-edges,i= 0; a; a = «'n.zf erige,ã-n) {

Arc*«. =(.Po«.({) < «'fãp)?a+ 1: a-- l;

a-maTA ;: a ark = 1;

} /# os terminais estão todos conectados? +/
for (fs :: [crM seis; fs < terra.seis +g'num.ts; fs-n-) {

Vertex +àead, la l;

u = ts uerfÍces ;

u-uásit :: l;

u-nezí falem = A;

head :: mail -- ul

while (Aead) {

Vertex u = Aead;

for (« = «'«c.; "; ' = «.n«f) {

Vertex +w = wfip;

if (=a,maré V w'uisáf) continue;
ta-uis{( = 1;

tu-nezf falem = A;

la / nezf falem :: w;

taãl = w;

}

head = head-nest. falem ;

}

for (u = fs-uedáces; t;; u = u-nezt rminaZ)
if (=«".«á'if) {

#ifaef VERBOSE

pNnf/(" -- - - ->.Thereuareudisconnecteduterminalusets\n") ;

#endif /+ reestabelecendo o valor do campo from dos arcos +/
for (« = g-«,fi"'; " < g-«,fá"' + g'-'n; «-+) {

Arc +a;

for (' = «"'«cs; '; ' = «'«e.t) «'/r.«. = «;

}

}



174

return O;

for (« = g-«,tá"'; " < g-«,lá"' + g"'n; «+-F) «-«{.át =

} /+ as arestas em sf são arestas de uma floresta? +/

#ifdef DEFEIT02

«.«Ê.4 ilEdges (g) ;

#endif
for (u = g'uerfáces; u < g'uerfáces + g'n; u-n-) v-uisit

for (« = g-«Úc"; " < g-«,ti"' + g"'n; «-n) {

Vertex #Aead, #taál;

if («,uisáf) continue;
u-uisÍt :: l;

u-nezl e/em = A;

head = tais -- ul

while (àead) {

Vertex u = Àead;

int n = 0;

for (. = «,«c.; '; " = «.ne«f) {

Vertex +w :: a' Éãp;

if (=«.m«k) continue;
if («.«á.it) {

n-H-

continue;

ta-uÍsil ::; l;

zp-nezt elerrz = A;

fa / nezf eiern = w;

laia := w;

}

}

}

}

0;

if (n 2 2) {
#ifdef VERBOSE

phnt/("----->.Thereui suaucycleuinusf! \n");
#endif /# reestabelecendo o valor do campo from dos arcos

for (u :: g'uerlices; u < g'ueríÍces +g'nl u++) {

Arc #a;

for (. = «'«c;; a; " «.n..[) w/r.m = «;

return 0;

*/
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head = head

} /+ reestabelecendo o valor do campo from dos arcos +/
for (u = g'«,fic"; " < fuertÍces + Fn; u-n) {

Arc +al

for (. = «-'«c.; a; a = « n.«f) «.»'.m = «;

return l;

}

}

}

}

260 <Auxiliary functions 20> += /+ teste de minimalidade +/

int {sÀ/animal(SteinerForest +s/ , Graph +graph, TermSet

int {, .j, lzum. edges;

Arc #a, #+edges;

prinl/( "u(TesteudeuMin i.validade) \n\n'') ;

num. edges :: 0;

for (. - s/-.dg«; a; « = «,«.«f ) -m.edg«-K;
#ifaef VERBOSE

pránt/("\nnum.edgesu=u%d\n\n'' , num edges);

#endif
edg« = m'/!oc(num. edges * sizeof(Arc *));

for (á = 0,a = sf edges; a; ãw-,a = a-Regi.erige) edgesjál

do {

.7 -n" ;

sf- edges = h\

fo- (á

edges jáFnezt. erige = s/ edges;

s/-edges = edges lãl;

{

+ fervrz sets)

a;

for (i = .j + 1; { < num.edges; {w-) {

edges ját-'nazi = s/-edges;

s/-edges = edgesl l;

}

lJ

#ifdef VERBOSE

Phn!/ ( "%d : u '' , .j ) ;
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#endif
if (á.Sf.án«Fo«.f (sj , g«pA, f.'m

Pee (edg« ) \
return O;

sets)) {

}

} while (.j < num. edges

#'« (edg«) ;

return l;

1);

}
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Lista de Refinamentos

< Allocate memory to other variables 118, 157> Usado no bloco 109
< Allocate space for (:2 bicategories 109 > Usado no bloco 96.

< Allocate the extra fields of the arcs 248 > Usado no bloco 238.

( Allocate the extra fields of the vertices 251 > Usado no bloco 254
<Assign a direction to each edge of g and initialize the fields of arcs and vertices 101 > Usado no

bloco 96

< Assign each arc to one of its two endpoints 114 > Usado no bloco 96
< Assign one category to each vertex of g and make some initializations i74 > Usado no bloco 167
(Assign a to u 122 > Usado no bloco 114

<Assign a to w 124> Usado no bloco 114

<Auxiliary functions 20, 27, 29, 51, 59, 64, 65, 69, 84, 91, 176, 180, 181, 184, 185, 202, 204, 211, 259, 260>
Usado no bloco l

< Change the assignment of the arcs incident to z or y if necessary 159 > Usado no bloco 145
<Change the bicategory of each arc in the ezfra in lisa of u 137> Usado no bloco 130.

<Change the bicategory of each arc in the entra ouf list of u 142 > Usado no bloco 130
< Chance the bicategory of the arcs assigned to u i3i > Usado no bloco 130.

( Chance the endpoint which b is assigned to 160 > Usado no bloco 159

< Choose an adequate element z to partitioning a 67 > Usado no bloco 65.
( Choose the awake edges incident to the new component 85 > Usado no bloco 79.
< Clear the positions of the vector min. cosa. arc 147 > Usado no bloco 145.
<Compute the ascendant number of each vertex and construct the àead table 230> Usado no

bloco 225

< Compute the levei and the inlabel number of each vertex 228> Usado no bloco 225.
<Concatenate the lisas Cl-uertices and C2 rfices 36> Usado nos blocos 35 e 79.

< Construct the list of terminais of each terminal set 214 > Usado no bloco 213
< Construct the list Cbedges 24 > Usado no bloco 25
< Crente a double linked lisa of edges incident in C; 55 > Usado no bloco 53
< Crente a heap that contains the incident edges of each component 25 > Usado no bloco lO
<Create a spanning forest s/ with no edges 13> Usado no bloco lO.
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<Create an edge heap for each component 194> Usado no bloco 192
< Create the inicial spanning forest 192 > Usado no bloco 187
< Data structures of bicas . c 106, 108 > Usado no bloco 95

<Data structures of sf .c 4, 6, 11, 46, 47, 183, 186 > Citado no bloco 4. Usado no bloco l.

<Delete all awake edges incident to CI or C2 from their packets and from Z) 81 > Usado no
bloco 79.

< Delete from their packets and from Z) the edges in r-paGÃ;ef 83 > Usado no bloco 81
(Delete from edges the edges in Cl+edges 41 > Usado no bloco 40.

<Delete a from the lisas Cl+edges and C2-,edges 80> Usado no bloco 79
< Determine the necessary edges with the aid of the ocas 217> Usado no bloco 2ii.
(Discard all uu-arca, knowing that this arcs are assigned to t/ 150> Usado nos blocos 149 e 152
<Discard all zg/-arcs from the graph 149> Usado no bloco 145
<Discard all 3/z-arcs from the graph 152> Usado no bloco 145

<Discard from sf unnecessary edges and return the resulting Steiner forest 208> Usado no
bloco 187.

<Discard parallel arcs in the entra in lisa of U 134> 1.Jsado nos blocos 130 e 145.

<Do the same for C2+edges and merge the lisas Cl+edges and C2+edges 42> Usado no bloco 40
<Do the some for C2+edges and merge Cl+edges and C2+edges 88> Usado no bloco 85.
< Drop out unnecessary edges from sf and return a minimal Steiner forest 43 > Usado no bloco io
< Edge selection auxiliary functions 66, 68, 70 > Usado no bloco 65

< External functions of bicat . c 96, 99, 126, 127, 130, 145, 164 > Citado nos blocos 95 e 97.
bloco 95

< Externas functions of lca.c 225, 233 > Usado no bloco 221

< Find a Steiner forest 254 > Usado no bloco 238

< Find and return the lca of z and y 236 > Usado no bloco 233

<Find and return a minimal Steiner forest 92> Usado no bloco 45
<Find and return a subgraph of s/ that is a minimal Steiner forest 177> Usado no b]oco ]õ7.
< Find the lca of each terminal set 213> Usado no bloco 21i

< Find /ca. {nlaóel, the inlabel number of the lca of r and y 234 > Usado no bloco 233

<For each bicategory b, create the heaps H (u,Z)) and -ll+(u,b) 117> Usado no bloco 114
<For each bicategory 1?, reinsert in ,llr(B) the heaps in H. oul.r 161 > Usado no bloco 159.

( For each bicategory b, join the heaps of aç and Z/ in b iS3 > Usado no bloco i45
< F'or each edge a in g split a in two preces 191 > Usado no bloco 187.
< For each vertex o in some active component, do d(u) += {nc 34 > Usado nos blocos 30 e 76.
<For each u and each b insere H'(u,b) and n+(o, b) in H(b) 125 > Usado no bloco i14
< li\ee the memory allocated by llf.. cÀZp 209 > Usado no bloco 208
(Free the memory allocated by s/:ggw 93> Usado no bloco 92

( Free the memory allocated by :sl/:gw 44 > Usado no bloco 43.

Usado no
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( Free the memory allocated by 61/l. Êlein 178 ) Usado no bloco 177.
< Free the memory allocated to the old structures 90 > Usado no bloco 89
< Free the node pointed to by z 82 > Usado nos blocos 81 e 90

<Global variables of bicat . c 100, 103, 110, 115, 119, 128, 136, 158> Usado no bloco 95

< Global variables of sf . c 257> Usado no bloco l.

< Global variables of lca.c 226 > Usado no bloco 221.

< leader files of bicas . c 98, 107, 112, 116, 123> Usado no bloco 95

< Header files of sf . c 2, 8, 9, 28, 50, 166, 182, 216, 242, 255 > Citado nos blocos 2 e 9.

< leader files of lca.c 222, 224, 231, 237 > Usado no bloco 221

< Include an edge in the forest while there is some active component 76 > Usado no bloco 45
<lnclude an edge prece in the forest while there is some active component 196> Usado no

bloco 187

< Include each vertex of V in U and set active to the new skate of U 201 > Usado no bloco 200
< Include a in the forest s/ 33 > Usado nos blocos 30, 76 e 167.

<lnclude uu in the spanning forest s/ 198> Usado no bloco 196
< Initializations 172 > Usado no bloco 174

< Initialize some auxiliary variables i04 > Usado no bloco 101.

< Initialize some fields of the component (;' of u 16 > Usado nos blocos 13 e 53.
< Initialize the extra fields of the arcs 250 > Usado nos blocos 248 e 254

< Initialize the field /rom of each arc 247 > Usado no bloco 238

< Initialize the fields of the component (; of u 53 > Usado no bloco 52

<lnitialize the lisas ezZra'(u) and eslra+(u) 105 > Usam. - bloco 101.

< Initialize the packets of each component 57 > Usado nos blocos 45 e 89
<lnitialize the structures corresponding to the componente of the initial forest 52> Usado no

bloco 45.

( Initialíze d(u) for each vertex u of the graph 18 > Usado nos blocos 10 e 45
< Insere. (7'gr.Faca;et in the lisa CLpacÊels 75 > Usado no bloco 71.

<lnternal functions of bicat .c 111, 113, 120, 121, 155, 162> Usado no bloco 95

< Internam functions of lca.c 227, 229, 232, 235 > (Jsado no bloco 221

<Join the componente CI and C2 79> Usado no bloco 76.

< Join the heaps H+(aç, B) and n+(y, B) 154 > Usado no bloco 153.

<Join the heaps .lJ' (aç, B) and H'(3/, 1?) 156> Usado no bloco 153.

< Let a be an edge with the smallest slackness {nc 32 > Usado no bloco 30

( Local variables of function maia 241, 243, 249, 253, 256 > IJsado no bloco 238.

<Local variables of conZractEdge 146, 148, 151 > Usado no bloco 145

<Local variables of lil/ cA/p 190. 193, 195, 197> Usado no bloco 187.

< Local variables of :il/ ggw 49, 54, 58, 63, 74, 77, 86 > Usado no bloco 45

< Local variables of 11/: gw 14, 17, 19, 23, 26, 31, 39 > Usado no bloco lO

Usado no bloco l
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<Local variables of s/..klein 168, 170, 173> Usado no bloco 167.

<Make a an awake edge 71 > Usado nos blocos 61 e 85.

< Memory allocation and parameter settings 48, 56, 62, 73 > Usado no bloco 45.

emerge the components CI and C2 35> Usado no bloco 30
< More auxiliary functions 212, 218 > Usado no bloco 211
<Move to the bicategory new the arcs in -H+(u, old) 132 > Usado no bloco 131

<Move to the bicategory new the arcs in .f/ (u, o/d) 133) Usado no bloco 131

< Multiply by nk the cost of each edge in g 188 > Usado no bloco 187

< Other initializations 60, 72 > Usado no bloco 57

< Other local vaiiables of cAangeCafegory 138, 141 > Usado no bloco 130

< Print a help message and exit 240 > Usado no bloco 239
< Pi'ocess the comand lhe 239 > Usado no bloco 238

<Put the uu-arc a in the bicategory new 140> Usado ]lo bloco 137.

<Put the um-ai'c a in the bicategory Item 144> Usado no bloco 142

<Read the edges from the file; exit if unsuccessful 246 > Usado no bloco 244.

(Read the terminal sets from the files exit if unsuccessful 252 > Usado nos blocos 239 e 244.

< Read the vertices from the file; exit if unsuccessful 245 > Usado no bloco 244
< Remove the uu-arc a from the bicategory old 139 > Usado no bloco 137
<Remove the uw-arc a from the bicategory old 143 > Usado no bloco 142
( Restore the original costa of the edges of g 189 > Usado no bloco 187
<Select an edge a with the srnallest slackness delta 169 > Usado no bloco 167
< Select an edge a with the smallest slackness ànc 78 > Usado no bloco 76.
<Select the 2r smallest edges in the lisa CI es 61 > Usado no bloco 57

< Set caf to the skate of the component in s/ that contaíns a 175> Usado no bloco 167
<Set ut/ and mu to represent the some terminal edge 206 > Usado no bloco 205.
<Set uu and wu to represent two external edges 207> Usado no bloco 205

(Set uu to point to an edge with the smallest slackness 199> Citado no bloco 205.
bloco 196

<Set z to represent the vertex resulting from the contraction of a 163> Usado no bloco 145
< Show the resulta 258> Usado nos blocos 238 e 254

< Some initializations 15, 22, 38> Citado no bloco 2.

<Split the edge wt/ 205 > Usado no bloco 196.
< Steiner forest construction functions 10, 45, 167, 187> Usado no bloco l.

<The main program 238> Usado no bloco l

<'lYy to crente a graph from the file; exit if unsuccessful 244 > Usado no bloco 239
< Unite the components t/ and 1/ 200 > Usado no bloco 196

< Unite the edge heaps of U and V' 203> Usado no bloco 200
< Update the field act of the edges in CI es 87> Usado no bloco 85

Usado no

Usado nos blocos 13 e 52
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(Update the heap edges 40 > Usado no bloco 35.

( Update the structures for the new subphase 89 > Usado no bloco 76
( Update Cl+acfáue 37 > Usado nos blocos 35 e 79

<While there is some active component include an edge in the forest sf 30 > Usado no bloco io
(bicat.h 97, 102, 129, 16S>

< extra.h 7> Citado no bloco 2

( find the lca of each terminal set in the lisa Zs.lÍsf 215 > Usado uo bloco 213.
<intersection.h 171>

(lca.h 223>

<list.h 21>

<select the edges in the path from z to w in s/ graça 219> Usado no bloco 217
<if b's cose is greater than a's cose, discard b; else discard a 135 > Usado no bloco 134


