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Resumo

Nesta dissertação apresentamos uma visão geral de técnicas, algoritmos e estruturas de
dados para a solução de problemas geométricos envolvendo pontos que estão se movendo
continuamente no plano Tais problemas geométricos podem ser vistos como abstração de
problemas em áreas como controle de tráfego aéreo, robótica, telefonia celular, computação
gráfica, etc.

Descreveremos os três modelos para problemas de pontos em movimento que encontra-

mos na literatura, a saber, o modelo oR-lhe de Atallah l9, 101 e Ottman e Wood 1341, o
modelo de tempo-real de Kahan l28, 201, e modelo cinético de Basca, Guibas e Hershber-
ger j13, 141.

In this monograph we survey known techniques, algorithms and data structures for
geometric problems concerning points moving continuously on the plane. These problems
can be seen as an abstraction of problems in air traffic control, collision detection in robotics
and animation, switching cellular phone transceiver stations amongst moving automobiles,
visibility determination in computer computer graphics, etc.

We describe the three modela for data in motion problems we have found in the li-
terature, namely, the oü-lhe model due to Atallah l9, 101 and Ottman, and Wood 1341,

the real-time model due to Kahan l28, 291, and the kinetic model due to Basca, Guibas e
Hershberger j13, 141.

Resumo 

Nesta dissertação apresentamos uma visão geral de técnicas, algoritmos e estruturas de 
dados para a solução de problemas geométricos envolvendo pontos que estão se movendo 
continuamente no plano. Tais problemas geométricos podem ser vistos como abstração de 
problemas em áreas como controle de tráfego aéreo, robótica, telefonia celular, computação 
gráfica, etc. 

Descreveremos os três modelos para problemas de pontos em movimento que encontra­
mos na literatura, a saber, o modelo off-line de Atallah [9, 10] e Ottman e Wood [34], o 
modelo de tempo-real de Kahan [28 , 29], e modelo cinético de Basch, Guibas e Hershber­
ger [13, 14]. 

*** 

ln this monograph we survey known techniques, algorithms and data structures for 
geometric problems concerning points moving continuously on the plane. These problems 
can be seen as an abstraction of problems in air traffic control, collision detection in robotics 
and animation, switching cellular phone transceiver stations amongst moving automobiles, 
visibility determination in computer computer graphics, etc. 

We describe the three models for data in motion problems we have found in the li­
terature, namely, the off-line model due to Atallah [9, 10] and Ottman, and Wood [34], 
the real-time model due to Kahan [28, 29], and the kinetic model due to Basch, Guibas e 
Hershberger [13 , 14]. 
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CAPÍTULO I

Introdução

Problemas em geometria computacional têm como instância um conjunto
de objetos geométricos que comumente representam entidades do mun-
do físico. Por exemplo, pontos podem representar agências do correio ou
aviões. Quando este conjunto de objetos e seus atributos são conhecidos

de antemão temos um problema que é dito o#-lÍne (veja, por exemplo, a
página 118 de 1361). Problemas d nárn cos ou áncrementaís requerem que
uma solução seja rapidamente atualizada enquanto a instância do proble-
ma é modificada através de algumas operações tipicamente remoções

e inserções de objetos. Problemas dinâmicos são também chamados de on-/áne.

Uma instância, para um problema on-lhe, consiste em uma seqíiência de operações que
não são conhecidas de antemão e que devem ser realizadas uma após a outra. Entre as
operações encontramos cansa/[as (querias) que são simp]esmente pedidos de informação
sobre o valor de alguma função definida sobre o conjunto de objetos considerado. Como
exemplo, consideremos o problema de se manter o valor da menor distância entre os pares
de pontos de um conjunto que está sendo alterado ao longo do tempo através de remoções
e inserções de pontos. Neste exemplo consultas seriam perguntas do tipo: "Qual é o valor
da menor distância entre dois pontos do conjunto?". Uma visão geral sobre algoritmos
dinâmicos em geometria computacional pode ser encontrada em j101.

Nesta dissertação apresentamos uma visão geral de técnicas, algoritmos e estruturas de,
dados para a solução de problemas geométricos envolvendo pontos que estão se movendo
continuamente no plano. Tais problemas geométricos podem ser vistos como abstração
de problemas em áreas como controle de tráfego aéreo, telefonia celular e computação
gráfica. Assim, a instância para os problemas que veremos são pontos em movimento e
para cada um destes o único atributo no qual estaremos interessados é a sua posição. Neste
contexto imaginaremos os pontos como sendo representações de aviões e freqüentemente
nos referiremos ao movimento de cada ponto como sendo o seu plano de uóo; da mesma
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Problemas em geometria computacional têm como instância um conjunto 
de objetos geométricos que comumente representam entidades do mun­
do físico . Por exemplo, pontos podem representar agências do correio ou 
aviões. Quando este conjunto de objetos e seus atributos são conhecidos 
de antemão temos um problema que é dito off-line (veja, por exemplo, a 
página 118 de [36]). Problemas dinâmicos ou incrementais requerem que 
uma solução seja rapidamente atualizada enquanto a instância do proble­
ma é modificada através de algumas operações - tipicamente remoções 
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operações encontramos consultas ( queries) que são simplesmente pedidos de informação 
sobre o valor de alguma função definida sobre o conjunto de objetos considerado. Como 
exemplo, consideremos o problema de se manter o valor da menor distância entre os pares 
de pontos de um conjunto que está sendo alterado ao longo do tempo através de remoções 
e inserções de pontos . Neste exemplo consultas seriam perguntas do tipo: "Qual é o valor 
da menor distância entre dois pontos do conjunto?". Uma visão geral sobre algoritmos 
dinâmicos em geometria computacional pode ser encontrada em [19]. 

Nesta dissertação apresentamos uma visão geral de técnicas, algoritmos e estruturas dy 
dados para a solução de problemas geométricos envolvendo pontos que estão se movendo 
continuamente no plano. Tais problemas geométricos podem ser vistos como abstração 
de problemas em áreas como controle de tráfego aéreo, telefonia celular e computação 
gráfica. Assim, a instância para os problemas que veremos são pontos em movimento e 
para cada um destes o único atributo no qual estaremos interessados é a sua posição. Neste 
contexto imaginaremos os pontos como sendo representações de aviões e freqüentemente 
nos referiremos ao movimento de cada ponto como sendo o seu plano de vôo; da mesma 
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maneira que é feito em j13, 14, 16, 171.

Descreveremos três modelos para problemas envolvendo pontos em movimento, a saber:

modelo o.#:-linfa de Atallah l9, 101 e Ottman e Wood l34j; modelo de tempo-real de Kahan l28,
29l; e modelo cinético de Basca, Guitas e Hershberger j13, 141. Pretendemos apresentar
uma visão geral sobre as técnicas, algoritmos e estruturas de dados usadas para abordar
estes três modelos. Estes modelos foram os únicos que encontramos na literatura.

No início da década de oitenta, Atallah l9, 101 e Ottman e Wood 1341 consideraram pro-
blemas de pontos eni movimento onde cada ponto se move de uma maneira predeterminado.
Logo, os problemas tratados por Atallah, Ottman e Wood são oR-lhe Atallah chamou

estes problemas de dinâmicos e reservou o adjetivo esláZáco para denotar problemas onde
os pontos mantêm posições fixas; usaremos o adjetivo estático neste mesmo sentido.

Na situação estudada por Atallah em l9, i01 temos um conjunto de rz pontos no espaço
euclidiano d-dimensionar onde a coordenada de cada ponto é determinada por um polinõmio
na variável 'tempo' t; ou sela, a posição de cada ponto é dada através de uma equação da
forma p(t) = co + ci] + - . . + cJ;tt, onde ci C ]Ra. Logo, co indica a posição do ponto no

instante t = 0. Chamamos a equação de movimento de um ponto (i.e., o plano de vâo do
ponto) de um k-mouÍmenZo se o grau do polinâmio que descreve o seu movimento é menor
ou igual a k.

Atallah obteve limites superiores para o número de mudanças nas 'descrições combi-
natórias' do par de pontos mais-próximo e do fecho convexo de um conjunto de pontos
no plano. Por uma descrição combinaZórÍa para um objeto geométrico entendemos uma
estrutura de dados que o representa; por exemplo, um par de pontos mais-próximo pode
ser representado simplesmente por uin par, enquanto o fecho convexo de um conjunto de
pontos no plano pode ser representado pela lista circular do polígono determinado pelo
tpr' h n

Limites superiores, bem como limites inferiores, para o número de mudanças nas des-
crições combinatórias de outros objetos geométricos determinados por um conjunto de pon-
tos (e.g., árvore geradora mínima, diagrama de Voronoi, par mais-distante) que realizam
um l-movimento têm sido estabelecidos (cf. l2, 25, 301).

Monitorar objetos em movimento é um componente importante de sistemas de tempc-

real, como, por exemplo, em sistemas de controle de tráfego aéreo (cf. j181). Diremos
que um problema é de íemp0-7ea/ se este é um problema on-lhe onde a resposta a cada
consulta deve ser dada em tempo que não exceda um certo prazo limite (veja, por exemplo,
a página 118 de Preparara e Shamos 1361). Se a instância do problema tem um número
tão grande de objetos então é impraticável que o algoritmo dê uma resposta correta a cada
consulta no tempo estipulado.

2 

maneira que é feito em [13, 14, lG, 17]. 

Descreveremos três modelos para problemas envolvendo pontos em movimento, a saber: 
modelo off-line de Atallah [9 , 10] e Ottman e Wood [34]; modelo de tempo-real de Kahan [28, 
29]; e modelo cinético de Basch, Guibas e Hershberger [13 , 14] . Pretendemos apresentar 
uma visão geral sobre as técnicas, algoritmos e estruturas de dados usadas para abordar 
estes três modelos. Estes modelos foram os únicos que encontramos na literatura. 

No início da década de oitenta, Atallah [9 , 10] e Ottman e Wood [34] consideraram pro­
blemas de pontos em movimento onde cada ponto se move de uma maneira predeterminada. 
Logo, os problemas tratados por Atallah, Ottman e Wood são off-line - Atallah chamou 
estes problemas de dinâmicos e reservou o adjetivo estático para denotar problemas onde 
os pontos mantêm posições fixas; usaremos o adjetivo estático neste mesmo sentido. 

Na situação estudada por Atallah em [9, 10] temos um conjunto de n pontos no espaço 
euclidiano d-dimensional onde a coordenada de cada ponto é determinada por um polinômio 
na variável 'tempo ' t; ou seja, a posição de cada ponto é dada através de uma equação da 
forma p(t) = co + c1t + · · · + cktk, onde Ci E IR.d. Logo, coindica a posição do ponto no 
instante t = O. Chamamos a equação de movimento de um ponto (i.e. , o plano de vôo do 
ponto) de um k-movimento se o grau do polinômio que descreve o seu movimento é menor 
ou igual a k. 

Atallah obteve limites superiores para o número de mudanças nas 'descrições combi­
natórias' do par de pontos mais-próximo e do fecho convexo de um conjunto de pontos 
no plano. Por uma descrição combinatória para um objeto geométrico entendemos uma 
estrutura de dados que o representa; por exemplo, um par de pontos mais-próximo pode 
ser representado simplesmente por um par , enquanto o fecho convexo de um conjunto de 
pontos no plano pode ser representado pela lista circular do polígono determinado pelo 
fecho. 

Limites superiores, bem como limites inferiores, para o número de mudanças nas des­
crições combinatórias de outros objetos geométricos determinados por um conjunto de pon­
tos (e.g., árvore geradora mínima, diagrama de Voronoi, par mais-distante) que realizam 
um 1-movimento têm sido estabelecidos (cf. [2, 25, 30]). 

Monitorar objetos em movimento é um componente importante de sistemas de tempo­
real, como, por exemplo, em sistemas de controle de tráfego aéreo (cf. [18]). Diremos 
que um problema é de tempo-real se este é um problema on-line onde a resposta a cada 
consulta deve ser dada em tempo que não exceda um certo prazo limite (veja, por exemplo, 
a página 118 de Preparata e Shamos [36]) . Se a instância do problema tem um número 
tão grande de objetos então é impraticável que o algoritmo dê uma resposta correta a cada 
consulta no tempo estipulado. 



3

Kahan l28, 291 tratou de problemas de tempo-real envolvendo pontos em movimento.
Nos problemas considerados um grande número de pontos se movem continuamente e a
cada instante a posição de um dado ponto pode ser obtida através de algum dispositivo ou
sensor, como, por exemplo, um radar. A única informação conhecida de antemão sobre o

movimento de cada ponto pi é um limite superior ri para a sua velocidade (i = 1, . . . , n).

Assim, se no instante t* o ponto pf está na posição pí(t') C R2, então no instante t* + l
o ponto pi tem a sua posição dentro do círculo de centro pl(t') e raio ri({ = 1, . . . ,n)

(veja Figura 1.1). Neste tipo de problema deseja-se obter 'rapidamente' as respostas a
uma seqüência de consultas que não são conhecidas de antemão, ou seja, as consultas são
recebidas on-lhe.

instante f* instante t* + l

Figura 1.1: A informação conhecida sobre o movimento de cada ponto p{ é apenas um
limite ri para a sua velocidade (á = 1, 2, 3, 4).

Mais recentemente, Basch, Guibas e Hershberger j13, 141 estudaram problemas de se
manter continuamente a descrição combinatória de um certo objeto geométrico de interesse
(e.g., fecho convexo) determinado por um conjunto de pontos em movimento contínuo. Nos
problemas tratados é assumido que cada ponto tem um plano de vâo, que pode vir a ser

alterado. Desta forma, diferentemente do modelo de problema tratado por Atallah l9, 101,
o plano de vâo completo de cada ponto não precisa ser conhecido de antemão, cada ponto
pode ter o seu movimento alterado a qualquer momento devido a favores externos, como
colisão entre pontos. O plano de võo pode ser uma equação descrevendo o movimento do
ponto.

Apesar dos pontos se moverem continuamente e, portanto, o objeto geométrico con-
siderado também estar se movendo continuamente, a descrição combinatória deste objeto
só muda em certos momentos críticos discretos. A técnica utilizada por Basch, Guibas e
Hershberger j13, 141 para se manter a descrição combinatória de um objeto geométrico em
movimento contínuo se concentra exatamente nestes momentos críticos. Os três autores
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propuseram uma estrutura de dados, denominada cinéfácai , que além da descrição combi-
natória do objeto também mantém certlWcados (i.e., predicados geométricos) que formam
uma prova da corretude da descrição combinatória que está sendo mantida.

Estes predicados devem envolver um número constante de parâmetros. Por exemplo,
uma prova para a corretude da descrição combinatória da 'h'iangularização de Delaunay
pode ser dada através de certificados do tipo Inca.rcle(pi,p2,p3,p4), que dados quatro
pontos pi,p2,p3,p4 é verdadeiro se "o ponto p4 está no interior do círculo determinado pelos
pontos pi , p2 e p3" (cf. l27j, veja também a Propriedade do Círculo Circunscrito em Resende

e Stolfi j211 página 185). Muitas vezes os certificados são obtidos de algoritmos que resolvem
o correspondente problema estático, isto é, problemas onde os pontos estão fixos. Como
exemplo, consideremos o problema estático de construir o fecho convexo de um conjunto de
pontos no plano, que tem sido extensivamente estudado em geometria computacional (vda,
por exemplo, o Capítulo 3 de O'Rourke 1331 e o Capítulo 3 de Preparara e Shamos 1361).

Um certificado muito utilizado pelos algoritmos estáticos para construir o fecho convexo
é Left(pi,p2,p3) que é verdadeiro se "o ponto Pa está à esquerda do segmento orientado
pipa". Em j13, 141 certificados do tipo Left(pt,p2,p3) fazem parte da estrutura de dados
cinética desenvolvida para manter o fecho convexo de um conjunto de pontos em movimento.
A Figura 1.2 ilustra os dois tipos de certificados discutidos neste parágrafo. Observemos
que, na figura, quando um certificado passa de verdadeiro para falso ou vice-versa, temos
uma alteração na descrição combinatória do objeto geométrico considerado.

InCircl8(pl ,p2.p3,p4): "o ponto p4 está no interior Left(pl .p2,p3): "o ponto p3 está à esquerda do

do círculo determinado pelos pontos pi , p2, e p3" segmento (orientado) pipa

Diagrama de Delaunay Fecho Convexo

Figura 1.2: Ilustração dos certificados Inca.rcle e Left

Têm sido propostas estruturas de dados cinéticas para manter a descrição combinatória
de vários objetos geométricos: fecho convexo e par mais-próximo no plano j13, 141, bína-
rg/ space partifãozz j1, 3l; par mais-próximo e árvore geradora mínima em dimensão arbi-

trária j17l; par mais-distante (diâmetro) l2l; detecção de colisão entre polígonos j12, 23j.

Os três modelos discutidos brevemente nesta introdução têm as suas semelhanças, por
'Veja a Tese de Ph.D. de Basca jlll
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ry space partition [1 , 3]; par mais-próximo e árvore geradora mínima em dimensão arbi­
trária [17]; par mais-distante (diâmetro) [2] ; detecção de colisão entre polígonos [12 , 23]. 

Os três modelos discutidos brevemente nesta introdução têm as suas semelhanças, por 
1Veja a Tese de Ph.D. de Basch [11] 
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exemplo, em todos temos alguma informação sobre o movimento de cada ponto. Por outro
lado, a principal diferença entre eles é o làpo de informação disponível sobre este movimento:

8 nos problemas considerados por Atallah o plano de võo de cada ponto é um polinõmio
totalmente conhecido de antemão;

e Kahan considera que a única informação conhecida sobre o movimento de cada ponto
é um limite para sua velocidade; e

e para Basch, Guibas e Hershberger, cada ponto tem o seu plano de vâo, que pode ser
alterado on-lhe.

Ao longo desta dissertação chamaremos de esfáZícos os problemas onde os objetos
mantêm posições âxas ao longo do tempo. Os adjetivos o.8:-láne, tempo-rea/ e cinéláco
serão reservados para os tipos de problemas tratados por Atallah 10, 101, Kahan l28, 291, e
Basch, Guibas e Hershberger j13, 141, respectivamente. Ademais, chamaremos um algorit-
mo de estático, oa-lhe, de tempo-real ou cinético se o problema que ele resolve é estático,
oa-lhe, de tempo-real ou cinético, respectivamente.

Esta dissertação está organizado como segue. No Capítulo 2 apresentamos conceitos
básicos que serão necessários em algumas dos capítulos subseqüentes. O Capítulo 3 descre-
ve os três modelos para problemas de pontos em movimentos discutidos nesta introdução:
modelo oa-linel modelo de tempo-real; e modelo cinético. Neste mesmo capítulo também
descrevemos as medidas de complexidade que estaremos considerando em cada um dos di-
ferentes modelos. Algoritmos para o problema de se determinar o ponto de maior ordenada
entre um conjunto de pontos em movimento contínuo ao longo do eixo das ordenadas são
apresentados no Clapítulo 4, o chamado problema do máximo que, apesar de básico, serve
para ilustrarmos os algoritmos e técnicas nos três modelos. Acreditamos que este Capítulo 4
é capaz de dar uma idéia razoável de algumas técnicas que são usadas para se solucionar
problemas de pontos em movimento nos diferentes modelos considerados. No Capítulo 5
tratamos do problema de se determinar um par de pontos mais-próximo. Finalmente, os
problemas oü-lhe e cinético de se computar o fecho convexo de um conjuntos de pontos em
movimento são tratados no Capítulo 6.
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CAPÍTUI,0 2

Conceitos básicos

Descreveremos neste capítulo alguns dos conceitos básicos que serão ne-
cessários ao longo desta dissertação. Mais especificamente, discutiremos

uin pouco sobre seqüências de Davenport-Schinzel 1201, envelopes e dua-
lidade. As seqüências de Davenport-Schinzel, introduzidas por H. Da-
venport e A. Schinzel no ano 1960, são estruturas combinatórias sobre
palavras que se apresentam na análise da complexidade combinatória de
envelopes e, portanto, na análise da eficiência de algoritmos para cons-
truí-los.

;,.d/

....-P ./+

nX+ óy = 1 n (aÁ)

O dual de um conjunto de pontos no plano é um conjunto de regas e vice-versa. Dua-
lidade nos permite transflormar um problema dado em um outro problema onde, algumas
vezes, as propriedades do problema original podem ser mais facilmente percebidas, o que
pode facilitar a sua solução. Ao resolver um problema dualizado estaremos também re-
solvendo o problema original, com a mesma complexidade de tempo, já que existe uma
correspondência bijetiva entre ambas soluções.

Alguns problemas geométricos no plano podem ser transformados no problema de
construir-se o envelope superior ou inferior de um conjunto de netas. Um exemplo de
tal tipo de problema é o Proa/ema do Fecho Oanuezo no Plano: dado: um conjunto S
de pontos no plano; encontrar: o fecho convexo de S. As cadeias inferior e superior do
fecho convexo de S podem ser obtidas, através de dualidade, a partir do envelope superior
e inferior do conjunto de regas duais de S.

Ao longo desta dissertação procuramos utilizar os termos de geometria computacional
como são apresentados em livros conhecidos tais como: Figueiredo e Clarvalho 1241; Mul-
muley 1321; O'Rourke 1331; Preparara e Shamos 1361; e Resende e Stolfi j211. Em particular,
os tópicos tratados neste capítulo podem ser encontrados em Agarwal e Sharir l51, Atallah
l9, 101, Davenport e Schinzel 1201, Guibas e Shamir 1261 e Capítulo 6 de O'Rourke l33j.
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2.1 Seqüências de Davenport-Schinze} 7

2.1 Seqüências de Davenport-Schinzel

Seja E um alfabeto com n símbolos. Uma seqüência a = alar...a. sobre o alfabeto E
é uma seqtlêrzcia de .Dauenporf-Scàinze/ de ordem s (DS(n, s)-seqtlêncÍa ou simplesmente
(n, s)-seqüêncáa) se satisfaz as seguintes condições:

B Quaisquer dois símbolos consecutivos de o- devem ser distintos, ou sela, ai # ai+l
para á - 1, . . . , m -- l.

8 Para cada par de símbolos distintos a, b C E, qualquer subseqüência alternante de a's
e b's em a tem comprimento máximo s + l.

Desta forma, uma (n, l)-se(lüência não contém aba como subse(lüência, uma (n, 2)-se-
qüência não contém abas como subseqüência, e assim por diante. Por exemplo, abbcda não
é uma seqüência de Davenport-Schinzel para nenhum valor de s. A seqüência acbcda é
uma (4, 2)-seqüência, mas não é uma (4, 1)-seqüência. A seqüência adbcdacb é uma (4, 3)-
seqüência, mas não é uma (4, 2)-seqüência.

Para está dissertação será particularmente de interesse o valor Às(n) do maior compri-
mento de uma (n, s)-seqüência, ou sda,

À,(n) ««{l. o é uma (n, s)-seqüência}

Davenport e Schinzel 1201 mostraram que .XI(n) = n e X2(n) = 2n -- 1. Encontrar o

valor excito de À.(n) para s > 2 é um problema matematicamente difícil. Ainda pode-se
provar facilmente (por indução em n) que À3(n) = O(nlogn). Szemerédi 1421 provou que
para s fixo À.(n) = O(n logo n).

[Feorema 2.1 Seja E um a]yabefo com n sítnóoZos, e7ztão

(a) ÀI(n) = n

(b) À2(n) = 2n -- l

(c) À3(n) log n)

Prova. Por definição, qualquer (n, l)-seqüência não contém aba como subseqüência, ou soja
todos os símbolos de uma (n, l)-seqüência são distintos. Isto prova (a).

A seqüência alar . . . an--larga.-l . . . anal , com a{ # aj para i# .j é uma (n, 2)-seqüência

de comprimento 2n -- 1. Portanto À2(n) 2 2n -- 1. Mostraremos, por indução no tamanho
n do alfabeto, que À2(n) $ 2n -- 1. Com isto provámos (b), i.e. À2(n) = 2n -- l.
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2.1 Seqüências de Davenport-Schinzel 8

Para rz = 1 temos trivialmente que o comprimento da maior (1, 2)-seqüência é 1, ou seja,
À2(1) = 1 = 2n -- 1. Suponhamos agora que n > 1 e que À2(n -- 1) $ 2(n -- 1) -- 1 = 2rz -- 3.

Seja a uma (n, 2)-seqüência sobre o alfabeto E. Mostraremos que existe um símbolo de E
que ocorre uma única vez em a. Se todo símbolo em a ocorresse pelo menos duas vezes
então existiria um símbolo a de a e existiriam sequências a,/3, ' tais que:

8 P é não-vazia;

8 todo símbolo de E ocorre no máximo uma vez em /3; e

. a = actÉlal

Seja b um símbolo qualquer de /3. Como b ocorre pelo menos duas vezes em a então b ocorre

em a ou b ocorre em '. No primeiro caso temos que baba é subseqüência de a e no segundo
caso temos que abas é subseqüência de a. Em ambas as possibilidades chegamos a um
fato que contradiz a hipótese de a ser uma (n, 2)-subseqüência. Logo, existe um símbolo
(digamos) a de E que ocorre apenas uma vez em a.

Removendo a de a e se os símbolos adjacentes a a forem iguais então também removendo
um deles obtemos uma sequência a' que é uma (n -- 1, 2)-seqüência e, portanto, pela hipótese
de indução, la'l $ X2(n -- 1) = 2rz -- 3. Portanto

lal $ ja'l + 2 $ 2n -- 3 + 2 2n l

Com isto completamos a demonstração de (b).

Provaremos agora (c). Seja a uma (n,3)-seqüência sobre o alfabeto E. Para todo
símbolo z em E seja /(z) o número de ocorrências de z em o. Seja a um símbolo de E de
menor ocorrência em a, isto é m := /(a) $ /(z) para todo símbolo n em a. Temos que

Soam ao, ai, , am seqüências sobre E tais que

a = (ly0(ZICll(Z2 . . . Clm--l(Zm(IYm,

com ai = a para { - 1 . . . m. Como a é uma (n, 3)-seqüência então não existe símbolo de E

que seja ao mesmo tempo antecessor e sucessor de algum a, a menos que este a seja ai ou
a.. De fato, para m - l e m = 2 esta aârmação é trivial. Para m ? 3 a afirmação segue
do fato (lue o- é uma (n, 3)-se(lüência.

Removendo todas as ocorrências de a em o e se os dois símbolos adjacentes a ai ou a
a« são iguais então removemos um deles, obtendo uma (n -- 1, 3)-seqüência, digamos a',
tal que
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2.2 Envelope superior

lal $ a'l+ àlÍl0 +2

Assim

À3(n) $ À3(n i)+ 31110 +2

Reescrevendo a desigualdade acima obtemos a recorrência

àlÍd < À3(" 1) +n

Finalmente, resolvendo a recorrência obtemos a cota superior

À3(n) $ 2n(l + logo)

Limites melhores para Às(n) podem ser encontrados em ISI

À3 (n)

À4 (n)

À2s+2(n) = n20(''(")) para s ? 2

À2s+3(n) = R20(a'(")Ioga(n)) para s ?l

onde cl é a inversa da função de Ackermann.

2.2 Envelope superior

Seja C* o conjunto das funções Z/ = /(t) de valor real. Seja C = {/i, .f2,
de n funções em C*. Definimos o ent/eZope super'ior él;"P de C como:

, .fn} um conjunto

q''(t) = .mW {.fi(t)}

onde o máximo é calculado sobre as funções que estão definidas em t. Sejam os intervalos
.ri, /2, - . , /m uma partição da união dos intervalos de definição das funções, ordenados da

esquerda para a direita tal que se k é um inteiro entre l e m então a mesma função /u.
aparece sobre rc'"p para todo ponto em /x;, ou seja:

Ç"'(t) para cadat € /#

2.2 Envelope superior 

Jo-J :S Ja-'J + À3(n) + 2. 
n 

Assim 

Reescrevendo a desigualdade acima obtemos a recorrência 

À3(n) À3(n - 1) 2 -- < ----+--. 
n - n-l n-l 

Finalmente, resolvendo a recorrência obtemos a cota superior 

À3(n) :S 2n(l + logn). 

Limites melhores para À5 (n) podem ser encontrados em [5] : 

À3(n) = 0(na(n)) 

À4(n) = 0(n2°(n)) 

À2s+2(n) = n2°(o•(n)) paras 2: 2 

À2s+3(n) = n20(o•(n)logo(n)) paras 2: 1 

onde a é a inversa da função de Ackermann. 

2.2 Envelope superior 

9 

1 

Seja C* o conjunto das funções y = J(t) de valor real. Seja C = {li , h, .. . , fn} um conjunto 
de n funções em C*. Definimos o envelope superior EtP de C como: 

onde o máximo é calculado sobre as funções que estão definidas em t. Sejam os intervalos 
li, h, . .. , Im uma partição da união dos intervalos de definição das funções, ordenados da 
esquerda para a direita tal que se k é um inteiro entre 1 e m então a mesma função f uk 

aparece sobre EtP para todo ponto em h, ou seja: 

para cada t Eh. 
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Denotaremos por -S'"P(C) a seqtlência do envelope stipeHor ulu2 . . . u. de C, onde m é

o número de partes das ./i s que formam o gráfico de éll;t'p

O e7zuelope {rz/Criar de C , denotado por élc"/, é definido de forma análoga, ou soja

ei"/(t) = .min {/.(t)}.

Também é definida, analogamente, a següência do envelope á7%/amor de C. Todos os
resultados sobre envelope superior também se aplicam ao envelope inferior.

1 3 4 2 4

Figura 2.1: Envelope superior e sequência do envelope superior

O envelope Cc"P é formado por partes de funções .f.. em C, onde o índice uA; faz parte da
seqüência .S'"P(C) e ocorre nas mesmas posições em que /u* determina 8Cs"P. A Figura 2.1
mostra o envelope superior de C = {/i,.f2,/a,/4l}, temos que S"P(C) = (1,3,4,2,4) e que

.S:"/(C) 2,3, 1).

Se /l e .f2 são duas funções em C* que se intersectam em quatro pontos, então depen-
dendo do tipo das funções obteremos sequências do envelope superior de comprimentos

diferentes. Observemos que a seqüências resultante pode ser uma (2, 4)-seqüência, como
ilustrada pela Figura 2.2(a), ou uma (2, 8)-seqüência, como ilustrada pela Figura 2.2(b).
Estes resultados são devidos aos Teoremas 2.2 e 2.4 os quais mostramos a continuação.

2 1 2 1 2 1 2 1 2

(.) (z,)

Figura 2.2: O tipo de função determina a descrição combinatória do envelope

A seguir mostraremos alguns resultados que são necessários na análise da complexidade
combinatória de envelopes, ou seja, na análise do comprimento máximo de uma seqüência
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Et1 (t) = m_in {fi(t)}. 
l<i<n 

Também é definida, analogamente, a seqüência do envelope inferior de C. Todos os 
resultados sobre envelope superior também se aplicam ao envelope inferior . 

li 
h 

h 

1 3 4 2 4, 

Figura 2.1: Envelope superior e seqüência do envelope superior. 

O envelope [?P é formado por partes de funções f uk em C, onde o índice uk faz parte da 
seqüência SstiP(C) e ocorre nas mesmas posições em que fuk determina E?P. A Figura 2.1 
mostra o envelope superior de C = {J1,h,h,f4}, temos que SstiP(C) = {1,3,4,2,4) e que 
5inf (C) = (4, 1, 2, 3, 1). 

Se fi e h são duas funções em C* que se intersectam em quatro pontos, então depen­
dendo do tipo das funções obteremos seqüências do envelope superior de comprimentos 
diferentes. Observemos que a seqüências resultante pode ser uma {2, 4)-seqüência, como 
ilustrada pela Figura 2.2{a), ou uma (2, 8)-seqüência, como ilustrada pela Figura 2.2(b). 
Estes resultados são devidos aos Teoremas 2.2 e 2.4 os quais mostramos a continuação. 

1 2 1 2 1 ,2 1 2 l 2 1 2 1 2 , 
: ' 

li : 
: -----h : . ..-...---· ~-------

(a) (b) 

Figura 2.2: O tipo de função determina a descrição combinatória do envelope. 

A seguir mostraremos alguns resultados que são necessários na análise da complexidade 
combinatória de envelopes, ou seja, na análise do comprimento máximo de uma seqüência 
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do envelope superior de um conjunto de funções. Dependendo do tipo das funções se obtêm
diferentes limitantes superiores para o comprimento máximo da correspondente seqüência
do envelope superior.

Seja / um intervalo da reta real. Denotaremos por F/' o subconjunto das funções em C*
definidas sobre .r. Seja Fsü o subconjunto das funções em F/' tal que quaisquer duas funções
distintas em fs+ se intersectam no máximo s vezes.

Teorema 2.2 (Agarwal e Sharir l5, 61) Se .7:r = {/1,./'2,. . . ,/n} é Um Conlunfo de n

/u«çõe' c-ÉÜ«« em Fs+ 'níã. S"'(/r) é «m« Z)S(n,.)-.eqüê«ci.. .4dem.{s, .e a é «m«
DStn,.sà-seqÍlência então existe um conjunto iJ:t de n, funções contínuas em F: tal que
S'"p(H') = a

Prova. Por definição não existe um par de símbolos iguais em -S"p(.;E7). Suponha que
SsuP(.7m):: ulu2...u. contém s+2 índices íl < á2 < ... < is+2 tal queuÍI = ui3 -.-. = a,
u{2 - ui4 = . . . = b e a # b, ou sda .Ss"P(.7:r) contém uma subseqüência alternante da forma

abas . . . de comprimento s + 2. Pela definição de seqüência do envelope superior temos que
/a(t) > /Ó(t) para todo t pertencente ao interior dos intervalos .rÍ. , /., . . .. Analogamente,
/.(t) < /Ó(t) para todo t pertencente ao interior dos intervalos .ri,, .ri4, . - ., como ./:. e /b são

contínuas então elas se intersectam em s + l pontos, que é uma contradição. Logo S"P(.7:r)
é uma DS(n, s)-seqüência.

A prova da segunda parte do teorema encontra-se em Atallah l81. l

Corolário 2.3 Para qualquer conlunlo .7:r :: {./'1,./2, . . . ,/n} de n /mações corzlíhuas em

Fs+, ' "mp, m.nío d. «qdên.{. do e-eZope s«remo, -S-'(H') «ão é m.{« q«e .X.(n) .
ezÍsfem esçemp/os orzde este /imííe é alcançado. l

Uma função g C C* tem uma íransíção em f = to se é indefinida antes de fo e definida
depois de to ou se é definida antes de to e indefinida depois de to.

Seja C; o conjunto das funções em C* tal que quaisquer duas funções distintas em C! se
intersectam no máximo s vezes.

Teorema 2.4 (Atallah l9, 10I) Se Csn = {/1,/2, . . . ,/.} é um conlunío de n /acções em

C:, ta! que ji é contínua e=ceto em não mais de p pontos de descontinuidade e q transições,
então a .S"p(Csn) é Uma Z)S(n, s + 2p + 2q)-sequência.

Prol,a. Seja r(llf'(t) - maxlSÍS«{.fi(f)} o envelope superior de Csn e seja .S'"P(C?)
ulu2 . . . um a seqüência do envelope superior de Cf
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do envelope superior de um conjunto de funções. Dependendo do tipo das funções se obtêm 
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DS( n, s )-seqüência então existe um conjunto F'; de n funções contínuas em F; tal que 
ssup(:,:;1) = a. 

Prova. Por definição não existe um par de símbolos iguais em ssup(:,:;1). Suponha que 
5sup(:F;1) = u1u2 .. . Um contém s+2 índices i1 < i2 < ... < is+2 tal que Ui1 = Ui3 = ... = a, 
ui2 = ui4 = ... = b e a i- b, ou seja ssup(:,:;1) contém uma subseqüência alternante da forma 
abab . .. de comprimento s + 2. Pela definição de seqüência do envelope superior temos que 
f 0 (t) > Íb(t) para todo t pertencente ao interior dos intervalos li,, Ii3 , . ... Analogamente, 
f a ( t) < Íb ( t) para todo t pertencente ao interior dos intervalos Ii2 , Ii4 , • •• , como f a e Íb são 
contínuas então elas se intersectam em s + 1 pontos, que é uma contradição. Logo ssup(:P;-) 

é uma DS(n, s)-seqüência. 

A prova da segunda parte do teorema encontra-se em Atallah (8] . 1 

Corolário 2.3 Para qualquer conjunto :F;1 = {fi, h, ... , fn} de n funções contínuas em 

;:;, o comprimento da seqüência do envelope superior 5sup(F:) não é maior que À5 (n) e 

existem exemplos onde este limite é alcançado. 1 

Uma função g E C* tem uma transição em t = to se é indefinida antes de to e definida 
depois de t0 ou se é definida antes de to e indefinida depois de t0 . 

Seja e; o conjunto das funções em C* tal que quaisquer duas funções distintas em e; se 
intersectam no máximo s vezes. 

Teorema 2.4 (Atallah (9, 10]) Se C~ = {!1, h, ... , fn} é um conjunto de n funções em 

e; , tal que Íi é contínua exceto em não mais de p pontos de descontinuidade e q transições, 

então a 5sup(C~) é uma DS(n, s + 2p + 2q)-seqüência. 

Prova. Seja [~~P(t) = max1<i<n{fi(t)} o envelope superior de C~ e seja ssup(C~) . - -

u 1 u2 . .. Um a seqüência do envelope superior de C~. 
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Por definição não existe um par de símbolos iguais em .S"p(Csn). Sda Zij o número de
vezes que acontece cada um dos três itens seguintes:

e uma intersecção entre /Í e /J

e uma transição ou uma descontinuidade de /i

B uma transição ou uma descontinuidade de /j

Então pelas hipóteses Zij $ s+q+p+q+p = s+2p+2q. Se ti < t2 e él;;P(ti) = .fÍ(ti),
é:ê!'(t2) = /J(t2), então no intervalo lti, t21 acontece ao menos um dos três itens anteriores.
Isto implica que para qualquer subseqüência alternante da forma a = uiujuiu.j . . . com

comprimento w + l temos que w 5; Zí.Í. Logo, como Zij $ s + 2p + 2q, a tem comprimento
máximo s + 2p + 2q + 1. Portanto, .S'"P(Csn) é uma DS(n, s + 2p + 2q)-seqüência. l

(corolário 2.5 .f)ara qualqzzer c07ÜUntO Csn = {/1, .f2, . . . ,/l,} de n /u7zções em C;, ta/ que

fi é continua ezceto em não mais de p descontàvLuidades e q transições, o comprimento da

.egüêncí. do .n«/'p' .«pe,io, .S'"P(C:) nã. é m' s que X.+2,+2q(n). l

2.3 Dualidade

Através do conceito de dualidade podemos converter um conjunto de pontos em um arranjo
de regas e vice-versa. Uma razão para este tipo de transformação ser útil é que muitas
vezes as relações entre pontos são reveladas mais explicitamente através do arranjo de
netas correspondente. (Esta observação íoi feita por Edelsbrunner 1221, página 4.) Existem
diversas transformações ponto-Tela possíveis, dependendo da representação da reta e o
contexto do problema tratado. Como cada reta pode ser especificada por dois números,
então cada reta pode ser associado a um ponto cujas coordenadas são estes números. Por
exemplo, a rega .L : az + bZ/ = 1 pode ser associado ao ponto p : (a, b); esta transformação é

conhecida como dua/idade polar. No Capitulo 5 desta dissertação usaremos a transformação
p : (m,b) « L : y = mz + b, para relacionar a cadeia superior do fecho convexo de um

conjunto de pontos ao envelope superior do arranjo dual destes pontos. Usaremos o símbolo
ID(S) para indicar a transformação dual do conjunto de pontos S.
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CAPÍTULO 3

Modelos e medidas de

complexidade

Neste capítulo, descreveremos três modelos que encontramos na litera-
i.OAD 2 Lura para problemas de pontos em movimento: modelo oR-linfa de Atal-

kOAn :' lah l9, 10j; modelo de tempo-real de Kahan l28, 29li e modelo cinético
SCORE l

sOAD 3. de Basch, Guibas e Hershberger j13, 14]. Ainda neste capítulo apresen-
SToOnn 3 faremos as medidas de complexidade que foram propostas para cada um

SUORn 2.. destes modelos. O modelo de computação para a análise dos algoritmos
apresentados é a Máquina de Acesso Aleatório real (real-RAM rea!
Random .Access À/acAine) com custos uniformes (cf. Seção 1.4 de 1361 e

Capítulo l de l71). Os registradores da máquina real-RAM podem armazenar números reais

(que podem ter tamanho arbitrários) e operações como +, --, x, -?, « são exemplos de
operações primitivas, isto é, estão disponíveis a custo unitário.

l

No modelo oü-lhe o movimento de cada ponto, ou seja o seu plano de võo, é totalmente
conhecido de antemão. O plano de võo tipicamente é representado por um polinõmio. No
modelo de tempo-real só se conhece de antemão uma informação parcial sobre o movimento
dos pontos; um limite superior para a velocidade de cada ponto. Já no modelo cinético,
cada ponto tem o seu plano de võo que pode ser alterado on-lhe.

Ao analisarmos a complexidade dos algoritmos apresentados estaremos principalmente
interessados em estimar a sua complexidade de tempo (i.e., número de operações primitivas
feitas por uma máquina real-RAM) e sua complexidade de espaço. No que se refere a
complexidade de tempo, dependendo do modelo sob consideração, serão estimados, por
exemplo, o tempo gasto para calcular uma seqüência de descrições combinatórias, o tempo
gasto para responder a uma consulta, o tempo gasto em pré-processamento e o tempo
gasto em processar um evento. Como é usual, as complexidades de tempo e de espaço serão
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3.1 Modelo oR-lhe 14

expressas como funções do tamanho da entrada

3.1 Modelo oH-lhe

No modelo oa-lhe, o movimento total dos pontos é conhecido de antemão. Nesta si-
tuação, estudada por Atallah l9, 101 temos um conjunto de pontos no espaço euclidia-
no d-dimensional onde as coordenadas de cada ponto são polinâmios na variável 'tempo'

t; ou sda, a posição de cada ponto é dada através de uma equação da forma p(t) =
cO + cit + . . . + cJ;tk, onde q C IRa, logo, co indica a posição do ponto no instante t = 0.

Chamaremos a equação do movimento de um ponto (i.e., o plano de vâo do ponto) de um
k-movimento se o grau do polinõmio que descreve o seu movimento é menor ou igual a k.
Assim, os dados de entrada para um problema no modelo oR-lhe são:

. (pontos) n pontospl, , p. em movimento contínuo;

. (informação sobre o movimento) um polinõmio pí(t) representando o k-movimento do
ponto p{ ({ = 1,. . . ,n).

Conhecido o movimento total dos pontos, o objetivo dos problemas neste modelo é

determinar uma seqüência de descrições combinatórias para o problema sob consideração.
Por exemplo, para o Problema do par mais-próximo, desça-se uma seqüência dos pares de
pontos mais-próximos. Atallah apresentou algoritmos que obtêm uma tal sequência para o
problema do máximo, do par mais-próximo e do fecho convexo.

Medidas de complexidade

Na análise da complexidade dos algoritmos, no modelo oa-lhe, supomos que as seguintes
operações podem ser realizadas em tempo constante sobre pontos que realizam, para k
limitado, um k-movimento:

e calcular a posição p(t) de um ponto p em qualquer instante t;

. resolver equações do tipo C?(f) 0, onde Q(t) é um polinâmio de grau limitado

Ou seja, Atallah assume que obter todas as raízes de um polinõmio de grau limitado é uma
operação primitiva. Também é suposto que o espaço gasto para representar o k-movimento
de cada ponto é constante.

Da mesma maneira que ocorre com algoritmos estáticos, na análise de algoritmos on-
line, as complexidades de tempo e de espaço serão expressas como funções do número rz de
pontos.

3.1 Modelo off-line 14 
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Na análise da complexidade dos algoritmos, no modelo off-line, supomos que as seguintes 
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limitado, um k-movimento: 
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Para a análise dos algoritmos é de interesse o número máximo de mudanças na descrição
combinatória para o problema tratado. Por exemplo, para o Problema do máximo, que será
considerado no próximo capítulo, o número de mudanças da descrição combinatória para
pontos que realizam um k-movimento é O(Àt(n)), onde Àk(n) é o comprimento da maior
seqüência de Davenport-Schinzel de ordem k sobre um alfabeto de n símbolos (vda o
Capítulo 2). Atallah obteve limites superiores para o número de mudanças nas descrições
combinatórias do par de pontos mais-próximo e do fecho convexo de um conjunto de pontos
no plano.

3.2 Modelo de tempo-real

No modelo de tempo-real a única informação conhecida de antemão sobre o movimento
de cada objeto é um limite superior para a sua velocidade. Neste modelo, proposto por
Kahan em l28, 291, temos um conjunto de n pontos P = {pl,- .. ,p.} em Ra que estão
em movimento contínuo, onde para cada ponto pi temos um limite superior rí para a sua
velocidade (á = 1, . . . , n).

O modelo proposto por Kahan 1281 para este tipo de problema está ilustrado na Fi-
gura 3.1. No modelo a operação que atualiza a posição de um dado ponto é encarada
como sendo a chamada a um oráculo, que pode ser encarado como sendo uma função
U : R x P' -+ ]Rd que é chamada de /unção de afia/ilação. Assim, U(t,p) atualiza a posição

do ponto p para o instante t. Neste modelo, um usuário ou cliente fornece uma seqüência de
consultas on-lhe a um programa o qual deve respondo-las uma após outra. Para responder
às consultas o programa pode requerer ao oráculo (dispositivo físico) a posição atual de
alguns dos pontos. Logo, os dados de entrada para este tipo de problema são:

. (pontos) n pontospl, , p. em movimento contínuos

e (informação sobre o movimento) um limite ri para a velocidade do ponto p{ (ã
«)1, )

e (atualização) um oráculo que dado um ponto e um instante fornece a posição do ponto
nesse instante;

8 (consultas) uma sequência de consultas (ql , q2, q3, . . .) que são fornecidas on-lhe e que

devem ser respondidas uma após outra.

Em termos algorítmicos o que se deseja é que as consultas sejam respondidas o 'mais rápido'
possível.
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mundo real

Figura 3.1 O modelo de Kahan

Devido ao grande número de pontos que estão em movimento é impraticável ao pro-
grama, por questão de tempo, atualizar a posição de todos os pontos antes de responder
a cada consulta. Desta forma, qualquer algoritmo incumbido de responder às consultas
fornecidas pelo usuário deve escolher alguns pontos (não muitos) que terão as suas posições
atualizadas, antes que uma resposta possa ser dada. Para fixarmos as idéias consideremos o

exemplo apresentado por Kahan 1281. Em animação de um simulador de vâo uma consulta
pode ser: "Quais aviões estão no campo de visão?". Para responder a esta pergunta é
certamente desnecessário atualizarmos as posições de aviões que no instante anterior esti-
vessem longe do campo de visão e cujos limites de velocidade não permitem que estes já
tenham alcançado o campo de visão. Assim, para um algoritmo que responda a este tipo
de consulta basta atualizar somente as posições daqueles aviões que têm alguma chance de
estarem no campo de visão. Kahan propôs, para alguns problemas, estratégias que, levando
em conta a velocidade máxima de cada ponto, escolhem os pontos que devem ter as suas
posições atualizadas.

Na realidade o modelo de problema estudado por Kahan em l28, 291 não se enquadra
perfeitamente no que chamamos de problema de tempc-leal, tendo em vista que a decisão
para atualizar a posição de um ponto deixou de fazer parte da entrada e passou a fazer
parte do algoritmo. Kahan 1281 chamou este tipo de problemas de Z)aZa .A/ofãon ProbZems.

O modelo está ilustrado na Figura 3.1: o usuário faz uma consulta on-lhe ao programa;
o dispositivo de atualização captura uma "foto instantânea" do mundo real, envolvendo os
objetos em movimento; o programa ao processar a consulta pode requerer posições atuais
de alguns pontos o qual é fornecido através do oráculo considerando a foto instantânea; o

programa processa as posições atuais dos objetos, talvez faça novos requerimentos de po-
sições atuais considerando a mesma foto instantânea; ânalmente devolve o valor da consulta

ao usuário. Assim, o valor da consulta corresponde ao instante no qual foi feita à consulta.

Outros exemplos de problemas em ciência da computação, do tipo Data Motion Pro-
blems são: determinar o fecho convexo de pontos em movimento; controle de tráfego aéreo;
manter posições relativas de objetos em movimento em aplicações de visão computacional;
e comutar estação de transferência para telefonia celular em movimento.
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Medidas de complexidade

A eficiência dos algoritmos para o tipo de problema de temporeal tratado por Kahan
será medida através do número de operações primitivas feitas pelo algoritmo e também
através do número de vezes que o algoritmo chama o oráculo para atualizar a posição de
um determinado ponto. No modelo de tempo-real a chamada ao oráculo é considerada uma
operação primitiva, ou seja, o custo para atualizar a posição de um ponto é constante.

Sda Q := (qi,q2, q3, . . -) uma seqüência de consultas on-lhe. Denotaremos por OÁr(q)

e (;Áu(q), respectivamente, o tempo gasto e o número de atualizações feitas por um algo-
ritmo .A para responder à consulta q. O tempo gasto no pior caso por um algoritmo .A
é supQ maxçíCQ CÍ(qi). Um algoritmo não-determinístico L é dito sorfudo (ZucAy) se pa-
ra responder corretamente a qualquer consulta o algoritmo executa um número mínimo
de atualizações, ou seja chamadas ao oráculo. Diremos que um algoritmo .A é k-sorZudo
(wálAin k o/ /ucky) se OHu(q) $ Ctu(q) + k para toda consulta q e diremos que o algorit-

mo .4 é k-/atar-sorludo (k-ZucÊy) se para um número de pontos suficientemente grande
OX(ç) $ kOZu(q) + O(1) para toda consulta q. Um algoritmo .A é k-sorfudo ótámo (updafe
optimaZ) se .A é k-sortudo e não existe um algoritmo k'-sortudo para k' < k e diremos que
.4 tem k-/atar-sorlzzdo ótimo (opf maJ Zucky ratio) se .4 é k-favor-sortudo e não existe um

algoritmo À;'-falar-sortudo para k' < k.

Chamaremos de região !cure (/ree range) de um ponto p à menor região do espaço IRa
que sabemos com certeza conter o ponto p. Assim, no instante em que a posição de um
ponto é atualizada a sua região livre se restringe a um único ponto. O conjunto de todas
as regiões livres é o estado do conÀecámenfa (staff o/ tÀe AnowZedge) do problema.

A medida de desempenho relativa proposta poi Kahan é semelhante à análise de al-
goritmos on-lide competitivos (compefilÍue on-/áne algorííAms) sugerida por Sleator e Tar-
jan j411, onde o desempenho de um algoritmo on-lhe é medido através da comparação com
o desempenho de um algoritmo (determinístico) oK-lhe ótimo.

3.3 Modelo cinético

No modelo cinético, o movimento dos pontos pode ser alterado on-lhe. A estrutura de

dados cinética (nl)C) proposta por Basch, Guibas e Hershberger j13, 141 tem como objetivo
manter continuamente a descrição combinatória de um objeto geométrico determinado por
um conjunto de pontos em movimento. Os dados de entrada para um problema, no modelo
cinético, são:

. (pontos) n pontos pi , p. em movimento contínuo;
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e (informação sobre o movimento) um plano de võo para cada ponto;

e (atualização) uma seqüência de alterações de planos de võo que são fornecidas on-lhe

O plano de võo pode ser uma equação descrevendo o movimento do ponto, esta equação
é tipicamente um polinõmio. Não incluímos consultas na entrada já que a descrição com-
binatória do objeto geométrico de interesse está prontamente disponível ao usuário a todo

instante; tudo se passa como se cada vez que o usuário desejasse, digamos, o fecho convexo
dos pontos, o programa fornecesse prontamente a sua descrição combinatória.

Apesar dos pontos se moverem continuamente e, portanto, o objeto geométrico con-
siderado também estar se movendo continuamente, a descrição combinatória deste objeto
só muda em certos momentos críticos discretos. A técnica utilizada por Basca, Guibas e
Hershberger j13, 141 para se manter a descrição combinatória de um objeto geométrico em
movimento contínuo se concentra exatamente nestes momentos críticos.

Definimos um certi$cado como sendo simplesmente um predicado geométrico sobre um
número constante de pontos em movimento. Por exemplo, consideremos dois pontos p
e q no plano, um certificado pode ser algo do tipo "o ponto p está acima do ponto q"
Usando os planos de vâo dos pontos podemos, para cada certificado, determinar o momento
em que este deixa de ser válido, isto é, podemos computar o seu prazo de ua/idade. Os
certificados são armazenados em uma fila de prioridade que os mantêm em ordem de prazo
de validade. A violação de um certificado é chamada de euenfa. Quando um evento causa
uma mudança na descrição combinatória do objeto geométrico mantido ele é chamado de
etiento ezferno (ou euenZo fofo/ógico, cf. l25, 38, 39, 371); quando ele não afeta a descrição,
mas causa somente atualizações nos certificados, na fila e em outras eventuais estruturas de
dados, por razões de consistência, ele é dito um euenfo {nterrzo. Observe que o número de
eventos externos depende do tipo de objeto geométrico mantido e do tipo de movimento.
No entanto, o número de eventos internos depende da estrutura de dados cinética para
o problema considerado. Os eventos associados aos certificados Inca.rcle(pi,p2,p3,p4) e
Left(pi,p2,p3), ilustrados na Figura 3.2 (que já foi vista na Introdução), são externos.

Uma estrutura de dados cinética é constituída por certificados, algoritmos, e estruturas
de dados, que em conjunto mantêm a descrição combinatória do objeto geométrico de
interesse. Mais especificamente, uma ln[)(C consiste de:

8 um algoritmo de preprocessamento;

e um conjunto de certificados;

8 algoritmos para processar os diversos tipos de eventos e as mudanças de plano de vâo;
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InCircle(pl ,p2.p3.p4): "o ponto p4 está no interior
do círculo determinado pelos pontos pi . p2. e p3

Left(pl,p2.p3): "o ponto p3 está à esquerda do

segmento (orientado) pl p2

Diagrama de Delaunay Fecho Convexo

Figura 3.2: Ilustração dos certificados Inca.rcle e Left

e uma fila de prioridade contendo os certificados em ordem de prazo de validade,
também chamaremos esta fila de uma .pla de eventos; e

e algumas estruturas de dados auxiliares

O algoritmo de preprocessamento produz a descrição combinatória e determina os cer-
tificados iniciais. Estes certificados serão armazenados em uma fila de prioridade que os
mantém em ordem de prazo de validade. Além disso, este algoritmo deve inicializar even-
tuais estruturas de dados auxiliares.

O conjunto de certificados mantidos pela estrutura de dados cinética formam uma prova
da corretude da descrição combinatória anual.

Os algoritmos que processam os diversos tipos de eventos e as mudanças de plano de
võo têm como objetivo manter a descrição combinatória do objeto geométrico de interesse e
assim continuar com a "simulação" do movimento dos pontos. Quando ocorre um evento o
certificado que perdeu a sua validade deve ser removido da fila e os certificados para a nova
descrição combinatória do objeto devem ser calculados. Talvez outros certificados também

tenham que ser removidos da fila e alguns outros novos tenham que ser inseridos. Quando
um ponto muda o seu plano de võo, todos os certificados na fila de eventos que dependem
dele devem ser recalculados e ter suas posições na fila atualizadas. O novo conjunto de
certificados devem formar uma prova de corretude para a nova descrição combinatória.

Como determinar uma IHD)(C para um dado problema no modelo cinético? Basch, Gui-
bas e Hershberger j13, 141 descrevem algumas técnicas de como determinar tais estruturas.

Eles aplicaram as suas técnicas ao Problema do máximo, par mais-próximo, fecho convexo
e outros. Inicialmente, os autores consideram um algoritmo apropriado que resolve a versão
estática do problema de interesse, posteriormente este algoritmo é usado para criar a estru-
tura de dados cinética. O processo de se obter uma estrutura de dados cinética a partir de
um algoritmo estático é chamado de cinetázação. Uma técnica geral de cinetização consiste
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• uma fila de prioridade contendo os certificados em ordem de prazo de validade, 
também chamaremos esta fila de uma fila de eventos; e 

• algumas estruturas de dados auxiliares. 

O algoritmo de preprocessamento produz a descrição combinatória e determina os cer­
tificados iniciais. Estes certificados serão armazenados em uma fila de prioridade que os 
mantém em ordem de prazo de validade. Além disso, este algoritmo deve inicializar even­
tuais estruturas de dados auxiliares. 

O conjunto de certificados mantidos pela estrutura de dados cinética formam uma prova 
da corretude da descrição combinatória atual. 

Os algoritmos que processam os diversos tipos de eventos e as mudanças de plano de 
vôo têm como objetivo manter a descrição combinatória do objeto geométrico de interesse e 
assim continuar com a "simulação" do movimento dos pontos. Quando ocorre um evento o 
certificado que perdeu a sua validade deve ser removido da fila e os certificados para a nova 
descrição combinatória do objeto devem ser calculados. Talvez outros certificados também 
tenham que ser removidos da fila e alguns outros novos tenham que ser inseridos. Quando 
um ponto muda o seu plano de vôo, todos os certificados na fila de eventos que dependem 
dele devem ser recalculados e ter suas posições na fila atualizadas. O novo conjunto de 
certificados devem formar uma prova de corretude para a nova descrição combinatória. 

Como determinar uma IEIDC para um dado problema no modelo cinético? Basch, Gui­
bas e Hershberger [13 , 14] descrevem algumas técnicas de como determinar tais estruturas. 
Eles aplicaram as suas técnicas ao Problema do máximo, par mais-próximo, fecho convexo 
e outros. Inicialmente, os autores consideram um algoritmo apropriado que resolve a versão 
estática do problema de interesse, posteriormente este algoritmo é usado para criar a estru­
tura de dados cinética. O processo de se obter uma estrutura de dados cinética a partir de 
um algoritmo estático é chamado de cinetização. Uma técnica geral de cinetização consiste 
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em tomar-se como certificados os cálculos intermediários feitos pelo algoritmo estático

Medidas de complexidade

Na análise da complexidade dos algoritmos cinético suporemos que as seguintes operações
podem ser realizadas em tempo constante, ou seja, estas operações são consideradas ele-
mentares:

e calcular o posição de um ponto em qualquer instante;

. resolver equações do tipo (2(t) 0, onde Q(f) é um polinõmio de grau limitado

Uma estrutura de dados cinética é avaliada de diversas maneiras diferentes. Denotare-

mos por n o número de pontos em movimento. Uma estrutura de dados cinética que sqa
boa deve manter uma estrutura de certificados que permita que o custo de processar qual-
quer evento seja pequeno, por 'pequeno' queremos dizer assintoticamente poli-logarítmico
em n, i.e. O(polilog n), ou O(n') para alguma constante positiva 'pequena' c. Uma estrutu-
ra de dados que satisfaça esta condição será dita de resposta r(ípida (responsÍue). Existem
outras propriedades que são desejáveis em uma estrutura de dados cinética. Intuitivamente
é interessante que a razão entre o número total de eventos e o número de eventos externos

sela o menor possível, já que o número de eventos externos é um limite inferior para o custo
de qualquer algoritmo que mantenha a descrição combinatória. A estrutura de dados será
chamada e$cÍenfe se a razão entre o número total de eventos processados no pior caso e o
número de eventos externos no pior caso for pequena.

Agora voltemos nossa atenção para aspectos de espaço gasto por uma estrutura de dados
cinética. Nós diremos que a estrutura é compacta se o número máximo de certificados na
fila de prioridade for assintoticamente linear no número de pontos. Finalmente, a estrutura
será /oca/ se para cada ponto dado o número máximo de certificados na fila de prioridade
envolvendo o ponto é pequeno (i.e., O(polilog n)). Esta propriedade é crucial para o
tratamento eficiente de mudanças em planos de võo.

Considere, por exemplo, a estrutura de certificados considerada na introdução que forma
uma prova da corretude da descrição combinatória da 'ltiangularização de Delaunay. Nesta
estrutura temos um certificado do tipo InCircle para cada triângulo. Como cada ponto
pode pertencer a ç2(n) destes triângulos, então a mudança no plano de võo de um ponto
pode chegar a causar a atualização de ç2(n) certificados. Portanto, apesar da estrutura
de dados cinética derivada desta estrutura de certificados ser compacta, ela não é local e,
portanto, não é apropriada para alterações no plano de vâo.
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Ao analisarmos uma estrutura de dados cinética estaremos interessados em determinar
se ela é de resposta rápida, eficiente, compacta e local; se for assim ela será chamada de
Óíáma.

O modelo de Atallah é apropriado para realizar estudos teóricos sobre a descrição combi-
natória do objeto geométrico considerado. Os resultados dependeram do tipo de movimento
dos pontos. Neste modelo, a sequência formada pela descrições combinatórias do objeto
geométrico considerado tem comprimento finito.

No modelo de Kahan, construir uma solução para um problema dado, compreende duas
fases: identificar uma estratégia que não faz muitas atualizações para resolver o problema,
e encontrar um algoritmo eficiente que implementa tal estratégia.

Também, no modelo cinético, construir uma solução para um problema dado compreen-
de duas íhses: resolver a versão estática do problema, e manter a estrutura de certificados

quando começa o movimento dos pontos. Os cálculos prévios são mantidos com o objetivo
de atualizar a estrutura de certificados mais eficientemente.
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CAPÍTULO 4

Problema do máximo

Formulamos o problema do mázámo da seguinte maneira: dados: n pon-
tos movendose de maneira contínua sobre o eixo das ordenadas; deZe7'-

mi7zar: um ponto de maior ordenada. (Veja Figura 4.1.) Diremos que a
ordenada de um ponto é o seu valor. O problema estático do máximo con-
siste simplesmente em encontrar o máximo de uma sequência de números.
Este é um problema básico que aparece como sendo o primeiro proble-

ma tratado nos artigos de Atallah l9, 101, Kahan 1281 e Basch, Guibas e
Hershberger j13, 141. Dependendo do modelo os pontos serão dados de

maneiras diferentes: através de planos de vãos ou de limites de velocidade e oráculos.

envelope superior

t

Figura 4.1: Pontos movendo.-se no eixo das ordenadas a uma velocidade constante

Na Seção 4.1 trataremos do Problema do máximo no modelo oíí-lhe. Como veremos,
neste modelo, o problema se reduz ao cálculo do envelope superior das funções que descre-
vem o movimento dos pontos.

No modelo de tempo-real os pontos se movem sobre o eixo das ordenadas respeitando
limites de velocidade dados. O único tipo de consulta que deve ser respondida em tempo-real

22

CAPÍTULO 4 

Problema do 
, . 

max1mo 

(tl'mpu) 

Formulamos o problema do máximo da seguinte maneira: dados: n pon­
tos movendo-se de maneira contínua sobre o eixo das ordenadas; deter­
minar: um ponto de maior ordenada. (Veja Figura 4.1.) Diremos que a 
ordenada de um ponto é o seu valor. O problema estático do máximo con­
siste simplesmente em encontrar o máximo de uma seqüência de números. 
Este é um problema básico que aparece como sendo o primeiro proble-
ma tratado nos artigos de Atallah [9 , 10], Kahan [28] e Basch, Guibas e 
Hershberger [13 , 14]. Dependendo do modelo os pontos serão dados de 

maneiras diferentes: através de planos de vôos ou de limites de velocidade e oráculos. 

y 

Ps 

p4 
P6 

p3 

X 

y 

p2 envelope superior 

Ps f---~---:::~"'--.---..­

p4 
P6 

Figura 4.1: Pontos movendo-se no eixo das ordenadas a uma velocidade constante. 

Na Seção 4.1 trataremos do Problema do máximo no modelo off-line. Como veremos, 
neste modelo, o problema se reduz ao cálculo do envelope superior das funções que descre­
vem o movimento dos pontos. 

No modelo de tempo-real os pontos se movem sobre o eixo das ordenadas respeitando 
limites de velocidade dados. O único tipo de consulta que deve ser respondida em tempo-real 
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é "Qual é o ponto com maior valor?". Descreveremos, na Seção 4.2, o algoritmo apresentado
por Kahan 1281 para tratar do Problema do máximo no modelo de tempo-real. A estratégia
utilizada por Kahan, para responder às consultas, consiste em somente atualizar a posição
dos pontos que são 'candidatos a máximo'

No modelo cinético, para cada um dos pontos em movimento sobre o eixo das ordenadas
é dado o seu plano de vâo e uma seqüência de alterações de planos de võo que são fornecidas
on-lhe. Neste modelo, o primeiro problema que devemos encarar é o de encontrar uma
estrutura de certificados conveniente. Consideraremos as três estruturas de certificados

apresentadas por Basch, Guibas e Hershberger j13, 141 que ilustrarão exemplos simples
de estruturas de dados cinéticas (IDI)C). Na Seção 4.3 consideraremos três estruturas de
certificados apresentadas por Basch, Guibas e Hershberger j13, 141 que ilustrarão exemplos
simples de estruturas de dados cinéticas (IHDC). A primeira estrutura é denominada Ordem
ainéfíca, cuja estrutura de certificados forma uma prova da ordem dos valores dos pontos.
A segunda estrutura é chamada de .17eap Cinético que é uma lg[)C onde os certificados são
provenientes de um heap. Finalmente, a terceira estrutura é chamada de Torneio (Jinéiíco
na qual a estrutura de certificados é baseada em um torneio.

4.1 Máximo oH-lhe

O praz)lema do mázãmo, no modelo o#.lhe, consiste em dado: um conjunto S de 7t pontos
em movimento sobre o eixo das ordenadas; e a equação do Ê-movimento de cada um desses
pontos (os planos de võo dos pontos); deÉe7'minar: uma sequência de pontos de maior
ordenada de S ao longo do tempo.

A seqtlêncáa de pomos de maior ordenada de S consiste em uma seqüência formada por
pontos de S. Nesta seqüência os pontos de S são listados na ordem cronológica em que
eles aparecem como ponto de maior ordenada. Assim, o primeiro ponto na seqüência é um
ponto de maior ordenada no instante inicial f = to e o último ponto na seqüência é um
ponto de maior ordenada no instante t = +oo.

Sejam g/i, . . . ,Z/. as n funções reais que descrevem o movimento de cada ponto sobre

o eixo das ordenadas. Deseja-se, para cada instante t, determinar qual é o ponto com
a maior ordenada, isto é equivalente a obtermos h(t) := maxi$í$«{yi(t)}. A função A é
formada por partes das funções 3/i , . . . , y. , este número de partes é chamado de compZezidade

combinatória de h. O gráfico da função h é o envelope superior das curvas formada pelos
gráficos de yi , . . . , Z/, (a situação encontra-se ilustrada na Figura 4.2).

Atallah determinou a complexidade combinatória da função A relacionando envelope
superiores ao comprimento Às(n) da maior seqüência de Davenport-Schinzel de ordem s
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Figura 4.2: A função A

sobre um alfabeto de n símbolos. Se 3/i,. . . ,3/. são funções reais contínuas tais que 3/{

e 3/j coincidem em no máximo s pontos, l $ { < .j $ n, então a função A é formada
por no máximo À,(n) partes, e este limite é o melhor possível (veja Corolário 2.3). A
complexidade combinatória de h é um limite inferior para a complexidade de qualquer
algoritmo que resolve o problema do máximo oH-lhe (No modelo cinético a alternância entre
partes de h corresponderão a eventos externos). Outros resultados sobre a complexidade
combinatória da função h, no caso em que as funções que descrevem o movimento dos
pontos tem descontinuidades ou transições, pode-se encontrar no Capítulo 2.

Atallah mostrou como uma descrição combinatória de h pode ser construída através
de um algoritmo do tipo divisão-e-conquista em tempo O(À,(n) logo), onde À,(n) é um
limitante superior para a complexidade combinatória de h. Lembremos que para s fixo
Às(n) é da ordem de nlog* zz (vda Capítulo 2). Agora, dada a descrição combinatória de
h podemos determinar o ponto de S de maior valor em tempo O(Ioga,(n)). O seguinte
algoritmo calcula a descrição combinatória de A.

Algoritmo EnvelopeRecursivo. Recebe um conjunto S de n funções reais
que descrevem o movimento de cada ponto sobre o eixo das ordenadas e devolve,
para cada instante t, o ponto com a maior ordenada.

Alternativa l ISI
Devolva a única função de S e pare

Alternativa ll ISI > l

Particione o conjunto S em dois subconjuntos, Se e Sa, de tamanhos aproximadamente
iguais.

Seja .Ee e .Ea o envelope superior de Se e SÓ, respectivamente, ou seja:

.E.(t) = max,:CS. {Z/i(t)}.
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.EÚ(t) = max,:CS.{y{(t)}.

Devolva E(t) = maple.(t), .EÚ(t)} e pare

4.2 Máximo de tempo-real

O proa/ema do móz mo, no modelo de tempo-real, consiste em dados: um conjunto S de
n pontos em movimento contínuo sobre o eixo das ordenadas; para cada ponto de S um
limite superior sobre sua velocidade; um oráculo que atualiza a posição de um ponto dado;
e uma sequência de consultas do tipo "Qual o ponto de maior valor?", que são fornecidas
on-lhe; 7'esconder em tempo-reco/: cada consulta um após outra.

Neste modelo os pontos yi, . . . ,y. estão em movimento sobre o eixo das ordenadas

com limites de velocidade ri, . . . ,r., respectivamente. O pontos correspondem a objetos
externos ao computador, assim o valor de cada ponto deve ser obtido através de uma
chamada ao oráculo (que pode ser um dispositivo físico como um radar). Denotaremos por
g/l(t), . . . , 3/.(t) os valores dos pontos no instante t.

A estratégia ingênua para responder a uma consulta é primeiro atualizar a posição
de cada um dos pontos, através de n chamadas ao oráculo, e depois comparar os seus
valores. Para melhorar a estratégia ingênua podemos apelar para o senso comum: podemos
temporariamente ignorar os pontos que, quando da última atualização, tinham valores bem
menores que o máximo e que devido aos limites de velocidades certamente não alcançaram
o valor máximo anual.

Consideremos a seguinte estratégia n-fatos-sortudo. Quando um ponto Z/í é atualizado
no instante t, ele obtém a prioridade p{ = (max(t) -- yi(t))/(r{ + rmax) + t, onde max(t) é o

valor do ponto máximo no instante t e rmax é o limite de velocidade do ponto máximo. Esta
prioridade representa o menor instante em que o ponto Z/i poderia alcançar o ponto que era o
máximo no instante t. Assim, se um consulta é feita em um instante T então o subconjunto
de pontos com prioridade não maior que T deve ser atualizado para determinarmos o ponto
máximo e respondermos à consulta.

Esta estratégia baseada em tempo-para-alcançar-o-máximo pode economizar atuali-

zações, mas em geral não constitui uma boa estratégia. De fato, suponha que um ponto
máximo em um instante t tenha o seu valor acrescido com velocidade máxima. Suponha que
uma nova consulta é feita no instante T. A um algoritmo sortudo basta somente atualizar o

valor de um ponto (o do máximo) para responder à consulta corretamente (lembremos que
um algoritmo sortudo é um algoritmo não-determinístico que atualiza um número mínimo
de pontos). Em contraste, um algoritmo baseado nessa estratégia que prioriza o tempo
poderia chegar a fazer n atualizações para a mesma situação, se a prioridade de maior valor
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Ed(t) = maxy;ESd {Yi(t)}. 

Devolva E(t) = max{Ee(t),Ed(t)} e pare. 

4.2 Máximo de tempo-real 

O problema do máximo, no modelo de tempo-real, consiste em dados: um conjunto S de 
n pontos em movimento contínuo sobre o eixo das ordenadas; para cada ponto de S um 
limite superior sobre sua velocidade; um oráculo que atualiza a posição de um ponto dado; 
e uma seqüência de consultas do tipo "Qual o ponto de maior valor?", que são fornecidas 
on-line; responder em tempo-real: cada consulta um após outra. 

Neste modelo os pontos y 1, •.• , Yn estão em movimento sobre o eixo das ordenadas 
com limites de velocidade r 1 , ... , rn , respectivamente. O pontos correspondem a objetos 
externos ao computador, assim o valor de cada ponto deve ser obtido através de uma 
chamada ao oráculo (que pode ser um dispositivo físico como um radar). Denotaremos por 
Y1 (t), .. . , Yn(t) os valores dos pontos no instante t. 

A estratégia ingênua para responder a uma consulta é primeiro atualizar a pos1çao 
de cada um dos pontos, através de n chamadas ao oráculo, e depois comparar os seus 
valores. Para melhorar a estratégia ingênua podemos apelar para o senso comum: podemos 
temporariamente ignorar os pontos que, quando da última atualização, tinham valores bem 
menores que o máximo e que devido aos limites de velocidades certamente não alcançaram 
o valor máximo atual. 

Consideremos a seguinte estratégia n-fator-sortudo. Quando um ponto Yi é atualizado 
no instante t, ele obtém a prioridade Pi = (max(t) - Yi(t) )/(ri+ rmax) + t, onde max(t) é o 
valor do ponto máximo no instante t e rmax é o limite de velocidade do ponto máximo. Esta 
prioridade representa o menor instante em que o ponto Yi poderia alcançar o ponto que era o 
máximo no instante t. Assim, se um consulta é feita em um instante T então o subconjunto 
de pontos com prioridade não maior que T deve ser atualizado para determinarmos o ponto 
máximo e respondermos à consulta. 

Esta estratégia baseada em tempo-para-alcançar-o-máximo pode economizar atuali­
zações, mas em geral não constitui uma boa estratégia. De fato, suponha que um ponto 
máximo em um instante t tenha o seu valor acrescido com velocidade máxima. Suponha que 
uma nova consulta é feita no instante T. A um algoritmo sortudo basta somente atualizar o 
valor de um ponto (o do máximo) para responder à consulta corretamente (lembremos que 
um algoritmo sortudo é um algoritmo não-determinístico que atualiza um número mínimo 
de pontos). Em contraste, um algoritmo baseado nessa estratégia que prioriza o tempo 
poderia chegar a fazer n atualizações para a mesma situação, se a prioridade de maior valor 
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não for maior que o instante 7' no qual é feito a consulta.

A seguir descrevemos uma estratégia mais eficiente, proposta por Kahan, a qual atualiza
os pontos de acordo com uma outra medida de prioridade.

Para { = 1, . . . , n associarernos o ponto 3/i à reta Zi(t) = ri(t -- t') + yi(t') que passa pelo

ponto (t', 3/í(t')) com tangente igual a rí, onde t' é o instante mais recente no qual o valor do
ponto Z/i foi atualizado. Chamaremos uma tal rega de rata limite do ponto yi(em relação ao
instante t'). A Figura 4.3 ilustra várias regas limites que são associadas a pontos. Diremos
que o valor Z{(T) é o valor Jarrita do ponto Z/i no instante T, tendo em vista que Zi(T) é um
limitante superior para o valor do ponto Z/i no instante T (i = 1, . . . , n).

y
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t t t T f

Figura 4.3: Retas limites para velocidades não uniforme

Suponhamos que uma consulta é feita no instante T. As ordenadas dos pontos de
intersecção da neta z = T correspondem aos valores limites do respectivos pontos. A
estratégia para atualização de pontos, proposta por Kahan, a fim de responder à consulta
feita consiste em atualizar a posição dos pontos, em ordem decrescente dos seus valores
limites, até que o valor atualizado de um ponto sda maior que os valores limites de todos
os pontos que ainda não foram atualizados no instante T. Quando um ponto yi é atualizado
no instante T, a rota limite correspondente a ele é transladada de tal forma que passe pelo
ponto (r, yí (r)).

Em seu artigo Kahan 1281 mostra que o algoritmo que implemente a estratégia acima leva
tempo O(ulog:z n) para responder a uma consulta, onde lz é o número de atualizações. A
seguir descrevemos mais detalhadamente esta estratégia para o caso particular no qual todos
os pontos têm o mesmo limite de velocidade. Mostraremos que o algoritmo baseado nesta
estratégia é l-sortudo e gasta tempo O(ulogn) para responder a uma consulta. Antes de
prosseguirmos lembremos o que significa um algoritmo ser k-sortudo. Seja CÁu(q) o número
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não for maior que o instante T no qual é feito a consulta. 

A seguir descrevemos uma estratégia mais eficiente, proposta por Kahan, a qual atualiza 
os pontos de acordo com uma outra medida de prioridade. 

Parai = 1, .. . , n associaremos o ponto Yi à reta li(t) = ri(t - t') + Yi(t') que passa pelo 
ponto (t', Yi(t')) com tangente igual a ri, onde t' é o instante mais recente no qual o valor do 
ponto Yi foi atualizado. Chamaremos uma tal reta de reta limite do ponto Yi (em relação ao 
instante t'). A Figura 4.3 ilustra várias retas limites que são associadas a pontos . Diremos 
que o valor li(T) é o valor limite do ponto Yi no instante T, tendo em vista que li(T) é um 
limitante superior para o valor do ponto Yi no instante T (i = 1, .. . , n). 
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Figura 4.3 : Retas limites para velocidades não uniforme. 

Suponhamos que uma consulta é feita no instante T . As ordenadas dos pontos de 
intersecção da reta x = T correspondem aos valores limites do respectivos pontos. A 
estratégia para atualização de pontos, proposta por Kahan, a fim de responder à consulta 
feita consiste em atualizar a posição dos pontos, em ordem decrescente dos seus valores 
limites, até que o valor atualizado de um ponto seja maior que os valores limites de todos 
os pontos que ainda não foram atualizados no instante T. Quando um ponto Yi é atualizado 
no instante T, a reta limite correspondente a ele é transladada de tal forma que passe pelo 
ponto (T, Yi(T)). 

Em seu artigo Kahan [28] mostra que o algoritmo que implementa a estratégia acima leva 
tempo O(u log2 n) para responder a uma consulta, onde ué o número de atualizações. A 
seguir descrevemos mais detalhadamente esta estratégia para o caso particular no qual todos 
os pontos têm o mesmo limite de velocidade. Mostraremos que o algoritmo baseado nesta 
estratégia é 1-sortudo e gasta tempo O(ulogn) para responder a uma consulta. Antes de 
prosseguirmos lembremos o que significa um algoritmo ser k-sortudo. Seja C:{ (q) o número 
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de atualizações feitas por um algoritmo .A para responder à consulta q. Um algoritmo
não-determinístico .L é dito sorZudo se para responder corretamente a qualquer consulta
o algoritmo executa um número mínimo de atualizações, ou seja chamadas ao oráculo.
Finalmente, dizemos que um algoritmo .4 é k-sortudo se (JHu(q) $ Ctu(q) + k para toda
consulta q.

Limite de velocidade uniforme

Consideremos a situação mais simples onde o limite de velocidade de todos os pontos é o
mesmo, isto é, ri = . . = r. = r. A Figura 4.4 ilustra as regas limites para esta situação.
Para limite de velocidade uniforme a estratégia de atualização, proposta por Kahan, é mais
eficiente que a estratégia baseada em tempo-para-alcançar-o-máximo.

Figura 4.4: Limite de velocidade uniforme

Suponhamos que uma consulta é feita no instante T. Denotemos por tí o instante da
última atualização do valor do ponto yí ({ = 1, . . . ,n). Suponhamos que no instante T o
valor limite do ponto g/{ é maior ou igual ao valor limite do ponto g/j, ou sela,

/í(T) = Z/{(ti)+r(T t{) ? 3/j(tj) +r(T- tj) = Zj(T),

que é equivalente a

g/i(ti) -- rti ? 3/.Í(tj) -- rtj.

Definimos a prioridade pi do ponto g/í como sendo y{(t{) -- rti({ = 1 . . . n). Notemos
que a prioridade não depende do instante anual 7' em que a consulta foi feita. Portanto,
para responder à consulta feita, primeiro consideramos um ponto com prioridade máxima e
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de atualizações feitas por um algoritmo A para responder à consulta q. Um algoritmo 
não-determinístico L é dito sortudo se para responder corretamente a qualquer consulta 
o algoritmo executa um número mínimo de atualizações, ou seja chamadas ao oráculo. 
Finalmente, dizemos que um algoritmo A é k-sortudo se C~ (q) :s; Gf (q) + k para toda 
consulta q. 

Limite de velocidade uniforme 

Consideremos a situação mais simples onde o limite de velocidade de todos os pontos é o 

mesmo, isto é, r 1 = · · · = rn = r. A Figura 4.4 ilustra as retas limites para esta situação. 
Para limite de velocidade uniforme a estratégia de atualização, proposta por Kahan, é mais 
eficiente que a estratégia baseada em tempo-para-alcançar-o-máximo. 
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Figura 4.4: Limite de velocidade uniforme. 

Suponhamos que uma consulta é feita no instante T. Denotemos por ti o instante da 
última atualização do valor do ponto Yi ( i = 1, .. . , n). Suponhamos que no instante T o 
valor limite do ponto Yi é maior ou igual ao valor limite do ponto Yj, ou seja, 

que é equivalente a 

Definimos a prioridade Pi do ponto Yi como sendo Yi(ti) - rti (i = 1 . .. n). Notemos 
que a prioridade não depende do instante atual T em que a consulta foi feita. Portanto, 
para responder à consulta feita, primeiro consideramos um ponto com prioridade máxima e 
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atualizamos o seu valor que será o nosso máximo temporário maxtemp. A seguir, passamos
a atualizar a posição dos pontos em ordem decrescente de prioridade, e fazemos maxtemp :=
maxlmaxtemp,y{(T)}, onde yi é o ponto que acabou de ser atualizado. O processo pára
quando encontramos um ponto yi tal que a sua prioridade pi é menor ou igual a maxtemp --
rT. Finalmente, a consulta é respondida e as prioridades de todos os pontos atualizados é
recalculada.

Chamaremos de .4ZgoMfmo ]l/azimoZ)eTempoReaZ o algoritmo que implemente a es-
tratégia que acabamos de descrever para responder a uma consulta. Kahan mostrou que o
Algoritmo MaximoDeTempoReal faz no máximo uma atualização a mais que um algoritmo
sortudo.

Algoritmo MaximoDeTempoReal. Recebe um conjunto S := {yt, . . . , y.}

de pontos em movimento contínuo sobre o eixo das ordenadas, um limite de
velocidade r para todos os pontos, uma consulta feita no instante T, um oráculo
que fornece a posição de qualquer ponto no instante T; e devolve um ponto com
maior valor no instante 7'

Cada iteração começa com um subconjunto P dos pontos de S que ainda precisam ser
examinados pelo algoritmo, um real maxtemp correspondente ao valor do ponto máximo
temporário, e um ponto Z/ que será examinado na iteração. Denotaremos por Q o conjunto
S P. A primeira iteração começa com P :: S, Q = 0, maxtemp = --oo, e y sendo o ponto
de S com maior prioridade. Cada iteração consiste no seguinte:

Alternativa l P # 0

Seja p a prioridade do ponto Z/

Caso l p > maxtemp -- rT

Atualize o valor do ponto y.
Seja naxtemp' - maxlmaxtemp, Z/(T)} e Q' o conjunto Q + 3/.
Seja ainda P' o conjunto P -- Z/ e seja y' o ponto de P' com maior prioridade.
Comece nova iteração com P', Q', maxtemp' e y' nos papéis de P, Q, maxtemp e

Caso 2 7) $ maxtemp rT

Determine a nova prioridade dos pontos em (2 para uma futura consulta
Devolva o ponto de valor maxtemp e pare.

y

Alternativa ll P = ü

Determine a prioridade de todos os pontos em Q (= S) para uma futura consulta
Devolva o ponto de valor maxtemp e pare.
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atualizamos o seu valor que será o nosso máximo temporário maxtemp. A seguir, passamos 
a atualizar a posição dos pontos em ordem decrescente de prioridade, e fazemos maxtemp := 

max:{ maxternp, Yi (T)} , onde Yi é o ponto que acabou de ser atualizado. O processo pára 
quando encontramos um ponto Yi tal que a sua prioridade Pi é menor ou igual a maxtemp -

rT. Finalmente, a consulta é respondida e as prioridades de todos os pontos atualizados é 

recalculada. 

Chamaremos de Algoritmo MaximoDeTempoReal o algoritmo que implementa a es­
tratégia que acabamos de descrever para responder a uma consulta. Kahan mostrou que o 
Algoritmo MaximoDeTempoReal faz no máximo uma atualização a mais que um algoritmo 
sortudo. 

Algoritmo MaximoDeTempoReal. Recebe um conjunto S := {y1 , ... , Yn} 
de pontos em movimento contínuo sobre o eixo das ordenadas, um limite de 
velocidade r para todos os pontos, uma consulta feita no instante T, um oráculo 
que fornece a posição de qualquer ponto no instante T; e devolve um ponto com 

maior valor no instante T. 

Cada iteração começa com um subconjunto P dos pontos de S que ainda precisam ser 
examinados pelo algoritmo, um real maxtemp correspondente ao valor do ponto máximo 
temporário, e um ponto y que será examinado na iteração. Denotaremos por Q o conjunto 
S - P. A primeira iteração começa com P = S, Q = 0, maxtemp = -oo, e y sendo o ponto 
de S com maior prioridade. Cada iteração consiste no seguinte: 

Alternativa I P ::/ 0 

Seja p a prioridade do ponto y. 

Caso 1 p > maxtemp - rT 

Atualize o valor do ponto y. 

Seja maxt emp' = max: { maxt emp, y ( T)} e Q' o conjunto Q + y. 

Seja ainda P' o conjunto P - y e seja y' o ponto de P' com maior prioridade. 

Comece nova iteração com P', Q', maxtemp' e y' nos papéis de P, Q, maxtemp e 

y. 

Caso 2 p ~ maxtemp - rT 

Determine a nova prioridade dos pontos em Q para uma futura consulta. 

Devolva o ponto de valor maxtemp e pare. 

Alternativa II P = 0 

Determine a prioridade de todos os pontos em Q ( = S) para uma futura consulta. 
Devolva o ponto de valor maxtemp e pare. 
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Corretude do Algoritmo MaximoDeTempoReal

O algoritmo atualiza o valor dos pontos em ordem decrescente de prioridade, ou, equi-
valentemente, em ordem decrescente de valor limite no instante 7'. No início o valor do

ponto com maior prioridade (que é um candidato a máximo), será o máximo temporário.
Enquanto o Caso l é executado, o valor do ponto y examinado na iteração tem chance de
ser maior que maxtemp, então seu valor é atualizado e comparado com maxtemp. Suponha
que para um ponto g/ é válido o Caso 2 e que t foi o último instante no qual este ponto foi
atualizado, isto implica que:

g/(t) + r(T -- t) $ maxtemp

ou seja, o valor limite para o ponto y, no instante T, é menor que o valor do máximo
temporário, o mesmo acontece para todos os demais pontos que tem prioridade menor que
a prioridade do ponto y. Neste passo, maxtemp é o valor de um ponto máximo.

Análise do Algoritmo MaximoDeTempoReal

No pior caso o algoritmo faz n atualizações. Se implementamos o algoritmo fazendo uso
de uma fila de prioridade para representar o conjunto P, que contém as prioridades dos
pontos, a complexidade de tempo do Algoritmo MaximoDeTempoReal, para responder uma
consulta q, é (7Z'(ç) = O(ulog7}), onde u é o número de atualizações feitas pelo algoritmo.
No modelo de tempo-real desça-se minimizar este número u de consultas feitas ao oráculo.

Teorema 4.1 (Kahan 1281) O Algoz'ífrno MazámoDeTempoReaJ é l-sorludo. l

Kahan também considera alguns problemas semelhantes ao problema do máximo: o
problema da mediana e o problema do menor intervalo.

4.3 Máximo cinético

O proóZema do máximo, no modelo cinético, consiste em dado: um conjunto S de n pontos
em movimento contínuo sobre o eixo das ordenadas; um plano de võo para cada ponto, uma
sequência de alterações de planos de võo que são fornecidas on-lhe; manter: a descrição
combinatória do ponto de maior ordenada, ou seja o ponto de maior valor.

Seja g/P (í = 1 . . . n) a ordenada de cada ponto p. Deseja-se, neste modelo, manter con-

tinuamente o ponto de maior ordenada. Consideraremos a seguir três estruturas de dados
cinética apresentadas por Basca, Guibas e Hershberger j13, 141 que resolvem o problema
do máximo cinético.
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Corretude do Algoritmo MaximoDeTempoReal 

O algoritmo atualiza o valor dos pontos em ordem decrescente de prioridade, ou, eqm­
valentemente, em ordem decrescente de valor limite no instante T. No início o valor do 
ponto com maior prioridade (que é um candidato a máximo), será o máximo temporário. 
Enquanto o Caso 1 é executado, o valor do ponto y examinado na iteração tem chance de 
ser maior que maxtemp, então seu valor é atualizado e comparado com maxtemp. Suponha 
que para um ponto y é válido o Caso 2 e que t foi o último instante no qual este ponto foi 
atualizado, isto implica que: 

p + rT = y(t) + r(T - t) ~ maxtemp 

ou seja, o valor limite para o ponto y, no instante T, é menor que o valor do máximo 
temporário, o mesmo acontece para todos os demais pontos que tem prioridade menor que 
a prioridade do ponto y. Neste passo, maxtemp é o valor de um ponto máximo. 

Análise do Algoritmo MaximoDeTempoReal 

No pior caso o algoritmo faz n atualizações. Se implementamos o algoritmo fazendo uso 
de uma fila de prioridade para representar o conjunto P, que contém as prioridades dos 
pontos, a complexidade de tempo do Algoritmo MaximoDeTempoReal, para responder uma 
consulta q, é CI(q) = O(ulogn), onde ué o número de atualizações feitas pelo algoritmo. 
No modelo de tempo-real deseja-se minimizar este número u de consultas feitas ao oráculo. 

Teorema 4.1 (Kahan [28)) O Algoritmo MaximoDeTempoReal é 1-sortudo. 1 

Kahan também considera alguns problemas semelhantes ao problema do máximo: o 
problema da mediana e o problema do menor intervalo. 

4.3 Máximo cinético 

O problema do máximo, no modelo cinético, consiste em dado: um conjunto S de n pontos 
em movimento contínuo sobre o eixo das ordenadas; um plano de vôo para cada ponto, uma 
seqüência de alterações de planos de vôo que são fornecidas on-line; manter: a descrição 
combinatória do ponto de maior ordenada, ou seja o ponto de maior valor. 

Seja Yp (i = 1 ... n) a ordenada de cada ponto p. Deseja-se, neste modelo, manter con­
tinuamente o ponto de maior ordenada. Consideraremos a seguir três estruturas de dados 
cinética apresentadas por Basch, Guibas e Hershberger [13, 14] que resolvem o problema 
do máximo cinético. 
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4.3.]. Sort cinético

A primeira m[)C para o Prob]ema do máximo, a qua] chamaremos de Soro cínélico, é
baseado na cinetização de uma lista de pontos ordenados de acordo com sua y-coordenada.
Pode-se usar qualquer algoritmo de ordenação para preprocessar os pontos e criar a lista.
Para cada par de pontos consecutivos na lista teremos um certificado que será inserido em
uma fila de prioridade ordenada de acordo com o seu prazo de validade. Este prazo de
validade consiste no tempo que decorrerá até que estes pontos se encontrem (neste instante
a sua ordem relativa será alterada). Quanto menor o prazo de validade, mais próximo do
início da fila se encontra um certificado. Quando dois pontos consecutivos se encontram
temos um evento, ou sqa, a violação de um certificado. Assim que ocorre um evento a
ordem na lista dos pontos envolvidos deverá ser trocada e, no máximo, três certificados
deverão ser removidos da fila e três novos certificados deverão ser inseridos, como ilustrado
na Figura 4.5. Como operações básicas envolvendo a fila de prioridade gastam tempo
O(logo), então esta lll)C é de resposta rápida. Para cada ponto temos que a fila de
prioridade tem no máximo dois certificados envolvendo o ponto. Logo, esta lnl)(C é local.
Esta ]nl)C também é compacta já que o número total de certificados na fila de prioridade é
n -- l. Infelizmente a ID[)C não é eficiente. De fato, imagine a metade dos pontos parados
e a outra metade passando sobre eles com velocidade constante. Nesta situação a IDD)C
deve processar O(n2) eventos, enquanto que o número eventos externos no pior caso (i.e.,
mudanças na descrição combinatória) é O(n). A situação está ilustrada na Figura 4.6.
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Figura 4.5: Processamento de um evento na lnD(C Sort cinético

4.3.2 Heap cinético

A segunda ml)(C para o Problema do máximo, que será chamada de #eap c néfico, é baseada
na cinetização de um heap binário. Um algoritmo estático deverá preprocessar os pontos a
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n - 1. Infelizmente a JEID(C não é eficiente. De fato , imagine a metade dos pontos parados 
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mudanças na descrição combinatória) é O(n). A situação está ilustrada na Figura 4.6. 
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Figura 4.5: Processamento de um evento na JEID(C Sort cinético. 

4.3.2 Heap cinético 

A segunda IDC para o Problema do máximo, que será chamada de Heap cinético, é baseada 
na cinetização de um heap binário. Um algoritmo estático deverá preprocessar os pontos a 
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Figura 4.6: Exemplo onde uma estrutura de dados cinética baseada em certificados de
consecutividade dos pontos deve processar O(n2) eventos.

fim de criar um heap que deverá conter os pontos de acordo com o valor da sua ordenada.

A cada aresta do heap faremos corresponder um certificado que garante que o ponto
associado ao nó filho está abaixo do ponto associado ao nó pai(por abaixo entenda-se 'tem
ordenada menor'). Logo, eventos ocorrem quando pai e filho se encontram. Processar um
evento consiste em: trocar as posições dos nós pai e filho no lleap; remover da fila no máximo
cinco certificados; e inserir na fila no máximo cinco novos certificados. O processamento de
um evento está ilustrado na Figura 4.7.
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antes depois

Figura 4.7: Processamento de um evento na IHI)(C Heap cinético

Como podemos ver o processamento de um evento gasta tempo O(log n), assim a MI)C
Heap cinético é de resposta rápida. Além disso, para cada ponto existem no máximo três
certi6cados que dependem dele. Logo, esta IBll)(C é local. Como o número de arestas no
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heap é n -- 1, que é igual ao número de certificados na fila de prioridade, a estrutura Heap
cinético também é compacta.

A questão agora é se ela é eficiente, ou seja, quantos eventos esta estrutura Heap cinético
tem que processar no pior caso. Para decidir se uma ln[)C é eficiente ou não, necessitamos,
antes de mais nada, do número de eventos externos, no pior caso, para o problema tratado.
Os Corolários 2.3 e 2.5 estabelecem que no pior caso o número de eventos externos para
o Problema do máximo, quando cada dois pontos se encontram um número limitado de
"zes, é O(n logo n).

Para a situação em que os pontos se movem a uma velocidade constante o número de
eventos processados é O(nlog2n) (cf. j151). Logo, o Heap cinético para o Problema do
máximo comi pontos se movendo a uma velocidade constante é uma ml)C eficiente (já que
a razão entre o número total de eventos processados no pior caso e o número de eventos
externos no pior caso é O(log' n)) e portanto ótima.

4.3.3 Torneio cinético

A terceira e última estrutura de dados cinética que consideraremos é o chamado Torne o
cinético. Esta estrutura é proveniente da cinetização de uma árvore de decisão para de-
terminar o máximo de um conjunto de valores. Um algoritmo estático para o Problema
do máximo particiona recursivamente o conjunto de pontos em subconjuntos de tamanhos
aproximadamente iguais, calcula o máximo de cada subconjunto e devolve maior deles.
Chamaremos este algoritmo, que esta descrito logo abaixo, de Algoritmo À:fazÍmoRecursí-
uo. Denotamos por yP a ordenada de um ponto p.

Algoritmo MaximoRecursivo. Recebe um conjunto S de n pontos no eixo
das ordenadas e devolve um ponto de S com valor máximo.

Alternativa l ISI = l

Devolva o único ponto de $ e pare

Alternativa ll ISI > l

Particione o conjunto S em dois subconjuntos, S. e SÚ, de tamanhos aproximadamente
iguais.

Soja p e q o ponto máximo de Se e SÚ, respectivamente, ou sqa:

p = MaximoRecursivo(S.)

q = MaximoRecursivo(Sa)
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Clamo l yP > Z/Ç

Devolva o ponto p e pare

Caso 2 yP < yÇ
Devolva o ponto q e pare

A execução do Algoritmo MaximoRecursivo, para determinar o ponto de maior valor,
gera uma árvore de decisão, a qual chamaremos de ártiore de forneço. Este nome se deve ao

fato de que, vista de baixo para cima, a árvore da decisão forma um torneio para determinar
um campeão (o maior elemento) e cada comparação pode ser considerada como sendo uma
partida onde uni ponto é o vencedor e o outro ponto é o perdedor. Sqa T uma árvore de
torneio. Cada nó da árvore de torneio faz referência a um ponto de S. Nas folhas teremos
referências a todos os pontos de S. Cada nó interno u de T fará referência ao ponto de
maior valor entre os dois pontos referenciados pelos nós filhos de u. A Figura 4.8 ilustra
uma árvore de torneio associada a oito pontos. Notemos que uma árvore de torneio tem
profundidade O(log n).

ym 2: gn yp 2: 3/q

Figura 4.8: Arvore de torneio para o Problema do máximo. Cada nó interno da árvore
guarda o ponto de maior valor entre os pontos armazenados nos seus filhos.

Os certificados na ml)C Torneio cinético serão as comparações feitas no Caso l ou no
Caso 2. Como é habitual, este certificados serão armazenados em uma fila de prioridade de
acordo a seu prazo de validade. Esta lnl)C manterá ainda como estrutura de dados auxiliar

a árvore do torneio. A fim de completarmos a estrutura Torneio cinético apresentaremos a
seguir o algoritmo que processa um evento.

Algoritmo ArvRecursão. Recebe como entrada a estrutura Torneio cinético

e a violação do certificado Z/P ? 3/ç que envolve os pontos p e q, e processa tal
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evento (isto é, atualiza o Torneio cinético)

A estrutura Torneio cinético consiste de um conjunto S de n pontos, dados através dos
seus planos de võo, uma fila de prioridade contendo os certificados por ordem de prazo de
validade, e uma árvore de torneio T. Cada evento na fila de eventos contém referências para
os dois nós da árvore de torneio T que contém os pontos associados à partida que originou o

evento. O processamento do evento resultante da violação do certiâcado Z/P 2 Z/ç consistirá
em iterações. Antes do início da primeira iteração removemos da âla de prioridade o evento

associado ao certificado yP 2 yç e inserimos o novo certificado yP 5; Z/ç- Cada iteração
começa cona um nó temp da árvore T. No início da primeira iteração temp é o nó pai de q
(q é o nó de T correspondente a 'partida' yP ? Z/ç).

Alternativa l temp = p

Caso l temp não é raiz de T

Sda m o nó irmão de temp em 7', isto é, o nó que tem o mesmo pai que tmp.
Remova da fila de prioridade o evento associado ao certificado entre tmp e w
Insira na fila de prioridade o certificado entre q e w.
'l\oque o ponto referenciado por tmp pelo ponto q
Sqa tmp' o nó pai de tmp.
Comece nova iteração com tmp' no papel de tmp.

Caso 2 temp é raiz de T

'ltoque o ponto referenciado por tmp pelo ponto q
Devolva o Torneio cinético e pare.

Alternativa ll temp # p

Devolva o Torneio cinético e pare

Análise do Algoritmo ArvRecursão

Quando um certificado perde a sua validade temos a inversão entre o vencedor e perdedor de
uma das partidas. Neste caso os certificados correspondentes aos nós da árvore do torneio,
a partir do nó onde ocorreu a inversão, devem ser, um após outro, removidos da fila de
certificados, e um novo certificado de uma partida envolvendo o novo vencedor deve ser

calculado e inserido na fila, até que este vencedor perca uma partida do torneio (ou sda
considerado o novo campeão). Como a árvore de torneio é balanceada, teremos que no
máximo O(log n) certificados deverão ser removidos da fila, calculados e inseridos na fila,

4.3 Máximo cinético 34 

evento (isto é, atualiza o Torneio cinético). 

A estrutura Torneio cinético consiste de um conjunto S de n pontos, dados através dos 
seus planos de vôo, uma fila de prioridade contendo os certificados por ordem de prazo de 
validade, e uma árvore de torneio T. Cada evento na fila de eventos contém referências para 
os dois nós da árvore de torneio T que contém os pontos associados à partida que originou o 
evento. O processamento do evento resultante da violação do certificado Yp 2". Yq consistirá 
em iterações. Antes do início da primeira iteração removemos da fila de prioridade o evento 

associado ao certificado Yp 2". Yq e inserimos o novo certificado Yp ~ Yq· Cada iteração 
começa com um nó temp da árvore T. No início da primeira iteração temp é o nó pai de q 

(q é o nó de T correspondente a 'partida' Yp ~ Yq)-

Alternativa I temp = p 

Caso 1 ternp não é raiz de T 

Seja w o nó irmão de temp em T, isto é, o nó que tem o mesmo pai que trnp. 

Remova da fila de prioridade o evento associado ao certificado entre trnp e w. 

Insira na fila de prioridade o certificado entre q e w. 

Troque o ponto referenciado por tmp pelo ponto q. 

Seja tmp' o nó pai de tmp. 

Comece nova iteração com trnp' no papel de tmp. 

Caso 2 temp é raiz de T 

Troque o ponto referenciado por tmp pelo ponto q. 

Devolva o Torneio cinético e pare. 

Alternativa II temp -/: p 

Devolva o Torneio cinético e pare. 

Análise do Algoritmo ArvRecursão 

Quando um certificado perde a sua validade temos a inversão entre o vencedor e perdedor de 
uma das partidas. Neste caso os certificados correspondentes aos nós da árvore do torneio, 

a partir do nó onde ocorreu a inversão, devem ser, um após outro, removidos da fila de 
certificados, e um novo certificado de uma partida envolvendo o novo vencedor deve ser 
calculado e inserido na fila, até que este vencedor perca uma partida do torneio ( ou seja 
considerado o novo campeão). Como a árvore de torneio é balanceada, teremos que no 
máximo O(log n) certificados deverão ser removidos da fila, calculados e inseridos na fila, 



4.3 Mláximo cinético 35

que leva tempo O(logo n), assim a IDI)C é de resposta rápida. O ponto máximo é o vencedor

em cada uma das partidas, desde o nível mais baixo até a raiz da árvore de torneio. Logo, a
IBID)C é local, já que, no pior caso, existem O(log n) certificados que dependem de um único
ponto. A árvore de torneio tem no máximo O(n) nós, e para cada par de nós irmãos existe
um evento na fila de prioridade. Portanto, a lnl)C é compacta.

O número de eventos totais, para o caso de um k-movimento, é O(Àx;(n) logo), onde
Xk(n) é o comprimento de uma seqüência de Davenport-Schinzel de ordem A sobre um alfa-

beto com n símbolos (veja Capítulo 2). Seja (7(n) o número de eventos totais processados
pela IHI)C para manter o ponto máximo de n pontos movendose sobre o eixo das ordenadas.
Devido a recursividade da árvore de torneio, esta quantidade é limitada superiormente por
20(n/2) + (2(n), onde Q(n) é o número de eventos processados no pior caso para manter o
ponto máximo obtido através da comparação de dois pontos. Cada um destes pontos muda
O(Àt(n)) vezes ao longo do tempo, assim o valor de Q(n) é limitado por O(ÀA;(n)). Então
o número de eventos totais é O(Àk(n) logo). Logo, a lIDe Torneio cinético, para pontos
que se movimentam de acordo com um k-movimento, é eficiente e portanto ótima.

Atallah mostra que o comprimento da seqüência de pontos de maior ordenada, é no
máximo Àk(n) para um conjunto de rz pontos, realizando um k-movimento sobre o eixo das
ordenadas. Kahan mostrou que o Algoritmo MaximoDeTempoReal, faz no máximo uma

atualização a mais que um algoritmo sortudo. Estes são resultados interessantes do ponto
de vista teórico, mas não são apropriados para implementação.

Nesta dissertação, consideramos três estruturas de dados cinética para o problema
do máximo, apresentadas por Basch, Guibas e Hershberger, a saber, Sort cinético, Heap
cinético e Torneio cinético. A IDI)C Torneio cinético, resulta ser ótima e ganha do Heap
cinético já que processa um número menor de eventos.
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CAPÍTULO 5

Problema do par mais-próximo

'lYataremos neste capítulo do Problema do par mais-próximo. A versão
estática deste problema consiste em: dados: um conjunto S de n pontos;
encontrar: um par de pontos em S com a menor distância. A versão
estática pode ser resolvida em tempo ótimo O(nlogn) através de um

algoritmo do tipo divisão-e-conquista (veja o Capítulo 5 de 1361).

No modelo on-lhe, Atallah l9, 101 mostrou que, para pontos realizan-
do um k-movimento em Ra, o comprimento de uma seqüência dos pares

de pontos mais-próximos tem comprimento O(n2 logo n) e que uma tal sequência pode ser
computada em tempo O(n2 log n log' n). Na Seção 5.1 apresentaremos estes resultados.

Na Seção 5.2 trataremos do Problema do par mais-próximo no modelo de tempo-real.
Neste modelo é necessária uma estratégia para atualização das posições dos pontos. Esta
estratégia deve basear-se no estado do conhecimento do problema, ou sda, no conjunto de
regiões livres dos pontos. O que se dese.ja de um algoritmo de tempo-real é que retorne, o
mais rápido possível, um par de pontos mais-próximos no instante em que a consulta foi
feita, e que para isto atualize a posição de um número pequeno de pontos. Não importa
qual seja a estratégia de atualização utilizada, quando cada consulta deve ser respondida
em um prazo limite, erros são inevitáveis, considere a situação em que todos os pontos
estão muito próximos. Kahan 1291 propôs algumas estratégias de atualização e discutiu os
resultados de simulações que utilizaram estas estratégias.

Os algoritmos estáticos existentes até recentemente para o problema do par mais-
próximo (como o algoritmo ótimo clássico) não são apropriados para cinetização pois a
estrutura de certificados proveniente destes algoritmos é intrinsicamente não..local. Basca,

Guibas e Hershberger j13, 141 desenvolveram um algoritmo estático ótímo para o proble-
ma estático do par mais-próximo que é fácil de ser convertido para a versão cinética. Na

Seção 5.3 apresentaremos este algoritmo estático ótimo. Finalmente, na Seção 5.4, descre-
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mais rápido possível, um par de pontos mais-próximos no instante em que a consulta foi 
feita, e que para isto atualize a posição de um número pequeno de pontos. Não importa 
qual seja a estratégia de atualização utilizada, quando cada consulta deve ser respondida 
em um prazo limite, erros são inevitáveis, considere a situação em que todos os pontos 
estão muito próximos. Kahan [29] propôs algumas estratégias de atualização e discutiu os 
resultados de simulações que utilizaram estas estratégias. 

Os algoritmos estáticos existentes até recentemente para o problema do par mais­
próximo ( como o algoritmo ótimo clássico) não são apropriados para cinetização pois a 
estrutura de certificados proveniente destes algoritmos é intrinsicamente não-local. Basch, 
Guibas e Hershberger [13 , 14] desenvolveram um algoritmo estático ótimo para o proble­
ma estático do par mais-próximo que é fácil de ser convertido para a versão cinética. Na 
Seção 5.3 apresentaremos este algoritmo estático ótimo. Finalmente, na Seção 5.4, descre-
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veremos a cinetização do algoritmo da seção anterior, ou seja, veremos a estrutura de dados

cinética de Basch, Guibas e Hershberger j13, 141 obtida a partir dos certificados provenien-
tes deste algoritmo estático. Mostraremos ainda que esta estrutura de dados cinética é de
resposta rápida, local, compacta e eficiente.

5.1 Par mais-próximo oH-lhe

O proa/ema do par mais-próximo, no modelo oa-lhe, consiste em dado; um conjunto S de
pontos em IRa realizando um k-movimento; deferrninar: uma sequência de pares de pontos
mais-próximos de S ao longo do tempo.

Uma seqüérzc a de pares mais-p7'ózÍmos de S é uma seqüência formada por pares de
pontos de S. Na seqüência, os pares de pontos são listados na ordem cronológica em que
eles aparecem como um par mais-próximo. Assim, o primeiro par de pontos na seqüência
é um par mais-próximo no instante inicial [ = to e o ú]timo par de pontos é o par mais-
próximo no instante t :: +oo.

Os dois teoremas a seguir estabelecem que, para um conjunto de rz pontos realizando um
k-movimento contínuo ou um k-movimento com um número constante de descontinuidades

e transições, o maior comprimento de uma seqüência de pares mais-próximos é O(n2 logo n).

Se p é um ponto denotaremos por p(t) a equação que descreve o seu movimento. Por
X,(n) denotamos o comprimento da maior seqüência de Davenport-Schinzel de ordem s
sobre um alfabeto com n símbolos (vda Capítulo 2).

Teorema 5.1 (Atallah ]9, 10]) Sda -D um ínterua/o de IR e S um conjunto de n pontos

pi,-. . ,p. em R'Í realizando um k-movimento sobre 1), enfio o comprimento mázámo da

seqüêncía de pares de pontos mais-próximo é À2k(n(n -- 1)/2). -Em pari calar para k = l
fe«''os que o compMmenfo é O(n') e para k > 1 o comprimento é O(n: logo n).

Prova. A sequência de pares de pontos mais-próximos pode ser obtida através do cálculo

do envelope inferior das distâncias entre cada par de pontos distintos. Seja .Êj a função que
representa o quadrado da distância entre o par de pontos pi, pj distintos (l $ í < .j $ n),
ou sela:

/íj (t) p{(t) - pj(t)l:

As m = n(n -- 1)/2 funções /.j satisfazem as hipóteses do Corolário 2.3 para s = 2k, ou
se.ja, cada par de funções distintas se interceptam no máximo em 2k vezes no intervalo .D.
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k-movimento contínuo ou um k-movimento com um número constante de descontinuidades 
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Se p é um ponto denotaremos por p(t) a equação que descreve o seu movimento. Por 
À5 (n) denotamos o comprimento da maior seqüência de Davenport-Schinzel de ordem s 
sobre um alfabeto com n símbolos (veja Capítulo 2). 
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do envelope inferior das distâncias entre cada par de pontos distintos. Seja Íij a função que 
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Portanto o comprimento máximo da seqüência de pares de pontos mais-próximo é À2k(m).
Se k = 1 então À2(m) = 2m -- l = O(n2). Se k > 1 então À,X:(m) = O(mlog'm) =

0(n' log' n). l

Teorema 5.2 (Atallah [9, 10]) Sda Z) um inZe7'ua/o de R e S um conlzinlo de n pontas
pt, . . . ,p. em IR'! rea/{zando um k-mouímenfo sobre .D, ezceZo em d podias de descontinui-

dade e q pontos de transição, então o comprimento máximo da seqiiência de pares de pontos
mais-pró cimo é À2j;+4d+4ç(n(n -- 1)/2). .Em parfácu/ar, para d e q /imitados lemos gue este
compMmento máximo é O(n' log' n).

Prova. A prova é similar ao Teorema 5.1. No presente caso as funções .fi.Í tem no máximo
2d pontos de descontinuidades e 2q pontos de transições. Cada par de funções distintas se
interceptam no máximo em 2k pontos de .D. Logo, o teorema segue do Corolário 2.5. 1

O seguinte algoritmo calcula a seqüência de pares de pontos mais-próximo sobre um
conjunto de pontos em RÓ que realizam um k-movimento contínuo. O mesmo algoritmo
também pode ser usado sobre um conjunto de pontos realizando um k-movimento com
descontinuidades e transições.

Algoritmo ParMaisProximoOH-lhe. Recebe um intervalo .D em IR e um
conjunto S de n pontos pi, . . . ,p. em Ra realizando um k-movimento sobre -D,
e devolve a seqüência de pares de pontos mais-próximo de S.

Passo l Seja C's o conjunto das m = n(n -- 1)/2 funções que representam o quadrado da
distâncias, ao longo do tempo, entre cada par de pontos pi e pj distintos, ou seja:

Os {/{.í : .Êj(t) IPi (f) Pj(t)I', l $ { < .j $ n}

Passo 2 Calcule a seqüência -L do envelope inferior de Os

Passo 3 Devolva .L

Análise do Algoritmo ParMaisProximoOH-lhe

A obtenção, no Passo 1, das m funções em Os pode ser feito em O(m) = O(n2), pois X; é
uma constante. Se as funções em Os estão totalmente definidas no intervalo .D, então pelo
Teorema 5.1 o comprimento da seqüência -L é no máximo À2k(m), e o cálculo do envelope
inferior pode ser feito em tempo O(À2t(m) logra). Para k = 1 temos que a complexidade
de tempo do algoritmo é O(n2 logo) e para k > 1 a complexidade é O(n2 logo logo n).
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Portanto o comprimento máximo da seqüência de pares de pontos mais-próximo é >-2k(m). 
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O(n2 log* n). 1 
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p 1, ... ,Pn em~ realizando um k-movimento sobre D, exceto em d pontos de descontinui­

dade e q pontos de transição, então o comprimento máximo da seqüência de pares de pontos 

mais-próximo é À2k+4d+ 4q(n(n - 1)/2). Em particular, para d e q limitados temos que este 

comprimento máximo é O(n2 log* n). 

Prova. A prova é similar ao Teorema 5.1. No presente caso as funções ]i1 tem no máximo 
2d pontos de descontinuidades e 2q pontos de transições. Cada par de funções distintas se 
interceptam no máximo em 2k pontos de D. Logo, o teorema segue do Corolário 2.5. 1 

O seguinte algoritmo calcula a seqüência de pares de pontos mais-próximo sobre um 
conjunto de pontos em IRd que realizam um k-movimento contínuo. O mesmo algoritmo 
também pode ser usado sobre um conjunto de pontos realizando um k-movimento com 
descontinuidades e transições. 

Algoritmo ParMaisProximoOff-line. Recebe um intervalo D em IR e um 
conjunto S de n pontos Pi, ... ,Pn em IRd realizando um k-movimento sobre D, 
e devolve a seqüência de pares de pontos mais-próximo de S. 

Passo 1 Seja Cs o conjunto das m = n(n - 1)/2 funções que representam o quadrado da 
distâncias, ao longo do tempo, entre cada par de pontos Pi e p1 distintos , ou seja: 

Passo 2 Calcule a seqüência L do envelope inferior de Cs. 

Passo 3 Devolva L. 

Análise do Algoritmo ParMaisProximoOff-line 

A obtenção, no Passo 1, das m funções em Cs pode ser feito em O(m) = O(n2), pois k é 
uma constante. Se as funções em Cs estão totalmente definidas no intervalo D, então pelo 
Teorema 5.1 o comprimento da seqüência L é no máximo >.2k(m), e o cálculo do envelope 
inferior pode ser feito em tempo 0(>.2k(m) logm). Para k = l temos que a complexidade 
de tempo do algoritmo é O ( n 2 log n) e para k > l a complexidade é O ( n 2 log n log* n). 
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Se as funções em Os estão parcialmente definidas no intervalo Z), ou seja, existem pontos
de descontinuidade e transição, então pelo Teorema 5.2 o comprimento da sequência .L é
no máximo O(n2 logo n), e o cálculo do envelope inferior leva tempo O(n2 log n logo n).

5.2 Par mais-próximo em tempo-real

O problema do par mais-prózímo, no modelo de tempo-real, consiste em dados: um conjunto
S de n pontos em movimento contínuo; para cada ponto de S um limite superior sobre sua
velocidade; um oráculo que atualiza a posição de um ponto dado; e uma seqüência de
consultas do tipo "Qual é o par mais-próximo?" que são fornecidas on-lhe; resporzder em
tempo-real: cada consulta um após outra.

Lembremos que a região livre de um ponto p é a menor região do espaço que sabemos
com certeza conter o ponto p. Assim, no momento em que a posição de um ponto é
atualizada a sua região livre se restringe a um único ponto. O conjunto de todas as regiões
livres é o estado do conhecimento do problema. Algoritmo de tempo-real mantém o estado
do conhecimento

Um algoritmo de temporeal para o problema do par mais-próximo necessita atualizar
a posição de alguns pontos a fim de responder a uma consulta. A atualização da posição
de um ponto consiste de uma chamada ao oráculo. Devido ao tempo gasto em atualizações
a resposta fornecida pode não ser o par mais-próximo corrente. A resposta fornecida pelo
algoritmo será o par mais-próximo no instante no qual foi feita a consulta.

Um algoritmo de tempo-real será tão mais eficiente quanto menor for o número de
atualizações por consulta, de tal forma que o par mais-próximo retornado coincida com o
par mais-próximo corrente.

Um exemplo está ilustrado na Figura 5.1. Na figura temos dois intervalos lto, t;l e lt;, t;l
onde o par mais-próximo não se altera. Se uma consulta é feita no instante to e a resposta é
dada no instante ti, então o par mais-próximo devolvido coincide com o par mais-próximo
no instante ti. Já, se uma consulta é feita no instante t2 e a resposta é dada no instante ta
então o par mais-próximo retornado não é o par mais-próximo no instante t3.

Desçamos obter algoritmos que, baseados no estado do conhecimento do problema,
atualizem as posições de um número mínimo de pontos a fim de que o valor da consulta
seja o par mais-próximo corrente. Não obstante, erros são inevitáveis no pior caso, quando,
por exemplo, todos os pontos estão próximos.

Sda PÍ(f) a posição do ponto pi no instante { e ri o limite superior para sua velocidade,
então a região livre para o ponto p{ no instante i(i > tÕ é a esfera com centro em pí(íÕ e
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de um ponto consiste de uma chamada ao oráculo. Devido ao tempo gasto em atualizações 
a resposta fornecida pode não ser o par mais-próximo corrente. A resposta fornecida pelo 
algoritmo será o par mais-próximo no instante no qual foi feita a consulta. 

Um algoritmo de tempo-real será tão mais eficiente quanto menor for o número de 
atualizações por consulta, de tal forma que o par mais-próximo retornado coincida com o 
par mais-próximo corrente. 

Um exemplo está ilustrado na Figura 5.1. Na figura temos dois intervalos [tô, ti] e [ti, t2] 
onde o par mais-próximo não se altera. Se uma consulta é feita no instante t0 e a resposta é 
dada no instante t 1, então o par mais-próximo devolvido coincide com o par mais-próximo 
no instante t1. Já, se uma consulta é feita no instante t2 e a resposta é dada no instante t3 
então o par mais-próximo retornado não é o par mais-próximo no instante t3 . 

Desejamos obter algoritmos que, baseados no estado do conhecimento do problema, 
atualizem as posições de um número mínimo de pontos a fim de que o valor da consulta 
seja o par mais-próximo corrente. Não obstante, erros são inevitáveis no pior caso, quando, 
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Seja Pi(i) a posição do ponto Pi no instante i e ri o limite superior para sua velocidade, 
então a região livre para o ponto Pi no instante t (t > i) é a esfera com centro em Pi(i) e 
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[; tempo

plo l lpi(to)
pool l p3(to)

p20 1 lp2(to)
p401 1 p4(to)l

lpi (to )

P3 (tl )
lp2 (t l )

P4(tO)

ÍPI (t2 )

P3 (t l )

lp2 (t2 )
P4 (tO )

Figura 5.1: Par mais-próximo de tempo-real

raio rÍ(i -- f). Assim posições passadas, ou seja o estado do conhecimento, nos fornecem
posições atuais aproximadas.

Um primeiro algoritmo para resolver o problema poderia simplesmente atualizar as
posições dos pontos que foram atualizadas há mais tempo. Esta estratégia resultaria em
um algoritmo n-favor-sortudo, ou soja, um algoritmo que pode fazer até n vezes o número
de atualizações feitas por um algoritmo sortudo (algoritmo não-determinístico que para
responder a qualquer consulta realiza um número mínimo de atualizações). De fato, basta
considerar a situação em que o par mais-próximo corrente foram os últimos pontos a serem
atualizados e a distância entre eles é menor que a distância entre as regiões livres de qualquer
outro par de pontos. Neste situação um algoritmo sortudo faria apenas duas atualizações
enquanto um algoritmo que implemente a estratégia acima faria n.

Outro algoritmo do tipo guloso, que também é n-favor-sortudo, seleciona um par de
pontos cujas regiões livres são as mais próximas e atualiza a posição de um dos pontos, o
processo se repete até que o par mais-próximo seja determinado.

A seguir descrevemos um algoritmo 2-favor-sortudo ótimo, isto é o algoritmo é 2-fator-
sortudo e não existe um algoritmo k-favor-sortudo com k < 2 (cf. Kahan 1291). Este
algoritmo, o qual chamaremos de 4Zgoritmo Pares é similar ao algoritmo guloso, com a
diferença que o Algoritmo Pares atualiza a posição dos dois pontos.

Algoritmo Pares. Recebe um conjunto S de n pontos, o estado do conheci
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raio ri(i - i). Assim posições passadas, ou seja o estado do conhecimento, nos fornecem 
posições atuais aproximadas . 

Um primeiro algoritmo para resolver o problema poderia simplesmente atualizar as 
posições dos pontos que foram atualizadas há mais tempo. Esta estratégia resultaria em 
um algoritmo n-fator-sortudo, ou seja, um algoritmo que pode fazer até n vezes o número 
de atualizações feitas por um algoritmo sortudo (algoritmo não-determinístico que para 
responder a qualquer consulta realiza um número mínimo de atualizações) . De fato , basta 
considerar a situação em que o par mais-próximo corrente foram os últimos pontos a serem 
atualizados e a distância entre eles é menor que a distância entre as regiões livres de qualquer 
outro par de pontos. Neste situação um algoritmo sortudo faria apenas duas atualizações 
enquanto um algoritmo que implementa a estratégia acima faria n. 

Outro algoritmo do tipo guloso, que também é n-fator-sortudo, seleciona um par de 
pontos cujas regiões livres são as mais próximas e atualiza a posição de um dos pontos, o 
processo se repete até que o par mais-próximo seja determinado. 

A seguir descrevemos um algoritmo 2-fator-sortudo ótimo, isto é o algoritmo é 2-fator­

sortudo e não existe um algoritmo k-fator-sortudo com k < 2 (cf. Kahan [29)). Este 
algoritmo, o qual chamaremos de Algoritmo Pares é similar ao algoritmo guloso, com a 

diferença que o Algoritmo Pares atualiza a posição dos dois pontos . 

Algoritmo Pares. Recebe um conjunto S de n pontos , o estado do conheci-
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mento do problema, o instante t onde é feita a consulta, um oráculo; e devolve
o par mais-próximo para o instante t.

Cada iteração começa com dois pares de pontos (p*, q*) e (p, q). Para o início da primeira
iteração tome para os papéis de p' e q* os pontos de S cuja distância entre as regiões livres
é mínima. Atualize as posições de p' e q*. Sejam agora p e q os pontos de S cuja distância
entre as regiões livres é mínima. (Notemos que o estado do conhecimento já foi alterado,
pois as posição de p* e q* foram atualizadas.) Cada iteração consiste no seguinte:

Alternativa l A distância entre p* e q' é maior que a distância entre as regiões livres de

Se a posição do ponto p, no instante t, ainda não foi atualizada então atualize-a.
Se a posição do ponto q, no instante t, ainda não foi atualizada então atualize-a.

pe q

Caso l A distância entre p* e q* é maior que a distância entre os pontos p e q
Sejam p' e q' os pontos p e q, respectivamente.
Sejam p" e q" pontos de S cuja distância entre as regiões livres é mínima.
Comece nova iteração com p', q', p" e q" nos papéis de p*, q*, p e q, respectiva
mente.

Caso 2 A distância entre p* e q* é menor ou igual que a distância entre p e q.
Sejam p' e q' os pontos p* e q*, respectivamente.
Soja p" e q" pontos de S cuja distância entre as regiões livres é mínima.
Comece nova iteração com p', q', p" e q" nos papéis de p*, q*, p e q, respectiva-
mente.

Alternativa ll A distância entre p* e q* é menor ou igual a distância entre as regiões
livres de p e q.

Devolva p' e q* e pare.

Análise do Algoritmo Pares

Para encontrar um par de pontos de S cuja distância entre as regiões livres é mínima
precisamos resolver o seguinte problema: dado: um conjunto de n esferas; ezzcanfrar: o par
de esferas mais-próxima. Este problema pode ser resolvido em tempo O(n logo) através
de uma variação do algoritmo estático ótimo para o problema da par mais-próximo. Se
denotarmos por u o número de atualizações feitas pelo Algoritmo Pares para responder a
uma consulta temos que a complexidade de tempo total do algoritmo é O(un logo).
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Cada iteração começa com dois pares de pontos (p* , q*) e (p, q). Para o início da primeira 
iteração tome para os papéis de p* e q* os pontos de S cuja distância entre as regiões livres 
é mínima. Atualize as posições de p* e q* . Sejam agora p e q os pontos de S cuja distância 
entre as regiões livres é mínima. (Notemos que o estado do conhecimento já foi alterado, 
pois as posição de p* e q* foram atualizadas .) Cada iteração consiste no seguinte: 

Alternativa I A distância entre p* e q* é maior que a distância entre as regiões livres de 
P e q. 

Se a posição do ponto p , no instante t , ainda não foi atualizada então atualize-a. 
Se a posição do ponto q, no instante t, ainda não foi atualizada então atualize-a. 

Caso 1 A distância entre p* e q* é maior que a distância entre os pontos p e q. 

Sejam p' e q' os pontos p e q, respectivamente. 
Sejam p" e q" pontos de S cuja distância entre as regiões livres é mínima. 
Comece nova iteração com p', q', p" e q" nos papéis de p* , q* , p e q, respectiva­
mente. 

Caso 2 A distância entre p* e q* é menor ou igual que a distância entre p e q. 

Sejam p' e q' os pontos p* e q*, respectivamente. 
Seja p" e q" pontos de S cuja distância entre as regiões livres é mínima. 
Comece nova iteração com p', q', p" e q" nos papéis de p* , q* , p e q, respectiva­
mente. 

Alternativa II A distância entre p* e q* é menor ou igual a distância entre as regiões 
livres de p e q. 

Devolva p* e q* e pare. 

Análise do Algoritmo Pares 

Para encontrar um par de pontos de S cuJa distância entre as regiões livres é mínima 
precisamos resolver o seguinte problema: dado: um conjunto de n esferas; encontrar: o par 
de esferas mais-próxima. Este problema pode ser resolvido em tempo O(nlogn) através 
de uma variação do algoritmo estático ótimo para o problema da par mais-próximo. Se 
denotarmos por u o número de atualizações feitas pelo Algoritmo Pares para responder a 
uma consulta temos que a complexidade de tempo total do algoritmo é O(unlogn). 
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5.3 Algoritmo estático cinetizável

Na próxima seção descrevemos um estrutura de dados cinética para o problema do par
mais-próximo. A estrutura que veremos é proveniente da cinetização do algoritmo estático
ótimo que apresentaremos nesta seção.

Os algoritmos estáticos existentes até recentemente para o problema do par mais-
próximo não são apropriados para cinetização. Basch, Guibas e Hershberger j13, 141 desen-
volveram um algoritmo estático ótimo fácil de ser cinetizado. A estrutura de dados cinética
obtida a partir deste algorítmo é de resposta rápida, local, compacta e eficiente.

Um exemplo de um algoritmo estático ótimo para o problema do par mais-próximo,
que não é apropriado para cinetização, é o algoritmo clássico de Shamos 1361. O algoritmo
consiste no seguinte. Dado um conjunto S de n pontos no plano o algoritmo particiona S
através de uma neta vertical z = zO en] dois subconjuntos Se e SÚ com aproximadamente o
mesmo número de pontos, como ilustrado na Figura 5.2. Calcule recursivamente a distância

Õe e (5a entre o par mais-próximo em Se e SÚ, respectivamente. Sela (5 = mina(5e,Ód}.

Examine todos os pares de pontos que estão dentro da faixa vertical delimitada pelas retas
zo -- õ $ z $ zO + (í para decidir qual é o par mais-próximo.

Figura 5.2: Algoritmo de Divisão e Conquista para o par-mais próximo

A versão cinética do algoritmo de Shamos requer certificados para manter a divisão que
é feita, em cada nível da recursão, sobre o conjunto de pontos, certificados para os pontos
examinados dentro da faixa vertical, certificados para os pontos à esquerda de z = zo -- õ
e à direita de z = zO + õ, mais um certificado para garantir o mínimo entre óe e õd. Então
um dos certificados para os pontos p do lado esquerdo da vertical z = zo -- õ é do tipo

a;, < zo Õ

Quando o certificado que determina o mínimo .5 entre õ. e õd é violado temos que

' 'j-;'- J'-

zo -- (5 zo zo +'5 X
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5.3 Algoritmo estático cinetizável 

Na próxima seção descrevemos um estrutura de dados cinética para o problema do par 
mais-próximo. A estrutura que veremos é proveniente da cinetização do algoritmo estático 
ótimo que apresentaremos nesta seção. 

Os algoritmos estáticos existentes até recentemente para o problema do par mais­
próximo não são apropriados para cinetização. Basch, Guibas e Hershberger [13, 14) desen­
volveram um algoritmo estático ótimo fácil de ser cinetizado. A estrutura de dados cinética 
obtida a partir deste algoritmo é de resposta rápida, local, compacta e eficiente. 

Um exemplo de um algoritmo estático ótimo para o problema do par mais-próximo, 
que não é apropriado para cinetização, é o algoritmo clássico de Shamos [36]. O algoritmo 
consiste no seguinte. Dado um conjunto S de n pontos no plano o algoritmo particiona S 
através de uma reta vertical x = xo em dois subconjuntos Se e Sd com aproximadamente o 
mesmo número de pontos, como ilustrado na Figura 5.2 . Calcule recursivamente a distância 
Óe e Ód entre o par mais-próximo em Se e Sd, respectivamente. Seja ó = min{óe,ód}­
Examine todos os pares de pontos que estão dentro da faixa vertical delimitada pelas retas 
x 0 - ó::; x::; xo + ó para decidir qual é o par mais-próximo . 

• • • • 
• • 

~ 
• ó ó ~ • • 

• 
~ e 

• ·: • 

• • • .. 
Xo - Ó XQ Xo + Ó X 

Figura 5.2: Algoritmo de Divisão e Conquista para o par-mais próximo 

A versão cinética do algoritmo de Shamos requer certificados para manter a divisão que 
é feita, em cada nível da recursão, sobre o conjunto de pontos, certificados para os pontos 
examinados dentro da faixa vertical, certificados para os pontos à esquerda de x = xo - ó 
e à direita de x = xo + ó, mais um certificado para garantir o mínimo entre Óe e ód. Então 
um dos certificados para os pontos p do lado esquerdo da vertical x = x 0 - ó é do tipo 

Xp < XQ - Ó 

Quando o certificado que determina o mínimo ó entre Óe e ód é violado temos que 
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atualizar todos os certificados que envolvem õ podendo este número de certificados ser
O(n). De fato, consideremos a situação onde o evento acontece no nível mais profundo da
recursão e o novo mínimo entre õ. e õa resultante é a distância do novo par mais-próximo,
nesta situação todos os certificados do tipo zp < zo -- (í deverão ser atualizados. Logo, a
estrutura de dados cinética resultante não é de resposta rápida.

Descreveremos a seguir o algoritmo estático ótimo proposto por Basch, Guibas e Hersh-
berger j13, 141 para calcular o par mais-próximo de um conjunto de pontos no plano.

Algoritmo estático ótimo

Para cada ponto p particionemos o semi-plano à direita de p em três cones tendo p como
vértice (veja Figura 5.3). Veremos que, se esta partição for feita em três cones semelhantes,
como os ilustrados na figura, então através de um algoritmo do tipo linha de varredura
podemos determinar em tempo O(n log n) uma lista contendo O(n) pares de pontos tal que
entre estes pares se encontra um par de pontos mais-próximo. Com esta lista em mãos
podemos determinar em tempo linear um par mais-próximo.

Denotaremos por Cone(p) o cone com vértice p que é limitado por regas que formam um
ângulo de k30' com o eixo X das abscissas. Diremos que o Cone(p) está sobre o eixo X e
suporemos que o cone inclui a aresta superior, mas não a inferior. Denotaremos ainda por
Circ(p, r) a circunferência de centro p e raio r, e por dist(p, q) a distância entre os pontos

Consideremos a partição do semi-plano a direita de p em três cones semelhantes como
mostra a Figura 5.3. Denotaremos por Xi, yi os eixos X, y; X2, y2 e X3, y3 os eixos X, y
rodados de +60' e --60', respectivamente, como mostrado na Figura 5.3. A argumentação
a seguir será feita em termos do cone sobre o eixo Xi. Os mesmos argumentos se aplicam
aos outros dois cones através de uma simples rotação.

Se p e q são pontos então escreveremos p < q se p está à esquerda de q, ou se p e q
têm a mesma z-coordenada e p está abaixo de q. Ao longo desta seção denotaremos por
S o conjunto de pontos no plano do qual pretendemos encontrar um par mais-próximo e
por (a, b) um par mais-próximo de S. Podemos supor que a < b e que b C Cone(a), caso
contrário podemos considerar uma rotação conveniente do plano de ü60' para garantirmos
que Z, € Cone(a).

O algoritmo que determina um par mais-próximo (a, b) baseia-se nos dois lemas a seguir,

que em conjunto estabelecem que o ponto b é o ponto mais a esquerda contido no Cone(a).

pe q

Lema 5.3 Sda S um conlunfo de gonzos no p/ano e sda (a,b) um par de pontos mais
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atualizar todos os certificados que envolvem ó podendo este número de certificados ser 
O(n). De fato, consideremos a situação onde o evento acontece no nível mais profundo da 
recursão e o novo mínimo entre óe e ód resultante é a distância do novo par mais-próximo, 
nesta situação todos os certificados do tipo Xp < xo - 6 deverão ser atualizados. Logo, a 
estrutura de dados cinética resultante não é de resposta rápida. 

Descreveremos a seguir o algoritmo estático ótimo proposto por Basch, Guibas e Hersh­
berger [13, 14] para calcular o par mais-próximo de um conjunto de pontos no plano. 

Algoritmo estático ótimo 

Para cada ponto p particionemos o semi-plano à direita de p em três cones tendo p como 
vértice (veja Figura 5.3). Veremos que, se esta partição for feita em três cones semelhantes, 
como os ilustrados na figura, então através de um algoritmo do tipo linha de varredura 
podemos determinar em tempo O(n logn) uma lista contendo O(n) pares de pontos tal que 
entre estes pares se encontra um par de pontos mais-próximo. Com esta lista em mãos 
podemos determinar em tempo linear um par mais-próximo. 

Denotaremos por Cone(p) o cone com vértice p que é limitado por retas que formam um 
ângulo de ±30º com o eixo X das abscissas. Diremos que o Cone(p) está sobre o eixo X e 
suporemos que o cone inclui a aresta superior, mas não a inferior. Denotaremos ainda por 
Circ(p, r) a circunferência de centro p e raio r, e por dist(p, q) a distância entre os pontos 
p e q. 

Consideremos a partição do semi-plano a direita de p em três cones semelhantes como 
mostra a Figura 5.3 . Denotaremos por X 1, Y1 os eixos X , Y; X2, Y2 e X3, Y3 os eixos X, Y 
rodados de +60º e -60°, respectivamente, como mostrado na Figura 5.3. A argumentação 
a seguir será feita em termos do cone sobre o eixo X1. Os mesmos argumentos se aplicam 
aos outros dois cones através de uma simples rotação. 

Se p e q são pontos então escreveremos p -< q se p está à esquerda de q, ou se p e q 
têm a mesma x-coordenada e p está abaixo de q. Ao longo desta seção denotaremos por 
S o conjunto de pontos no plano do qual pretendemos encontrar um par mais-próximo e 
por (a, b) um par mais-próximo de S. Podemos supor que a -< b e que b E Cone(a), caso 
contrário podemos considerar uma rotação conveniente do plano de ±60º para garantirmos 
que b E Cone(a). 

O algoritmo que determina um par mais-próximo (a, b) baseia-se nos dois lemas a seguir, 
que em conjunto estabelecem que o ponto b é o ponto mais a esquerda contido no Cone(a). 

Lema 5.3 Seja S um conjunto de pontos no plano e seJa (a, b) um par de pontos mais-
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':t!?----. x-
30P

Figura 5.3: Divisão do plano nos três cones

próximo em S. Para todo ponto p de S com a < p temos que b não está contido em
c-.(P).

Pz-oua. Seja r a distância entre a e b. Sejam c e d os pontos de intersecção entre Circ(a, r)
com a aresta superior de Cone(a) e com a reta vertical que passa pelo ponto a, respecti-
vamente. A rega .Li que passa pelos pontos c e d é paralela a aresta inferior do Cone(a).
Analogamente, deíini-se a neta .L2 que é paralela a aresta superior do Cone(a), como ilus-
trado na Figura 5.4(a). Suponhamos que exista um ponto p C S com a < p e tal que
b C Cone(p). Um ta] ponto deve pertencer a região .R que é limitada pela rega vertical
que passa pelo ponto a, e as retas que passam pelo ponto b e são paralelas a .Li e L2
(na Figura 5.4(a) esta região encontra-se sombreada). Como p está contido em 1? então
dist(a, p) < dist(a, ó), contra(lição. l

Lema 5.4 Seja S um conlunfo de pontos no plano e (a, b) um par de pontos mais-prózãmo

.«. S. .Então . p.nf. b é o p-f. «..{; â "que,d. .m O-.(.).

Praz;a. Suponha que b não é o ponto mais à esquerda em Cone(a), sda então il um tal
ponto mais à esquerda.

Denotemos por Ri e R2 as regiões ilustradas na Figura 5.4(b). Temos que i; C Ri U R2
já que (a, b) é um par mais-próximo. Sejam q e p as intersecções da reta vertical que passa
pelo ponto b com a aresta superior e a aresta inferior de Cone(a), respectivamente. Seja a
o ângulo Z(b, a,p). Sem perda de generalidade podemos supor que dist(b,q) $ dist(p, b).
Como os segmentos com um extremo b e perpendiculares às arestas de Clone(a) estão
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p p 

Figura 5.3: Divisão do plano nos três cones 

próximo em S. Para todo ponto p de S com a -< p temos que b não está contido em 

Cone(p). 

Prova. Seja r a distância entre a e b. Sejam e e d os pontos de intersecção entre Circ(a, r) 

com a aresta superior de Cone(a) e com a reta vertical que passa pelo ponto a, respecti­
vamente. A reta L 1 que passa pelos pontos e e d é paralela a aresta inferior do Cone(a). 
Analogamente, defini-se a reta L2 que é paralela a aresta superior do Cone(a), como ilus­
trado na Figura 5.4(a). Suponhamos que exista um ponto p E S com a -< p e tal que 
b E Cone(p). Um tal ponto deve pertencer a região R que é limitada pela reta vertical 
que passa pelo ponto a, e as retas que passam pelo ponto b e são paralelas a L1 e L2 
(na Figura 5.4(a) esta região encontra-se sombreada). Como p está contido em R então 
dist(a,p) < dist(a, b), contradição. 1 

Lema 5.4 Seja S um conjunto de pontos no plano e (a, b) um par de pontos mais-próximo 

em S. Então o ponto b é o ponto mais à esquerda em Cone( a). 

Prova. Suponha que b não é o ponto mais à esquerda em Cone(a) , seja então b um tal 
ponto mais à esquerda. 

Denotemos por R1 e R2 as regiões ilustradas na Figura 5.4(b). Temos que b E R 1 U R2 

já que (a, b) é um par mais-próximo. Sejam q e p as intersecções da reta vertical que passa 
pelo ponto b com a aresta superior e a aresta inferior de Cone(a) , respectivamente. Seja a 
o ângulo L(b, a,p). Sem perda de generalidade podemos supor que dist(b, q) ::; dist(p, b). 
Como os segmentos com um extremo b e perpendiculares às arestas de Cone(a) estão 
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dentro da circunferência Circ(a, dist(a, b)), então dist(b,q) e dist(b,p) é a maior distância
de b a um ponto de .Ri e R2, respectivamente. Pela lei de senos temos que dist(p,b) =
dist(a, b) sen a sen 60', com a < 60'. Como sen a < sen 60', então dist(p, b) $ dist(a, b).
Logo, dist(b, b) < dist(p,b) $ dist(a, b), pois il C Ri U .R2, que é uma contradição. l

Co«(.)

(.) (b)

Figura 5.4:(a) O ponto b está contido em Cone(a).(b) O ponto b é o ponto mais à esquerda
em Cone(a).

Necessitaremos de mais algumas definições a fim de descrevermos o algoritmo que de-
termina a lista de pares de pontos (p, q) de S com p < q e q o ponto mais à esquerda contido
« Cone(p).

Denotaremos por Visíveis(p) o conjunto de pontos de S que estão na fronteira da união
dos Cone(q) para todo ponto q à direita de p, ou seja

Visíveis(p) {z C S : z C a( U Cone(q))}
q€s

Denotaremos por Cands(p) o conjunto de pontos de Visíveis(p) que estão contidos no
Co«e(p), o« sqa

Cands(p) = Visíveis(p) n Cone(p),

e ainda denotaremos por lcand(p) o ponto mais à esquerda de Cands(p). Devido aos lemas
anteriores temos que os pares de pontos do tipo (p, lcand(p)) são candidatos a par mais-
proximo.

Estas definições estão ilustradas na Figura 5.5 onde Visíveis(p) = {pi,p2,p3,p4,PÕ},
Cands(p) = {p2,p3,p4} e lcand(p) = p2.

Os Lemas 5.3 e 5.4 estabelecem que lcand(a) = b para o par (a,b) mais-próximo do
conjunto S. O seguinte algoritmo calcula uma lista de pares de pontos da forma (p, lcand(p))

5.3 Algoritmo estático cinetizável 45 

dentro da circunferência Circ( a, dist( a, b)) , então dist( b, q) e dist( b, p) é a maior distância 
de b a um ponto de R1 e R2, respectivamente. Pela lei de senos temos que dist(p, b) = 
dist( a, b) sen a sen 60º, com a < 60º . Como sen a < sen 60º, então dist(p, b) :S dist( a, b). 
Logo, dist(b, b) < dist(p, b) :S dist(a , b), pois b E R1 U R2, que é uma contradição. 1 

a 
a 

(a) (b) 

Figura 5.4: (a) O ponto b está contido em Cone(a) . (b) O ponto b é o ponto mais à esquerda 
em Cone(a) . 

Necessitaremos de mais algumas definições a fim de descrevermos o algoritmo que de­
termina a lista de pares de pontos (p, q) de S com p-< q e q o ponto mais à esquerda contido 
no Cone(p). 

Denotaremos por Visíveis(p) o conjunto de pontos de S que estão na fronteira da união 
dos Cone(q) para todo ponto q à direita de p, ou seja 

Visíveis(p) = {x E S: x E 8( LJ Cone(q))} . 
qES 
p-<q 

Denotaremos por Cands(p) o conjunto de pontos de Visíveis(p) que estão contidos no 
Cone(p), ou seja 

Cands(p) = Visíveis(p) n Cone(p), 

e ainda denotaremos por lcand(p) o ponto mais à esquerda de Cands(p). Devido aos lemas 
anteriores temos que os pares de pontos do tipo (p, lcand(p)) são candidatos a par mais­
próximo. 

Estas definições estão ilustradas na Figura 5.5 onde Visíveis(p) 
Cands(p) = {p2,p3,p4} e lcand(p) = P2· 

{P1, P2, P3, P4 ,Ps} , 

Os Lemas 5.3 e 5.4 estabelecem que lcand(a) = b para o par (a , b) mais-próximo do 
conjunto S. O seguinte algoritmo calcula uma lista de pares de pontos da forma (p , lcand(p)) 
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Figura 5.5: Visíveis, Cands e lcand de p

para todos os pontos p de S. Observemos que cada pai de pontos mais-próximo faz parte
desta lista.

Algoritmo ParesDeCandídatos. Recebe uni conjunto S de n pontos no
plano e devolve uma lista de pares de pontos da forma (p,lcand(p)) para todo
ponto p em S.

Cada iteração começa com um subconjunto P dos pontos de S que ainda precisam ser
examinados pelo algoritmo, um subconjunto .A4 de S, uma lista -L de pares de pontos e um
ponto p que será examinado na iteração. A primeira iteração começa com P = S, .M = 0,
L = Ü, e p sendo o maior ponto de S em relação à ordem <. Cada iteração consiste no
seguinte:

Alternativa l P # 0.

Seja Cantis(p) o conjunto M n Cone(p)

Caso l Cands(p) # g.

Seja lcand(p) o ponto de Cands(p) com menor z-coordenada e Z,' a lista L acres-
cida do par (p, lcand(p)).
Seja .A4' o conjunto M -- Cands(p) + p.
Seja ainda -P' o conjunto P p e sela p' o maior ponto de P' em relação à ordem

Comece nova iteração com P', .A4', .L' e p' nos papéis de P, M, .L e p.

Caso 2 Cands(p) = 0.

Sda .L' a lista .L acrescida do par (p, p"), onde p" denota um ponto no iníinitoi
Seja M' o conjunto M + p.

' Inserimos o par de pontos (p,p') em 1, s

<

ó para efeito da cinetizaçãoe Z
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Figura 5.5: Visíveis, Cands e lcand de p. 

para todos os pontos p de S. Observemos que cada par de pontos mais-próximo faz parte 
desta lista. 

Algoritmo ParesDeCandidatos. Recebe um conjunto S de n pontos no 
plano e devolve uma lista de pares de pontos da forma (p, lcand(p)) para todo 
ponto p em S. 

Cada iteração começa com um subconjunto P dos pontos de S que ainda precisam ser 
examinados pelo algoritmo, um subconjunto M de S, uma lista L de pares de pontos e um 
ponto p que será examinado na iteração. A primeira iteração começa com P = S, M = 0, 
L = 0, e p sendo o maior ponto de S em relação à ordem -<. Cada iteração consiste no 
seguinte: 

Alternativa I P f 0. 

Seja Cands(p) o conjunto M n Cone(p). 

Caso 1 Cands(p) f 0. 

Seja lcand(p) o ponto de Cands(p) com menor x-coordenada e L' a lista L acres­
cida do par (p, lcand(p)). 

Seja M' o conjunto M - Cands(p) + p. 

Seja ainda P' o conjunto P- p e seja p' o maior ponto de P' em relação à ordem 

-<. 
Comece nova iteração com P', M', L' e p' nos papéis de P, M, L e p. 

Caso 2 Cands(p) = 0. 

Seja L' a lista L acrescida do par (p, p00
) , onde p00 denota um ponto no infinito 1. 

Seja M' o conjunto M + p. 

1 Inserimos o par de pontos (p,p00
) em L só para efeito da cinetização. 
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Seja P' o conjunto P -- p e seja p' o maior ponto de P' em relação à ordem <
Comece nova iteração com P', .A/', L' e p' nos papéis de P, À4, L e p.

Alternativa ll P = ü

Devolva L e pare

Corretude do Algoritmo ParesDeCandidatos

Para entender como e porque o algoritmo funciona, basta observarmos que, no início de
cada iteração, vale o seguinte invariante: .A/ é igual a Visíveis(p). Este fato pode ser provado
por indução no número de iterações.

Portanto, o Algoritmo ParesDeCandidadtos devolve uma lista de pares de pontos da
forma (p, lcand(p)) para todo ponto p em S.

Análise do Algoritmo ParesDeCandidatos

Como em cada iteração removemos um ponto de P, então a Alternativa l será executada
n vezes, uma para cada ponto de S.

Para cada ponto q em $ existe um único ponto p em S tal que q pertence a Cands(p).
Já que em cada iteração removemos Cands(p) de Ã/, então a }.P.S ICands(p)l é O(n).

Observemos que os pontos de Cands(p) formam uma sub-seqüência consecutiva dos
pontos de .A/ ordenados conforme as suas 3/-coordenadas. Manteremos os pontos de M
numa árvore binária balanceada 7' ordenados conforme as suas Z/-coordenadas. Assim, o
conjunto Cands(p) pode ser calculado em tempo O(ICands(p)l + log n). De fato, podemos
encontrar, em tempo O(logo), os pontos de .A4 com a maior e a menor y-coordenada
contidos em Cone(p). Com estes pontos em mãos, podemos percorrer a sub-árvore de T

contendo os pontos de Cands(p) em tempo O(ICands(p)l).

Dos parágrafos anteriores podemos concluir que o cálculo, ao longo da execução do alg(»

ritmo, de todos os conjuntos Cands pode ser feito em tempo O(n ]og n + E:Pcs ICands(p)l),
ou seja, em tempo O(n log n).

Encontrar lcand(p) leva tempo O(ICands(p)l). Logo, podemos determinar os pares
(p, lcand(p)), para todo ponto p em S, em tempo total O(n).

Remover os pontos de Cands(p) de .A/ leva tempo O(ICands(p)l logo). Portanto, o
tempo total gasto com a execução de M -- Cands(p) + p é O(n log n).

Concluímos assim que a complexidade de tempo do Algoritmo ParesDeCandidatos é
0(n log n) .
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Análise do Algoritmo ParesDeCandidatos 
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pontos de M ordenados conforme as suas y-coordenadas. Manteremos os pontos de M 
numa árvore binária balanceada T ordenados conforme as suas y-coordenadas. Assim, o 
conjunto Cands(p) pode ser calculado em tempo O(!Cands(p)I + logn). De fato, podemos 
encontrar, em tempo O(logn), os pontos de M com a maior e a menor y-coordenada 
contidos em Cone(p). Com estes pontos em mãos, podemos percorrer a sub-árvore de T 
contendo os pontos de Cands(p) em tempo O(!Cands(p)!). 

Dos parágrafos anteriores podemos concluir que o cálculo, ao longo da execução do algo­
ritmo, de todos os conjuntos Cands pode ser feito em tempo O(n logn + I:pES !Cands(p)!), 
ou seja, em tempo O(nlogn). 

Encontrar lcand (p) leva tempo O ( 1 Cands(p) 1) . Logo, podemos determinar os pares 
(p, lcand(p)), para todo ponto p em S, em tempo total O(n). 
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O(nlogn) . 
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Lembremos que todo par mais-próximo (a, b) satisfaz a igualdade b = lcand(a) em S ou
em uma das rotações Ê60' dos ponto de S. O seguinte algoritmo calcula um par de pontos
mais-próximo baseado nesta observação.

Algoritmo ParMaisPróximo. Recebe um conjunto S de rz pontos no plano
e devolve um par de pontos cuja distância é mínima.

Passo l Sejam .LI , .L2 e .L3 as listas de pares de pontos devolvidas ao executarmos o Alg(»
ritmo ParesDeCandidatos sobre o conjunto S, S rotacionado em +60' e S rotacioiiado
em --60', respectivamente.

Passo 2 Seja L a união das listas l,i , L2 e .L3. Calcule a distância entre cada par de pontos
na lista l,.

Passo 3 Encontre e devolva um par de pontos em L mais-próximo

A complexidade do Algoritmo ParMaisPróximo é determinada pelo Passo 1, o qual pode
ser executada em tempo O(n log rz). Os Passos 2 e 3 podem ser executados em tempo linear
no número de pares em -L, que é O(n).

A seguir mostraremos a cinetização do algoritmo estático que acabamos de apresentar.

5.4 Cínetização do algoritmo estático

O proa/ema do par ma s-próximo, no modelo cinético, consiste em dado: um conjunto S
de n pontos (no plano) em movimento contínuo; um plano de võo para cada ponto, uma
sequência de alterações de planos de vâo que são fornecidas on-lhe; manter: a descrição
combinatória do par mais-próximo de S ao longo do tempo.

Nesta seção descrevemos uma estrutura de dados cinética para o problema do par mais-

próximo. A estrutura que mostraremos é devida Basch, Guibas e Hershberger j13, 141 e
consiste na cinetização do Algoritmo ParMaisPróximo, da seção anterior.

A seguir apresentaremos a cinetização do Algoritmo ParesDeCandidatos, que mostra
como o Passo l do Algoritmo ParMaisPróximo é cinetizado. Já a cinetização do Passo 2
e 3 do Algoritmo ParMaisPróximo equivale à cinetização do Problema do máximo, e para
isto utilizaremos a estrutura Torneio cinético descrita no Capítulo 4, Seção 3.

Resumindo, a cinetização do algoritmo ParMaisPróximo será dividida em duas tareias
prn)cipais :

l cinetização do Passo 1, ou seja, do algoritmo ParesDeCandidatos
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2 cinetização do Passo 2 e 3 através da estrutura Torneio cinético

A cinetização do algoritmo ParesDeCandidatos manterá o "histórico" do algoritmo,
para isso definimos o l)áagramza dos (cones como sendo a união, sobre todo ponto p, da

parte da fronteira de Cone(p) que não está contida em UçcVisíveis(p)Cone(q).

Se os cones estão sobre o eixo X, então diremos que o Diagrama dos Cones está sobre
o eixo X. O Diagrama dos Cones mantém as informações necessária para obtermos a lista
de pares de candidatos. Além disso, o conjunto de pontos é particionado numa estrutura
boa e simples para cinetização.

Também definimos alvo(p) como sendo o conjunto de pontos q de Visíveis(p) tal que
uma aresta de Cone(p) intercepta Cone(q). Na Figura 5.6, para o Diagrama dos Cones
sobre o eixo Xi, temos que os pontos qi e q2 pertencem a alvo(p).

Figura 5.6: Diagrama dos Cones nos três eixos

Descreveremos a seguir os tipos de certificados para manter o Diagrama dos Cones sobre
os eixos Xi, X2 e X3.

Certificados

Os certificados serão as zi-, z2- e z3-ordem dos pontos. Surpreendentemente estes certifi-
cados serão suficientes para manter a descrição combinatória do Diagrama dos Cones em
relação a cada um dos eixos Xt , X2 e X3. Inicialmente, os certificados serão obtidos através
a varredura dos pontos em ordem decrescente em relação a -.<, durante o cálculo da lista de
candidatos.

Notemos que, por exemplo, para o Diagrama dos Cones sobre o eixo Xi, a z2-ordem
dos pontos induz uma ordem nas arestas inferiores dos cones dos pontos (veja Figura 5.7).

Para tornar as idéias mais claras consideremos um exemplo. Para os pontos p, q e
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Figura 5.7: Diagrama dos Cones sobre o eixo Xi e as projeções dos pontos sobre os eixos
À l 9 .À2) ./\3.

r, mostrados na Figura 5.7, os seguintes seis certificados são suficientes para manter a
descrição combinatória do Diagrama dos Cones de uma maneira implícita.

p <=: r r <=. q

r <=: P P <:, q

P <1: q q <=, 1'

Notemos que, para o Diagrama dos Cones sobre o eixo Xi, a z2-ordem dos pontos induz
uma ordem nas arestas inferiores dos cones dos pontos (veja Figura 5.7).

Em geral, para ri pontos teremos 3(n 1) certificados que atestam as ordens dos pontos
em relação a cada um dos três eixos.

Lema 5.5 $dam (.;i e 02 conágurações dos pontos de S em do s insfanfes. Se em CI e
em 02 " p-f" de S tê«. as f,ê' o,d.«; .q«á-/.files e«íã. p«' «d. p c S, Wsú,.is(p),
(.;amas(p) e /cana(p) sobre o eízo Xt são os mesmos em (.;i e (72.

Prova. A prova é por indução sobre o número de pontos de S.

Seja S = {pi,.. - ,p.}. Por hipótese a <-ordem dos pontos de S em Ci e em 02 são

iguais. Suponhamos que pt < p2 . . . < Pn-

Temos que p. é ponto de S mais à direita em ambas as configurações Ci e 02. Logo,
Visíveis(p«), Cands(p«) e lcand(p«) são os mesmos nas duas configurações.

Suponhamos, por hipótese de indução, que os pontos pi+i,pi+2, - . . ,Pn, 1 < i< n, têm
os mesmos conjuntos de Visíveis, Cands e lcand na duas configurações. Mostraremos que
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r, mostrados na Figura 5.7, os seguintes seis certificados são suficientes para manter a 
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em relação a cada um dos três eixos. 

Lema 5.5 Sejam C1 e C2 configurações dos pontos de S em dois instantes. Se em C1 e 
em C2 os pontos de S têm as três ordens equivalentes então para cada p E S, Visíveis(p), 
Cands(p) e lcand(p) sobre o eixo X 1 são os mesmos em C1 e C2. 
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Temos que Pn é ponto de S mais à direita em ambas as configurações C1 e C2. Logo, 
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os pontos pi,pi+i ,pi+2, . . . ,p. têm também os mesmos conjuntos Visíveis, Cands e lcand na
duas configurações. Para isto basta mostrarmos que os conjuntos Visíveis(pi), Cands(pi) e
lcand(pi) são os mesmos nas duas configurações.

O conjunto Visíveis(pi) é o mesmo nas duas configurações, já que Visíveis(pi) é igual a
Visíveis(pi+i) -- Cands(pi+t) + pi+i .

O ponto pi tem os mesmos alvos em cada configuração, pois as z2-ordem e z3-ordem
restritas a p{ + Visíveis(pi) serem as mesmas nas duas configurações. Logo Cands(p{) deve
ser o mesmo nas configurações ai e 02. Finalmente, já que a a;i-ordem é a mesma nas duas
configurações, lcand(pl) também é o mesmo nas duas configurações. l

Observe que, do Lema 5.5, também concluímos que os conjuntos Visíveis, Cands e lcand
são os mesmo sobre os eixos .X2 e X3.

Definida a estrutura de certificados, passamos a descrever agora as três únicas estruturas
de dados auxiliares e como um evento deve ser processado a fim de mantermos as estruturas
auxiliares e a descrição combinatória de cada um dos três Diagramas dos Cones.

Estruturas de dados auxiliares para cinetização

Seja Pais(p) o conjunto dos pontos q de S tal que p pertence a alvo(q). As estruturas de
dados auxiliares utilizadas são as seguintes:

. Cands(p): São os pontos da intersecção de Visíveis(p) e Cone(p). Armazenare-
mos Cands(p) como uma sequência de pontos, ordenados de acordo com as suas
Z/-coordenadas, em uma árvore balanceada de busca. Cada nó da árvore terá um
apontador para seu pai; o nó raiz apontara para o ponto p. Além disso, cada nó da
árvore tem um campo que mantém o ponto mais à esquerda nessa sub-árvore. Para
a raiz esse campo contém o ponto lcand(p).

e Pais.(p) e PaisÓ(p): São os pontos de Pais(p) particionados no conjunto dos pontos
que estão acima e embaixo de p, respectivamente, ou sela,

Pais.(p) {q € P.{.(P) : P <, q}

PaisÕ(p) {q c p.{;b) : g <. p}

Os conjuntos Pais.(p) e PaisÓ(p) serão armazenados numa árvore balanceada de busca,
com os pontos ordenados de acordo com as suas z2-coordenada e z3-coordenadas,

respectivamente. Cada nó da árvore contém ainda um apontador para o seu pai; o
nó raiz aponta para o ponto p.
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Para cada ponto p de S teremos referências para os nós das árvores Cands0, Pais.0,
PaisÓ0 que representam o ponto p (três referências são necessárias). Se p não pertence a
Cands(u) para qualquer u em S então a respectiva referência de p será (digamos) NULL. O
mesmo se aplica para os conjuntos Pais.0 e PaisÓ0.

Observemos que a ordem na qual são armazenados os pontos nas árvores Pais.0 e Paisó0
é relativa ao Diagrama dos Cones. Por exemplo, consideremos o Diagrama dos Cones sobre
o eixo X2. Para um ponto p, os conjuntos Pais.(p) e Paísó(p) serão armazenados numa
árvore balanceada de busca, com os pontos ordenados de acordo com as suas z3-coordenadas
e zi-coordenadas, respectivamente.

Figura 5.8: Pais.(p) e PaisÓ(p)

Na Figura 5.8 o conjunto Poisa(p) = {Pt,p4,PS} e PaisÜ(p) = {P2,p3,PÕ}. Observemos
que a fronteira inferior de Cone(pi), Cone(p4) e Cone(PS) induzem uma z2-ordem dos
pontos Analogamente, a fronteira superior de Cone(p2), Cone(p3) e Cone(p6) induzem
uma aç3-ordem dos pontos.

Para determinar os conjuntos Poisa (q) e PaisZ,(q), para cada ponto q de S, basta fazermos
duas buscas sobre o conjunto Visíveis do ponto que está sendo examinado durante uma
iteração do algoritmo ParesDeCandidatos. Isto não aumentará a complexidade de tempo

do algoritmo. Por exemplo sela p o ponto considerado numa iteração do algoritmo e seja
q o ponto em Visíveis(p) com a menor Z/-coordenada e que q está acima da aresta superior
de Cone(p). Nesta situação o ponto p deverá ser inserido em PaisÓ(q). Portanto, ao final
do algoritmo teremos calculado os conjuntos Pais.(q) e PaisÓ(q), para todo ponto q de S.

Observemos que uma versão análoga do Lema 5.5 também é aplicável para os conjuntos
Pais.0 e PaisÓ0. Por exemplo, se p pertence a Poisa(q) então q é alvo para p nas duas
configurações, já que Visíveis(p) e a z2-ordem são os mesmos nas duas configurações.
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Cands(v) para qualquer vem S então a respectiva referência de p será (digamos) NULL. O 
mesmo se aplica para os conjuntos Pais0 () e Paisb(). 

Observemos que a ordem na qual são armazenados os pontos nas árvores PaisaO e Paisb() 
é relativa ao Diagrama dos Cones. Por exemplo, consideremos o Diagrama dos Cones sobre 
o eixo X2. Para um ponto p, os conjuntos Paisa(P) e Paisb(P) serão armazenados numa 
árvore balanceada de busca, com os pontos ordenados de acordo com as suas x3-coordenadas 
e x1 -coordenadas, respectivamente. 

P6 

Figura 5.8: Paisa(p) e Paisb(p). 

Na Figura 5.8 o conjunto Paisa(p) = {P1,p4,p5} e Paisb(P) = {P2,P3,P6}- Observemos 
que a fronteira inferior de Cone(pi), Cone(p4) e Cone(p5) induzem uma x2-ordem dos 
pontos. Analogamente, a fronteira superior de Cone(p2) , Cone(p3) e Cone(p6) induzem 
uma x3-ordem dos pontos. 

Para determinar os conjuntos Paisa(q) e Paisb(q), para cada ponto q de S, basta fazermos 
duas buscas sobre o conjunto Visíveis do ponto que está sendo examinado durante uma 
iteração do algoritmo ParesDeCandidatos. Isto não aumentará a complexidade de tempo 
do algoritmo. Por exemplo seja p o ponto considerado numa iteração do a lgoritmo e seja 
q o ponto em Visíveis(p) com a menor y-coordenada e que q está acima da aresta superior 
de Cone(p). Nesta situação o ponto p deverá ser inserido em Paisb(q). Portanto, ao final 
do algoritmo teremos calculado os conjuntos Paisa(q) e Paisb(q), para todo ponto q de S. 

Observemos que uma versão análoga do Lema 5.5 também é aplicável para os conjuntos 
PaisaO e Paisb(), Por exemplo, se p pertence a Paisa(q) então q é alvo para p nas duas 
configurações, já que Visíveis(p) e a x2-ordem são os mesmos nas duas configurações. 
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A fim de mantermos as três listas de candidatos do tipo (p, lcand(p)), manteremos a
descrição combinatória dos três Diagramas dos Cones. Os seguintes algoritmos mostram
como podemos manter implicitamente o Diagrama dos Cones que está sobre o eixo Xi,
após processar a violação de um certificado. Na realidade, o que será mantido serão os
conjuntos Cands, Pais.0, PaisÓ0 e as referencias lcand.

Processamento dos eventos

Temos três tipos de eventos a serem processados. Estes eventos corresponderão à perda de
validade de um certificado envolvendo pares de pontos consecutivos em relação zi-ordem ou
z2-ordem ou z3-ordem. Como veremos, as mudanças produzidas no Diagrama dos Cones
pelo processamento de um evento serão locais.

Quando um evento ocorre, ele deve ser processado, e a fila de prioridade, que contém os
certificados em ordem de prazo de validade, deve ser atualizada. Por exemplo, consideremos
quatro pontos consecutivos, segundo a zi-ordem, r, p, q e s de tal forma que r <,. p <z.
q <,. s. Temos um certificado associado a cada uma das relações r <=. p, p <z. q, e

Se p e q alteram sua zt-ordem, ou seja, o certificado p <,. q deixa de ser válido,
devemos então processar o evento correspondente e além disso remover da fila de prioridade
os certificados associados a r <,: p, p <z: q, e q <,. s. Finalmente devemos inserir na fila
de prioridade os certificados correspondentes a r <g,. q, q <,: p, e p <#. s.

g <=: s

Evento envolvendo a zi-ordem: zi-evento

Um zi-evento é a violação da zi-ordem de dois pontos consecutivos nesta ordem. O seguinte
algoritmo mostra como processar um tal evento. A situação está ilustrada na Figura 5.9
para os pontos p e q. Notemos que o Alternativa l é análoga à Alternativa ll.

Algorítmo ProcessaXiEvento(p, q). Recebe o Diagrama dos Cones sobre o
eixo Xi, de um conjunto S de n pontos, um par de pontos p e q pertencentes
a S, consecutivos segundo a zi-ordem (p <,. q), e devolve o Diagrama dos
Cones logo após processar o evento associado à perda de validade do certificado
p<=\ q

Alternativa l p C PaisÓ(q)

Remova Cands(q) n Cone(p) de Cands(q) e insira em Cands(p)
Sda u C S tal que q C Pais.(u). Remova o ponto q de Pais.(u)
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A fim de mantermos as três listas de candidatos do tipo (p, lcand(p)) , manteremos a 

descrição combinatória dos três Diagramas dos Cones. Os seguintes algoritmos mostram 

como podemos manter implicitamente o Diagrama dos Cones que está sobre o eixo Xi, 

após processar a violação de um certificado. Na realidade, o que será mantido serão os 

conjuntos Cands , Pais0 (), Paisb() e as referencias lcand. 

Processamento dos eventos 

Temos três tipos de eventos a serem processados. Estes eventos corresponderão à perda de 

validade de um certificado envolvendo pares de pontos consecutivos em relação x 1-ordem ou 

x2-ordem ou x3-ordem. Como veremos, as mudanças produzidas no Diagrama dos Cones 

pelo processamento de um evento serão locais. 

Quando um evento ocorre, ele deve ser processado, e a fila de prioridade, que contém os 

certificados em ordem de prazo de validade, deve ser atualizada. Por exemplo, consideremos 

quatro pontos consecutivos, segundo a x 1-ordem, r, p , q e s de tal forma que r <x, p <x, 
q <xi s. Temos um certificado associado a cada uma das relações r <xi p, p <x1 q, e 

q <xi S. 

Se p e q alteram sua x 1-ordem, ou seja, o certificado p <x1 q deixa de ser válido, 

devemos então processar o evento correspondente e além disso remover da fila de prioridade 

os certificados associados ar <xi p, p <x1 q, e q <xi s. Finalmente devemos inserir na fila 

de prioridade os certificados correspondentes a r <xi q, q <x1 p, e p <xi s. 

Evento envolvendo a x 1-ordem: xi-evento 

Um x1-evento é a violação da xi-ordem de dois pontos consecutivos nesta ordem. O seguinte 

algoritmo mostra como processar um tal evento. A situação está ilustrada na Figura 5.9 

para os pontos p e q. Notemos que o Alternativa I é análoga à Alternativa II. 

Algoritmo ProcessaX1Evento(p, q). Recebe o Diagrama dos Cones sobre o 

eixo X 1 , de um conjunto S de n pontos, um par de pontos p e q pertencentes 

a S, consecutivos segundo a xi-ordem (p <x1 q), e devolve o Diagrama dos 

Cones logo após processar o evento associado à perda de validade do certificado 

P <x1 q. 

Alternativa I p E Paisb(q) 

Remova Cands(q) n Cone(p) de Cands(q) e insira em Cands(p). 

Seja u E S tal que q E Pais0 (u). Remova o ponto q de Pais0 (u). 
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Insira o ponto q em Pais.(p) e remova o ponto p de PaisÓ(q).
Se Cands(q) é não vazio seja u o ponto em Cands(q) com a menor y-coordenada. Caso
contrário, tome u como sendo o ponto tal que q C PaisÓ(u). (Caso não exista um tal
ponto u, este passo pode ser simplesmente ignorado.) Insira p em PaisÓ(t;).
Se existe um ponto P tal que p e q C Cands(P) então atualize lcand(P) na árvore para
Cands(P) .

Alternativa ll p C Pais. (q)

Remova Cands(q) n Cone(p) de Cands(q) e insira em Cands(p).
Seja u C S tal que q C PaisÓ(u). Remova o ponto q de PaisÓ(u).
Insira o ponto q em PaisÓ(p) e remova o ponto p de Pais.(q).
Se Cands(q) é não vazio seja u o ponto em Cands(q) com a maior Z/-coordenada. Caso
contrário, tome u como sendo o ponto tal que q C Pais.(u). (Caso não exista um
tal ponto u, este passo pode ser simplesmente ignorado.) Insira p em Pais.(u).
Se existe um ponto P tal que p e q C Cands(P) então atualize lcand(P) na árvore para
Cands(P) .

Figura 5.9: Processamento do evento quando p e q alteram sua zl-ordem

Corretude do Algoritmo ProcessaXtEvento

O seguinte lema prova a corretude do algoritmo

Lema 5.6 Considere um euenZo que consiste na perda de ua/idade de um cerll»cada p <,.
q, onde p e q são pomos conseculiuos na zi-ordem. Então, após aplicarmos o .4Zgorifmo

P«ces«X:.E«e«t.(p,q), tem« q«. « c.«:j-f« C-a;0 e P'í'0 e 's «/«ên.ã« Z««aO
representam o Diagrama dos Cones sobre o eito XI. da con$gurüção cttual dos pontos de S.
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Insira o ponto q em Paisa (p) e remova o ponto p de Paisb ( q). 

Se Cands(q) é não vazio seja v o ponto em Cands(q) com a menor y-coordenada. Caso 

contrário, tome v como sendo o ponto tal que q E Paisb ( v). ( Caso não exista um tal 

ponto v, este passo pode ser simplesmente ignorado.) Insira p em Paisb(v). 

Se existe um ponto p tal quepe q E Cands(p) então atualize lcand(p) na árvore para 

Cands(p). 

Alternativa II p E Pais0 (q) 

Remova Cands(q) n Cone(p) de Cands(q) e insira em Cands(p). 

Seja u E S tal que q E Paisb(u). Remova o ponto q de Paisb(u). 

Insira o ponto q em Paisb(P) e remova o ponto p de Pais0 (q). 

Se Cands(q) é não vazio seja v o ponto em Cands(q) com a maior y-coordenada. Caso 

contrário, tome v como sendo o ponto tal que q E Pais0 ( v). ( Caso não exista um 

tal ponto v, este passo pode ser simplesmente ignorado .) Insira p em Pais0 (v). 

Se existe um ponto p tal quepe q E Cands(p) então atualize lcand(p) na árvore para 

Cands(p). 

q 

Figura 5.9: Processamento do evento quando p e q alteram sua x 1-ordem. 

Corretude do Algoritmo ProcessaX1Evento 

O seguinte lema prova a corretude do algoritmo. 

Lema 5.6 Considere um evento que consiste na perda de validade de um certificado p <x 1 

q, onde p e q são pontos consecutivos na x 1 -ordem. Então, após aplicarmos o Algoritmo 

ProcessaX1Evento(p, q), temos que os conjuntos Cands() e Pais() e as referências lcand() 

representam o Diagrama dos Cones sobre o eixo X 1 da configuração atual dos pontos de S. 
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Prova. E suficiente provar o lema quando a Alternativa l é executada. O Diagrama dos
Cones só muda se q C alvo(p). No caso em que p C PaisÕ(q) os pontos de Cands(q)ícone(p)
são transferidos de Cands(q) para Cands(p) (veja Figura 5.9). O ponto q passa a ser um novo
elemento de Pais.(p). O ponto p pode passar a pertencer a PaisÓ(u), para algum ponto u tal
que u € Cands(q) ou q C PaisÓ(o). Não existe mudanças de alvor para os pontos à esquerda
e à direita de p e q. Se p e q pertencem a Cands(P), para algum ponto ji, então devemos,
se for o caso, atualizar o campo mais à esquerda na árvore que representa Cands(p), que
pode causar uma alteração de lcand(p)2. O Algoritmo ProcessaXiEvento(p, q) toma conta
de todas as situações acima. l

Mudanças na zi-ordem podem produzir alterações nos Diagramas dos Cones sobre os
eixos X2 e X3. Por exemplo, consideremos um zi-evento envolvendo pontos p e q, como
ilustrado na Figura 5.10. Se p C PaisÓ(q) (Alternativa 1) então teremos o seguinte:

e no Diagrama dos Cones sobre o eixo X2, se q pertence a Cands(p) então q sai do
Co« (P) .

e no Diagrama dos Cones sobre o eixo X3, se q pertence a Pais.(p) então p entra no
Co-(q).

Alternativa l

Alternativa ll

Figura 5.10: Ilustração das possíveis mudanças nos Diagramas dos Cones sobre os eixos X2
e X3 após um zi-evento envolvendo os pontos p e q.

2Se lcand(P) muda, a função dist(P, lcand(p)) também muda, o que representa uma mudança no plano
de võo de um ponto na estrutura de dados cinética para o cálculo do mínimo
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Prova. É suficiente provar o lema quando a Alternativa I é executada. O Diagrama dos 

Cones só muda se q E alvo(p) . No caso em que p E Paisb(q) os pontos de Cands(q)nCone(p) 

são transferidos de Cands(q) para Cands(p) (veja Figura 5.9). O ponto q passa a ser um novo 

elemento de Pais a (p). O ponto p pode passar a pertencer a Paisb ( v), para algum ponto v tal 

que v E Cands(q) ou q E Paisb(v). Não existe mudanças de alvo() para os pontos à esquerda 

e à direita de p e q. Se p e q pertencem a Cands(p), para algum ponto p, então devemos, 

se for o caso, atualizar o campo mais à esquerda na árvore que representa Cands(p), que 

pode causar uma alteração de lcand(p)2. O Algoritmo ProcessaX1 Evento(p, q) toma conta 

de todas as situações acima. 1 

Mudanças na x 1-ordem podem produzir alterações nos Diagramas dos Cones sobre os 

eixos X2 e X3. Por exemplo, consideremos um xi-evento envolvendo pontos p e q, como 

ilustrado na Figura 5.10. Se p E Paisb(q) (Alternativa I) então teremos o seguinte: 

• no Diagrama dos Cones sobre o eixo X2, se q pertence a Cands(p) então q sai do 

Cone(p). 

• no Diagrama dos Cones sobre o eixo X3, se q pertence a Paisa(P) então p entra no 

Cone(q). 

q 

Alternativa I 
p pi 

p 

l 
: 

p 

Alternativa II 

q 

Figura 5.10: Ilustração das possíveis mudanças nos Diagramas dos Cones sobre os eixos X2 

e X3 após um x 1-evento envolvendo os pontos p e q. 

2Se lcand(p) muda, a função dist(p , lcand(p)) também muda, o que representa uma mudança no plano 

de vôo de um ponto na estrutura de dados cinética para o cálculo do mínimo. 
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Análise do Algoritmo ProcessaXtEvento

A complexidade do Algoritmo ProcessaXiEvento é O(log n). Consideremos a Alternativa l,
já que a analise da complexidade computacional da Alternativa ll é semelhante a esta. O
conjunto Cands(q) n Cone(q) pode ser feito em tempo O(logo) através da operação de
spZít de uma lista, armazenada como uma árvore balanceada de busca, em duas listas
cuja concatenação é a lista original (cf. Knuth j311, páginas 474 475). Para atualizarmos
Cands(q) e Cands(p) precisamos de um algoritmo de concatenação, que insere uma lista
l2 (digamos) à direita de uma lista .Lt sem destruir o balanço das representações. Esta
concatenação também pode ser feita em tempo O(log n) (cf. Knuth j311, páginas 474-475).

As operações para atualizarmos os conjuntos Pais0 consistem em simples buscas, in-
serções e remoções em árvores balanceadas de busca e podem ser executadas em tempo
0(1og n) .

A atualização de lcand(P), ao final da alternativa, também pode ser feita em tempo
O(log n). Primeiramente devemos percorrer, de baixo para cima, as árvores Cands0 que
contém os pontos p e q para decidirmos se estes pontos pertencem ao mesmo conjunto
Cands0. Caso p e q não estejam contidos em um mesmo conjunto Cands0 então não há
nada a ser feito. Se p e q estão contidos em Cands(P), para algum ponto P, devemos encon-
trar o primeiro ancestral comum w de p e q na árvore Cands(P), isto pode ser realizado em
tempo O(log n). Agora, só resta atualizarmos as referências para o ponto mais à esquerda
nas sub-árvores que tem como raiz os nós entre m e a raiz da árvore Cands(P), fazendo com

que as eventuais referências a p sejam trocadas por referências a q.

Evento envolvendo a z2-ordem z2-evento

Um z2-evento é a violação da z2-ordem entre dois pontos consecutivos nesta ordem. O

seguinte algoritmo mostra como processar um tal evento. A situação está ilustrada na
Figura 5.11 para os pontos p e q.

Algoritmo ProcessaX2Evento(p, q). Recebe o Diagrama dos Cones sobre o
eixo XI, de um conjunto S de n pontos, um par de pontos p e q pertencentes
a S consecutivos segundo a z2-ordem tal que p < q, e devolve o Diagrama dos
Cones logo após processar o evento associado a inversão da aç2-ordem entre p e
q

Alternativa l p C Pais.(q)

Se existe u C S tal que q C Cands(u) então remova q de Cands(u)
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Análise do Algoritmo ProcessaX1Evento 

A complexidade do Algoritmo ProcessaX1Evento é O(logn). Consideremos a Alternativa I, 

já que a analise da complexidade computacional da Alternativa II é semelhante a esta. O 

conjunto Cands(q) n Cone(q) pode ser feito em tempo O(log n) através da operação de 

split de uma lista, armazenada como uma árvore balanceada de busca, em duas listas 

cuja concatenação é a lista original (cf. Knuth [31], páginas 474-475). Para atualizarmos 

Cands(q) e Cands(p) precisamos de um algoritmo de concatenação, que insere uma lista 

L2 (digamos) à direita de uma lista L 1 sem destruir o balanço das representações. Esta 

concatenação também pode ser feita em tempo O(logn) (cf. Knuth [31], páginas 474-475). 

As operações para atualizarmos os conjuntos Pais() consistem em simples buscas, in­

serções e remoções em árvores balanceadas de busca e podem ser executadas em tempo 

O(log n). 

A atualização de lcand(p), ao final da alternativa, também pode ser feita em tempo 

O(logn) . Primeiramente devemos percorrer, de baixo para cima, as árvores Cands() que 

contém os pontos p e q para decidirmos se estes pontos pertencem ao mesmo conjunto 

Cands(). Caso p e q não estejam contidos em um mesmo conjunto Cands() então não há 

nada a ser feito . Se p e q estão contidos em Cands(p), para algum ponto p , devemos encon­

trar o primeiro ancestral comum w de p e q na árvore Cands(p), isto pode ser realizado em 

tempo O(log n). Agora, só resta atualizarmos as referências para o ponto mais à esquerda 

nas sub-árvores que tem como raiz os nós entre w e a raiz da árvore Cands(p), fazendo com 

que as eventuais referências a p sejam trocadas por referências a q. 

Evento envolvendo a x2-ordem: x2-evento 

Um x2-evento é a violação da x2-ordem entre dois pontos consecutivos nesta ordem. O 

seguinte algoritmo mostra como processar um tal evento. A situação está ilustrada na 

Figura 5.11 para os pontos p e q. 

Algoritmo ProcessaX2Evento(p, q). Recebe o Diagrama dos Cones sobre o 

eixo X 1 , de um conjunto S de n pontos, um par de pontos p e q pertencentes 

a S consecutivos segundo a x2-ordem tal que p-< q, e devolve o Diagrama dos 

Cones logo após processar o evento associado a inversão da x2-ordem entre p e 

q. 

Alternativa I p E Paisa(q) 

Se existe v E S tal que q E Cands( v) então remova q de Cands( v). 
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Insira q em Cands(p) e remova p de Pais.,(q).
Sda T o conjunto dos pontos em PaisÓ(q) à direita de p

Caso 1.1 T # 0

Seja t o menor ponto de T em relação à sça-ordem e M o conjunto dos pontos
de PaisÓ(q) que são menores do que t em relação à za-ordem
Remova os pontos em M de PaisÓ(q) e insira-os em PaisÓ(p).
Insira p em Pais.(t).

Caso 1.2 T = Ü e existe t tal que q C Pais.(t)
Remova os pontos de PaisÕ(q) e insera-os em PaisÕ(p).
Insira p em Pais. (t).

Caso 1.3 T = 0 e não existe t tal que q C Pais.(t)

Remova os pontos de PaisÓ(q) e insere-os em PaisÓ(p).

Alternativa ll q € Cands(p)

Se existe f C S tal que p C Pais.(t) então remova p de Passa(t).
Insira p em Pais.(q) e remova q de Cands(p).
Seja .A/ o conjunto dos pontos de PaisÓ(p) que são maiores do que q em relação à
z3-ordem. Remova os pontos em .A4 de PaisÓ(p) e insira-os em PaisÓ(q).
Se PaisÓ(p) # 0 então insira q em Cands(u), onde u é o maior ponto de PaisÓ(p) em
relação à z3-ordem. Se PaisÓ(p) = Ü e existe u tal que p C Cands(u) então insira q em
Ca«ds(u).

Figura 5.11: Processamento do evento quando p e q alteram sua z2-ordem
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Insira q em Cands(p) e remova p de Paisa(q). 

Seja To conjunto dos pontos em Paisb(q) à direita de p. 

Caso I.1 T f= 0 

Seja t o menor ponto de T em relação à x3-ordem e M o conjunto dos pontos 

de Paisb(q) que são menores do que t em relação à X3-ordem. 

Remova os pontos em M de Paisb(q) e insira-os em Paisb(p). 

Insira p em Paisa ( t). 

Caso I.2 T = 0 e existe t tal que q E Paisa(t) 

Remova os pontos de Paisb(q) e insera-os em Paisb(p). 

Insira p em Paisa ( t) . 

Caso I.3 T = 0 e não existe t tal que q E Paisa(t) 

Remova os pontos de Paisb(q) e insera-os em Paisb(p). 

Alternativa II q E Cands(p) 

Se existe t E S tal que p E Paisa(t) então remova p de Paisa(t). 

Insira p em Paisa(q) e remova q de Cands(p). 

Seja M o conjunto dos pontos de Paisb(P) que são maiores do que q em relação à 

x3-ordem. Remova os pontos em M de Paisb(P) e insira-os em Paisb(q). 

Se Paisb(P) f= 0 então insira q em Cands(v), onde v é o maior ponto de Paisb(p) em 

relação à X3-ordem. Se Paisb (p) = 0 e existe v tal que p E Cands( v) então insira q em 

Cands(v). 

Figura 5.11: Processamento do evento quando p e q alteram sua x2-ordem. 
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Corretude do Algoritmo ProcessaX2Evento

O seguinte lema prova a corretude do algoritmo

Lem.a 5.7 C07zsádere un7z euenfo que c07zsísZe na perda de validade de um perfil/içado p <ar, q

ou q <,, p , onde p e q são pontos consecufáuos na z2-ordem taZ gue p q. Então, após
ap/icarmos o .4Zgohtmo ProcessaX2.Eue7zfo(p, q), lemos que os conjuntos C;ands0 e Falso e

as referências tcand0 representam o Diagrama dos Cones sobre o eixo Xt da con$guração
ütua! dos pontos de S.

Prova. Suponhamos que q entra em Cone(p). Se p não pertence a Passa(q) então q não
pertence a Visíveis(p) e portanto a alteração da z2-ordem entre p e q não afeta o Diagrama
dos Cones sobre o eixo Xt. Se p pertence a Passa(q) então a alteração da z2-ordem entre
p e q não muda o alvo dos pontos à direita de p (menores que p em relação à zl-ordem).
O alvo inferior de p precisa ser atualizado. Somente os pontos à esquerda de p que têm q
como alvo superior precisam ter seu alvo alterado para p (veja a Figura 5.11). O ponto q
entra em Cands(p) e deixa Cands(t;), onde u é tal que q pertence a Cands(u) (caso exista
«m tal «).

No caso em que q sai de Cone(p) as mudanças são as 'inversas' das consideradas acima.
O Algoritmo ProcessaX2Evento(p, q) toma conta de todas as situações acima. l

Mudanças na z2-ordem podem produzir alterações nos Diagramas dos Cones sobre os
eixos X2 e X3, além das alterações já consideradas no Diagrama dos Cones sobre o eixo
Xi. Por exemplo, consideremos um z2-evento envolvendo pontos p e q, como ilustrado na
Figura 5.12.

Análise do Algoritmo ProcessaX2Evento

A complexidade do algoritmo é O(log n).

Na Alternativa 1, para determinarmos se existe u C S tal que Cands(u), devemos seguir
a referência de p para o nó que representa p em uma das árvores balanceadas de busca que
representam os conjuntos Cands0. Depois basta seguirmos os apontadores para o pai de
cada no da árvore até o nó raiz que, por sua vez, faz referência ao ponto u desejado. Tudo

isto pode ser realizado em tempo O(logo). As inserções e remoções de pontos na árvores
balanceadas de busca que representam Pais.0, PaisÕ0 podem ser feitas em tempo O(log n).
A remoção do conjunto de pontos ]W de PaisÓ(q) e respectiva inserção em PaisÓ(p) também
pode ser feito em O(log n) utilizando-se as já mencionados concatenações em Knuth j311, já
que M forma um segmento contíguo dos pontos em PaisÓ(q) ordenados segundo a z3-ordem.
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Alternativa l

Alternativa ll

Figura 5.12: Ilustração das possíveis mudanças nos Diagramas dos Cones sobre os eixos X2
e Xa após um z2-evento envolvendo os pontos p e q.

As operações realizadas na Alternativa ll são semelhantes as executadas na Alternati
va 1: basicamente, inserções, remoções e buscas em árvores balanceadas de busca.

Evento envolvendo a Jça-ordem.: z3-evento

Um zS-evento é a violação da z3-ordem entre dois pontos consecutivos nesta ordem. A
situação está ilustrada na Figura 5.13. O Algoritmo ProcessaXaEvento que trata deste
evento é simétrico ao algoritmo ProcessaX2Evento e, portanto, será omitido.

Figura 5.13: Processamento do evento quando p e q alteram sua z3-ordem

Mudanças na z3-ordem podem produzir alterações nos Diagramas dos Cones sobre os
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Alternativa I 

Alternativa II , ~ w ·. 

p · . . 

Figura 5.12: Ilustração das possíveis mudanças nos Diagramas dos Cones sobre os eixos X2 

e X3 após um x2-evento envolvendo os pontos p e q. 

As operações realizadas na Alternativa II são semelhantes as executadas na Alternati­

va I: basicamente, inserções, remoções e buscas em árvores balanceadas de busca. 

Evento envolvendo a x3-ordem: x3-evento 

Um x3-evento é a violação da x3-ordem entre dois pontos consecutivos nesta ordem. A 

situação está ilustrada na Figura 5.13. O Algoritmo ProcessaX3Evento que trata deste 

evento é simétrico ao algoritmo ProcessaX2Evento e, portanto, será omitido. 

Figura 5.13: Processamento do evento quando p e q alteram sua x3-ordem. 

Mudanças na x3-ordem podem produzir alterações nos Diagramas dos Cones sobre os 
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eixos X2 e X3, além das alterações no Diagrama dos Cones sobre o eixo Xi. A Figura 5.14
ilustra algumas possíveis alterações.

Figura 5.14: Ilustração das possíveis mudanças nos Diagramas dos Cones sobre os eixos X2
e X3 após um z3-evento envolvendo os pontos p e q.

Análise da estrutura de dados cinética

Teorema 5.8 .4 esZrufura de dados cinética prouenienfe da c nefãzação do .AigoráZmo Par
MaisPro=imo é e$ciente, de resposta rápida, compacta e toca!.

Prova. Ao analisarmos a estrutura de dados cinética (ID[)C) para o par mais-próximo,
devemos considerar:

1 a IH[)C Torneio cinético (cf. Capítu]o 4, Seção 5) para o cá]cu]o do mínimo,

2 a lnec proveniente da cinetização do Algoritmo ParesDeCandidatos, o qual chama-
remos de primeira IHD)C.

A mudança de lcand(p), para algum ponto p, e portanto a alteração da distância entre
p e lcand(p) é corresponderá a uma mudança do plano de vâo, do ponto que representa a
distância entre p e lcand(p) na leme Torneio cinético que mantém o mínimo. Lembremos que
a lnl)(C Torneio cinético, para pontos que se movimentam de acordo com um k-movimento,
é eficiente, de resposta rápida, compacta e local e, portanto, ótima.

A Ha[)C para o A]goritmo ParMaisProximo é eficiente. De fato, o número de eventos

externos, no pior caso, para o problema do par mais-próximo de um conjunto de rz pontos
no plano é O(n2 logo n) (cf. Teorema 5.1). O número total de alterações na zi-ordem,
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z2-ordem e z3-ordem dos pontos é O(n2) e, portanto, o número de eventos internos que
deverão ser processados é, no pior caso, O(n2). Assim, a lista de pares (p,lcand(p)), para
todo p € S, fornecida para o cálculo do mínimo pode ser alterada O(n2) no pior caso-
lsto significa que, no pior caso, teremos que processar O(n2) mudanças de planos de vâo
na M)C Torneio cinético que mantém o mínimo. Cada mudança de plano de võo em um
ponto do Torneio cinético implica na atualização de, no máximo, O(logo) certificados.
Desta forma, o número total de eventos processados é, no pior caso, O(n2 logra). Logo,
a IBID)C para o Algoritmo ParMaisPróximo é de eficiente, pois a razão entre o número de
eventos processados, no pior caso, e do número de eventos externos, no pior caso, é O(log n).

O custo de processar um evento na IDI)C da cinetização do Algoritmo ParesDeCandi-

datos é O(log lz). Este processamento envolve a atualização de O(1) certificados. Ademais,
sabemos que a ID[)C Torneio cinético é de resposta rápida. Logo, a ]n])C para o A]goritmo
ParMaisPróximo é de resposta rápida.

A lnl)C para o Algoritmo ParMaisPróximo é compacta. De fato, temos um total de
3(n 1) certificados na fila de prioridade de eventos da IDDC proveniente da cinetização
do Algoritmo ParesDeCandidatos e a mD)C Torneio cinético (que mantém 3n pontos em
movimento) também é compacta.

Finalmente, resta verificarmos que a lnD)C para o Algoritmo ParMaisProximo é local.
Seja p um ponto de S. A E[)C para o A]goritmo ParesDeCandidatos mantém no máximo
seis certificados envolvendo o ponto p (dois para manter a al-ordem, dois para manter a
sç2-ordem, e dois para manter a z3-ordem). Temos um par de pontos da forma (p, lcand(p))
para cada um dos Diagramas dos Cones. Logo, na lista de pares de pontos fornecidas
temos no máximo seis pares contendo o ponto p e, como a leal)(C Torneio Cinético é local,
temos O(logo) certificados envolvendo cada um desses pares. Logo, o número total de
certificados envolvendo um dado ponto p de S é no máximo 6 + 6 1ogrz = O(Ioga). Como
isto mostramos que a lnec proveniente da cinetização do Algoritmo ParMaisProximo é
também local e portanto ótima. l

Os resultados obtidos para o problema do par mais-próximo, no modelo de Atallah e
Kahan, são interessantes do ponto de vista teórico, mas não são apropriados para imple-
«inn+npãn

A estrutura de dados cinética para o par mais-próximo no plano não é apropriado para

inserção e remoção de pontos. Isto pode requerer um número linear de mudanças no pior
caso
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Problema do fecho convexo

Trataremos neste capítulo do problema do fecho convexo. A versão
estática deste problema consiste em: dado: um conjunto S de n pontos
movendo-se de maneira contínua no plano; defermãnar: a descrição com-
binatória do fecho convexo de S. Este problema tem sido extensivamente

estudado em geometria computacional (vqa, por exemplo, o Capítulo 3
de 1331 e o Capítulo 3 de 1361) e são conhecidos algoritmos ótimos de
complexidade de tempo O(n log ri).

No modelo oK-lhe, Atallah l9, 101 mostrou, entre outras coisas, que para um conjunto S
de n pontos que realizam um k-movimento no plano, a sequência de descrições combinatórias
dos fechos convexos de S, obtida ao longo do tempo, tem comprimento O(n2 logo n). Na

Seção 6. 1 apresentaremos este e outros resultados relacionados.

Descrevemos, na Seção 6.2, uma estrutura de dados cinética ótima, proposta por Basch,
Guibas e Hershberger j13, 141, para o problema do envelope superior cinético. Esta estrutura
de dados é baseada na cinetização de um algoritmo do tipo divisão-e-conquista para o cálculo

do envelope superior de um conjunto de netas no plano.

Na Seção 6.3 consideraremos o problema do fecho convexo cinético. Este problema é
equivalente, via dualidade, ao problema do envelope superior cinético. De fato, a cadeia

superior (inferior) do fecho convexo de S corresponde ao envelope superior (inferior) do
arranjo de retas obtidas a partir de S através de dualidade. Assim, o problema do fecho
convexo cinético pode ser resolvido algoritmicamente pela estrutura de dados cinética apre-
sentada na Seção 6.2. Na realidade, o problema do fecho convexo cinético foi a motivação

para que Basch, Guibas e Hershberger desenvolvessem a estrutura de dados cinética para
o envelope superior.

Finalmente, na Seção 6.4 descrevemos aplicações da IDD)C para o problema do fecho
convexo na solução de outros problemas cinéticos. Mais especificamente, descrevemos como
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movendo-se de maneira contínua no plano; determinar: a descrição com­

binatória do fecho convexo de S . Este problema tem sido extensivamente 

estudado em geometria computacional (veja, por exemplo, o Capítulo 3 

de [33) e o Capítulo 3 de [36]) e são conhecidos algoritmos ótimos de 

complexidade de tempo 8(nlogn}. 

No modelo off-line, Atallah [9, 10) mostrou, entre outras coisas, que para um conjunto S 

de n pontos que realizam um k-movimento no plano, a seqüência de descrições combinatórias 

dos fechos convexos de S, obtida ao longo do tempo, tem comprimento O(n2 log* n) . Na 

Seção 6.1 apresentaremos este e outros resultados relacionados. 

Descrevemos, na Seção 6.2, uma estrutura de dados cinética ótima, proposta por Basch, 

Guibas e Hershberger [13, 14), para o problema do envelope superior cinético. Esta estrutura 

de dados é baseada na cinetização de um algoritmo do tipo divisão-e-conquista para o cálculo 

do envelope superior de um conjunto de retas no plano. 

Na Seção 6.3 consideraremos o problema do fecho convexo cinético. Este problema é 

equivalente, via dualidade, ao problema do envelope superior cinético. De fato, a cadeia 

superior (inferior) do fecho convexo de S corresponde ao envelope superior (inferior) do 

arranjo de retas obtidas a partir de S através de dualidade. Assim, o problema do fecho 

convexo cinético pode ser resolvido algoritmicamente pela estrutura de dados cinética apre­

sentada na Seção 6.2. Na realidade, o problema do fecho convexo cinético foi a motivação 

para que Basch, Guibas e Hershberger desenvolvessem a estrutura de dados cinética para 

o envelope superior. 

Finalmente, na Seção 6.4 descrevemos aplicações da me para o problema do fecho 

convexo na solução de outros problemas cinéticos. Mais especificamente, descrevemos como 

62 



6.] Fecho convexo o]7:-lide 63

Agarwal, Guibas, Hershberger e Veach l21 adaptaram a estrutura de dados cinética do fecho
convexo para os problemas cinéticos do diâmetro e largura de um conjunto de pontos no
plano.

6.1 Fecho convexo oK-lhe

O proa/ema do /echo conuezo, no modelo oa-lhe, consiste em dado: um conjunto S de n
pontos no plano realizando um k-movimento; determinar: uma seqüência de fechos conve-
xos de S ao longo do tempo.

Por uma següéncia de .fecais corzuezos de S entenda-se uma seqüência formada pela
descrições combinatórias de fechos convexos de S. Na seqüência, as descrições combinatórias
ocorrem na ordem cronológica em que representam o fecho convexo. Assim, a primeira
descrição combinatória da seqüência representa o fecho convexo no instante inicial t = to e
a última descrição combinatória representa o fecho no instante t = +oo.

Devido ao movimento contínuo dos pontos, a descrição combinatória do fecho convexo
só muda em certos instantes críticos. Assim, no problema do fecho convexo oa-lhe, estamos
interessados em determinar uma sequência de fechos convexos obtida ao longo do tempo-

Nesta seção apresentaremos dois resultados devidos a Atallah l9, 101. Será estimada a
complexidade de tempo para o cálculo dos intervalos de tempo durante os quais um dado
ponto de S pertence ao fecho convexo (Teorema 6.4). O outro resultado determina um
limite superior para o comprimento da seqüência de fechos convexos (Corolário 6.6). Este
último resultado será de particular interesse quando analisarmos a eficiência da estrutura

de dados cinética mostrada na Seção 6.2.

Seja S = {pi, . . . ,Pn} um conjunto de ri pontos no plano realizando um k-movimento. A

posição do ponto pi, no instante t, é dada pelo par (ZÍ(t), yi(t)), onde z{ e yi são polinõmios
de grau máximo k ({ = 1, . . . ,n).

Seja ainda Oij(t) o ângulo, no instante t, que o eixo das abscissas forma com o segmento
orientado l)i)l)j(1) (vai de pi(t) até pj(t)). Consideraremos os ângulos como sendo valores
no intervalo (--n, nl.

Defina 'ij como sendo igual a Oij quando Oij 2 0 e indefinido caso contrário, e defina
Pij como sendo igual a Oij quando 0{.Í $ 0 e indefinido caso contrário. A Figura 6.1 ilustra
uma típica função '7íj.

Lembremos que uma função g(f) tem uma transição em t = to se é indefinida antes de
to e definida depois de to ou se é definida antes de to e indefinida depois de to.
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de dados cinética mostrada na Seção 6.2. 

Seja S = {p1, ... ,Pn} um conjunto de n pontos no plano realizando um k-movimento. A 

posição do ponto Pi, no instante t, é dada pelo par (xi(t), Yi(t)), onde Xi e Yi são polinômios 

de grau máximo k (i = 1, . .. , n). 

Seja ainda 0i1(t) o ângulo, no instante t, que o eixo das abscissas forma com o segmento 

orientado Pi ( t )p1 ( t) ( vai de Pi ( t) até p1 ( t)). Consideraremos os ângulos como sendo valores 

no intervalo (-rr, rr). 

Defina iij como sendo igual a 0ij quando 0ij 2'. O e indefinido caso contrário, e defina 

/3ij como sendo igual a 0ij quando 0ij :S O e indefinido caso contrário. A Figura 6.1 ilustra 

uma típica função iij . 

Lembremos que uma função g(t) tem uma transição em t = t0 se é indefinida antes de 

to e definida depois de t0 ou se é definida antes de t0 e indefinida depois de t0 . 
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Observemos que lij e Pi.Í são funções contínuas por partes (existem pontos de descon
tinuidades e transições) . Definimos sobre elas as seguintes funções:

.í(t) - TllF{''rij(t)} Z'i(t) - T##l'Vij(t)} c{(t) - TIF{Pij(t)} di(t) - T12flPij(t)}

Observe que as funções ai e bi representam o envelope inferior e superior, respectivamente,
de n -- l funções lij. Seja s um inteiro positivo. Lembremos que Às(n) denota o maior
comprimento de uma seqüência de de Davenport-Schinzel de ordem s sobre um alfabeto de
n símbolos. Seja ./s : N ---+ IR a função definida da seguinte maneira:

X4,(n) se . > l
À3(n) se .

De acordo ao resultado de Szemerédi 1421, para s fixo, .fs(n)

Oij (t) t 'íj(t)

0(n logo n)

}\
\

\:
\

\

\

\

\
\

\
PÍj (t)

Figura 6.1: A função 0ij

Lema 6.1 0 ntímero de [ransíções e descon]árzuádades de cada zzma das /uniões ai, bi, ci

. di é 0(n).

Prova. Seja { C {l, . . . , n} fixo. Provaremos o lema para a função ai, a prova para as demais

funções são similares. Como tan 0í.j = {Í-Õ:L, então o número de transições e descontinui-
dades da função 'ij é, no máximo, k. Assim o número de transições e descontinuidades
das n -- l funções 7ij é O(n) (.j = 1,2,... ,{ 1,á + l,... ,n). Como cada transição ou

descontinuidade da função a{ coincide com uma transição ou descontinuidade de uma das

funções 7ij's, então o número de transições e descontinuidades da função ai é O(n) l

Lema 6.2 Cada um das /ulzções ai, bi, cí e dí tem no mázámo .fk(n) partes

Prova. Seja { C {l,. . . ,n} fixo. Provaremos o lema para a função bí, a prova para as

demais funções são similares. Duas funções distintas Oij e Oil se interceptam no máximo
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2k vezes, já que uma solução da equação Oij(t) = Oii(t) é também uma solução da equação

:Ílil::tlg = #ilil::ilg. Logo as funções 'yij e '7ii também se interceptam no máximo 2k
vezes. A soma do número de descontinuidades e transições da função '7íj é, no máximo, k.
Como bi é o máximo de funções "yij's, então pelo Corolário 2.5 a função bi esta formada,por
no máximo, À4k(n) partes. Se k = 1, Atallah l81 mostra que bi é composta, por no máximo,
X3(n) partes. l

Lema 6.3 Aro {nstanfe t, o poRIa pí pertence ao /echo conuezo de S se e só se uma das
seguintes condições é válida:

1 ai(t) -- di(t) 2 z,

2 bi(t) - q(t) $1 «',

3 ai e bi são inde$nídas no {nstanle t,

4 q e dí são ande.Puídas no {nsfanfe i

Prova. Se o ponto pi pertence ao fecho convexo de S, então é claro que só uma das quatro
condições mostradas na Figura 6.2 pode acontecer.

A seguir provaremos que se alguma das quatro condições é válida, então o ponto pi
pertence ao fecho convexo de S. Suponhamos que a primeira condição é valida, ou seja,
a(t) = ai(t) di(t) 2 n-. Então o cone de vértice pi e ângulo 2n- -- a contém todos os pontos
de S, assim pí pertence ao fecho convexo de S. A prova para a segunda condição é análoga.
Se a terceira condição é válida, então p{ é o ponto com maior ordenada, assim pí pertence
ao fecho convexo. Finalmente consideremos que a quarta condição é válida, então p{ é o
ponto com menor ordenada, assim ele pertence ao fecho convexo. l

Teorema 6.4 (Atallah l9, 10I) Sda S = {pi, . - . ,p.} um c07zlunZo de pontos que reali-

zam uln k-movimento. Então o cálculo dos intervalos de tempo durante os quais o ponto

p partem« .o /ecA. con« d. S /eu. temo. O(./'t(n) logo) (á = 1, . . . ,n).

Prova. Seja T(n) o tempo gasto para o cálculo dos intervalos de tempo durante os quais o
ponto pi pertence ao fecho convexo de S.

Seja também T'(n) o tempo gasto para o cálculo da representação da função ai. Resolver

a e(luação Oíj(t) = OiZ(t), ou seja encontrar os instantes de tempo nos (duais os segmentos
P;n e P;PÍ são paralelos, leva tempo constante (já que k é fixo). Lembremos que a função
a{ representa o envelope inferior de n -- l funções 'yíj e que este envelope pode ser calculado
por um algoritmo do tipo divisão-e-conquista. Então, considerando o Lema 6.2, temos que

7''(n) $ 2T'(n/2) + 0(.fk(n)).
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ai(t)
'-. \

:aõ ';'
d. (t)

(1)

.b.(t)

Pi(t) c: (t

(2)

a{(t) e bi(t) indefinidos

pi\Ü/l\.,; ;
/ /

p:(tP
ci(t) e dí(t) indefinidos

(4)(3)

Figura 6.2: As quatro condições para que o ponto p{(t) pertença ao fecho convexo

Assim T'(n) = O(.fk(n) log rz). Clalcular as representações de bi, cí e di também leva tempo
proporcional a T'(n). Calcular as representações de ai -- di e bÍ -- ci leva tempo O(/k(n))
Obter os instantes de tempo nos quais as condições do Lema 6.3 é satisfeito, ou seja resolver

uma equação do tipo Oij(t) Oiz(t) = r, leva tempo O(.fk(n)). Portanto, temos que

T(n) = 4r'(n) + o(/t(n))

O« sda, T(n) = O(/t(n) logo).
l

Teorema 6.5 (Atallah ]9, 10]) Seja S = {pi, ... ,p.} um conlurtto de pontos gue rea-

lizam um k-movimento. .Então o ponto p muda O(.fk(n)) vezes Cafre pertencer e nao
p«*'n«, ../e.Ao c-« de S({ = 1,...,n).

Prova. Seja a(n) o número de vezes que o ponto p{ muda entre pertencer e não pertencer
ao fecho convexo de S. Então (7(n) é igual ao número de vezes que cada uma das condições
do Lema 6.3 muda entre ser verdadeiro e falso. O Lema 6.1 implica que a terceira e quarta

condição do Lema 6.3 mudam entre ser verdadeira e falsa O(n) vezes

Vejamos agora quantas vezes muda de sinal a primeira condição do Lema 6.3 (um
argumento similar se aplica para a segunda condição). Sejam p, q e r o número de descon-
tinuidades, transições e mínimos locais da função ai -- di. O número de vezes que ai -- di
muda de sinal é O(p + q + r). Do Lema 6.1 temos que p + q = O(n). Do Lema 6.2 temos

6.1 Fecho convexo off-line 

(3) 

(2) 

ci(t) e di(t) indefinidos 

(4) 

Figura 6.2: As quatro condições para que o ponto Pi(t) pertença ao fecho convexo. 
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Assim T'(n) = O(fk(n) logn). Calcular as representações de bi, Ci e di também leva tempo 
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tinuidades, transições e mínimos locais da função ai - di. O número de vezes que ai - di 

muda de sinal é O(p + q + r). Do Lema 6.1 temos que p + q = O(n). Do Lema 6.2 temos 
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que ai -- dí é formada por O(/t(n)) partes, onde cada parte tem um número constante de
mínimos locais. Logo, r ' O(/t(n)) e a primeira condição muda entre ser verdadeiro e falso

O(.fk(n)) «zes. Portanto, a(n) é ig-l a O(.fe(n)). l

Corolário 6.6 Para n pontos que realizam um k-movimento no pZa7za, a seqzlência de
descMçõe. c.mbin.lóh« de /fachos c-«. :em n. má,i«.. O(n.fk(n)) eZeme"los. l

6.2 Envelope superior cinético

Nesta seção descrevemos um estrutura de dados cinética para o problema do envelope

superior. A estrutura que veremos é baseada na cinetização de um algoritmo do tipo
divisão-e-conquista para o cálculo do envelope superior de um arranjo de regas no plano
Uma versão análoga desta estrutura de dados resolve o problema do envelope inferior.

O probZenza do erzueZope superior, no modelo cinético, consiste em dado: um conjunto S
de n pontos em movimento contínuo, um plano de võo para cada ponto, uma seqüências de
alterações de planos de vâo que são fornecidas on-lhe; manter: a descrição combinatória
do envelope superior de D(S), ao longo do tempo.

O envelope superior (inferior) de um conjunto de regas é formado por segmentos de retas
que chamaremos de arestas. Ademais, chamaremos de uérfáces os extremos destas arestas.

Representaremos o envelope superior de um conjunto de retas através de uma lista du-
plamente ligada de arestas e vértices, obtidos ao percorrermos o envelope superior (digamos)
da esquerda para a direita. Esta representação será dita uma cadeia

cadeia púrpura
//

/

/

l

l
l

}

l

l
l

a.p-''7 /
p'l

4 q

'..i\Ó
ce(aZ,)"\

ab /

l

4

c.,"t '',: cadeia vermelha cadeia azul

Figura 6.3: Representação de duas cadeias e as notações definidas sobre elas
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Figura 6.3: Representação de duas cadeias e as notações definidas sobre elas. 
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Algoritmo estático ótimo

Consideremos o seguinte algoritmo estático, do tipo divisa(»e-conquista, para o problema do
envelope superior de um conjunto de netas no plano. Particione recursivamente o conjunto
de regas em subconjuntos de tamanhos aproximadamente iguais, calcule o envelope superior
R e .B de cada um desses subconjunto e devolva o envelope resultante da combinação de R

A execução do algoritmo estático anterior pode ser melhor visualizado através de uma
árvore de recursão, onde cada nó contém o envelope superior obtido através da combi-
nação dos envelopes mantidos pelos nós filhos. Chamaremos esta estrutura de árvore dos
envelopes.

Introduziremos neste parágrafo a notação que necessitaremos a seguir (veja Figura 6.3).
Se a e b são duas arestas consecutivas num envelope, então denotaremos por ab o vértice
entre elas. Consideremos um nó da árvore dos envelopes e os envelopes R e B cuja com-
binação resulta no envelope contido por este nó. Se a e b são giestas consecutivas em um
dos envelopes então chamaremos de aresta concorreria de ab a aresta que está acima ou
abaixo de ab no outro envelope. Denotaremos a aresta concorrente de ab por ce(ab). Se ab
é um vértice de R ou .B então ab.ant denotará o vértice de -R ou .B, à esquerda de ab, com
maior z-coordenada. Analogamente, se ab é um vértice de R ou -B então ab.prox denotará
o vértice de R ou B, à direita de ab, com menor z-coordenada.

e.B

Cinetização do algoritmo estático

Consideremos a árvore de envelopes. Todos os envelopes contidos em nós que não repre-
sentam folhas desta árvore foram obtidos através da combinação dos envelopes contidos
nos 61hos deste nó. Tal combinação é o único cálculo feito em cada iteração do algoritmo
estático. Assim, a cinetização deste algoritmo estático consistirá na manutenção da des-
crição combinatória de cada um destes envelopes obtidos ao longo da execução do algoritmo,
junto com os certificados que provam as suas corretudes.

Para entendermos a cinetização do algoritmo estático acima basta considerarmos a
cinetização do algoritmo que combina dois envelopes 'irmãos' na árvore dos envelopes.
Portanto, no que resta desta seção, consideraremos dois envelopes, um envelope R de cor
vermelha e outro Z? de cor azul, representando os dois envelopes a serem combinados. O
envelope superior obtida através da combinação de -R e B será o envelope P de cor púrpura.
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Certificados

Devemos obter certificados que mantêm a corretude do envelope púrpura P que resulta
da combinação entre o envelope vermelho R e azul .B. Estes certificados são obtidos das
comparações feitas durante o processo de combinação Este processo envolve comparações
entre a z-ordem dos vértices, denotado por <, (ordem de acordo com a z-coordenada), e a

y-ordem de um vértice com respeito à sua aresta concorrente, denotada por <v (ordem de
acordo com a Z/-coordenada). O conjunto destes certificados são suficientes para provar a
corretude do envelope superior resultante, mas a estrutura de dados cinética resultante não
seria local (uma aresta poderia ser aresta concorrente de um número linear de vértices)
Este problema foi contornado por Basch, Guibas e Hershberger através de novos certificados
que envolvem comparações de tangente de arestas, denotado por <.

O conjunto de certiHcados envolvendo elementos (vértices e arestas) dos envelopes R
(vermelho) e .B (azul) serão classificados da seguinte maneira:

z-certificados: provam a z-ordem entre dois vértices de cores (envelopes) diferentes;

y-certificados: provam a y-ordem entre um vértice e sua aresta concorrente; e

s-certificados: que envolvem o valor da tangente de arestas. Estes certificados servirão
para comprovar a não-participação de arestas vermelhas e azuis no envelope púrpura
resultante.

Em cada uma das tabelas a seguir, a e b denotarão duas arestas consecutivas de uma
mesma cor, vermelha ou azul. Ademais, se u é um vértice do envelope vermelho ou azul
então cor(u) denotará a cor do vértice u. Em cada tabela, a primeira coluna contém o nome
do certificado, a segunda coluna contém a comparação que o certificado prova e a terceira
coluna contém as condições para que o certificado esteja presente na estrutura de dados
cinética.

Nome l Comparação l Condição

Tabela 6.1: z-certificados.

Os z-certificados provam a ordem horizontal entre os vértices de duas cadeias. Se

a cor(ab) = cor(ab.prox) então os vértices ab e ab.prox pertencem ao mesmo envelope
(vermelho ou azul).

Os Z/-certificados indicam a posição vertical entre um vértice e sua aresta concorrente.
Os Z/-certificados estão presentes na estrutura de dados cinética se existe uma intersecção
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Nome Comparação Condição

Tabela 6.2: y-certificados

entre as arestas a ou Z) e a aresta concorrente ce(ab) (o certificado de tangência yt, o qual

veremos a continuacão, Lambem é um Z/-certificado). Cada intersecção entre os envelopes
vermelho e azul esta 'cercada', no máximo, pelos y-certificados yli e yri.

Descrevemos agora os certificados para o caso no qual não existe intersecção entre as
arestas a ou b e a aresta concorrente ce(ab). Estes certificados são classificados em dois

sub-grupos, a saber, certificados de tangência e certificados de não-tangência.

Nome l Comparação f'lr.nHiPÃPC

ce(ab) <, ab l a <. ce(aZ,) <, bytjaól
ce(ab) <, ab« <, ce(.blslt jaZ,l

ce(ab) <s b

Tabela 6.3: Os certificados de tangência

Os certificados de tangência indicam, em particular, que a aresta ce(ab) não pertence
ao envelope superior resultante. Estes certificados existem em conjunto. Observe que yt é
um y-certificado.

Nome Comparação
r'-,.nHipÃnq

Tabela 6.4 Os certificados de não-tangência

As condições do certificado de não-tangência indicam que não existe certificado de
tangência envolvendo ab. Por exemplo, a existência do certificado sljabl implica a não
existência dos certificados de tangência ytjabl, sltjabl e srtjabl.

Para completar a lista de certiâcados é necessário considerarmos certificados que envol-

ylijabl «b <, ce(ab) ou 'Z, >v ce(aZ,) b n ce(aZ,) # 0
yril.bl ab <, ce(ab) ou ab >v ce(ab) « n ce(ab) # 0

sll.Z,l b <, ce(aZ,) b <. ce(aZ,)

«b <, ce(ab)

cor(ab) # cor(ab.prox)

srl.Z,l ce(ab) <. a ce(aZ,) <, a

«b <. ce('b)

cor(.b) # cor(aZ,.a«t)
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1 Nome 1 Comparação Condição 
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Tabela 6.2: y-certificados. 
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1 Nome I Comparação 1 Condições 
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srt[ab] ce(ab) <s b 
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Nome Comparação Condições 

sl[ab] b <s ce(ab) b <s ce(ab) 

ab <y ce(ab) 

cor(ab) =f. cor(ab.prox) 

sr[ab] ce(ab) <s a ce(ab) <s a 

ab <y ce(ab) 

cor(ab) =f. cor(ab.ant) 

Tabela 6.4: Os certificados de não-tangência. 

As condições do certificado de não-tangência indicam que não existe certificado de 

tangência envolvendo ab. Por exemplo, a existência do certificado sl[ab] implica a não 
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Para completar a lista de certificados é necessário considerarmos certificados que envol-
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ylijabl yrija'b'l
a

sltjaZ,IÍ T ''lsrtjaZ,l

ytjablxl.z,l

\

sll.'b'l srl.'Z,'l

b'

Figura 6.4: Lista de certificados que mantêm a corretude do envelope que resulta da com.
binação de doissub-envelopes.

vam comparações entre os valores das tangentes das duas arestas mais à esquerda (uma de
cada cor) e as duas mais à direita. Todos os tipos de certificados, mostrados nas tabelas
anteriores, são ilustrados na Figura 6.4.

Uma c07zjguração dos envelopes vermelho e azul é qualquer disposição dos seus vértices

e arestas que mantenham as descrições combinatórias de ambos os envelopes.

Teorema 6.7 (Basch, Guibas e Hershberger [13, 14]) Se.fa R e Z? os envelopes supe-

Mores de cor vermelho e azul, respectiua7nente. Então o conjunto de certi$cados de$nidos
sobre R e B prova Q corretude da descrição combinatória do entJelope púrpura que resulta
da combinação dos envelopes vermelho e azu!.

Prova. Seja C' uma configuração de R e .B, e L o conjunto de certificados definidos sobre
ambos envelopes. Seja O' outra configuração de R e .B na qual os certificados em .L também
são válidos. E suficiente mostrarmos que o envelope superior de a' tem os mesmos vértices
que o envelope superior de (lr.

Os z-certificados atestam que a aresta concorrente de cada vértice de R e .B, em ambas
as configurações, são as mesmas. Qualquer vértice que tem um y-certificado em .Z) é um
vértice do envelope superior de C' e C. Finalmente, devemos mostrar que os vértices sem
um Z/-certificado não podem estar situados em posições diferentes nos envelopes superiores
de C e a'

Considere uma seqüência consecutiva maximal / de vértices de R e -B sem Z/-certificados
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a' 

\ 

~-,--•-_.____._·: s_rt-[a-b] ___ ,/ 

x[ab] yt[ab] 

~ 

a' sr[a'b'] :' 

~b' 

Figura 6.4: Lista de certificados que mantêm a corretude do envelope que resulta da com­
binação de dois sub-envelopes. 
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em L. Podemos supor sem perda de generalidade que o envelope vermelho está acima do
envelope azul no intervalo /. Dado um ponto p, seja r a aresta vermelha e b a aresta azul que

se interceptam com a rega vertical que passa pelo ponto p. Denotemos por A(p) a diferença
entre o valor da tangente de r e o valor da tangente de b. Em vértices de -r a função A
cresce em vértices vermelhos e decresce em vértices azuis. Não existe mudança de sinal da
função A num vértice vermelho contido em .r, caso contrário existiria um certificado yt em
Z para tal vértice. Logo, pode existir uma mudança de sinal da função A num vértice azul
contido na seqüência inaximal, como está ilustrado na Figura 6.5.

A >0 A <0
U

Figura 6.5: Teorema 6.7

Assim, no intervalo /, a.(p) é positiva até um vértice u azul, e logo depois é negativa.
SQa a a aresta concorrente do vértice u. Então existem certificados do tipo sl para os
vértices azuis de / que estão à esquerda de a e certificados do tipo sr para os vértices azuis
em / que se encontram à direita de a. Estes certificados garantem que, no intervalo /, o
envelope vermelho R permanece acima do envelope azul 1?. Portanto, o envelope superior
de C' tem os mesmos vértices que o envelope superior de (.;. l

Processamento dos eventos

A violação de um y-certificado produz uma mudança no envelope superior púrpura resul-
tante. Como conseqüência de tal violação uma aresta entra ou sai do envelope púrpura.
Consideremos o exemplo ilustrado na Figura 6.6. Sejam -R e .B os envelopes vermelho e
azul a serem combinados. Sejam também b, c e d arestas consecutivas no envelope -B. Ana-
lisemos o caso em que a aresta c deixa de fazer parte do envelope púrpura e as arestas b e d

passam a ser consecutivas no envelope púrpura. Isto corresponde à violação do certificado
ylijóól. Neste caso, podemos afirmar que c não é uma aresta concorrente para qualquer
vértice na cadeia B (se c fosse uma aresta concorrente para algum vértice de R então a vio-

lação de um z-certificado teria ocorrido antes da violação do certiâcado ylijód). Assim, um
número constante de certificados serão removidos da fila de eventos. Mais especificamente,
os certificados que envolvem os vértices bc e cd serão removidos da fila. Os certificados
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removidos são trocados por certificados que envolvem o vértice bd. Considere agora a o
caso inverso onde a aresta c passa a fazer parte do envelope púrpura e o vértice bd deixa de
existir. Neste caso dois novos vértices ab e bc surgem no envelope resultante. Estes novos
vértices envolvem un] número constante de novos certificados.

yiilód

Figura 6.6: A aresta c some do envelope que resulta da combinação das cadeias Z,. e Z,,
quando acontece a violação do certificado ylijód.

Descrevemos a seguir os algoritmos que processam os diferentes tipos de eventos. Cada
algoritmo recebe como entrada a estrutura de dados cinética para o envelope superior e o
vértice ab envolvido na violação de tal certificado. Os algoritmos que processam eventos
devem atualizar a estrutura de dados cinética.

Processamento de um yli-evento

Um yli-evento é a. violação de um certificado do tipo yli. O seguinte algoritmo mostra como
processar um tal evento. A situação está ilustrada nas Figuras 6.7, 6.8 e 6.9.

Algoritmo ProcessaYLlevento. Recebe a estrutura árvore dos envelopes,
de um arranjo de n retas no plano; a fila de eventos Q, contendo o conjunto de
certificados; referências para os envelopes vermelho .R e azul -B que envolvem o
evento (os envelopes que se encontram em nós irmãos na árvore dos envelopes);
e um par de arestas a e b consecutivas em R. Devolve a árvore dos envelopes
atualizada após processar o evento associado à perda de validade do certificado
ylijabl.

Remova os certificados yrijab.proxl e ylijabl da fila de eventos

Alternativa l existe yrijabl em Q
Remova ylijab.anta e yrijabl de Q
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Crie sltjaól, srtjabl e ytjabl e insira-os em Q

Remova a aresta ce(ab) do envelope -B.

Alternativa ll não existe yrijabl em C?

Crie yrijabl e ylijab.anel.

Caso l ab <, ce(ab)
Insira a no envelope púrpura resultante da combinação entre R e .B.

Caso 2 ce(ab) <, aZ,
Remova b do envelope púrpura resultante da combinação entre .R e .B

ylijabl

yrijaól

ylijabl

yrijabl

Figura 6.7: A aresta a passa a fazer parte do envelope púrpura, logo após a violação
do certificado ylijabl. Se o certificado yrijabl é violado então a aresta a deixa o envelope
purpura.

yrijaZ,l

}'rijaól

yhl.z,l
b

ylijabl

t
Figura 6.8: A aresta b passa a fazer parte do envelope púrpura logo após a violação do
certificado yrijabl. Se o certificado ylijabl é violado então a aresta b deixa o envelope
purpura.

Processamento de um yt-evento

Um yt-evento é a violação de um certificado do tipo yt. O seguinte algoritmo mostra como
processar um tal evento. A situação está ilustrada na Figura 6.9.
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Crie slt[ab], srt[ab] e yt[ab] e insira-os em Q. 

Remova a aresta ce(ab) do envelope B . 

Alternativa II não existe yri[ab] em Q 

Crie yri[ab] e yli[ab.ant] . 

Caso 1 ab <y ce(ab) 

Insira a no envelope púrpura resultante da combinação entre R e B. 

Caso 2 ce(ab) <y ab 

Remova b do envelope púrpura resultante da combinação entre R e B. 

yli[ab] 

yri(ab] 

t 
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Figura 6. 7: A aresta a passa a fazer parte do envelope púrpura, logo após a violação 

do certificado yli[ab]. Se o certificado yri[ab] é violado então a aresta a deixa o envelope 

púrpura. 

yri [ab] 

yli[ab] 

t 
Figura 6.8: A aresta b passa a fazer parte do envelope púrpura logo após a violação do 

certificado yri[ab]. Se o certificado yli[ab] é violado então a aresta b deixa o envelope 

púrpura. 

Processamento de um yt-evento 

Um yt-evento é a violação de um certificado do tipo yt. O seguinte algoritmo mostra como 

processar um tal evento. A situação está ilustrada na Figura 6.9. 
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Algoritmo ProcessaYTevento. Recebe a estrutura árvore dos envelopes,

de um arranjo de n tetas no plano; a fila de eventos Q, contendo o conjunto
de certificados; e um par de arestas a e b consecutivas em um dos envelopes

vermelho R ou azul -B. Devolve a árvore dos envelopes atualizada após processar
o evento associado à perda de validade do certificado ytjabl.

Remova ytjabl, sltjabl e srtjaól de Q

Crie ylijabl e yrijab.proxl e insira-os em Q

Crie yrijabl e ylijab.anta e insira-os em Q

Insira a aresta ce(ab) no envelope púrpura resultante

ylijabj
yrijabl

ytjabl
ytjabl

l

tyrijabl

Figura 6.9: A aresta ce(ab) suma logo depois da violação do certificado yrijabl ou ylijabl
Se o certificado ytjabl é violado então a aresta ce(ab) surge no envelope resultante.

Processamento de um slt-evento

Um slt-evento é a violação de um certificado do slt. O seguinte algoritmo mostra como
processar um tal evento. A situação está ilustrada nas Figuras 6.10 e 6.11.

Algoritmo ProcessaSLTevento. Recebe a estrutura árvore dos envelopes,
de um arranjo de n regas no plano; a fila de eventos Q, contendo o conjunto
de certificados; e um par de arestas a e b consecutivas em um dos envelopes
vermelho R ou azul .B. Devolve a árvore dos envelopes atualizada após processar

o evento associado à perda de validade do certificado sltjabl.

Remova os certificados sltjabl, srtjabl e ytjabl da fila Q
Sda cd := ab.ant.

Alternativa l d = a

Crie sltjcd, srtjcd e ytjcd e insira-os em Q

6.2 Envelope superior cinético 

Algoritmo Processa YTevento. Recebe a estrutura árvore dos envelopes, 
de um arranjo de n retas no plano; a fila de eventos Q, contendo o conjunto 

de certificados; e um par de arestas a e b consecutivas em um dos envelopes 
vermelho R ou azul B. Devolve a árvore dos envelopes atualizada após processar 

o evento associado à perda de validade do certificado yt [ab] . 

Remova yt[ab], slt[ab] e srt[ab] de Q. 

Crie yli[ab] e yri [ab.prox] e insira-os em Q. 

Crie yri[ab] e yli[ab.ant] e insira-os em Q. 

Insira a aresta ce( ab) no envelope púrpura resultante. 
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Figura 6.9: A aresta ce(ab) sumi logo depois da violação do certificado yri[ab] ou yli[ab]. 
Se o certificado yt[ab] é violado então a aresta ce(ab) surge no envelope resultante. 

Processamento de um slt-evento 

Um slt-evento é a violação de um cert ificado do slt. O seguinte algoritmo mostra como 
processar um tal evento. A situação está ilustrada nas Figuras 6.10 e 6.11. 

Algoritmo ProcessaSLTevento. Recebe a estrutura árvore dos envelopes, 
de um arranjo de n retas no plano; a fila de eventos Q, contendo o conjunto 

de certificados; e um par de arestas a e b consecutivas em um dos envelopes 
vermelho R ou azul B. Devolve a árvore dos envelopes atualizada após processar 

o evento associado à perda de validade do certificado slt[ab]. 

Remova os certificados slt[ab], srt[ab] e yt[ab] da fila Q. 

Seja cd := ab.ant. 

Alternativa I d = a 

Crie slt[cd], srt[cd] e yt[cd] e insira-os em Q. 
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Alternativa ll d # a

Crie sljcd e insira-o em Q

a

C sitlócl

b

+;..[" Í

Figura 6.10: Violação de certificados do tipo slt e srt
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Figura 6.11: Violação de certificados do tipo sl e slt

Processamento de um sl-evento

Um sl-evento é a violação de um certificado do tipo sl. O seguinte algoritmo mostra como
processar um tal evento. A situação está ilustrada nas Figuras 6.11 e 6.12.

Algoritmo ProcessaSLevento. Recebe a estrutura árvore dos envelopes,
de um arranjo de n regas no plano; a fila de eventos Q, contendo o conjunto
de certificados; e um par de arestas a e b consecutivas em um dos envelopes
vermelho R ou azul .B. Devolve a árvore dos envelopes atualizada após processar
o evento associado à perda de validade do certificado silabl.

Remova o certificado sljabl da âla Q
Sda cd := ab.prox.

Alternativa l cor(cd) # cor(ab)

Crie sltjcdl, srtjcd e ytjcdl e insira-os em Q

6.2 Envelope superior cinético 

Alternativa II d f a 

Crie sl[cd] e insira-o em Q. 

b 

lslt[bc] / 

e slt[bc] 

siTfãõJ 

Figura 6.10: Violação de certificados do tipo slt e srt. 
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Figura 6.11: Violação de certificados do tipo sl e slt. 

Processamento de um sl-evento 
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Um sl-evento é a violação de um certificado do tipo sl. O seguinte algoritmo mostra como 
processar um tal evento. A situação está ilustrada nas Figuras 6.11 e 6.12. 

Algoritmo ProcessaSLevento. Recebe a estrutura árvore dos envelopes , 

de um arranjo de n retas no plano; a fila de eventos Q, contendo o conjunto 

de certificados; e um par de arestas a e b consecutivas em um dos envelopes 

vermelho R ou azul B . Devolve a árvore dos envelopes atualizada após processar 
o evento associado à perda de validade do certificado sl[ab]. 

Remova o certificado sl[ab] da fila Q. 

Seja cd := ab.prox. 

Alternativa I cor(cd) f cor(ab) 

Crie slt[cd], srt[cd] e yt[cd] e insira-os em Q. 
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Alternati«a ll cor(cd) = cor(ab)

Crie srjcde insira-o em Q.

sil.ól

sll.bl srjz,cl

Figura 6.12: Violação de certificados do tipo sl e sr

Processamento de um x-evento

Um x-evento é a violação de um certificado do tipo x. O seguinte algoritmo mostra como
processar um tal evento.

Algoritmo ProcessaXevento. Recebe a estrutura árvore dos envelopes, de
um arranjo de n retas no plano; a fila de eventos Q, contendo o conjunto de
certificados; e um par de arestas a e b consecutivas em um dos envelopes ver-
melho -R ou azul -B. Devolve a árvore dos envelopes atualizada após processar
o evento associado à perda de validade do certificado xlaól.

Remova o certificado xlabl de Q.
Soam cd := ab.prox, ce(ab) := d e ce(cd)

Alternativa l.A cor(cd.ant) = cor(cd)

Remova xlcd.anel de Q.

Alternativa l.B cor(cd.ant) # cor(cd)

Crie xlcd.anel e insira-o em Q.

Alternativa ll.A cor(ab.prox) = cor(ab)

Remova xlcd de Q.

Alternativa ll.B cor(ab.prox) # cor(ab)

Crie xlabl e insira-o em Q.

Alternativa 111 existe yrijabl em Q

Remova yrijabl de Q. Crie yrijcd e insira-o em (2

6.2 Envelope superior cinético 

Alternativa II cor(cd) = cor(ab) 

Crie sr[cd]e insira-o em Q. 
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Figura 6.12: Violação de certificados do tipo si e sr. 
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Um x-evento é a violação de um certificado do tipo x. O seguinte algoritmo mostra como 

processar um tal evento. 

Algoritmo ProcessaXevento. Recebe a estrutura árvore dos envelopes, de 

um arranjo de n retas no plano; a fila de eventos Q, contendo o conjunto de 

certificados; e um par de arestas a e b consecutivas em um dos envelopes ver­

melho R ou azul B. Devolve a árvore dos envelopes atualizada após processar 

o evento associado à perda de validade do certificado x[ab]. 

Remova o certificado x[ab] de Q . 

Sejam cd := ab.prox , ce(ab) :=de ce(cd) := a. 

Alternativa I.A cor(cd.ant) = cor(cd) 

Remova x[cd.ant] de Q. 

Alternativa I.B cor(cd.ant) -1 cor(cd) 

Crie x[cd.ant] e insira-o em Q. 

Alternativa II.A cor(ab.prox) = cor(ab) 

Remova x[cd] de Q. 

Alternativa II.B cor(ab.prox) f cor(ab) 

Crie x[ab] e insira-o em Q. 

Alternativa III existe yri[ab] em Q 

Remova yri[ab] de Q. Crie yri[cd] e insira-o em Q. 
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Alternativa IV existe ylijcd em Q

Remova ylijcd de Q. Crie ylijabl e insira-o em Q

Alternativa V.A existe sljabl em Q

Atualize sljabl para o novo ce(ab)

Alternativa V.B não existe sljabl em Q

Caso V.B.l existe ytjcd em Q
Remova sltjcd, srtjcd e ytjcd de (2. Crie sljabl e insira-o em (2

Caso V.B.2 não existe ytjcd em Q

Suponhamos que existe srjabl em Q. Se a <s d então remova srjaól de Q e crie
sltjcd, srtjcd e ytjcd e insira-os em Q. Se d <s a então atualize srjabl para o
novo ce(ab).

Alternativa VI.A existe sljcdl em (2

Atualize sljcd para o novo ce(cd)

Alternativa VI.B não existe sljabl em Q

Caso VI.B.l existe ytjabj em Q
Remova sltjabl, srtjabl e ytjabl de Q. Crie srjcd e insira-o em Q.

Caso VI.B.2 não existe ytjabl

Suponhamos que existe srjcd em Q. Se d <s b então remova srjcd de Q e crie
sltjaól, srtjabl e ytjabl e insira-os em (2. Se b <s d então atualize srjcd para o
novo ce(cd).

Os eventos que correspondem a os certificados yrijabl, srjaól e srtjabl são simétricos a
ylijabl, sljabl e sltjaZ)l, respectivamente. A violação dos certificados sr e srt estão ilustrados
na Figura 6.13.

Análise da estrutura de dados cinética

Lema 6.8 .4 estrutura de dados cinética para manter a descrição comóánafóda do ergue/ope

superior de n Tetas é local.

Prova. Uma neta r está presente num envelope como uma aresta (segmento de r). Para
provarmos que a ln[)C para o enve]ope superior é ]oca] basta mostrarmos que o número

6.2 Envelope superior cinético 

Alternativa IV existe yli[cd] em Q 

Remova yli[cd] de Q. Crie yli[ab] e insira-o em Q. 

Alternativa V.A existe sl[ab] em Q 

Atualize sl[ab] para o novo ce(ab). 

Alternativa V.B não existe sl[ab] em Q 

Caso V.B.1 existe yt[cd] em Q 

Remova slt[cd], srt[cd] e yt[cd] de Q. Crie sl[ab] e insira-o em Q. 

Caso V.B.2 não existe yt[cd] em Q 
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Suponhamos que existe sr[ab] em Q. Se a <s d então remova sr[ab] de Q e crie 

slt[cd], srt[cd] e yt[cd] e insira-os em Q. Se d <s a então atualize sr[ab] para o 

novo ce(ab). 

Alternativa VI.A existe sl[cd] em Q 

Atualize sl[cd] para o novo ce(cd). 

Alternativa VI.B não existe sl[ab] em Q 

Caso VI.B.1 existe yt[ab] em Q 

Remova slt [ab] , srt[ab] e yt[ab] de Q. Crie sr[cd] e insira-o em Q. 

Caso VI.B.2 não existe yt[ab] 

Suponhamos que existe sr[cd] em Q. Se d <s b então remova sr[cd] de Q e crie 

slt[~b], srt[ab] e yt[ab] e insira-os em Q. Se b <s d então atualize sr[cd] para o 

novo ce( cd). 

Os eventos que correspondem a os certificados yri[ab], sr[ab] e srt[ab] são simétricos a 

yli[ab], sl[ab] e slt[ab], respectivamente. A violação dos certificados sr e srt estão ilustrados 

na Figura 6.13. 

Análise da estrutura de dados cinética 

Lema 6.8 A estrutura de dados cinética para manter a descrição combinatória do envelope 

superior de n retas é local. 

Prova. Uma reta r está presente num envelope como uma aresta (segmento de r). Para 

provarmos que a IEIDC para o envelope superior é local basta mostrarmos que o número 
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Figura (i.13: Violação de certificados do tipo sr e srt

de certificados envolvendo cada reta é pequeno, ou, em outras palavras, que o número de
certificados envolvendo arestas formadas por segmentos de uma reta é pequeno.

Seja r uma rega. Como a árvore dos envelopes tem altura logarítmica, então a rega r
está presente em no máximo O(log n) envelopes. Seja .E um dos envelopes que contém uma
aresta a que é um segmento de r. Mostraremos que o número de certificados, com relação
ao envelope .D, que envolvem a aresta a é constante, e assim a IH[)C é local, já que O(]og n)
certificados dependerão de r (e de seu plano de võo, ou da alteração do seu plano de vâo).

Primeiramente contemos os certificados que envolvem a aresta a devido a seus extremos
(vértices) . Cada vértice pode estar envolvido em dois r-certificados, em dois Z/-certificados

ou um Z/-certificado e um s-certificado. Assim, a aresta a, devido a seus extremos, está
envolvida em um número constante de certificados.

Contemos os certificados que envolvem a aresta a quando ela é considerada como uma
aresta concorrente de algum vértice. A aresta a tem intersecção não-vazia com no máximo
duas arestas do outro envelope, o que envolveria um certificados do tipo yli e yri. Con-
sideremos agora que a aresta a tem intersecção vazia com as arestas do outro envelope.
Suponha que a aresta concorrente a está abaixo do outro envelope. Então, não é difícil
perceber que só pode existir no máximo um certificado do tipo slt, um do tipo yt, e um do
tipo srt envolvendo a aresta a. Finalmente, suponha que a aresta a está acima da outra ca-

deia. Neste caso, só pode existir certificados de não-tangência envolvendo a. A Figura 6.14
ilustra a presente situação. No pior caso a é a aresta concorrente de um número linear de

vértices. Todos estes vértices são da mesma cor (pertencem ao mesmo envelope). Assim,
só os vértices mais à esquerda e mais à direita da parte do envelope abaixo de a podem
envolver a aresta a em certificados do tipo sl ou sr. Com isto terminamos a prova do lema.

Teorema 6.9 (Basch, Guibas e Hershberger j13, 14]) ..4 estrutura de dados cinéfíca
para manter a descMção combinafó7'ia do ande/ope superior de n rezas é ótáma.
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Figura 6.13: Violação de certificados do tipo sr e srt. 

de certificados envolvendo cada reta é pequeno, ou, em outras palavras, que o número de 
certificados envolvendo arestas formadas por segmentos de uma reta é pequeno. 

Seja r uma reta. Como a árvore dos envelopes tem altura logarítmica, então a reta r 
está presente em no máximo O(logn) envelopes. Seja E um dos envelopes que contém uma 
aresta a que é um segmento der. Mostraremos que o número de certificados, com relação 
ao envelope E, que envolvem a aresta a é constante, e assim a IEII))(C é local, já que O(log n) 
certificados dependerão der (e de seu plano de vôo, ou da alteração do seu plano de vôo). 

Primeiramente contemos os certificados que envolvem a aresta a devido a seus extremos 
(vértices). Cada vértice pode estar envolvido em dois x-certificados, em dois y-certificados 
ou um y-certificado e um s-certificado. Assim, a aresta a, devido a seus extremos, está 
envolvida em um número constante de certificados. 

Contemos os certificados que envolvem a aresta a quando ela é considerada como uma 
aresta concorrente de algum vértice. A aresta a tem intersecção não-vazia com no máximo 
duas arestas do outro envelope, o que envolveria um certificados do tipo yli e yri. Con­
sideremos agora que a aresta a tem intersecção vazia com as arestas do outro envelope. 
Suponha que a aresta concorrente a está abaixo do outro envelope. Então, não é difícil 
perceber que só pode existir no máximo um certificado do tipo slt, um do tipo yt, e um do 
tipo srt envolvendo a aresta a. Finalmente, suponha que a aresta a está acima da outra ca­
deia. Neste caso, só pode existir certificados de não-tangência envolvendo a. A Figura 6.14 
ilustra a presente situação. No pior caso a é a aresta concorrente de um número linear de 
vértices. Todos estes vértices são da mesma cor (pertencem ao mesmo envelope) . Assim, 
só os vértices mais à esquerda e mais à direita da parte do envelope abaixo de a podem 
envolver a aresta a em certificados do tipo sl ou sr. Com isto terminamos a prova do lema. 

1 

Teorema 6.9 (Basch, Guibas e Hershberger [13, 14]) A estrutura de dados cinética 

para manter a descrição combinatória do envelope superior de n retas é ótima. 
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sida'z,'l
srjc'd'l

Figura 6.14: A aresta a é aresta concorrente de todos os vértices da outra cadeia que estão
sob ela.

Prova. Pelo Lema 6.8, segue que a ll11DC é local. Resta, portanto, mostrarmos que a IDD)C

é de resposta rápida, compacta e eficiente.

Lembremos que a violação de um y-certificado muda o envelope superior, uma aresta
pode entrar ou sair do envelope e esta alteração pode se propagar até o nó raiz na árvore dos

envelopes. Assim, o processamento da violação de um y-certificado leva tempo O(logo n).
O processamento da violação dos outros tipos de certificados consiste em comparações e
em um número constante de inserções e remoções de certificados, e portanto pode ser feitos
em tempo O(log n). Com isto concluímos que a llaD)C é de resposta rápida.

Consideremos um determinado nível na árvore dos envelopes e seja -E um envelope
representado por um nó neste nível (-E é o resultado da combinação dos envelopes mantidos
pelos nós filhos). O número de certificados que envolvem uma aresta de .E é constante. O
envelope superior de um conjunto de n rotas tem no máximo n partes que são representadas
por no máximo n arestas. Então, o número total de certificados que mantêm a corretude
da descrição combinatória de todos os envelopes neste nível é O(n). Logo, o total número
de certificados contidos na fila de prioridade é O(n log n). Portanto, a la[)C é compacta.

Mostraremos agora que a la[)(C é eficiente. Para isto devemos estimar o número tota]
de eventos processados pela IBX)(C no pior caso e o número de eventos externos no pior caso.

Seja C(n) o número de eventos totais processados pela IBD(C para manter o envelope

superior de n regas. Devido a recursividade da árvore dos envelopes, esta quantidade é
limitada superiormente por 2a(n/2) + Q(n), onde Q(n) é o número de eventos processados
no pior caso para manter o envelope superior obtido através da combinação de dois envelopes
(o vermelho e o azul), cada um destes formados por aproximadamente metade das n retas.

Denotemos por t a variável 'tempo'. A família de regas .L{ : 3/(aç,t) = mí(t)z + b{(t),

correspondente ao ponto pí(t) = (mi(t),bi(t)) ({ = 1,...,n), é uma família de funções

algébricas em duas variáveis. Seja C(t) o envelope superior das n regas no instante t e .M a
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Figura 6.14: A aresta a é aresta concorrente de todos os vértices da outra cadeia que estão 

sob ela. 

Prova. Pelo Lema 6.8, segue que a JEID(C é local. Resta, portanto, mostrarmos que a lEID(C 

é de resposta rápida, compacta e eficiente. 

Lembremos que a violação de um y-certificado muda o envelope superior, uma aresta 

pode entrar ou sair do envelope e esta alteração pode se propagar até o nó raiz na árvore dos 

envelopes. Assim, o processamento da violação de um y-certificado leva tempo O(log2 n). 

O processamento da violação dos outros tipos de certificados consiste em comparações e 

em um número constante de inserções e remoções de certificados, e portanto pode ser feitos 

em tempo O(log n). Com isto concluímos que a lEIDC é de resposta rápida. 

Consideremos um determinado nível na árvore dos envelopes e seja E um envelope 

representado por um nó neste nível (E é o resultado da combinação dos envelopes mantidos 

pelos nós filhos). O número de certificados que envolvem uma aresta de E é constante. O 

envelope superior de um conjunto de n retas tem no máximo n partes que são representadas 

por no máximo n arestas. Então, o número total de certificados que mantêm a corretude 

da descrição combinatória de todos os envelopes neste nível é O(n). Logo, o total número 

de certificados contidos na fila de prioridade é O(nlogn). Portanto, a IEIDC é compacta. 

Mostraremos agora que a lE[J)(C é eficiente. Para isto devemos estimar o número total 

de eventos processados pela IEIDC no pior caso e o número de eventos externos no pior caso. 

Seja C(n) o número de eventos totais processados pela IEIDC para manter o envelope 

superior de n retas. Devido a recursividade da árvore dos envelopes, esta quantidade é 

limitada superiormente por 2C(n/2) + Q(n), onde Q(n) é o número de eventos processados 

no pior caso para manter o envelope superior obtido através da combinação de dois envelopes 

(o vermelho e o azul) , cada um destes formados por aproximadamente metade das n retas. 

Denotemos por t a variável 'tempo'. A família de retas Li : y(x, t) = mi(t)x + bi(t), 
correspondente ao ponto Pi ( t) = ( mi ( t), bi ( t)) ( i = 1, ... , n), é uma família de funções 

algébricas em duas variáveis . Seja E(t) o envelope superior das n retas no instante t e M a 
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superfície descrita por C(t), quando í varia ao longo do tempo. Observemos que a superfície
.A,4 corresponde ao envelope superior de n superfícies formadas pelo movimento das n retas.
Observe também que um vértice no envelope superior e(t) (púrpura) corresponde a uma
aresta sobre a superfície .A4.

A violação de um y-certificado corresponde a um vértice sobre a superfície .A4. Quando
uma aresta passa a fazer parte do envelope e(t) temos que um vértice sobre superfície .A4
passa a dividir-se em duas arestas. Quando uma aresta deixa de fazer parte do envelope
e(t) temos que dois arestas sobre a superfície .A'í passa a unir-se num vértice. Como as
superfícies descritas pela família de retas são algébricas de grau limitado, então o a superfície
.M tem complexidade combinatória O(n2+') para algum c > 0 (cf. Sharir 1401). Portanto,
o número de eventos produzidos pela violação de um y-certificado (yt, yri, yli) é O(n2+').

A intersecção das projeções sobre o plano zt (y = 0) entre arestas vermelhas e azuis
corresponde a violação de um iç-certificado. A complexidade de tais intersecções é O(n2+')
para algum c > 0 (cf. Agarwal, Schwarzkopf, e Sharir l41). Assim, o número de eventos

produzidos pela violação de um z-certificado é O(n2+').

Cada par de netas ficam paralelas um número constante de vezes. Assim, o número de
eventos produzidos pela violação de um s-certificado (slt,srt,sl, sr) é O(n2). Logo, Q(n) é
igual a O(n2+'). Portanto, a(n) = O(n2+') para algum € > 0.

Uma mudança no fecho convexo de um conjunto de pontos descrevendo um k-movimento
corresponde a uma mudança no envelope superior ou inferior no arranjo de regas duais, e
vice-versa. No pior caso o número de mudanças do fecho convexo de n pontos descrevendo

um k-movimento é Q(n) (cf. Agarwal, Guibas, Hershberger e E.Veach l21). Logo, a IDD)C é
eficiente. l

6.3 Fecho convexo cinético

O problema do /echo conuezo, no modelo cinético, consiste em dados: um conjunto S com
n pontos (no plano) em movimento contínuo, um plano de võo para cada ponto, uma
sequências de alterações de planos de vâo que são fornecidas on-lhe; manter: a descrição
combinatória do fecho convexo de S ao longo do tempo.

O problema dual do problema de construir o fecho convexo de um conjunto S de pontos

no plano consiste em calcular o envelope superior e inferior do arranjo dual D(S) de S,
onde cada ponto (p,q) de S será associado à rega Z/ = pz + q de l[)(S). Através da dua-
lidade temos que as cadeias superior e inferior do fecho convexo de S correspondem aos
envelopes superior e inferior de ID(S), repectivamente. Assim, para mantermos a descrição
combinatória do fecho convexo de um conjunto S de pontos em movimento basta manter-
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superfície descrita por E(t), quando t varia ao longo do tempo. Observemos que a superfície 
M corresponde ao envelope superior de n superfícies formadas pelo movimento das n retas. 
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produzidos pela violação de um x-certificado é O(n2+f). 

Cada par de retas ficam paralelas um número constante de vezes. Assim, o número de 
eventos produzidos pela violação de um s-certificado (slt, srt, sl, sr) é O(n2). Logo, Q(n) é 
igual a O(n2+f). Portanto, C(n) = O(n2+f) para algum E> O. 

Uma mudança no fecho convexo de um conjunto de pontos descrevendo um k-movimento 
corresponde a uma mudança no envelope superior ou inferior no arranjo de retas duais, e 
vice-versa. No pior caso o número de mudanças do fecho convexo de n pontos descrevendo 
um k-movimento é n(n) (cf. Agarwal , Guibas, Hershberger e E.Veach [2]). Logo, a me é 
eficiente. 1 

6.3 Fecho convexo cinético 

O problema do fecho convexo, no modelo cinético, consiste em dados: um conjunto S com 
n pontos (no plano) em movimento contínuo, um plano de vôo para cada ponto, uma 

seqüências de alterações de planos de vôo que são fornecidas on-line; manter: a descrição 
combinatória do fecho convexo de S ao longo do tempo. 

O problema dual do problema de construir o fecho convexo de um conjunto S de pontos 
no plano consiste em calcular o envelope superior e inferior do arranjo dual IDl(S) de S, 

onde cada ponto (p,q) de S será associado à reta y = px + q de IDl(S). Através da dua­
lidade temos que as cadeias superior e inferior do fecho convexo de S correspondem aos 
envelopes superior e inferior de IDl(S) , repectivamente. Assim, para mantermos a descrição 
combinatória do fecho convexo de um conjunto S de pontos em movimento basta manter-
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mos o envelope superior e inferior de D(S). Portanto, dos resultados apresentados na seção
anterior concluímos o seguinte teorema.

Teorema 6.10 (Basch, Guibas e Hershberger [14, 13]) ,4 estrutura de dados cinética
(resultante da estrutura de dados cinética para manter o envelope superior e inferior) para
manter a descrição combinatória do /echo conuezo é ázima l

Os resultados obtidos para o problema do fecho convexo, no modelo de Atallah, são
interessantes do ponto de vista teórico, mas não é apropriado para implementação.

A estrutura de dados cinética para o fecho convexo no plano, não é apropriado para
inserção e remoção de pontos. Isto pode requerer um número linear de mudanças no pior
caso. Basca, Guibas e Hershberger, sugerem cinetizar a estrutura de dados dinâmica para
o fecho convexo devido a Overmars e Van Leeuwen j3SI.

6.4 Aplicações do Fecho convexo cinético

Nesta seção, veremos a estrutura de dados cinética, proposta por Agarwal, Guibas, Hersh-
berger e Veach l21, para o problema do diâmetro e largura. Estas estruturas cinéticas são
baseadas na estrutura de dados cinética para o fecho convexo, vista na Seção 6.3, e na
estrutura Torneio cinético.

6.4.1 Diâmetro cinético

O problema do diâmetro, no modelo cinético, consiste em dados: um conjunto S de rz pontos
(no plano) em movimento contínuo; um plano de võo para cada ponto; uma seqüência de
alterações de planos de vâo que são fornecidas on-linel manter: a descrição combinatória
de um par de pontos que determinam o diâmetro de S, ao longo do tempo.

O diâmetro do conjunto de pontos S, que denotaremos por Diam(S), é a máxima
distância entre dois pontos de S. A prova do lema a seguir pode ser encontrada, por
exemplo, no Capítulo 4 de Preparara e Shamos 1361.

Lema 6.11 0 Z)iam(S) é igual ao diâmetro dos pon os do /echo conuezo de S. l

Seja P um polígono convexo no plano. Nesta seção, os vértices de P serão chamados
de pontos. Assim, o polígono P é determinado por uma seqüência consecutiva de pontos.
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Sejam ul, . . . , Un OS pontos de P, listados em sentido anti-horário. Um par de pontos de P
que admitem regas de suporte paralelas são ditos anZ@odas (veja Figura 6.15). Denotaremos
o conjunto de todos os pares de pontos antípodas de P por Antip(P).

Lema 6.12 Se P é um pol@orzo conuezo, então l)iam(P)
.4 «ÜP(P)} .

maxldisf(p, q) : (p, q) C

Prova. Seja (u,u) um par de pontos de P cuja distância entre eles é máxima (e, portanto,
igual a Diam(P)). É suficiente provarmos que u e u são pontos antípodas de P. Sejam
Z;u e Zu retas ortogonais ao segmento iiiJ, que passam pelos pontos u e u, respectivamente.
Suponhamos, que .L, não é uma reta de suporte para u. Sela M o semiplano determinado
por Z'- que não contém o ponto u. Então existe um ponto w de P, contido em À/ tal que
dist(u, tp) < dist(u,w), que é um absurdo. Analogamente, é possível verificarmos que .L. é
uma reta de suporte para u. Portanto, o par (u,t;) pertence ao conjunto Antip(P). l

/-"''z,u{ l
DÍ+l

L ''

Figura 6.15: O ponto (UÍ,Zi), (uí, uj), (u{,r{), são exemplos de pares de pontos antípodas

Lema 6.13 Se P é um poZÜono corzuezo, então o co unto .4nfêp(P) fem no mázirno
O(IPI) p«e. de ponf«.

Prova. Sejam ui-i, u{ e uí+i três pontos consecutivos de P, listados em sentido anti-horário.
Seja r{ o primeiro ponto mais-distante do segmento ii;:ini que encontramos ao percorrer

o polígono no sentido anui-horário a partir de u{. Analogamente, sela Z{ o primeiro ponto
mais-distante de {i;ü;:R', que encontramos ao percorrer o polígono no sentido anui-horário a
partir de ui.
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Prova. Seja ( u, v) um par de pontos de P cuja distância entre eles é máxima ( e, portanto, 
igual a Diam(P) ). É suficiente provarmos que u e v são pontos antípodas de P. Sejam 
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Suponhamos, que Lv não é uma reta de suporte para v. Seja Mo semiplano determinado 
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L~ li L2 

Figura 6.15: O ponto (vi, li), (vi, Vj), (vi, ri), são exemplos de pares de pontos antípodas. 

Lema 6.13 Se P é um polígono convexo, então o conjunto Antip(P) tem no máximo 

O(IPI) pares de pontos. 

Prova. Sejam Vi-1, Vi e Vi+I três pontos consecutivos de P, listados em sentido anti-horário. 
Seja ri o primeiro ponto mais-distante do segmento Vi-1 Vi que encontramos ao percorrer 
o polígono no sentido anti-horário a partir de Vi- Analogamente, seja li o primeiro ponto 
mais-distante de ViVi+ 1 , que encontramos ao percorrer o polígono no sentido anti-horário a 
partir de Vi -
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Seja agora .A(ul) o conjunto de pontos de P da cadeia entre ri e Zi(inclusive) que não

contém uí. Sda tij um ponto qualquer de .4(t;i) e .Lj uma reta de suporte a tij. Existe
uma rega .bí de suporte a zii que é paralela a Lj, como está ilustrado na Figura 6.15. Á(ui)
contém os pontos de P que são antípodas de ui. Devido a maneira que escolhemos rí e Zí,
os pontos de .4(ui) são os únicos pontos que são antípodas de t;i.

Os conjuntos .4(u{) e .4(oÍ+l) contém o ponto Zi, e no máximo tem dois pontos em
comum. Portanto, o número de pares de pontos antípodas é O(IPI). l

Uma caracterização de pares de pontos antípodas

Soja P um polígono convexo. Consideremos u{ e uj pontos pertencentes a cadeia superior
e inferior de P, respectivamente, como ilustrado na Figura 6.16. Sejam mi,mÍ+l,mj e
mj+l os valores das tangentes das netas que passam pelos pontos u{.i, u{, ui,ui+i, uj i, tij e
uj, z;j+i , respectivamente. Observemos que o valor da tangente de qualquer reta de suporte
passando por uí, está contido no intervalo jm{, mi+ll. Analogamente, o valor da tangente de

qualquer neta de suporte passando por uj, está contido no intervalo lmj, mj+il. Portanto,
ui e uj são pontos antípodas de P se e somente se os intervalos jmi,mi+il e lmj, mj+il se
interceptam

u.j

u.j-i

P

ui l ui+l

Figura 6.16: Caracterização de pontos antípodas

Determinação dos pares de pontos antípodas via dualidade

Considere o dual de um conjunto de pontos no plano. No dual, cada ponto (p, q) de S será
representado pela rega Z/ = pz +q. O dual dos pontos da cadeia superior (inferior, resp ) do
fecho convexo de S é o envelope superior(inferior, resp ), do conjunto das regas no arranjo
dual D(S). Assim, cada ponto do fecho convexo de S se dualiza num segmento do envelope
superior ou inferior de ID)(S)
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Seja P um polígono convexo. Soam r e q dois pontos consecutivos da cadeia superior
ou inferior que representam P e seja (zi, yi) a intersecção entre as netas D(r) e D(q) duais
de r e q no arranjo D(P). Então, o valor da tangente da reta que passa pelos pontos r
e q é --zi, como está ilustrado na Figura 6.17. Se consideramos os vértices dos envelope
superior e inferior listados segundo as suas abscissas (de acordo a z-ordem), então, devido à
caracterização de pares antípodas, podemos encontrar todos os pares de pontos antípodas
simplesmente varrendo ambas as listas simultaneamente e determinando os intervalos (for.
medos pelas z-coordenadas de vértices consecutivos em uma das listas) que se intersectam.

y y
q

Dual

+s: P
.\à.

P .go
D(P)

tan a = --zi
tan /3 = --z2

D(q)

X zl Z2 X

Figura 6.17: O valor da tangente da rega que passa pelos pontos r e q é 'zl

Algoritmo estático ótimo

Dos Lemas 6.11 e 6.12 temos que

Diam(S) max {dist(p, q) (p, q) C Antip(FC(S))}

onde FC(S) denota o polígono que representa o fecho convexo de S. O seguinte algoritmo
estático determina o diâmetro de um conjunto de pontos no plano, com base no resultado
anterior.

Algoritmo Diâmetro. Recebe um conjunto S de n pontos no plano e devolve
um par de pontos de S cuja distância entre eles é máxima (entre todos os pares
de pontos de S).

Determine o polígono P que representa o fecho convexo de S

Calcule o conjunto Antip(P)

Encontre um par (u, u) de Antip(P) tal que a distância entre u e u sqa máxima

Devolva (u, u)
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]!))( r) 
]l))(p) 
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Figura 6.17: O valor da tangente da reta que passa pelos pontos r e q é -x 1• 
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Algoritmo Diâmetro. Recebe um conjunto S de n pontos no plano e devolve 
um par de pontos de S cuja distância entre eles é máxima ( entre todos os pares 
de pontos de S) . 

Determine o polígono P que representa o fecho convexo de S. 

Calcule o conjunto Antip(P). 
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Devolva (u, v) . 
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Análise do Algoritmo Diâmetro

A determinação do fecho convexo de um conjunto de n pontos pode ser feita em tempo
O(n log n). O cálculo de todos os pares de pontos antípodas pode ser feito em tempo linear.
O Lema 6.13 garante que a busca de pontos em Antip(P) pode também ser realizada em
tempo linear. Portanto, a complexidade de tempo do Algoritmo Diâmetro é O(n log n).

Cinetização do algoritmo estático

A estrutura de dados cinética para o problema do diâmetro é baseada na estrutura de dados
cinética para o fecho convexo e da estrutura Torneio cinético.

A fim de cinetizar o Algoritmo Diâmetro empregaremos certificados para manter a
descrição combinatória da lista L dos vértices dos envelopes superior e inferior de ID(P)
ordenados segundo as suas aç-coordenadas. Esta lista será armazenada em uma árvore ba-
lanceada de busca para que as alterações na lista possam ser processadas em tempo O(log n)
mais o tempo gasto para atualizarmos o conjunto Antip(P) de pares antípodas. Isto ga-
rante a corretude dos pares que formam Antip(P). Quando um certificado envolvendo a
ordem entre dois vértices é violado, um número constante de certificados envolvendo os
intervalos formados por estes vértices na lista -L deverão ser atualizados. Quando ocorre
uma mudança na descrição combinatória do fecho convexo de S (ou sda, na descrição com-
binatória P) , algumas arestas podem ser inseridos ou removidos em D(P) e vértices devem
ser inseridos e removidos na lista .L.

Teorema 6.14 .4 esfruÉura de dados para manter o dã(ímelro de um corÜunÍo de n pomos
é compacta e e$ciente.

Prova. Lembremos que a estrutura de dados cinética para manter o fecho convexo e a
estrutura Torneio cinético são eâcientes e compactas.

Pelo Lema 6.13, o número de pares de pontos antípodas é linear no número de pontos,
assim a IDD)C para o diâmetro é compacta.

Mostraremos agora que a estrutura de dados cinética para manter o diâmetro é eficiente.

Para isto precisamos limitar o número total eventos processados pela mDC, no pior caso.

Seja .Z; a lista dos vértices dos envelopes superior e inferior de D(P) ordenados segun-
do as suas z-coordenadas. O número de eventos envolvendo a lista Z) pode ser limitado
pelo número de pares pontos que pensam e deixam de ser antípodas ao longo do tempo.
Considere o tempo t como a terceira dimensão. Então, em qualquer instante, o conjunto
de pares de pontos antípodas são determinados pela sobreposição do envelope superior e
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do as suas x-coordenadas. O número de eventos envolvendo a lista L pode ser limitado 

pelo número de pares pontos que passam e deixam de ser antípodas ao longo do tempo. 

Considere o tempo t como a terceira dimensão. Então, em qualquer instante, o conjunto 

de pares de pontos antípodas são determinados pela sobreposição do envelope superior e 
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inferior. Observemos que o número total de pares de pontos antípodas é igual ao número de
traços cujas projeções no zt-plano se intersectam. Esta quantidade é limitada por O(n2+')
(cf. Agarwal, Erickson e Guibas l41). No Teorema 4 da Seção 4.1 de l21 é demostrado que o
número total de pares de pontos que determinam o diâmetro, ao longo do tempo, é Q(n2).

Observemos que a estrutura de dados cinética obtida através da cinetização do Algorit-
mo Diâmetro é não local, já que um ponto pode pertencer a um número linear de pares de
pontos antípodas.

6.4.2 Largura cinética

O problema da /arguta, no modelo cinético, consiste em dado: um conjunto S de n pontos
(no plano) em movimento contínuo; uma seqüência de alterações de planos de võo que
são fornecidas on-lhe; manfez': a descrição combinatória de três pontos que determinam a
largura de S ao longo do tempo.

A largura de um conjunto S de n pontos no plano, é a menor distância entre duas retas
de suporte de S que sejam paralelas.

Não é difícil vermos que uma das regas que determinam a largura de S deve conter uma

aresta do fecho convexo de S e que a outra reta deve conter um vértice deste fecho. Soja a
uma aresta e u um vértice do fecho convexo de S que se encontram em cadeias distintas do

fecho (um deve estar na cadeia superior e o outro na cadeia inferior). Chamaremos o par
(o,a) de um par uérlíce-aresta anfz@oda se existe uma rega que passa pelo vértice u e que
sela paralela à aresta a.

Teorema 6.15 4 largura de um conlunfo S de n pontos é o rnÍhÍmo das distancias elz-

Lre Tetas paralelas de suporte passando através de um par vértice-aresta antípoda do fecho
conuezo de S. l

Algoritmo estático ótimo

O seguinte algoritmo estático determina a largura de um conjunto de pontos no plano. Este
algoritmo baseia-se no resultado do Teorema 6.15.

Algoritmo Largura. Recebe um conjunto S de n pontos no plano e devolve
um par vértice-aresta antípoda que determina a largura de S.

Calcule o polígono P que representa o fecho convexo de S
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Calcule o conjunto ,4 dos pares vértice-aresta antípodas de P

Encontre um par (t;, a) de .4 tal que sua distância sda mínima

Devolva o par (ü, a)

O Algoritmo Largura é similar ao Algoritmo Diâmetro e tem a mesma complexidade de
tempo que este último, ou sda O(n log n).

Cinetização do algoritmo estático

No dual, uma aresta do fecho convexo de um conjunto de pontos S corresponde a um vértice
do envelope superior ou inferior do arranjo de retas D)(S). Assim, um par (u,a) vértice-
aresta antípoda corresponde a uma aresta ID(u) sobre o envelope superior ou inferior tal que
o intervalo determinado pelas z-coordenadas dos seus extremos contém a z-coordenada do

vértice m(a) (que pertence ao envelope superior de D(S) caso D(u) pertença ao envelope
inferior e vice-versa).

Para encontrar todos os pares vértice-aresta antípodas, devemos construir uma lista

obtida através da intercalação das arestas dos envelopes superior e inferior de D(P) de
acordo com a z-ordem das arestas dos dois envelopes, observando se a z-coordenada de um

vértice pertence ao z-intervalo de uma aresta. Para calcular um par vértice-aresta o qual
determina a largura, devemos encontrar a mínima distância de todos os pares vértice-aresta
antípodas.

A estrutura de dados cinética para manter a largura é similar ao do diâmetro. A única
diferença está no tipo de pares antípodas. A estrutura do Torneio cinético mantêm o par
vértice-aresta cuja distância é mínima. O seguinte resultado é devido a Agarwal, Guibas,
Hershberger e Veach l21.

Teorema 6.16 .A esf7'ufuz'a de dados c néfíca para manter a largura é compacta e e$cienfe.
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Calcule o conjunto A dos pares vértice-aresta antípodas de P . 

Encontre um par (v, a) de A tal que sua distância seja mínima. 

Devolva o par (v, a). 
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*** 



6.4 Aplicações do Fecllo corlvexo cinético 89

Uma grande parte de problemas geométricos envolvem movimento. Estes problemas
requerem o cálculo de algum atributo dos pontos em movimento em instantes discretos.

Geralmente, consultas envolvendo movimento podem ser formuladas como a manutenção
de atributos discretos, que dependem das posições dos objetos. O objetivo para resolver
este tipo de problema, é usar a coerência dada pela continuidade do movimento dos pontos,
e assim anular cálculos feitos previamente.

As soluções de Atallah e Kahan, para este tipo de problemas, são interessantes do ponto
de vista teórico, mas não são apropriados para implementação. Ademais, eles são restritos
a simples tipos de movimentos. Já a solução de Basch, Guibas e Hershberger é apropria-
da para implementação e considera um tipo de movimento apropriado para simulação de
sistemas dinâmicos.
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