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Resumo

Nesta dissertagdao apresentamos uma visao geral de técnicas, algoritmos e estruturas de
dados para a solucao de problemas geométricos envolvendo pontos que estdo se movendo
continuamente no plano. Tais problemas geométricos podem ser vistos como abstracio de
problemas em dreas como controle de trifego aéreo, robética, telefonia celular, computacio

grafica, etc.

Descreveremos os trés modelos para problemas de pontos em movimento que encontra-
mos na literatura, a saber, o modelo off-line de Atallah [9, 10] e Ottman e Wood [34], o
modelo de tempo-real de Kahan [28, 29], e modelo cinético de Basch, Guibas e Hershber-
ger [13, 14].

K%k

In this monograph we survey known techniques, algorithms and data structures for
geometric problems concerning points moving continuously on the plane. These problems
can be seen as an abstraction of problems in air traffic control, collision detection in robotics
and animation, switching cellular phone transceiver stations amongst moving automobiles,

visibility determination in computer computer graphics, etc.

We describe the three models for data in motion problems we have found in the li-
terature, namely, the off-line model due to Atallah [9, 10] and Ottman, and Wood [34],
the real-time model due to Kahan [28, 29], and the kinetic model due to Basch, Guibas e
Hershberger [13, 14].
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CariTULO 1

Introducao

Problemas em geometria computacional tém como instancia um conjunto

\/ 7/ - de objetos geométricos que comumente representam entidades do mun-
A 7 Y do fisico. Por exemplo, pontos podem representar agéncias do correio ou
— 1 avioes. Quando este conjunto de objetos e seus atributos sio conhecidos
» "~ __| de antemao temos um problema que é dito off-line (veja, por exemplo, a

S S pagina 118 de [36]). Problemas dindmicos ou incrementais requerem que

uma solugao seja rapidamente atualizada enquanto a instancia do proble-
ma ¢ modificada através de algumas operagoes — tipicamente remogoes

e insercoes de objetos. Problemas dinamicos sao também chamados de on-line.

Uma insténcia, para um problema on-line, consiste em uma seqiiéncia de operacdes que
nao sao conhecidas de antemao e que devem ser realizadas uma apés a outra. Entre as
operagées encontramos consultas (queries) que sao simplesmente pedidos de informacao
sobre o valor de alguma funcao definida sobre o conjunto de objetos considerado. Como
exemplo, consideremos o problema de se manter o valor da menor distancia entre os pares
de pontos de um conjunto que estd sendo alterado ao longo do tempo através de remogoes
e inser¢oes de pontos. Neste exemplo consultas seriam perguntas do tipo: “Qual é o valor
da menor distancia entre dois pontos do conjunto?”. Uma visdo geral sobre algoritmos

dinamicos em geometria computacional pode ser encontrada em [19).

Nesta dissertacdo apresentamos uma visao geral de técnicas, algoritmos e estruturas de -
dados para a solugao de problemas geométricos envolvendo pontos que estio se movendo
continuamente no plano. Tais problemas geométricos podem ser vistos como abstracao
de problemas em &reas como controle de trifego aéreo, telefonia celular e computacio
grafica. Assim, a instincia para os problemas que veremos sio pontos em movimento e
para cada um destes o tnico atributo no qual estaremos interessados ¢ a sua posicio. Neste
contexto imaginaremos os pontos como sendo representacées de avides e freqiientemente

nos referiremos ao movimento de cada ponto como sendo o seu plano de véo; da mesma



maneira que ¢ feito em [13, 14, 16, 17].

Descreveremos trés modelos para problemas envolvendo pontos em movimento, a saber:
modelo off-line de Atallah [9, 10] e Ottman e Wood [34]; modelo de tempo-real de Kahan [28,
29]; e modelo cinético de Basch, Guibas e Hershberger [13, 14]. Pretendemos apresentar
uma visao geral sobre as técnicas, algoritmos e estruturas de dados usadas para abordar

estes trés modelos. Estes modelos foram os tinicos que encontramos na literatura.

No inicio da década de oitenta, Atallah [9, 10] e Ottman e Wood [34] consideraram pro-
blemas de pontos em movimento onde cada ponto se move de uma maneira predeterminada.
Logo, os problemas tratados por Atallah, Ottman e Wood sao off-line — Atallah chamou
estes problemas de dindmicos e reservou o adjetivo estdtico para denotar problemas onde

os pontos mantém posicoes fixas; usaremos o adjetivo estatico neste mesmo sentido.

Na situagao estudada por Atallah em [9, 10] temos um conjunto de n pontos no espago
euclidiano d-dimensional onde a coordenada de cada ponto é determinada por um polinémio
na varidvel ‘tempo’ ¢; ou seja, a posicao de cada ponto é dada através de uma equagio da
forma p(t) = co + c1t + --- + cxt*, onde ¢; € RY. Logo, cp indica a posi¢ao do ponto no
instante £ = 0. Chamamos a equagao de movimento de um ponto (i.e., o plano de véo do
ponto) de um k-movimento se o grau do polinémio que descreve o seu movimento é menor

ou igual a k.

Atallah obteve limites superiores para o nimero de mudancas nas ‘descricdes combi-
natérias’ do par de pontos mais-préximo e do fecho convexo de um conjunto de pontos
no plano. Por uma descrigao combinatdria para um objeto geométrico entendemos uma
estrutura de dados que o representa; por exemplo, um par de pontos mais-préximo pode
ser representado simplesmente por um par, enquanto o fecho convexo de um conjunto de
pontos no plano pode ser representado pela lista circular do poligono determinado pelo
fecho.

Limites superiores, bem como limites inferiores, para o nimero de mudangas nas des-
crigoes combinatdrias de outros objetos geométricos determinados por um conjunto de pon-
tos (e.g., arvore geradora minima, diagrama de Voronoi, par mais-distante) que realizam

um l-movimento tém sido estabelecidos (cf. [2, 25, 30]).

Monitorar objetos em movimento é um componente importante de sistemas de tempo-
real, como, por exemplo, em sistemas de controle de trifego aéreo (cf. (18]). Diremos
que um problema é de tempo-real se este é um problema on-line onde a resposta a cada
consulta deve ser dada em tempo que nao exceda um certo prazo limite (veja, por exemplo,
a pagina 118 de Preparata e Shamos [36]). Se a instancia do problema tem um nimero
tao grande de objetos entao é impraticavel que o algoritmo dé uma resposta correta a cada

consulta no tempo estipulado.



Kahan [28, 29] tratou de problemas de tempo-real envolvendo pontos em movimento.
Nos problemas considerados um grande nimero de pontos se movem continuamente e a
cada instante a posicao de um dado ponto pode ser obtida através de algum dispositivo ou
sensor, como, por exemplo, um radar. A tnica informacao conhecida de antemao sobre o
movimento de cada ponto p; é um limite superior r; para a sua velocidade (i=1,:..ym)
Assim, se no instante ¢t* o ponto p; estd na posigao p;(t*) € R?, entdo no instante t* + 1
0 ponto p; tem a sua posi¢ao dentro do circulo de centro p;(¢*) e raio r; (i = 1,...,n)
(veja Figura 1.1). Neste tipo de problema deseja-se obter ‘rapidamente’ as respostas a
uma sequéncia de consultas que nao sao conhecidas de antemdo, ou seja, as consultas sio

recebidas on-line.

pf;_’ Pl ‘

instante t* instante ¢t* + 1

Figura 1.1: A informagao conhecida sobre o movimento de cada ponto p; € apenas um

limite r; para a sua velocidade (i = 1,2, 3,4).

Mais recentemente, Basch, Guibas e Hershberger [13, 14] estudaram problemas de se
manter continuamente a descri¢ao combinatéria de um certo objeto geométrico de interesse
(e.g., fecho convexo) determinado por um conjunto de pontos em movimento continuo. Nos
problemas tratados é assumido que cada ponto tem um plano de véo, que pode vir a ser
alterado. Desta forma, diferentemente do modelo de problema tratado por Atallah [9, 10],
o plano de v6o completo de cada ponto nio precisa ser conhecido de antemao, cada ponto
pode ter o seu movimento alterado a qualquer momento devido a fatores externos, como
colisao entre pontos. O plano de vdo pode ser uma equacio descrevendo o movimento do

ponto.

Apesar dos pontos se moverem continuamente e, portanto, o objeto geométrico con-
siderado também estar se movendo continuamente, a descricio combinatéria deste objeto
s6 muda em certos momentos criticos discretos. A técnica utilizada por Basch, Guibas e
Hershberger [13, 14] para se manter a descricio combinatéria de um objeto geométrico em

movimento continuo se concentra exatamente nestes momentos criticos. Os trés autores



propuseram uma estrutura de dados, denominada cinética®, que além da descri¢ao combi-
natéria do objeto também mantém certificados (i.e., predicados geométricos) que formam

uma prova da corretude da descrigdo combinatéria que estd sendo mantida.

Estes predicados devem envolver um nimero constante de parametros. Por exemplo,
uma prova para a corretude da descrigio combinatéria da Triangularizacio de Delaunay
pode ser dada através de certificados do tipo InCircle(py,ps,p3,ps), que dados quatro
pontos p1, p2, p3, p4 € verdadeiro se “o ponto py estd no interior do circulo determinado pelos
pontos p1, po e p3” (cf. [27], veja também a Propriedade do Circulo Circunscrito em Resende
e Stolfi [21] pdgina 185). Muitas vezes os certificados sio obtidos de algoritmos que resolvem
o correspondente problema estatico, isto ¢, problemas onde os pontos estio fixos. Como
exemplo, consideremos o problema estatico de construir o fecho convexo de um conjunto de
pontos no plano, que tem sido extensivamente estudado em geometria computacional (veja,
por exemplo, o Capitulo 3 de O’Rourke [33] e o Capitulo 3 de Preparata e Shamos [36]).
Um certificado muito utilizado pelos algoritmos estaticos para construir o fecho convexo
¢ Left(p1,p2,p3) que é verdadeiro se “o ponto pj estd & esquerda do segmento orientado
p1p2”. Em [13, 14] certificados do tipo Left(pi, p2, p3) fazem parte da estrutura de dados
cinética desenvolvida para manter o fecho convexo de um conjunto de pontos em movimento.
A Figura 1.2 ilustra os dois tipos de certificados discutidos neste paragrafo. Observemos
que, na figura, quando um certificado passa de verdadeiro para falso ou vice-versa, temos
uma alteragao na descrigao combinatéria do objeto geométrico considerado.

InCircle(p1, p2,p3, p4): “0 ponto p4y estd no interior Left(py,p2,p3): “o ponto p3 estd a esquerda do
do circulo determinado pelos pontos py, pa, e p3” segmento (orientado) pyp2"
P2 P2 /
P P3
! D1
<t
Diagrama de Delaunay Fecho Convexo

Figura 1.2: Ilustragao dos certificados InCircle e Left.

Tém sido propostas estruturas de dados cinéticas para manter a descricio combinatéria
de vérios objetos geométricos: fecho convexo e par mais-préximo no plano (13, 14], bina-
ry space partition [1, 3]; par mais-préximo e arvore geradora minima em dimensio arbi-

trdria [17]; par mais-distante (diametro) [2]; detecgdo de colisio entre poligonos (12, 23].

Os trés modelos discutidos brevemente nesta introducéo tém as suas semelhancas, por

'Veja a Tese de Ph.D. de Basch [11]



exemplo, em todos temos alguma informagao sobre o movimento de cada ponto. Por outro
lado, a principal diferenca entre eles é o tipo de informacéio disponivel sobre este movimento:

® nos problemas considerados por Atallah o plano de véo de cada ponto é um polinémio

totalmente conhecido de antemao;

e Kahan considera que a unica informacio conhecida sobre o movimento de cada ponto

¢ um limite para sua velocidade; e

e para Basch, Guibas e Hershberger, cada ponto tem o seu plano de véo, que pode ser

alterado on-line.

Ao longo desta dissertagao chamaremos de estdticos os problemas onde os objetos
mantém posigoes fixas ao longo do tempo. Os adjetivos off-line, tempo-real e cinético
serao reservados para os tipos de problemas tratados por Atallah [9, 10], Kahan [28, 29], e
Basch, Guibas e Hershberger [13, 14], respectivamente. Ademais, chamaremos um algorit-
mo de estatico, off-line, de tempo-real ou cinético se o problema que ele resolve é estatico,

off-line, de tempo-real ou cinético, respectivamente.

Esta dissertacdo estd organizado como segue. No Capitulo 2 apresentamos conceitos
badsicos que serdo necessarios em algumas dos capitulos subseqiientes. O Capitulo 3 descre-
ve os trés modelos para problemas de pontos em movimentos discutidos nesta introducao:
modelo off-line; modelo de tempo-real; e modelo cinético. Neste mesmo capitulo também
descrevemos as medidas de complexidade que estaremos considerando em cada um dos di-
ferentes modelos. Algoritmos para o problema de se determinar o ponto de maior ordenada
entre um conjunto de pontos em movimento continuo ao longo do eixo das ordenadas sio
apresentados no Capitulo 4, o chamado problema do maximo que, apesar de bdsico, serve
para ilustrarmos os algoritmos e técnicas nos trés modelos. Acreditamos que este Capitulo 4
é capaz de dar uma idéia razodvel de algumas técnicas que sio usadas para se solucionar
problemas de pontos em movimento nos diferentes modelos considerados. No Capitulo 5
tratamos do problema de se determinar um par de pontos mais-préximo. Finalmente, os
problemas off-line e cinético de se computar o fecho convexo de um conjuntos de pontos em

movimento sao tratados no Capitulo 6.



CAPITULO 2

Conceitos basicos

Descreveremos neste capitulo alguns dos conceitos bésicos que serao ne-

R =11 +: “P | cessarios ao longo desta dissertagao. Mais especificamente, discutiremos
SN um pouco sobre seqiiéncias de Davenport-Schinzel [20], envelopes e dua-
<i/—- | lidade. As seqiiéncias de Davenport-Schinzel, introduzidas por H. Da-

- :%% venport e A. Schinzel no ano 1960, sao estruturas combinatdérias sobre
cabared [ T % palavras que se apresentam na andlise da complexidade combinatéria de

envelopes e, portanto, na andlise da eficiéncia de algoritmos para cons-

trui-los.

O dual de um conjunto de pontos no plano é um conjunto de retas e vice-versa. Dua-
lidade nos permite transformar um problema dado em um outro problema onde, algumas
vezes, as propriedades do problema original podem ser mais facilmente percebidas, o que
pode facilitar a sua solugdo. Ao resolver um problema dualizado estaremos também re-
solvendo o problema original, com a mesma complexidade de tempo, ji que existe uma

correspondéncia bijetiva entre ambas solugoes.

Alguns problemas geométricos no plano podem ser transformados no problema de
construir-se o envelope superior ou inferior de um conjunto de retas. Um exemplo de
tal tipo de problema é o Problema do Fecho Convezo no Plano: dado: um conjunto S
de pontos no plano; encontrar: o fecho convexo de S. As cadeias inferior e superior do
fecho convexo de S podem ser obtidas, através de dualidade, a partir do envelope superior

e inferior do conjunto de retas duais de S.

Ao longo desta dissertacao procuramos utilizar os termos de geometria computacional
como sao apresentados em livros conhecidos tais como: Figueiredo e Carvalho [24]; Mul-
muley [32]; O'Rourke [33]; Preparata e Shamos [36]; e Resende e Stolfi [21]. Em particular,
os tépicos tratados neste capitulo podem ser encontrados em Agarwal e Sharir (5], Atallah
[9, 10], Davenport e Schinzel [20], Guibas e Shamir [26] e Capitulo 6 de O’Rourke [33].
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2.1 Sequéncias de Davenport-Schinzel

Seja ¥ um alfabeto com n simbolos. Uma seqiiéncia 0 = 0109...0,, sobre o alfabeto ¥
é uma seqiiéncia de Davenport-Schinzel de ordem s (DS(n, s)-seqiiéncia ou simplesmente

(n, s)-seqiiéncia) se satisfaz as seguintes condigoes:

® Quaisquer dois simbolos consecutivos de o devem ser distintos, ou seja, 0; # 041

paraz =1,...,m — 1.

e Para cada par de simbolos distintos a,b € 3, qualquer subsegiiéncia alternante de a’s

e b’s em o tem comprimento maximo s + 1.

Desta forma, uma (n, 1)-seqiiéncia nao contém aba como subseqiiéncia, uma (n, 2)-se-
quéncia nao contém abab como subseqiiéncia, e assim por diante. Por exemplo, abbcda nao
¢ uma seqiiéncia de Davenport-Schinzel para nenhum valor de s. A sequéncia acbeda é
uma (4, 2)-seqiiéncia, mas nao ¢ uma (4, 1)-seqiiéncia. A seqiiéncia adbcdach é uma (4, 3)-

seqiiéncia, mas nao é uma (4,2)-seqiiéncia.

Para esta dissertagdo serd particularmente de interesse o valor As(n) do maior compri-

mento de uma (n, s)-seqiiéncia, ou seja,
As(n) = max{|o| : ¢ é uma (n, s)-seqiiéncia}.
Davenport e Schinzel [20] mostraram que Aj(n) = n e Ag(n) = 2n — 1. Encontrar o
valor exato de A4(n) para s > 2 é um problema matematicamente dificil. Ainda pode-se

provar facilmente (por indugao em n) que A\3(n) = O(nlogn). Szemerédi [42] provou que

para s fixo A;(n) = O(nlog* n).
Teorema 2.1 Seja & um alfabeto com n simbolos, entdo:

(@) M(n)=n
(b) X2(n) =2n -1
(¢) A3(n) = O(nlogn)
Prova. Por definicao, qualquer (n, 1)-seqiiéncia nao contém aba como subseqiiéncia, ou seja

todos os simbolos de uma (n, 1)-seqiiéncia sdo distintos. Isto prova (a).

A seqiiéncia 0107 ...0,_10n,0y_1 ... 0201, com 0; # oj parai # j é uma (n, 2)-sequéncia
de comprimento 2n — 1. Portanto Az(n) > 2n — 1. Mostraremos, por inducio no tamanho

n do alfabeto, que A3(n) < 2n — 1. Com isto provamos (b), i.e. Ay(n) = 2n — 1.
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Paran = 1 temos trivialmente que o comprimento da maior (1, 2)-seqiiéncia é 1, ou seja,
A2(1) =1 =2n— 1. Suponhamos agora que n > 1 e que \a(n—1) < 2(n—1)—1=2n—3.
Seja o uma (n,2)-seqiiéncia sobre o alfabeto . Mostraremos que existe um simbolo de ¥
que ocorre uma unica vez em o. Se todo simbolo em o ocorresse pelo menos duas vezes

entao existiria um simbolo a de ¢ e existiriam seqiiéncias «, 8, tais que:

e [3 é nao-vazia;
e todo simbolo de ¥ ocorre no maximo uma vez em f3; e

e 0 = aafay.

Seja b um simbolo qualquer de 8. Como b ocorre pelo menos duas vezes em o entdo b ocorre
em a ou b ocorre em 7. No primeiro caso temos que baba ¢ subseqiiéncia de o e no segundo
caso temos que abab é subseqiiéncia de 0. Em ambas as possibilidades chegamos a um
fato que contradiz a hipdtese de o ser uma (n,2)-subseqiiéncia. Logo, existe um simbolo

(digamos) a de ¥ que ocorre apenas uma vez em o.

Removendo a de o e se os simbolos adjacentes a a forem iguais entao também removendo
um deles obtemos uma seqiiéncia o’ que é uma (n— 1, 2)-seqiiéncia e, portanto, pela hipétese
de indugdo, |o'| < Ay(n — 1) = 2n — 3. Portanto

lo| <lo'| +2<2n—-3+2=2n—1.

Com isto completamos a demonstracao de (b).

Provaremos agora (c). Seja o uma (n,3)-seqiiéncia sobre o alfabeto ¥. Para todo
simbolo z em ¥ seja f(z) o nimero de ocorréncias de z em ¢. Seja a um simbolo de ¥ de
menor ocorréncia em o, isto € m := f(a) < f(z) para todo simbolo z em o. Temos que

A3(n)

m < .
n

Sejam ap, a1, ..., o, seqiiéncias sobre ¥ tais que
0 = (qpa10102 . ..0m_10m0n,

coma; =aparat=1...m. Como o é uma (n,3)-seqiiéncia entdo nao existe simbolo de ¥
que seja a0 mesmo tempo antecessor e sucessor de algum a, a menos que este a seja a; ou
am- De fato, para m = 1 e m = 2 esta afirmacao é trivial. Para m > 3 a afirmacao segue

do fato que ¢ é uma (n, 3)-seqiiéncia.

Removendo todas as ocorréncias de a em o e se os dois simbolos adjacentes a a; ou a
am 830 iguals entdo removemos um deles, obtendo uma (n — 1, 3)-seqiiéncia, digamos ¢,

tal que
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lo] < |o'] + As(n) 4o
n
Assim
A
A3(n) < Ag(n — 1) + 37(1") +2.

Reescrevendo a desigualdade acima obtemos a recorréncia

As(n) As(n—1) 2

n n—1 n—1

Finalmente, resolvendo a recorréncia obtemos a cota superior

Az3(n) < 2n(1 + logn).

|
Limites melhores para A;(n) podem ser encontrados em [5]:
A3(n) = ©(na(n))
Ai(n) = ©(n2™)
Aosto(n) = n20(@*(n)) para s > 2
Ags43(n) = n20(e®(n)loga(n) para s > 1
onde « ¢ a inversa da fungao de Ackermann.
2.2 Envelope superior
Seja C* o conjunto das fungdes y = f(t) de valor real. SejaC = {f, fa, ..., fn} um conjunto

de n fun¢ées em C*. Definimos o envelope superior £, de C como:
sup i\ _
t) = i(1
£ (t) = max {f:(1)}

onde 0 maximo ¢ calculado sobre as fungdes que estdo definidas em ¢. Sejam os intervalos
I, Iy, ..., I, uma particdo da unido dos intervalos de definicao das fungoes, ordenados da
esquerda para a direita tal que se k é um inteiro entre 1 e m entdo a mesma funcao f,,

aparece sobre £;"7 para todo ponto em Ii, ou seja:

EXP(t) = fu, () para cada t € Ij.
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Denotaremos por S*P(C) a seqiiéncia do envelope superior ujusp . ..un, de C, onde m é

o nimero de partes das f; s que formam o grafico de g
O envelope inferior de C , denotado por Sé"f, ¢ definido de forma andloga, ou seja

M () = min {fi(t)}.

1<i<n

Também ¢ definida, analogamente, a segiiéncia do envelope inferior de C. Todos os

resultados sobre envelope superior também se aplicam ao envelope inferior.
1 3 4 2 4

Figura 2.1: Envelope superior e seqiiéncia do envelope superior.

O envelope £;"” ¢ formado por partes de fungdes f,, em C, onde o indice uy faz parte da
seqiiéncia S*P(C) e ocorre nas mesmas posicoes em que f,, determina £, A Figura 2.1
mostra o envelope superior de C = {f1, fa, f3, f4}, temos que S*¥P(C) = (1,3,4,2,4) e que
sni(C) = (4,1,2,3,1).

Se f1 e f2 sdo duas fungdes em C* que se intersectam em quatro pontos, entdo depen-
dendo do tipo das fungbes obteremos seqiiéncias do envelope superior de comprimentos
diferentes. Observemos que a seqiiéncias resultante pode ser uma (2,4)-seqiiéncia, como
ilustrada pela Figura 2.2(a), ou uma (2, 8)-seqiiéncia, como ilustrada pela Figura 2.2(b).
Estes resultados sao devidos aos Teoremas 2.2 e 2.4 os quais mostramos a continuagao.

12 1 2 1, 21 2 121 2 12
: fil : 5 ’
fo XA 7

(a) (b)

Figura 2.2: O tipo de funcdo determina a descri¢io combinatéria do envelope.

A seguir mostraremos alguns resultados que sdo necessarios na analise da complexidade
combinatdria de envelopes, ou seja, na anélise do comprimento maximo de uma seqiiéncia
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do envelope superior de um conjunto de fungées. Dependendo do tipo das funcées se obtém
diferentes limitantes superiores para o comprimento méximo da correspondente seqiiéncia

do envelope superior.

Seja I um intervalo da reta real. Denotaremos por F; o subconjunto das funcdes em C*
definidas sobre I. Seja F; o subconjunto das fungdes em F; tal que quaisquer duas fungoes

distintas em F; se intersectam no méaximo s vezes.

Teorema 2.2 (Agarwal e Sharir [5, 6]) Se F' = {f1, f2,..., fa} € um conjunto de n
fungoes continuas em F; entao S*P(F}) é uma DS(n,s)-seqiéncia. Ademais, se o é uma
DS(n, s)-seqiiéncia entao existe um conjunto FI' de n funcées continuas em Fi tal que

S (FR) = g

Prova. Por definicao nao existe um par de simbolos iguais em S*“P(F7). Suponha que
STUP(FT) = uqug ... Uy, contém s+2 indices i < i3 < ... < igyp tal queu;; = ui3 = ... = a,
Uip = Uiy = ... = bea # b, ouseja S*P(F]') contém uma subseqiiéncia alternante da forma
abab... de comprimento s+ 2. Pela defini¢ao de seqiiéncia do envelope superior temos que
fa(t) > fi(t) para todo ¢ pertencente ao interior dos intervalos I;,, I;;, . ... Analogamente,
fa(t) < fi(t) para todo t pertencente ao interior dos intervalos I;,, I;,, . .., como f, e fy sdo
continuas entao elas se intersectam em s+ 1 pontos, que é uma contradigao. Logo SSUP(F7)

¢ uma DS(n, s)-seqiiéncia.

A prova da segunda parte do teorema encontra-se em Atallah [8]. i

Coroldrio 2.3 Para qualquer conjunto F}' = {fi, fo,..., fa} de n fungées continuas em
Fs, o comprimento da seqiiéncia do envelope superior S*P(FI') nao é maior que As(n) e

ezistem exemplos onde este limite € alcangado. |

Uma fungao g € C* tem uma transi¢do em t = tg se é indefinida antes de ¢y e definida

depois de £y ou se é definida antes de ¢y e indefinida depois de t;.

Seja C5 o conjunto das fungées em C* tal que quaisquer duas fungoes distintas em C} se

intersectam no méaximo s vezes.

Teorema 2.4 (Atallah [9, 10]) Se Cy = {f1, f2,..., fa} € um conjunto de n func¢ées em
Cs, tal que f; € continua exceto em nao mais de p pontos de descontinuidade e g transigées,
entao a S*'P(CT) é uma DS(n,s + 2p + 2q)-seqiiéncia.

Prova. Seja Es:,fp(t) = maxj<i<n{fi(t)} o envelope superior de C? e seja S**P(C") =

uUlU2 ... Um a sequéncia do envelope superior de CZ.
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Por defini¢do nao existe um par de simbolos iguais em S**P(C}'). Seja l;; o nimero de

vezes que acontece cada um dos trés itens seguintes:

e uma intersecgao entre f; e f;.
e uma transi¢cdo ou uma descontinuidade de f;.

e uma transicao ou uma descontinuidade de f;.

Entao pelas hipéteses l;; < s+q+p+q+p =s5+2p+2q. Sety < ityeEonr(t) = fi(t1),
Eon’ (t2) = f;(t2), entdo no intervalo [t;, 5] acontece ao menos um dos trés itens anteriores.
Isto implica que para qualquer subseqiiéncia alternante da forma o = wuju;u;... com
comprimento w + 1 temos que w < [;;. Logo, como [;; < s+ 2p + 2¢, 0 tem comprimento
méximo s + 2p + 2¢ + 1. Portanto, S**P(C}) é uma DS(n, s + 2p + 2¢)-seqiiéncia. i

Coroldrio 2.5 Para qualquer conjunto C} = {f1, fa,..., fa} de n fungées em C:, tal que
fi € continua exceto em ndo mais de p descontinuidades e q transigoes, o comprimento da

sequéncia do envelope superior S*'P(CY) ndo € mais que Asi2p424(n). |

2.3 Dualidade

Através do conceito de dualidade podemos converter um conjunto de pontos em um arranjo
de retas e vice-versa. Uma razao para este tipo de transformacao ser 1til é que muitas
vezes as relagoes entre pontos sao reveladas mais explicitamente através do arranjo de
retas correspondente. (Esta observacao foi feita por Edelsbrunner [22], pdgina 4.) Existem
diversas transformagoes ponto-reta possiveis, dependendo da representacio da reta e o
contexto do problema tratado. Como cada reta pode ser especificada por dois nimeros,
entao cada reta pode ser associado a um ponto cujas coordenadas sio estes niimeros. Por
exemplo, a reta L : ax + by = 1 pode ser associado ao ponto p : (a,b); esta transformacio é
conhecida como dualidade polar. No Capitulo 5 desta dissertagio usaremos a transformacao
p:(m,b) & L:y = mz+ b, para relacionar a cadeia superior do fecho convexo de um
conjunto de pontos ao envelope superior do arranjo dual destes pontos. Usaremos o simbolo

D(S) para indicar a transformacao dual do conjunto de pontos S.



CAPITULO 3

Modelos e medidas de

complexidade

Neste capitulo, descreveremos trés modelos que encontramos na litera-

mmic LOAD
ADD
STORE
LOAD
ADD
STORE
LOAD
SUB
STORE
LOAD
ADD
STORE
JUMP mnic

tura para problemas de pontos em movimento: modelo off-line de Atal-

—

lah [9, 10]; modelo de tempo-real de Kahan [28, 29]; e modelo cinético

w™

de Basch, Guibas e Hershberger [13, 14]. Ainda neste capitulo apresen-

s

taremos as medidas de complexidade que foram propostas para cada um

vllvws we=ll s ol v

destes modelos. O modelo de computagao para a andlise dos algoritmos

apresentados ¢ a Maquina de Acesso Aleatério real (real-RAM — real
Random Access Machine) com custos uniformes (cf. Segao 1.4 de [36] e
Capitulo 1 de [7]). Os registradores da maquina real-RAM podem armazenar niimeros reais
(que podem ter tamanho arbitrdrios) e operagoes como +, —, X, =, / sao exemplos de

operagoes primitivas, isto é, estao disponiveis a custo unitdrio.

No modelo off-line 0 movimento de cada ponto, ou seja o seu plano de véo, é totalmente
conhecido de antemao. O plano de voo tipicamente é representado por um polinémio. No
modelo de tempo-real s6 se conhece de antemao uma informagéao parcial sobre o movimento
dos pontos; um limite superior para a velocidade de cada ponto. J4 no modelo cinético,

cada ponto tem o seu plano de véo que pode ser alterado on-line.

Ao analisarmos a complexidade dos algoritmos apresentados estaremos principalmente
interessados em estimar a sua complexidade de tempo (i.e., niimero de operagoes primitivas
feitas por uma maéquina real-RAM) e sua complexidade de espaco. No que se refere a
complexidade de tempo, dependendo do modelo sob consideragio, serdo estimados, por
exemplo, o tempo gasto para calcular uma seqiiéncia de descrigoes combinatérias, o tempo
gasto para responder a uma consulta, o tempo gasto em pré-processamento e o tempo

gasto em processar um evento. Como ¢ usual, as complexidades de tempo e de espaco serao

13
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expressas como fungoes do tamanho da entrada.

3.1 Modelo off-line

No modelo off-line, o movimento total dos pontos é conhecido de antemao. Nesta si-
tuagao, estudada por Atallah [9, 10] temos um conjunto de pontos no espaco euclidia-
no d-dimensional onde as coordenadas de cada ponto sdo polindmios na varidvel ‘tempo’
t; ou seja, a posicao de cada ponto é dada através de uma equagio da forma p(t) =
co + cit + -+ + cxtk, onde ¢; € R?, logo, ¢p indica a posi¢do do ponto no instante ¢ = 0.
Chamaremos a equagao do movimento de um ponto (i.e., o plano de véo do ponto) de um
k-movimento se o grau do polinémio que descreve o seu movimento é menor ou igual a k.

Assim, os dados de entrada para um problema no modelo off-line sio:

e (pontos) n pontos py,...,p, em movimento continuo;

e (informacao sobre o movimento) um polinémio p;(t) representando o k-movimento do

pontop; (1=1,...,n).

Conhecido o movimento total dos pontos, o objetivo dos problemas neste modelo é
determinar uma seqiiéncia de descrigées combinatérias para o problema sob consideracio.
Por exemplo, para o Problema do par mais-préximo, deseja-se uma seqiiéncia dos pares de
pontos mais-préximos. Atallah apresentou algoritmos que obtém uma tal seqiiéncia para o

problema do maximo, do par mais-préximo e do fecho convexo.

Medidas de complexidade

Na andlise da complexidade dos algoritmos, no modelo off-line, supomos que as seguintes
operagoes podem ser realizadas em tempo constante sobre pontos que realizam, para k

limitado, um k-movimento:
e calcular a posicao p(t) de um ponto p em qualquer instante ¢;
e resolver equagoes do tipo Q(t) = 0, onde Q(t) é um polinémio de grau limitado.
Ou seja, Atallah assume que obter todas as raizes de um polinémio de grau limitado é uma

operagao primitiva. Também é suposto que o espaco gasto para representar o k-movimento

de cada ponto é constante.

Da mesma maneira que ocorre com algoritmos estaticos, na analise de algoritmos off-
line, as complexidades de tempo e de espago serdao expressas como funcoes do nimero n de

pontos.
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Para a andlise dos algoritmos € de interesse o nimero maximo de mudancas na descrigio
combinatoéria para o problema tratado. Por exemplo, para o Problema do maximo, que sera
considerado no préximo capitulo, o nimero de mudangas da descricdo combinatéria para
pontos que realizam um k-movimento é O(Ax(n)), onde A\x(n) é o comprimento da maior
sequéncia de Davenport-Schinzel de ordem £ sobre um alfabeto de n simbolos (veja o
Capitulo 2). Atallah obteve limites superiores para o niimero de mudancas nas descricoes
combinatérias do par de pontos mais-préximo e do fecho convexo de um conjunto de pontos

no plano.

3.2 Modelo de tempo-real

No modelo de tempo-real a tnica informacao conhecida de antemido sobre o movimento
de cada objeto é um limite superior para a sua velocidade. Neste modelo, proposto por
Kahan em (28, 29], temos um conjunto de n pontos P = {pj,...,p,} em R? que estdo
em movimento continuo, onde para cada ponto p; temos um limite superior 7; para a sua

velocidade (i = 1,...,n).

O modelo proposto por Kahan [28] para este tipo de problema estd ilustrado na Fi-
gura 3.1. No modelo a operagdo que atualiza a posi¢io de um dado ponto é encarada
como sendo a chamada a um ordculo, que pode ser encarado como sendo uma funcio
U:RxP — R? que é chamada de fung¢do de atualizacdo. Assim, U(t,p) atualiza a posigao
do ponto p para o instante ¢. Neste modelo, um usudrio ou cliente fornece uma segiiéncia de
consultas on-line a um programa o qual deve respondé-las uma apés outra. Para responder
as consultas o programa pode requerer ao ordculo (dispositivo fisico) a posicio atual de

alguns dos pontos. Logo, os dados de entrada para este tipo de problema sio:

(pontos) n pontos py, ..., p, em movimento continuo;

(informagdo sobre o movimento) um limite r; para a velocidade do ponto p; (i =
1ises,m);

(atualizagdo) um ordculo que dado um ponto e um instante fornece a posicao do ponto

nesse instante;

(consultas) uma seqiiéncia de consultas (g1, g, g3, . . .) que sdo fornecidas on-line e que

devem ser respondidas uma apés outra.

Em termos algoritmicos o que se deseja é que as consultas sejam respondidas o ‘mais rapido’

possivel.
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consulta pi?

ordculo e
usudrio programa (sensor) Lo / A\ I

resposta pi(t)

mundo real

Figura 3.1: O modelo de Kahan.

Devido ao grande nimero de pontos que estao em movimento é impraticivel ao pro-
grama, por questao de tempo, atualizar a posicao de todos os pontos antes de responder
a cada consulta. Desta forma, qualquer algoritmo incumbido de responder as consultas
fornecidas pelo usudrio deve escolher alguns pontos (ndo muitos) que terao as suas posicoes
atualizadas, antes que uma resposta possa ser dada. Para fixarmos as idéias consideremos o
exemplo apresentado por Kahan [28]. Em animacao de um simulador de véo uma consulta
pode ser: “Quais avides estdo no campo de visao?”. Para responder a esta pergunta é
certamente desnecessario atualizarmos as posigoes de avides que no instante anterior esti-
vessem longe do campo de visdao e cujos limites de velocidade ndo permitem que estes j4
tenham alcangado o campo de visao. Assim, para um algoritmo que responda a este tipo
de consulta basta atualizar somente as posi¢oes daqueles avides que tém alguma chance de
estarem no campo de visdao. Kahan propds, para alguns problemas, estratégias que, levando
em conta a velocidade maxima de cada ponto, escolhem os pontos que devem ter as suas

posigoes atualizadas.

Na realidade o modelo de problema estudado por Kahan em [28, 29] nio se enquadra
perfeitamente no que chamamos de problema de tempo-real, tendo em vista que a decisio
para atualizar a posicio de um ponto deixou de fazer parte da entrada e passou a fazer
parte do algoritmo. Kahan [28] chamou este tipo de problemas de Data Motion Problems.

O modelo estd ilustrado na Figura 3.1: o usudrio faz uma consulta on-line ao programa;
o dispositivo de atualizagdo captura uma “foto instantinea” do mundo real, envolvendo os
objetos em movimento; o programa ao processar a consulta pode requerer posi¢oes atuais
de alguns pontos o qual é fornecido através do oraculo considerando a foto instantinea; o
programa processa as posigoes atuais dos objetos, talvez faga novos requerimentos de po-
si¢oes atuais considerando a mesma foto instantanea; finalmente devolve o valor da consulta

ao usudrio. Assim, o valor da consulta corresponde ao instante no qual foi feita 4 consulta.

Outros exemplos de problemas em ciéncia da computagio, do tipo Data Motion Pro-
blems sdo: determinar o fecho convexo de pontos em movimento; controle de trafego aéreo;
manter posicoes relativas de objetos em movimento em aplicagées de visdo computacional;

e comutar estacao de transferéncia para telefonia celular em movimento.
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Medidas de complexidade

A eficiéncia dos algoritmos para o tipo de problema de tempo-real tratado por Kahan
serd medida através do nimero de operacées primitivas feitas pelo algoritmo e também
através do nimero de vezes que o algoritmo chama o ordculo para atualizar a posicao de
um determinado ponto. No modelo de tempo-real a chamada ao oraculo é considerada uma

opera¢ao primitiva, ou seja, o custo para atualizar a posigdo de um ponto é constante.

Seja Q := (q1,92, 93, -..) uma seqiiéncia de consultas on-line. Denotaremos por C'Z(q)
e C’f{(q), respectivamente, o tempo gasto e o nimero de atualizagoes feitas por um algo-
ritmo A para responder a consulta g. O tempo gasto no pior caso por um algoritmo A
é supg maxg,eq C7T(g;). Um algoritmo nao-deterministico L é dito sortudo (lucky) se pa-
ra responder corretamente a qualquer consulta o algoritmo executa um nimero minimo
de atualizagoes, ou seja chamadas ao ordculo. Diremos que um algoritmo A é k-sortudo
(within k of lucky) se CY(q) < CY(q) + k para toda consulta ¢ e diremos que o algorit-
mo A é k-fator-sortudo (k-lucky) se para um nimero de pontos suficientemente grande
CY(q) < kCY(qg) + O(1) para toda consulta gq. Um algoritmo A é k-sortudo étimo (update
optimal) se A é k-sortudo e nao existe um algoritmo k’-sortudo para k' < k e diremos que
A tem k-fator-sortudo étimo (optimal lucky ratio) se A é k-fator-sortudo e nio existe um

algoritmo k'-fator-sortudo para k' < k.

Chamaremos de regiao livre (free range) de um ponto p & menor regiao do espaco R?
que sabemos com certeza conter o ponto p. Assim, no instante em que a posicio de um
ponto ¢ atualizada a sua regiao livre se restringe a um tinico ponto. O conjunto de todas
as regioes livres € o estado do conhecimento (state of the knowledge) do problema.

A medida de desempenho relativa proposta por Kahan é semelhante & andlise de al-
goritmos on-line competitivos (competitive on-line algorithms) sugerida por Sleator e Tar-
jan [41], onde o desempenho de um algoritmo on-line é medido através da comparacio com

o desempenho de um algoritmo (deterministico) off-line 6timo.

3.3 Modelo cinético

No modelo cinético, o movimento dos pontos pode ser alterado on-line. A estrutura de
dados cinética (EDC) proposta por Basch, Guibas e Hershberger [13, 14] tem como objetivo
manter continuamente a descri¢ao combinatéria de um objeto geométrico determinado por
um conjunto de pontos em movimento. Os dados de entrada para um problema, no modelo

cinético, sao:

e (pontos) n pontos py,...,p, em movimento continuo;
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e (informacao sobre o movimento) um plano de véo para cada ponto;

e (atualizagdo) uma seqiiéncia de alteracoes de planos de véo que sao fornecidas on-line.

O plano de véo pode ser uma equacao descrevendo o movimento do ponto, esta equagao
¢ tipicamente um polinémio. Nao incluimos consultas na entrada j4 que a descricio com-
binatdria do objeto geométrico de interesse estd prontamente disponivel ao usudrio a todo
instante; tudo se passa como se cada vez que o usudrio desejasse, digamos, o fecho convexo

dos pontos, o programa fornecesse prontamente a sua descri¢ao combinatdria.

Apesar dos pontos se moverem continuamente e, portanto, o objeto geométrico con-
siderado também estar se movendo continuamente, a descricdo combinatéria deste objeto
s6 muda em certos momentos criticos discretos. A técnica utilizada por Basch, Guibas e
Hershberger [13, 14] para se manter a descricdo combinatéria de um objeto geométrico em

movimento continuo se concentra exatamente nestes momentos criticos.

Definimos um certificado como sendo simplesmente um predicado geométrico sobre um
nimero constante de pontos em movimento. Por exemplo, consideremos dois pontos p
e ¢ no plano, um certificado pode ser algo do tipo “o ponto p estd acima do ponto ¢”.
Usando os planos de v6o dos pontos podemos, para cada certificado, determinar o momento
em que este deixa de ser vélido, isto é, podemos computar o seu prazo de validade. Os
certificados sao armazenados em uma fila de prioridade que os mantém em ordem de prazo
de validade. A violacao de um certificado é chamada de evento. Quando um evento causa
uma mudanca na descrigao combinatéria do objeto geométrico mantido ele é chamado de
evento externo (ou evento topoldgico, cf. [25, 38, 39, 37]); quando ele ndo afeta a descricao,
mas causa somente atualizacoes nos certificados, na fila e em outras eventuais estruturas de
dados, por razoes de consisténcia, ele é dito um evento interno. Observe que o ntiimero de
eventos externos depende do tipo de objeto geométrico mantido e do tipo de movimento.
No entanto, o nimero de eventos internos depende da estrutura de dados cinética para
o problema considerado. Os eventos associados aos certificados InCircle(py, p2,p3,p4) €

Left(p1,p2,p3), ilustrados na Figura 3.2 (que j4 foi vista na Introducio), sdo externos.

Uma estrutura de dados cinética é constituida por certificados, algoritmos, e estruturas
de dados, que em conjunto mantém a descrigdo combinatéria do objeto geométrico de

interesse. Mais especificamente, uma EDC consiste de:

e um algoritmo de preprocessamento;
e um conjunto de certificados;

e algoritmos para processar os diversos tipos de eventos e as mudancas de plano de voo;
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InCircle(p), p2,P3, P4): "0 ponto p4 estd no interior Left(py,p2,p3): “o ponto p3 estd A esquerda do
do circulo determinado pelos pontos py, p2, e p3” segmento (orientado) pyp2"
p2 P2 /
P p3
1
P
<——
Diagrama de Delaunay Fecho Convexo

Figura 3.2: Ilustracao dos certificados InCircle e Left.

e uma fila de prioridade contendo os certificados em ordem de prazo de validade,

também chamaremos esta fila de uma fila de eventos; e

e algumas estruturas de dados auxiliares.

O algoritmo de preprocessamento produz a descri¢gao combinatéria e determina os cer-
tificados iniciais. Estes certificados serdo armazenados em uma fila de prioridade que os
mantém em ordem de prazo de validade. Além disso, este algoritmo deve inicializar even-

tuais estruturas de dados auxiliares.

O conjunto de certificados mantidos pela estrutura de dados cinética formam uma prova

da corretude da descrigio combinatéria atual.

Os algoritmos que processam os diversos tipos de eventos e as mudancas de plano de
voo tém como objetivo manter a descricdo combinatéria do objeto geométrico de interesse e
assim continuar com a “simulagdo” do movimento dos pontos. Quando ocorre um evento o
certificado que perdeu a sua validade deve ser removido da fila e os certificados para a nova
descri¢ao combinatéria do objeto devem ser calculados. Talvez outros certificados também
tenham que ser removidos da fila e alguns outros novos tenham que ser inseridos. Quando
um ponto muda o seu plano de voo, todos os certificados na fila de eventos que dependem
dele devem ser recalculados e ter suas posi¢des na fila atualizadas. O novo conjunto de

certificados devem formar uma prova de corretude para a nova descricao combinatéria.

Como determinar uma FDC para um dado problema no modelo cinético? Basch, Gui-
bas e Hershberger [13, 14] descrevem algumas técnicas de como determinar tais estruturas.
Eles aplicaram as suas técnicas ao Problema do méximo, par mais-préximo, fecho convexo
e outros. Inicialmente, os autores consideram um algoritmo apropriado que resolve a versao
estdtica do problema de interesse, posteriormente este algoritmo é usado para criar a estru-
tura de dados cinética. O processo de se obter uma estrutura de dados cinética a partir de

um algoritmo estdtico é chamado de cinetizacao. Uma técnica geral de cinetizacio consiste
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em tomar-se como certificados os cdlculos intermedidrios feitos pelo algoritmo estatico.

Medidas de complexidade

Na andlise da complexidade dos algoritmos cinético suporemos que as seguintes operagoes
podem ser realizadas em tempo constante, ou seja, estas operagoes sio consideradas ele-

mentares:

e calcular o posicao de um ponto em qualquer instante;

e resolver equagoes do tipo Q(t) = 0, onde Q(t) é um polinémio de grau limitado.

Uma estrutura de dados cinética é avaliada de diversas maneiras diferentes. Denotare-
mos por n 0 nimero de pontos em movimento. Uma estrutura de dados cinética que seja
boa deve manter uma estrutura de certificados que permita que o custo de processar qual-
quer evento seja pequeno, por ‘pequeno’ queremos dizer assintoticamente poli-logaritmico
em n, i.e. O(polilogn), ou O(n¢) para alguma constante positiva ‘pequena’ . Uma estrutu-
ra de dados que satisfaca esta condigao serd dita de resposta rdpida (responsive). Existem
outras propriedades que sao desejdveis em uma estrutura de dados cinética. Intuitivamente
¢ interessante que a razao entre o ntimero total de eventos e o nimero de eventos externos
seja 0 menor possivel, ji que o niimero de eventos externos ¢ um limite inferior para o custo
de qualquer algoritmo que mantenha a descricio combinatéria. A estrutura de dados serd
chamada eficiente se a razao entre o ntiimero total de eventos processados no pior caso e o

nimero de eventos externos no pior caso for pequena.

Agora voltemos nossa aten¢ao para aspectos de espaco gasto por uma estrutura de dados
cinética. Nés diremos que a estrutura é compacta se o niimero maximo de certificados na
fila de prioridade for assintoticamente linear no niimero de pontos. Finalmente, a estrutura
serd local se para cada ponto dado o nimero maximo de certificados na fila de prioridade
envolvendo o ponto é pequeno (i.e., O(polilog n)). Esta propriedade é crucial para o

tratamento eficiente de mudangas em planos de véo.

Considere, por exemplo, a estrutura de certificados considerada na introdugao que forma
uma prova da corretude da descrigao combinatéria da Triangularizagio de Delaunay. Nesta
estrutura temos um certificado do tipo InCircle para cada tridngulo. Como cada ponto
pode pertencer a §2(n) destes triangulos, entdo a mudanca no plano de véo de um ponto
pode chegar a causar a atualizagdo de Q(n) certificados. Portanto, apesar da estrutura
de dados cinética derivada desta estrutura de certificados ser compacta, ela nao é local e,

portanto, nao € apropriada para alteragoes no plano de voo.
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Ao analisarmos uma estrutura de dados cinética estaremos interessados em determinar
se ela é de resposta répida, eficiente, compacta e local; se for assim ela serda chamada de

otima.

*kok

O modelo de Atallah ¢ apropriado para realizar estudos tedricos sobre a descri¢do combi-
natoria do objeto geométrico considerado. Os resultados dependeram do tipo de movimento
dos pontos. Neste modelo, a seqiiéncia formada pela descricoes combinatérias do objeto

geométrico considerado tem comprimento finito.

No modelo de Kahan, construir uma solugao para um problema dado, compreende duas
fases: identificar uma estratégia que nao faz muitas atualizagdes para resolver o problema,

e encontrar um algoritmo eficiente que implementa tal estratégia.

Também, no modelo cinético, construir uma solugao para um problema dado compreen-
de duas fases: resolver a versdo estdtica do problema, e manter a estrutura de certificados
quando comega o movimento dos pontos. Os célculos prévios sao mantidos com o objetivo

de atualizar a estrutura de certificados mais eficientemente.



CAPITULO 4

Problema do maximo

Formulamos o problema do mdzimo da seguinte maneira: dados: n pon-

tos movendo-se de maneira continua sobre o eixo das ordenadas; deter-

minar: um ponto de maior ordenada. (Veja Figura 4.1.) Diremos que a

ThomgRa]

> ordenada de um ponto é o seu valor. O problema estatico do maximo con-
I3 siste simplesmente em encontrar o méaximo de uma seqiiéncia de niimeros.

cempo) | Este ¢ um problema basico que aparece como sendo o primeiro proble-
ma tratado nos artigos de Atallah [9, 10], Kahan [28] e Basch, Guibas e

Hershberger [13, 14]. Dependendo do modelo os pontos serdo dados de

maneiras diferentes: através de planos de voos ou de limites de velocidade e oraculos.

y y | ,
envelope superior

P29, P \ /
ps Ps ; , i
P4 @4 P4
Ps &} Pe '
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| i )

T t1 t2 t3 t

Figura 4.1: Pontos movendo-se no eixo das ordenadas a uma velocidade constante.

Na Secao 4.1 trataremos do Problema do méximo no modelo off-line. Como veremos,
neste modelo, o problema se reduz ao célculo do envelope superior das funcdes que descre-

vem o movimento dos pontos.

No modelo de tempo-real os pontos se movem sobre o eixo das ordenadas respeitando
limites de velocidade dados. O tnico tipo de consulta que deve ser respondida em tempo-real

22
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¢ “Qual é o ponto com maior valor?”. Descreveremos, na Secao 4.2, o algoritmo apresentado
por Kahan [28] para tratar do Problema do mdximo no modelo de tempo-real. A estratégia
utilizada por Kahan, para responder as consultas, consiste em somente atualizar a posicao

dos pontos que sdo ‘candidatos a maximo’.

No modelo cinético, para cada um dos pontos em movimento sobre o eixo das ordenadas
¢ dado o seu plano de voo e uma seqiiéncia de alteragoes de planos de voo que sio fornecidas
on-line. Neste modelo, o primeiro problema que devemos encarar é o de encontrar uma
estrutura de certificados conveniente. Consideraremos as trés estruturas de certificados
apresentadas por Basch, Guibas e Hershberger [13, 14] que ilustrario exemplos simples
de estruturas de dados cinéticas (EDC). Na Secao 4.3 consideraremos trés estruturas de
certificados apresentadas por Basch, Guibas e Hershberger [13, 14] que ilustrardo exemplos
simples de estruturas de dados cinéticas (EDC). A primeira estrutura é denominada Ordem
Cinética, cuja estrutura de certificados forma uma prova da ordem dos valores dos pontos.
A segunda estrutura é chamada de Heap Cinético que é uma EDC onde os certificados sao
provenientes de um heap. Finalmente, a terceira estrutura é chamada de Torneio Cinético

na qual a estrutura de certificados é baseada em um torneio.

4.1 Maximo off-line

O problema do mdzimo, no modelo off-line, consiste em dado: um conjunto S de n pontos
em movimento sobre o eixo das ordenadas; e a equacao do k-movimento de cada um desses
pontos (os planos de voo dos pontos); determinar: uma seqiiéncia de pontos de maior

ordenada de S ao longo do tempo.

A seqiiéncia de pontos de maior ordenada de S consiste em uma seqiiéncia formada por
pontos de S. Nesta seqiiéncia os pontos de .S sdo listados na ordem cronolégica em que
eles aparecem como ponto de maior ordenada. Assim, o primeiro ponto na seqiiéncia é um
ponto de maior ordenada no instante inicial ¢ = ¢y e o 1ltimo ponto na seqiiéncia é um

ponto de maior ordenada no instante t = +oo0.

Sejam y1,...,y, as n funcdes reais que descrevem o movimento de cada ponto sobre
o eixo das ordenadas. Deseja-se, para cada instante ¢, determinar qual é o ponto com
a maior ordenada, isto é equivalente a obtermos h(t) := maxi<i<n{yi(t)}. A funcio h é
formada por partes das fungoes y,, .. ., yn, este niimero de partes é chamado de complezidade
combinatdria de h. O gréfico da func¢do h é o envelope superior das curvas formada pelos

graficos de yi, ...,y (a situacdo encontra-se ilustrada na Figura 4.2).

Atallah determinou a complexidade combinatéria da fungdo h relacionando envelope

superiores ao comprimento As(n) da maior seqiiéncia de Davenport-Schinzel de ordem s
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Figura 4.2: A funcao h.

sobre um alfabeto de n simbolos. Se yi,...,y, sdo fungdes reais continuas tais que y;
e y;j coincidem em no maximo s pontos, 1 < ¢ < j < n, entdo a funcdo h é formada
por no mdximo As(n) partes, e este limite é o melhor possivel (veja Corolario 2.3). A
complexidade combinatéria de h é um limite inferior para a complexidade de qualquer
algoritmo que resolve o problema do méximo off-line (No modelo cinético a alternancia entre
partes de h corresponderdo a eventos externos). Outros resultados sobre a complexidade
combinatéria da funcdo h, no caso em que as funcgoes que descrevem o movimento dos

pontos tem descontinuidades ou transi¢oes, pode-se encontrar no Capitulo 2.

Atallah mostrou como uma descrigdo combinatéria de h pode ser construida através
de um algoritmo do tipo divisao-e-conquista em tempo O()s(n)logn), onde A\s(n) é um
limitante superior para a complexidade combinatéria de h. Lembremos que para s fixo
As(n) é da ordem de nlog* n (veja Capitulo 2). Agora, dada a descri¢io combinatéria de
h podemos determinar o ponto de S de maior valor em tempo O(log A\s(n)). O seguinte

algoritmo calcula a descri¢do combinatéria de h.

Algoritmo EnvelopeRecursivo. Recebe um conjunto S de n funcdes reais
que descrevem o movimento de cada ponto sobre o eixo das ordenadas e devolve,

para cada instante £, o ponto com a maior ordenada.

Alternativa I |S|=1

Devolva a tnica funcao de S e pare.

Alternativa II |S]| > 1
Particione o conjunto S em dois subconjuntos, S, e Sy, de tamanhos aproximadamente
iguais.
Seja E. e Eq o envelope superior de S, e Sy, respectivamente, ou seja:

Ee(t) = MmMaXyeS, {yi(t)}'
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Eq(t) = maxyes,{vi(t)}-
Devolva E(t) = max{E.(t), Eq4(t)} e pare.

4.2 Maximo de tempo-real

O problema do mdzimo, no modelo de tempo-real, consiste em dados: um conjunto S de
n pontos em movimento continuo sobre o eixo das ordenadas; para cada ponto de S um
limite superior sobre sua velocidade; um ordculo que atualiza a posi¢ao de um ponto dado;
e uma sequéncia de consultas do tipo “Qual o ponto de maior valor?”, que sio fornecidas

on-line; responder em tempo-real: cada consulta um apés outra.

Neste modelo os pontos y,...,y, estdo em movimento sobre o eixo das ordenadas
com limites de velocidade ry,...,7,, respectivamente. O pontos correspondem a objetos
externos ao computador, assim o valor de cada ponto deve ser obtido através de uma
chamada ao orédculo (que pode ser um dispositivo fisico como um radar). Denotaremos por

y1(t),...,yn(t) os valores dos pontos no instante ¢.

A estratégia ingénua para responder a uma consulta é primeiro atualizar a posicio
de cada um dos pontos, através de n chamadas ao ordculo, e depois comparar os seus
valores. Para melhorar a estratégia ingénua podemos apelar para o senso comum: podemos
temporariamente ignorar os pontos que, quando da tltima atualizacao, tinham valores bem
menores que o maximo e que devido aos limites de velocidades certamente nio alcancaram

o valor maximo atual.

Consideremos a seguinte estratégia n-fator-sortudo. Quando um ponto y; é atualizado
no instante ¢, ele obtém a prioridade p; = (max(t) — y;(t))/(ri +rmax) + ¢, onde max(t) é o
valor do ponto médximo no instante ¢ e max é o limite de velocidade do ponto méximo. Esta
prioridade representa o menor instante em que o ponto y; poderia alcangar o ponto que era o
méximo no instante ¢. Assim, se um consulta é feita em um instante 7" entio o subconjunto
de pontos com prioridade nao maior que 7" deve ser atualizado para determinarmos o ponto

méaximo e respondermos a consulta.

Esta estratégia baseada em tempo-para-alcangar-o-maximo pode economizar atuali-
zagOes, mas em geral nao constitui uma boa estratégia. De fato, suponha que um ponto
maximo em um instante ¢ tenha o seu valor acrescido com velocidade méxima. Suponha que
uma nova consulta é feita no instante 7. A um algoritmo sortudo basta somente atualizar o
valor de um ponto (o do méaximo) para responder 4 consulta corretamente (lembremos que
um algoritmo sortudo é um algoritmo nao-deterministico que atualiza um ntimero minimo
de pontos). Em contraste, um algoritmo baseado nessa estratégia que prioriza o tempo

poderia chegar a fazer n atualizagbes para a mesma situacao, se a prioridade de maior valor
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nao for maior que o instante 7" no qual é feito a consulta.

A seguir descrevemos uma estratégia mais eficiente, proposta por Kahan, a qual atualiza

os pontos de acordo com uma outra medida de prioridade.

Para ¢ = 1,...,n associaremos o ponto y; & reta l;(t) = r;(t — ') + y;(t') que passa pelo
ponto (t',;(t')) com tangente igual a r;, onde ¢’ é o instante mais recente no qual o valor do
ponto y; foi atualizado. Chamaremos uma tal reta de reta limite do ponto y; (em relacio ao
instante ). A Figura 4.3 ilustra vdrias retas limites que sio associadas a pontos. Diremos
que o valor [;(T) é o valor limite do ponto y; no instante 7', tendo em vista que /;(T) é um

limitante superior para o valor do ponto y; no instante 7' (i = 1,...,n).

y

envelope superior

Figura 4.3: Retas limites para velocidades nao uniforme.

Suponhamos que uma consulta é feita no instante 7. As ordenadas dos pontos de
intersec¢do da reta x = T correspondem aos valores limites do respectivos pontos. A
estratégia para atualizacdo de pontos, proposta por Kahan, a fim de responder & consulta
feita consiste em atualizar a posi¢do dos pontos, em ordem decrescente dos seus valores
limites, até que o valor atualizado de um ponto seja maior que os valores limites de todos
os pontos que ainda nao foram atualizados no instante 7. Quando um ponto y; é atualizado
no instante 7', a reta limite correspondente a ele é transladada de tal forma que passe pelo
ponto (T, y;(T)).

Em seu artigo Kahan [28] mostra que o algoritmo que implementa a estratégia acima leva
tempo O(ulog? n) para responder a uma consulta, onde u é o niimero de atualizacoes. A
seguir descrevemos mais detalhadamente esta estratégia para o caso particular no qual todos
os pontos tém o mesmo limite de velocidade. Mostraremos que o algoritmo baseado nesta
estratégia € 1-sortudo e gasta tempo O(ulogn) para responder a uma consulta. Antes de

prosseguirmos lembremos o que significa um algoritmo ser k-sortudo. Seja Cg(q) 0 numero
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de atualizagoes feitas por um algoritmo A para responder & consulta q. Um algoritmo
nao-deterministico L é dito sortudo se para responder corretamente a qualquer consulta
o algoritmo executa um numero minimo de atualiza¢ées, ou seja chamadas ao oraculo.
Finalmente, dizemos que um algoritmo A ¢ k-sortudo se CY(q) < CY(q) + k para toda

consulta q.

Limite de velocidade uniforme

Consideremos a situacdo mais simples onde o limite de velocidade de todos os pontos é o
mesmo, isto é, r; = --- =17, = 7. A Figura 4.4 ilustra as retas limites para esta situacao.
Para limite de velocidade uniforme a estratégia de atualizacao, proposta por Kahan, é mais

eficiente que a estratégia baseada em tempo-para-alcangar-o-maximo.

Y

Nt

tj t;

Figura 4.4: Limite de velocidade uniforme.

Suponhamos que uma consulta é feita no instante 7. Denotemos por ¢; o instante da
ultima atualizacao do valor do ponto y; (¢ = 1,...,n). Suponhamos que no instante 7" o

valor limite do ponto y; é maior ou igual ao valor limite do ponto y;, ou seja,
L(T) = yi(t:) + r(T — t:) > y;(t;) + (T — t;) = 1;(T),

que € equivalente a
vi(ti) —rti > y;(t5) — rt;.

Definimos a prioridade p; do ponto y; como sendo y;(t;) — rt; (i = 1...n). Notemos
que a prioridade nao depende do instante atual T em que a consulta foi feita. Portanto,

para responder & consulta feita, primeiro consideramos um ponto com prioridade maxima e
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atualizamos o seu valor que serd o nosso maximo temporario maxtemp. A seguir, passamos
a atualizar a posigao dos pontos em ordem decrescente de prioridade, e fazemos maxtemp :=
max{maxtemp, y;(T')}, onde y; é o ponto que acabou de ser atualizado. O processo para
quando encontramos um ponto y; tal que a sua prioridade p; é menor ou igual a maxtemp —
rT. Finalmente, a consulta é respondida e as prioridades de todos os pontos atualizados é

recalculada.

Chamaremos de Algoritmo MazimoDeTempoReal o algoritmo que implementa a es-
tratégia que acabamos de descrever para responder a uma consulta. Kahan mostrou que o
Algoritmo MaximoDeTempoReal faz no maximo uma atualiza¢do a mais que um algoritmo
sortudo.

Algoritmo MaximoDeTempoReal. Recebe um conjunto S := {y,...,yn}
de pontos em movimento continuo sobre o eixo das ordenadas, um limite de
velocidade 7 para todos os pontos, uma consulta feita no instante 7', um oraculo
que fornece a posicao de qualquer ponto no instante 7'; e devolve um ponto com

maior valor no instante 7.

Cada iteragao comega com um subconjunto P dos pontos de S que ainda precisam ser
examinados pelo algoritmo, um real maxtemp correspondente ao valor do ponto méaximo
tempordrio, e um ponto y que serd examinado na itera¢ao. Denotaremos por Q o conjunto
S — P. A primeira iteragao comega com P = S, Q = (), maxtemp = —o0, e y sendo o ponto

de S com maior prioridade. Cada iteragao consiste no seguinte:

Alternativa I P # ()
Seja p a prioridade do ponto y.

Caso 1 p > maxtemp — 7T
Atualize o valor do ponto y.
Seja maxtemp’ = max{maxtemp,y(7")} e Q' o conjunto Q + .
Seja ainda P’ o conjunto P — y e seja y’ o ponto de P’ com maior prioridade.
Comece nova iteragdo com P’, @', maxtemp’ e ¥’ nos papéis de P, Q, maxtemp e
Y.

Caso 2 p < maxtemp — 77T
Determine a nova prioridade dos pontos em @ para uma futura consulta.

Devolva o ponto de valor maxtemp e pare.

Alternativa IT P =0

Determine a prioridade de todos os pontos em @ (= S) para uma futura consulta.
Devolva. o ponto de valor maxtemp e pare.
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Corretude do Algoritmo MaximoDeTempoReal

O algoritmo atualiza o valor dos pontos em ordem decrescente de prioridade, ou, equi-
valentemente, em ordem decrescente de valor limite no instante 7. No inicio o valor do
ponto com maior prioridade (que é um candidato a maximo), serd o méaximo tempordrio.
Enquanto o Caso 1 ¢ executado, o valor do ponto y examinado na iteragio tem chance de
ser maior que maxtemp, entao seu valor é atualizado e comparado com maxtemp. Suponha
que para um ponto y € vailido o Caso 2 e que ¢ foi o ultimo instante no qual este ponto foi

atualizado, isto implica que:
p+71T =y(t) + (T —t) < maxtemp

ou seja, o valor limite para o ponto y, no instante 7, é menor que o valor do maximo
tempordrio, o mesmo acontece para todos os demais pontos que tem prioridade menor que

a prioridade do ponto y. Neste passo, maxtemp é o valor de um ponto méximo.

Andlise do Algoritmo MaximoDeTempoReal

No pior caso o algoritmo faz n atualizagbes. Se implementamos o algoritmo fazendo uso
de uma fila de prioridade para representar o conjunto P, que contém as prioridades dos
pontos, a complexidade de tempo do Algoritmo MaximoDeTempoReal, para responder uma
consulta ¢, 6 CT(q) = O(ulogn), onde u é o niimero de atualizacoes feitas pelo algoritmo.
No modelo de tempo-real deseja-se minimizar este niimero u de consultas feitas ao oraculo.

Teorema 4.1 (Kahan [28]) O Algoritmo MazimoDeTempoReal é 1-sortudo. ]

Kahan também considera alguns problemas semelhantes ao problema do maximo: o

problema da mediana e o problema do menor intervalo.

4.3 Maximo cinético

O problema do mdzimo, no modelo cinético, consiste em dado: um conjunto S de n pontos
em movimento continuo sobre o eixo das ordenadas; um plano de v6o para cada ponto, uma
sequéncia de alteracoes de planos de véo que sao fornecidas on-line; manter: a descricao

combinatoéria do ponto de maior ordenada, ou seja o ponto de maior valor.

Seja yp (¢ = 1...n) a ordenada de cada ponto p. Deseja-se, neste modelo, manter con-
tinuamente o ponto de maior ordenada. Consideraremos a seguir trés estruturas de dados
cinética apresentadas por Basch, Guibas e Hershberger [13, 14] que resolvem o problema

do maximo cinético.
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4.3.1 Sort cinético

A primeira EIDC para o Problema do méximo, a qual chamaremos de Sort cinético, é
baseado na cinetizagdo de uma lista de pontos ordenados de acordo com sua y-coordenada.
Pode-se usar qualquer algoritmo de ordenagdo para preprocessar os pontos e criar a lista.
Para cada par de pontos consecutivos na lista teremos um certificado que sera inserido em
uma fila de prioridade ordenada de acordo com o seu prazo de validade. Este prazo de
validade consiste no tempo que decorrera até que estes pontos se encontrem (neste instante
a sua ordem relativa serd alterada). Quanto menor o prazo de validade, mais préximo do
inicio da fila se encontra um certificado. Quando dois pontos consecutivos se encontram
temos um evento, ou seja, a violagao de um certificado. Assim que ocorre um evento a
ordem na lista dos pontos envolvidos deverd ser trocada e, no méximo, trés certificados
deverao ser removidos da fila e trés novos certificados deverao ser inseridos, como ilustrado
na Figura 4.5. Como operacoes bdsicas envolvendo a fila de prioridade gastam tempo
O(logn), entao esta EDC é de resposta rdpida. Para cada ponto temos que a fila de
prioridade tem no maximo dois certificados envolvendo o ponto. Logo, esta FDC é local.
Esta EDC também é compacta j& que o nimero total de certificados na fila de prioridade é
n — 1. Infelizmente a EDC nao ¢ eficiente. De fato, imagine a metade dos pontos parados
e a outra metade passando sobre eles com velocidade constante. Nesta situacio a EDC
deve processar ©(n?) eventos, enquanto que o nimero eventos externos no pior caso (i.e.,

mudangas na descri¢do combinatéria) é O(n). A situacio estd ilustrada na Figura 4.6.
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Figura 4.5: Processamento de um evento na FDC Sort cinético.

4.3.2 Heap cinético

A segunda EDC para o Problema do maximo, que ser4 chamada de Heap cinético, é baseada

na cinetizagao de um heap binario. Um algoritmo estético deverd preprocessar os pontos a
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v=20
T

Figura 4.6: Exemplo onde uma estrutura de dados cinética baseada em certificados de

consecutividade dos pontos deve processar ©(n?) eventos.

fim de criar um heap que devera conter os pontos de acordo com o valor da sua ordenada.

A cada aresta do heap faremos corresponder um certificado que garante que o ponto
associado ao no filho estd abaixo do ponto associado ao né pai (por abaixo entenda-se ‘tem
ordenada menor’). Logo, eventos ocorrem quando pai e filho se encontram. Processar um
evento consiste em: trocar as posicoes dos nds pai e filho no heap; remover da fila no maximo
cinco certificados; e inserir na fila no maximo cinco novos certificados. O processamento de

um evento estd ilustrado na Figura 4.7.

evento(b,¢) - :

Figura 4.7: Processamento de um evento na EIDC Heap cinético.

Como podemos ver o processamento de um evento gasta tempo O(logn), assim a EDC
Heap cinético é de resposta rdpida. Além disso, para cada ponto existem no méaximo trés
certificados que dependem dele. Logo, esta FIDC é local. Como o nimero de arestas no
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heap é n — 1, que ¢ igual ao nimero de certificados na fila de prioridade, a estrutura Heap

cinético também é compacta.

A questao agora ¢ se ela ¢ eficiente, ou seja, quantos eventos esta estrutura Heap cinético
tem que processar no pior caso. Para decidir se uma EDC é eficiente ou nao, necessitamos,
antes de mais nada, do niimero de eventos externos, no pior caso, para o problema tratado.
Os Corolarios 2.3 e 2.5 estabelecem que no pior caso o niimero de eventos externos para
o Problema do mdximo, quando cada dois pontos se encontram um numero limitado de
vezes, é O(nlog* n).

Para a situacao em que os pontos se movem a uma velocidade constante o niimero de
eventos processados é O(nlog®n) (cf. (15]). Logo, o Heap cinético para o Problema do
mdximo com pontos se movendo a uma velocidade constante é uma EDC eficiente (ji que
a razao entre o nimero total de eventos processados no pior caso e o niimero de eventos

externos no pior caso é O(log®n)) e portanto étima.

4.3.3 Torneio cinético

A terceira e tltima estrutura de dados cinética que consideraremos é o chamado Torneio
cinético. Esta estrutura é proveniente da cinetizagdo de uma arvore de decisio para de-
terminar o maximo de um conjunto de valores. Um algoritmo estatico para o Problema
do maximo particiona recursivamente o conjunto de pontos em subconjuntos de tamanhos
aproximadamente iguais, calcula o mdximo de cada subconjunto e devolve maior deles.
Chamaremos este algoritmo, que esta descrito logo abaixo, de Algoritmo MazimoRecursi-

vo. Denotamos por ¥, a ordenada de um ponto p.

Algoritmo MaximoRecursivo. Recebe um conjunto S de n pontos no eixo

das ordenadas e devolve um ponto de S com valor miximo.

Alternativa I |S| =1

Devolva o tinico ponto de S e pare.

Alternativa II |S| > 1
Particione o conjunto .S em dois subconjuntos, S, e Sy, de tamanhos aproximadamente
iguais.
Seja p e ¢ o ponto méaximo de S, e Sy, respectivamente, ou seja:
p = MaximoRecursivo(S,)

g = MaximoRecursivo(Sy)
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Caso 1 y, >y,
Devolva o ponto p e pare.
Caso 2 y, <y,

Devolva o ponto q e pare.

A execugao do Algoritmo MaximoRecursivo, para determinar o ponto de maior valor,
gera uma arvore de decisao, a qual chamaremos de drvore de torneio. Este nome se deve ao
fato de que, vista de baixo para cima, a drvore da decisao forma um torneio para determinar
um campeao (o maior elemento) e cada comparacao pode ser considerada como sendo uma
partida onde um ponto é o vencedor e o outro ponto é o perdedor. Seja T uma arvore de
torneio. Cada né da arvore de torneio faz referéncia a um ponto de S. Nas folhas teremos
referéncias a todos os pontos de S. Cada né interno v de T faréd referéncia ao ponto de
maior valor entre os dois pontos referenciados pelos nés filhos de v. A Figura 4.8 ilustra
uma arvore de torneio associada a oito pontos. Notemos que uma arvore de torneio tem

profundidade O(logn).

A YANAY

Ym 2 YUn yr < ys Yt 2 Vu

Figura 4.8: Arvore de torneio para o Problema do méximo. Cada né interno da &rvore

guarda o ponto de maior valor entre os pontos armazenados nos seus filhos.

Os certificados na FIDC Torneio cinético serdo as comparacoes feitas no Caso 1 ou no
Caso 2. Como ¢ habitual, este certificados serdo armazenados em uma fila de prioridade de
acordo a seu prazo de validade. Esta EDC manters ainda como estrutura de dados auxiliar
a drvore do torneio. A fim de completarmos a estrutura Torneio cinético apresentaremos a

seguir o algoritmo que processa um evento.

Algoritmo ArvRecursao. Recebe como entrada a estrutura Torneio cinético
e a violagao do certificado y, > y, que envolve os pontos p e ¢, e processa tal
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evento (isto é, atualiza o Torneio cinético).

A estrutura Torneio cinético consiste de um conjunto S de n pontos, dados através dos
seus planos de voo, uma fila de prioridade contendo os certificados por ordem de prazo de
validade, e uma arvore de torneio 7. Cada evento na fila de eventos contém referéncias para
os dois nés da drvore de torneio 7" que contém os pontos associados & partida que originou o
evento. O processamento do evento resultante da violagao do certificado y, > y, consistird
em iteragoes. Antes do inicio da primeira iteragido removemos da fila de prioridade o evento
associado ao certificado y, > y, e inserimos o novo certificado y, < y,. Cada iteragio
comega, com um né temp da drvore 7'. No inicio da primeira iteragao temp é o né pai de q

(g é 0 né de T correspondente a ‘partida’ y, > y,).

Alternativa I temp =p

Caso 1 temp nao é raiz de T'
Seja w o né irmao de temp em T, isto é, o n6é que tem o mesmo pai que tmp.
Remova da fila de prioridade o evento associado ao certificado entre tmp e w.
Insira na fila de prioridade o certificado entre q e w.
Troque o ponto referenciado por tmp pelo ponto q.
Seja tmp’ 0 né pai de tmp.
Comece nova iteragdo com tmp’ no papel de tmp.

Caso 2 temp é raizde T

Troque o ponto referenciado por tmp pelo ponto q.

Devolva o Torneio cinético e pare.

Alternativa II temp # p

Devolva o Torneio cinético e pare.

Andlise do Algoritmo ArvRecursao

Quando um certificado perde a sua validade temos a inversao entre o vencedor e perdedor de
uma das partidas. Neste caso os certificados correspondentes aos nés da arvore do torneio,
a partir do né onde ocorreu a inversao, devem ser, um apés outro, removidos da fila de
certificados, e um novo certificado de uma partida envolvendo o novo vencedor deve ser
calculado e inserido na fila, até que este vencedor perca uma partida do torneio (ou seja
considerado o novo campeao). Como a arvore de torneio é balanceada, teremos que no

méximo O(logn) certificados deverdo ser removidos da fila, calculados e inseridos na fila,
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que leva tempo O(log? n), assim a FDC ¢ de resposta rapida. O ponto maximo é o vencedor
em cada uma das partidas, desde o nivel mais baixo até a raiz da drvore de torneio. Logo, a
EDC ¢ local, j& que, no pior caso, existem O(logn) certificados que dependem de um tinico
ponto. A arvore de torneio tem no méximo O(n) nds, e para cada par de nés irméos existe

um evento na fila de prioridade. Portanto, a EDC é compacta.

O ndmero de eventos totais, para o caso de um k-movimento, é O(\¢(n)logn), onde
Ak(n) é o comprimento de uma seqiiéncia de Davenport-Schinzel de ordem & sobre um alfa-
beto com n simbolos (veja Capitulo 2). Seja C(n) o niimero de eventos totais processados
pela FDC para manter o ponto méximo de n pontos movendose sobre o eixo das ordenadas.
Devido a recursividade da arvore de torneio, esta quantidade é limitada superiormente por
2C(n/2) + Q(n), onde Q(n) é o nimero de eventos processados no pior caso para manter o
ponto mdximo obtido através da comparacao de dois pontos. Cada um destes pontos muda
O(Ak(n)) vezes ao longo do tempo, assim o valor de Q(n) é limitado por O(Ax(n)). Entéao
o numero de eventos totais ¢ O(Ax(n)logn). Logo, a EDC Torneio cinético, para pontos

que se movimentam de acordo com um k-movimento, ¢ eficiente e portanto étima.

*%k

Atallah mostra que o comprimento da seqiiéncia de pontos de maior ordenada, é no
maximo Ai(n) para um conjunto de n pontos, realizando um k-movimento sobre o eixo das
ordenadas. Kahan mostrou que o Algoritmo MaximoDeTempoReal, faz no méximo uma
atualizagdo a mais que um algoritmo sortudo. Estes sdo resultados interessantes do ponto

de vista tedrico, mas nao sao apropriados para implementacao.

Nesta dissertacdo, consideramos trés estruturas de dados cinética para o problema
do mdximo, apresentadas por Basch, Guibas e Hershberger, a saber, Sort cinético, Heap
cinético e Torneio cinético. A EDC Torneio cinético, resulta ser 6tima e ganha do Heap

cinético ja que processa um nimero menor de eventos.



CAPITULO 5

Problema do par mais-proximo

Trataremos neste capitulo do Problema do par mais-préximo. A versao

N s /.| estética deste problema consiste em: dados: um conjunto S de n pontos;

™ \'" Ve encontrar: um par de pontos em S com a menor distancia. A versao

. @ estatica pode ser resolvida em tempo 6timo O(nlogn) através de um
algoritmo do tipo divisao-e-conquista (veja o Capitulo 5 de [36]).

\ @ No modelo off-line, Atallah [9, 10] mostrou que, para pontos realizan-

do um k-movimento em R?, o comprimento de uma seqiiéncia dos pares
de pontos mais-préximos tem comprimento O(n?log* n) e que uma tal seqiiéncia pode ser

computada em tempo O(n?lognlog* n). Na Se¢do 5.1 apresentaremos estes resultados.

Na Segao 5.2 trataremos do Problema do par mais-préximo no modelo de tempo-real.
Neste modelo é necessdria uma estratégia para atualizacio das posicoes dos pontos. Esta
estratégia deve basear-se no estado do conhecimento do problema, ou seja, no conjunto de
regioes livres dos pontos. O que se deseja de um algoritmo de tempo-real é que retorne, o
mais rdpido possivel, um par de pontos mais-préximos no instante em que a consulta foi
feita, e que para isto atualize a posi¢do de um nimero pequeno de pontos. Nio importa
qual seja a estratégia de atualizacdo utilizada, quando cada consulta deve ser respondida
em um prazo limite, erros sao inevitdveis, considere a situacdo em que todos os pontos
estao muito préximos. Kahan [29] propds algumas estratégias de atualizacio e discutiu os

resultados de simulagoes que utilizaram estas estratégias.

Os algoritmos estaticos existentes até recentemente para o problema do par mais-
préximo (como o algoritmo 6timo cldssico) ndo sao apropriados para cinetizacio pois a
estrutura de certificados proveniente destes algoritmos é intrinsicamente nio-local. Basch,
Guibas e Hershberger [13, 14] desenvolveram um algoritmo estdtico 6timo para o proble-
ma estdtico do par mais-préximo que ¢ facil de ser convertido para a versdo cinética. Na

Secdo 5.3 apresentaremos este algoritmo estitico 6timo. Finalmente, na Secdo 5.4, descre-

36
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veremos a cinetizacao do algoritmo da segdo anterior, ou seja, veremos a estrutura de dados
cinética de Basch, Guibas e Hershberger [13, 14] obtida a partir dos certificados provenien-
tes deste algoritmo estatico. Mostraremos ainda que esta estrutura de dados cinética é de

resposta rapida, local, compacta e eficiente.

5.1 Par mais-préximo off-line

O problema do par mais-prézimo, no modelo off-line, consiste em dado: um conjunto S de
pontos em R? realizando um k-movimento; determinar: uma sequiéncia de pares de pontos

mais-préximos de S ao longo do tempo.

Uma segiiéncia de pares mais-prézimos de S é uma seqiiéncia formada por pares de
pontos de S. Na seqiiéncia, os pares de pontos sao listados na ordem cronolégica em que
eles aparecem como um par mais-préximo. Assim, o primeiro par de pontos na seqiiéncia
¢ um par mais-préximo no instante inicial ¢ = ¢y e o ltimo par de pontos é o par mais-

préoximo no instante ¢ = +oo.

Os dois teoremas a seguir estabelecem que, para um conjunto de n pontos realizando um
k-movimento continuo ou um k-movimento com um nimero constante de descontinuidades

e transigoes, 0 maior comprimento de uma seqiiéncia de pares mais-préximos é O(n? log* n).

Se p é um ponto denotaremos por p(t) a equagio que descreve o seu movimento. Por
As(n) denotamos o comprimento da maior seqiiéncia de Davenport-Schinzel de ordem s

sobre um alfabeto com n simbolos (veja Capitulo 2).

Teorema 5.1 (Atallah [9, 10]) Seja D um intervalo de R e S um conjunto de n pontos
P1,..-,Pn em RY realizando um k-movimento sobre D, entao o comprimento mdzimo da
sequéncia de pares de pontos mais-prézimo € Aog(n(n —1)/2). Em particular para k = 1

temos que o comprimento é O(n?) e para k > 1 o comprimento é O(n?log* n).

Prova. A seqiiéncia de pares de pontos mais-préximos pode ser obtida através do cilculo
do envelope inferior das distancias entre cada par de pontos distintos. Seja fij a funcao que
representa o quadrado da disténcia entre o par de pontos p;, p; distintos (1 <14 < j < n),

ou seja:

fii () = Ipi(t) — p; (1))

As m =n(n—1)/2 funcdes f;; satisfazem as hipéteses do Corolario 2.3 para s = 2k, ou

seja, cada par de funcoes distintas se interceptam no méiximo em 2k vezes no intervalo D.
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Portanto o comprimento maximo da seqiiéncia de pares de pontos mais-préximo é Ao (m).
Se k = 1 entdo A\p(m) = 2m — 1 = O(n?). Se k > 1 entdo Aox(m) = O(mlog*m) =
O(n?log* n). [ |

Teorema 5.2 (Atallah [9, 10]) Seja D wm intervalo de R e S um conjunto de n pontos
Ply---,Pn em R realizando wm k-movimento sobre D, ezceto em d pontos de descontinui-
dade e q pontos de transi¢do, entdo o comprimento mdzimo da seqiiéncia de pares de pontos
mais-prozimo € Aok y4dvaq(n(n —1)/2). Em particular, para d e q limitados temos que este

comprimento mdzimo é O(n?log* n).

Prova. A prova é similar ao Teorema 5.1. No presente caso as funcoes fij tem no maximo
2d pontos de descontinuidades e 2q pontos de transi¢oes. Cada par de funcoes distintas se

interceptam no maximo em 2k pontos de D. Logo, o teorema segue do Corolario 2.5. i

O seguinte algoritmo calcula a seqiiéncia de pares de pontos mais-préximo sobre um
conjunto de pontos em R? que realizam um k-movimento continuo. O mesmo algoritmo
também pode ser usado sobre um conjunto de pontos realizando um k-movimento com

descontinuidades e transigoes.

Algoritmo ParMaisProximoOff-line. Recebe um intervalo D em R e um
conjunto S de n pontos pi,...,p, em R? realizando um k-movimento sobre D,

e devolve a seqiiéncia de pares de pontos mais-préximo de S.

Passo 1 Seja Cs o conjunto das m = n(n — 1)/2 fungdes que representam o quadrado da

distancias, ao longo do tempo, entre cada par de pontos p; e p; distintos, ou seja:
2 - .
Cs ={fij : fij(t) = |pi(t) —p;(®)I", 1 <i<j<n}

Passo 2 Calcule a seqiiéncia L do envelope inferior de Cs.

Passo 3 Devolva L.

Andlise do Algoritmo ParMaisProximoOff-line

A obtencao, no Passo 1, das m fungbes em Cg pode ser feito em O(m) = O(n?), pois k é
uma constante. Se as fungoes em Cs estao totalmente definidas no intervalo D, entdo pelo
Teorema 5.1 o comprimento da seqiiéncia L é no mdximo Ay (m), e o cilculo do envelope
inferior pode ser feito em tempo O(Agx(m)logm). Para k = 1 temos que a complexidade

de tempo do algoritmo é O(n?logn) e para k > 1 a complexidade é O(n? log nlog* n).
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Se as fungoes em Cs estao parcialmente definidas no intervalo D, ou seja, existem pontos
de descontinuidade e transigao, entdo pelo Teorema 5.2 o comprimento da seqiiéncia L é

no maximo O(n?log* n), e o célculo do envelope inferior leva tempo O(n?lognlog* n).

5.2 Par mais-préximo em tempo-real

O problema do par mais-prézimo, no modelo de tempo-real, consiste em dados: um conjunto
S de n pontos em movimento continuo; para cada ponto de S um limite superior sobre sua
velocidade; um ordculo que atualiza a posigao de um ponto dado; e uma segiiéncia de
consultas do tipo “Qual é o par mais-préximo?” que sio fornecidas on-line; responder em

tempo-real: cada consulta um apds outra.

Lembremos que a regiao livre de um ponto p é a menor regido do espaco que sabemos
com certeza conter o ponto p. Assim, no momento em que a posicio de um ponto é
atualizada a sua regido livre se restringe a um tnico ponto. O conjunto de todas as regides
livres € o estado do conhecimento do problema. Algoritmo de tempo-real mantém o estado

do conhecimento

Um algoritmo de tempo-real para o problema do par mais-préximo necessita atualizar
a posicao de alguns pontos a fim de responder a uma consulta. A atualizagio da posigio
de um ponto consiste de uma chamada ao ordculo. Devido ao tempo gasto em atualizacdes
a resposta fornecida pode nao ser o par mais-préximo corrente. A resposta fornecida pelo

algoritmo serd o par mais-préximo no instante no qual foi feita a consulta.

Um algoritmo de tempo-real serd tdo mais eficiente quanto menor for o nimero de
atualizagoes por consulta, de tal forma que o par mais-préximo retornado coincida com o

par mais-proximo corrente.

Um exemplo estd ilustrado na Figura 5.1. Na figura temos dois intervalos [t§, t]] e [t%, 3]
onde o par mais-préximo nao se altera. Se uma consulta é feita no instante ¢ e a resposta é
dada no instante 1, entdo o par mais-préximo devolvido coincide com o par mais-préximo
no instante ¢;. J4, se uma consulta é feita no instante t5 e a resposta é dada no instante t3

entao o par mais-préximo retornado nao é o par mais-préximo no instante ts.

Desejamos obter algoritmos que, baseados no estado do conhecimento do problema,
atualizem as posicées de um nimero minimo de pontos a fim de que o valor da consulta
seja o par mais-préximo corrente. Nao obstante, erros sio inevitaveis no pior caso, quando,

por exemplo, todos os pontos estao préximos.

Seja p;(t) a posi¢ao do ponto p; no instante £ e r; o limite superior para sua velocidade,
entdo a regido livre para o ponto p; no instante ¢ (¢ > ) é a esfera com centro em p;(f) e
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Figura 5.1: Par mais-préximo de tempo-real.

raio 7;(t — t). Assim posigdes passadas, ou seja o estado do conhecimento, nos fornecem

posicoes atuais aproximadas.

Um primeiro algoritmo para resolver o problema poderia simplesmente atualizar as
posicoes dos pontos que foram atualizadas ha mais tempo. Esta estratégia resultaria em
um algoritmo n-fator-sortudo, ou seja, um algoritmo que pode fazer até n vezes o nimero
de atualizagGes feitas por um algoritmo sortudo (algoritmo ndo-deterministico que para
responder a qualquer consulta realiza um nimero minimo de atualizacdes). De fato, basta
considerar a situagao em que o par mais-préximo corrente foram os tiltimos pontos a serem
atualizados e a distancia entre eles é menor que a distancia entre as regides livres de qualquer
outro par de pontos. Neste situacdo um algoritmo sortudo faria apenas duas atualizacoes

enquanto um algoritmo que implementa a estratégia acima faria n.

Outro algoritmo do tipo guloso, que também ¢é n-fator-sortudo, seleciona um par de
pontos cujas regioes livres sao as mais préximas e atualiza a posicao de um dos pontos, o

processo se repete até que o par mais-préximo seja determinado.

A seguir descrevemos um algoritmo 2-fator-sortudo 6timo, isto é o algoritmo é 2-fator-
sortudo e nao existe um algoritmo k-fator-sortudo com k < 2 (cf. Kahan [29]). Este
algoritmo, o qual chamaremos de Algoritmo Pares é similar ao algoritmo guloso, com a

diferenca que o Algoritmo Pares atualiza a posigao dos dois pontos.

Algoritmo Pares. Recebe um conjunto S de n pontos, o estado do conheci-
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mento do problema, o instante ¢ onde ¢ feita a consulta, um oraculo; e devolve

0 par mais-préoximo para o instante t.

Cada iteragao comega com dois pares de pontos (p*,¢*) e (p,q). Para o inicio da primeira
iteragdo tome para os papéis de p* e ¢* os pontos de S cuja distincia entre as regides livres
é minima. Atualize as posicoes de p* e ¢*. Sejam agora p e g os pontos de S cuja distancia
entre as regioes livres ¢ minima. (Notemos que o estado do conhecimento ja foi alterado,

pois as posicao de p* e ¢* foram atualizadas.) Cada iteragao consiste no seguinte:

Alternativa I A distincia entre p* e ¢* ¢ maior que a distincia entre as regides livres de
pegq.
Se a posi¢ao do ponto p, no instante ¢, ainda nao foi atualizada entio atualize-a.
Se a posicao do ponto g, no instante ¢, ainda nao foi atualizada entao atualize-a.

Caso 1 A distancia entre p* e ¢* é maior que a distincia entre os pontos p e q.
Sejam p' e ¢' os pontos p e g, respectivamente.
Sejam p” e ¢" pontos de S cuja distincia entre as regides livres é minima.
Comece nova iteracao com p’, ¢’, p” e ¢” nos papéis de p*, ¢*, p e ¢, respectiva-
mente.

Caso 2 A distancia entre p* e ¢* é menor ou igual que a distancia entre p e gq.
Sejam p' e ¢’ 0s pontos p* e g*, respectivamente.
Seja p” e ¢" pontos de S cuja distancia entre as regides livres é minima.
Comece nova iteragao com p’, ¢', p” e ¢” nos papéis de p*, ¢*, p e g, respectiva-

mente.

Alternativa II A distincia entre p* e ¢* é menor ou igual a distancia entre as regioes

livres de p e q.

Devolva p* e ¢* e pare.

Andlise do Algoritmo Pares

Para encontrar um par de pontos de S cuja distincia entre as regides livres é minima
precisamos resolver o seguinte problema: dado: um conjunto de n esferas; encontrar: o par
de esferas mais-préxima. Este problema pode ser resolvido em tempo O(nlog n) através
de uma variagao do algoritmo estdtico 6timo para o problema da par mais-préximo. Se
denotarmos por u o nimero de atualizacoes feitas pelo Algoritmo Pares para responder a
uma consulta temos que a complexidade de tempo total do algoritmo é O(un logn).
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5.3 Algoritmo estatico cinetizavel

Na proxima secao descrevemos um estrutura de dados cinética para o problema do par
mais-proximo. A estrutura que veremos é proveniente da cinetizacao do algoritmo estatico

6timo que apresentaremos nesta secao.

Os algoritmos estdticos existentes até recentemente para o problema do par mais-
proximo nao sao apropriados para cinetizagao. Basch, Guibas e Hershberger (13, 14] desen-
volveram um algoritmo estdtico 6timo fécil de ser cinetizado. A estrutura de dados cinética

obtida a partir deste algoritmo é de resposta rapida, local, compacta e eficiente.

Um exemplo de um algoritmo estatico étimo para o problema do par mais-préximo,
que nao ¢ apropriado para cinetizagao, é o algoritmo cléssico de Shamos [36]. O algoritmo
consiste no seguinte. Dado um conjunto S de 7 pontos no plano o algoritmo particiona S
através de uma reta vertical z = zy em dois subconjuntos S, e S; com aproximadamente o
mesmo nuimero de pontos, como ilustrado na Figura 5.2. Calcule recursivamente a distancia
de € 0q entre o par mais-préximo em S, e Sy, respectivamente. Seja § = min{d,, dq}.
Examine todos os pares de pontos que estao dentro da faixa vertical delimitada pelas retas

zo — 6 < z < zg + § para decidir qual é o par mais-préximo.

:IO—(S :L'I() 10+6 X

Figura 5.2: Algoritmo de Divisdo e Conquista para o par-mais préximo

A versao cinética do algoritmo de Shamos requer certificados para manter a divisdo que
é feita, em cada nivel da recursao, sobre o conjunto de pontos, certificados para os pontos
examinados dentro da faixa vertical, certificados para os pontos & esquerda de z = zg — §
e a direita de z = zo + §, mais um certificado para garantir o minimo entre d, e §;. Entdo

um dos certificados para os pontos p do lado esquerdo da vertical z = 2y — § é do tipo
Tp <zTQ—0

Quando o certificado que determina o minimo § entre 6, e §4 é violado temos que
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atualizar todos os certificados que envolvem § podendo este nimero de certificados ser
O(n). De fato, consideremos a situagdo onde o evento acontece no nivel mais profundo da
recursao € o novo minimo entre ¢, e d4 resultante é a distancia do novo par mais-préximo,
nesta situagao todos os certificados do tipo z, < zg — § deverdo ser atualizados. Logo, a

estrutura de dados cinética resultante nao é de resposta rapida.

Descreveremos a seguir o algoritmo estdtico 6timo proposto por Basch, Guibas e Hersh-

berger [13, 14] para calcular o par mais-préximo de um conjunto de pontos no plano.

Algoritmo estdtico 6timo

Para cada ponto p particionemos o semi-plano a direita de p em trés cones tendo p como
vértice (veja Figura 5.3). Veremos que, se esta partigio for feita em trés cones semelhantes,
como os ilustrados na figura, entdo através de um algoritmo do tipo linha de varredura
podemos determinar em tempo O(n logn) uma lista contendo O(n) pares de pontos tal que
entre estes pares se encontra um par de pontos mais-proximo. Com esta lista em maos

podemos determinar em tempo linear um par mais-préximo.

Denotaremos por Cone(p) o cone com vértice p que ¢ limitado por retas que formam um
angulo de +30° com o eixo X das abscissas. Diremos que o Cone(p) est4 sobre o eixo X e
suporemos que o cone inclui a aresta superior, mas nao a inferior. Denotaremos ainda por
Circ(p, r) a circunferéncia de centro p e raio r, e por dist(p, ) a distincia entre os pontos
peq.

Consideremos a parti¢iao do semi-plano a direita de p em trés cones semelhantes como
mostra a Figura 5.3. Denotaremos por X, Y} os eixos X, Y; X, Y e X3, Y3 0s eixos X, YV
rodados de +60° e —60°, respectivamente, como mostrado na Figura 5.3. A argumentacao
a seguir serd feita em termos do cone sobre o eixo X;. Os mesmos argumentos se aplicam

aos outros dois cones através de uma simples rotacao.

Se p e ¢ sao pontos entdo escreveremos p < ¢ se p estd 4 esquerda de g,ousepegq
tém a mesma z-coordenada e p estd abaixo de ¢g. Ao longo desta se¢io denotaremos por
S o conjunto de pontos no plano do qual pretendemos encontrar um par mais-préximo e
por (a,b) um par mais-préximo de S. Podemos supor que a < b e que b € Cone(a), caso
contririo podemos considerar uma rotagao conveniente do plano de +60° para garantirmos
que b € Cone(a).

O algoritmo que determina um par mais-préximo (a, b) baseia-se nos dois lemas a seguir,

que em conjunto estabelecem que o ponto b é o ponto mais a esquerda contido no Cone(a).

Lema 5.3 Seja S um conjunto de pontos no plano e seja (a,b) um par de pontos mais-
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Figura 5.3: Divisao do plano nos trés cones

prézimo em S. Para todo ponto p de S com a < p temos que b nao estd contido em

Cone(p).

Prova. Seja r a distancia entre a e b. Sejam ¢ e d os pontos de intersec¢io entre Circ(a,r)
com a aresta superior de Cone(a) e com a reta vertical que passa pelo ponto a, respecti-
vamente. A reta L; que passa pelos pontos c e d é paralela a aresta inferior do Cone(a).
Analogamente, defini-se a reta Ly que é paralela a aresta superior do Cone(a), como ilus-
trado na Figura 5.4(a). Suponhamos que exista um ponto p € S com a < p e tal que
b € Cone(p). Um tal ponto deve pertencer a regiao R que é limitada pela reta vertical
que passa pelo ponto a, e as retas que passam pelo ponto b e sdo paralelas a L; e Lo
(na Figura 5.4(a) esta regido encontra-se sombreada). Como p esti contido em R entdo
dist(a,p) < dist(a, b), contradigao. |

Lema 5.4 Seja S um conjunto de pontos no plano e (a,b) um par de pontos mais-prozimo

em S. Entdo o ponto b € o ponto mais d esquerda em Cone(a).

Prova. Suponha que b ndo é o ponto mais & esquerda em Cone(a), seja entdo b um tal

ponto mais a esquerda.

Denotemos por R; e Rj as regioes ilustradas na Figura 5.4(b). Temos que b € R; U R,
ja que (a, b) é um par mais-préximo. Sejam g e p as interseccées da reta vertical que passa
pelo ponto b com a aresta superior e a aresta inferior de Cone(a), respectivamente. Seja o
o angulo Z(b,a,p). Sem perda de generalidade podemos supor que dist(b,q) < dist(p, b).
Como os segmentos com um extremo b e perpendiculares s arestas de Cone(a) estdo
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dentro da circunferéncia Circ(a,dist(a,b)), entdo dist(b,q) e dist(b,p) é a maior distancia
de b a um ponto de R e Ry, respectivamente. Pela lei de senos temos que dist(p,b) =
dist(a, b) sen a sen 60°, com o < 60°. Como sen « < sen 60°, entio dist(p, b) < dist(a, b).
Logo, dist(b,b) < dist(p,b) < dist(a, b), pois b € Ry U Ry, que é uma contradicao. |

q
"—\Rl
b

’—\Rz

p

a

(a) ()

Figura 5.4: (a) O ponto b est4 contido em Cone(a). (b) O ponto b é o ponto mais 4 esquerda

em Cone(a).

Necessitaremos de mais algumas definicoes a fim de descrevermos o algoritmo que de-
termina a lista de pares de pontos (p, g) de S com p < g e q o ponto mais a esquerda contido

no Cone(p).

Denotaremos por Visiveis(p) o conjunto de pontos de S que estdo na fronteira da uniio

dos Cone(q) para todo ponto ¢ & direita de p, ou seja

Visiveis(p) = {z € S : 2z € 9( U Cone(q))}.

9€S
P=<q
Denotaremos por Cands(p) o conjunto de pontos de Visiveis(p) que estdo contidos no
Cone(p), ou seja
Cands(p) = Visiveis(p) N Cone(p),

e ainda denotaremos por lcand(p) o ponto mais & esquerda de Cands(p). Devido aos lemas
anteriores temos que os pares de pontos do tipo (p,lcand(p)) sio candidatos a par mais-

proximo.
Estas defini¢oes estdo ilustradas na Figura 5.5 onde Visiveis(p) = {p1,p2,p3,p4,p5},
Cands(p) = {p2,p3,ps} e lcand(p) = p,.

Os Lemas 5.3 e 5.4 estabelecem que lcand(a) = b para o par (a,b) mais-préximo do
conjunto S. O seguinte algoritmo calcula uma lista de pares de pontos da forma (p,lcand(p))
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Figura 5.5: Visiveis, Cands e Icand de p.

para todos os pontos p de S. Observemos que cada par de pontos mais-préximo faz parte

desta lista.

Algoritmo ParesDeCandidatos. Recebe um conjunto S de n pontos no
plano e devolve uma lista de pares de pontos da forma (p,lcand(p)) para todo

ponto p em S.

Cada iteracao comega com um subconjunto P dos pontos de S que ainda precisam ser
examinados pelo algoritmo, um subconjunto M de S, uma lista L de pares de pontos e um
ponto p que serd examinado na iteracao. A primeira iteragao comega com P = S, M = ),
L = 0, e p sendo o maior ponto de S em relacio & ordem <. Cada iteracao consiste no

seguinte:

Alternativa I P # (.

Seja Cands(p) o conjunto M N Cone(p).

Caso 1 Cands(p) # 0.
Seja lcand(p) o ponto de Cands(p) com menor z-coordenada e L' a lista L acres-
cida do par (p,lcand(p)).
Seja M’ o conjunto M — Cands(p) + p.
Seja ainda P’ o conjunto P —p e seja p’ o maior ponto de P’ em relagio & ordem
=
Comece nova iteragdo com P, M', L' e p’ nos papéis de P, M, L e p.
Caso 2 Cands(p) = 0.
Seja L' a lista L acrescida do par (p, p™), onde p* denota um ponto no infinito!.

Seja M' o conjunto M + p.

!Inserimos o par de pontos (p,p™) em L s6 para efeito da cinetizacao.
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Seja P’ o conjunto P — p e seja p' o maior ponto de P’ em relagio & ordem <.
Comece nova iteragao com P', M’',L’' e p’ nos papéis de P, M, L e p.

Alternativa II P = (.

Devolva L e pare.

Corretude do Algoritmo ParesDeCandidatos

Para entender como e porque o algoritmo funciona, basta observarmos que, no inicio de
cada iteragao, vale o seguinte invariante: M ¢ igual a Visiveis(p). Este fato pode ser provado

por indugao no nimero de iteragoes.

Portanto, o Algoritmo ParesDeCandidadtos devolve uma lista de pares de pontos da

forma (p,lcand(p)) para todo ponto p em S.

Andlise do Algoritmo ParesDeCandidatos

Como em cada iteragdo removemos um ponto de P, entdo a Alternativa I serd executada

n vezes, uma para cada ponto de S.

Para cada ponto ¢ em S existe um tdnico ponto p em S tal que g pertence a Cands(p).
J& que em cada iteragdo removemos Cands(p) de M, entdo a >_pes |Cands(p)] é O(n).

Observemos que os pontos de Cands(p) formam uma sub-seqiiéncia consecutiva dos
pontos de M ordenados conforme as suas y-coordenadas. Manteremos os pontos de M
numa arvore bindria balanceada T ordenados conforme as suas y-coordenadas. Assim, o
conjunto Cands(p) pode ser calculado em tempo O(|Cands(p)| + logn). De fato, podemos
encontrar, em tempo O(logn), os pontos de M com a maior e a menor y-coordenada
contidos em Cone(p). Com estes pontos em maos, podemos percorrer a sub-arvore de T

contendo os pontos de Cands(p) em tempo O(|Cands(p)|).

Dos pardgrafos anteriores podemos concluir que o célculo, ao longo da execucio do algo-
ritmo, de todos os conjuntos Cands pode ser feito em tempo O(n logn + EpE s |Cands(p)|),

ou seja, em tempo O(nlogn).

Encontrar lcand(p) leva tempo O(|Cands(p)|). Logo, podemos determinar os pares
(p,lcand(p)), para todo ponto p em S, em tempo total O(n).

Remover os pontos de Cands(p) de M leva tempo O(|Cands(p)|logn). Portanto, o
tempo total gasto com a execugao de M — Cands(p) + p é O(nlogn).

Concluimos assim que a complexidade de tempo do Algoritmo ParesDeCandidatos é
O(nlogn).
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Lembremos que todo par mais-préximo (a, b) satisfaz a igualdade b = Icand(a) em S ou
em uma das rotagoes +£60° dos ponto de S. O seguinte algoritmo calcula um par de pontos

mais-préoximo baseado nesta observagao.

Algoritmo ParMaisPréximo. Recebe um conjunto S de n pontos no plano

e devolve um par de pontos cuja distancia é minima.

Passo 1 Sejam L;, Ly e L3 as listas de pares de pontos devolvidas ao executarmos o Algo-
ritmo ParesDeCandidatos sobre o conjunto S, S rotacionado em +60° e S rotacionado

em —60°, respectivamente.

Passo 2 Seja L a uniao das listas L, Ly e L. Calcule a distancia entre cada par de pontos

na lista L.

Passo 3 Encontre e devolva um par de pontos em L mais-préximo.

A complexidade do Algoritmo ParMaisPréximo é determinada pelo Passo 1, o qual pode
ser executada em tempo O(nlogn). Os Passos 2 e 3 podem ser executados em tempo linear

no nimero de pares em L, que é O(n).

A seguir mostraremos a cinetizagao do algoritmo estdtico que acabamos de apresentar.

5.4 Cinetizagao do algoritmo estdatico

O problema do par mais-prézimo, no modelo cinético, consiste em dado: um conjunto S
de n pontos (no plano) em movimento continuo; um plano de véo para cada ponto, uma
sequéncia de alteracoes de planos de véo que sao fornecidas on-line; manter: a descrigao

combinatdria do par mais-préximo de S ao longo do tempo.

Nesta secao descrevemos uma estrutura de dados cinética para o problema do par mais-
préximo. A estrutura que mostraremos ¢ devida Basch, Guibas e Hershberger [13, 14] e

consiste na cinetizagao do Algoritmo ParMaisPréximo, da secdo anterior.

A seguir apresentaremos a cinetizagdo do Algoritmo ParesDeCandidatos, que mostra
como o Passo 1 do Algoritmo ParMaisPr6ximo ¢ cinetizado. J4 a cinetizacio do Passo 2
e 3 do Algoritmo ParMaisPréximo equivale & cinetizacido do Problema do maximo, e para

isto utilizaremos a estrutura Torneio cinético descrita no Capitulo 4, Secao 3.

Resumindo, a cinetizacao do algoritmo ParMaisPréximo serd dividida em duas tarefas

principais:

1 cinetizagao do Passo 1, ou seja, do algoritmo ParesDeCandidatos.
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2 cinetizagao do Passo 2 e 3 através da estrutura Torneio cinético.

A cinetizagdo do algoritmo ParesDeCandidatos manterd o “histérico” do algoritmo,
para isso definimos o Diagrama dos Cones como sendo a unido, sobre todo ponto p, da

parte da fronteira de Cone(p) que nao esta contida em quVisiveis(p)Cone(Q)'

Se os cones estao sobre o eixo X, entdo diremos que o Diagrama dos Cones estd sobre
o eixo X. O Diagrama dos Cones mantém as informacoes necessiria para obtermos a lista
de pares de candidatos. Além disso, o conjunto de pontos ¢é particionado numa estrutura

boa e simples para cinetizacao.

Também definimos alvo(p) como sendo o conjunto de pontos g de Visiveis(p) tal que
uma aresta de Cone(p) intercepta Cone(q). Na Figura 5.6, para o Diagrama dos Cones

sobre o eixo X1, temos que os pontos ¢; e g2 pertencem a alvo(p).

N

Figura 5.6: Diagrama dos Cones nos trés eixos

Descreveremos a seguir os tipos de certificados para manter o Diagrama dos Cones sobre
0s eixos Xl, X2 e X3.

Certificados

Os certificados serao as zi-, z2- e z3-ordem dos pontos. Surpreendentemente estes certifi-
cados serao suficientes para manter a descri¢do combinatéria do Diagrama dos Cones em
relacao a cada um dos eixos X, X5 e X3. Inicialmente, os certificados serdao obtidos através
a varredura dos pontos em ordem decrescente em relacio a <, durante o cilculo da lista de

candidatos.

Notemos que, por exemplo, para o Diagrama dos Cones sobre o eixo X7, a zp-ordem

dos pontos induz uma ordem nas arestas inferiores dos cones dos pontos (veja Figura 5.7).

Para tornar as idéias mais claras consideremos um exemplo. Para os pontos p, g e
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X2

Figura 5.7: Diagrama dos Cones sobre o eixo X e as projecoes dos pontos sobre os eixos
Xl, X27 X3-

7, mostrados na Figura 5.7, os seguintes seis certificados sao suficientes para manter a

descri¢ao combinatéria do Diagrama dos Cones de uma maneira implicita.

P<g T T <z q

T <gy P P<z,q
P <z q q<gyT
Notemos que, para o Diagrama dos Cones sobre o eixo X1, a z3-ordem dos pontos induz
uma ordem nas arestas inferiores dos cones dos pontos (veja Figura 5.7).

Em geral, para n pontos teremos 3(n — 1) certificados que atestam as ordens dos pontos

em relacao a cada um dos trés eixos.

Lema 5.5 Sejam C; e Cy configuragées dos pontos de S em dois instantes. Se em C; e
em Cy os pontos de S tém as trés ordens equivalentes entao para cada p € S, Visiveis(p),

Cands(p) e lcand(p) sobre o eizo X, sao os mesmos em C; e Co.

Prova. A prova é por indugao sobre o nimero de pontos de S.

Seja S = {pi1,...,pn}. Por hipétese a <-ordem dos pontos de S em C; e em C5 sdo
iguais. Suponhamos que p; < ps... < pn.

Temos que p, é ponto de S mais a direita em ambas as configuracoes C; e Cy. Logo,

Visiveis(p,), Cands(p,) e lcand(p,) sdo os mesmos nas duas configuragoes.

Suponhamos, por hipétese de indugdo, que os pontos pii1,Pit2,-..,pn, 1 <1i < n, tém
os mesmos conjuntos de Visiveis, Cands e Icand na duas configuragdes. Mostraremos que
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08 pontos pi, Pi+1,Pi+2,- - -, Pn t€m também os mesmos conjuntos Visiveis, Cands e lcand na
duas configuragoes. Para isto basta mostrarmos que os conjuntos Visiveis(p;), Cands(p;) e

Icand(p;) sdo os mesmos nas duas configuracoes.

O conjunto Visiveis(p;) é o mesmo nas duas configuragoes, ja que Visiveis(p;) é igual a

Visiveis(pi+1) — Cands(pi+1) + pi1-

O ponto p; tem os mesmos alvos em cada configuracio, pois as zo-ordem e z3-ordem
restritas a p; + Visiveis(p;) serem as mesmas nas duas configuragoes. Logo Cands(p;) deve
ser o mesmo nas configuragoes C e Cy. Finalmente, j4 que a z1-ordem é a mesma nas duas

configuragoes, lcand(p;) também é o mesmo nas duas configuracoes. |

Observe que, do Lema 5.5, também concluimos que os conjuntos Visiveis, Cands e lcand

sa0 0s mesmo sobre os eixos X5 e X3.

Definida a estrutura de certificados, passamos a descrever agora as trés inicas estruturas
de dados auxiliares e como um evento deve ser processado a fim de mantermos as estruturas

auxiliares e a descri¢ao combinatéria de cada um dos trés Diagramas dos Cones.

Estruturas de dados auxiliares para cinetizacao

Seja Pais(p) o conjunto dos pontos ¢ de S tal que p pertence a alvo(q). As estruturas de

dados auxiliares utilizadas sao as seguintes:

e Cands(p): Sao os pontos da interseccao de Visiveis(p) e Cone(p). Armazenare-
mos Cands(p) como uma seqiiéncia de pontos, ordenados de acordo com as suas
y-coordenadas, em uma drvore balanceada de busca. Cada né da arvore terd um
apontador para seu pai; o né raiz apontara para o ponto p. Além disso, cada né da
drvore tem um campo que mantém o ponto mais & esquerda nessa sub-drvore. Para

a raiz esse campo contém o ponto lcand(p).
e Pais,(p) e Paisy(p): Sao os pontos de Pais(p) particionados no conjunto dos pontos

que estao acima e embaixo de p, respectivamente, ou seja,

Pais, (p) = {q € Pais(p) : p <y q}

Paisy(p) = {q € Pais(p) : ¢ <, p}

Os conjuntos Pais, (p) e Paisy(p) serdo armazenados numa arvore balanceada de busca,
com os pontos ordenados de acordo com as suas zj-coordenada e z3-coordenadas,
respectivamente. Cada né da drvore contém ainda um apontador para o seu pai; o

no raiz aponta para o ponto p.
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Para cada ponto p de S teremos referéncias para os nés das arvores Cands(), Pais,(),
Paisy() que representam o ponto p (trés referéncias sao necessarias). Se p nao pertence a
Cands(v) para qualquer v em S entdo a respectiva referéncia de p sera (digamos) NULL. O

mesmo se aplica para os conjuntos Pais,() e Paisy().

Observemos que a ordem na qual sdo armazenados os pontos nas arvores Pais, () e Paisy()
é relativa ao Diagrama dos Cones. Por exemplo, consideremos o Diagrama dos Cones sobre
0 eixo Xp. Para um ponto p, os conjuntos Pais,(p) e Paisy(p) serdo armazenados numa
arvore balanceada de busca, com os pontos ordenados de acordo com as suas z3-coordenadas

e r1-coordenadas, respectivamente.

P4 P1

Ps

Figura 5.8: Pais,(p) e Paisy(p).

Na Figura 5.8 o conjunto Pais, (p) = {p1,pa,ps} e Paisy(p) = {p2,p3,p6}. Observemos
que a fronteira inferior de Cone(p;), Cone(ps) e Cone(ps) induzem uma zy-ordem dos
pontos. Analogamente, a fronteira superior de Cone(py), Cone(ps) e Cone(pg) induzem

uma z3-ordem dos pontos.

Para determinar os conjuntos Pais, (g) e Paisy(g), para cada ponto g de S, basta fazermos
duas buscas sobre o conjunto Visiveis do ponto que est4 sendo examinado durante uma
iteracao do algoritmo ParesDeCandidatos. Isto ndo aumentari a complexidade de tempo
do algoritmo. Por exemplo seja p o ponto considerado numa iteragdo do algoritmo e seja
q o ponto em Visiveis(p) com a menor y-coordenada e que g estd acima da aresta superior
de Cone(p). Nesta situagdo o ponto p devera ser inserido em Pais;(g). Portanto, ao final
do algoritmo teremos calculado os conjuntos Pais,(q) e Pais,(g), para todo ponto g de S.

Observemos que uma versio aniloga do Lema 5.5 também ¢ aplicavel para os conjuntos
Pais,() e Paisy(). Por exemplo, se p pertence a Pais,(g) entio g é alvo para p nas duas

configurages, j4 que Visiveis(p) e a zs-ordem sdo os mesmos nas duas configuracoes.
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A fim de mantermos as trés listas de candidatos do tipo (p,lcand(p)), manteremos a
descrigdo combinatéria dos trés Diagramas dos Cones. Os seguintes algoritmos mostram
como podemos manter implicitamente o Diagrama dos Cones que estd sobre o eixo X,
ap6s processar a violagdo de um certificado. Na realidade, o que serd mantido serao os

conjuntos Cands, Pais,(), Paisy() e as referencias lcand.

Processamento dos eventos

Temos trés tipos de eventos a serem processados. Estes eventos corresponderao a perda de
validade de um certificado envolvendo pares de pontos consecutivos em relacao z-ordem ou
z9-ordem ou z3-ordem. Como veremos, as mudancgas produzidas no Diagrama dos Cones

pelo processamento de um evento serao locais.

Quando um evento ocorre, ele deve ser processado, e a fila de prioridade, que contém os
certificados em ordem de prazo de validade, deve ser atualizada. Por exemplo, consideremos
quatro pontos consecutivos, segundo a z;-ordem, 7, p, g e s de tal forma que r <z, p <y,
q <z, s. Temos um certificado associado a cada uma das relagées r <z, p, p <z, ¢, €

q <z, S.

Se p e ¢ alteram sua z,-ordem, ou seja, o certificado p <z, ¢ deixa de ser valido,
devemos entao processar o evento correspondente e além disso remover da fila de prioridade
os certificados associados a r <z, p, p <z, ¢, € ¢ <z, s. Finalmente devemos inserir na fila

de prioridade os certificados correspondentes a 7 <z, q, ¢ <z, P, € p <z, S.

Evento envolvendo a z;-ordem: z;-evento

Um z;-evento é a violacdo da z;-ordem de dois pontos consecutivos nesta ordem. O seguinte
algoritmo mostra como processar um tal evento. A situacao estd ilustrada na Figura 5.9

para os pontos p e q. Notemos que o Alternativa I é analoga a Alternativa II.

Algoritmo ProcessaX;Evento(p,q). Recebe o Diagrama dos Cones sobre o
eixo X7, de um conjunto S de n pontos, um par de pontos p e g pertencentes
a S, consecutivos segundo a zi-ordem (p <z, g), e devolve o Diagrama dos

Cones logo apds processar o evento associado a perda de validade do certificado
P <z q.
Alternativa I p € Paisy(q)

Remova Cands(g) N Cone(p) de Cands(g) e insira em Cands(p).
Seja u € S tal que g € Pais,(u). Remova o ponto g de Pais,(u).
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Insira o ponto ¢ em Pais, (p) e remova o ponto p de Paisy(q).

Se Cands(g) é ndo vazio seja v o ponto em Cands(g) com a menor y-coordenada. Caso
contrario, tome v como sendo o ponto tal que ¢ € Paisy(v). (Caso nao exista um tal
ponto v, este passo pode ser simplesmente ignorado.) Insira p em Pais,(v).

Se existe um ponto p tal que p e ¢ € Cands(p) entdo atualize lcand(p) na arvore para
Cands(p).

Alternativa II p € Pais,(q)

Remova. Cands(gq) N Cone(p) de Cands(q) e insira em Cands(p).

Seja u € S tal que g € Paisy(u). Remova o ponto ¢ de Paisy(u).

Insira o ponto ¢ em Paisy(p) e remova o ponto p de Pais,(q).

Se Cands(q) é ndo vazio seja v o ponto em Cands(g) com a maior y-coordenada. Caso
contrario, tome v como sendo o ponto tal que ¢ € Pais,(v). (Caso nao exista um
tal ponto v, este passo pode ser simplesmente ignorado.) Insira p em Pais,(v).

Se existe um ponto p tal que p e ¢ € Cands(p) entao atualize lcand(p) na drvore para
Cands(p).

Figura 5.9: Processamento do evento quando p e g alteram sua z,-ordem.

Corretude do Algoritmo ProcessaX;Evento

O seguinte lema prova a corretude do algoritmo.

Lema 5.6 Considere um evento que consiste na perda de validade de um certificado p <4,
g, onde p e q sdo pontos consecutivos na zi-ordem. Entdo, apds aplicarmos o Algoritmo
ProcessaX, Evento(p, q), temos que os conjuntos Cands() e Pais() e as referéncias lcand()

representam o Diagrama dos Cones sobre o eizo X da configuragao atual dos pontos de S.
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Prova. E suficiente provar o lema quando a Alternativa I é executada. O Diagrama dos
Cones s6 muda se g € alvo(p). No caso em que p € Paisy(g) os pontos de Cands(g) NCone(p)
sao transferidos de Cands(q) para Cands(p) (veja Figura 5.9). O ponto g passa a ser um novo
elemento de Pais, (p). O ponto p pode passar a pertencer a Pais;(v), para algum ponto v tal
que v € Cands(q) ou g € Pais,(v). Nao existe mudangas de alvo() para os pontos a esquerda
e a direita de p e q. Se p e q pertencem a Cands(p), para algum ponto p, entao devemos,
se for o caso, atualizar o campo mais a4 esquerda na édrvore que representa Cands(p), que
pode causar uma alteracao de lcand(p)?. O Algoritmo ProcessaX;Evento(p, g) toma conta.

de todas as situagoes acima. |

Mudangas na zi-ordem podem produzir alteragoes nos Diagramas dos Cones sobre os
eixos Xo e X3. Por exemplo, consideremos um z;-evento envolvendo pontos p e g, como

ilustrado na Figura 5.10. Se p € Paisy(¢q) (Alternativa I) entao teremos o seguinte:
e no Diagrama dos Cones sobre o eixo X3, se ¢ pertence a Cands(p) entdo ¢ sai do
Cone(p).

e no Diagrama dos Cones sobre o eixo X3, se g pertence a Pais,(p) entao p entra no
Cone(q).

Py

Alternativa I

P
Alternativa II

Figura 5.10: Ilustracao das possiveis mudancas nos Diagramas dos Cones sobre os eixos X»

e X3 apds um z;-evento envolvendo os pontos p e g.

2Se lcand () muda, a fungao dist(p,lcand(p)) também muda, o que representa uma mudanga no plano
de véo de um ponto na estrutura de dados cinética para o cdlculo do minimo.
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Andlise do Algoritmo ProcessaX;Evento

A complexidade do Algoritmo ProcessaX;Evento é O(logn). Consideremos a Alternativa I,
j4 que a analise da complexidade computacional da Alternativa II é semelhante a esta. O
conjunto Cands(g) N Cone(g) pode ser feito em tempo O(logn) através da operagao de
split de uma lista, armazenada como uma arvore balanceada de busca, em duas listas
cuja concatenagao é a lista original (cf. Knuth [31], paginas 474-475). Para atualizarmos
Cands(q) e Cands(p) precisamos de um algoritmo de concatenacao, que insere uma lista
L, (digamos) & direita de uma lista L; sem destruir o balango das representagoes. Esta

concatenacdo também pode ser feita em tempo O(logn) (cf. Knuth [31], paginas 474-475).

As operacoes para atualizarmos os conjuntos Pais() consistem em simples buscas, in-
ser¢oes e remogoes em arvores balanceadas de busca e podem ser executadas em tempo
O(logn).

A atualizagdo de Icand(p), ao final da alternativa, também pode ser feita em tempo
O(logn). Primeiramente devemos percorrer, de baixo para cima, as drvores Cands() que
contém os pontos p e q para decidirmos se estes pontos pertencem ao mesmo conjunto
Cands(). Caso p e g ndo estejam contidos em um mesmo conjunto Cands() entdo nao hd
nada a ser feito. Se p e ¢ estao contidos em Cands(p), para algum ponto p, devemos encon-
trar o primeiro ancestral comum w de p e ¢ na arvore Cands(p), isto pode ser realizado em
tempo O(logn). Agora, sé resta atualizarmos as referéncias para o ponto mais & esquerda
nas sub-drvores que tem como raiz os nés entre w e a raiz da drvore Cands(p), fazendo com

que as eventuais referéncias a p sejam trocadas por referéncias a g.

Evento envolvendo a zs-ordem: zs-evento

Um z9-evento é a violacdo da zp-ordem entre dois pontos consecutivos nesta ordem. O
seguinte algoritmo mostra como processar um tal evento. A situacdo estd ilustrada na

Figura 5.11 para os pontos p e q.

Algoritmo ProcessaX;Evento(p,q). Recebe o Diagrama dos Cones sobre o
eixo X7, de um conjunto S de n pontos, um par de pontos p e q pertencentes
a S consecutivos segundo a zs-ordem tal que p < g, e devolve o Diagrama dos

Cones logo ap6s processar o evento associado a inversao da zo-ordem entre p e

q.

Alternativa I p € Pais,(q)

Se existe v € S tal que ¢ € Cands(v) entdo remova ¢ de Cands(v).
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Insira ¢ em Cands(p) e remova p de Pais,(q).
Seja T' o conjunto dos pontos em Paisy(g) a direita de p.

Caso .1 T #0
Seja t o menor ponto de T' em relagdo a zz-ordem e M o conjunto dos pontos
de Paisy(q) que sao menores do que ¢ em relagao a z3-ordem.
Remova os pontos em M de Paisy(g) e insira-os em Paisy(p).
Insira p em Pais,(t).
Caso 1.2 T = 0 e existe t tal que g € Pais,(t)
Remova. os pontos de Paisy(q) e insera-os em Paisy(p).
Insira p em Pais, ().
Caso 1.3 T = () e nio existe t tal que ¢ € Pais,(?)

Remova os pontos de Pais,(q) e insera-os em Paisy(p).

Alternativa II ¢ € Cands(p)

Se existe t € S tal que p € Pais,(t) entao remova p de Paisy(t).

Insira p em Pais,(q) e remova ¢ de Cands(p).

Seja M o conjunto dos pontos de Paisy(p) que sdo maiores do que g em relagao a
z3-ordem. Remova os pontos em M de Paisy(p) e insira-os em Pais(q).

Se Paisy(p) # 0 entdo insira ¢ em Cands(v), onde v é o maior ponto de Paisy(p) em
relacio & z3-ordem. Se Paisy(p) = 0 e existe v tal que p € Cands(v) entao insira g em
Cands(v).

Figura 5.11: Processamento do evento quando p e g alteram sua zo-ordem.
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Corretude do Algoritmo ProcessaX;Evento

O seguinte lema prova a corretude do algoritmo.

Lema 5.7 Considere um evento que consiste na perda de validade de um certificado p <z, q
ou q <z, p , onde p e q sdo pontos consecutivos na xz-ordem tal que p < q. Entao, apds
aplicarmos o Algoritmo ProcessaXoEvento(p,q), temos que os conjuntos Cands() e Pais() e
as referéncias lcand() representam o Diagrama dos Cones sobre o eizo X da configuragcao

atual dos pontos de S.

Prova. Suponhamos que ¢ entra em Cone(p). Se p nio pertence a Pais,(g) entao g nao
pertence a Visiveis(p) e portanto a alteracao da zs-ordem entre p e g nao afeta o Diagrama
dos Cones sobre o eixo X;. Se p pertence a Pais,(q) entdo a alteracao da zo-ordem entre
p e ¢ ndo muda o alvo dos pontos & direita de p (menores que p em relagdo a z1-ordem).
O alvo inferior de p precisa ser atualizado. Somente os pontos a esquerda de p que tém ¢
como alvo superior precisam ter seu alvo alterado para p (veja a Figura 5.11). O ponto ¢
entra em Cands(p) e deixa Cands(v), onde v é tal que ¢ pertence a Cands(v) (caso exista

um tal v).

No caso em que ¢ sai de Cone(p) as mudancas sao as ‘inversas’ das consideradas acima.

O Algoritmo ProcessaXsEvento(p, g) toma conta de todas as situagoes acima. |

Mudancas na zp-ordem podem produzir alteracées nos Diagramas dos Cones sobre os
eixos Xy e X3, além das alteragoes ja consideradas no Diagrama dos Cones sobre o eixo
X,. Por exemplo, consideremos um zs-evento envolvendo pontos p e g, como ilustrado na
Figura 5.12.

Andlise do Algoritmo ProcessaX,Evento

A complexidade do algoritmo é O(logn).

Na Alternativa I, para determinarmos se existe v € S tal que Cands(v), devemos seguir
a referéncia de p para o né que representa p em uma das arvores balanceadas de busca que
representam os conjuntos Cands(). Depois basta seguirmos os apontadores para o pai de
cada no da drvore até o né raiz que, por sua vez, faz referéncia ao ponto v desejado. Tudo
isto pode ser realizado em tempo O(logn). As inser¢ées e remogoes de pontos na arvores
balanceadas de busca que representam Pais, (), Paisy() podem ser feitas em tempo O(logn).
A remocio do conjunto de pontos M de Paisy(g) e respectiva insercao em Paisy(p) também
pode ser feito em O(log n) utilizando-se as j4 mencionados concatenagoes em Knuth [31], j&

que M forma um segmento contiguo dos pontos em Pais;(g) ordenados segundo a z3-ordem.
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P
/
Alternatival 7

Alternativa II

Figura 5.12: Ilustragdo das possiveis mudangas nos Diagramas dos Cones sobre os eixos Xo

e X3 ap6s um zo-evento envolvendo os pontos p e g.

As operagdes realizadas na Alternativa II sao semelhantes as executadas na Alternati-

va I: basicamente, insercoes, remocoes e buscas em drvores balanceadas de busca.

Evento envolvendo a z3-ordem: z3-evento

Um z3-evento é a violagio da z3-ordem entre dois pontos consecutivos nesta ordem. A
situacdo estd ilustrada na Figura 5.13. O Algoritmo ProcessaX3Evento que trata deste

evento é simétrico ao algoritmo ProcessaX;Evento e, portanto, serd omitido.

Figura 5.13: Processamento do evento quando p e ¢ alteram sua z3-ordem.

Mudangcas na zz-ordem podem produzir alteracoes nos Diagramas dos Cones sobre os
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eixos Xo e X3, além das alteragoes no Diagrama dos Cones sobre o eixo X;. A Figura 5.14
ilustra algumas possiveis alteracoes.

Figura 5.14: Ilustragao das possiveis mudangas nos Diagramas dos Cones sobre os eixos X3

e X3 apds um z3-evento envolvendo os pontos p e g.

Andlise da estrutura de dados cinética

Teorema 5.8 A estrutura de dados cinética proveniente da cinetizagao do Algoritmo Par-

MaisProzimo € eficiente, de resposta rdpida, compacta e local.

Prova. Ao analisarmos a estrutura de dados cinética (EDC) para o par mais-préximo,

devemos considerar:

1 a EDC Torneio cinético (cf. Capitulo 4, Se¢ao 5) para o célculo do minimo,

2 a EDC proveniente da cinetizagao do Algoritmo ParesDeCandidatos, o qual chama-
remos de primeira EDC.

A mudanca de Icand(p), para algum ponto p, e portanto a alteracao da distancia entre
p e lcand(p) é correspondera a uma mudanca do plano de voo, do ponto que representa a
distancia entre p e Icand(p) na EDC Torneio cinético que mantém o minimo. Lembremos que
a EDC Torneio cinético, para pontos que se movimentam de acordo com um k-movimento,
é eficiente, de resposta rapida, compacta e local e, portanto, 6tima.

A EDC para o Algoritmo ParMaisProximo ¢é eficiente. De fato, o niimero de eventos
externos, no pior caso, para o problema do par mais-préximo de um conjunto de n pontos

no plano é O(n?log* n) (cf. Teorema 5.1). O nuimero total de alteragbes na z;-ordem,
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z-ordem e z3z-ordem dos pontos é O(n?) e, portanto, o nimero de eventos internos que
deverdo ser processados ¢, no pior caso, O(n?). Assim, a lista de pares (p,lcand(p)), para
todo p € S, fornecida para o calculo do minimo pode ser alterada O(n?) no pior caso.
Isto significa que, no pior caso, teremos que processar O(n?) mudangas de planos de v6o
na EDC Torneio cinético que mantém o minimo. Cada mudanga de plano de voo em um
ponto do Torneio cinético implica na atualizagao de, no maximo, O(logn) certificados.
Desta forma, o nimero total de eventos processados ¢, no pior caso, O(n?logn). Logo,
a EDC para o Algoritmo ParMaisPréximo é de eficiente, pois a razao entre o nimero de

eventos processados, no pior caso, e do nimero de eventos externos, no pior caso, é O(logn).

O custo de processar um evento na EDC da cinetizagdo do Algoritmo ParesDeCandi-
datos é O(logn). Este processamento envolve a atualizagao de O(1) certificados. Ademais,
sabemos que a FDC Torneio cinético ¢ de resposta répida. Logo, a FIDC para o Algoritmo

ParMaisPrdoximo ¢é de resposta rapida.

A EDC para o Algoritmo ParMaisPréximo é compacta. De fato, temos um total de
3(n — 1) certificados na fila de prioridade de eventos da EIDC proveniente da cinetizagao
do Algoritmo ParesDeCandidatos e a FIDC Torneio cinético (que mantém 3n pontos em

movimento) também é compacta.

Finalmente, resta verificarmos que a EDC para o Algoritmo ParMaisProximo ¢é local.
Seja p um ponto de S. A EDC para o Algoritmo ParesDeCandidatos mantém no méaximo
seis certificados envolvendo o ponto p (dois para manter a z;-ordem, dois para manter a
zo-ordem, e dois para manter a z3-ordem). Temos um par de pontos da forma (p, lcand(p))
para cada um dos Diagramas dos Cones. Logo, na lista de pares de pontos fornecidas
temos no maximo seis pares contendo o ponto p e, como a FDC Torneio Cinético é local,
temos O(logn) certificados envolvendo cada um desses pares. Logo, o numero total de
certificados envolvendo um dado ponto p de S é no maximo 6 + 6logn = O(logn). Como
isto mostramos que a FIDC proveniente da cinetizagao do Algoritmo ParMaisProximo é

também local e portanto 6tima. |

¥k %k

Os resultados obtidos para o problema do par mais-préximo, no modelo de Atallah e
Kahan, sdo interessantes do ponto de vista tedrico, mas nao sao apropriados para imple-

mentacao.

A estrutura de dados cinética para o par mais-préximo no plano nao é apropriado para
insercao e remocao de pontos. Isto pode requerer um nimero linear de mudangas no pior

Caso.



CAPITULO 6

Problema do fecho convexo

Trataremos neste capitulo do problema do fecho convexo. A versao

estatica deste problema consiste em: dado: um conjunto S de n pontos
movendo-se de maneira continua no plano; determinar: a descricao com-
binatéria do fecho convexo de S. Este problema tem sido extensivamente
estudado em geometria computacional (veja, por exemplo, o Capitulo 3
de [33]) e o Capitulo 3 de [36]) e sdo conhecidos algoritmos 6timos de

complexidade de tempo ©(nlogn).

No modelo off-line, Atallah [9, 10] mostrou, entre outras coisas, que para um conjunto S
de n pontos que realizam um k-movimento no plano, a seqiiéncia de descrigoes combinatorias
dos fechos convexos de S, obtida ao longo do tempo, tem comprimento O(n?log* n). Na

Secdo 6.1 apresentaremos este e outros resultados relacionados.

Descrevemos, na Secio 6.2, uma estrutura de dados cinética 6tima, proposta por Basch,
Guibas e Hershberger [13, 14], para o problema do envelope superior cinético. Esta estrutura
de dados é baseada na cinetiza¢ao de um algoritmo do tipo divisao-e-conquista para o cdlculo

do envelope superior de um conjunto de retas no plano.

Na Secdo 6.3 consideraremos o problema do fecho convexo cinético. Este problema é
equivalente, via dualidade, ao problema do envelope superior cinético. De fato, a cadeia
superior (inferior) do fecho convexo de S corresponde ao envelope superior (inferior) do
arranjo de retas obtidas a partir de S através de dualidade. Assim, o problema do fecho
convexo cinético pode ser resolvido algoritmicamente pela estrutura de dados cinética apre-
sentada na Secdo 6.2. Na realidade, o problema do fecho convexo cinético foi a motivacao
para que Basch, Guibas e Hershberger desenvolvessem a estrutura de dados cinética para

o envelope superior.

Finalmente, na Secdo 6.4 descrevemos aplicagoes da FEDC para o problema do fecho

convexo na solucdo de outros problemas cinéticos. Mais especificamente, descrevemos como

62
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Agarwal, Guibas, Hershberger e Veach [2] adaptaram a estrutura de dados cinética do fecho
convexo para os problemas cinéticos do didmetro e largura de um conjunto de pontos no

plano.

6.1 Fecho convexo off-line

O problema do fecho convero, no modelo off-line, consiste em dado: um conjunto S den
pontos no plano realizando um k-movimento; determinar: uma sequiéncia de fechos conve-

xos de S ao longo do tempo.

Por uma segiéncia de fechos convezos de S entenda-se uma seqiiéncia formada pela
descricdes combinatérias de fechos convexos de S. Na seqiiéncia, as descrigoes combinatdrias
ocorrem na ordem cronolégica em que representam o fecho convexo. Assim, a primeira
descrigdo combinatéria da seqiiéncia representa o fecho convexo no instante inicial ¢ = 2o e

a tultima descricio combinatdria representa o fecho no instante ¢ = +oo.

Devido ao movimento continuo dos pontos, a descrigdo combinatéria do fecho convexo
s6 muda em certos instantes criticos. Assim, no problema do fecho convexo off-line, estamos

interessados em determinar uma seqiiéncia de fechos convexos obtida ao longo do tempo.

Nesta secao apresentaremos dois resultados devidos a Atallah [9, 10]). Sera estimada a
complexidade de tempo para o célculo dos intervalos de tempo durante os quais um dado
ponto de S pertence ao fecho convexo (Teorema 6.4). O outro resultado determina um
limite superior para o comprimento da seqiiéncia de fechos convexos (Coroldrio 6.6). Este
tltimo resultado sera de particular interesse quando analisarmos a eficiéncia da estrutura

de dados cinética mostrada na Secao 6.2.

Seja S = {p1,...,pn} um conjunto de n pontos no plano realizando um k-movimento. A
posi¢ao do ponto p;, no instante ¢, é dada pelo par (z;(t),y:(t)), onde z; e y; sdo polinémios

de grau méximo k (1 =1,...,n).

Seja ainda 6;;(t) o ngulo, no instante t, que o eixo das abscissas forma com o segmento
orientado p;(t)p;(t) (vai de p;(t) até p;(t)). Consideraremos os angulos como sendo valores

no intervalo (—m, 7).

Defina +;; como sendo igual a 6;; quando 6;; > 0 e indefinido caso contrario, e defina
B:; como sendo igual a 6;; quando 6;; < 0 e indefinido caso contrario. A Figura 6.1 ilustra

uma tipica funcao v;;.

Lembremos que uma funcao ¢(t) tem uma transi¢do em t = o se é indefinida antes de

to e definida depois de tg ou se é definida antes de g e indefinida depois de %o.
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Observemos que 7;; e 3;; sao fungoes continuas por partes (existem pontos de descon-

tinuidades e transi¢oes). Definamos sobre elas as seguintes fungoes:
ai(t) = min{v;j()}  bi() = max{v;(t)} () =min{B;()}  di(t) = max{G;(t)}.
J#i J#i J#i Jj#i

Observe que as fungoes a; e b; representam o envelope inferior e superior, respectivamente,
de n — 1 fungdes v;;. Seja s um inteiro positivo. Lembremos que As(n) denota o maior
comprimento de uma seqiiéncia de de Davenport-Schinzel de ordem s sobre um alfabeto de
n simbolos. Seja fs : N — R a fung¢io definida da seguinte maneira:

_ As(n) ses>1
fa(n) = { A3(n) ses=1

De acordo ao resultado de Szemerédi [42], para s fixo, fs(n) = O(nlog*n).
gij(t) ’)’,‘j(t)

) :
[ .
S : N

CooN : CN E
NN RN \
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Figura 6.1: A funcao 6;;.

Lema 6.1 O nimero de transicées e descontinuidades de cada uma das fungoes a;, b;, ¢;

ed; ¢ O(n).

Prova. Sejai € {1,...,n} fixo. Provaremos o lema para a funcdo a;, a prova para as demais
fungoes sao similares. Como tan@;; = %%‘, entdo o nimero de transi¢oes e descontinui-
9 1

dades da fungdo 7;; é, no maximo, k. Assim o numero de transicoes e descontinuidades
das n — 1 fungbes v;; € O(n) (7 = 1,2,...,i — L,o + 1,...,n). Como cada transicao ou
descontinuidade da funcio a; coincide com uma transi¢ao ou descontinuidade de uma das

fungdes +;;’s, entdo o nimero de transigées e descontinuidades da fungao a; € O(n). |
Lema 6.2 Cada um das funcées a;, b;, ¢; e d; tem no mdzimo fr(n) partes.

Prova. Seja i € {1,...,n} fixo. Provaremos o lema para a fungao b;, a prova para as

demais funcoes sdo similares. Duas funcgoes distintas 6;; e 0; se interceptam no maximo
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2k vezes, j4 que uma solucgao da equacgao 6;;(t) = 0;(t) é também uma solugao da equagao
i’; ﬁ;:i',((?) = g:z:;:?,((tt)) Logo as funcdes ~;; e iy também se interceptam no méximo 2k
vezes. A soma do ntiimero de descontinuidades e transigoes da fungao v;; é, no maximo, k.

Como b; é o méximo de fungdes 7;;’s, entao pelo Corolario 2.5 a fungao b; esta formada,por
no maximo, A4 (n) partes. Se k = 1, Atallah [8] mostra que b; é composta, por no maximo,

A3(n) partes. |

Lema 6.3 No instante t, o ponto p; pertence ao fecho convezo de S se e sé se uma das

sequintes condigoes € vdlida:

1 a(t) —di(t) >,
2 bi(t) —cit) < m,
3 a; e b; sao indefinidas no instante t,

4 ¢; e d; sao indefinidas no instante t.

Prova. Se o ponto p; pertence ao fecho convexo de S, entao é claro que s6 uma das quatro

condi¢oes mostradas na Figura 6.2 pode acontecer.

A seguir provaremos que se alguma das quatro condigoes ¢ vélida, entdao o ponto p;
pertence ao fecho convexo de S. Suponhamos que a primeira condicao ¢ valida, ou seja,
a(t) = a;(t) —d;(t) > 7. Entdo o cone de vértice p; e dngulo 27 — a contém todos os pontos
de S, assim p; pertence ao fecho convexo de S. A prova para a segunda condi¢ao é analoga.
Se a terceira condicao é vélida, entdo p; ¢ o ponto com maior ordenada, assim p; pertence
ao fecho convexo. Finalmente consideremos que a quarta condigdo é valida, entao p; é o

ponto com menor ordenada, assim ele pertence ao fecho convexo. |

Teorema 6.4 (Atallah [9, 10]) Seja S = {p1,...,pn} um conjunto de pontos que reali-
zam um k-movimento. Entdo o cdlculo dos intervalos de tempo durante os quais o ponto

p; pertence ao fecho convezo de S leva tempo O(fr(n)logn) (i=1,...,n).

Prova. Seja T'(n) o tempo gasto para o célculo dos intervalos de tempo durante os quais o

ponto p; pertence ao fecho convexo de S.

Seja também 7”(n) o tempo gasto para o cdlculo da representagao da funcao a;. Resolver
a equacao 0;;(t) = 6;(t), ou seja encontrar os instantes de tempo nos quais os segmentos
PiP; € Pipl sao paralelos, leva tempo constante (j& que k € fixo). Lembremos que a fungao
a; representa o envelope inferior de n — 1 funcoes +y;; e que este envelope pode ser calculado

por um algoritmo do tipo divisdo-e-conquista. Entao, considerando o Lema 6.2, temos que

T'(n) < 2T'(n/2) + O(fk(n)).
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ci(t) e d;(t) indefinidos
(3) (4)

Figura 6.2: As quatro condigoes para que o ponto pi(t) pertenca ao fecho convexo.

Assim T'(n) = O(fx(n)logn). Calcular as representagoes de b;, ¢; e d; também leva tempo
proporcional a 7’(n). Calcular as representagoes de a; — d; e b; — ¢; leva tempo O(fr(n)).
Obter os instantes de tempo nos quais as condicoes do Lema 6.3 ¢ satisfeito, ou seja resolver

uma equagao do tipo 6;;(t) — i (t) = =, leva tempo O(fr(n)). Portanto, temos que
T(n) = 4T"(n) + O(f(n))-

Ou seja, T'(n) = O(fx(n) logn). |

Teorema 6.5 (Atallah [9, 10]) Seja S = {p1,...,pn} um conjunto de pontos que rea-
lizam um k-movimento. Entdo o ponto p; muda O(fx(n)) vezes entre pertencer e nao

pertencer ao fecho convezo de S (i =1,...,n).

Prova. Seja C(n) o niimero de vezes que o ponto p; muda entre pertencer e nao pertencer
ao fecho convexo de S. Entdo C(n) é igual ao niumero de vezes que cada uma das condigoes
do Lema 6.3 muda entre ser verdadeiro e falso. O Lema 6.1 implica que a terceira e quarta

condicio do Lema 6.3 mudam entre ser verdadeira e falsa O(n) vezes.

Vejamos agora quantas vezes muda de sinal a primeira condi¢io do Lema 6.3 (um
argumento similar se aplica para a segunda condigdo). Sejam p, g e 7 o niimero de descon-
tinuidades, transicdes e minimos locais da funcao a; — d. O ndmero de vezes que a; — d;

muda de sinal é O(p + ¢ + ). Do Lema 6.1 temos que p + ¢ = O(n). Do Lema 6.2 temos
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que a; — d; é formada por O(fx(n)) partes, onde cada parte tem um nimero constante de
minimos locais. Logo, r = O(fx(n)) e a primeira condigao muda entre ser verdadeiro e falso
O(fx(n)) vezes. Portanto, C(n) é igual a O(fx(n)). |

Coroldrio 6.6 Para n pontos que realizam um k-movimento no plano, a seqiéncia de

descrigcdes combinatdrias de fechos convezos tem no mdzimo O(nfy(n)) elementos. |

6.2 Envelope superior cinético

Nesta secdo descrevemos um estrutura de dados cinética para o problema do envelope
superior. A estrutura que veremos ¢ baseada na cinetizagdo de um algoritmo do tipo
divisdo-e-conquista para o calculo do envelope superior de um arranjo de retas no plano.

Uma versao andloga desta estrutura de dados resolve o problema do envelope inferior.

O problema do envelope superior, no modelo cinético, consiste em dado: um conjunto S
de n pontos em movimento continuo, um plano de voo para cada ponto, uma seqiiéncias de
alteracoes de planos de voo que sdo fornecidas on-line; manter: a descrigao combinatdria

do envelope superior de ID(S), ao longo do tempo.

O envelope superior (inferior) de um conjunto de retas é formado por segmentos de retas

que chamaremos de arestas. Ademais, chamaremos de vértices os extremos destas arestas.

Representaremos o envelope superior de um conjunto de retas através de uma lista du-
plamente ligada de arestas e vértices, obtidos ao percorrermos o envelope superior (digamos)

da esquerda para a direita. Esta representagao serd dita uma cadeia.
cadeia purpura

s
\ ¢
i
H

\

s cadeia vermelha cadeia azul

c.ant

Figura 6.3: Representacio de duas cadeias e as notagoes definidas sobre elas.
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Algoritmo estatico 6timo

Consideremos o seguinte algoritmo estatico, do tipo divisao-e-conquista, para o problema do
envelope superior de um conjunto de retas no plano. Particione recursivamente o conjunto
de retas em subconjuntos de tamanhos aproximadamente iguais, calcule o envelope superior
R e B de cada um desses subconjunto e devolva o envelope resultante da combinagao de R
e B.

A execucio do algoritmo estético anterior pode ser melhor visualizado através de uma
arvore de recursdo, onde cada né contém o envelope superior obtido através da combi-
nacao dos envelopes mantidos pelos nds filhos. Chamaremos esta estrutura de drvore dos

envelopes.

Introduziremos neste paragrafo a notagao que necessitaremos a seguir (veja Figura 6.3).
Se a e b sio duas arestas consecutivas num envelope, entdo denotaremos por ab o vértice
entre elas. Consideremos um né da arvore dos envelopes e os envelopes R e B cuja com-
binacao resulta no envelope contido por este nd. Se a e b sao arestas consecutivas em um
dos envelopes entio chamaremos de aresta concorrente de ab a aresta que estd acima ou
abaixo de ab no outro envelope. Denotaremos a aresta concorrente de ab por ce(ab). Se ab
¢ um vértice de R ou B entao ab.ant denotara o vértice de R ou B, a esquerda de ab, com
maior z-coordenada. Analogamente, se ab é um vértice de R ou B entdo ab.prox denotard

o vértice de R ou B, a direita de ab, com menor z-coordenada.

Cinetizacao do algoritmo estatico

Consideremos a arvore de envelopes. Todos os envelopes contidos em ndés que nao repre-
sentam folhas desta arvore foram obtidos através da combinacao dos envelopes contidos
nos filhos deste né. Tal combinacdo é o tinico calculo feito em cada iteracao do algoritmo
estatico. Assim, a cinetizagdo deste algoritmo estdtico consistird na manutengao da des-
crigdo combinatéria de cada um destes envelopes obtidos ao longo da execugao do algoritmo,

junto com os certificados que provam as suas corretudes.

Para entendermos a cinetizacdo do algoritmo estitico acima basta considerarmos a
cinetizagdo do algoritmo que combina dois envelopes ‘irmdos’ na drvore dos envelopes.
Portanto, no que resta desta segao, consideraremos dois envelopes, um envelope R de cor
vermelha e outro B de cor azul, representando os dois envelopes a serem combinados. O

envelope superior obtida através da combinagao de R e B serd o envelope P de cor purpura.
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Certificados

Devemos obter certificados que mantém a corretude do envelope pirpura P que resulta
da combinacio entre o envelope vermelho R e azul B. Estes certificados sao obtidos das
comparagoes feitas durante o processo de combinagao. Este processo envolve comparagoes
entre a z-ordem dos vértices, denotado por <, (ordem de acordo com a z-coordenada), e a
y-ordem de um vértice com respeito a sua aresta concorrente, denotada por <, (ordem de
acordo com a y-coordenada). O conjunto destes certificados sdo suficientes para provar a
corretude do envelope superior resultante, mas a estrutura de dados cinética resultante nao
seria local (uma aresta poderia ser aresta concorrente de um nimero linear de vértices).
Este problema foi contornado por Basch, Guibas e Hershberger através de novos certificados

que envolvem comparagoes de tangente de arestas, denotado por < .

O conjunto de certificados envolvendo elementos (vértices e arestas) dos envelopes R

(vermelho) e B (azul) serao classificados da seguinte maneira:

z-certificados: provam a z-ordem entre dois vértices de cores (envelopes) diferentes;
y-certificados: provam a y-ordem entre um vértice e sua aresta concorrente; e

s-certificados: que envolvem o valor da tangente de arestas. Estes certificados servirao
para comprovar a nao-participagao de arestas vermelhas e azuis no envelope purpura

resultante.

Em cada uma das tabelas a seguir, a e b denotarao duas arestas consecutivas de uma
mesma cor, vermelha ou azul. Ademais, se v é um vértice do envelope vermelho ou azul
entao cor(v) denotard a cor do vértice v. Em cada tabela, a primeira coluna contém o nome
do certificado, a segunda coluna contém a comparagao que o certificado prova e a terceira
coluna contém as condicoes para que o certificado esteja presente na estrutura de dados

cinética.

[Nome | Comparagao | Condicao J

| x[ab] | ab <, ab.prox | cor(ab) # cor(ab.prox) l

Tabela 6.1: z-certificados.

Os z-certificados provam a ordem horizontal entre os vértices de duas cadeias. Se
a cor(ab) = cor(ab.prox) entdo os vértices ab e ab.prox pertencem ao mesmo envelope

(vermelho ou azul).

Os y-certificados indicam a posicao vertical entre um vértice e sua aresta concorrente.

Os y-certificados estdao presentes na estrutura de dados cinética se existe uma interseccao
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rNome I Comparagao l Condigao J
ylifab] | ab <, ce(ab) ou ab >, ce(ab) | bN ce(ab) # 0
yri[ab] | ab <, ce(ab) ou ab >, ce(ab) | a N ce(ab) # 0

Tabela 6.2: y-certificados.

entre as arestas a ou b e a aresta concorrente ce(ab) (o certificado de tangéncia yt, o qual
veremos a continuacio, tambem é um y-certificado). Cada interseccao entre os envelopes

vermelho e azul esta ‘cercada’, no maximo, pelos y-certificados yli e yri.

Descrevemos agora os certificados para o caso no qual nao existe intersecgao entre as
arestas @ ou b e a aresta concorrente ce(ab). Estes certificados sao classificados em dois

sub-grupos, a saber, certificados de tangéncia e certificados de nao-tangéncia.

rNome | Comparagao l Condicgoes ]

yt[ab] | ce(ab) <y ab | a <; ce(ab) <s b
sltfab] | a <s ce(ab) ce(ab) <y ab
srtfab] | ce(ab) <sb

Tabela 6.3: Os certificados de tangéncia.

Os certificados de tangéncia indicam, em particular, que a aresta ce(ab) nao pertence
ao envelope superior resultante. Estes certificados existem em conjunto. Observe que yt é

um y-certificado.

rNome | Comparagao I Condigoes i
slfab] | b < ce(ab) b <; ce(ab)

ab <, ce(ab)
cor(ab) # cor(ab.prox)
sr[ab] | ce(ab) <sa ce(ab) <5 a

ab <, ce(ab)
cor(ab) # cor(ab.ant)

Tabela 6.4: Os certificados de nao-tangéncia.

As condigoes do certificado de nao-tangéncia indicam que nao existe certificado de
tangéncia envolvendo ab. Por exemplo, a existéncia do certificado sl[ab] implica a nao

existéncia dos certificados de tangéncia yt[ab)], slt[ab] e srt[ab].

Para completar a lista de certificados é necessario considerarmos certificados que envol-
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Figura 6.4: Lista de certificados que mantém a corretude do envelope que resulta da com-

binacao de dois sub-envelopes.

vam comparagoes entre os valores das tangentes das duas arestas mais & esquerda (uma de
cada cor) e as duas mais & direita. Todos os tipos de certificados, mostrados nas tabelas

anteriores, sao ilustrados na Figura 6.4.

Uma configuragao dos envelopes vermelho e azul é qualquer disposicao dos seus vértices
e arestas que mantenham as descrigoes combinatérias de ambos os envelopes.

Teorema 6.7 (Basch, Guibas e Hershberger [13, 14]) Seja R e B os envelopes supe-
riores de cor vermelho e azul, respectivamente. Entdo o conjunto de certificados definidos
sobre R e B prova a corretude da descrigio combinatéria do envelope pirpura que resulta

da combinagao dos envelopes vermelho e azul.

Prova. Seja C uma configuragido de R e B, e L o conjunto de certificados definidos sobre
ambos envelopes. Seja C’ outra configuragao de R e B na qual os certificados em L também
sdo validos. E suficiente mostrarmos que o envelope superior de C’ tem os mesmos vértices

que o envelope superior de C.

Os z-certificados atestam que a aresta concorrente de cada vértice de R e B, em ambas
as configuragoes, sao as mesmas. Qualquer vértice que tem um y-certificado em L é um
vértice do envelope superior de C’ e C. Finalmente, devemos mostrar que os vértices sem
um y-certificado nao podem estar situados em posigdes diferentes nos envelopes superiores

de Ce(.

Considere uma seqiiéncia consecutiva maximal I de vértices de R e B sem y-certificados
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em L. Podemos supor sem perda de generalidade que o envelope vermelho estd acima do
envelope azul no intervalo I. Dado um ponto p, seja r a aresta vermelha e b a aresta azul que
se interceptam com a reta vertical que passa pelo ponto p. Denotemos por A(p) a diferenca
entre o valor da tangente de r e o valor da tangente de b. Em vértices de I a funcao A
cresce em vértices vermelhos e decresce em vértices azuis. Nao existe mudanca de sinal da
fungao A num vértice vermelho contido em I, caso contrario existiria um certificado yt em
L para tal vértice. Logo, pode existir uma mudanga de sinal da funcio A num vértice azul

contido na seqiiéncia maximal, como estd ilustrado na Figura 6.5.

sl sr |

'
'
'
'

551 ST
A>0

Figura 6.5: Teorema 6.7.

Assim, no intervalo I, A(p) é positiva até um vértice v azul, e logo depois é negativa.
Seja a a aresta concorrente do vértice v. Entdo existem certificados do tipo sl para os
vértices azuis de I que estao a esquerda de a e certificados do tipo sr para os vértices azuis
em I que se encontram & direita de a. Estes certificados garantem que, no intervalo I, o
envelope vermelho R permanece acima do envelope azul B. Portanto, o envelope superior

de C' tem os mesmos vértices que o envelope superior de C. |

Processamento dos eventos

A violagao de um y-certificado produz uma mudanca no envelope superior pirpura resul-
tante. Como conseqiiéncia de tal violagdo uma aresta entra ou sai do envelope pirpura.
Consideremos o exemplo ilustrado na Figura 6.6. Sejam R e B os envelopes vermelho e
azul a serem combinados. Sejam também b, c e d arestas consecutivas no envelope B. Ana-
lisemos o caso em que a aresta c deixa de fazer parte do envelope piirpura e as arestas b e d
passam a ser consecutivas no envelope purpura. Isto corresponde & violacao do certificado
yli[bd]. Neste caso, podemos afirmar que ¢ ndo é uma aresta concorrente para qualquer
vértice na cadeia R (se c fosse uma aresta concorrente para algum vértice de R entdo a vio-
lagao de um z-certificado teria ocorrido antes da violagdo do certificado yli[bd]). Assim, um
numero constante de certificados serao removidos da fila de eventos. Mais especificamente,

os certificados que envolvem os vértices bc e cd serao removidos da fila. Os certificados
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removidos sao trocados por certificados que envolvem o vértice bd. Considere agora a o
caso inverso onde a aresta ¢ passa a fazer parte do envelope pirpura e o vértice bd deixa de
existir. Neste caso dois novos vértices ab e bc surgem no envelope resultante. Estes novos

vértices envolvem um nimero constante de novos certificados.

Figura 6.6: A aresta c some do envelope que resulta da combinacao das cadeias L, e L,

quando acontece a violagao do certificado yli[bd].

Descrevemos a seguir os algoritmos que processam os diferentes tipos de eventos. Cada
algoritmo recebe como entrada a estrutura de dados cinética para o envelope superior e o
vértice ab envolvido na violagao de tal certificado. Os algoritmos que processam eventos

devem atualizar a estrutura de dados cinética.

Processamento de um yli-evento

Um yli-evento ¢ a violagao de um certificado do tipo yli. O seguinte algoritmo mostra como

processar um tal evento. A situagao estd ilustrada nas Figuras 6.7, 6.8 e 6.9.

Algoritmo ProcessaYLIevento. Recebe a estrutura arvore dos envelopes,
de um arranjo de n retas no plano; a fila de eventos @, contendo o conjunto de
certificados; referéncias para os envelopes vermelho R e azul B que envolvem o
evento (os envelopes que se encontram em nds irmaos na arvore dos envelopes);
e um par de arestas a e b consecutivas em R. Devolve a drvore dos envelopes
atualizada apds processar o evento associado a perda de validade do certificado
yli[ab].

Remova os certificados yri[ab.prox] e yli[ab] da fila de eventos.

Alternativa I existe yri[ab] em Q

Remova yli[ab.ant] e yri[ab] de Q.
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Crie slt[ab], srt[ad] e yt[ab] e insira-os em Q.
Remova a aresta ce(ab) do envelope B.
Alternativa II nao existe yrifab] em Q
Crie yri[ab] e yli[ab.ant].
Caso 1 ab <, ce(ab)
Insira a no envelope purpura resultante da combinagao entre R e B.

Caso 2 ce(ab) <, ab

Remova b do envelope ptrpura resultante da combinacao entre R e B.

¥

yli[abd]

yri[ab]

Figura 6.7: A aresta a passa a fazer parte do envelope purpura, logo apds a violagio
do certificado yli[ab]. Se o certificado yri[ab] é violado entdao a aresta a deixa o envelope

purpura.

yri[ab]

yli[ab]

Figura 6.8: A aresta b passa a fazer parte do envelope pirpura logo apés a violagiao do
certificado yri[ab]. Se o certificado yli[ab] é violado entdo a aresta b deixa o envelope

purpura.

Processamento de um yt-evento

Um yt-evento é a violacao de um certificado do tipo yt. O seguinte algoritmo mostra como
processar um tal evento. A situagdo estd ilustrada na Figura 6.9.
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Algoritmo ProcessaYTevento. Recebe a estrutura drvore dos envelopes,
de um arranjo de n retas no plano; a fila de eventos @, contendo o conjunto
de certificados; e um par de arestas a e b consecutivas em um dos envelopes
vermelho R ou azul B. Devolve a drvore dos envelopes atualizada apds processar
o evento associado a perda de validade do certificado yt[ab).

Remova yt[ab], slt[ab] e srt[ab] de Q.

Crie yli[ab] e yri[ab.prox] e insira-os em Q.

Crie yri[ab] e yli[ab.ant] e insira-os em Q.

Insira a aresta ce(ab) no envelope piurpura resultante.

a b
a b yli[ab]
\ ? / yriab]
\./ yt[ad] . et

L}

Figura 6.9: A aresta ce(ab) sumi logo depois da violagao do certificado yri[ab] ou yli[ab].

Se o certificado yt[ab] é violado entdo a aresta ce(ab) surge no envelope resultante.

Processamento de um slt-evento

Um slt-evento é a violacdo de um certificado do slt. O seguinte algoritmo mostra como

processar um tal evento. A situacgao estd ilustrada nas Figuras 6.10 e 6.11.

Algoritmo ProcessaSLTevento. Recebe a estrutura arvore dos envelopes,
de um arranjo de n retas no plano; a fila de eventos @, contendo o conjunto
de certificados; e um par de arestas a e b consecutivas em um dos envelopes
vermelho R ou azul B. Devolve a drvore dos envelopes atualizada apds processar

o evento associado a perda de validade do certificado slt[ab].

Remova os certificados slt[ab], srt[ab] e yt[ab] da fila Q.
Seja cd := ab.ant.

Alternatival d =a

Crie slt[cd], srtcd] e yt[cd] e insira-os em Q.
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Alternativa II d # a

Crie sl[cd] e insira-o em Q.

slt[bc]

srt|a

7 3
’slt[bc] 1 srtfad] 4

. '
R 3 X I'a

Figura 6.10: Violagao de certificados do tipo slt e srt.

sl[cd]

slt[ab]

Figura 6.11: Violagao de certificados do tipo sl e slt.

Processamento de um sl-evento

Um sl-evento é a violagao de um certificado do tipo sl. O seguinte algoritmo mostra como

processar um tal evento. A situacao estd ilustrada nas Figuras 6.11 e 6.12.

Algoritmo ProcessaSLevento. Recebe a estrutura arvore dos envelopes,
de um arranjo de n retas no plano; a fila de eventos @, contendo o conjunto
de certificados; e um par de arestas a e b consecutivas em um dos envelopes
vermelho R ou azul B. Devolve a drvore dos envelopes atualizada apds processar

o evento associado & perda de validade do certificado sl[ab].

Remova o certificado sl[ab] da fila Q.
Seja cd := ab.prox.

Alternativa I cor(cd) # cor(ab)

Crie slt[cd], srtlcd] e yt[cd] e insira-os em Q.
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Alternativa II cor(cd) = cor(ab)

Crie sr[cd]e insira-o em Q.

/ sl[ab) \1
a\é “ sl[ab] /C sr{be] srlbc] ' /
- - y

7 < 7

Figura 6.12: Violagao de certificados do tipo sl e sr.

Processamento de um x-evento

Um x-evento é a violagao de um certificado do tipo x. O seguinte algoritmo mostra como

processar um tal evento.

Algoritmo ProcessaXevento. Recebe a estrutura arvore dos envelopes, de
um arranjo de n retas no plano; a fila de eventos @), contendo o conjunto de
certificados; e um par de arestas a e b consecutivas em um dos envelopes ver-
melho R ou azul B. Devolve a arvore dos envelopes atualizada apds processar

o evento associado & perda de validade do certificado x[ab].

Remova o certificado x[ab] de Q.

Sejam cd := ab.prox, ce(ab) := d e ce(cd) := a.

Alternativa I.A cor(cd.ant) = cor(cd)

Remova x[cd.ant] de Q.

Alternativa I.B cor(cd.ant) # cor(cd)

Crie x[cd.ant] e insira-o em Q.

Alternativa II.A cor(ab.prox) = cor(ab)
Remova x[cd] de Q.

Alternativa II.B cor(ab.prox) # cor(ab)

Crie x[ab] e insira-o em Q.

Alternativa III existe yrifab] em Q

Remova yri[ab] de Q. Crie yri[cd] e insira-o em Q.
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Alternativa IV existe ylifed] em Q

Remova yli[cd] de Q. Crie yli[ab] e insira-o em Q.

Alternativa V.A existe sl[ab] em Q

Atualize sl[ab] para o novo ce(ab).

Alternativa V.B nao existe sl[ab] em Q

Caso V.B.1 existe ytcd] em Q
Remova slt[cd], srt[cd] e yt[cd] de Q. Crie sl[ab] e insira-o em Q.
Caso V.B.2 nao existe yt[cd] em Q

Suponhamos que existe srfab] em Q. Se a <, d entao remova sr[ab] de Q e crie
slt[cd], srt[cd] e yt[cd] e insira-os em Q. Se d <; a entdo atualize sr[ab] para o

novo ce(ab).

Alternativa VI.A existe sl[cd] em Q

Atualize sl[ed] para o novo ce(cd).

Alternativa VI.B nio existe sl[ab] em Q

Caso VI.B.1 existe yt[ab] em Q
Remova slt[ab], srt[ab] e yt[ab] de Q. Crie sr[cd] e insira-o em Q.
Caso VI.B.2 nao existe yt[ab]

Suponhamos que existe sr(cd] em Q. Se d <, b entdo remova sr[cd] de Q e crie
slt[ab], srt[ab] e yt[ab] e insira-os em Q. Se b <, d entdo atualize sr[cd] para o

novo ce(cd).

Os eventos que correspondem a os certificados yrifab], sr[ab] e srt[ab] sdao simétricos a
yli[ab], sl[ab] e slt[ab], respectivamente. A violagdo dos certificados sr e srt estdo ilustrados

na Figura 6.13.

Anadlise da estrutura de dados cinética

Lema 6.8 A estrutura de dados cinética para manter a descrigio combinatdria do envelope

superior de n retas € local.

Prova. Uma reta r estd presente num envelope como uma aresta (segmento de r). Para

provarmos que a FIDC para o envelope superior é local basta mostrarmos que o nimero
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sr(cd]

srt[ab]

Figura 6.13: Violagao de certificados do tipo sr e srt.

de certificados envolvendo cada reta é pequeno, ou, em outras palavras, que o niimero de

certificados envolvendo arestas formadas por segmentos de uma reta é pequeno.

Seja r uma reta. Como a drvore dos envelopes tem altura logaritmica, entio a reta
estd presente em no maximo O(logn) envelopes. Seja E um dos envelopes que contém uma
aresta a que ¢ um segmento de 7. Mostraremos que o nimero de certificados, com relagio
ao envelope E, que envolvem a aresta a é constante, e assim a EDC é local, ja que O(logn)
certificados dependerao de r (e de seu plano de vdo, ou da alteragio do seu plano de vo).

Primeiramente contemos os certificados que envolvem a aresta a devido a seus extremos
(vértices). Cada vértice pode estar envolvido em dois z-certificados, em dois y-certificados
ou um y-certificado e um s-certificado. Assim, a aresta a, devido a seus extremos, estd

envolvida, em um nimero constante de certificados.

Contemos os certificados que envolvem a aresta a quando ela é considerada como uma
aresta concorrente de algum vértice. A aresta a tem intersecgao nao-vazia com no maximo
duas arestas do outro envelope, o que envolveria um certificados do tipo yli e yri. Con-
sideremos agora que a aresta a tem intersecgao vazia com as arestas do outro envelope.
Suponha que a aresta concorrente a estd abaixo do outro envelope. Entdo, nao é dificil
perceber que s6 pode existir no méximo um certificado do tipo slt, um do tipo yt, e um do
tipo srt envolvendo a aresta a. Finalmente, suponha que a aresta a estd acima da outra ca-
deia. Neste caso, s6 pode existir certificados de nao-tangéncia envolvendo a. A Figura 6.14
ilustra a presente situacdo. No pior caso a é a aresta concorrente de um ntmero linear de
vértices. Todos estes vértices sao da mesma cor (pertencem ao mesmo envelope). Assim,
0 os vértices mais & esquerda e mais & direita da parte do envelope abaixo de a podem

envolver a aresta a em certificados do tipo sl ou sr. Com isto terminamos a prova do lema.

Teorema 6.9 (Basch, Guibas e Hershberger [13, 14]) A estrutura de dados cinética

para manter a descrigao combinatdria do envelope superior de n retas é étima.
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Figura 6.14: A aresta a é aresta concorrente de todos os vértices da outra cadeia que estao

sob ela.

Prova. Pelo Lema 6.8, segue que a FIDC é local. Resta, portanto, mostrarmos que a EDC

¢ de resposta rapida, compacta e eficiente.

Lembremos que a violagao de um y-certificado muda o envelope superior, uma aresta
pode entrar ou sair do envelope e esta alteracao pode se propagar até o né raiz na arvore dos
envelopes. Assim, o processamento da violagio de um y-certificado leva tempo O(log? n).
O processamento da violagao dos outros tipos de certificados consiste em comparagoes e
em um numero constante de insercoes e remogoes de certificados, e portanto pode ser feitos

em tempo O(logn). Com isto concluimos que a EDC é de resposta répida.

Consideremos um determinado nivel na arvore dos envelopes e seja E um envelope
representado por um noé neste nivel (E é o resultado da combinagao dos envelopes mantidos
pelos nés filhos). O nimero de certificados que envolvem uma aresta de E é constante. O
envelope superior de um conjunto de n retas tem no méaximo n partes que sao representadas
por no maximo n arestas. Entao, o nimero total de certificados que mantém a corretude
da descricao combinatéria de todos os envelopes neste nivel é O(n). Logo, o total niimero
de certificados contidos na fila de prioridade é O(nlogn). Portanto, a FDC é compacta.

Mostraremos agora que a EIDC é eficiente. Para isto devemos estimar o niimero total

de eventos processados pela FIDC no pior caso e o nimero de eventos externos no pior caso.

Seja C(n) o numero de eventos totais processados pela EDC para manter o envelope
superior de n retas. Devido a recursividade da arvore dos envelopes, esta quantidade é
limitada superiormente por 2C(n/2) + Q(n), onde Q(n) é o nimero de eventos processados
no pior caso para manter o envelope superior obtido através da combinagao de dois envelopes

(o vermelho e o azul), cada um destes formados por aproximadamente metade das n retas.

Denotemos por t a varidvel ‘tempo’. A familia de retas L; : y(z,t) = m;(t)z + b;(t),
correspondente ao ponto p;(t) = (m;(t),b;(t)) (¢ = 1,...,n), é uma familia de funcoes

algébricas em duas varidveis. Seja £(t) o envelope superior das n retas no instante t e M a
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superficie descrita por £(t), quando ¢ varia ao longo do tempo. Observemos que a superficie
M corresponde ao envelope superior de n superficies formadas pelo movimento das n retas.
Observe também que um vértice no envelope superior £(t) (pirpura) corresponde a uma

aresta sobre a superficie M.

A violagao de um y-certificado corresponde a um vértice sobre a superficie M. Quando
uma aresta passa a fazer parte do envelope £(¢) temos que um vértice sobre superficie M
passa a dividir-se em duas arestas. Quando uma aresta deixa de fazer parte do envelope
£(t) temos que dois arestas sobre a superficie M passa a unir-se num vértice. Como as
superficies descritas pela familia de retas sao algébricas de grau limitado, entdo o a superficie
M tem complexidade combinatéria O(n?*¢) para algum e > 0 (cf. Sharir [40]). Portanto,

o nimero de eventos produzidos pela violagao de um y-certificado (yt, yri, yli) é O(n?*¢).

A interseccao das projegoes sobre o plano zt (y = 0) entre arestas vermelhas e azuis
corresponde a violagao de um z-certificado. A complexidade de tais intersecgoes é O(n?+€)
para algum e > 0 (cf. Agarwal, Schwarzkopf, e Sharir [4]). Assim, o nimero de eventos

produzidos pela violagao de um z-certificado é O(n?+¢).

Cada par de retas ficam paralelas um nimero constante de vezes. Assim, o niimero de
eventos produzidos pela violagdo de um s-certificado (slt,srt,sl, sr) é O(n?). Logo, Q(n) é
igual a O(n?*€). Portanto, C(n) = O(n**) para algum € > 0.

Uma mudanga no fecho convexo de um conjunto de pontos descrevendo um k-movimento
corresponde a uma mudanca no envelope superior ou inferior no arranjo de retas duais, e
vice-versa. No pior caso o nimero de mudangas do fecho convexo de n pontos descrevendo
um k-movimento é 2(n) (cf. Agarwal, Guibas, Hershberger e E.Veach [2]). Logo, a EDC é

eficiente. |

6.3 Fecho convexo cinético

O problema do fecho convezo, no modelo cinético, consiste em dados: um conjunto S com
n pontos (no plano) em movimento continuo, um plano de véo para cada ponto, uma
sequiéncias de alteragoes de planos de véo que sao fornecidas on-line; manter: a descri¢io

combinatdria do fecho convexo de S ao longo do tempo.

O problema dual do problema de construir o fecho convexo de um conjunto S de pontos
no plano consiste em calcular o envelope superior e inferior do arranjo dual D(S) de S,
onde cada ponto (p,q) de S serd associado a reta y = pz + ¢ de D(S). Através da dua-
lidade temos que as cadeias superior e inferior do fecho convexo de S correspondem aos
envelopes superior e inferior de ID(.S), repectivamente. Assim, para mantermos a descricio

combinatéria do fecho convexo de um conjunto S de pontos em movimento basta manter-
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mos o envelope superior e inferior de D(.S). Portanto, dos resultados apresentados na segao

anterior concluimos o seguinte teorema.

Teorema 6.10 (Basch, Guibas e Hershberger [14, 13]) A estrutura de dados cinética
(resultante da estrutura de dados cinética para manter o envelope superior e inferior) para

manter a descrigcao combinatéria do fecho convezo é dtima |

* 3k %k

Os resultados obtidos para o problema do fecho convexo, no modelo de Atallah, sido

interessantes do ponto de vista tedrico, mas nao é apropriado para implementacao.

A estrutura de dados cinética para o fecho convexo no plano, nao é apropriado para
inserc¢ao e remocao de pontos. Isto pode requerer um nimero linear de mudangas no pior
caso. Basch, Guibas e Hershberger, sugerem cinetizar a estrutura de dados dinimica para

o fecho convexo devido a Overmars e Van Leeuwen [35].

6.4 Aplicagoes do Fecho convexo cinético

Nesta secao, veremos a estrutura de dados cinética, proposta por Agarwal, Guibas, Hersh-
berger e Veach [2], para o problema do didmetro e largura. Estas estruturas cinéticas sao
baseadas na estrutura de dados cinética para o fecho convexo, vista na Secdo 6.3, e na

estrutura Torneio cinético.

6.4.1 Diametro cinético

O problema do diagmetro, no modelo cinético, consiste em dados: um conjunto S de n pontos
(no plano) em movimento continuo; um plano de véo para cada ponto; uma seqiiéncia de
alteracoes de planos de voo que sdo fornecidas on-line; manter: a descricio combinatéria

de um par de pontos que determinam o didmetro de S, ao longo do tempo.

O didmetro do conjunto de pontos S, que denotaremos por Diam(S), é a méxima
distancia entre dois pontos de S. A prova do lema a seguir pode ser encontrada, por

exemplo, no Capitulo 4 de Preparata e Shamos [36].
Lema 6.11 O Diam(S) € igual ao didgmetro dos pontos do fecho convezo de S. |

Seja P um poligono convexo no plano. Nesta secdo, os vértices de P serdo chamados
de pontos. Assim, o poligono P é determinado por uma seqiiéncia consecutiva de pontos.
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Sejam vy, ...,v, os pontos de P, listados em sentido anti-horario. Um par de pontos de P
que admitem retas de suporte paralelas sao ditos antipodas (veja Figura 6.15). Denotaremos

o conjunto de todos os pares de pontos antipodas de P por Antip(P).

Lema 6.12 Se P ¢ um poligono convezo, entio Diam(P) = max{dist(p,q) : (p,q) €
Antip(P)}.

Prova. Seja (u,v) um par de pontos de P cuja distancia entre eles ¢ maxima (e, portanto,
igual a Diam(P)). E suficiente provarmos que u e v sio pontos antipodas de P. Sejam
L, e L, retas ortogonais ao segmento %v, que passam pelos pontos u e v, respectivamente.
Suponhamos, que L, nao é uma reta de suporte para v. Seja M o semiplano determinado
por L, que nao contém o ponto u. Entao existe um ponto w de P, contido em M tal que
dist(u,v) < dist(u,w), que é um absurdo. Analogamente, é possivel verificarmos que L, é

uma reta de suporte para u. Portanto, o par (u,v) pertence ao conjunto Antip(P). |
Ly || L

L
L™

'v’Ui <

Figura 6.15: O ponto (v;,1;), (vi,v;), (v, 7:), sdo exemplos de pares de pontos antipodas.

Lema 6.13 Se P ¢ um poligono convezo, entio o conjunto Antip(P) tem no mdzimo

O(|P|) pares de pontos.

Prova. Sejam v;_1, v; e v;1 trés pontos consecutivos de P, listados em sentido anti-horério.
Seja r; o primeiro ponto mais-distante do segmento 7;_19; que encontramos ao percorrer
o poligono no sentido anti-hordrio a partir de v;. Analogamente, seja l; o primeiro ponto
mais-distante de 7;7;11, que encontramos ao percorrer o poligono no sentido anti-horario a

partir de v;.
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Seja agora A(v;) o conjunto de pontos de P da cadeia entre r; e [; (inclusive) que néo
contém v;. Seja v; um ponto qualquer de A(v;) e L; uma reta de suporte a v;. Existe
uma reta L; de suporte a v; que é paralela a L;, como esta ilustrado na Figura 6.15. A(v;)
contém os pontos de P que sao antipodas de v;. Devido a maneira que escolhemos r; e [;,

os pontos de A(v;) sao os Unicos pontos que sao antipodas de v;.

Os conjuntos A(v;) e A(vi+1) contém o ponto /;, e no maximo tem dois pontos em

comum. Portanto, o nimero de pares de pontos antipodas é O(|P|). |

Uma caracterizacao de pares de pontos antipodas

Seja P um poligono convexo. Consideremos v; e v; pontos pertencentes a cadeia superior
;P P
e inferior de P, respectivamente, como ilustrado na Figura 6.16. Sejam mi, Miy1, M €
mj1 0s valores das tangentes das retas que passam pelos pontos v;_y,v;, Vi, Vit1, Vj—1,j €
vj, V541, respectivamente. Observemos que o valor da tangente de qualquer reta de suporte
passando por v;, estd contido no intervalo [m;, m;;]. Analogamente, o valor da tangente de
qualquer reta de suporte passando por vj, estd contido no intervalo [m;,m;4,]. Portanto,
v; e v; sdo pontos antipodas de P se e somente se os intervalos [m;, miy1] € [mj, mjy1] se

interceptam.

Vi—) Vit1

Vi

Figura 6.16: Caracterizacao de pontos antipodas

Determinacao dos pares de pontos antipodas via dualidade

Considere o dual de um conjunto de pontos no plano. No dual, cada ponto (p, q) de S serd
representado pela reta y = pz 4 ¢. O dual dos pontos da cadeia superior (inferior, resp.) do
fecho convexo de S é o envelope superior(inferior, resp.), do conjunto das retas no arranjo
dual D(S). Assim, cada ponto do fecho convexo de S se dualiza num segmento do envelope

superior ou inferior de D(S) .
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Seja P um poligono convexo. Sejam r e ¢ dois pontos consecutivos da cadeia superior
ou inferior que representam P e seja (71,%)) a intersec¢do entre as retas D(r) e D(g) duais
de r e ¢ no arranjo ID(P). Entao, o valor da tangente da reta que passa pelos pontos 7
e ¢ ¢ —z, como estd ilustrado na Figura 6.17. Se consideramos os vértices dos envelope
superior e inferior listados segundo as suas abscissas (de acordo a z-ordem), entao, devido a
caracterizagao de pares antipodas, podemos encontrar todos os pares de pontos antipodas
simplesmente varrendo ambas as listas simultaneamente e determinando os intervalos (for-

mados pelas z-coordenadas de vértices consecutivos em uma das listas) que se intersectam.

X o x

Figura 6.17: O valor da tangente da reta que passa pelos pontos r e g é —z,.

Algoritmo estdtico 6timo

Dos Lemas 6.11 e 6.12 temos que
Diam(S) = max{dist(p, q) : (p,q) € Antip(FC(S))}

onde FC(S) denota o poligono que representa o fecho convexo de S. O seguinte algoritmo
estdtico determina o didmetro de um conjunto de pontos no plano, com base no resultado

anterior.

Algoritmo Didmetro. Recebe um conjunto .S de n pontos no plano e devolve
um par de pontos de S cuja distincia entre eles é méxima (entre todos os pares
de pontos de S).

Determine o poligono P que representa o fecho convexo de S.

Calcule o conjunto Antip(P).

Encontre um par (u,v) de Antip(P) tal que a distancia entre u e v seja maxima.

Devolva (u,v).
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Andlise do Algoritmo Diametro

A determinacao do fecho convexo de um conjunto de n pontos pode ser feita em tempo
O(nlogn). O célculo de todos os pares de pontos antipodas pode ser feito em tempo linear.
O Lema 6.13 garante que a busca de pontos em Antip(P) pode também ser realizada em

tempo linear. Portanto, a complexidade de tempo do Algoritmo Didmetro é O(nlogn).

Cinetizacao do algoritmo estdtico

A estrutura de dados cinética para o problema do diAmetro é baseada na estrutura de dados

cinética para o fecho convexo e da estrutura Torneio cinético.

A fim de cinetizar o Algoritmo Didmetro empregaremos certificados para manter a
descri¢ao combinatéria da lista L dos vértices dos envelopes superior e inferior de D(P)
ordenados segundo as suas z-coordenadas. Esta lista serd armazenada em uma arvore ba-
lanceada de busca para que as alteragoes na lista possam ser processadas em tempo O(log n)
mais o tempo gasto para atualizarmos o conjunto Antip(P) de pares antipodas. Isto ga-
rante a corretude dos pares que formam Antip(P). Quando um certificado envolvendo a
ordem entre dois vértices é violado, um ntimero constante de certificados envolvendo os
intervalos formados por estes vértices na lista L deverdo ser atualizados. Quando ocorre
uma mudanca na descri¢cao combinatéria do fecho convexo de S (ou seja, na descri¢ao com-
binatéria P) , algumas arestas podem ser inseridos ou removidos em D(P) e vértices devem

ser inseridos e removidos na lista L.

Teorema 6.14 A estrutura de dados para manter o didgmetro de um conjunto de n pontos

€ compacta e eficiente.

Prova. Lembremos que a estrutura de dados cinética para manter o fecho convexo e a

estrutura Torneio cinético sdo eficientes e compactas.

Pelo Lema 6.13, o nimero de pares de pontos antipodas é linear no nimero de pontos,

assim a FIDC para o didmetro é compacta.

Mostraremos agora que a estrutura de dados cinética para manter o didmetro é eficiente.

Para isto precisamos limitar o nimero total eventos processados pela EDC, no pior caso.

Seja L a lista dos vértices dos envelopes superior e inferior de D(P) ordenados segun-
do as suas z-coordenadas. O numero de eventos envolvendo a lista L pode ser limitado
pelo nimero de pares pontos que passam e deixam de ser antipodas ao longo do tempo.
Considere o tempo ¢t como a terceira dimensao. Entdo, em qualquer instante, o conjunto

de pares de pontos antipodas sdo determinados pela sobreposicao do envelope superior e
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inferior. Observemos que o niimero total de pares de pontos antipodas é igual ao niimero de
tragos cujas projegoes no zi-plano se intersectam. Esta quantidade é limitada por O(n?*¢)
(cf. Agarwal, Erickson e Guibas [4]). No Teorema 4 da Secdo 4.1 de [2] é demostrado que o
numero total de pares de pontos que determinam o didmetro, ao longo do tempo, é Q(n?).

Observemos que a estrutura de dados cinética obtida através da cinetizagdo do Algorit-
mo Didmetro ¢ nao local, ja que um ponto pode pertencer a um nimero linear de pares de

pontos antipodas.

6.4.2 Largura cinética

O problema da largura, no modelo cinético, consiste em dado: um conjunto S de n pontos
(no plano) em movimento continuo; uma seqiiéncia de alteracoes de planos de véo que
sao fornecidas on-line; manter: a descricao combinatéria de trés pontos que determinam a

largura de S ao longo do tempo.

A largura de um conjunto S de n pontos no plano, é a menor distancia entre duas retas

de suporte de S que sejam paralelas.

Nao ¢ dificil vermos que uma das retas que determinam a largura de S deve conter uma
aresta do fecho convexo de S e que a outra reta deve conter um vértice deste fecho. Seja a
uma aresta e v um vértice do fecho convexo de S que se encontram em cadeias distintas do
fecho (um deve estar na cadeia superior e o outro na cadeia inferior). Chamaremos o par
(v,a) de um par vértice-aresta antipoda se existe uma reta que passa pelo vértice v e que

seja paralela & aresta a.

Teorema 6.15 A largura de um conjunto S de n pontos é o minimo das distdncias en-
tre retas paralelas de suporte passando através de um par vértice-aresta antipoda do fecho

convezo de S. [

Algoritmo estdtico 6timo

O seguinte algoritmo estatico determina a largura de um conjunto de pontos no plano. Este

algoritmo baseia-se no resultado do Teorema 6.15.

Algoritmo Largura. Recebe um conjunto S de n pontos no plano e devolve

um par vértice-aresta antipoda que determina a largura de S.

Calcule o poligono P que representa o fecho convexo de 5.
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Calcule o conjunto A dos pares vértice-aresta antipodas de P.
Encontre um par (v,a) de A tal que sua distancia seja minima.

Devolva o par (v,a).

O Algoritmo Largura é similar ao Algoritmo Didmetro e tem a mesma complexidade de

tempo que este ultimo, ou seja O(nlogn).

Cinetizagao do algoritmo estdtico

No dual, uma aresta do fecho convexo de um conjunto de pontos S corresponde a um vértice
do envelope superior ou inferior do arranjo de retas D(S). Assim, um par (v,a) vértice-
aresta antipoda corresponde a uma aresta D(v) sobre o envelope superior ou inferior tal que
o intervalo determinado pelas z-coordenadas dos seus extremos contém a z-coordenada do
vértice D(a) (que pertence ao envelope superior de D(S) caso D(v) pertenca ao envelope

inferior e vice-versa).

Para encontrar todos os pares vértice-aresta antipodas, devemos construir uma lista
obtida através da intercalagido das arestas dos envelopes superior e inferior de D(P) de
acordo com a z-ordem das arestas dos dois envelopes, observando se a z-coordenada de um
vértice pertence ao z-intervalo de uma aresta. Para calcular um par vértice-aresta o qual
determina a largura, devemos encontrar a minima distancia de todos os pares vértice-aresta

antipodas.

A estrutura de dados cinética para manter a largura é similar ao do didmetro. A tnica
diferenca estd no tipo de pares antipodas. A estrutura do Torneio cinético mantém o par
vértice-aresta cuja distincia é minima. O seguinte resultado é devido a Agarwal, Guibas,
Hershberger e Veach [2].

Teorema 6.16 A estrutura de dados cinética para manter a largura é compacta e eficiente.

*okk
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Uma grande parte de problemas geométricos envolvem movimento. Estes problemas
requerem o cdlculo de algum atributo dos pontos em movimento em instantes discretos.
Geralmente, consultas envolvendo movimento podem ser formuladas como a manutencao
de atributos discretos, que dependem das posigoes dos objetos. O objetivo para resolver
este tipo de problema, é usar a coeréncia dada pela continuidade do movimento dos pontos,

e assim anular cdlculos feitos previamente.

As solugoes de Atallah e Kahan, para este tipo de problemas, sao interessantes do ponto
de vista tedrico, mas nao sao apropriados para implementacio. Ademais, eles sdo restritos
a simples tipos de movimentos. Ja a solugao de Basch, Guibas e Hershberger é apropria-
da para implementacao e considera um tipo de movimento apropriado para simulacio de

sistemas dinamicos.



Referéncias Bibliograficas

[1]

2]

(3]

[4]

[5]

(6]

[7]

(8]

P.K. Agarwal, J. Erickson e L.J. Guibas, Kinetic binary space partitions for intersecting
segments and disjoint triangles, Proceedings of the 9th Annual ACM-SIAM Symposium
on Discrete Algorithms (San Francisco, CA), ACM Press, 1998, pp. 107-116.

P.K. Agarwal, L.J. Guibas, J. Hershberger e E. Veach, Maintaining the extent of
a moving point set, Proceedings 5th International Workshop on Algorithms and Da-
ta Structures (Berlin) (F. Dehne, A. Rau-Chaplin, J.-R. Sack e R. Tamassia, eds.),
Lecture Notes in Computer Science, vol. 1272, Springer-Verlag, 1997, http://www-
graphics.stanford.edu/papers/extent/, pp. 31-44.

P.K. Agarwal, L.J. Guibas, T. Murali e J. Vitter, Cylindrical static and kinetic binary
space partitios, Proceedings of the 13th Annual ACM Symposium on Computational
Geometry (Nice, France), ACM Press, 1997, pp. 39-48.

P.K. Agarwal, O. Schwarzkopf e M. Sharir, The overlay of lower envelopes and its
applications, Discrete Computational Geometry 15 (1996), 1-13.

P.K. Agarwal e M. Sharir, Davenport-Schinzel sequences and their geometric applica-
tions, Cambridge University Press, New York, 1995.

, Davenport-Schinzel sequences and their geometric applications, Handbook of

Computational Geometry, North-Holland, to appear,
http://www.math.tau.ac.il/ “sharir/.

A.V. Aho, J.E. Hopcroft e J.D. Ullman, The design and analysis of computer algori-
thms, Addison-Wesley, Reading, Massachusetts, 1974.

M.J. Atallah, Dynamic computational geometry, Tech. Report 450, Dept. of Computer

Sciences, Purdue University.

90



Referéncias Bibliograficas 91

(9]

[10]

[11]

(12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

, Dynamic computational geometry, Proceedings of the 24th Annual IEEE Sym-

posium on Foundations of Computer Science (Tucson, Arizona), 1983, pp. 92-99.

, Some dynamic computational geometry problems, Computational Mathema-
tics with Applications. 11 (1985), no. 12, 1171-1181.

J. Basch, Kinetic data structures, Ph.D. thesis, Department of Computer Science of
Stanford University, 1999.

J. Basch, J. Erickson, L.J. Guibas, J. Hershberger e L. Zhang, Ki-
netic collision detection between two simple polygons, Proceedings of
the 10th Annual ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms, 1999,
http://compgeom.cs.uiuc.edu/ jeffe/pubs/pubs.html.

J. Basch, L.J. Guibas e Je Hershberger, Data  structures
for mobile data, Journal  of  Algorithms (1997), to  appear,
http://graphics.stanford.edu/ jbasch/publications/index.html.

, Data structures for mobile data, Proceedings of the 8th Annual ACM-SIAM
Symposium on Discrete Algorithms (New Orleans, Louisiana), ACM Press, 1997,
http://graphics.stanford.edu/” jbasch/publications/index.html, pp. 747-756.

J. Basch, L.J. Guibas e G.D. Ramkumar, Sweeping lines and line seg-
ments with a heap, Proceedings of the 13th Annual ACM Sympo-
swum on Computational Geometry (Nice, France), ACM Press, 1997,
http://graphics.stanford.edu/~jbasch/publications/index.html.

J. Basch, L.J. Guibas, C.D. Silverstein e L. Zhang, A practical eva-
luation of kinetic data structures, Proceedings of the 13th Annual ACM
Symposium on Computational Geometry (Nice, France), ACM Press, 1997,
http://graphics.stanford.edu/~jbasch/publications/index.html, pp. 388-390.

J. Basch, L.J. Guibas e L. Zhang, Proximity problems on moving points, Proceedings of
the 13th Annual ACM Symposium on Computational Geometry (Nice, France), ACM
Press, 1997, http://graphics.stanford.edu/~jbasch/publications/index.html, pp. 344~
351.

Y.-J. Chiang, J.T. Klosowski, C. Lee e J.S.B. Mitchell, Geometric algorithms for
conflict detection/resolution in air traffic management, Proceedings of the 36th IE-
EE Conference on Decision and Control, December 1997, http://cis.poly.edu/chiang/,
pp- 1835-1840.



Referéncias Bibliograficas 92

[19]

[20]

[21)

22]

23]

[24]

[25]

[26]

27)

[28]

[29]

[30]

Y.-J. Chiang e R. Tamassia, Dynamic algorithms in computational geometry, Procee-
dings of the IEEE 80 (1992), no. 9, 1412-1434, http://cis.poly.edu/chiang/.

H. Davenport e A. Schinzel, A combinatorial problem connected with differential equa-
tions, American Journal of Mathematics 87 (1965), 684-694.

P.J. de Resende e J. Stolfi, Fundamentos de geometria computacional, IX Escola de

Computacao, 1994.

H. Edelsbrunner, Algorithms in combinatorial geometry, EATCS Monographs on Theo-
retical Computer Science, no. 10, Springer-Verlag, Berlin, 1987, QA758 E21a.

J. Erickson, L. J. Guibas, J. Stolfi e L. Zhang, Separation-sensitive collision detection
for convex objects, Proceedings of the 10th Annual ACM-SIAM Symposium on Discrete
Algorithms, ACM Press, 1999, http://compgeom.cs.uiuc.edu/jeffe/pubs/pubs.html.

L.H. Figueiredo e P.C.P. Carvalho, Introdu¢ao a geometria computacional, 182
Coléquio Brasileiro de Matematica, IMPA, 1991, QA758 F475i.

L.J. Guibas, J.S.B. Mitchell e T. Roos, Voronoi diagrams of moving points in the
plane, Proceedings of the 17th International Workshop Graph-Theoretic Concepts in
Computer Science, Lecture Notes Computer Science, vol. 570, Springer-Verlag, 1991,
pp. 113-125.

L.J. Guibas e M. Sharir, Combinatorics and algorithms of arrangements, New Trends
in Discrete and Computational Geometry (J. Pach, ed.), Springer-Verlag, 1993, pp. 9-
36.

L.J. Guibas e J. Stolfi, Primitives for the manipulation of general subdivisions and the
computation of Voronoi diagrams, ACM Transactions on Graphics 4 (1986), no. 2,
74-123.

S. Kahan, A model for data in motion, Proceedings of the 23th Annual ACM Sympo-
sium on Theory of Computing (New Orleans, Lousiana), ACM Press, 1991, pp. 267—
2717.

, Real-time closest pair of moving points, Animation of Geometric Algorithms:
A Video Review (M.H. Brown e J. Hershberger, eds.), no. 87a, Digital Equipment
Corporation, Palo Alto, CA, June 1992, Companion to the video, pp. 1-3.

N. Katoh, T. Tokuyama e K. Iwano, On minimum and maximum spanning trees of

linearly moving points, Discrete Computational Geometry 13 (1995), 161-176.



Referéncias Bibliogréficas 93

(31] D.E. Knuth, The art of computer programming. Volume 3: Sorting and searching, 2nd
edition ed., Addison-Wesley, Reading, MA, 1968.

[32] K. Mulmuley, Computational geometry: An introduction through randomized algori-
thms, Prentice Hall, Englewood Cliffs, NJ, 1994.

[33] J. O’'Rourke, Computational geometry in C, Cambridge University Press, Cambridge,
1993.

[34] T. Ottmann e D. Wood, Dynamical sets of points, Computer Vision, Graphics, and
Image Processing 27 (1984), 157-166.

[35] M.H. Overmars e J. van Leeuwen, Maintenance of configurations in the plane, Journal
of Computer and System Science 23 (1981), 166-204.

[36] F.P. Preparata e M.I. Shamos, Computational geometry: An introduction, Texts and
Monographs in Computer Science, Springer-Verlag, New York, 1985, QA758 P927c.

[37] T. Roos, Voronoi diagrams over dynamic scenes, Discrete Applied Mathematics 43
(1993), 243-259.

[38] T. Roos e H. Noltemeier, Dynamic Voronoi diagrams in motion planning, Proceedings
Computational Geometry: Methods, Algorithms and Applications, Lecture Notes Com-
puter Science, vol. 553, Springer-Verlag, 1991, pp. 227-236.

(39] , Dynamic Voronoi diagrams in motion planning, Proceedings of the 15th IFIP

Conference, vol. 180, Springer-Verlag, 1992, pp. 102-111.

[40] M. Sharir, Almost tight upper bounds for lower envelopes in higher dimensions, Dis-
crete Computational Geometry 12 (1994), 327-345.

[41] D.D. Sleator e R.E. Tarjan, Armotized efficiency of list update and paging rules, Com-
munication of the ACM 28 (1985), 202-208.

[42] E. Szemerédi, On a problem by Davenport and Schinzel, Acta Arithmetica (1974),
213-224.





