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���������������� � �� ��� �� ������������� �� ����� ��� �� ��� �� ������������ (p, q) �� ���
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������������� ����� ������������ ������������ (p, p�) � (q, q�)� ������� ������ �� ������� I � I ��� �

��������� ����� ���������� ������ ��� ����� �� ��� �� ��� ���� ������������� �� ��� ����� �� ����

������������� ����� �������� ���������������� ���� �� �� ������� ��� ��� ���� ����������������

�������� � � ����� ���� � �� ���������� �� ��� � ��������������� ��� �������� �� �������� ������

��� ���� ������������� �� ��� ������ �� ��������� ���� ��� ����������

���� �� ������������ � ��� �� ��������� �� �������������� ��� ����� �������� �� ������� ��

���������������� ����� ���������� �� ������������ � ������������ ��� ���������������� ����������

����� ���������� �������� � ������� �� ������������ ����������� ��������� �� ���� ��� ��� ����

���������� �� ������������� � �������� ������� ������� � ������� �� ����������� ����������� ����

������ �� ������� �� ������������� ��������� ��� ��� ������ �� ������������ ����� �� ���������

ABC �� ������ �� ����� � ���������� ��� ��������������� ��� � ������ �� ������������ ��� �����

� ��������� A�B�C� �� ������ �� ������������ �� ��� �� ���������������� ����� ������������� �����

�� �������� A � A�� ����� B � B� � ����� C � C�� ������ �� � ������ AB ��� ����� �� ��� � ������

BC �������� � ������ A�B� � ����� ����� �� ��� � ������ B�C�� ����� �� ������������ ��� �����

���� �� ����� ����������� ����� �� ���� �������� �� ����� ��� ���� ��������������� ����� �������

���� ��� ��������� ������ � ���� ������������� �� ��� �� ����� ��� ��� ���� ����������������

����� ������������ ���������� ���� ������ ����������� ��� �� ��� �� ������� �� ������������� ������

���������� ���������������� ������� ����� ����� �� ������������� ��� ����� �������� ����� ��� �����



� ��������� ���

������ ���� ���������������� ������������� ����� ������� �� �������������

������ ������� ������ �� ������������ ��� ���������� ��� ������������ �� ������� �� ��� �� �������

��� ���������� �� ��������� ����� �� ��� �� ������������ ����� �� ��� ������ ��������� �� ��������

������� �� ���������� AB � A�B���

� ���� ����������� ����� �������� � � �� ��� � ������� �� ���������������� ����� ������� ��

������������ ������� ��������� �� ���������� �� ������� �� ���������������� ����� ������������

����������� �� �� ������� �� ���������������� ����� ����� �� ������������� � ��� �� ������� ��

������������ ����������� ��� ����������� ����������� ���� ����� ����� ���������� � �� �� �������

����� ����������������� � ��� �������� �� ������� �� �� �������� �� ���������������� �� ������

���������� ��� ��� ����� ��������� �� ����������� �� ���������������� ���������

� ������ ��� ������� �� ���������������� ����� ������������ ��� ����� ������� ����� ��� ������

�� ����� �� ��������� � ��� ������ �� ����������� �� ��������� ��� ��� �� ������ �������� �����

���������

��� ���������������� ����� ������������ �����������

� ������� ��� ������� ��� �������� ������������ ���� �������� � �������������� �� �������

����� � ���������� �� ����������� ���������������� ����� ������������ ������������ ��� ����������

������ ����������� (p, p�)� ���� �� ����������� p �� ������ �� ����� � �� ����������� p� �� ���

������ �� ������������

� ��������������� �� ���������������� ����� ������������ ���������� ������� ��� ����� �������

��� ��������� ���������������� ���������� ��� ���� �� ������������ ����� �� ����������� ��� �������

������ � �� �� ����������� ����� ���������������� �������� �� ��� ����� ��������� ��� ������ �

��������� ���� ������� �� ������������ ��� ������� �� ����������� �� ������ ��� ���� �����������

������� ������ �� ��������� �� �� ����������� �� ������ �� ����� ������� ������� ��� ���������

� ��� ������� ������ �� ����� �� ����������� ���������� ���� � ��������� ������� ��� �������

����������� ���������� ����� ������ ����� �� ����������� ����� ������������ ��� ���������� ���



��� ���������������� ����� ������������ ����������� �

���� ������������� �� ������������ ��� ��������������� ���������

���� �� ���������������� �������� ����� ������������ ����� ������������� ��� ��� �� ������

���������� � �� ������������ ����� ������������ ��� ������������� � �������� ����� ����� ����������

������� �� ����� ��������� �� ��� � ���� �� ������ � ��������� ��� ����� ������������� � ��������

������ ���������� ���� �������� ����� ������ ����������������� �������� � ��� �� ����������� ���

��������� �� ����������� �� ������������ ���� ������� ��������������� ��� ���������� ��� ����

������������� �� ����� ������� ������ �� ����� ��������� �� ��� � ���� �� ������ � ��������� ���

����� �� ��������������� ��� ��� ����� ���������� ��� �����������

����� ���������������� ������������� ������� ���� ���������� �� �����������

� ���������� ���� ������� ���� ����������� ���������������� ����� ������������ ����������� ���

����� � ��� ������ �� ���������� ����� �� ����������� ��� ������������� ������� ��� �����������

������ ��������� ���������� ����� ���������

���� ������

���� ������ ������ ��� ���������� ���� ����� ��� ���������������� ����� ������������ �����

������� ��� ��� ������������� ������� ��� ��� �� ������������ ����� �� ������������ � ����� ������

������ �� ������ ���� �������� ������������ � �������� ���� ����������� �������

������������ ����� � ��������� ������������ �� ���� ������ � �� ������ �������� �� �������

����� ���������� ���� ������ ��������� ������� �����������

��������������� ������ ���� ��� ���������� ���������� �� ����� �������������� ������ ��

��� ��� ����� �� ����������� �� �������� � �������������� ������� �������� ��� �������� ��

����������� �� ������ � �� ������ �� ������ � ��������� ����� �� ����� �� ��������������� ��� 128

���������� �������� �� �� ���������� �� ���������� �� ������ �� ������ ����� ������������

���� ���� ������� ������������ ���� � �� �� ����������� �� ����������� ������� ������ �� ����

������� ������ ������� ��� ���������� �� ��������������� �� ���������������� ���� ��������� ��

��� ������ �������� ������������� �� ���� �������

���������� ���� ����������� ����������������� �� ���������� �������� ��� ���� ������ ���

��������� ���������������� ����� ������������ ������������ ���� ����������� p �� ������ �� �����

���� ��� ������ � ������� ��� ���������������� (p, p�)� � ���� ������ ��� � ����������� p� ���

��� ������ �� ������������ ��� ��� � ��������� �� p� � � ���� ���������� �� ��������� �� p� ����

�� � ��������� �� p� � � ������� ���� ������� �� ��������� �� p �� ������ �� ������������

� �� �� ����������� ���������������� ����� ������������ �� ��� ����� ��������� ���� ���

��������� ��� ������ ���� ������� �� ����������� ��� ������������ ��� ������� �� ������������

���� �� ���������������� ����� ������������ ������������� ��� ��� �� ������ ����������� ���

����� ��������� �� ���������� �� ���������������� � ���������� � ���� ��� � ��������� ����������

d1 ����� � ��������� �� p � ��� ������� ���� �������� � ������ ��� � ��������� ���������� d2
����� � ��������� �� p � ��� ������� ������� ���� �������� �� � ����� �� d2 ��� ����� �� ��� 80%

�� ����� �� d1� �������� ��� �� ����� �������� �� ��������������� ����� p � ��� ������� ����

�������� �� ����� ��� ���� ��������������� � ���������� ����������� ���� ����� �� ���������� ��

���������������� ������� ������� � �������� ����� �� ����������� ��� ������������� ��� ��������

�� ����������� ���������� �� ����������� �� �������������



�� ��������� ���

������ � ���� ������

� ������ �������� ��� ������ � ���� ������ ������� ������������ ���� � � ���������� �� �����

����������� �� ���������������� ����������� �� ���� ������� ����������� � �������� �����������

��� ������ � ���� ������ � ���� �������� �� ��� � ��������� �� �������� �� ������� �������

�� ������ �� �������������� �� ������� �� ��� ���� ������ �� ����������� � ������������ ���

�� ������ ���������������

���������������� ����� ��� ������ � �� ������ �� ������ ��� �� ������ ���������

������ �� �� ������ � ��������� ��� ��� �� ������� �� ����������� ������� �� ����� �� �������

������������ ���� ��� ���������� � ������������� ��� ���������� � �� �� ����� ����� ������� ����

�������� ���� ���������� �� ������ �������� �� ������ �������� �� ������ ��� ���� ����� �� ��

�� ������ ���� ��������� � ���������� ������������ ����� �� ����� ��������� �� ������� ������

����� ��������� �� ���������� ������� �� ������������

�� ������ �� ������ � ���� ������� ���� �� ������� ��������������� ��� ������� �� �������

����� ����� �������� � �������������� �� ������� ���� ��� ���������� ������������ ���� ��� ���

������� �� ��� ������ �� ������ � ���������������� ��� ������������� ��� �� ������������ ����

��� ������� �� ������������ �� ��� � ���������� �������� ��� ���� ������ � ��������� � ���� ��

�������� ��������������� ��� ����� � ��������� �� ��������� �� ������� ������� ���� ������� � �����

�� ��� 80% �� ��������� �� ��������� �� �������� ������� ���� ��������

��������� �� ���� ��� ��� �� ��������� ������� ���� �� ���������������� ����� �������

����� ������� ��������� ������ � ����� �� ��������� �� ���� ��� �������� ���� ����� ������� ��

���������������� ������������� ����� �� ������ �� ��� ������ �� ������������ � �� ���� ��������

� �� �� ��������� ��� ���� ��� ��� �� ��������� �� ��������� �� ����� ������ �������

������ ����������� �������� ��� �������� � ������ �������

� ������ �� �������� �� ���������������� ����� ������������ ������ � ��������� �� ��������� ��

���� ������� ��������������� ��������� ���� ���������������� ��� ����� ���������� � �� �������

���� ������� ��� ���� ���������� �� ����������� �� �� ������ �� ���� ���������������� �����

������ ���� ��� ���� �������� �������� ��� ������������ �� �� ������ �� �� ��� ������ ���

� ���� ��������� ��� ���� ��������� ��������� � ��������� ������ ��������� ��� ���������� � ��

�� �������� �� ������ ������ �� ����� ����������� � �������� ��������� � ��� ���� ���������

� ���� ���� ����� �� ���������������� ��� ����������� ��� � ������������ �� ������ �� ������

���

����� �� ��� ������

������� �������� ��� ����� �� ��� ������ ������ ������� ������� ��������������� ���� ��������

� �������������� �� �������� ���������� �� �������� �� ������ � ���� �������

��� ���������� �� ����� �� ��� ������ �� ������� � ������ � ���� ������ � ��� � ������ ��

����� �� ��� ������ ����� ������ ���������� ���������� �� ���� ������ �� ������������ �� ����� ���

�������� ���� ������� �� ����������� ����������� ���� ���� �� ����� �������� �� �������������

��� ���������� � ������ �� �� �������

��� ����� ������������ �� ����� �� ��� ������ ��� �������������� ��� ���� �� ����� ��� ����

��� ����� ���� ������� ������� �� �������������� �� �������� ���� ���� �� ����� � �������� ��

500 ������� �� ����� � 250 ������� �� ����������� ���� ��� ����� �� ������� ������������ �����



��� ���������������� ����� ������������ ����������� ��

��������� � ���� �� ����� �������� ��� ����� �� ��� ������ � ��������� ��� � �� �� ������� � ������

�������� � �������� �� ����������� ������������� ��� �� ������ ������� �����������

������� �� ��� ������

� �������� �� ������� �� ��� ������ ��������� �� ������ �� ����������� �� �������� � ������

�� ����������� �� �������� ������ ���� ���������� � �� �������������� �� �������� ���������

����������� ����������� �� ������� ������� ����� �� ����� ��� �� ������ ����� ���� ������� ��

������� �� ������������ �� ����� �� ��������

����������� �� �������� � ��������� ��������� ����� ������� �� ����������� �� ������� �

������� �� �������������� �� ������� � ���� �������� ������� �� �������������� �� �������

�������������� �������� � ��������� ���������� ����� �� ����������� ��� ������������ ��� �����

������� ��� ������� � ������ �� ����������� ������� �� ����������� �� ������� ������� ��������

� ��������� ���������� ����� ����������� �� ������ �� ����� � ����������� ���������� �� ����������� ��

������� �� ������������ ������ ���������������� ��� ������������� ����� ������������ �� ������

�� ����� � ��������� �� ������������ �� ������� �� ������������ ���� ����������� �������� �� �����

��������� � ���������� ����� �������� ���� ���� �������� �� ������� �������� �� ������� ��

������������ �� ����� ������������ � ����� ������������ � ������ �� ������

��� ����������� �� ������� �� ����������� �� �������� �� ������� � ������� �� ����������

����� �� �������� � ��� � ���������� �� ����������� ���������������� ��� ����������� �� �������

����� �� ����������� ��� ��� �� ����������� ���������������� ��� ������������ ������������ �����

���� ���� ����� ��������� �� ���������������� ����� ������������ ��������� ������ � ����� ��

�������� ������� ���� ��� �� ����������� �� ������������ ����� ������ ������� �� �����������

�� ������� ���������� �� ���������� �������� � ������� �� �������������� �� �������� ������

����� ������� �� ����� ��� ����� �� ������� ��������

������������ ����������� � �������������� ���� � ������ �� ����������� �� ������� ��

������� �� ��� ������ �������� ������������ ��� ���������� ����������� ��� ������� � ���������

������ �� ������ �� ������� ��� ������ � �������������� ��� ������ ����� ������ �������� ��

������������ ��� �������� ��� ����������� � ������ ������ ��

� ��� �� ���������������� ����� ������������ ����������� � �������������� ���� ���� ���

������� ��� ������� �� ��� ������� ����������� ��� ��� ����� ��������������� ����� ������������

�������� ���������� ��������� ���� ��� ��� ���� ��������� ���� ������������� �� �� ������ ����

����� ����� ��������� ��� ��������������� ����� ������������ ����� �� ����� ������� �� �������������

� ��������� ���� ���������� ��� ���� ���������� ����� ��������� �� ���� ��������� �� �������� ����

������������� ����� ������������� ��������� ��� ���� ��������� ������ ��� ��� ���������������

����� ������������ � ���� ������� ��� ��� ���� ��������� ������ ������� ��� ��� ����������

������ ����� ������������ ����������� � �������������� ���� �� ���� �� ���� ��� ������������� ����

������� �� ������ �������������� ��� ���������� ���� �������� � ���� ���������� �� �������� ��

��� �� ������� ��� ������� �� ���� �� ������ �� ������� �� ��� ������� �������� ����������������

����� ������������ ������������ ��� ����������� ����������� ����� ���������� � �� �� ��������

���������������� ��� ��� ���� ������������ �� ����� ������� � ��� ������� ����� � ����������

������ � ��������� �� �������������� �� �������� ��������� � �������� �� ������������ �����������

� �������������� ��� � ������������������ ����� ���� ���� �� ��� � �������� �� ������������



�� ��������� ���

����������� ������� � �������� �� ������ ������ ��� �������� ������������ ������ � ��� ������ �

������� �� ������������ ����������� � �������������� ��� �� ���������� ���� ���� ���������

����� ��� �� ����������� ����������� ���� �������� ����������������

� ����� ��� ���������� ���������������� ����� ������������ ��� ��� �� ������ ����������

������� ������� � ������������ ����� �� ������������ ����������� ����� ����� ���������������� ����

��������� �������������� �� ��� ������ ��������� �� ���������������� ������� � ������ ��� �

������ �� ���������������� ������ �������� �� �� ������� �������� �� ������ �� ����� �� ���

���� ���������� ��� ����� ��� ��������� �� ����� ���� �� ��������� �� ����� � ��� ����� � �����

������������� � ���� �������� � �����������

��� ������������� ���� �������� ������� ���������������� ��� ���������� ��� ���� ����������

���� �� ����� ������ ������� �������� ����������� ����������� �� ����������� �� ������������� �

����� � ��� � ��������������� �� ��� ��������������� (p, p�) ����� ������������� ����� � ������ I �

I �� ��� ������� ������� ��� ������������ p � p� ��� ������ ������� �� ������ ����������������

����� ������������ ���������� ����� �� ������� I � I ��

������� �� ��� ������

�� ������� �� ������ ��� ��� ���������������� ����� ������������ ����������� � ������� ���

����� ��������� ���� �������� ���������������� ���������� ����������� �� ����������� �� �������

����� � �������� �������� ��������� ������ ������ ����������� �������� ��� ������� �� ���

������� ������������� �������� ����� ���������������� ����� ������������ �� ����� ������� �

���� ������� ��� ��� ������� �� ���������� ����� ����������� �� ������������� ������ ����

����� ���������� �������� ������� � �������� �� ����������� �� ������������� � �� �� �������

���������������� ��� ������������� ��� �������

� ��������� ��� � ��������� ��� �������� � � ���� �� ��� ��� ��������������� ����� �������

����� ������� ����������� ������ �������� �� ������� � ������ ���������������� ����� �������

����� �������� ����� ��������� ������ � ��������� ���� ������ ��� ������������ �������� �����

����� �� ��� ���� ����������� �� ������ �� ����� �������� �� ��� ���������� ����� �� ���� �������

�������

���� ��� ��������������� ����� ������������ (p, p�)� �������� ������� ���� ���������������

���� ��� ������� ������ ���������������� ������� �� ����������� ������� � p ��� ������ ��

������ � �� ����������� ������� � p� ��� ������ �� ������������� ��������������� ���� ��� �

��������������� (p, p�) ���� ����������� ������� � ���������� ��� �� ������ �� 55% ��� �������

����� ��� ����� ���� ���������� �������� �� ����� �� p ������ ������������ ��������������� ���

����� ����������� ���� ���������� �������� �� ����� �� p��

����� �� ��� ������

����� �� ��� ������ ���������� �� ������ �� ����������� �� ������� ��� �������� �� ���

����� �������� ����������� �� ������������� � �� �� �������� � �����������

��������� �� ������ � �� ���������� �� ������������� ���� ����������� ���� ������ ����

��������� ���������� � ���� ��� ������� �� ������� ���� �� ��� ���������� ������������� x, y� ��

����� �� ������� ����������� �� ������� �� ���� �� ������ �� ���� � ��������� ���� � ����������



��� ���������������� ����� ����� �� ������������ ��

� �� ����� �� ����������� ��� �������� �� �� ������ ��������� �� ����������� ������� �� �������

�� ���� ���������� �� ������ � �� ������� ��������������

���� ���� ��������������� ����� ������������ (p, p�)� � �������� �������� � �������� �� ������ �

� �������� �� ���������� ��� ������� ����� � ������ �� ����������� � � ������ �� ������

���� �� ������� �� �������� �� ������ ��� ������������� ���� (p, p�) ��� ���������������

����� ������������� �� ��� p �������� � ������ I � p� �������� � ������ I �� �� � ������ �� p

� 1.5 � � ������ �� p� � 3.0� ������� ��� �������� �� ������ �� 2× ����� � ������ �� ����� �

� ������ �� ������������ ��������� ��� � ��������������� (p, p�) ���� �������� ����� � ������

�������� �� ������ �� ������ ���� ���������������� ������ �� ������� �� ������� �� ������ ��

������ �� ������������ ���� �� ����� �� ������ ���������������� ����� ������������ ��� ������

��� �������� �������� ���������� ��� �������� �� ������ ��� ������ ����� �������������� �� 2×�

�� ����� ���������������� ���� �������� �� ������ ��� ������������ ���� ����� ��������� �� 2× ���

��� ������������� �� ��������� ��� �������

���� �� ������� �� ������� �� ���������� ��� ������������� ���� (p, p�) ��� ���������������

����� ������������ ������ �� ������� I � I ��� �� � ���������� �� p � 30◦ � � ���������� �� p� � 45◦�

����� ����� ��� �������� �� 15◦� �� ������� ������������� ����� � ������ �� ����� � � ������

�� ������������ ��������� ��� � ��������������� (p, p�) ���� �������� ����� � ������ �������� ��

������ �� ������ ������������ �������������� �� 15◦ �� ������� ������������� �� ������� �� ������

�� ������ �� ������������ ���� �� ����� �� ������ ���������������� ����� ������������ ��� ������

��� �������� �������� ���������� ��� �������� �� ���������� ��� ������ ����� ����������������

�� 15◦ �� ������� ������������� �� ����� ���������������� ���� �������� �� ���������� ��� �������

����� ��� ����� ��������� �� 15◦ �� ������� ������������ ��� ��� ������������� �� ��������� ��� �������

���������� �� ������������ ��� ��������� �� ������ � �� ����������� � ������ �������� ���

����� �� ��� ������ ������� �� �� ��������� �� ������ ��� ������������ ���� ��� ������������ �����

��� � ���������� �� ������ ���������������� ��� ��� �������� ���������� �� ������ ��� �������

����� �������� ���� ������������ ����� ����� � ��� �� ������� ��� ����� � �� ������������� ��

����� ��� �� �� ������� �� ������������� �� ��� ���� ������ �� ����������� ���� ��������� ����

������ �� ����������� �� ��������

�� ����� ����������� � ������ ������ ������� �� �� ��������� �� ���������� ��� �������

����� ���� ��� ������������ ����� ��� � ���������� �� ������ ���������������� ��� ��� ��������

���������� �� ���������� ��� ������������ �������� ���� ������������ ����� ����� � ��� �� �������

��� ����� � �� ������������� �� ����� ��� �� �� ������� �� ������������� �� ��� ���� ������ ��

����������� ���� ��������� ���� ������ �� ����������� �� ��������

��� ���������������� ����� ����� �� ������������

����������� ���������������� ����� ����� �� ������������ � ��� ����� ���� ��������� �� ��������

����������� �� ����������� �� ������������� �� ���������� �� ��� �� ������� ����������������

����� ������������ ������������

�� ���� �� ���������������� ����� ������������ ����������� ����� ����������� �� ��� ���������

������� �� ���� �� ���������� �� ���������� �� ������������ ��� ���� ��� ���������� ��� ��������

��������� � �� �� �������� �� ��� ��������������� ����� ������������ p � p� � �������� ���

��������� ��� �������� �� ���������� �� ���������������� ��� ������� �������� � ����� p



�� ��������� ���

� p�� ���� �� �������� ��� �������� �� ����� � ��������� �� ���������� �� ������������� � ����

������� �� �������������� �������� ��� ������������ �� ������� �� � ������ �� ����������� ��

������� �������� ��� ����� �� ��� ������ ��� ������ ������� ������������ ������� �� �������������

���� ������� ��������� ��� ���������� ������ ������ �� ������������ ��� ��������� �� ������ � ��

���������� ��� �������������

������ � ������� �� ���������������� ����� ����� �� ������������ ��� ����������� ��� �������

����������� �� ��������� �� ����������� �� ������������ ��� ���������� �� ��� �� �������������

���� ����� ������� �� �������������� �������� ���������������� ����� ����� �� ������������ �����������

��� ������ ���������� ��� ����������� �� ���������� �� ��� �� ���������������� ����� �������

����� ������������

�� ��� ��������������� ����� �� ����� �� ������������ (p, q) � (p�, q�) � ������������� ����� ��

������� I � I �� ��� ���������� �������� �� ��� ��������� � � ��������� ����� p � q ���������� ��

������ �� ������ I� � � ��������� ����� p� � q� ���������� �� ������ �� ������ I ��� ��� �������

�� ������ ����� �� ���� ������� ����� �� ��� ����� ������� � ��������� ����� � ��� �� ������������

� � ������ ���������� �� ���� ������������ ��� �������� �� � ������ �������� �� ������ �� ������

��� ������ �� ������� �� ��� ������� �� ������ �� ������������ ����� ����� � ������ ���

������������ � �������� ���� ������ ������ � ��������� ����� � ��� �� ������������ �� ������

������ � �������� ���� ������� ������ � �������� �������� �� �� ������������ �� ���������������

����� � ��� �� ������������ �������� � ������� ��� ��������� ������ ������� �� ������ � �� ���������

����� ������������ �� ������� � ������ �� �������������� �� ������� ����������� �� ��� �� ���

������ ������� ��� ����� ���������� � �����

��� � ��� �� ���������������� ����� ����� �� ������������� ������ � �������� �������� ��

�� ������������ ����� �� ��������� �� ���������� ��� ������������ � �� ���� �������� �� �������

��� ����� ���� ��� ������� �� ��� �� ������������ �� ��� ������ ������� ���������������� ���

���������� ��������� ������ �� ������� �� ���� ���������� �� ������� ��� ������� ��� ������

����� ���� ������� ����� �� ��� ����� ������� � ���������� ����� ����� ���� ����� � ��� �� �������

����� � ������ � ���������� �� ���� ����������� ����������� ��� �������� �� � ������ ��������

�� ������ �� ������ ����������� �� 30◦ ��� ������� ������������� �� ������� � ��� ���������� ��

������ �� ������������ ����� ����� � ���������� ��� ������������ � ����������� �� 30◦ ������ �

���������� �� ����� ���� ���������� � ��� �� ������������ �� ������ ������ � ����������� ��

30◦� ������ � �������� �������� �� �� ������������ �� ��������������� ����� � ��� �� ������������

�������� � ������� ��� ��������� ������ ������������ � ������ �������� ����� ���� ������� ���

���������� ���������� � ����� ������ �� ������������ ��� ����������� �� ������������ � �� ������

����� ���������� ������������ �� ��� ������� ������ ������� ���������������� ����� ������� ��

������������� �� ��� �� ���������������� ����� ����� �� �������������

� ������ ����������� �� ��� �� ��� ������ ������� ���������������� ����� ����� �� �������

����� ���� �������� � �������������� �� ������� ��� ��� �� �� ������ �������������� ���� ����

������ �� ����������� ��� ����� ���������� �� ������ �� ������ � ���� �������� �� ������

�������� ��� ��� �� ��� ������� ������������� ���������������� ��� ������������� ����� ������������

������������ ��� � ������� �� ��� ���������� ���������� � �� ������ �������� � �� ��

�������� ���������������� ��� ��� �� ����������� �� ����������� �� ������������� �� �������� ��

���������������� ����� ������������ ����������� ��� ������������� �� ���������������� ����� �����

�� ������������� � ��� ������� �� ������ �������� � ������������ ����� � ��������� ����� � ��� ��



��� ���������������� ����� ������� �� ������������ ��

������������ �� ������ �� ����� ��� ������� � � ��������� ����� � ��� �� ������ �� �� ������

�������������� �� ������ ��� ������� �� ��������� �� �������� ���� ������ � ������ ������ �������

� ������������ ��������� ����� � ������ ��� ������������ �� ������ �� ����� � � ������ ��� ������ ��

�� ������ ��� ��� � ������ �� �� ����� �� � ��������� ���� � ����� ��� ������� ��� �����������

�� ��� ����� ���������� �� ����� ���� ����������� �� ���������� �� ������ ����������� �����

����� � ������ �� ��� �� ��� ������ ��� ������� �� �� ������������ �� �������� ��� �����������

��� ������������ � �� �������� �� ���������� �� ������ ����� ���������� ����� �� ������������ ��

������ �� ������

��� ���������������� ����� ������� �� ������������

����� ��������� �� ��� �� �������� ������������ ����������� �� ����� �� ������������� �������

���������� ��� ������������� ����� ������� �� ������������� ���� �� ��� ������ �� ������������ ��

������ �� ������ (p, q, r)� ���������� ��� ��������������� ��� ��� ������ �� ������������ �� ���

������ �� ������������ (p�, q�, r�)�

����� ����������� ����������� �� ������� �� ������������

� ��� �� ������� �� ������������ ��������� ��������� �� ������� �� ��� �� ����� �� �������

������ ���� �� ����������� ����������� �� ��� ���������� �� ���� ������ ��� ���� ����� �� ���

������� ���������� �� ��� ���������� �� ������� ���� ������� ��������������� �� ���� ����� ��

����������� ��� ������� �� ������������ ������� ��� ����� �� ������������ ��� ��������

� �������� ���� �� ���������� ��� � ���������� �� ��� ������ �� ������������� ��� ��� ��

�� ��� �� ������������� � � �������� ���������� �� ������� �� ������ �� ���� �������� �� �����

���������� ������� �� ������������� �� ��� ��� ������������� ������ �� ������������ ��� � ��������

�� ������� ����� � ������ �� ����� � � ������ �� ������������ ����� ����� �� ������� �� �������

����� ���������� �� ��� ��������������� ����� ���������� � ����� ������� �� ������

� ������� ���� �� ���������� ��� � ���������� �� ��� ������ �� ������������� ��� ��� ��

�� ��� �� ������������� ��� ���� ������ ����� ���������� ����� �� ������������ �� ������� ����

����������� �������� � ���������� �� ������� ����� ���� �� ������ ����� �� ������������� ��� �����

���� �� ������ (p, q, r)� �� ��� ����� ���� ��� ���� p � q� ����� ��� ���� q � r � ����� ��� ���� r �

p ��� ����������� �� ��� �� ������������ (p, q) ������ ������� ��� ����� ����� ���������� p �

q�� ������ ������ ��� ������� �� ������ ����� ���� �������� � ����������� �� ���� ��� ������

������ ����� ������� ��������������� �� ����� ���������� ��� �������� �� � ������ ��������� ��

������ �� ������ ��� ������ �� ������� ��� ������ �� ������ �� ������������ ����� ���� ���

��� ���� ������ ����� ���������� �� ������ �� ������ ���� ���������������� ������ �� �������

��� ������ �� ������ �� ������������ ������ � �������� �������� �� �� ������������ �� ��������

�� ������� ������ ���� ������ ������ �� ���� ��� ���� ������������� � ��������������� ����� �������

���� ��� ����������

����� ��������� ���������� ��� ���������� ������� �� ������������

� ��� �� ���������������� ����� ������� �� ������������ �� ��� ����������� �� ��������� ���

�������� �� ����������� ��� �������� ��� �� ��� ������� ������� �� ��� ������ � ��������� �� ���

������� ����������� �� ��� ��������� ����������� ����� ����� ��������� ���������� �� ���������� � �



�� ��������� ���

������ �������� ����� ���� ���� �������� ������� �� ������������� �� ������� ���������� �� ����������

�������� � ���������� �� ��������� �� ���� ������ �� ������������ ��� ���������� ��������������

�� ������� �� ������������� �� ����� ���� ������ �������������� ����������� � �� �� ����� ������

�� ����� �� ���������� ����� ������ � �������������� �� ������� ������ ��� � ���������������

�� ���������������� ����� ����� ������� ���� ����� �������������� � ������������ � �� ������������

��������� �� ������ �� ������ �� � ������ �������� ����� ���� ������� �� ������� �� ������������

�� ������ �� ������ �������� � ��� �� �� ��������� �������� �� ������� �� ��������

��� ����������� �� ���������� �� ������������ ������� �� ������������ �� ������� �� �������

����� � ������������ � ��� � ���������� �� ������� ��������� ������ ����� ���� ����������� ��

��� � ���������� �� ������������� ��� �������� ��� ������ ��� ������ �������� �� ������������

������������� ������� �������� �� �������� �� �������� ������ ��� ������ ���������� �� �������

����� ���������� ���� ��������� ����� ����� ������� �� ������������� � ��� ������ � ���������� ��

������� �� ����������� ��� ����� ��� �����������

�� ��� �� ��������� ������� �� ������������ ���������� �� ������� �� ������������ ���� ����

������� �� ��������� ���� ����������� �� ����� ��������� ������� �� ������������ � ������ �� ����

��� �� ������ �� ��� �� ������� ��� ������� �� ������ �� ����� � ������������� ����������� ��� ��

����������� �� ��������� ������� �� ������������ ���� ��� ������� ������� �� ������������ ���

������� �� ����������� ����� ��� ������������ � ���� ������������ ���������� ������ ����������

������� ���� ������������� ������������� ����� �� ������� �� ������������ �� ������ �� ����� � ��

������������ ��� ������� �� ������������ � ��� �������� ������ �� ���������������� ����� �������

�� �������������

��� �� ��� ������

��� �� ��� ������ ���������� � �������� �� �������������� �� ������� �� ��� ���� ������

�� ����������� � ������������ ���� �� ������ ��������������� ��� ��������� �� ������ ��

��� �� ��� ������ �� ���������� ��� ��������� �� ������ � ���� ������ � ����� �� ��� �������

�� ����� ������ �������� ������� ��������������� �� �������� � ��� � ������ �� ��� �� ���

������ ������� �� ������ ����� ����� �� ������� �� ����������� � �� �� �������� � ������ ��

�� ���� �������

�� ������� �� ������������ �� ����������� ��� ���������� � ������ �� ������ �� �� ������� �

����� ��� ����������� � �� �� ����� ���������� �� ����� �� ���������� ���� ������ � �� �������

(p, q, r)� �� ��� p� q � r ��� ������ �� �� ������ ����� ����� �� ������� ��������� �� �������

������������ ���� �� ���������� ������� �� �������������

� ������ �� ���� ������ �������������� �� ������� ������ ������� �� ������ �� ��� �����������

������� ������ ������� ��� ��������� ��� ������ �� ��� ����� �������� ����� �� �� ������� ���

������ ������ ������� ��� ��������� ��� ������ �� ��� ����� ���� ��������� ����� �� �� ������� ����

����������� ��� �� ������� ������ �������� �� ���������� �������� �� ������ �� ������ �� � ������

�������� �� ������ �� ����� ��� �� ������� �������� ���� �� ����� ��������� � ������ �� ���

����� ���������� ����� �� ������� ���������� ������ ������� ��������� ��� ������ �� ��������� �����

�� �� ������� �� �� � ������ �������� �� ������ �� ����� ����� ��������� � ������ �� ��� �����

���������� �� ������� ���������� ������ ������� ��������� �� ������ �� �������� ����� �� �� ������

�� ������� ����������� ���� ��������� ������������ �� ������� �� ������� �� ������ �� ��������

����� ����� � ���������� ����� �� ������� ��� ����� ��� ������������



��� ���������������� ����� ������� �� ������������ ��

� ������ �������� ��� ��� �� ��� ������ ������� � ���������� �� ������������ ��������� ���

��������� �� ������������ � ������ �� ���������� �� ��� ��������������� ����� �������� �� �������

�������� � ������������ ��������� ������ � ��������� ����� �� ������������ �� ������ �� ������ �

��������� ����� �� ������������ �� ������� �� ����������� ��� ����� ����� ������������ ��������

���� ��� �� ��� ����� ��� ������������ � ������ ��� ������������ ���� �� ������ �� ������ � �

������ ��� ������������ ���� �� ������� �� ����������� ��� ����� ����� ������������ ��������

���� ��� �� ��� ����� ��� ���������

� ������ �� ��� �� ��� ������ ������� � �������� ���������� �� ������� �� ����� ��� ������� ��

������������� � ���� ���� ��� ������� �� ������������� ��� ����� � ������ ������� ����������������

����� �� ��� �� ������� �� ��� ��� ��� ������� ���� �� �� ��� �������� � � ����� ������ ���� ��

����� ��������

������ �������� � ���������� �� ������������ ��������� ��� ��������� �� ������ � �� ���������

����� ������������ ����� �� ������� � ������ ��� � ���������� �� ������� �� ����� ��� ������� ��

������������� � ������ �� ��� �� ��� ������ � ����� �� �������� ���������������� ����� ������� ���

���������� ��� ���� ������������� �� ����� ������� �������� �� ���������� �� ������ ��������

���� ����� ����� � ������ �� ��� �� ��� ������ ��� ������� � ������������ �� �������� ��� �����������

��� ������������ � �� �������� �� ���������� �� ������ ����� ���������� ����� �� ������������ ��

������ �� ������ ������ � ������ �� ��� �� ��� ������ � ����� �������� �� ���������� �� �������

���������� ������� �� ���������� �� ������ ����������� ����� �����

��������� � ����� �� ������ � ��������� �� ��� ������

� �������� �� �������� ���������������� ����� ������� �� ������������ �������� ���� ������

�� ������������ �������������� ��� ������������� ����������� �� ��������� � ����� �� ������ �

�������������� ��������� �� ��������� �� ��� ������ �� ��� ������ �� ����������������� ����

������ � ��� ����������� ���� ������ ��� �������

��� ��������� ����������� ����� � ������ �� ��������� � ����� �� ������ � � ������ ����

����� ����� ���� � ��� � �������� �� ��������� � ����� �� ������ ������ �� ������ ���� ��������

������� � � ��������� �� �������������� �� �������� �� ����� �� ��������� �� ��� ������� ���� ������

��� ��������� �� ��������� ��������� ���������� ������� �������� ������� ��� ������ �� �������

����� ����� ��� ���������� �� � ������ �������� ����� ���� � ���������� ���� �� ���� ��� ����������

�� ����� ��������� ��� ��� �� ��� ������ ���������� �� ������� �� ������������

� ������ �������� �� ��������� �� ��� ������ �������� ���� ����������� ������ �� ��������

����������� �� ������������ �� ������� ��������� � ������ �� ����� ���� ���������� �� ��� ��

������������ �� ��� ������ ������� �� ������������� ���� �� ���� ������ �� �� ����������� ����

��� �������������� ����� ��������� ��� ��������� ��������� ���� �������� � ���� �� ������� �����

����������������� � ��� ������� � ����� ������������� �� ����� ������� ��� ���������� ����������

������� ��� ��� �� ������ �� ��������� �� ����������� ��� ���������� � �� ��������� �� ����

����������������� ���� ����� ��� 128 ����������� �� � ������ �������� ����� ���� ������� �������

����� ����� ��������������� ������ ��� ������������ ���� ���������� ��� �������� ��� �������������

�� ������ �������� �� ������ �������� ����� ���� �� ������� �� ������ �� ��������� �� ���

������ � � ��� �� ���� ������������ ����������� ���� �������� ���������������� ����������� ���

������� �� ���������� � �� ������ ��� ������������ ���� � �� ���������� � �� ����������� ���

������� ��� ������������� ���� �� ������� �� ����� ��� �������� �� � ������ �� ��������� �� ���



�� ��������� ���

������ ������� ������� � ������� �� ����� ��� ������� ���� �������� ���������������� �����������

����� ������ �� ������ �������� ����� ���� � � ������� �� ���������� �� ���������������

������������� �� �������� � �� �� ����� ������������ �� ������ �� ������ �������� � ������

�� ��������� �� ��� ������ ������� ������� ��� ����� ������������ �� �������� ���� �����

������������ �� ������ �� ����� �� ����� ������� � ������� �� ������ ������������ �� ������ ��

������������ �� ����� ��� ����������� � �� �� ����� ������ �� ����� �� �����������

������������ ��� ������ �� ���� ������������� � ������ ����������� �� ��������� �� ���

������ ������ ��� ��������� ����� ���� ����������� ���������� ������ �� ������������ ���� �������

������ �� ��� ������������ ����� ��� ��������� �� ����� ������ �� ���� ������������� �� ������

����� � ������� ���� �� �������� �� ������������� �� ��� � ����� ������� �� ����� ������ � ��������

���� ����� � �������������

������ ������� �� ������������ �������� ���������������� ���� ����������� ����������� �� ���

����� �� ������������ �� ������� �� ����� �� ������ � �� ���� ������ ����� ���������� ����� �� �������

������� ��� �� �� ���� ��������� �� ���������� ���������� ��� ���������� ��� ������ ������������

������� ��� ��� ���������� ��� ���� ������������ ��� ��������

������ �� ������������ ��� ������ �� ���� ������������ ��� ���������� ���������������� ��

���� �� ���������� ���������� ��� ������� �� ������������ ��� ������� � �������� ���� �� �������

����������� � ��� �� ������������ ��� ������ ��� ����� ������������ ��������� ���������� � ��� ��

������������ ��� �� ������ ����� �� ������������ ������� � ��������� �� ������������ ����� ��

������������ �� ������ �� ����� � ��� ������� �� ������������ ��� �������� �� ������������ ���

������ ������������ ��� ����������� � ��������� �� ������������� �������� ��� ����� �� ������ �������

���������� ����� ������������ ����������� ����� ��������������� ��������� ���� ����� ���������

�� ������������ ����� �� ������������ �������� �� ������� �� ��������� �� ���������������� ���

��� ����������� � ��� ���� ��� ���� �� �� �������� �� ��� ������ ���������������� ����� �������

����� ����������� ��� ������������ ������������� �� ����� ��� ������� � ������ �� ��������� ��

����������� �� ������������ �� ������������ ��� �������� �� ������ �� ��� �� ��� ������� ���

������� ���������������� ����� ����� �� ������������� �� ����������� ���������� ��� ��� ���� ����

128 ����������� ���� ���� ����������� ����� ���������� ��� ������ �� ��� �������� ��� �������

32 ���������� ������ ���� ������� � ����� ������������� ���� ������� � ��������� ���������� �����

������������ �� ����� �� �������� ������ � ����� ����������������� � ��� ����� ��� �� ������

����� �� ���������������� ����� ������������ ������������� � �� �� �������� � ������ �� ����

������������� �������� ������������ ������ � ������� �� ������������ ��� ������ �������� �������

��� ��� ���������� ���� �������� �� ����� ������ �� ���������������� ������������ �������������

� ��� ��� ����������� ����������� �� �������� �� �������� ������������ ��� �� ����� ������ ��

������������ � � �������� ������������� � ���� �������� �� ����������� �� ����� ��� ����������

����� �� ������������ � �� �� ����� �� �������� �������������� �� ������������� ����� ����� �����

���������� ��� ������� ������ �� ������ ������������� ����� � ������ �� ���������������� �����

������������ ������������ ������������� � � ���������� �� ������������ ��������� �� ������ ��

������



�������� �

�����������

��� ����� ����� �� ������ �� �������������� �� ������� ��������

�� ������ �������� ����� ����� � ��������� �� �� �������������� �� ������� ������������ �

��� ������������� ��� ��� ������ � ������ �� ����� � � ������ �� ����������� ��� ������

� ������ ����������� ��������� ������� ����� ��� ������������ �� ��� ����� ������ �� ������

���� �� ��������� � ��� ������ �� ����������� ����������

����� ��� � ������ �� �������������� �� ������� ����� ��� �������� � ��� ������ �� �����

��� ����� �� ����������� �� ������������ ��� ������� �� ����������� ����� ��� ������������

� ���� ������������ ���������� ������������� ������������ ���� ��� ��������� �� ���� ������ ��

������������ ������ �� ����������� ��� ������������ ��� ������� �� ����������� ��� ��������� ���

��� �� ��� ������ ����������� k�������� �������� ��� ���� � ���� �������

�� ����� �� ���������� � ��������� ������� ���� �������� ��� ������ �� ������ � ����������

����� �� ������� ������� ������ �� �� �������� �� ���� �������

�� ��������������� �� ���������������� ����� ������������� ������������� ������������

��� ��������� �� ������ �� ������ ������ ���������������� ����� ������������ �����������

��� ������������� ����� �� ������������ �� ������ �� ����� � �� ������������ ��� �������

�� ����������� ����� ��������� �� ������ ����� ���������������� ����� ������������ ��� ���

��������� �� ������� �������� �������� � ��� �� ��� ������ ��� ������ �� ����������� ���

������������ �� ������������ ����� ��������� � ������ �� ��������� ��������� � � ������

����������� k�������� �������� ��� ���� � ���� �������

�� ��������������� �� ���������������� ����� ������������� ������������� ������� �� �������

����� ����� �� ������������� ��� ������������ � ������ ��� ������������ �� ������ �� �����

����� ��������� �� ������ ����� ����� ������������ ��� ����� ���������� ���� ����������� ��

���������������� ����� ������������ �� ���������������� ����� ������������� � ��� ��������

������������� � ������ ������� ��� ���������������� ������������ ������������� ����� �������

����� ����� ��������� �� ������ ����� ���� ����������� ��� ��������������� ����� ��� ������

�� ������������ (p, q, r) �� ������ �� ����� � ��� ������ �� ������������ (p�, q�, r�) �� ���

������ �� ������������ � �������� ��������� � ��� �� ���� ���������������� ����������� �����

������������� (p, p�)� (q, q�) � (r, r�)� ������ ���� ������������� �� �������� ����� �� �������

���� ����� ���� ���������������� ����� ������������ ������ ���� �������������� � ������

������ �� ������������ ����������� �� ����� �� ������������� (p, q, r) � (p�, q�, r�)� �� �� �����
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������ ���� ��������������� �� ���������������� ����� ������������ �� ������ �� ����� � �� ������
�� ������������ ������������� ������������ �� ������ �� ����� ����������� ���������������� ��� �������
����� ��� ������� �� ������������ ������ �� ���������������� ����� ������������ ��� ������������� ��
���������������� ����� ������������

�� ������������ ��� ����������� �� ������������ ������������ � ��������������� ��������� ���

��� �� ������������ � ���������� �� �������� ����������� ���������� �������� � ��������������

��������� � ������� � ���������� � � ������� �� ����� ��� ������������ ����� ��������� �� ������

����� ���� ���������� ���� �� 99% ��� ���������������� ����� ������������ ������������ ���

����������� ���� ���������� � ������������� ��� �������� ��� ������������ �����������

�� ��������� �� ���� �� ������ ����������� ���� ��������������� ����� ������������ ���

����� ���� ������������ ��� ������� �� ����� �������� � ��������� ���� ����� ��� ���� ��

������ ���������� � ���� �������� �� ��� ��� ������������� ��� ����� � ������ �� �����

� � ������ �� ������������ ���� ���� ��������� � �������� �� ������ ��� � ���������� ��

���������������� ����� ������������ ��������� ��� ������������� ��� ����������� ��� ����

��� �������� �������� ���������������� ����� ������������

�� �������� �������� ������ ���������������� ����� ������������ ����������� ��� ��������������

��������������� � ����� ����� ������ ���������������� �������� ����� ���������� �������� � ��� ��

����������� ����������� �� �������������

� �������� ���������� �� ������� �� ��� ������ ��� ������ �� ����������� ��� ������������

�� ����������� � ��� ���� ����������� p �� ������ �� ����� ������� ��� ��������� � �������

��� ������� ������ ���� �������� 0, 1%� �� ����� �� ������������ �� ����������� ��� ����� ���

���������� ����� ��������� � ���������� ����� ���� ������������ �������� �� ������� �� ���������

���������� ����� ���� ������������

����� ������������� �� ������������ �� ������� �� �����������

����� �� ������ �� �������������� �� ������� ��� ��������� �� ����� �� ���������� �� �������

����� ��� ��������� ��� ������� �� ����������� � ������������ � ���� ����������� ������ ��� �������



��� �������� �������� ���������������� ����� ������������ ��

���� ���� ���� ����������� ����� � ������ �������� �� ������������ �� ������ �� �����������

�� ���� � ����������� ��� �������� � ������ �������� �� ��������� ����� ������������ ��� ���������

��� ����� ��� 128 ����������� ��� ������� ��� ���������� � ��� ������� x� y�

� ������ �� ��������� �� ����������� ��������� ����� ���� � � ������ ����������� k��������

�������� ��� ���� � ���� ������� � ������ � ����������� � ������ �� �������� �� ����� �� �������

����� �� ������������ �� ������� �� ������������ �������� � ��������� �� ������ ��� �����������

�� k ������� ���������� ��� ��� �� ��������� �� ����������� k�������� ������ � ��������� k�������

� �������������� �������� ��� ����������� ��������� �� ���� ��� ��� k ������� �� ������ �� �������

������ � �������� � ��������� ������ ����� ��� k ����������� ������� �� ��� ������� ������ �����

������ ��� k� ����������� ��� ����������� �� ��� ����� �� �������

�� ����� �� ���������� � ��������� �� ���� ����������� p �������� �� ������ �� ����� ��������

� ������� � �� �� ����������� ���������������� ��� �� ����������� �������������� ��� ������� ��

������������ � ��������� �� p � ��������� � �� ��������� �������� �������� � ������� �� ���������

���������� ����� �� ������� �����

�� ��������� ����������� ��� ���� ��� ����������� � � ������ L �� ����������� ���������

��� ��� ���������� � �� ��������� �� ����������� �� ������ �� ������ � �������� ���������

������������� ���� ��� �� ��� ������ �� ��������� � ��� � ��������� L ���� ��� �����������

��� �� ����� ����� ����� �� ��� � ����� �� ����������� ��������� �� ������ � ��� �������� ���

������������ ���������� ����� ��������� ��� ��������� ��� ���������� L ���� 0, 1% �� ����� ��

����������� ����������� �� ������������� �� ���������� ������������� ��� �� �������������� ��

��������

����� ��������������� �� ���������������� ����� ������������

���� ����������� p �� ������ �� ����� �������� � ������ ����������� k������� � �� �� �����

������� ���������������� ��� �� ������������ �� ������� �� ������������

������������� � ����������� p �������� � ������ ��� ��������� ��� �������� ��� ����� ��� ����

����� ����������� ����� ��� k ����������� �� �������������� �� ���� ����� ������������� �� �������

� ��������� �� p � ��������� ��� k ������� ��������������� ��� ����������� ���������� ���������

������� ������ � p � ��������� �� ���������� ��� ����� ��������� �� ����� ��������� �����������

������ �� k − 1 ���������� ��� ������ k − 1 ����������� ��� ��������� �� ��� ��� �� ������������

������ � ����� �� ������ �� ���������� ��������� � ��������� �� p � ��������� � ���� �� ��� ������

��� k� ����������� ����������� �� ������ ���� � ����� �� ������ ��� ���������� � ������� ��������

� �������� �� ��� �� ������������ � ���� �������� �� ���������� ������� �� ������ �� ������������ ���

��������� � ����� ��������� ���������� �� ��������� �� p� ������ � ������ � ��������� ����������

� ������ ����� ����������� � � ��������� �� ������ ���������� ��������������� ���� ��� ��� ��

����� ������������� �� ������ � ��������� ����� �� ��� ������ �� ������ �� ����������� �������� �� k

������������� �� k − 1 ����������� ��� ��� ����� ���������� ��� ��������� �� ��� �� ������������

� ��������� ������� ������ �� ����� �� L ����������� �� ������������ �� ����������� ���� �����

����������� ��� ������ ��� �������� ��� ���������� �� ��������� �� p�

� ������ ������������� �������� ��� ���� � ���� ������ ���� �������� � ������ �����������

k������� ����� ���� �������� ��������� ������� �� ������� ���� ������� �� ����������� p� ����

�� ����� ���� ���� ��������� � ����������� p� ��� ��� ������ �� ������������ ���� ��������� �

� ������� ���� ������� �� ��������� �� p �� ������ ��� ������������ �� ����� ����� ��� ����������



�� ����������� ���

��������� � ���������� � �������� � ��������� � ������� ���� �������� �� ��������� �� p �� ����������

������� �� ������������ ������ � ����������� p ���������� ��� ��������������� ���� �� �������

�� ����������� p� �� ���� ������ �� ����������� I �� �� ��� p� � � ����������� �� ������ I �

���� ��������� ���������� � ����� ��������� ���������� �� ��������� �� p� ������ ����� �� �������

����� �� ������ I � ��� ����� ������������� ���������� �� ����������� p� ������������������

��� ��������� ��� ���� ��������� �� �� ������ �� ��� ��������������� ����� p � ���� ������ ��

����������� ���������� �� ����� �� ������ ���������������� ��������� �������� ������� ��� ������

����� �� ������ ���������� ���������� ������ ��������� �� ����� ���� �� ��������� �� �����

��� ������� �������� ���������������� ����� ������������

�� ������� ������� �� �������� �� �������������� �� �������� ������������� ������������ ��������

�� ������������� ��� ������������ �� ������ �� ������ ������ ����� ������������ ����������� �������

���������� ���������� ��� ��������� ������������ ��� ������� �� ������������ �� ������ ������

�� ���������������� ����� ������������ ���������� ��� ������������ �� �������� ���� ��� ������

��������������� ����� ������������ ���������� ������� ���������� ������������ ������������ � �� ��

��� ����������� �������

�� ����������� � ������� ���� �� ����� G = (V,E)� �� ��� � �������� �� �������� V � ����

����� �� ������������ ��������� �� ��� ����� ������ � � �������� E � �������� �� ������� �����

�� ����� ��������� �� ���������� ���� �����������G ������ κ �������� � �������� �� �� �������� ������

���� �� ������� ������������� G = (v1, v2, . . . , vκ)� ���� ������� ������������� ��� ��������� �� ���

������� ���� ������ � ������������� �� ��� ������� ���� ��� ����� ���� ���������� �� ��� ��

������������� ������ �� ������� �� �� ����������� G = (v1, v2, . . . , vκ) �������� v1 � v2� v2 � v3�

. . .� vκ � v1� �� ������� �������������

����� ��������� ��� ���������� ������������ ��������� �� κ = 3 �������� ��������������� ����

����������� ��� ��� ��������������� ����� ������������ �������� �� κ = 3 ���������������� �����

������������ ������������ � ��� � ��������� ���� ���������� ��� ������������� ��� �������� �

������ �� ����� � � ������ �� ������������

����� ������� �� ������������ � ������ �� ������������ �� ������ �� �����

� �������� �� ������������ � ������ �� ������������ �� ������ �� ����� ������� ���������� ��

����������� �� ����� �� ������� �� ������������ ����������

� ��������� ������ �� ��������� �� ����� �������� �� ����� ���������� ��� ���������������

����� ������������ ��� ���� ��� ��� ���� ���������������� ����� ������������� ������ ����� ����

���������������� ����� ������������ ��� ������ ���� ���������� ��� ���� �� ������ ��������� ����

������������� ����� ����� ������ ��������������� � ��������� ������ ������ ��� ���� �� ������

��������� ��� ���� ��� ��� ��� ���������� ������ �� ����� ���� ��������� ������ � ���������� ��

����� �� ������ ��� ��� ��������� ���� ��������� ������ ������ ����������� ��� � ������ �����

�� ���������������� ����� ������������� �� ����� ����� ��� ���������� ���� ��������� �� �������

�� ������� �� ������������ � ��������� � ���� ������� ������������� �� �������� ���������������

���� ������� ��� � ���������� �� ����� �� ������ ��� ��� ��������� ������ ����������� ��� � �����

�� ���������������� ����� �������������

� ���������� �� ������� �� ������� �� ������������ �� ������ �� ����� �������� ����� ���� �
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������ ���� ������� �� ������� �� ������������ �������������� �� ������ �� ������ ������������� �� ��������
�� ������������ P � ��������� �� ������ �� ������ ������ ������������ �������������� �� ������ �����
S1 � S2 ��� ������������ ���� ��� �� ��� ��������� �∞ ������ ����� ������������ �� δ �������� �����
���������� ���� �������� ������������� �� �������� D1 � D2� ��� ��� �� ������� �� ������������ T = D1∩D2

��� �����������

��������� �������� �� �������� �� ���� ������� �� �������� ������ � ������ �� �������� ��������

�� ������������ �� ������ �� ������ P � �� ����������� Si �� ������������ � ������������ �� �����

���� ����� ����������� Si ������������ ��� ������� ���� ������������ ��� ������� ��������������

�������� ����� ��� �� ������� �� ������� ������ ��� ������������ �� �������� Di � ���������

� ������ ��� ������������ ������������� ������������ Si� � ��� ������� ������������� ������� ��

������������� ���� �������� �� ������� �� ������� � �������� T ������ � ����� �� ������� �� �������

����� ������� ��� ����� �� T ���������� ��� ���������� �������������� ���� �� � �������� ���� ��

������� � ���� ��� D = D1 ∪ D2 ∪ . . . ∪ DT �

�� ����������� �� ������������ Si ⊆ P � ����������� �� ����� ��� �� ������������ ��� �������

����� �������� ����� ��� �� ������� � ��� ����� ��� �� ������������ ������� ���� ������������

�� �������� ������ ������� ����� ������ �� ��� ���������� � ������������� � ������� ���� �

���������� �� ������������ �� �� ����� ������������ |Si|� � ������������� ����� ����� ��� �

���������� ����� �� ������������ �� ������ �� ������ |P|� �� ����� �� T ������������ ����������

� ���������� S1, . . . ,ST � ������������ ���������� ��� ���� ������������ �� P ���� ����������� ��

����� ��� ����

������� �� �������� ����������� �� ������������

� ������� �� �������� ����������� �� ������������ S1 ⊆ P ������ �� �������� ������ ��������

������ S1 � �� �������� ������ ������ ������������ pj ��� �������������� ��������� �� P � � ���

��������� � ����� ���� ������� pj �� �������� S1 ���������� ��� ����������� � �������� �� �������

����� �� S1 ������� ������ ����� �� ������������ �� P ������ ���� ���������� ���� ��� ��

����������� pj ���� �������� �� �������� S1 ��� ����������� � ��������� �∞� �� ������� ����� pj �

���� ����������� ������������� �������� �� S1 ���� ��� �������� � δ = 8 �������

� ������� ��������� �� ������������ ��� ��� ��������� �� �������� ����������� S1 � ����� ��������



�� ����������� ���

� ��� �� �� ����� ������ ������������ �� ��� ��������� �� ������������ A� ��� ������ �����

�� ������������ P �� ������ �� ������ ������������� �� ������������ �� ����� A ��� �������������

��������������� ������ ���� ���������� � �������� ����������� �� ������������ S1� � ��������� ��

������������ ��� ��� ��������� �� A � ���� ������������ � ������ �� �������� ������� �� A �����

�� � ������ �� ����������� ���������� �� �������� ������� �� A�� � ����� ��������� ��� �������

�� A � ���� ���� ��� ��� � ������ ������� �� A ���� ��������� ���� ��� ��� � j������ ������� ��

����� A � ��������� � ������ ��� ��� ��������� �� �������� �� ����������� S1 ����� ����������� �

����������� pj ����� j������ ������� �� ����� A�

� ������������ ���� ���������� � ����������� �� ������������ S1 � O(n)� �� ��� n � � �������

���� �� ������������ �� ������ �� ������ ���������� �� ������������ �� ����� A ��� ������������

O(n)� ������ �� ������������ �� A ��� ��������� �� S1� � ��������� �� ������� ���� �����������

�� A �� S1 ��� ������������ O(1)� ������ �� ��� �� ��� ����� ��� ������� ���������� �� ��� �

����������� �� ���� �� ���� ��� ������ ������� ��������� � δ = 8 ������� ������ ������� �� ������

����� �� ��� ������ �� ����� ������� ������ �� ���� ������ �� ���� ������� ��� �� ������������

�� ���� ��� ������� ���� ��� ������� � ��������� �∞ ����� � ����������� ��� �� ������ ������� � ��

�������� ����������� �� ���� ��� ��� ���� ������� ���������

������� ��� �������� ����������� �� ������������

���� � ������� �� �������� ����������� �� ������������ S1 ⊆ P� � ������� ����������� S2 ⊆ P
� ����������� � ����� ����� A �� ������������ ��� ��� ��������� �� ������� �� S1 ����� �� ��� �

����� �������������� �� ��������� � ������ ��������� �� ������� �� S2� ���� ���� ����������

S2� �� �������� �� A ��� ��������� � ������ �� ������ ������� � ����� ����������� ��� ������� ���

���� ��� ������ � �������� ������� �� A�

� �� �� ����� T ����������� �� ������������� S1,S2, . . . ,ST � � ������������ �������� ����

����� S1 � S2 �� ������������� ��������� ���� ��� �� ������������ Si � Si+1 ������� � �����

����� Ai �� ������������ ������������� ��� �������� S1 � S2 �������� A1� �������� S3 � S4

�������� A3� �� ��� A1 � A3 ��������� �� ������ �������� �� ������������ �� ������� �� ������

���� �� ���������������� ����������� �� ��� ����� ���������

� �������� �� �������� � ���������� �������� ���� ���������� ������������ �� ������������ �

��������� � ������� ������� � ���������� �� �������� ����������� S1� ������ �� ����������� pj
� �������� �� ��� ��������� � ����� ���� ��������� �� S1�� �� ������������ ��������� ����� �� pj
������ �� ���������� p1, p2, . . . , pj−1� �� ������� � ���������� �� ������� ����������� �� �������

����� S2� ������ � ����� ����������� pj � ��������� �� ������������ ��������� ����� �� pj ������

�� ���������� pn, pn−1, pn−2, . . . , pj+1� ���� ������ ������������� � ����������� ��� ������� �� �������

����� ����������� �� ��� �� ��������� {p1, . . . , pj−1} � {pj+1, . . . , pn} ��� ����������

������� �� ������� �� ������������ ��� ��� �� ������������� �� ��������

���� �� T ������������ �� ������������ ����� ������������� ���� ����������� Si � ���������

���� �������� ��� ������������ �� �������� Di� � ������ �� ������� x� y ��� ������� �� ���� ������

����� �� Si� ���� ���� � �������� �� ������� �� ������������ Di = {(p1, p2, p3), (r1, r2, r3), . . .}�
�� ��� ���� ������ �� ������������ �� Di � ��������� ���� �� ������������ � ������� �� ���

������������ �� �������� Di ������ ������������ O(n log n) � ������ O(n) ������� �� �������������



��� ������� �������� ���������������� ����� ������������ ��

� �������� �� ����� �� ������� �� ������������ ������������ �� ������ �� ����� � ���� ���

T = D1 ∪ . . . ∪ DT � ���� ������ �� ������������ �� T � �������� �� ��� ������ ���� � ��

�� ������ �� ���� ������ �� ��� ����������� ��������������� � ��� ����� ��� ������� ��������� �����

����������� ��� �������� ������ ������������ O(1)�

�� ������� � ������� �� �������� T �� ������������ �� ��� ������ �� ����� ������ ����

��������� O(Tn log n) � ���� �� ������ �� ������������ �������� �� ������������� ��� � ����� �

|T | = O(Tn)�

����� ��������������� �� ���������������� ����� ������������

�� ������������ ��� ������� �� ����������� ��� ��� ������� ���� �� ������������ �� ������ ��

������ �������� � ��� �� ������������� �� ��������� ���� ����� ������������ �� ������ �� �������

������ ��������� ������������ �� ��������� ��� ������� �������� � ��� ��� ������������ �����������

�� ������ �� ����� � ��� ���������������� ����� ������������ ��� ����� ������������� �� ��������

������� �� �������� �� �������������� �� �������� ���� ���� ���������������� ����� ������������

����������� �� �������� �� ������������ ����������� �� ������������ ��� ���������� � �� �� ������

��� ������� ������ ���������������� ����������� ��� ���������� ��� ���� ������������� �� �����

�������

��������������� ������� �� ���������������� ����� ������������ ����������

�� ����������� �� ������ �� ����� ���� ����������� �� ������ ��� ��������������� ���

���� ������ �� ������������ ���� G = (v1, v2, v3) �� ����������� �� ������ �� ������ G ����

����������� ��� ��������������� ��� ���� ������ �� ����������� ��� � ���� ���� ���� ��������

�������������� ������ ������������ ���������������� ������ ���� ������� � ������� ��� ����������

���������������� ����� ������������ ������������ �� ���� ���������������� ����� ������������ �����

������������ (v1, v�1)� (v2, v
�
2) � (v3, v

�
3)� ����� � ����������� G ��� ������ �� ����� I� � ������������

�� ��� ������ �� ����������� I �� ����� ������ � ��������������� ����� ������������ ��������� �

(G,H)� �� ��� H = (u1, u2, u3) � �� ����������� ��������� �� ������ �� ����������� I �� ������

���� ��������������� ����� ������������ ��������� (G,H) ���� ��������� �� ���������������� �����

������������ ����������� M = {(v1, u1), (v2, u2), (v3, u3)}�
� �������� ����� ������� ������� �� ��������������� �� ���������������� ���������� ����� �������

����� ������� ������� ���� ���� ����������� G = (v1, v2, v3) �� ������ �� ������ ��� ����� �������

�� ����������� ����� �� ���� ������������� v1� v2 � v3� �������������� ������������� �������������

���� ����� ������������� ���� �������� ���� ����������� ��� ����������� ���� ���� ����������� p ��

������ �� ������ �������� �������� ��� 64 ����� ��� ������� ��� ����� ������� �� ����������� p

������������ ������������� ��� ��������������� ����� ������������� ������ �� ������� �� �������

����� ��� ������������� ��� ��������������� ������� ��� � ����������� G = (v1, v2, v3) ��� �������

��� ��� �� ��� �������� ������� ��� ����� �� �������� �������� ���������� � v1� v2 � v3� �� ����

�� ����� � ��������� �� ������� ������� ���������� �� �������� ��� ����� ��� ���������� �� �����

��������� �������� ��� �������� ������� ��� ������� � �������� �� ������� �������� �� ���� ��� ��

����� � ��������� ���������� ����� ������� �������

����������� �� � ��������������� ����� ������������ (G,H) ��������� �� ������������ ��������

����� ��� � ����������� ��� ��������������� ������� ����� ����� (G,H) ������� ���� ���������� ��

���������������� ����� ������������ M = {(v1, u1), (v2, u2), (v3, u3)}�
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������ ���� ����������� ����������� ������ ���� �������� ���������������� ����� ������������ ��� ���������
����� ��� ������� ��� ����������� ��� ������� ��� ������������� l12� l23 � l31� ��� ������ ��� ������������
������� s1� s2 � s3� ��� ���������� ��� ������� ��� ������������� α12� α23 � α31� ��� ���������� ���
������������ ������� o1� o2 � o3� ��� ��������� ������������ �� ������ ��� ������������ � �� �����������
��� ������� ��� ������������� ���� �� ������� ��������������� sG1 ��� ����������� G �� ������ �� ������
� sH1 ��� ����������� H �� ������ �� ������������� � ����� Φ1 = sG1 /s

H
1 � ���������� ����� ���� �

����� ����� �� ������������ ��� ������� ��������������� Φ23 = lG23/l
H
23� � ������ ������� �� Φ1 � ����

���� � Φ23� 0.5 ≤ Φ1/Φ23 ≤ 2� ��� ���������� ���������� � ����� ���� ���� ��� Φ�,Φ�� �� �������� ��
������ {Φ1,Φ2,Φ3,Φ12,Φ23,Φ31}� ��� ��������� ������������ �� ���������� ��� ������������ � ��� �������
��� ������������� ���� �� ����������� �� ������������ ��������������� oG2 � oH2 � � �������� �� ����������
Δ2 = oG2 −oH2 � ���������� ����� ���� � �������� �� ���������� ��� ������� ��������������� Δ31 = αG

31−αH
31�

� ������ ������� �� Δ2 � ������� � Δ31� arccos(Δ2 −Δ31) ≤ 60◦� ��� ���������� ���������� � ����� ����
���� ��� Δ�,Δ�� �� �������� �� ��������� �� ���������� {Δ1,Δ2,Δ3,Δ12,Δ23,Δ31}�

���������� �� ���������������� ����� ������������ ��� ��� �� ����������� �����������

���� ��������������� ����� ������������ (G,H) ������� ���������� �� ������������ �����������

�� ������������ � �� �� ��� ����������� ���� ��� ��������������� �������

� ������� �� ����� � ��� ����������� ����������� � ���� � ���������� � � ��� ��������� �����

������� ��� ���� ����������� G �� ������ �� ����� � �� �������� ��������� ���� ������� �� �����

� �������� ���� ����� � ������������� �� ��� �� ������������ ��� � ��� ������������� ��������

�� ������� ����� � ������ �� ����� � � ������ �� ������������ ����� � �������� �� �� �����������

H �� ������ �� ����������� ������ ������� ����� �� ������� ������������� �� ���� �� �� ������

����� ��������� H �� ������ �� ����������� ����� �� ������� �������� ����� ����� H ������

� ��������������� ��������� (G,H) ��� ����������� ���� ��� ���� �������� ������� ��� ����� ��

������������� G � H� ������� �� ������� ������������� � ���������� ��� � ������ �� ����������� ����

��������������� ������� �� ��� ���� ��� ������ �� ����������� ���� �������������� ��� ����

��������� ��������� �� �������������� �� ��� � ������ ������� �� ������ �� ������

������ ������ ��������� ��� ���������� ���� ���� ������������

• ����������� ��� �������� ��� ������ �� �� ����������� � ��� ����� ���� ����������

�� ��� �� ������������ �� ������ � ������ �� ����������� �� ������� �� �����������

U = (h1, h2, h3) ������ ���� �������� e12 = (h1, h2)� e23 = (h2, h3) � e31 = (h3, h1)� �����

������������ ���� ��������������� lU12� l
U
23 � lU31 ����� ��������� �� ������ �������



��� ������� �������� ���������������� ����� ������������ ��

• ������ ��� ������������� ���� ����������� �� ����������� U = (h1, h2, h3) ������ �� �����

�� ������ ��������� ���� �������� �� ������������ ����� ����� ������� ���� ����������������

sU1 � s
U
2 � sU3 ����� ��������� �� ������ �������

• ����������� ��� �������� ���� ������ �� �� ����������� ������ �� ������ ������������

�� ������� �� ���� ���������� �� ������� ��� ������ �� ����������� � ������� ���� �� �����

������������ �� �� �� �� ����������� ��� ������� �� �� ����������� U = (h1, h2, h3) ����

���������������� αU
12� α

U
23 � αU

31 ����� ��������� �� ������ �������

• ���������� ��� ������������� ���� ����������� �� ����������� U = (h1, h2, h3) ������

��� ���������� ��������� ���� �������� �� ������������ ����� �� ����� ���� ����������������

oU1 � o
U
2 � oU3 ����� ��������� �� ������ �������

���� ���� ��������������� ����� ������������ (G,H) ���������� � ������ ������� �� ���������

��� ������� ��� ������������ ������������ � �������� �� G ���� H� ��� ��������������� �����

������������ ������ ���� ���������� ��� �������� ����������� �� ���������� ��� ������� � �� ������

����� ��� ������������� ����� ���� ���� ���������� ��� �������� ����������� �� ����������� ���

������� � �� ������ ��� �������������

������ ��� � ��������������� ��������� ����� ������������� (G,H)� ������ ��������� �� �������

���������� ����� ������������ M = {(v1, u1), (v2, u2), (v3, u3)}� ���� ��������� �� ������ ������ ��

��������� �� ��������� �� ������������ ��� ���������� �����

• ��������� �� ����������� ��� �������� �� ��������������� ����� ������������ (G,H)�

�� ���� ������ ����� �� ������������ ��� ������� ����������������

Φ12 =
lG12
lH12
, �����

Φ23 =
lG23
lH23
, �����

Φ31 =
lG31
lH31
. �����

• ��������� �� ������ ��� ������������� �� ��������������� ����� ������������ (G,H)� ��

���� ������ ����� � ������ �� ������������ ����������������

Φ1 =
sG1
sH1
, �����

Φ2 =
sG2
sH2
, �����

Φ3 =
sG3
sH3
. �����

• ��������� �� ���������� ��� �������� �� ��������������� ����� ������������ (G,H)� ��

�� ������ �� ��� ������ � ��� ����� ������������������ � ���� y ������ ���� ���� � � ���� x ������ ���� �
�������� ������� ��������� ����� �� ������� ������������ � ������� � ������ �� ���� ���������� �� �������



�� ����������� ���

���� ���������� ����� � ���������� �� ������� ����������������

Δ12 = αG
12 − αH

12, �����

Δ23 = αG
23 − αH

23, �����

Δ31 = αG
31 − αH

31. �����

• ��������� �� ���������� ��� ������������� �� ��������������� ����� ������������ (G,H)�

�� ���� ���������� ����� � ���������� �� ������������ ����������������

Δ1 = oG1 − oH1 , ������

Δ2 = oG2 − oH2 , ������

Δ3 = oG3 − oH3 . ������

������������ ��� ��������� �� ������ ��� ������������ � �� ����������� ��� �������

��� ������������� ������ ��� ������������� ������ �� ���� � �������� � ��� ������� ��� ����

� ������ �� ������ �� �� ����� r� ����� � ����������� �� ���� ������ �� ����������� ������ �

������ �� ���� ����������� ��� ������������� ��� r� �� ������ ��� ��������� � �������� � ���

������� � ���� ������ � ������ �� ����� �� ψ ������ �� ������� �������� �������� ��� �������

�� ��� � ���� ���� ����� ��� ����������� 1 � � ���� ���� ����� ��� ����������� cosψ �����

����������� ��� ������� �� ��� ��������

��������������� ������ ���� ������ ������������� ������ ψ > 60◦� ���� ��������� �� ����

������� ������ ψ = 60◦� � ����� ����� � ����� ���� � � ����� ���� �� ������ ������������ �

cos 60◦/1 = 0.5�

�� ��� ��������������� ����� ������������ (G,H)� ����� �� ���� ������ ����� � �����������

�� ������� ��������������� Φ12� Φ23 � Φ31� �������� �� ���� ������ ����� � ������ �� ������������

��������������� ��� Φ1� Φ2 � Φ3� ���� ��������� �� ������ ������ ��� ��������������� ����� �������

����� ������ ���� ���������� � �������� ������������ ���� ���� ��� Φ�,Φ�� ����������� � ������ ��

���� ������ ���� ������ {Φ12,Φ23,Φ31,Φ1,Φ2,Φ3}� � ����� �� ����� ����� ���� ��� ����� ��� �

����� �� ����� �� ����� ������ ���� ��

0.5 ≤ Φ�

Φ�� ≤ 2. ������

������������ ��� ��������� �� ���������� ��� ������������ � �� ���������� ��� �������

��� ������������� ������ ��� ������ � ����������� �� θ ������ ����� � ���������� �� ����

����������� ������ � ���������� �� ���� ������ �� ����������� ������ ��� ������������ ��� ������

θ ������ �� ������ ��� ��������� � �������� � ��� ������� ��� ����� �� ������� � ������������

��� ��� ���������� ����������� �� θ ������ ������ ��������� �� ���������� ����� ���������� �� θ

����� ��� ��������

�� ��� ��������������� ����� ������������ (G,H)� ����� �� ��������� �� ���������� ��� �������

��� ������������ Δ12� Δ23 � Δ31� �������� �� ��������� �� ���������� ��� ������������ ��� Δ1� Δ2

� Δ3� ���� ��������� �� ������ ������ ��� ��������������� ����� ������������ ������ ���� ����������



��� �������� �������� ��������� �� ���� �� ������ ��

� �������� ������������ ���� ���� ��� Δ�,Δ�� ����������� � ������ �� ���� ������ ���� ��������� ��

���������� {Δ12,Δ23,Δ31,Δ1,Δ2,Δ3}� � ������ ����� Δ� � Δ�� ���� ��� ����� ��� 60◦� ���� ��

arccos(Δ� −Δ��) ≤ 60◦. ������

��� �������� �������� ��������� �� ���� �� ������

�� �������� ������� �� �������� �� �������������� �� �������� �� ���������������� ����� �������

����� ��� ����� ������������� �� ������� �������� ��� ���������� ���� ��������� �� ������� � �������

��� �����

��� ��������������� ����� ������������ ���� κ = 3 ���������������� ����� ������������� � ��� �

��������� ���� ���������� ��� ���� �� ������ �������������� ���� ��������� �������� �� �������

�� ����� � �� ������������ ���� ���� �� ������ ��������� � �������� �������� � �������� �� ������

�� ���������������� ����� ������������ ����� �� ���������������� ����� �������� �� ������������� ���

����������� ������ �� ������������ �� ������ �� ����������� �� ������ �� ������

����� �������������� ��� ����������

���� G � �������� �� ���������������� ����� ������������ ��� ������� ����� � ������ �� �����

� ��� ������ �� ������������ G = {M1,M2, . . . ,M|G|}� �� ��� Mi � �� �������� �� ����

���������������� ����� ������������ ���� ����� ���������� � ��� ��������������� ����� �������

������� ������ � �������� �� ���������������� ����� ������������ ��� ������� ����� ����� ����

������� � M = M1 ∪M2 ∪ . . . ∪M|G|�

� �� �� ������� � ����� �� �������� ��������� � ��� ������������� ��� ���������� � ���������

� ������ �� ���������������� ����� ������������ ��������� �� �������������� ���� ���� ����������

������ ����� ������������ (p, q) ∈ M ��� ��� p � �� ����������� �� ������ �� ����� � q � ��

����������� �� ������ �� ������������� ���� xp, yp � ������� �� ������ �� ����� �����������

���� ��������������� (p, q)� � ���� f(xq), f(yq) � ������� �� ������ �� ����� �������� ���� ���������

����� ��� ��� ���������� �� � ��������� �∞ ����� � ������� xp, yp � � ������� f(xq), f(yq) �������

������ �� ���� ������� � �������� ��� � ��������������� ����� ������������ (p, q) ���������� ��� �

������������� ��� ��� ���������� ������ � ����� �� �������� ��������� � ��� ������������� ���

� ������� ���� ����� � ���������� �� ���������������� ����� ������������ ��� ����������� ���

���� ������������� ����

���� ������������� ��� ��� ��������� �� ����� ��� ��������������� ����� ������������ ���

���������� ��� � ������������ � ����������� ��� ������������� ��� ���������� ���� ���������

����� ��� ��������� �� ������ �������� ��� ��� �� ������ ��� ������� ��������� ������ �������

��������

����� ���������� �� ��������� ��������� �� �������

� ������� ���� �� �������� �� �������������� �� ������� ������� ��������� �� ������ �� ������

�� ������� ��������� ��� ������� �� ������������ ����� ��������� � ������� ����� ��� � ��������

���������� �� ��������� �������� �� ������ �� ������ �� ������



�� ����������� ���

������������� �� �������������� ��� ���������� ��� ��������� �� ������ ��� � ���������� ��

���������������� ����� ������������ ��� ����������� ��� � ������������ ����� �� �� ����� �� ������

���������� ��� ��������� �� ������ ��� � ����� �� �������� �� ���� ������������� ����� ������ �

������������� ��� ��� ����� � ����� ����� �� �������� � ��������� ���� ��� �������� �� ������

��� ��������� � ����������� �� ������ �� ������ �� ����������� ���������� �� ������ �������

���� � ������ �� ������ ��� ��� �� ������������� ��� ����������

�� �������� � ������ ����� �� ������� ������������� ��� ��� � ����� ����� �� ���������

� ��������� ��� ���������� �� ���������� �� ���������������� ����� ������������ ��� ��������

���� ��� ���� ������������� ��� ��� � ������� ����� ����� �� ��������� ����� ����������� ���

���������� ���������������� ����� ������������ ��� �������� �� ������ �� ������ ������ �� ������

����������� � ������ �� ������ �� ����������� ��� � ����� ����� �� �������� �� ���� �� ��� ������

���� ���� ��� �������� �������������� �� ���� �� ����� ������ �� ����� ��� ���������������

����� ������������ ��� ���������� ��� ���� ������� ������������� ��� ��� ���������� � ������

��������� ��� ������� �� �������������� �� ������� ������������� � ����� ������� ���� �������

������������� ��� ���� ��� ���� �� ������ ����������� � ����������� �� ������ �� ������ ��

����������� ���������� �� ������ ������� ���� � ������ �� ������ ��� ��� �� ������������� ���

����������

�������� ����� �������� ������ �������������� ��� ����������� � ������ ��� ��� ���������

�� �������� ���� ��� ������ � ������ ���������� ��� � ���� ���� ��� ��� �������������� ���

���������� �� ������ ��� � ��������� ������� �� ����� �� �������� �� ���� ��� ������ ����

���� ������������� ��� ��� ������������� � ������ ������� �� ���������������� ����� �������

����� ��� ������������ ������������� ��� ���� ������������� ��� ��� ���� �� ������ �� ������

������� ������ �� ��� ������ ����������� � ������ �� ������ �� ����������� �� �������� ���

��� �������������� ��� ���������� �������������� ��� ������������� ��� � ��������� �� ���� ��

������� �� ����� ��� ��������������� ����� ������������ ��� ���������� ��� ���� �������������

��� ����� �� �� ���� �� ������� �� ����� ��� ��������������� ����� ������������ ��� ��� �����

���� ��������� ������ �� ���� �� ������ �� ������ �� ������ ������ �� ��� ������ ������� � ������

�� ������ �� ����������� �� �������� ��� ��� �������������� ��� ���������� ���������������



�������� �

���������� �������������

��� ����� �� ����� ����������

� �� �� �������� ��� ���������� ������������ ����� � ������ �� �������������� �� �������

����������� ����� ���� � ������ ������� �� �������������� �� ������� ��� ������� �� ����������

����� ��� ��������� ��� ���� �� ����� ��������������� ���� ��� �������� ���������� ������

����������� ��� ����� �� ��� ������� ���� ���� �� ����� ������ ��� ����� �� ������� �����������

��� � �������� �� �� ����� �� 250 ������� �� ����������� ���� 25 ������� �� ����������� ����

���� ���� �� ������� � 500 ������� �� ����� ���� 50 ������� �� ����� ���� ���� ���� �� ��������

���� ������ �� ����� ��������� �� �� ���� ������� ���������� � ����� ����������� � ���� �� �����

����� ������� �� ��� ����� ��������� � ������ �� �������������� �� ������� �������� � ���������

�� ������ ������ �� ��� ������� ������� ��������� �� ���������� �� ���� � �� ������ �� ����� ���

�������� ����� ���� � �������� ��� �� ������� �������� ������� ������������ ��������� ���� ����

������� �� ����� �� �� ������������ ���� ���������� � ����������� �� ������ �� �������

��� ������� �� ������� � �������������� �� ������ �� �������������� �� ������� ��������� ����

�� ������� � ���������� � � ��������� �� ������ �� �� ������� �� ��� � ������ ���������� �����

������� � ������ �� ���� �� ����� ������ ��� 2007 ��������� �� ���������� �� ��� �������� ��

����� �� 4000 ������� �� ����������� ��� ������ ��� ����� ���������� � ������ ��� ������� �����������

������ ���� �������� �� ������� �� ����� ��� �� ������� � ����� ���������� ������� ����������� � ��
������� �� ����������� ������� ������������ ������ ������������� ����������� �� ����� �� ��� �������

��



�� ���������� ������������� ���

�� ���� �� ����� ������ ��� 2007� ������ ����� ������� ����� ���������� �� �������� ��� �� 250

������� �� ����������� ������������� ��������� �� ���� �� ����� ������ �������� ������ ��� ����

�� ����� �� ������� ���������� ������������� �������� �� 4250 ������� �� ������������

�� ���� �� ������ �� �������������� �� ������� ���������� �� ��� ������ �� ������ �� ��������

���������� �� ������ ������ �� ���� �� ����� ������� ��� �������� ��������� �� ����� ���� ��

�� ����� �������� ���� ������ � ���� �� ��� �� ������ �������� �� ���� ����� ������ ������

�������� �� ���� ��������

� ���������� ������ ������������ �� ������� � ��������� ������� ��� ��������� ���� �������

�� ������������ ���� � ������ �� ���� ������� �� ������� �� ���� �� ����� ����� ��������

��� �� ����� �� 2.5 × 105 ������������ �� ������������ �������� �� ������� �� ���� �� �����

������������ ������� �� ����� �� 7.5 × 106 ������������ �� ������������ ���� �� �������

�� ����������� �� ���� �� ����� ������ ��� ��������� � ����������� �� ������ �������� ��

������ ���� ������� �� ������������ ��� ��� ������ ����� �� ������� �� ���� �� ������� �� ����

�� ����� ������� ��� �� ����������� �� ������� �� ����� ��� ��� ������ �������� ���� ����

�� ������� �� �������������

���� ���� ��� ��� ���� ����� �� ������� �� ����������� ����������� ����� � �������������

��� ������ ����������� k������ ��� ���������� � �� �� ������� �� ������������ �� �����������

��������� �� �������� �� �������� ����� �� ������� ���������� � ��������� k ���������� ����

��������� k�������� ���� k = 16�

��� ������������ ����������� � ���������� � � ��������� ���������� ��� ��� �� ���� �� �������

����� ����� ���������� ��� � ���������� � � ��������� ���������� ��� ��� �� ���� �� �������

������������� � ���� �� ������� ������������ ������ 30 ����� ���� ������������ ��

���������� � ���� �� ������� ������ �������� � ���������� ����� �� ������� � 17 ����� ������

��� ��������� �� ���������

���� ���� ������ ��������� ��� ����� ���� ��������� ���� ������ �� �������������� �� ��������

� ������������� ��� ��������� � ��������� ���� ����������� �� ������ �� ������ � �����������

�� ������ �������� �� ������ �� ������������� ���� ������������� �� ������ �� ������ �� ������

�������� �� ������ �� ����������� ������� � ������ R� �� ������ �� ������ ������ � ���������

� ���������� �� ������������ ��� ������ ����� � ������ R � � ������ R��� � ���� � � �����������

������� �� ������ �������� �� ������ �� ����� ������� ������� ���� ��� ��� �������� �� ������

���� ����������� ������� ����� �� �� ���������� ���������� � ���������� �� ������������ ���� ����

(R ∩R��)

(R ∪R��)
> 0.4. �����

���� ����������� ����� ������ �� ��������� �� ��������� ������������� ��������� ��� ����� �� ���

������� ��� ������ ������� ��� ������ ��� ��� �� ���� �� ����� ������ � �������� ����������

��������� �� ������������� ��� ������� �� ������ ��� ������� �� ������ � ����� ����������� ���

��� ���� �� ��� ������ �� ����������� �� ���� �� ������� ������ ��� ����������� ��� �� ����������� ��
������ �� ������ �� ����������� ��� ����� ��� ������� ���� � ������ �� ������ ������ �� ������ �� ������ �
������ �� ������� ���������� � ����������� ���� ����� ������� � ��������� ��������� �� ����������� �� ������ ��
������



��� ��������� �� ��������� ��

������ ���� ����� �� ��� ������ �� ����� �� ���������� ����������� �������� �� ������ � ��� ���������
��� ������� � ����������� ��������� �� ��������� �� ��� � ����� �������� �� ������ ��� ���������

������ � ������ �� ����� �� ��� ������ ��������� ������� ��������������� �� ������� ��� �������

�� ������ � ������ ��� ������������ �������� ����� �������� ��������� ������� �� ����������� ���

������� �� ������ ����������� ��� ������� �� ������������ �� ������� ������� �������� �� ��

�������������� �������� ���� �� ��� � ����� �������� ��� ������� ����� � ������ ��� � ����� ��������

������ �� ����� �������� ��� ������� �� ������������ ���� ��� ��������� �� �������� ���� � ������

�� ����� �� ��� ������ ������ �� ��� �� ������� ���������������� ����� ������ �� ������ ������

��������� � ����������� �� ������ �� ������ ���� ������������ ��������� ����� ������ ���������� �

���������� ��� �������� �������� � ��� �� ��� ������������� ��� ���� ���������� ������� �� �������

������ ���� ����� ����� ��������� ��� � ����� �� ���������� ����� ������ ���������� � ���������� ��

�������� ������ � �� �� �������� ��� ��������� ���� ����� �� ������ ��� ������������ �����������

����� ����� � ����������� ��� ������� �� ������ �� ����� ��� ������������ ���������� �� ����� �

������� ������ ��� ��� ���� �������� �� ������� ������ �� ����������� ����� �� ������ ����������

� ���������� ��� ��������� � ������ ��� ��������� �� ������� �� ������ ��� ��� ������ �� �����

� � ����������� ������������� ���������� ��� ����� �� ��� ������ � � ����������� ���������� ��

��� � ������ �������������� � ����� �� ������ ��� ���������

� ������� ���������� ����� �� ��������� �� ��������� ������������� ��������� ��� ����� �� ���

������ ��������� �� ������ �� ���������� �� ������������� �������� ����� �� ��� ������ �������� ��

������ �� 0.5 �� ���������� �� ������������� ���� ��� ��� �������� �� ������ ���� �����������

�������� ����� ����� �� ������ �� 0.4 �� ���������� �� ������������ ��� ��������� ����� �������� ��

������� ����� ���� ���������� ��� ���������� ������ �� ���� �� ��� ������� ��������� �� ������

�������� ��������� �� ���������� �� ������������ ����� 0.4 � 0.5� �� ��������� ��� ����� � ���������

����� �� ������ �� ������ �� ����� ��� ��������� ��������� �� �������������� �� ������ �� ������

�� ����������� ����������� �� ����������� � ������ �� ����� �� ��� ������ ���� �������� ��

������ �� 0.5� ���� � ��� �� ������� ��������������� �� ������� �� ��� ����� �������� �� ������
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� �� �� ������� � ���������� ��������� ��� �� ������ �� �������������� �� �������� �

��������� � �������� ����� ���� ���� ���� �� ��� ��� ����� �� �������� ������ � ����� ��� ���

������� �� �������� ����� � ���������� � ���� �������� � ���������� �� ������ �� ��������������

�� ������� ������������ ���� �������� �� ����� �� �������� ����� ���� �� ���� �� ������� ��

������ �� ������������������ ������������������� ���� ���� ������ ������������ � �������� � ����� �

���� ������ �� ����� �� ������������������ ��������� � ����� �� �������� ����� ��������� �� �������

��� ������� ����������

� ���������� �� ������ �� �������������� �� ������� �������� ����� �������� ��� ���������

�� ���������� ��������� ����� ������� ��������� �������� ��� ������� �� ��� ������� � � ���

������ �������� �� ������ ����������� �� ������ ��� ������ �� ������������ ����� ���� �������

������������� � ������ ����������� k������� � ����� ���� ����������� ���������������� �����

������������ ������������ �� ������ �������� ��� ���� ������ ���� ��� ����� ��� �� ������������

����� ���� ����������� p �� ������ �� ����� ���� ����������� �� ����� �� ��� ����������������

��� ����� ����������� �� ��� ������ �� ������������ �� �� ���� �� ������ ��������� ��

����������� p �� ������ �� ������ ���� ��������� � ������ ����������� k�������� ���� �����������

��� ��� ��������������� ��� �� ����������� �� ���� ������ �� ������������ �� �������� �������

�� N ���������������� ��� � ����� ��������� ���������� ����� �� ����������� ��� ������������ ���

�������� ����� �� �� ������ ���������������� ��� ������������ ��� ��� ���� ��������������� �����

������������ ������� ���������� �� ������������ ����������� ��������� �� ������ ��������� ����

��� ��� ���� ����������

�� ������� ����� �� ��������� �� ���� ��� �������� � ������ ������ � ���������� ���� � ������

�������� � � ������ �������� ��� ���� ������� ���� ���������������� ������������ �����������

��� ����� ������������ ��� ��� ����� ������ �� ����������� ��� �������������� �������������

� ��� ���� ��� ���� �� ������ �������������� ���� ���������� �� �� ������ ��� ������������

�������� ����� ����� ��� ��������������� ����� ������������ � �������������� ����������� � �� ��

����� ��� ���� �� ������ ��������� ����� ��������� �� ����� �������

��� ����������

����� �������� �� ��������� �� ������ �������������

� ������ ��� ��������� ��� �������� �� ������� ��� ��������� �� ��� ��� ������������ ����

������� � ����� �������� ������ �� ���������������� ����� ������������ ��� ����� ��������������

� ����� �������� ������ � ������������� ��� ���������� � �� ���������������� ����� ������������

��������� ��� ������������� ��� ����������� ��� ���� ������������� ��� �� ���������� �� ���

���������� ��������� ��� 0.61�� ������ ����� �� ���������������� ����� ������������ ���������

������� ��������� ������� ���������������� ����� �� �������� ������ ������������ ����� �� ����������

������� ����� ������������� ��� ������������� ��� � ������������� ��� ����������� ���� ������

������ � ��������� �� ��������� ����� �������� ���� ���������� ����� �� �������� ��� � ��������



��� ���������� ��

������ ���� ���������������� ����� ������������ � ���������������� ����� ������������ ��� �����������
��� � ������������� ��� ����������� � ���������� �� ������������ ��������� ��� 0.61�



�� ���������� ������������� ���

������ ���� ���������������� ����� ������������ ��� ����������� ��� � ������������� ��� �����������
� ���������� �� ������������ ��������� ��� 0.47�

������ ���� ���������������� ����� ������������ ��� ����������� ��� � ������������� ��� �����������
� ���������� �� ������������ ��������� ��� 0.42�

�������������� ��� ������� ����� �������� ���� ������ ���� ��������� �������� ��� ����������

����������� ���� ���������� �� ������������ �� ����� �� �������� ���� ���� � ��� �� ������� ������

���������� �� ������� �� ����������� �� � ���������� ��� ���������������� ����� ������������

��� ������� ����� � ������ �� ����� � ������� �� ����������� ���������� ��� ����� ���������� ��

������ �������� ��� ���� ��������

�� ������� ���� ��� � ��� ����������� ���� ���� ��� �������� �� ������� ��� ��������� ���

���������� ������� �� ���������������� ����� ������������ ��������� ��� ������������� ��� �����

������� ��� � ������������� ��� ����������� �� ����������� �� ������������ ���������� ������

���������������� 0.47� 0.42 � 0.62�

����� ���������� �� ������������� �� �������� ����������

� ������ ��� ��������� � ���������� ��������� ���� � ����� ��� ��� ������� �� �������� ������

��������� ���� ���� ��������� ���� ������ ��� ������������ ������ � ���������� �� �������������

�� �������� T ������ ���� ���������� ������� �� ������������ �������������� �� ������ �� ������



��� ���������� ��

������ ���� ���������������� ����� ������������ ��� ����������� ��� � ������������� ��� �����������
� ���������� �� ������������ ��������� ��� 0.62�

���� ��������� �� ����� ������ � ������ ��������� ���� ������� ��� ��������� �� ��� �� ����

�� ����� ����� ���� ������� �� ����������� � � ����� ��������� �� ��� �� ���� �� �����

������������ ���� ������� �� ������������ �� ����� �� ������ ������� � ������� ������� ��

��������������� �� ���������������� ����� ������������ ��� ��� �� ������ ����������� k��������

���� ����������� �� ������ �� ����� � ��������� � �� ����� �� L = 1000 ������������ ��

������� �� ����������� ��������� ���� ���������� ����� ������������ ������ �������� � �������

�� ��������� ���������� ����� �� ������������ ���� ����������� �� ����� �������

� ������ ��� ��������� ��� � ��� �� ������ ������������� �� �������� ������������ �� ������

������� �� ���������� ����� �� ������ ��� ������������� � ����� �� ��� �������� �� �����

0.5� �� ���������� �� ����� �� ��� ��������� ��� � ��� �� ������� ��� ������������ �� ���

������ ����� �� T = 1�� �� ���� �� ��� �� ���� �� ����� ����� ���� ������� �� ������������ �

����� �� ��� ��������� ��� ������� ������������� ��� � ��� �� ���� ��� T = 50 �������������

�� ��������� �� ������ � ���� �� ����� ������������ � ����� ���� ������� �� ������������

� ���� ������ 30 ����� ���� ������������ �� ����������� �� ��� � ���� �� ����� ������ � �����

�� ��� �������� � �������� ������ ���� ��� T = 50 ������������� �� �������� ��� �����������

� ����� �� ��� �������� �� 0.49 ���� 0.58� ������ � ������ �� ������������� �� �������� ���

�������� �������� �� T = 50 ���� T = 200� ���� ��������� ��������� ��� � ��������� ��������

����� �������� ���� ���������� ������� �� ������������ �� ������ �� ����� � ����� �� ����� ��

�������� ������������ �� ������������� �� ��� � ��� �� ��� ����� ���������� �� ������������� ��

�������� ��� ����� �� ���������� ������������� � ����� �� ���������� ���������� ���� �������

�� ��� ���������� ����� ����� �� ������� �� ����������� ���� ��� ���������� � ���������� L

�� ����������� �������� ����� ��������������

����� ���������� �� ������������ ������������ ������ ������ �� �������������

� ������ ��� ��������� � ���������� ����� �� ������� �� ������������ �������������� ������������

�� ���� ������ �� ����� ������ � ���������� �� ������������� �� �������� T ��� � ���������� �

������ ��� � ���������� �� ������������� �������� ������ ������� � ���������� �� ������������

��������� ��� ��� ���������� � ���� ������������ ����� �� ������������ ��� �� ������ ���� ����������
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������ ���� ���������� ������ ��� ��� ������� �� �������� ������ ��������� ���� ���� ������ � ������
T �� ������������� �� ��������� ��� ��� �� ������� �� ����������� ������� ��� ����� �� ����� �����
�� ������������� �� ����� �� ������ ��� ��������� �� ����� �� L = 1000 ����������� ����� ����
����������� �� ������ �� ����� � ������������ �� ������� �� ����������� ����������

��� ��� ������������ ��������� ��������������� ������ � ���������� ����� �� ������������ ���������

������� ��������������� ��� � ���������� �� ������������� �� �������� ����������

����� ���������� �� ���������������� ����� ������������

� ������ ��� ��������� � ���������� ����� �� ���������������� ����� ������������ ��� �����

����� ����� ���� ������ �� ����� � � �������� �� ����� �� ������� �� ����������� ����� ���������

�� ����� ������ ������ � ������ ��������� ���� �������� ���������������� ��� ��� �� ������ ���

������������ � ����������� ��� ������� �� ������������ �������� ������ � ���������� �� ��� ����

������������ ����� ������������ ������� � ������� �� ����� ����� � ������ �� ����������� ���� �

����������� ��� �������� �� ������ ����������� �� ������ ���� ��� ������� � ��������� �� �������

�� ����� ��� ������� ��� � ��������������� ����� ������������ ���� ����������� ������� �� �������

����� ���� ��������� �� ������� �� ����� � [0.5, 2]� ������ �� ����� ��������� �� [1/60, 60] ��� ����������

������������ ����� �� ���������������� ����� ������������ ����� �������� ������ � ���������� �� ����

������������� ����� ������������ ��� ����� ������� ���� ��������� �� ������� �� ����� ��������������

� ��� ��� �� ���������� �� ���������������� ����� ������������ ������� �� ���������� ��� �������

����� � ������� ��� ������������ �� ���� ��� �� ������� �� 60◦� ���� ����������� �� ������� ������

�������� � ��������� �� ������ ������� �� [0.5, 2] ���� [1/60, 60] �������� �������������� �� 100

������ � ������ �� ���������������� ����� ������������ ������������� ����� �� �������� � ������

�� ���������������� ���������� ����� ��������������

����� ������������ ��� ��������� �� ����� �� L = 1000 ����������� ����� ���� �����������

�� ������ �� ����� � ������������ �� ������� �� ����������� ���������� ��� ��� �� ���� ��

����� ����� ���� ������� �� ������������ � ������ �� ������������� �� �������� ���������� �

T = 50� �� ��� ��� �� ���� �� ����� ������������� T = 200 � ����������

� ������ ���� � ���������� � ������ ���� ��� � ������ ���� ��������� � ���������� �� �������
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Quantidade T de triangulações de Delaunay

1 100 200 300 400 500 600
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Intervalo de razões entre escala e/ou comprimento

[1/2, 2] [1/20, 20] [1/40, 40] [1/60, 60]

6,000

12,000

18,000

24,000

30,000

CMU10�
CMU10+PASCAL�

������ ���� ���������� ����� �� ���������������� ����� ������������ ��� ���� ������ �� ������ ������
��������� �� ������� �� ����� ������ � ������ ��� ������������ ���� � ����������� ��� �������� �� ���
�� ���������������� ����� ������������ ��� ������������ �������� ��� ��������� �� ����� �� L = 1000
����������� ����� ���� ����������� �� ������ �� ����� � ������������ �� ������� �� ����������� ����������
��� ��� �� ���� �� ����� ����� ���� ������� �� ������������ � ������ �� ������������� �� ��������
���������� � T = 50� �� ��� ��� �� ���� �� ����� ������������� T = 200 � ����������



�� ���������� ������������� ���

60]
�

� � �
�

�

�

� � � � � �

�

| | | | | | ||
|

|
|

|
|

N
u
m
.
d
e
g
ra
fo
s
-c
h
a
ve

n
a
im
g
.
d
e
te
s
te

Limiar de variação de diferença de orientacão

◦ 30◦ 60◦ 90◦ 120◦ 150◦ 180◦

1,500

3,000

4,500

6,000

7,500

CMU10�
CMU10+PASCAL�

������ ����� ���������� ����� �� ���������������� ����� ������������ ��� ���� ������ �� ������ ������
� ������ ��������� �� �������� �� ���������� �� ����� ��� � ��������������� ����� ������������ ����
����������� �������

���������� ����� ������������ ��� � ����� ��� ��� �� ���������� ��� ������������ � �� ����������

��� ������� ��� ������������� ������ � ������ ��������� �� �������� �� ���������� ��� � ������

�������� �� 60◦ ��������� ����� ���� 180◦� � ������ �� ���������������� ����� ������������ �����

��������� �������� �� 10 ����� ����� �� �������� � ������ �� ���������������� ���������� �����

�������������� ����� ����� � ���������� �� ���������������� ����� ������������ ��� ����� �������

���� ��������� �� ������� �� ����� �������������� � ��� ��� �� ���������� �� ���������������� �����

������������ ������� �� ������ ��� ������������ ���� ����������� ��� ������� �� ���� ��� ��

��������� �� [0.5, 2] �� ������ �������� ���� ����������� �� ������� ������

��� � ��� �� ����� �� �������� ���� � ���� ���� �������� � ���������� �� ����������������

����� ������������ ����� �� ������� �� ������� � ������ ����� �� ���������������� ����� �������

����� ������������ ����� ���� ������ �� ����� � � �������� �� ����� �� ������� �� �����������

��� �� 600� ��� � ������� �� ���� �� ����� ����� ���� ������� �� ����������� ���� ��� ��

T = 50 ������������� �� ���������� � 400� ��� � ������� �� ���� �� ����� ������������

���� ������� �� ����������� ���� ��� �� T = 200 ������������� �� ����������

����� ���������� ������ �� ����� �� ������ ���������

� ������ ���� ��������� � ���������� ������ � ���������� ������ �� ����� �� ������ �������

��������� ���� ��� ����� ��� ���������� �� ����� ���� �� �������� �� �������������� �� ��������

��������� �� ����� ������ ������� � ���� �� ������� �� ����������� ������������ � ���������

����� ������������ �� ���������� ������������� ������� ��� � ������ ��� ������������ ��������

�� ������ ���������� �� ���������� �� ������ �������� � ������ �� ���������� ��

������ �� ���� ������� ����� ������ ��� ��������� ��� ������� ��� ������� ���������� ��

����� �� ������ ������ ���������� ��� ��������� �� ����� �� L = 1000 ����������� ����� ����

����������� �� ������ �� ����� � ������������ �� ������� �� ����������� ���������� ���� � ������



��� ���������� ��

�
� � � � �

� � � � � �

�
� � � � �

| | | ||
|

|
|

|
|

D
e
s
e
m
p
e
n
h
o
(m

P
M
)
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������ ����� ���������� ������ ��� ��� ������� �� �������� ������ ��������� ���� ���� ������ �����
������ ������ �� ����� �� ������ ��� ������ ��� ���������� ������� � ���� �� ����� ������������
��� ��������� ���� ������� �� ������������ ��� ��������� �� ����� �� L = 1000 ����������� ����� ����
����������� �� ������ �� ����� � ������������ �� ������� �� ����������� ���������� ���� � ������ ���
������������� T = 200 ������������� �� �������� ����� �����������

��� ������������� T = 200 ������������� �� �������� ����� �����������

����� ���������� ������ �� ���������������� ����� ������������ �� ������

��������

� ������ ���� ��������� � ���������� �������� ���� ������ �������� ������ � ������

������ N �� ���������������� ��� ����� ��� ������������� ����� ���� ����������� �� ������ ��

����� � ������������ ��� ������� �� ����������� ����� ��������� �� ����� ����� ���� ����� �����

���������� �� �������� ����� ��� ���������� ������ �� 1000 ����� �� ������ ���������� ������

��� ��������� ��� ������ ��� � ��������� �� ����� ������� �� ������� ����� ��� ���������� ������

�� 10000 ����� �� ������ ���������� ������ ��� ���������� ��� ��������� �� ����� �� L = 1000

����������� ����� ���� ����������� �� ������ �� ����� � ������������ �� ������� �� �����������

����������

��� ��� �� ���� �� ����� ����� ���� ������� �� ������������ �� �������� ���������� �����

������� ��� ��� �� N = 10 ������������������ �������� ���� ��� � ��� �� ���� �� �����

������������ ���� ������� �� ������������ �� �������� ���������� ����� ������� ��� ���

�� N = 50� �� ����� �� ������ � ������� �� ��� ����� ���������� ������ �� ����� �� ������

���������� ������������ ��� �� ������ ���������� ����� ����������

��� �������� �� ������ ��� ������������ �� ������� �� ������ �������� � ��� � ������

��� ������������ ��� ������ �� ��������� ������� � N � � ���� ������ � ���������� ������ ��

���������������� ����� ������������ ��� ����� ��� ������������ �������������� ���� �� � ������ ���

������������ ������� ��� � ����� ���������� �������� �� ���������������� ����� ������������ ����

������������ �� ����� �������� ��������������� ��� ������� �� ����������� ����������� �� �������

������ � ����� ����� ������ ���������������� ����� ������������ �������� ���� ����������
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CMU10 (max. 10000 poses)�
CMU10 (max. 1000 poses)�
CMU10+PASCAL (10000 p.)�

CMU10+PASCAL (1000 p.)�

������ ����� ���������� ������ ��� ��� ������� �� �������� ������ ��������� ���� ���� ���������
���� ������ �������� ������ � ���������� ������ N �� ���������������� ��� ���� ����������� ��
������ �� ����� ���� ����������� ��� ������������ �� ������� �� ������������ ��� ��������� �� ����� ��
L = 1000 ����������� ����� ���� ����������� �� ������ �� ����� � ������������ �� ������� �� �����������
����������

����� ���������� �� ����������� ����� ���� ����������� �� ������ �� �����

� ������������ �� ������� �� ����������� ���������

� ������ ���� ��������� � ���������� ������ � ���������� L �� ����������� ��� ��� ������ �����

�� ����������� �� ������ �� ����� � ������������ �� ������� �� ������������ ������� � �����

������� ��� ���������� ���������������� ����� ������������ ��� ��� �� ������ ����������� k�������

���������� �� ����� ������� � ���� �� ����� ����� ��� ��������� ���� ������� �� ������������

����� ���� � ������ �������� ������ ���� � ������ ��� ������������ ���� ��� �� T = 50��

���� ���������� ����� ������� ��� ��� �� L = 1000 ����������� ����� ������������ ��� ����� 0.4%

�� ������ ����� �� ������������ �� ����������� ����������� �� ���� � ������ �� ���� ������� ���

��������� ��� � ������� �� L ����� �� 400 ��� ������������ ����� ������������ �� �����������

� ������ ���� � ���������� � ������ ����� ��� ������� � ���� �� ����� ������������

���� ������� �� ������������ ����� ���� � ������ ��� ������������ ���� ��� �� T = 200� ������

���� � ������ ��������� � ��� �� L = 30000 ����������� ����� ������������ �������� ��� �

����� ���������� ��������� ��� � ��� �� ���� �� ����� ����� ���� ������� �� �����������

�� L = 1000� ����� ��������� ��� � ��� �� ���� �� ����� ������������ ���� ������� ��

������������ ���� � �� ��������� ������������� �� ��� � ���������� �� ������������ ������ �������

30 ������ �� ���� �� ����� ����� ���� � ���� �� ����� ������������� ���� �� � ������� ��

���������� �� ����������� ����� ������������ ��� ����� �� ��������� � ������� �� ������ ��

������������ �� ������� �� ����������� ������������ �� � ������ �� ���� ������ ��� ��� �����

�� ���������� ������������� � ������� �� ������ �� ������� �� ����������� ��� � ������� ��

������ �� ����������� ����� ������������� � ��� ��������� �� ���������� ����� ��������� �� ��

������� ����������
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������ ����� ���������� ������ ��� ��� ������� �� �������� ������ ��������� ���� ���� ������ � ������
L �� ����������� ����� ���� ����������� �� ������ �� ����� � ������������ �� ������� �� �����������
���������� ���� � ���� �� ����� ����� ����� ����� ���� ������� �� ������������ � ������ ��� �������
����� �������� T = 50 ������������� �� ���������
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������ ����� ���������� ������ ��� ��� ������� �� �������� ������ ��������� ���� ���� ������ � ������
L �� ����������� ����� ���� ����������� �� ������ �� ����� � ������������ �� ������� �� �����������
���������� ���� � ���� �� ����� ������������ ����� ����� ���� ������� �� ������������ � ������
��� ������������ �������� T = 200 ������������� �� ���������
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����� ��������� �� ������ ��������
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Abstract. This paper presents a method for object matching that uses
local graphs called keygraphs instead of simple keypoints. A novel method
to compare keygraphs was proposed in order to exploit their local struc-
tural information, producing better local matches. This speeds up an
object matching pipeline, particularly using RANSAC, because each key-
graph match contains enough information to produce a pose hypothesis,
significantly reducing the number of local matches required for object
matching and pose estimation. The experimental results show that a
higher accuracy was achieved with this approach.

Key words: Local feature matching, SIFT, hierarchical k-means tree,
RANSAC, graph-based structural information

1 Introduction

An important problem in computer vision is object recognition through match-
ing, which consists in localising objects in test images and estimating their 3D
pose. Solutions to this problem are useful in different application domains, such
as robotics, medical images analysis and augmented reality. One of the most suc-
cesful approaches for this problem involves establishing correspondences between
interest points (keypoints) in test and training images; next, a pose estimation
algorithm is used, e.g. based on RANSAC, which operates by removing outliers
that do not conform with global pose parameters. In this paper, we present a
novel method that is capable of providing more accurate solutions besides being
computationally cheaper. Our method is generic, in the sense that it can be used
with any keypoint extractor method; we validate it using SIFT features [1].

In keypoint-based object recognition, point-to-point correspondences are ob-
tained by matching discriminative features and reducing the set of matches in a
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post-processing step. For instance, the ratio test [1] compares the distances to
the first and the second nearest neighbor and only establishes a match if the for-
mer is significantly smaller than the latter. However, usually there are locations
on manmade objects that have similar local appearances, thus discriminative
matching may prevent features with similar descriptors from being matched,
which becomes a problem particularly when matching keypoints coming from
different images.

In our work, initially, we also produce matches solely based on photometric
information, but we allow a large number of matches to be established. Then,
aiming to eliminate most of the incorrect matches, we use structural information
within the images; this is done by establishing matches between small sets of
keypoints, which we treat as graphs. In this way, our method produces a better
set of keypoint matches, even when there are locations on the objects with similar
appearances. Not only those matches have a high probability of being correct,
but this also benefits the next stage, based on RANSAC, which ends up using a
small set of graph correspondences.

Differently from previous approaches that model an image as a global graph
and then proceed by employing graph matching methods, such as the work of Sir-
macek and Unsalan [2] which uses SIFT keypoints as graph vertices or the work
of McAuley and Caetano [3], our approach is local: we decompose the scene and
pattern into collections of local graphs and perform only local graph matching,
leaving the global matching to the RANSAC procedure. We built upon insights
from the work of Morimitsu et al. [4], which focused on fast object detection
using a single training image. For that, they used a graph edge descriptor based
on Fourier transform and explicitly stored several structures obtained from the
training image, which are matched to similar structures found in the test image.
In the present paper, we focus on an object recognition task in which there are
several images per training object and also many objects stored. We use a more
discriminative keypoint extractor (SIFT), and since it is not computationally
feasible to explicitly store structures found in the (many) training images, we
develop a strategy based on quickly evaluating, during execution time, different
aspects of strucures within test and training images.

2 Methodology

The first step of our object recognition process involves extracting SIFT key-
points from all the training images. We use the ground-truth segmentation to
eliminate keypoints that are not on the object. We store all the training keypoints
in a global indexing structure, which allows to quickly find the approximate near-
est neighbors of a query (test) keypoint. We chose to use the hierarchical k-means
tree proposed by Muja and Lowe [5] due to its efficiency. For each SIFT keypoint
extracted from a training image we store its normalized descriptor (a 128-D fea-
ture vector), its scale, its orientation, an identifier of its source image and its x,
y position in that image.
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Matching of a test object is done following a pipeline of three stages. First,
photometric information is used: each SIFT descriptor of the test image runs
through the hierarchical k-means tree, producing many matches to the key-
points of the training images. In the second stage, most of the incorrect keypoint
matches are eliminated using structural information within images. The strategy
consists in substituting the matches previously established between one-to-one
keypoints by matches established between small sets of keypoints, i.e., graphs,
called keygraphs [4]. A keygraph is a graph whose vertices are keypoints, and
whose edges carry structural information about its keypoints. The third stage of
the matching process consists in using a modified RANSAC (Random Sample
Consensus) algorithm, which employs matches established between keygraphs.

2.1 Keypoint matching

SIFT keypoints are often located very close to each other and this can lead to
poor pose estimation results with minimal sets. We select a maximal subset S
of keypoints in the test image such that the distance, in pixels, between any two
keypoints in S is above a threshold dpix; we use dpix = 10 pixels.

After selecting the set S of keypoints in the test image, we match them to
the keypoints of the training images, which are stored in a hierarchical k-means
tree. We let each test keypoint establish a match with at most two keypoints of
each training image. In order to establish a match between keypoints, it is nec-
essary that the Euclidean distance between their (normalized) SIFT descriptors
is below a threshold t; we set t with a relatively high value, as the next stage
eliminates possibly incorrect matches. If a test keypoint can establish more than
two matches with a same training image, only the two closest matches are kept.

2.2 Keygraph matching

A keygraph is defined as a graph G = (V,E), where the vertex set V is com-
posed of keypoints, and E is the set of graph edges. All the keypoints in a
keygraph are present in the same image. Every keygraph has the same number
of vertices, κ, and it consists in an oriented circuit in the clockwise direction,
G = (v1, v2, . . . , vκ).

Each keygraph in the test image can establish matches with keygraphs in
every training image. Let G = (v1, v2, . . . , vκ) and H = (w1, w2, . . . , wκ) be
keygraphs in a test and in a training image, respectively. The existence of a
match between G and H, denoted as M = (G,H), implies κ matches between
the keypoints (vertices) of G and H. For instance, (G,H) may imply the set
of keypoints matches M = {(v1, w1), (v2, w2), . . . , (vκ, wκ)}, i.e., it implies the
occurrence of κ matches between pairs of keypoints.

Obtaining keygraphs in the test image We begin with the subset S of
keypoints in the test image and execute the Delaunay Triangulation, generating
a set of triangles, i.e. we use keygraphs with κ = 3 vertices, G = (v1, v2, v3),
represented as triangles whose edges are oriented in the clockwise direction.
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Obtaining keygraphs in the training images The keygraphs in the training
images are not obtained using the Delaunay Triangulation. Instead, we first
calculate the potential keygraph matches that may occur from the test image to
each training image. Then we analyse which of those potential keygraph matches
imply a valid keygraph in the training image.

Let G = (v1, v2, v3) be a keygraph in a test image, obtained using the De-
launey Triangulation. For each training image, we verify whether G establishes
keygraph matches with that image. As an illustration, consider the case in which
every keypoint of G, v1, v2 and v3, establishes two matches with keypoints of
a same training image; then there are eight different possible matches between
G and keygraphs of that training image: choose one of the two matches of v1
and choose one of the two matches of v2 and choose one of the two matches
of v3. Considering that the keypoint matches are (v1, w1), (v1, w2), (v2, w3),
(v2, w4), (v3, w5) and (v3, w6), at most eight sets of keypoint matches (i.e. key-
graph matches) can be established:

M1 = {(v1, w1), (v2, w3), (v3, w5)},M2 = {(v1, w1), (v2, w3), (v3, w6)},
M3 = {(v1, w1), (v2, w4), (v3, w5)},M4 = {(v1, w1), (v2, w4), (v3, w6)},
M5 = {(v1, w2), (v2, w3), (v3, w5)},M6 = {(v1, w2), (v2, w3), (v3, w6)},
M7 = {(v1, w2), (v2, w4), (v3, w5)} and M8 = {(v1, w2), (v2, w4), (v3, w6)}.

Each one of those keygraph matches requires the existence of a specific keygraph
in the training image; for instance, M1 = {(v1, w1), (v2, w3), (v3, w5)} requires
H1 = (w1, w3, w5) in the training image. As we assume that mirroring is not a
possible distortion of the test image, the circuit of a keygraph H in a training
image must be oriented in the clockwise direction; if it is oriented in the counter-
clockwise direction then H and the tentative keygraph match involving H are not
accepted1.The set of possible keygraph matches M1, M2, . . ., M8 established
by a test keygraph G = (v1, v2, v3) with a training image can also be reduced
if v1, v2 or v3 establish fewer keypoint matches with that image; naturally, this
set becomes empty if v1, v2 or v3 does not establish any match or none of the
implied circuits is in the clockwise direction.

Discarding keygraph matches using structural relations After obtaining
a set of (at most eight) tentative keygraph matches between a test keygraph
G and keygraphs in a training image, we use five additional tests aiming to
eliminate incorrect keygraph matches. This is very effective: the total number
of keygraph matches is reduced in orders of magnitude. The tests are based on
photometric and structural information within the keygraphs.

To illustrate the tests, let G = (v1, v2, v3) be a keygraph in the test image
and M = {(v1, w1), (v2, w2), (v3, w3)} be a tentative keygraph match implied
by G in a training image, such that M requires the existence of the keygraph
H = (w1, w2, w3) in that training image.

1 We assume that training objects are convex or that there is, in the training set, at
least one viewpoint of the object where this assumption is valid.
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The first test is based on the edges of a training keygraph. InH = (w1, w2, w3),
there are three edges: eH1,2 = (w1, w2), eH2,3 = (w2, w3) and eH3,1 = (w3, w1), whose

lengths in pixels in the training image are denoted as, respectively, |eH1,2|, |eH2,3|
and |eH3,1| (an edge is a straight line connecting two vertices). This first test ver-
ifies whether the edges length respect a minimum and a maximum value: we use
10 and 100 pixels, i.e. this test verifies whether 10 ≤ |eHi,j | ≤ 100. As the key-
graphs in the test image in general have edges with a length equal to or slightly
greater than dpix = 10 pixels, this test allows the objects to appear in the test
image considerably smaller than the (large) object in the training image.

The second test is based on the ratio of edges length in corresponding key-
graphs. Considering the tentative matchM between the keygraphsG = (v1, v2, v3)
and H = (w1, w2, w3), the three ratios between the length of corresponding edges
are rij = |eGi,j |/|eHi,j |. This test verifies whether the larger ratio, rij , is at most
twice the smaller one, rkl, i.e. rij ≤ 2rkl. This test still allows the occurrence
of a large variation between the viewpoints of the object in the test and the
training images, but since many training images are taken around an object, a
very drastic viewpoint change is not allowed to occur.

The third test is based on the ratio of the scale of corresponding SIFT key-
points. The motivation of this third test is similar to that of the second one. In
the test keygraph G = (v1, v2, v3), consider that the scale of the SIFT keypoint
v1 is sG1 and similarly we have the scales sG2 for v2 and sG3 . In a similar way, for
the training keygraph H = (w1, w2, w3) we have the scales sH1 , sH2 and sH3 . Thus
the three ratios between the scale of corresponding keypoints are r1 = sG1 /s

H
1 ,

r2 = sG2 /s
H
2 and r3 = sG3 /s

H
3 . Similarly to the second test, this third test verifies

whether the larger ratio is at most twice the smaller one.

The fourth test is based on both edges and scales. It uses results calculated in
the second and the third tests: the ratios between edges length r12, r23 and r31
and the ratios between scales r1, r2 and r3. Ideally, the value E = r12 + r23 + r31
would be similar to the value S = r1 + r2 + r3, as the change in the object size
and viewpoint from the training image to the test image should impact similarly
the edges length and the SIFT scale. However, as imprecisions can occur, we let
the values E and S differ: this fourth test verifies whether the larger value is at
most 50% greater than the smaller value, i.e., if E > S this test verifies whether
E ≤ 1.5S and if S > E it verifies whether S ≤ 1.5E.

The fifth test uses the orientation (angle) of SIFT keypoints. One of the three
pairs of matched keypoints is selected, and the variation of angle between the test
and the training keypoints is calculated; then, for the other two keypoint pairs,
this variation is applied and it is verified whether the resulting angle is within a
margin of error of 45 degrees from the original SIFT orientation. The test suceeds
if both keypoint pairs agree with the angle variation implied by the first keypoint
pair. If the test fails using a keypoint pair to calcule the angle variation, it can
be evaluated again using the other two keypoint pairs to calculate the angle
variation: it must suceed for at least one of the three pairs. For example, in the
tentative matchM of keygraphs G = (v1, v2, v3) and H = (w1, w2, w3), the pair
(v1, w1) is used to calculate the angle variation. The angle of v1 is 0◦ and the
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angle of w1 is 30◦, i.e. from v1 to w1 occurs an increasing of 30◦. Now, this angle
variation (+30◦) is verified with the other two pairs of keypoints. The angles
of v2 and w2 are, respectively, 40◦ and 80◦; applying the variation of +30◦, we
obtain that the angle of w2 should be 70◦ (40◦ plus 30◦), which is within the
margin of error of 45◦, as the true orientation of w2, 80◦, is just 10◦ above the
70◦ implied by the first keypoint pair. A similar verification is made by applying
the variation of +30◦ to the pair (v3, w3). The whole evaluation can also be
made using the angle variation from v2 to w2 or the angle variation from v3 to
w3. We use a large margin of error of 45 degrees which allows the occurrence of
imprecisions but still avoids the establishment of absurd keygraph matches.

Figure 2.2 illustrates the establishment of keygraph correspondences.

2.3 Third stage: RANSAC on keygraphs

One keygraph match generates κ = 3 keypoint matches. In the experiments in
this paper, we use an affine transformation to instantiate an object, thus one
keygraph match is necessary to instantiate an affine transformation. Compared
to the tradicional RANSAC approach, which would require the random selec-
tion of three independent keypoint matches, the keygraph method requires the
verification of a smaller number of poses.

Let G be the set of all keygraph matches between the test image and a training
image, G = {M1,M2, . . . ,M|G|}, in whichMi is a set of three keypoint matches;
thus the set P of keypoint matches between those images is P =M1∪M2∪ . . .∪
M|G|. To evaluate the quality of an affine transformation which instantiates, in
the test image, the object present in that training image, we count the number of
keypoint matches that agree with it: for each keypoint in the training image, let
x, y be its position in the test image as established by the keypoint match, and let
x′, y′ be its position in the test image as predicted by the affine transformation
under evaluation. If the distance between x, y and x′, y′ is below three pixels,
we consider that this keypoint match agrees with the transformation. If at least
six keypoint matches agree with a transformation (i.e. the three matches used
to instantiate it plus three other matches), we consider that a correct pose of
the object is found, and the algorithm returns this affine transformation. If more
than one solution is found for a test image, the algorithm returns the one with
more matches agreeing with it.

3 Experiments and results

In our experiments we use a challenging object recognition dataset which con-
tains ten different types of common household objects. For each object type,
there are 25 training images taken around the object and 50 test images in
which the object appears in a cluttered, realistic scene (in half of them there is
one object instance, in the other half, two instances). This dataset was produced
and made available by Hsiao et al. [6]. The authors evaluated it in a 3D object
recognition task, in which a 3D model was created for each training object. In
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Fig. 1. Keygraph matches established between training (left side) and test (right side)
images. Top: “clam chowder can” object: after using the five structural tests, three
keygraph matches remain, where two of them are correct. Middle: for the same pair
of images of the previous example, we show the keygraph matches that remain after
using only four of the five tests; the fifth test, which uses SIFT angle, is not used.
It can be seen that the number of (wrong) keygraph matches increases significantly.
Bottom: “orange juice carton” object: after using the five tests, we obtain more correct
keygraph matches than incorrect ones.
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the present paper, we follow a simpler approach, in which we recognize objects
by using an affine transformation between a test and a training image.

We compare the keygraph method proposed in this paper to the ratio test
approach [1]. We run each SIFT descriptor v of the test image through the
hierarchical k-means tree [5] and obtain the nearest neighbor of v, which is at a
distance d1 from v, and the second nearest neighbor of v that is of a different
object type than the first nearest neighbor, which is at a distance d2 from v; a
match is established between v and its nearest neighbor if d1/d2 ≤ 0.8 [1]. Then,
for every training image for which there are at least four keypoint matches to the
test image, we use an exhaustive version of RANSAC, evaluating every possible
combination of three keypoint matches to instantiate an affine transformation
and then count the number of keypoint matches that agree with this pose. We
consider that an instance of an object is found when at least four keypoint
matches agree with a transformation (i.e. the three matches used to instantiate
it plus one match). We use only four matches for the ratio test method, while for
the keygraph method we use six matches (as explained in section 2.3), because
the former usually produces fewer keypoints matches than the latter.

We use the same hierarchical k-means tree (with k = 16) for both methods,
keygraph and ratio test. A query (test) keypoint is compared to a total of 4000
training keypoints stored in the tree leaves; the use of a smaller number of
comparisons lowers the accurary of both methods. On average, a training image
is described by 1080 SIFT keypoints (using the ground-truth segmentation) and
a test image is described by 1070 keypoints (selected to compose the maximal
subset S of keypoints). SIFT descriptors are normalized for zero mean and unit
standard deviation; this normalization is useful because we use a threshold t = 14
for establishing keypoint matches in the first stage of the keygraph method.

We also compare our keygraph approach to the modified ratio test proposed
by Hsiao et al. [6]. Aiming to establish more keypoint matches, the authors
proposed to use the regular ratio test in conjunction with a modified ratio test
which establishes discriminative matches with clusters of keypoints, such that
establishing a match with a cluster produces matches to all the training keypoints
in that cluster. For that, we create two additional hierarchical k-means trees
(with k = 16 and k = 32). For each test keypoint, for each additional tree
we verify whether that test keypoint establishes a discriminative match with a
cluster composed of original training keypoints (i.e. a cluster that stores tree
leaves); a discriminative match is established if d1/d2 ≤ 0.8, in which d1 is
the distance to the closest cluster and d2 is the distance to the second nearest
cluster. We also use the traditional ratio test (using the original tree with k =
16), and employ all the established keypoint matches. Since the modified ratio
test generates more keypoint matches then the ratio test, we consider that an
instance of an object is found when at least six keypoint matches agree with a
transformation, similarly to the keygraph method (for the ratio test, we consider
that a pose is found when four keypoint matches agree it).

Table 3 summarizes the results obtained. When a pose is found, we manually
verified it by checking if the correct viewpoint of the object was projected in
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the test image. For the test images with two object instances, we consider that
finding just one of them is a correct solution.

Table 1. Percentage of test images for which a correct object was found (and for which
a wrong object was found), i.e. true positives (and false positives), for the original ratio
test [1], the modified ratio test [6] and the keygraph method.

Object type Ratio test Modified ratio test Keygraph method
(Lowe [1]) (Hsiao et al. [6]) (this paper)

Clam chowder can 14% (4%) 22% (4%) 46% (2%)
Soy milk can 2% (12%) 2% (10%) 8% (6%)
Tomato soup can 14% 10% (4%) 36%
Orange juice carton 54% (4%) 58% (2%) 72%
Soy milk carton 44% (8%) 46% (4%) 54% (4%)
Diet coke can 0% (2%) 2% (6%) 2%
Pot roast soup 10% (2%) 6% (4%) 36%
Juice box 26% (10%) 32% (12%) 42% (6%)
Rice pilaf box 64% 62% (2%) 74% (2%)
Rice tuscan box 68% (4%) 58% 62% (2%)

Our method performs significantly better than the ratio test and the modi-
fied ratio test. In the matching stage (before RANSAC), the keygraph method
established an average of 2.8 keygraph matches (7.4 keypoint matches) between
a test image and each training image, while the modified ratio test, on average,
established only 1.7 keypoint matches between a test and each training image;
this number could be increased by using additional k-means trees in the modified
ratio test, but we observed that this also increased the false positive rate.

Before the RANSAC stage, the computational time demanded by the ratio
test method and the keygraph method is similar, as the time spent to establish
keypoint matches through the hierarchical k-means tree is largely dominant in
comparison to the next stage of keygraph matching.

4 Conclusion

In this paper we described a method for object matching based on keygraphs,
rather than keypoints, i.e., objects are matched using sets of triangles, where
each vertex is a keypoint detected and described using SIFT. In the first step,
keypoints are matched using a hierarchical k-means tree. Delaunay triangula-
tion generates keygraphs in the test image and the matched keypoints generate
keygraphs in the training images. We proposed to use five triangle features in
order to evaluate the match between keygraphs, removing a significant number
of false matches before running RANSAC to select inliers to compute an affine
transformation between training and test images. Our method achieved a sig-
nificantly higher accuracy than two state-of-the-art methods, the ratio test [1]
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and the modified ratio test [6]. Furthermore, the number of keygraph matches
is small. On average, 2.8 keygraph matches are established between a test im-
age and each training image. The quality of these matches is high, i.e., a small
number of false matches occur. Besides, each keygraph match carries enough
information to instantiate a pose hypothesis using an affine transformation. On
the other hand, the ratio test method requires at least three keypoint matches.

As future work, we plan to use our method for 3D object recognition and
pose estimation as in [6], which uses a structure-from-motion algorithm to create
a 3D model of each training object. We believe that our approach is especially
suited for this 3D setting. Only two keygraph matches between a test image and
(possibly different) training images generate six keypoint matches, which is a
good minimal set to generate a 3D pose [7]. This is an important advantage in
comparison to a method that solely uses keypoints, which requires the selection
of six keypoint matches to instantiate a 3D pose [7] or the selection of four
keypoints matches with the use of an algorithm such as EPnP [8]. We expect
that the keygraph method will demand a smaller number of 3D pose evaluations.

Another future work involves the use of Domain Adaptation (D.A.) tech-
niques, which are useful when the training data is different from the test data
(e.g. [9]). Such a domain change can occur due to variations in the object view-
point, camera parameters, illumination change, motion etc. We expect that the
use of D.A. will improve the first stage of our method (keypoint matching), as
this stage is, essentially, a classification task through the hierarchical k-means
tree. We also suggest the use of structured learning methods in order to optimize
the weight of features used for graph matching, as done in [10].
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Abstract

This paper presents an object recognition method that
employs matches between local graphs of keypoints, called
keygraphs, instead of simple keypoint matches. For a key-
graph match to be valid, the vertices (keypoints) descriptors
must be similar and both keygraphs must satisfy structural
properties concerning keypoints orientation, scale, relative
position and cyclic ordering. This allows to correctly fil-
ter out the large majority of the initial keypoint matches.
This heterogeneous set of structural information for key-
point match filtering is our first main contribution. Our
second main contribution is an algorithm to smartly sample
triples of keypoints (i.e. keygraphs) in a query image, which
is based on the use of complementary Delaunay triangu-
lations. The algorithm generates a number of triples that
grows linearly with the number of keypoints in the query
image. Query keygraphs are then matched against the in-
dexed training keypoints; each established keygraph match
is used to evaluate a candidate pose (an affine transforma-
tion). The proposed method has been evaluated for object
recognition and pose estimation, achieving a better perfor-
mance in comparison to state-of-the-art methods.

1. Introduction

Many problems in computer vision involve matching an
image against a large database of images. For instance, the
problem of 3D object recognition can be cast as one of im-
age matching, by storing images of a range of views for each
training object and then treating a test image as a query.

One of the most succesful approaches for image match-
ing is the local feature framework [9], which extracts inter-
est points (keypoints) from images. Currently, most meth-
ods on the literature follow the strategy of establishing one-
to-one keypoint correspondences (e.g. [8, 13, 6, 12]), rely-
ing only on the similarity between keypoint descriptors.

However, establishing simple one-to-one keypoint cor-
respondences disregards structural aspects contained in

200 0 200 400 600 800 1000 1200

100

0

100

200

300

400

500

Figure 1. Keygraph (i.e. keypoint triple) matches between a query
image (left) and a training image (right). Keygraphs are sampled in
the query image by using complementary Delaunay triangulations
and then matched against the training keypoints. A valid keygraph
match must satisfy structural properties concerning keypoints ori-
entation, scale, relative position and cyclic ordering.

neighborhoods of keypoints in images. Recent works on
the literature have attempted to use such a structural infor-
mation (e.g. [4, 3, 13]), but in limited ways.

This paper presents an improved approach to deal with
structural organisations of keypoints in images. We substi-
tute matches between keypoints by matches between local
graphs of keypoints. Each image is represented by a set of
local, small graphs, whose vertices are keypoints and whose
edges contain structural information; these local keypoint
graphs are called keygraphs. Correspondences are then es-
tablished between keygraphs in the query image and key-
graphs in the training images. Establishing a match between
graphs encompasses not only keypoint descriptor informa-
tion (vertex matches) but also requires both graphs to satisfy
structural properties (see Figure 1).

Our first main contribution is a novel set of graph struc-
tural properties which are used to filter out candidate key-
graph matches. Keygraph structure concerns keypoints ori-
entation, scale, relative position and cyclic ordering. The
filtering stage correctly rejects more than 99% of the ini-
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tial candidate keygraph matches, which improves efficiency
and performance in the final pose estimation stage.

Our second main contribution is an algorithm to smartly
sample triples of keypoints (i.e. keygraphs) in a query im-
age. Initially, we sample a subset of keypoints such that no
two keypoints are too close. Then, a Delaunay triangulation
is constructed, producing triples of neighbouring keypoints.
This process is repeated T times; keypoint subsets are se-
lected in a pairwise complementary way. For a query im-
age with n keypoints, running the algorithm has complexity
O(Tn log n) and produces O(Tn) keypoint triples.

Keygraphs in the query image are matched against in-
dexed [11] training keypoints; each established keygraph
match generates a candidate object pose (an affine transfor-
mation). Thus the number of pose evaluations grows lin-
early with the number of keypoint matches between a pair
of images, while RANSAC [2] evaluates a polynomial num-
ber of poses (e.g. cubic, for affine transformations).

Keygraphs constitute an intermediate level feature,
above the keypoints. Keygraphs can be used with any key-
point detector that assigns scale and orientation to every
keypoint. In this paper, we employ SIFT [8] features.

We evaluated our method for object recognition and lo-
calisation. A better performance was achieved in compar-
ison to state-of-the-art methods [8, 13, 6], particularly in a
scalable scenario, where many training images were used.

2. Related work
The concept of keygraphs was introduced by Hashimoto

et al. [5] and used for indoors self-localisation using sign
boards by Morimitsu et al. [10]. Fourier coefficients of key-
graph edges were used as local descriptors, providing a high
efficiency. However, in comparison to our method, Morim-
itsu et al. only employed cyclic ordering for match filtering
and only used a single Delaunay triangulation to generate
query keygraphs. Also, all the training keygraphs must be
stored in memory during application time, which imposes a
limit on the number of training images. On the other hand,
we propose a scalable keygraph based method.

Philbin et al. [12] proposed an image retrieval method
which uses affine-invariant keypoints [9]. This allows a sin-
gle keypoint match to carry enough information to instanti-
ate a candidate pose, while we use a single keygraph match
for that. For object recognition, there are two advantages of
keygraph matching over keypoint matching. First, generat-
ing more robust candidate poses, as three image regions are
employed. Second, using structural information for match
filtering, which is not possible if only one point is matched.

Hsiao et al. [6] presented a 3D object recognition method
which uses 3D object models built using structure-from-
motion. Keypoints were extracted from many artificially
distorted training images and then triangulated into the 3D
model, which augments the set of training keypoints.

Info / Method [13] [4] [3] [7] [10] Ours
Cyclic ordering X X X
Keypoints scale X X X X
Kpt. orientation X X
Kpt. relative position X X X
Kpt. neighbourhood X X X X

Table 1. Structural information employed in keypoint matching.

Sattler et al. [13] explored structural information in key-
point neighbourhoods. The idea is that a correct key-
point match usually occurs close to other correct keypoint
matches in the image. Thus each keypoint match (p, q) is
required to have some neighbour matches around p (in the
query image) and around q (in the training image) agreeing
about the matched image, otherwise (p, q) is filtered out.

We also explore the fact that a correct keypoint match is
likely to be close to other correct keypoint matches in the
image. A keypoint triple in the query image is composed
of neighbour keypoints, which increases the chance that all
the three keypoint matches are simultaneously correct.

Hao et al. [4] presented a 3D object recognition method.
First, a filtering stage, similar to the method by Sattler et
al. [13], is employed. Then, another structural property is
evaluated: for every pair of matches, the method requires
agreement between distances in the 3D model and keypoint
scales. However, in comparison to our method, [4] neither
employs cyclic ordering nor keypoint orientation for key-
point match filtering, which decreases efficiency.

Hao et al. [3] employed triples of keypoint matches,
similarly to the proposed keygraphs method. For keypoint
match filtering, the authors used structural information con-
cerning keypoints scale, relative position and cyclic order-
ing. Before application time, the method in [3] explicitly
stores a large number of training keypoint triples, which are
then matched against the keypoints in a query image.

The method by Hao et al. [3] differs from ours in three
main aspects. First, we explore the use of local neighbor-
hood of keypoints. Second, our method additionally uses
keypoints orientation for match filtering, which increases
efficiency. Third, in [3], a large memory space is needed to
store a sufficiently diverse set of training keypoint triples.
On the other hand, in the proposed method, every keygraph
is efficiently generated during execution time.

Jégou et al. [7] presented an image retrieval method
which uses structural information for keypoint match fil-
tering, by requiring consistency in keypoints scale and ori-
entation. However, the method neither uses cyclic ordering
nor verify the consistency of keypoints scale and orientation
with their relative position, leading to a lower efficiency in
keypoint match filtering. Also, the authors did not explore
the idea of using local keypoint neighborhoods.

Table 2 summarizes the previous discussion concerning

2
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Figure 2. Establishing keygraph matches between a query image
and training images. Query keypoints are matched against indexed
training keypoints, establishing keypoint matches. Then, keypoint
matches are transformed into keygraph matches, which correctly
eliminates the large majority of the initial keypoint matches.

the structural information used for keypoint match filtering.
Our method employs a more heterogeneous set of informa-
tion, which provides a better performance in filtering.

3. Proposed method
Object recognition is carried out by finding affine trans-

formations mapping the query image to one or more training
images. Before application time, the training keypoints are
extracted and indexed [11]. During application time, our
method follows this pipeline:

1. Keypoint matching: Each keypoint in the query image
runs through a hierarchical k-means tree [11], match-
ing keypoints in many training images (see Figure 2).

2. Keygraph matching: Keypoint triples are sampled in
the query image (see Figure 3) and then matched
against the training images, by using the previously ob-
tained keypoint matches (see Figure 2). This generates
candidate keygraph matches. Each candidate keygraph
match must satisfy the keygraph structural properties
in order to be considered as valid (see Figure 4).

3. Pose estimation: The remaining keygraph matches
are used to search for affine transformations mapping
query and training images. Each keygraph match gen-
erates a candidate transformation that is evaluated by
counting the number of keygraph vertex matches (i.e.
filtered keypoint matches) that agree with it.

3.1. First stage: keypoint matching

The present work employs a hierarchical k-means tree
[11] to index training keypoints. The tree is built by recur-
sivally applying k-means to the descriptor space; each leaf
node stores a set of (less than k) training keypoints.

During application time, each query keypoint p runs
through the tree in order to match stored training keypoints.

p is compared to a stored keypoint q by calculating the Eu-
clidean distance between their SIFT descriptors [8].

An important parameter is the number L of keypoint
comparisons that are done between a query keypoint p and
stored training keypoints. The key advantage of employing
a keypoint indexing tree is that setting L to a small value,
such as 0.01% of the total number of stored training key-
points, already provides good detection results.

The original k-means tree [11] finds the single nearest
neighbour of a query keypoint p. We follow a different strat-
egy, aiming to find many good matches. We let p establish
up to one match with a keypoint in each training image,
namely the match with the lowest Euclidean distance.

3.2. Second stage: keygraph matching

In the second stage, keygraphs are obtained from the
query image and then matched againt the training images.

A keygraph is defined as a graph G = (V,E), where the
vertex set V is composed of keypoints extracted from the
same image, and E is the set of graph edges. Every key-
graph G has κ vertices and consists is an oriented circuit in
the counter-clockwise direction, G = (v1, v2, . . . , vκ) [10].

We employ keygraphs with κ = 3 vertices, which allows
the use of cyclic ordering and makes one keygraph match
be sufficient to instantiate an affine transformation.

3.2.1 Sampling keygraphs in a query image

Obtaining keygraphs from a query image involves sampling
from the set of all possible triples of keypoints. RANSAC
approaches this by independently selecting each keypoint
match in a triple; however, this causes the number of eval-
uated affine transformations to increase cubically with the
number of keypoint matches between a pair of images. Our
method follows a more elaborate strategy, based on using
complementary Delaunay triangulations, which produces a
linear number of triples and affine transformations while
each triple is a local neighbourhood of keypoints.

We avoid using keygraphs with very short edges, which
would increase sensitivity to noise. We select a keypoint
subset S ⊆ P from the original set P of query keypoints
such that no keypoints in S are very close to each other in
the image. As |S| can possibly be much smaller than |P|,
we use T different subsets, S1, . . . ,ST , virtually guarantee-
ing that every keypoint from P is selected at least once.

To select the first keypoint subset S1 ⊆ P , start with S1

as an empty set. Then, keypoints pj are randomly accessed
in P , and a tentative is made to include each pj in the set S1

being constructed. The construction of S1 stops after all the
keypoints in P have been accessed. To include a keypoint
pj in S1, the `∞ distance, in pixels, between pj and every
keypoint already included in S1 must be above δ = 8 pixels.

3
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Figure 3. Sampling keypoint triples in a query image. First, query
keypoints P are detected. Then, complementary keypoint subsets
S1 and S2 are obtained (using a minimum `∞ distance between
keypoints of δ pixels) and employed to calculate Delaunay trian-
gulations D1 and D2. The triples T = D1 ∪ D2 are returned.

Random selection of keypoints is implemented by cre-
ating an array A of keypoints from P , and then randomly
permuting the elements in A. Then, for selecting the first
keypoint subset S1, the sequence of accessed keypoints is
obtained by starting from the first position of the array A
and then increasing one position at a time until the last ele-
ment of the array is accessed. Each time an array position
j is accessed, the method tries to include the keypoint pj
stored in this position into the set S1 being constructed.

After the creation of the first keypoint subset S1 ⊆ P ,
the next subset S2 ⊆ P is constructed. The same array
of permuted keypoints A that was used for S1 is also used
for S2, but, for S2, the elements of A are accessed starting
from the last position of the array and then decreasing one
position at a time until the first position of A is achieved.

The complexity of selecting a keypoint subset Si is
O(n), where n is the number of keypoints in the query im-
age. Permuting the positions of a keypoint arrayA has com-
plexity O(n). Then, keypoints from A are included into Si;
trying to include a keypoint has complexity O(1), thanks to
the use of a grid of squares with cell length δ = 8 pixels1.

To obtain T keypoint subsets, the procedure described to
obtain S1 and S2 is simply repeated. Each pair of subsets Si

and Si+1 employs the same arrayAi of permuted keypoints.
Finally, each keypoint subset Si is used to generate a De-

launay triangulation. Si produces the set of keypoint triples
Di = {(p1, p2, p3), (r1, r2, r3), . . .}, with each triple in Di

being a keygraph. Calculating the Delaunay triangulation
Di has complexity O(n log n) and produces O(n) triples.

The set of all keypoint triples is given by T = D1∪ . . .∪
DT . Every keypoint triple in T is included in a hash table
for checking in O(1) time whether that triple is repeated.

In summary, calculating the set T of keygraphs in a
query image has complexity O(Tn log n). This produces

1Including a keypoint p in a grid cell demands checking if this cell is
already occupied by a keypoint and then checking the `∞ distance between
p and a (possible) keypoint in each of the eight neighbouring grid cells.

a number of keygraphs (keypoint triples) |T | = O(Tn).

3.2.2 Matching query and training keygraphs

Keygraphs in the training images are not generated by a De-
launay triangulation. Instead, we first calculate potential
keygraph matches that may occur, based on the initial key-
point matches. Then, the candidate keygraph matches are
filtered out by using structural information.

Obtaining initial candidate keygraph matches. A key-
graph in the query image can establish up to one match with
each training image. Let G = (v1, v2, v3) be a query key-
graph; G can be matched in all images where all its ver-
tices have reported correspondences. During the keypoint
matching stage, assume that the keypoint matches (v1, u1),
(v2, u2) and (v3, u3) are established between the query im-
age and a training image I . Thus the candidate keygraph
match between G and the image I is (G,H), where H =
(u1, u2, u3) is a candidate keygraph in the training image I .
Therefore, the keygraph match (G,H) is associated to the
keypoint matches M = {(v1, u1), (v2, u2), (v3, u3)}.

Implementing this initial stage involves checking, for
each query keygraph G = (v1, v2, v3), which training im-
ages have keypoint matches with v1, v2 and v3. To calculate
this, we use, for each query keypoint p, words of 64 bits in-
dicating which training images are matched by p. Thus the
images initially matched to G = (v1, v2, v3) are obtained
by using a AND binary operation between the words for v1,
v2 and v3; the 1’s in the resulting binary words can be ac-
cessed by using count-leading-zeros machine instructions.

Keygraph match filtering using structural information.
Every keygraph match (G,H) must satisfy the graph struc-
tural properties in order to be considered as a valid match.

Cyclic ordering is a topological property, invariant to
perspective transformation in 2D images. Every keygraph
G in a query image is a circuit (a triple) oriented in the
counter-clockwise direction. Since it is assumed that mir-
roring is not a possible distortion of the query image, the
circuit of a matched keygraph H in a training image has to
be oriented in the counter-clockwise direction as well.

Four other attributes are calculated for each keygraph:

• Edges length: A keygraph edge is a straight line con-
necting two vertices with length expressed in pixels.
A keygraph U = (h1, h2, h3) has three edges, e12 =
(h1, h2), e23 = (h2, h3) and e31 = (h3, h1), whose
lengths are lU12, lU23 and lU31 (see Figure 4-a).

• Keypoints scale: Each keypoint in U = (h1, h2, h3)
has a scale assigned by SIFT. They are denoted as sU1 ,
sU2 and sU3 , respectively (see Figure 4-b).

• Edges orientation: Each keygraph edge forms an angle
with the x axis of the image (a keygraph edge is treated

4
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Figure 4. Structural information employed in keygraph match filtering. (a) Keygraph edges length: l12, l23 and l31. (b) Keypoints (SIFT)
scale: s1, s2 and s3. (c) Keygraph edges orientation: α12, α23 and α31. (d) Keypoints (SIFT) orientation: o1, o2 and o3. (e) Checking
whether changes in keypoints scale and keygraph edges length are similar. For the corresponding keypoints scale sG1 (in a query keygraph
G) and sH1 (in a training keygraph H), the ratio Φ1 = sG1 /s

H
1 is calculated, as well as the ratio between the length of corresponding edges

Φ23 = lG23/l
H
23. We check whether Φ1 is similar to Φ23: 0.5 ≤ Φ1/Φ23 ≤ 2. A similar check is done for every pair Φ′,Φ′′ from the set

of ratios {Φ1,Φ2,Φ3,Φ12,Φ23,Φ31}. (f) Checking whether changes in keypoints orientation and keygraph edges orientation are similar.
For the corresponding keypoints orientation oG2 and oH2 , the change in orientation ∆2 = oG2 − oH2 is calculated, as well as the change in
orientation of the corresponding edges ∆31 = αG

31 − αH
31. We check whether ∆2 is similar to ∆31: arccos(∆2 −∆31) ≤ 60◦. A similar

check is done for every pair ∆′,∆′′ from the set of changes in orientation {∆1,∆2,∆3,∆12,∆23,∆31}.

as a regular vector in 2D space) 2. The orientations of
the edges of a keygraph U = (h1, h2, h3) are denoted
as αU

12, αU
23 and αU

31 (see Figure 4-c).

• Keypoints orientation: Each keypoint in U =
(h1, h2, h3) has an orientation assigned by SIFT. They
are denoted as oU1 , oU2 and oU3 (see Figure 4-d).

For each candidate keygraph match (G,H), our method cal-
culates the changes in orientations, lengths and scales from
G to H . A valid keygraph match must present a similar
change in edges orientation and keypoints orientation, as
well as a similar change in edges length and keypoints scale.

Let the candidate keygraph match (G,H) between G =
(v1, v2, v3) and H = (u1, u2, u3) be associated to the key-
point matches M = {(v1, u1), (v2, u2), (v3, u3)}, as illus-
trated by Figure 4-e. Attribute changes are calculated as:

• Changes in edges length: Three ratios between the
length of corresponding edges in the match (G,H):
Φ12 = lG12/l

H
12, Φ23 = lG23/l

H
23, Φ31 = lG31/l

H
31;

• Changes in keypoints scale: Three ratios between the
scale of corresponding keypoints in the match (G,H):
Φ1 = sG1 /s

H
1 , Φ2 = sG2 /s

H
2 , Φ3 = sG3 /s

H
3 ;

2The origin of an image is in the bottom-left corner: the y axis points
upwards and the x axis points to the right. Positive angles are counter-
clockwise, starting from the x axis.

• Changes in edges orientation: Three changes in orien-
tation of corresponding edges in the match (G,H):
∆12 = αG

12−αH
12, ∆23 = αG

23−αH
23, ∆31 = αG

31−αH
31;

• Changes in keypoints orientation: Three changes in
orientation of corresponding keypoints in (G,H):
∆1 = oG1 − oH1 , ∆2 = oG2 − oH2 , ∆3 = oG3 − oH3 .

Similar changes in keypoints scale and keygraph edges
length. When an image is subject to a zooming transfor-
mation with factor r, the length of every keygraph edge and
keypoint scale is multiplied by r. But when a perspective
transformation changing the viewing angle in ψ degrees is
employed, a unit circle becomes an ellipse whose longer
and shorter axes have length 1 and cosψ, respectively [13].

SIFT features lose reliability when ψ > 60◦ [8]. When
ψ = 60◦, the length of the transformed ellipse’s shorter axe
divided by the original circle’s diameter is cos 60◦/1 = 0.5.

For a keygraph match (G,H), let the three ratios be-
tween the length of corresponding edges be Φ12, Φ23 and
Φ31, while the three ratios between the scale of corre-
sponding keypoints are Φ1, Φ2 and Φ3. As illustrated in
Figure 4-e, a valid keygraph match must satisfy the fol-
lowing property: for any pair Φ′,Φ′′ of those six ratios
{Φ12,Φ23,Φ31,Φ1,Φ2,Φ3}, the largest ratio must be low-
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ert than than twice the smaller ratio, i.e.

0.5 ≤ Φ′

Φ′′ ≤ 2. (1)

Similar changes in keypoints orientation and keygraph
edges orientation. Rotating an image by θ degrees changes
the orientation of every keypoint and keygraph edge in this
image in the same θ degrees. On the other hand, when a per-
spective transformation is applied, not every keypoint and
keygraph edge rotates in the same θ degrees, although very
different changes in orientation cannot occur.

For the keygraph match (G,H), let the changes in key-
graph edges orientation be ∆12, ∆23 and ∆31, while the
changes in keypoints orientation are ∆1, ∆2 and ∆3. As il-
lustrated in Figure 4-f, a valid keygraph match must satisfy
the following property: for any pair ∆′,∆′′ of those six
changes in orientation {∆12,∆23,∆31,∆1,∆2,∆3}, the
angle between ∆′ and ∆′′ must be less than 60◦, i.e.,

arccos(∆′ −∆′′) ≤ 60◦. (2)

3.3. Third stage: pose estimation

In the third stage, the remaining keygraph matches are
used to localise objects and estimate their pose.

One keygraph match generates κ = 3 keypoint matches,
which can be used to instantiate a candidate affine transfor-
mation mapping query and training image. Each candidate
pose is then evaluated by counting the number of keypoint
(vertex) matches that agree with it.

Affine transformations with agreeing keypoint matches.
Let G be the set of keygraph matches between the query
image and a training image I , G = {M1,M2, . . . ,M|G|},
in which Mi is a set of three keypoint matches (associated
to a keygraph match). Thus the set of keypoint matches
between those images is M = M1 ∪M2 ∪ . . . ∪M|G|.

To evaluate the quality of a candidate affine transfor-
mation, the method counts the number of matches that
agree with this transformation: for each keypoint match
(p, q) ∈ M, let xp, yp be the position in the query image
as established by the match, and let f(xq), f(yq) be the po-
sition in the query image as predicted by the affine transfor-
mation. If the `∞ distance between xp, yp and f(xq), f(yq)
is below three pixels, the keypoint match agrees with the
candidate transformation. The confidence in a solution is
given by such a number of keypoint match agreements.

Each affine transformation with at least one keypoint
agreement is considered as a possible solution. Each possi-
ble solution is further refined using least-squares fit.

Dealing with multiple detections. The final stage involves
projecting the objects and dealing with multiple detections.

First, the candidate affine transformations are sorted
based on the number of agreeing keypoint matches (i.e. con-
fidence). The most confident solution is returned as a cor-
rect pose, and the ground-truth of its matched training im-
age is projected in the query image.

Then, the next more confident solution re-counts its
agreeing keypoint matches, now discarding matches lying
inside the projection of any previously returned solution. If
at least one keypoint agreement remains, that solution is re-
turned as a correct pose and the ground-truth of its training
image is projected in the query image. The procedure con-
tinues by similarly examining the remaining elements in the
sequence of produced possible solutions.

4. Experiments and results
For performance evaluation, we used the CMU10 object

recognition dataset made available by Hsiao et al. [6]. This
dataset contains ten types of training objects, for a total of
250 training images and 500 query images.

We also evaluated the scalability of our method, by sig-
nificantly increasing the number of training images. We
randomly selected a subset of 4000 images from the PAS-
CAL VOC 2007 dataset [1] and employed them as training
images together with the CMU10 training images. Detect-
ing a PASCAL image constitutes an error.

SIFT keypoints were extracted using the VLFeat [14] li-
brary. The CMU10 and CMU10+PASCAL dataset gener-
ated 2.5 × 105 and 7.5 × 106 training keypoints, respec-
tively.3 For each dataset, the keypoints were indexed in a
hierarchical k-means tree (both using k = 16).

For each detection, we used the recovered affine trans-
formation to project the training object’s ground truth seg-
mentation onto the query image and calculated the region
R inside the convex hull. The region overlap criterion
(R ∩ Rgt)/(R ∪ Rgt) > 0.4 between the region R and the
ground truth segmentation Rgt (in the query image) deter-
mines if an object is correctly detected.4 To evaluate the re-
sults we used the mean Average Precision (AP), computed
over all the ten object classes of this dataset.

4.1. Baseline systems

We evaluated our method against SCRAMSAC [13],
Lowe’s test [8] and the results reported by Hsiao et al. [6].

3For the CMU10 images, we used ground-truth segmentation to remove
keypoints not belonging to the object. For the PASCAL images, ground-
truth was not used, thus all parts of an image act as a training “object”.

4Hsiao et al. [6] projected 3D models onto 2D query images; their 3D
models included inferred object faces which are not actually visible in any
training image. In order to make a more fair evaluation of our method,
which is based on affine transformations, we modified the ground-truth
segmentations in the query images by removing hidden faces of the object
(e.g. the top of tins). Furthermore, we observed that our method enables
the use of a smaller overlap threshold (0.4, instead of 0.5), giving more true
positive matches without any increase in the number of false positives.
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Figure 5. First row: evaluation of the effect of parameters in our method. (a) AP versus number T of Delaunay triangulations for the
CMU10 or CMU10+PASCAL training datasets. In the latter dataset, PASCAL images were added to the training set to assess scalability
and the effect of added negative samples, which is expected to reduce the AP as more mismatches may occur. (b) Average number of
keygraphs sampled in a query image versus T . (c) and (d) Average number of keygraph matches between a query image and the training
images versus the threshold used by the filtering stage based on (c) scale/length or (d) orientation. Second row: comparisons against other
methods. (e) AP versus the maximum allowed number of pose evaluations of all training images for each query. (f) AP of SCRAMSAC
versus the maximum allowed number N of training images matched by a query keypoint. (g) and (h) AP versus the number L of keypoint
comparisons between query and indexed training keypoints, for (g) CMU10 or (h) CMU10+PASCAL.

Initially, a hierarchical k-means tree is used to establish
keypoint matches. For Lowe’s test, each query keypoint
p can only match its single nearest neighbor in the whole
training set. For SCRAMSAC, each query keypoint p, af-
ter running through the tree, can match keypoints in differ-
ent training images, up to one match per image. Then, for
each query keypoint p, only the topN keypoint matches are
retained (based on descriptor distance). Finally, keypoint
matches without sufficient local support are removed [13].

In the final stage, RANSAC is used for object pose esti-
mation. For Lowe’s test and SCRAMSAC, each putative
affine transformation is generated by randomly selecting
three keypoint matches that occur with the same training
image. For our method, each putative affine transformation
is generated by randomly selecting one keygraph match.

4.2. Results

Figure 6 shows two sample object detection results of
our method.

Figure 5-a shows the AP achieved by our method ver-
sus the number T of Delaunay triangulations used to sam-
ple keypoint triples. Each curve corresponds to a training
dataset, CMU10 or CMU10+PASCAL; in both cases, in the
initial keypoint matching stage, L = 1000 training key-
points were compared to each query keypoint.

As shown in Figure 5-a, employing a large number of

Delaunay triangulations provided a significant gain in per-
formance: the AP increased in almost 0.50 in comparison
to using T = 1. For the CMU10 dataset, the AP plateaued
at T = 50. Interestingly, when employing the more com-
plex CMU10+PASCAL training dataset, the AP continued
to increase for T > 50, going from 0.49 to 0.58 when using
T = 200. This suggests that our sampling strategy was able
to generate a diverse set of query keygraphs, as employing
more triangulations partially compensated the decrease in
accuracy due to the use of a larger number of training im-
ages.

Figure 5-b shows that the number of keygraphs grows
sub-linearly with the number of triangulations.

Figure 5-c shows the average number of keygraph
matches between a query image and all the training images
versus the threshold of the filtering stage in Equation 1. We
changed the interval of accepted ratios, which is [0.5, 2] in
Equation 1. When a large interval of [1/60, 60] is used, all
candidates are accepted, thus filtering is performed only by
the cyclic ordering requirement and the orientation based
filtering stage (which uses a threshold of 60◦). Increasing
the interval from [0.5, 2] to [1/60, 60] caused the number of
established keygraph matches to increase by a factor of 100.

Figure 5-d is similar to Figure 5-c, but considers the ori-
entation based filtering stage. Increasing the threshold from
60◦ (Equation 2) to 180◦ caused the number of established
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350Figure 6. Keygraph and keypoint matches. The region overlaps achieved by the affine transformations were 0.61 and 0.73, respectively.

keygraph matches to increase by a factor of 10.
Using both Equations 1 and 2 for filtering, the average

number of keygraph matches established per query image
was 600, for the CMU10 training images (T = 50), and
400, for the CMU10+PASCAL training images (T = 200).

Figure 5-e shows the AP versus the maximum al-
lowed number of pose evaluations (affine transformations),
employing the CMU10+PASCAL training dataset. Our
method achieved a better performance than SCRAMSAC
and Lowe’s test, even for very few pose evaluations.

Figure 5-f shows the AP achived by SCRAMSAC ver-
sus the maximum allowed number of matches N between a
query keypoint and the training images. We evaluated two
cases: using a maximum of 1000 or 10000 pose evalua-
tions. Using the CMU10 training dataset, the best results
were achieved around N = 10, while for the more complex
CMU10+PASCAL training dataset, the best results were
achieved around N = 50; in both cases, using additional
pose evaluations improved the performance. An advantage
of the proposed keygraphs method is not having a parame-
ter such as N , as our method does not limit the number of
training images initially matched by a query keypoint.

Figure 5-g shows the AP versus the number L of in-
dexed training keypoints which are compared to a query
keypoint, for the CMU10 training dataset. Good results
were achieved by employing L = 1000 (0.4% of the num-
ber of stored keypoints), for both SCRAMSAC and our
method. For Lowe’s test, setting L above 400 did not pro-
vide significant improvement.

Figure 5-h is similar to Figure 5-g, but considers the
CMU10+PASCAL dataset. For our method and SCRAM-
SAC, employing L = 30000 allows achieving the same AP
as when using L = 1000 with the CMU10 dataset. This
is interesting, as the number of training descriptors, from
CMU10 to CMU10+PASCAL, also increased by a factor of
30. On the other hand, Lowe’s test was not able to simi-
larly compensate the performance loss caused by the use of
a larger number of training images.

In summary, for the CMU10 training dataset, the AP
of our method, SCRAMSAC and Lowe’s test was, respec-
tively, 0.82, 0.70 and 0.61. For the CMU10+PASCAL train-
ing dataset the AP was: for L = 1000: 0.58, 0.51 and 0.44;

for L = 2000: 0.65, 0.58 and 0.46; and for L = 30000:
0.84, 0.70 and 0.51.

The AP achieved by our method using the CMU10 train-
ing dataset, 0.82, was superior to the AP reported by Hsiao
et al. [6], 0.78, even though Hsiao et al. employed 3D ob-
ject models which allows to use matches to different train-
ing images and to use 3D-2D pose instantiation.

We evaluated the computation time demanded by our
method (using a C implementation). For both the CMU10
and CMU10+PASCAL training dataset, when using L =
1000, T = 50, the time per query image was 1.4± 0.3 sec.,
with 55% of the time being spent on keypoint matching, 3%
on keygraph sampling and 39% on keygraph matching. Us-
ing the CMU10+PASCAL training images and T = 200,
the time per query image was, for L = 1000, 2.5±0.7 sec.,
and for L = 2000, 6.8 ± 1.7 sec.; for L = 1000, 33% of
the time was spent on keypoint matching, 9% on keygraph
sampling and 57% on keygraph matching; for L = 2000
those values were 26%, 3% and 70%, respectively.

5. Conclusion
Keygraphs constitute an intermediate level feature,

above the keypoints. Initially, keypoint matches are estab-
lished by using an indexing tree. Then, keypoint matches
are transformed into keygraph matches, which correctly re-
moves the large majority of the initial keypoint matches.

This paper introduced structural properties used to filter
out candidate keygraph matches. We considered an hetero-
geneous information set, concerning keypoints scale, orien-
tation, image position and cyclic ordering, which allows to
correctly filter out 99% of the candidate keygraph matches.

We also introduced an efficient algorithm to sample
query keypoint triples, based on using complementary De-
launay triangulations. Each triangulation is done in a way
that vertices are not too close to each other so the triangles
generate more robust pose hypotheses.

At application, the processing time of our method de-
pends almost exclusively on parameters that are pre-set by
the user (triangulations T and keypoint comparisonsL). We
showed that a 30-fold increase in the number of training
keypoints does not significantly deteriorate the performance
of our method.
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