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Resumo

VILELA, G. P. Causalidade de Granger entre grafos no domínio da frequência.
2016. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo,
São Paulo, 2016.

Diversos sistemas naturais, como a malha aeroviária, interações proteína-proteína, regu-
lação genética, conectividade funcional do cérebro e relações sociais podem sem modeladas
por grafos onde os vértices são as entidades sob estudo e as arestas representam quais pares
de entidades se relacionam. Também é sabido que muitos desses sistemas são modulares,
ou seja, podem ser particionados de alguma maneira em sub-sistemas que interagem ou se
influenciam. No entanto, do ponto de vista estatístico-computacional, pouco se é conhecido
sobre métodos de análise estatística em grafos. Por exemplo, como identificar que um grafo
“causa” outro grafo? Dentro deste contexto, propomos um método de identificação de causa-
lidade de Granger entre séries temporais de grafos no domínio da frequência. Este método se
baseia tanto na análise espectral dos grafos aleatórios como também no método da Coerência
Parcial Direcionada. Apresentamos o modelo, uma forma de estimação, um teste estatístico
e resultados sobre o efetivo controle da taxa de falsos positivos, bem como seu poder esta-
tístico em simulações de Monte Carlo. Finalmente, ilustramos uma aplicação do método em
dados de eletrocorticografia coletados de um macaco sob estado de alerta e posteriormente
em estado anestésico.

Palavras-chave: teoria dos grafos; causalidade de Granger; raio espectral; análise espectral;
coerência parcial direcionada.
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Abstract

VILELA, G. P. Granger causality between graphs in frequency domain. 2016. Tese
(Doutorado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo,
2016.

Several natural systems such as protein-protein interactions, genetic regulation, functi-
onal connectivity of the brain, and social relationships can be modeled as graphs where its
vertices represent the entities under study and the edges represent which pair of entities are
associated. It is known that much of these systems are modular, i.e., they can be clustered
into sub-systems, which interact and influence each other. However, from a computatio-
nal statistical viewpoint, little is known about statistical methods to analyze graphs. For
example, how can one identify whether a graph “causes” another graph? In this context, we
propose a method to identify Granger causality among time series of graphs in the frequency
domain. This method is based on the idea of spectral analysis of random graphs and also on
the Partial Directed Coherence. We present the model, a method to estimate the parameters
of the model, and a statistical test. We demonstrate the usefulness of the method in intensive
Monte Carlo simulations. Results show that the method effectively controls the type I error
and also present high statistical power to identify Granger causality in five different random
graph models. Finally, we illustrate an application of the method in an electrocorticography
data collected from a macaque under anesthesia.

Keywords: graph theory; Granger causality; spectral radius; spectral analysis; partial di-
rected coherence.
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Capítulo 1

Introdução

Recentemente muita atenção tem sido dada ao estudo das estruturas das redes do
mundo real utilizando grafos aleatórios, por exemplo, redes sociais (Bollobás e Riordan
, 2004), redes de interação proteína-proteína (Maslov e Sneppen, 2002), redes metabóli-
cas (Jeong et al., 2000), redes neuronais (Eguiluz et al., 2005), redes da World Wide Web
(Huberman e Adamic, 1999). Matematicamente, estas redes podem ser representadas por
grafos, isto é, um conjunto de vértices e um conjunto de arestas, onde as arestas indicam
quais pares de vértices estão associados. Os vértices podem representar as mais diversas
variáveis como genes e proteínas das redes de regulação genética, aeroportos da malha ae-
roviária, pessoas das redes sociais, etc.

A maioria dos estudos das estruturas das redes são feitos, essencialmente, por meio de
algumas medidas da estrutura do grafo, como diâmetro, número de arestas, integração funcio-
nal, motivos de redes e centralidades (Alon, 2007; Bullmore e Sporns, 2009; Mangan e Alon
, 2003; Rubinov e Sporns, 2010; Zuo et al., 2012). No entanto, essas análises dificilmente
levam em conta a variação intrínseca das redes do mundo real, em que podem ocorrer flutu-
ações.

Por exemplo, as redes de conectividade funcional do cérebro e as redes regulatórias de
genes são variantes no tempo além de também serem diferentes de indivíduo para indivíduo.
Isso faz com que, não somente metodologias computacionais, mas também estatísticas para
grafos se tornem necessárias.

Uma das perguntas naturais no estudo de grandes redes é, como é a relação entre sub-
sistemas ou sub-redes? Por exemplo, é sabido que a rede funcional do cérebro é modular,
ou seja, particionada em sub-redes. Nesse tipo de rede cada vértice corresponde a uma
região do cérebro e uma aresta conectando duas regiões indica que os níveis de atividade
dessas regiões estão correlacionados. Como as sub-redes do cérebro interagem dependendo
do estado do indivíduo? Como é o fluxo de informação de uma sub-rede à outra? Uma
alternativa no estudo de interações e que está intimamente ligada ao conceito de fluxo de
informação (Baccalá e Sameshima, 2001) é o conceito de causalidade de Granger (Granger,
1969).
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INTRODUÇÃO

Causalidade de Granger (Granger, 1969) foi primeiramente introduzida na área econo-
métrica para analisar as relações e influências entre as séries temporais macroeconômicas.
O estudo de séries temporais é interessante em razão de sua ordenação natural no tempo,
permitindo estabelecer relações de causa e efeito entre as variáveis e fornecendo a direção
do fluxo de informação. A causalidade de Granger é baseada na ideia de que o efeito nunca
precede sua causa. Portanto, relações temporais como atrasos ou precedências podem conter
informação sobre a causalidade.

Mais formalmente, uma série temporal xt é dita como Granger causa de uma série
temporal yt, se o erro de predição de yt no tempo t dada toda informação do passado
(xt−1, xt−2, . . . , yt−1, yt−2, . . .) é menor que considerando somente a informação nos passados
de yt (yt−1, yt−2, . . .). Portanto, valores passados de xt permitem prever yt. Note que esta re-
lação não necessariamente precisa ser recíproca, isto é, podemos interpretar a direcionalidade
como um fluxo de informação entre as séries temporais. No entanto, é necessário salientar
que causalidade de Granger não implica em “causalidade efetiva”. A causalidade de Granger
é baseada somente na predição e informação numérica, enquanto a causalidade efetiva está
profundamente relacionada com a influência de uma entidade sobre a outra. Por outro lado,
devido à sua simplicidade, a causalidade de Granger pode ser útil para inferir ou sugerir cau-
salidade efetiva. Comumente a causalidade de Granger é identificada no domínio do tempo
pelo modelo vetor autoregressivo (Lütkepohl, 2011) ou no domínio da frequência pela coe-
rência parcial direcionada (Baccalá e Sameshima, 2001). Apesar de ter sido primeiramente
sugerido na área econométrica, existem diversas aplicações da causalidade de Granger em
outras áreas como biologia molecular (Fujita et al., 2007a,b, 2008, 2010a,b,c, 2012) e neu-
rociência (Baccalá e Sameshima, 2001; Sato et al., 2009, 2010, 2006; Takahashi et al., 2007,
2010).

Um ponto interessante no estudo de grafos seria a possibilidade de identificar causalidade
de Granger entre eles. Por exemplo, em neurociência, existe um grande número de evidên-
cias que sugerem que processos cognitivos complexos surgem a partir de uma comunicação
orquestrada das áreas do cérebro, isto é, das redes de conectividade funcional do cérebro
(Cassidy et al., 2016). Mais recentemente, tem se dado muita atenção à ideia de que as
regiões do cérebro são organizadas em sub-redes ou comunidades que, por sua vez, são inter-
conectadas (Sporns, 2013). Assim, a identificação da conectividade entre sub-redes poderia
auxiliar no entendimento das diferenças entre controles e doentes que não são detectadas
por métodos tradicionais. Até onde pudemos constatar, não existe na literatura um método
de identificação de causalidade de Granger entre grafos.

Isto ocorre basicamente porque redes ou grafos são difíceis de serem manipulados de um
ponto de vista estatístico (grafos não são escalares). Assim, para construir uma metodologia
para identificar causalidade de Granger entre grafos, uma ideia natural seria imaginar que
grafos são gerados por um modelo matemático com um conjunto de parâmetros que são as
variáveis aleatórias. Intuitivamente, dois vetores (séries temporais) de grafos têm uma relação
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em termos de causalidade de Granger quando os parâmetros (nossas variáveis aleatórias) do
modelo usado para gerar os grafos de um vetor Granger causam os parâmetros que geraram
o outro vetor.

No entanto, dadas duas, ou mais, séries temporais de grafos, os modelos gerados são
raramente conhecidos, e, consequentemente, os parâmetros não podem ser estimados. Assim,
se torna necessário identificar uma característica do grafo que é altamente correlacionada
com os parâmetros do grafo.

Em 2012, Takahashi et al. introduziram ideias sobre análises estatísticas em grafos como
métodos de seleção de modelos, estimador de parâmetros e um teste estatístico, baseado
na análise espectral (o espectro de um grafo é o conjunto de autovalores de sua matriz
de adjacência) dos grafos. A intuição por trás do estudo do espectro do grafo é que pro-
priedades estruturais, como o número de caminhos, diâmetro (é o maior caminho dentro
do conjunto dos caminhos mínimos entre todos os pares de vértices), e cliques (um sub-
conjunto dos vértices em que todos estão conectados entre si) estão contidos no espectro
(Van Mieghem, 2010). Aplicações foram bem sucedidas nas áreas biológicas como biolo-
gia molecular (Takahashi et al., 2012) e neurociência (Sato et al., 2013, 2015). Baseado nas
ideias iniciais de (Takahashi et al., 2012), Fujita et al. (2015) identificaram que o raio es-
pectral (maior autovalor da matriz de adjacência do grafo) é altamente correlacionado com
os parâmetros de vários modelos geradores de grafos aleatórios e propuseram uma medida
de correlação entre grafos baseada nesse valor.

Aqui propomos estimar a causalidade de Granger no domínio da frequência entre séries
temporais de grafos usando o raio espectral. Nossos resultados mostram que o raio espectral
está altamente correlacionado com os parâmetros do modelo que geram o grafo, e assim,
pode ser usado como uma boa característica para identificar causalidade de Granger entre
séries temporais de grafos no domínio da frequência. Por simulações, mostramos o alto poder
estatístico como também o efetivo controle da taxa do erro tipo I (falsos positivos) da nossa
proposta. Em seguida, ilustramos a aplicação do método de identificação de causalidade de
Granger em dados de eletrocorticografia do cérebro de um macaco em estado de alerta e
posteriormente sob efeitos de uma anestesia.

1.1 Objetivos

O objetivo da tese é a proposta de um método que permite identificar causalidade de
Granger entre séries temporais de grafos através da análise espectral. Mostraremos também
a adequação do método proposto a aplicação do método em dados reais.

Os objetivos específicos do trabalho podem ser divididos em:

1. apresentação do método para identificar causalidade de Granger entre séries temporais
de grafos no domínio da frequência;
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2. mostrar a adequação do uso do raio espectral;

3. mostrar o poder estatístico do método e controle sobre a taxa do erro tipo I através
de modelos simulados;

4. aplicar o método proposto em dados reais de eletrocorticografia (ECoG).

1.2 Organização do texto

A sequencia da tese está organizada da seguinte forma.
O Capítulo 2 introduz alguns dos conceitos e métodos que servem de base para a forma-

lização do método proposto. Introduzimos também o método para identificar causalidade de
Granger entre grafos no domínio da frequência (Objetivo 1).

No Capítulo 3 mostramos a adequação da utilização do raio espectral como uma escolha
representativa dos parâmetros da função geradora do grafo (Objetivo 2). Mostramos também,
por meio de simulações de Monte Carlo, o poder estatístico do método proposto, bem como
seu controle efetivo da taxa de falsos positivos (Objetivo 3).

O Capítulo 4 mostra a aplicação do método proposto em neurociência (Objetivo 4)
utilizando dados reais de ECoG obtidos de um macaco em estado de alerta e posteriormente
sob efeito de uma anestesia.

Por fim, no Capítulo 5 apresentamos nossas conclusões, comentamos brevemente algu-
mas limitações do método proposto e indicamos possível direções futuras que podem ser
exploradas.
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Capítulo 2

Causalidade de Granger entre grafos

Neste capítulo são apresentados inicialmente alguns conceitos importantes como grafos e
causalidade de Granger entre séries temporais. Em seguida, apresentaremos a nossa proposta
que consiste em um método de identificação de causalidade de Granger entre séries temporais
de grafos.

2.1 Grafos

Um grafo é um par de conjuntos G = (V,E), onde V é um conjunto de n vértices
(v1, v2, . . . , vn) e E é um conjunto de m arestas, cada uma conectando dois vértices de V .

Qualquer grafo não dirigido (sem direção nas arestas) G com n vértices pode ser repre-
sentado por sua matriz de adjacências AG com n × n elementos AG

ij (i, j = 1, . . . , n); seu
valor é AG

i,j = AG
j,i = 1 se os vértices vi e vj são conectados e 0 caso contrário.

O espectro do grafo G é o conjunto de autovalores de sua matriz de adjacências AG.
Assim, um grafo não dirigido com n vértices tem n autovalores reais λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn.
Os autovalores são reais em decorrência da matriz de adjacências de um grafo não dirigido
ser simétrica.

2.2 Causalidade de Granger

A ideia por trás da causalidade de Granger reside na suposição de que associações tem-
porais podem conter informações que sugiram causalidade. Mais intuitivamente, é baseada
na ideia de que o efeito jamais antecede a causa. Assim, se a série temporal xt afeta a série
temporal yt, xt deveria auxiliar na predição de yt (Granger, 1969).

Para formalizar a ideia da causalidade de Granger (Lütkepohl, 2011), suponha que ζt é
o conjunto contendo toda a informação relevante até (e incluindo) o tempo t. Seja yt(h|ζt) o
preditor ótimo de passo h do processo yt na origem t, baseado na informação em ζt. O preditor
do mínimo erro quadrático médio será denotado por Ωt(h|ζt). O processo xt Granger-causa
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yt se Ωt(h|ζt) < Ωt(h|ζt\{xs|s ≤ t}) para algum h = 1, 2, . . ., onde ζt\{xs|s ≤ t} é o conjunto
de toda a informação exceto a informação no passado e presente do processo xt. Em outras
palavras, se yt pode ser predito mais eficientemente quando a informação do processo xt é
levado em conta além de todo o restante da informação, então xt é dito como Granger causa
de yt.

2.3 Métodos de identificação de causalidade de Granger

Existem diversos métodos para identificar causalidade de Granger em séries temporais
tanto no domínio do tempo quanto no da frequência. Dentre eles, dois que desempenham um
importante papel na identificação de causalidade de Granger em séries temporais multivari-
adas são o modelo de Vetores Autoregressivos (VAR) no domínio do tempo e o método da
Coerência Parcial Direcionada (PDC - Partial Directed Coherence) no domínio da frequência.

2.3.1 Vetores Autoregressivos - VAR

Antes de definirmos o método para identificar causalidade de Granger no domínio da
frequência, primeiro descreveremos o modelo vetor autoregressivo usado na identificação da
causalidade de Granger no domínio do tempo (Lütkepohl, 2011).

Sejam:

- k o número de séries temporais;

- p a ordem do modelo (número de pontos no tempo no passado a ser analisado);

- T o comprimento da série temporal;

- yi,t a i-ésima série temporal, e

- εi,t o vetor de variáveis aleatórias para a iésima série temporal, com média zero e matriz
de covariância

Σ =


σ2

1,1 σ2,1 . . . σk,1

σ1,2 σ2
2,2 . . . σk,2

...
... . . . ...

σ1,k σ2,k . . . σ2
k,k

 .

Note que os resíduos εt são serialmente não correlacionados, mas podem ser contempora-
neamente correlacionados. Em outras palavras, Σ pode não ser necessariamente uma matriz
identidade.

Então, o sistema de equações de um modelo vetor autoregressivo k-dimensional de ordem
p é dado por:
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y1,t = v1 + a1

1,1y1,t−1 + . . .+ ap1,1y1,t−p + . . .+ a1
k,1yk,t−1 + . . .+ apk,1yk,t−p + ε1,t

y2,t = v2 + a1
1,2y1,t−1 + . . .+ ap1,2y1,t−p + . . .+ a1

k,2yk,t−1 + . . .+ apk,2yk,t−p + ε2,t

...
yk,t = vk + a1

1,ky1,t−1 + . . .+ ap1,ky1,t−p + . . .+ a1
k,kyk,t−1 + . . .+ apk,kyk,t−p + εk,t

Para simplificar e facilitar a estimação dos coeficientes deste modelo, re-escreveremos o
sistema de equações no formato matricial.

Sejam

Y =


y1,p+1 y2,p+1 . . . yk,p+1

y1,p+2 y2,p+2 . . . yk,p+2

...
... . . . ...

y1,T y2,T . . . yk,T

 ,

Z =


y1,p y1,p−1 . . . y1,1 . . . yk,p yk,p−1 . . . yk,1

y1,p+1 y1,p . . . y1,2 . . . yk,p+1 yk,p . . . yk,2
...

... . . . ... . . . ...
... . . . ...

y1,T−1 y1,T−2 . . . y1,T−p . . . yk,T−1 yk,T−2 . . . yk,T−p

 ,

e

A =



a1
1,1 a1

1,2 . . . a1
1,k

...
... . . . ...

ap1,1 ap1,2 . . . ap1,k
...

... . . . ...
a1
k,1 a1

k,2 . . . a1
k,k

...
... . . . ...

apk,1 apk,2 . . . apk,k


,

o modelo matricial pode ser escrito como

Y = ZA + u. (2.1)

Então, os coeficientes do modelo (ali,j, com i, j = 1, . . . , k e l = 1, . . . , p) podem ser
estimados por método de mínimos quadrados ordinários como

Â = (Z′Z)−1Z′Y. (2.2)

A matriz de resíduos u com dimensões ((T − p)× k) pode ser estimada como

û = Y − ZÂ. (2.3)

Uma condição necessária e suficiente para a série temporal yi,t ser não Granger causa
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para o grafo yj,t é se, e somente se, ali,j = 0.
Assim, a não causalidade de Granger pode ser identificada testando a significância dos

elementos dos coeficientes autoregressivos (A) dos modelos vetor autoregressivo.
O teste de hipótese para a significância da conectividade do A é H0 : CA = 0 versus

H1 : CA 6= 0 onde C é uma matriz de contrastes dos parâmetros que queremos testar. Este
teste pode ser obtido através da aplicação de um teste de Wald (Graybill, 1976).

Suponha que estejamos interessados em testar se yi Granger causa yj. Sejam Σ̂ =
û′û

(T−p)−(kp)
a matriz de covariância de dimensão (k × k), c uma matriz de dimensões (1× k)

com o valor 1 na i-ésima posição, 0 uma matriz de zeros com dimensões (1× k) e

C =


c 0 . . . 0

0 c . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . c

 ,

uma matriz de contrastes de dimensões (p× (kp)).
Então, a estatística do teste de Wald é dado por W =

(CAj)′(C(Z′Z)−1C′)−1(CAj)

Σj,j
.

A estatística do teste de Wald W segue uma distribuição χ2 com posto (C) graus de
liberdade.

2.3.2 Coerência Parcial Direcionada - PDC

Apesar do conceito original de causalidade de Granger ser bastante útil no domínio
do tempo, é uma abordagem que não permite discernir qual frequência do sinal é impor-
tante, no sentido em que permita prover interpretações interessantes dos dados. Um exem-
plo clássico é em neurociência, onde artefatos ou sinais não-neurológicos, como batimento
do coração ou respiração, podem mascarar o sinal cerebral. A fim de resolver esses proble-
mas, Sameshima e Baccalá propuseram um método chamado Coerência Parcial Direcionada
(PDC - Partial Directed Coherence).

A técnica PDC (Baccalá e Sameshima, 2001) é uma adaptação do modelo VAR para o
domínio da frequência que generaliza o conceito de coerência direta (Baccalá e Sameshima
, 1998; Baccalá et al., 1998; Saito e Harashima, 1981). O método do PDC é utilizado para
inferir influências dirigidas em séries temporais multivariadas através da medida da força
das interações entre elas. O PDC da série yj,t para yi,t na frequência ψ é a medida da razão
entre a quantidade de informação partindo de yj,t para yi,t e o total do fluxo de informação
partindo de yj,t para qualquer outra série. Ele é calculado da seguinte forma. Seja

ai,j(ψ) = δi,j −
p∑
l=1

ali,jexp(−2π/ψ
√
−1) (2.4)

para δi,j = 1 se i = j e 0 caso contrário, então o PDC da série yj,t para a série yi,t é dado
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por:

πi,j(ψ) =
ai,j(ψ) 1

σi√∑k
i=1 |ai,j|2

1
σ2
i

(2.5)

Em razão da normalização, o valor de πi,j(ψ) varia entre 0 e 1. Um valor de πi,j(ψ)

próximo de 0 indica a ausência de influência direta de yj,t para yi,t na frequência ψ, e um
valor próximo de 1 indica que todo o espectro de potência de yj,t está indo para yi,t. Se
πi,j(ψ) = 0 em toda frequência ψ então não há causalidade de Granger de yj,t para yi,t.
Portanto, testar a ausência de causalidade de Granger de yj,t para yi,t é o mesmo que testar
πi,j(ψ) = 0 para toda frequência ψ.

O teste de ausência de causalidade de Granger da série temporal yj,t para yi,t é baseado
na ideia de testar se πi,j(ψ) = 0 no contexto do PDC. A hipótese nula do teste é de ausência
de causalidade de Granger e o teste pode ser definido pelas seguintes hipóteses:

H0 : πi,j(ψ) = 0 ∀ψ
H1 : πi,j(ψ) 6= 0 para algum ψ

Apesar de existir um teste estatístico analítico para o PDC (Takahashi et al., 2007),
comumente as séries temporais não são muito longas além também de não satisfazerem as
hipóteses do teste. Assim, propomos a aplicação de um método bootstrap para estimar a dis-
tribuição da estatística πi,j(ψ). O algoritmo bootstrap pode ser descrito como (Baccalá et al.,
2006; Sato et al., 2009):
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Entrada: As séries temporais.

1. Ajuste um modelo VAR nas séries temporais.

2. Obtenha os coeficientes estimados do VAR como também os resíduos das séries tem-
porais utilizando as equações 2.2 e 2.3, respectivamente.

3. Para cada frequência, calcule o PDC estimado usando a equação 2.4.

4. Para cada série temporal, re-amostre os resíduos obtidos no passo com reposição.

5. Para testar a influência da j-ésima série temporal na i-ésima série temporal, assuma o
modelo onde os coeficientes do VAR ali,j, com l = 1, 2, . . . , p (i.e., todos os coeficientes
da série temporal da j-ésima causando a i-ésima) são zero. Os demais coeficientes do
VAR continuam com os mesmos valores originalmente estimados pelo VAR do passo
4. A ideia por trás aqui consiste em assumir um modelo sob a hipótese nula, ou seja,
na ausência de causalidade de Granger da j-ésima série para a i-ésima série, e assim
gerar as amostras bootstraps sob a hipótese nula.

6. Utilizando os resíduos re-amostrados no passo 4, e o modelo desenhado sob a hipótese
nula do passo 5, simule as séries temporais bootstrap (ou seja, as séries temporais sob
a hipótese nula).

7. Obtenha a mediana do PDC para essa amostra bootstrap.

8. Volte ao passo 4 até que se obtenha o número desejado de amostras bootstraps (usu-
almente algo como 1.000).

9. Estime o p-valor como a fração das vezes que a mediana do PDC obtido passo 7 é
igual ou maior que a mediana do PDC obtida nos dados originais.

Saída: o p-valor para o PDC da j-ésima série temporal para a i-ésima série temporal.

2.4 Proposta

Nossa proposta consiste em considerar que os parâmetros dos modelos dos grafos são
nossas variáveis aleatórias. Assim, assumimos que não há causalidade de Granger entre séries
temporais de grafos se, e somente se, não há causalidade de Granger entre os parâmetros
dos modelos dos grafos.

Os parâmetros da distribuição desta variável aleatória será denotado pelos hiper-parâmetros
dos modelos dos grafos. Seja Θ uma variável aleatória que será amostrada para gerar os pa-
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râmetros dos grafos aleatórios. Os parâmetros que determinam a distribuição de Θ são os
hiper-parâmetros dos grafos aleatórios.

Como exemplo ilustrativo, suponha G1 e G2 dois grafos aleatórios. Em um grafo aleatório
de Erdös-Rényi G de n vértices, cada par de vértices está conectado por uma aresta com
uma dada probabilidade p. Neste caso, a probabilidade p é o parâmetro do grafo G. Assim,
os grafos aleatórios de Erdös-Rényi podem ser descritos como G1(p1) e G2(p2), onde p1 e p2

são parâmetros amostrados de Θ1 e Θ2, respectivamente. Dizemos que uma série temporal de
grafos G1 Granger causa outra série temporal de grafos G2 se existe causalidade de Granger
de Θ1 para Θ2.

Uma forma simples de identificar causalidade de Granger de Θ1 para Θ2, se os modelos
dos grafos são conhecidos, consiste em estimar os parâmetros dos modelos dos grafos e então
aplicar o PDC sobre eles. No entanto, os modelos dos grafos raramente são conhecidos na
prática. Assim, o problema consiste em detectar causalidade de Granger utilizando apenas
os grafos aleatórios observados (e não os parâmetros). Em outras palavras, é necessário
identificar uma característica do grafo que seja altamente correlacionada com os parâmetros
do modelo do grafo.

Da teoria espectral de grafos, o maior autovalor (λ1) do grafo G é conhecido como o raio
espectral ou índice espectral (por conveniência, denotaremos a partir daqui, o raio espectral
λ1 somente por λ). Para diversos grafos aleatórios, é sabido que o raio espectral é uma função
dos parâmetros do grafo. Por exemplo, para o grafo aleatório de Erdös-Rényi, sejam n e p
o número de vértices e a probabilidade de dois vértices estarem conectados por uma aresta,
respectivamente, então, o raio espectral do grafo aleatório de Erdös-Rényi é np. Para outros
exemplos, ver seção 3.1. Veja na Figura 2.1 que de fato, para pelo menos os modelos de grafos
aleatórios de Erdös-Rényi, geométrico, regular, de Barabási-Albert e de Watts-Strogatz, o
raio espectral e o parâmetro do grafo estão altamente correlacionados. A primeira linha da
figura mostra a associação entre os parâmetros dos modelos dos grafos aleatórios. As linhas
seguintes são as associações entre os raios espectrais estimados a partir dos grafos gerados
usando os parâmetros da linha um. Assim, propomos usar o raio espectral para identificar
causalidade de Granger entre grafos.

Dado um conjunto de séries temporais de grafos, nossa proposta para identificar causa-
lidade de Granger entre séries temporais de grafos, consiste em: (i) transformá-las em um
conjunto de séries temporais de escalares (utilizando o raio espectral para resumir os gra-
fos); e (ii), sobre o conjunto resultante, aplicar um método de identificação de causalidade
de Granger.

Sejam G˜ 1 = {G1
1, G

1
2, . . . , G

1
T , } e G˜ 2 = {G2

1, G
2
2, . . . , G

2
T , } duas séries temporais de com-

primento T de grafos aleatórios e λ˜1 = {λ1
1, λ

1
2, . . . , λ

1
T} e λ˜2 = {λ2

1, λ
2
2, . . . , λ

2
T} os raios

espectrais associados a G˜ 1 e G˜ 2, respectivamente. Assim, para identificar causalidade de
Granger entre essas duas séries temporais de grafos, basta testar a causalidade de Granger
entre λ˜1 e λ˜2 utilizando o PDC.
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Figura 2.1: Relação entre os raios espectrais. Simulamos dois vetores de parâmetros com associa-
ções lineares, monotônicas (exponencial) e não-monotônicas (senoide). Estes vetores foram usados
como parâmetros dos modelos de grafos aleatórios. Após a construção dos grafos, o raio espectral
para cada grafo foi calculado e o scatterplot construído. A primeira linha ilustra os scatterplots dos
vetores originais dos parâmetros dos modelos dos grafos. As linhas seguintes mostram os scatterplot
dos raios espectrais de diversos grafos como Erdös-Rényi, geométrico, regular e de Watts-Strogatz.
Note que tanto para as relações linear, monotônico quanto não monotônico, o raio espectral parece
recuperar bem a associação contida nos parâmetros do modelo dos grafos aleatórios.
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Capítulo 3

Simulações

A fim de avaliar o desempenho do modelo proposto em grafos, simulamos quatro tipos
de grafos aleatórios (de Erdös-Rényi, geométrico, regular, de Barabási-Albert e de Watts-
Strogatz) (seção 3.1) e comparamos nossa proposta de usar o raio espectral com outras
características dos grafos como o número de arestas dos grafos e as medidas de centralidade
descritos na seção 3.2. Executamos simulações de Monte Carlo em cinco cenários (seção 3.3)
que representam diversas estruturas como ausência de causalidade de Granger, causalidade
de Granger direta e indireta e laço. O desempenho do método é avaliado a partir do cálculo
da área sob a curva ROC.

3.1 Modelos de grafos aleatórios

A seguir descreveremos alguns modelos geradores de grafos aleatórios. São eles: grafo alea-
tório de Erdös-Rényi (Erdös e Rényi, 1959), grafo aleatório geométrico (Penrose, 1999), grafo
aleatório regular (Meringer, 1999), e grafo aleatório de Watts-Strogatz (Watts e Strogatz
, 1998).

3.1.1 Modelo de grafo aleatório de Erdős-Rényi

Os grafos aleatórios propostos por Erdös-Rényi (Figura 3.1) são o modelo de grafos
aleatórios mais estudados. Erdös e Rényi definiram um grafo aleatório como n vértices enu-
merados onde cada par de vértices (vi, vj) está conectado por uma aresta com uma dada
probabilidade p (Erdös e Rényi, 1959).

O raio espectral de um grafo aleatório de Erdös-Rényi é np (Füredi e Komlós, 1981).
A função R usada para gerar um grafo aleatório de Erdös-Rényi é erdos.renyi.game

(do pacote igraph1). O pacote igraph pode ser obtido na página da plataforma R2.
1http://igraph.org/r/
2http://www.r-project.org
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SIMULAÇÕES Modelos de grafos aleatórios
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Figura 3.1: Grafo gerado pelo modelo de Erdős-Rényi, com n = 600 vértices e p = 0.05.

3.1.2 Modelo de grafo aleatório geométrico

Um grafo aleatório geométrico (Figura 3.2) é uma rede espacial. Um grafo não dirigido é
construído distribuindo de forma aleatória n vértices em algum espaço topológico no Rd (por
exemplo, no caso de um quadrado, d = 2) de acordo com uma distribuição de probabilidade
específica (ex., uma distribuição uniforme) e conectando dois vértices por uma aresta se a
distância entre eles (de acordo com uma métrica, por exemplo, a norma Euclidiana) é menor
que um raio de vizinhança r. Então, grafos aleatórios geométricos apresentam um elemento
espacial que está ausente nos outros modelos de grafos aleatórios (Penrose, 1999).

O raio espectral de um grafo geométrico converge quase que certamente para rd (Bordenave
, 2008).

A função R usada para gerar o grafo geométrico é grg.game (pacote igraph).
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Figura 3.2: Grafo gerado pelo modelo geométrico, com n = 600 vértices, d = 2 e r = 0.1.

3.1.3 Modelo de grafo aleatório regular

Um grafo aleatório regular (Figura 3.3) é um grafo onde cada vértice tem o mesmo
número de vértices adjacentes, isto é, todo vértice tem o mesmo grau. Um grafo aleatório
regular com vértices de grau deg é chamado de grafo deg-regular ou grafo aleatório regular
de grau deg (Meringer, 1999).
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Modelos de grafos aleatórios SIMULAÇÕES

Grafos aleatórios regulares de grau no máximo dois são bem conhecidos: um grafo 0-
regular consiste em vértices desconexos; um grafo 1-regular consiste de arestas desconexas;
um grafo 2-regular consiste de ciclos desconexos; um grafo 3-regular é conhecido como o
grafo cúbico.

O raio espectral de um grafo deg-regular é deg (Alon, 1986).
A função R usada para gerar o grafo aleatório regular é k.regular.game (pacote

igraph).
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Figura 3.3: Grafo gerado pelo modelo 3-regular, com n = 600 vértices.

3.1.4 Modelo de grafo aleatório de Watts-Strogatz

O grafo aleatório de Watts-Strogatz (Figura 3.4) é um grafo aleatório que interpola
entre um reticulado regular e um grafo aleatório de Erdös-Rényi (Watts e Strogatz, 1998).
Este grafo apresenta propriedades de mundo pequeno (comprimento de médio dos caminhos
bem pequeno, isto é, muitos dos vértices não são vizinhos um do outro mas podem ser
alcançados a partir de qualquer vértice por um número pequeno de passos) e um coeficiente
de agrupamento (o número de triângulos no grafo) maior que o grafo aleatório de Erdös-
Rényi.

O algoritmo de construção de um grafo aleatório de Watts-Strogatz é como se segue:
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SIMULAÇÕES Modelos de grafos aleatórios

Entrada: Sejam n, nei, e pw o número de vértices, o número de vizinhos (grau médio), e a
probabilidade de permutação das arestas, respectivamente.

1. construa um reticulado circular com n vértices, em que cada vértice é conectado aos
seus primeiros nei vizinhos (nei

2
de cada lado);

2. escolha um vértice e uma aresta que conecta este vértice a seu vizinho mais próximo em
sentido horário. Com probabilidade pw, reconecte esta aresta com um vértice escolhido
de forma uniforme a partir de todos os vértices. Este processo é repetido em sentido
horário, até que todos os vértices sejam considerados. Depois, faça o mesmo para as
arestas que conectam vértices a seus segundo-vizinhos mais próximos. Como no passo
anterior, cada aresta é reconectada com probabilidade pw. Continue este processo até
que até que todas as arestas sejam consideradas.

Saída: o grafo aleatório de Watts-Strogatz.

Até onde pudemos verificar, o raio espectral do grafo aleatório de Watts-Strogats não está
analiticamente definido, mas existem evidências empíricas que mostram que o raio espectral
é uma função de pw e nei (Van Mieghem, 2010).

A função R usada para gerar o grafo aleatório deWatts-Strogatz watts.strogatz.game
(pacote igraph).
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Figura 3.4: Grafo gerado pelo modelo de Watts-Strogatz, com n = 600 vértices, nei = 5 e pw = 0.03.

3.1.5 Modelo de grafo aleatório de Barabási-Albert

Grafos aleatórios de Barabási-Albert (Figura 3.5) têm uma distribuição dos graus como
um decaimento em potência devido à ligação preferencial (quanto mais o vértice está conec-
tado, maior a chance de receber novas arestas) (Barabási e Albert, 1999). Barabási e Albert
(1999) propuseram o seguinte algoritmo de construção do grafo:
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Outras características dos grafos SIMULAÇÕES

Entrada: Sejam n, ps,m1 e n0 o número de vértices, o expoente escalar, o número de arestas
adicionadas a cada iteração e o número de vértices inicial, respectivamente.

1. comece com um número pequeno de vértices (n0);

2. adicione um novo vértice com m1 (m1 ≤ n0) arestas que ligam este novo vértice à m1

vértices diferentes já presentes no grafo. Na escolha do vértice vi ao qual o novo vértice
erá ligado, assuma que a probabilidade de ligação à vi é proporcional ao grau de vi
e um expoente escalar ps (P (vi) ∼ grau(vi)

ps , onde grau(vi) é o número de arestas
adjacentes ao vértice vi na iteração corrente) que indica a ordem da proporcionalidade
(ps = 1 linear; ps = 2 quadrático e assim por diante).

3. volte ao passo 2 até que o número de vértices desejado seja atingido.

Saída: o grafo aleatório de Barabási-Albert

Seja k0 o menor grau, o raio espectral de um grafo aleatório de Barabási-Albert é da
ordem de k1/2

0 n1/2(ps−1) (Dorogovtsev et al., 2003).
A função R usada para gerar o grafo aleatório de Watts-Strogatz barabasi.game

(pacote igraph).
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Figura 3.5: Grafo gerado pelo modelo de Barabási-Albert, com n = 600 vértices, m1 = 1, n0 = 1 e
ps = 1.2.

3.2 Outras características dos grafos

Para avaliarmos o desempenho do nosso método proposto baseado em PDC no raio
espectral, comparamos a nossa proposta com o PDC aplicado em outras medidas que podem
ser extraídas de grafos, como por exemplo, o número de arestas, medidas de agrupamento e
medidas de centralidade.

As medidas de centralidade de um vértice num grafo é a medida da “importância” relativa
desse vértice no grafo. Naturalmente, a “importância” varia conforme o critério adotado.
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SIMULAÇÕES Outras características dos grafos

Então adotamos quatro medidas de centralidade: proximidade, intermediação, autovetor e
agrupamento. Como a centralidade é definida para cada vértice, utilizamos a média das
centralidades como representativa do grafo todo.

3.2.1 Grau médio do vértice

O grau de um vértice de um grafo é o número de arestas incidentes no vértice. Aqui
utilizamos como medida de um grafo o seu grau médio (ou seja, equivalente ao número de
arestas).

C =
m

n
(3.1)

lembrando que n e m são os números de vértices e arestas do grafo, respectivamente.

3.2.2 Centralidade de proximidade

A centralidade de proximidade de um vértice de um grafo conexo (um grafo em que
todos os pares de vértices estão ligados por pelo menos um caminho) é o tamanho médio
do caminho mais curto entre um vértice e todos os outros vértices no grafo. Assim, quanto
mais central é o vértice, mais próximo ele é de todos os outros vértices.

Seja d(v, vj) o número de arestas do caminho mais curto entre os vértices v e vj, a
centralidade de proximidade definida por (Bavelas, 1950) é:

C(v) = 1∑n
i=1 d(vi,v)

A fim de normalizar o valor da centralidade, o usual é dividir o valor obtido na equação
3.2.2 por n − 1, onde n é o número de vértices do grafo. Esta normalização permite a
comparação entre vértices de grafos de tamanhos diferentes.

3.2.3 Centralidade de intermediação

A centralidade de intermediação quantifica o número de vezes que um vértice atua como
uma “ponte” no caminho mais curto entre dois vértices. Esta centralidade foi introduzida
para quantificar o controle de uma pessoa na comunicação entre outras pessoas numa rede
social (Freeman, 1977).

A centralidade de intermediação de um vértice v de um grafo é computado como (Brandes
, 2001):

1. Para cada par de vértices (vi, vj), identifique o caminho mais curto entre eles;

2. Para cada par de vértices (vi, vj), determine a fração de caminhos mais curtos que
passam pelo vértice em questão (vértice v);

3. Some esta fração em todos os pares de vértices (vi, vj).
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Outras características dos grafos SIMULAÇÕES

Em outras palavras, a centralidade de intermediação é dada por:

C(v) =
∑

vi 6=v 6=vj∈V

σvi,vj(v)

σvi,vj
(3.2)

onde σvi,vj é o total do número de caminhos mais curtos do vértice vi ao vértice vj e
σvi,vj(v) é o número de caminhos que passam por v. A centralidade de intermediação
pode ser normalizada pelos números de pares de vértices que não incluem o vértice v,
ou seja, (n− 1)(n− 2)/2.

3.2.4 Centralidade de autovetor

A centralidade de autovetor de um vértice v é definida como:

C(v) =
1

Λ

∑
t∈M(v)

vj =
1

Λ

∑
t∈G

av,vjvj (3.3)

onde M(v) é o conjunto de vizinhos de v e Λ é uma constante. A equação 3.3 pode ser
reescrita como:

Ax = Λx. (3.4)

No geral, existem vários diferentes autovalores Λ que são soluções para os autovetores
não-nulos. No entanto, para um autovetor não-negativo, pelo teorema de Frobenius, é sabido
que apenas o maior autovalor resulta na medida de centralidade (Newman, 2008). A v-ésima
componente do autovetor relacionado ao maior autovalor nos dá o nível da centralidade de
autovetor. Para obter uma normalização, basta normalizar o autovetor de tal forma que a
soma de todas as suas componentes seja um.

3.2.5 Coeficiente de agrupamento

O coeficiente de agrupamento é utilizado para identificar grupos de vértices densamente
conectados. O coeficiente de agrupamento de um vértice v é o número de pares de vizinhos
de v conectados entre si dividido pelo número de arestas que poderiam existir entre eles
(Watts e Strogatz, 1998). Se k(v) é o número de vizinhos de v, então o número máximo
de arestas que poderiam existir entre os vizinhos de v é k(v)(k(v) − 1)/2. Assim, podemos
expressar o coeficiente de agrupamento de v por

C(v) =
∑

vj ,vk∈N(v)

Ajk

k(v)(k(v)− 1),
(3.5)

onde N(v) denota a vizinhança de v e Ajk é a entrada correspondente à j-ésima linha e
k-ésima coluna da matriz de adjacência.
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SIMULAÇÕES Cenários

Note que o coeficiente de agrupamento está entre 0 e 1, sendo que zero indica que não
há conexões entre os vizinhos do vértice e 1 indica que todos os vértices da vizinhança estão
conectados entre si.

3.3 Cenários

Aqui descreveremos cenários de inter-relação (em termos de causalidade de Granger)
entre as séries temporais de grafos que foram simulados. Sejam yi,t com i = 1, . . . , 4, as
séries temporais de parâmetros geradores dos modelos dos grafos aleatórios, εi,t os resíduos
gerados a partir distribuições normais com média zero e Σ = I. Os cenários estudados foram
os seguintes:

3.3.1 Cenário 1

Com o objetivo de verificar o controle da taxa de falsos positivos, o cenário 1 descreve
duas séries temporais independentes y1,t e y2,t.isto é., sem causalidade de Granger entre elas,
ou seja, sob a hipótese nula (Figura 3.6a).{

y1,t = 0.5× y1,t−1 + ε1,t

y2,t = 0.5× y2,t−1 + ε2,t

3.3.2 Cenário 2

Este cenário descreve uma causalidade de Granger direta da série temporal de y1,t para
y2,t (Figura 3.6b).{

y1,t = 0.5× y1,t−1 + ε1,t

y2,t = 0.5× y1,t−1 + ε2,t

3.3.3 Cenário 3

O cenário 3 representa três séries temporais com y1,t Granger causando y2,t (Figura 3.6c).
y1,t = 0.5× y1,t−1 + ε1,t

y2,t = 0.5× y1,t−1 + ε2,t

y3,t = 0.5× y3,t−1 + ε3,t

3.3.4 Cenário 4

O quarto cenário descreve as seguintes causalidades de Granger: y1,t → y2,t, y2,t → y3,t e
y1,t → y3,t (Figura 3.6d).

y1,t = ε1,t

y2,t = 0.5× y1,t−1 + ε2,t

y3,t = 0.5× y1,t−2 − 0.5× y2,t−1 + ε3,t
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Y1 Y2

(a) Cenário 1

Y1 Y2

(b) Cenário 2

Y1

Y2

Y3

(c) Cenário 3

Y1

Y2

Y3

(d) Cenário 4

Y1 Y2 Y3 Y4

(e) Cenário 5

Figura 3.6: Representação gráfica dos cenários das simulações. Os círculos representam as séries
temporais de grafos enquanto as arestas representam as direções da causalidade de Granger.

3.3.5 Cenário 5

O quinto e último cenário descreve um feedback em termos de causalidade de Granger:
y1,t → y2,t, y2,t → y3,t, y3,t → y4,t e y4,t → y2,t (Figura 3.6e).

y1,t = ε1,t

y2,t = 0.5× y1,t−1 − 0.5× y4,t−1 + ε2,t

y3,t = −0.5× y2,t−2 + ε3,t

y4,t = 0.5× y3,t−1 + ε4,t

Após gerar as séries temporais como descritas nos cenários de 1 a 5, as séries temporais
(yi,t, i = 1, . . . , 4) foram linearmente normalizadas no intervalo entre zero e um e usadas como
parâmetros dos modelos geradores de grafos. Para o modelo de grafo regular, consideramos
a parte inteira do valor multiplicado por 10 (o parâmetro de um modelo de grafo regular
é o grau de cada vértice). Cada cenário foi simulado 1.000 vezes para cada série temporal
de comprimentos (número de grafos) T = 50, 75, 100, 200, 300. O tamanho dos grafos foi
definido como n = 30. O número de reamostras bootstrap foi de 300.
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SIMULAÇÕES Avaliação

3.4 Avaliação

Para avaliar e comparar o poder do teste ao aplicar o método PDC no raio espectral
ou nas outras medidas de grafos, construímos curvas ROC (do inglês receiver-operating
characteristic) e calculamos a área sob esta curva. A curva ROC é um desenho bidimensional
com um menos a especificidade (número de falsos positivos dividido pela soma do número
de verdadeiros negativos mais o número de falsos positivos) no eixo x e a sensitividade
(número de verdadeiros positivos dividido pela soma do número de verdadeiros positivos
mais o número de falsos negativos) no eixo y. Uma curva acima da diagonal indica um alto
poder, enquanto uma curva próxima da diagonal indica decisões aleatórias. No nosso caso,
o p-valor nominal do teste está no eixo x e a proporção de hipóteses nulas rejeitadas no
eixo y. A área sob a curva ROC indica o poder estatístico do teste. Quanto maior a área
sob a curva ROC, maior o poder. As áreas sob as curvas ROC foram calculadas a fim de
(i) verificar o controle da taxa do erro tipo I; (ii) avaliar o poder do teste estatístico; e (iii)
comparar o desempenho do PDC no raio espectral frente as outras medidas de grafos.

3.5 Resultados e Discussões

Analisando a Figura 3.7a (ausência de causalidade de Granger entre grafos), podemos
verificar que, de fato, o teste estatístico baseado em bootstrap controla efetivamente a taxa
do erro tipo I (taxa de falsos positivos). Note que as áreas abaixo das curvas ROC são
próximas de 0.5, representando escolhas aleatórias.

A Figuras 3.7b-e ilustram o poder do teste em diferentes modelos de grafos aleatórios,
comprimentos de série temporal e estruturas. No geral, as diversas medidas de grafos testa-
das aqui conseguem identificar causalidade de Granger no domínio da frequência. Contudo,
são necessárias algumas observações. Tanto no modelo de grafo aleatório de Erdös-Rényi
quanto no geométrico, todas as medidas foram capazes de identificar causalidade de Gran-
ger. No modelo de grafo aleatório regular, as medidas de centralidade de intermediação e
autovetor apresentaram poder menor que as demais medidas. No modelo de grafo aleatório
de Watts-Strogats, a medida de grau médio não foi capaz de detectar causalidade de Gran-
ger. Além disso, neste caso, apenas a raio espectral foi capaz de identificar causalidade de
Granger de forma satisfatória. As demais medidas apresentaram baixo poder estatístico. Por
último, no modelo de grafo aleatório de Barabási-Albert, as medidas de grau médio e coefi-
ciente de agrupamento não foram capazes de detectar causalidade de Granger. A medida de
centralidade proximidade apresentou alto poder estatístico, bem similar ao raio espectral.

A dificuldade em se detectar causalidade de Granger no modelo de Watts-Strogats pro-
vavelmente está no fato da variável pw que define o grau de permutação das arestas não
estar associado com o número de arestas. Note que praticamente todas as medidas de grafos
estão intimamente relacionadas com o número de arestas. As medidas que apresentaram
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resultados nulos em termos de identificação de causalidade de Granger são devido a não-
variação delas mesmo alterando o parâmetro do grafo. Por exemplo, nos modelos de grafos
de Barabási-Albert e Watts-Strogats, o grau médio não varia. Note que no Barabási-Albert,
a variável é o parâmetro ps que indica a ordem da proporcionalidade, o que não tem relação
com o número de arestas. No Watts-Strogats, o parâmetro pw está relacionado somente a
probabilidade de reconectar a aresta.
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(d) Cenário 4
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(e) Cenário 5
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Figura 3.7: Áreas debaixo das curvas ROC obtidas para cada cenário simulado. Em cada painel, exibimos
um heatmap por modelo de grafo (Erdős-Rényi, Geométrico, Regular, Watts-Strogatz e Barabási-Albert), em
que as linhas correspondem aos métodos utilizados para calcular a causalidade entre grafos (grau, centralidade
de proximidade, centralidade de intermediação, centralidade de autovetor, coeficiente de agrupamento e raio
espectral), as colunas correspondem aos tamanhos de séries temporais (50, 75, 100, 200, 300) e cada posição
indica uma área debaixo da curva ROC, que é representada por uma cor. Áreas entre 0 e 0.5 são representadas
por cores frias, enquanto áreas entre 0.5 e 1 são representadas por cores quentes, como indicamos à direita,
na parte superior da imagem. Em (a) mostramos as áreas debaixo da curva ROC obtidas no cenário 1
(hipótese nula), onde testamos se y1 Granger causa y2. No painel (b) indicamos os resultados obtidos no
cenário 2, onde testamos se y1 Granger causa y2. Em (c), são exibidos os heatmaps referentes aos testes
realizados no cenário 3, para verificar se y1 Granger causa y2. No painel (d) mostramos as áreas debaixo
das curvas ROC obtidas no cenário 4, onde testamos se y1 Granger causa y2 (primeiro agrupamento de
heatmaps), se y1 Granger causa y3 (segundo agrupamento de heatmaps) e se y2 Granger causa y3 (terceiro
agrupamento de heatmaps). Por fim em (c), são exibidos 4 agrupamentos de heatmaps, que correspondem
(do primeiro ao último) às áreas de debaixo da curva ROC dos testes y1 Granger causa y2, y2 Granger causa
y3, y3 Granger causa y4 e y4 Granger causa y2. 26



Capítulo 4

Aplicação em dados reais

Neste capítulo ilustramos uma aplicação do método de identificação de causalidade de
Granger estre grafos em dados reais. Escolhemos aplicar o método em neurociência em um
estudo da conectividade funcional entre sub-regiões do cérebro.

Os dados consistem de séries temporais de eletrocorticografia (ECoG) de macaco. Redes
funcionais do cérebro são construídas e agrupadas em sub-redes, onde cada sub-rede repre-
senta um grafo. Depois, nosso método é aplicado a fim de identificar fluxo de informação
entre essas sub-redes.

4.1 Dados

Dados de eletrocorticografia (ECoG) (ver Apêndice, seção 6.1) de um macaco sob efeitos
de anestesia foram obtidos na página do Neurotycho1. Cento e vinte e oito eletrodos de
ECoG espaçados numa distância de 5 mm foram implantados no hemisfério esquerdo do
macaco, cobrindo as áreas dos lobos frontal, parietal, temporal, e occipital.

O macaco encontra-se sentado calmamente com a cabeça e braços amarrados. Estes dados
foram obtidos numa frequência de 1 kHz, a princípio em estado de alerta e posteriormente
em um estado sob anestesia (Yanagawa et al., 2013).

As características do experimento são as seguintes:

- Nome do macaco: Chibi

- Data do experimento: 13 de agosto de 2012

- Agente anestésico: Ketamina

- Número de sessões: 3

A série temporal está dividida da seguinte forma:

1http://neurotycho.org
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Seção 1:

- 0.93 [s]: Acordado, olhos abertos - início

- 682.95 [s]: Acordado, olhos abertos - fim

- 2653.35 [s]: Acordado, olhos fechados - início

- 3352.28 [s]: Acordado, olhos fechados - fim

Seção 2:

- 21.82 [s]: Injeção da anestesia

- 676.11 [s]: Anestesiado - início

- 1250.12 [s]: Anestesiado - fim

- 2931.97 [s]: Recuperação, olhos fechados - início

- 3532.57 [s]: Recuperação, olhos fechados - fim

Seção 3:

- 84.95 [s]: Recuperação, olhos abertos - início

- 983.15 [s]: Recuperação, olhos abertos - fim

4.2 Pré-processamento

Em termos de pré-processamento, fizemos o downsampling dos dados de 1kHz de ECoG
para 200Hz utilizando a função decimate do Matlab2 e dividimos em janelas de dois
segundos cada (400 pontos no tempo em cada janela). Para cada janela de dois segundos,
uma rede de conectividade funcional do cérebro foi construída estimando uma correlação
parcial de Spearman entre os 128 canais. A média dos z-valores para cada par de eletrodos
foi calculado utilizando a média de todas as janelas no momento em que o macaco estava em
alerta. O p-valor correspondente à média dos z-valores foi estimado e considerado como a
matriz de dissimilaridade média do cérebro ao longo de toda a série temporal (para maiores
informações sobre a correlação parcial de Spearman, veja Apêndice seção 6.2).

Vale ressaltar aqui que uma alternativa natural ao invés dessa abordagem seria estimar
a correlação parcial usando-se a série temporal inteira. No entanto, o tamanho da série do
macaco em estado de alerta é da ordem de 670.000 pontos no tempo (3.352 seg × 200Hz),
o que torna seu cálculo inviável mesmo após o downsampling para 200Hz.

2https://www.mathworks.com/downloads/
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Um menos a matriz de dissimilaridade foi considerada como a matriz de adjacência
ponderada da rede funcional do cérebro. Sub-redes funcionais do cérebro foram obtidas
aplicando o algoritmo de clusterização espectral (Ng et al., 2002) na rede funcional média
do cérebro. Note que o agrupamento do cérebro do macaco em estado de alerta foi usado
como referência. O número de sub-redes foi obtida pelo uso da estatística slope (Fujita et al.,
2014). Para maiores detalhes da clusterização espectral e da estatística slope, ver Apêndice
seções 6.3 e 6.4, respectivamente. Os rótulos de cada ROI (região de interesse) obtidos a
partir da clusterização espectral aplicada nos dados do macaco em estado de alerta foram
também usados nos dados do estado anestesiado.

O raio espectral (λ) foi calculado para cada sub-rede e cada janela de tempo, criando uma
série temporal de escalares. Finalmente, o método proposto para identificar causalidade de
Granger no domínio da frequência foi aplicado entre as sub-redes (grafos) tanto no macaco
em estado de alerta quanto no estado anestesiado. Os p-valores corrigidos pelo método
de Bonferroni para múltiplos testes (Dunn, 1959, 1961) foi aplicado a fim de identificar
causalidades de Granger significativas entre as sub-redes. Para maiores detalhes sobre a
correção de Bonferroni, ver Apêndice, seção 6.5

4.3 Resultados e Discussões

Pelo critério da estatística slope, o número de agrupamentos selecionado é cinco. No
entanto, para cinco grupos a clusterização resultou em um grupo contendo apenas um único
elemento. Assim, optamos por usar quatro grupos.

A Figura 4.1 representa os 128 eletrodos de ECoG posicionados no hemisfério esquerdo do
cérebro do macaco. As cores representam as sub-redes obtidas pelo algoritmo de clusterização
espectral aplicado na matriz de correlação parcial de Spearman.

Interessantemente, os sinais dos eletrodos foram agrupados de forma anatomicamente
contínua mesmo não sendo fornecido nenhum tipo de informação a priori no algoritmo de
clusterização espectral. O agrupamento resultante está consistente com a hipótese de que
o algoritmo de clusterização espectral agrupa áreas cerebrais com atividades similares no
mesmo grupo.

Para cada uma das sub-redes (cada cor da Figura 4.1), calculamos o raio espectral em
cada janela de tempo, obtendo assim, uma série temporal de raios espectrais (grafos). Aplica-
mos então o algoritmo da coerência parcial direcionada nessas séries temporais. As interações
de causalidade de Granger entre sub-redes obtidas antes e depois da injeção do anestésico
estão descritas na Figura 4.2. As setas indicam a direção da causalidade de Granger no do-
mínio da frequência em um corte de p-valor < 0.05, após correção para múltiplos testes por
Bonferroni (Dunn, 1959, 1961). Note que, no caso do macaco anestesiado, existe uma perda
de conectividade do lobo occipital com o lobo parietal temporal indicando que provavelmente
o macaco não está usando a área visual, consistente com o macaco estar anestesiado.
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Frontal 

Temporal 

Parietal Temporal 

Occipital 

Figura 4.1: Hemisfério esquerdo do cérebro do macaco agrupado antes da injeção do anestésico (es-
tado de alerta). Cada círculo representa um eletrodo. As cores representam os grupos aos quais cada
eletrodo foi inserido. Preto: área frontal. Vermelho: área temporal. Verde: área parietal temporal.
Azul: área occipital.
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LF 

LT 

LPT 

LO 

LF 

LT 

LPT 

LO 
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(B) 

Figura 4.2: Rede de redes. A direção das setas representa a direção da causalidade de Granger
entre grafos/sub-redes. O painel (A) é a rede obtida nos dados de ECoG antes da aplicação da
anestesia - sessão 1 (ketamina). O painel B é a rede obtida após a injeção do anestésico, ou seja,
o macaco encontra-se sedado - sessão 2. LF: lobo frontal; LT: lobo temporal; LPT: lobo parietal
temporal; LO: lobo occipital.
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Capítulo 5

Conclusões

A principal contribuição deste trabalho é um método de identificação de causalidade de
Granger entre grafos no domínio da frequência. Este método mistura ideias de causalidade
de Granger e análise espectral de grafos, provenientes das áreas da estatística e ciência
da computação, respectivamente. O método apresentou alto poder estatístico em nossas
simulações e também um controle efetivo da taxa do erro tipo I.

No entanto, vale discutir algumas limitações da proposta como também alguns trabalhos
futuros relacionados ao tema. Nosso teste estatístico é baseado numa abordagem bootstrap,
já que desconhecemos a distribuição assintótica do estimador sob a hipótese nula. A principal
vantagem da abordagem bootstrap é que podemos obter uma estimativa do p-valor exato
mesmo para dados finitos independente da distribuição dos dados. A desvantagem é que o
procedimento é computacionalmente custoso, já que requer tempo linearmente proporcional
ao número de reamostragens. Contudo, com os avanços no poder computacional e também
da computação paralela, acreditamos que este não seja um gargalo real.

O método proposto é baseado no raio espectral, que parece conter a informação dos
parâmetros do modelo do grafo gerador. Mas vale ressaltar que isto é verdade somente para
alguns modelos de grafos aleatórios, como por exemplo, os grafos aleatórios de Erdös-Rényi,
geométrico e regular. Para muitos outros modelos de grafos aleatórios, o raio espectral não
é conhecido analiticamente. Além disso, até onde pudemos verificar, não existe resultado
teórico a respeito do raio espectral para um caso mais geral de modelo de grafo aleatório.

Como trabalhos futuros, seria interessante mostrar de forma teórica a consistência do
método ao menos para o modelo de grafo aleatório de Erdös-Rényi, que é um dos modelos
mais bem estudados. Um outro projeto seria desenvolver uma metodologia para identificar
causalidade de Granger mesmo para grafos dirigidos. Note que os grafos adotados nesta tese
são todos não-dirigidos, ou seja, o maior autovalor é sempre real (pois a matriz de adjacências
é simétrica). Infelizmente, pouco se é sabido sobre o espectro dos grafos dirigidos.

Por fim, acreditamos que esta proposta de PDC baseado no raio espectral seja promissora
e esperamos que abra outras oportunidades de pesquisa na área de métodos estatísticos em
grafos.
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Capítulo 6

Apêndice

6.1 Eletrocorticografia - ECoG

Eletrocorticografia ou electroencefalografia cortical é um tipo de monitoramento electro-
fisiológico que usa eletrodos implantados diretamente na superfície do cérebro para realizar
a leitura da atividade do córtex cerebral (Yang et al., 2014), diferentemente da usual elec-
troencefalografia (EEG) em que os eletrodos são posicionados do lado de fora do crânio. A
grande vantagem do ECoG frente ao EEG é a pureza do sinal. O sinal de ECoG apresenta
ordens de grandeza maiores de razão sinal / ruído. No entanto, a desvantagem é que os
eletrodos do ECoG precisam ser implantados, ou seja, é um método invasivo.

6.2 Correlação parcial de Spearman

Sejam (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn) um conjunto de n observações de duas variáveis ale-
atórias X e Y .

O teste de dependência entre X e Y é descrita como:
H0: X e Y são não dependentes
versus
H1: X e Y são dependentes.

Uma forma de calcular o coeficiente de correlação de Spearman (ρ) (Spearman, 1904)
entre X e Y consiste em converter os valores de xi e yi (i = 1, . . . , n) para postos, calcular
a diferença di entre os postos de xi e yi e finalmente calcular o coeficiente de correlação de
Spearman como:

ρ(X, Y ) = 1− 6
∑n

i=1 d
2
i

n(n2 − 1)
(6.1)

O coeficiente de correlação de Spearman sob a hipótese nula pode ser assintoticamente
aproximado por um distribuição t de Student com n− 2 graus de liberdade:
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t =
ρ
√
n− 2√

1− ρ2
. (6.2)

O coeficiente de correlação de Spearman assume valores entre -1 e 1, onde ρ(X, Y ) = 1

no caso de perfeita relação monotonicamente crescente e ρ(X, Y ) = −1 no caso de perfeita
relação monotonicamente decrescente. No caso de variáveis aleatórias monotonicamente in-
dependentes, ρ(X, Y ) = 0. No caso de relações de dependências monotônicas imperfeitas,
−1 < ρ(X, Y ) < 1 (de Siqueira Santos et al., 2013).

Agora, suponha que V seja o conjunto de todas as variáveis (inclusive contendo X e Y )
de cardinalidade |V | e queremos calcular a correlação de Spearman entre X e Y parcializado
por todas as outras variáveis V{X, Y }. Neste caso, basta criar uma matriz quadrada |V |×|V |
contendo as correlações entre todas as variáveis duas a duas e invertê-la.

A função R usada para estimar o coeficiente de correlação parcial de Spearman foi im-
plementada da seguinte forma:

## Entrada:

## x: matriz contendo as séries temporais nas colunas

##

## Saída

## res$correl: matriz de dimensões ncol(x) X ncol(x) contendo os

## coeficientes de correlação parcial de Spearman

## res$pvalue: matriz de dimensões ncol(x) X ncol(x) contendo os

## p-valores para a correlação parcial de Spearman

## res$tvalue: matriz de dimensões ncol(x) X ncol(x) contendo os

## t-valores para a correlação parcial de Spearman

partial.correlation <- function(x, type="spearman") {

R <- cor(x, method=c(type))

Rinv <- qr.solve(R)

D <- diag(1/sqrt(diag(Rinv)))

P <- -D %*% Rinv %*% D

diag(P) <- 1

tvalue <- matrix(0, ncol(x), ncol(x))

k <- ncol(x) - 2

for (i in 1:(ncol(x)-1)) {

for (j in (i+1):ncol(x)) {

tvalue[i,j] <- ((sqrt(nrow(x)-k-2)*P[i,j])/(sqrt(1-P[i,j]^2)))

tvalue[j,i] <- tvalue[i,j]

}

}

pvalue <- matrix(0, ncol(x), ncol(x))
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for (i in 1:(ncol(x)-1)) {

for (j in (i+1):ncol(x)) {

pvalue[i,j] <- 2*(1-pt(abs(tvalue[i,j]), (nrow(x)-k-2)))

pvalue[j,i] <- pvalue[i,j]

}

}

res <- list()

res$correl <- P

res$pvalue <- pvalue

res$tvalue <- tvalue

return(res)

}

6.3 Clusterização espectral

Uma das formas de se agrupar os vértices de um grafo de tal forma que vértices do mesmo
grupo estejam mais conectados do que vértices de grupos diferentes é utilizando um algo-
ritmo de clusterização espectral. Existem diversas variantes do algoritmo de clusterização
espectral. Para um bom tutorial, ver (Von Luxburg, 2007).

O algoritmo de clusterização espectral usado aqui é descrito como (Ng et al., 2002):
Entrada: Seja AG a matriz de adjacências do grafo G e k o número de grupos.

1. Seja D uma matriz diagonal com os graus d1, d2, . . . , dn dos vértices v1, v2, . . . , vn res-
pectivamente, na diagonal.

2. Compute a matriz Laplaciana L = D−AG.

3. Calcule os k autovetores u1, . . . ,uk associados aos k menores autovalores de L.

4. Seja U ∈ Rn×n a matriz contendo os autovetores u1, . . . ,uk como vetores colunas

5. Para i = 1, . . . , n, seja wi ∈ Rk o vetor correspondente à i-ésima linha de U.

6. Agrupe os pontos (wi)i=1,...,n com o algoritmo de k-medóides nas sub-redes C1, . . . , Ck.

Saída: Sub-redes C1, . . . , Ck.

É necessário ressaltar que o algoritmo da clusterização espectral original descrito por
(Ng et al., 2002) usa o algoritmo k-médias no passo 6. Aqui utilizamos o algoritmo k-
medóides no lugar do usual k-médias porque o k-medóides é mais robusto a pontos aberran-
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tes (outliers) e também apresenta soluções determinísticas dependendo da implementação.
Nós utilizamos a implementação da função pam do R (Reynolds et al., 2006) que apresenta
soluções determinísticas.

6.4 Estatística slope

Seja X = {x1, x2, . . . , xn} os dados com n elementos e seja d(xi, xj) a distância entre xi e
xj. Em nosso caso, a distância é dada pelo p-valor do coeficiente de correlação de Spearman
entre as séries temporais xi e xj. Suponha que queiramos classificar os elementos de X em
um dos k grupos C1, C2, . . . , Ck.

Defina d(xi, B) = 1
|B|

∑
x∈B d(xi, x), a dissimilaridade média de xi a todos os elementos de

B, onde |B| é o número de elementos de B. Denote por A o grupo ao qual xi foi classificado
pelo algoritmo de clusterização e C algum outro grupo diferente de A. Defina ai = d(xi, A)

e bi = minC 6=Ad(xi, C).
As quantidades ai e bi representam as dissimilaridades “dentro” do grupo e a menor

“entre” os demais grupos, respectivamente. Então a estatística da silhueta do elemento xi é
dada por (Rousseeuw, 1987):

si =


bi − ai

max{bi, ai}
, se |A|>1

0, se |A|=1.
Para cada número de grupos k = 2, 3, . . . , n, compute a estatística da silhueta como

s(k) = 1
n

∑n
i=1 si.

A parte interessante na estatística da silhueta é sua interpretação. Note que −1 ≤ si ≤ 1

e consequentemente existem três casos a serem analisados. Primeiro, quando si ≈ 1, isto
implica que a dissimilaridade “dentro” é muito menor que a dissimilaridade “entre” grupos,
i.e., ai � bi. Isso significa que o elemento xi está agrupado de forma adequada, ou seja,
no seu grupo certo. O segundo caso ocorre quando si ≈ 0. Neste caso, temos que ai ≈ bi

e assim, não sabemos se o elemento xi deveria ser classificado no grupo em que está ou no
segundo grupo mais próximo, já que xi encontra-se igualmente longe de ambos. O terceiro
e último caso é quando si ≈ −1. Neste caso, ai � bi e assim, o elemento xi foi classificado
de forma errada, ou seja, deveria ter sido classificado como pertencente ao segundo melhor
grupo do que no que foi classificado atualmente. Dada essas interpretações, pode-se notar
que a estatística da silhueta mede o quão bem um elemento xi foi classificado. A silhueta
para o grafo inteiro s(k) denota o quão bem todos os vértices do grafo foram em media, bem
agrupados (Rousseeuw, 1987).

Brevemente, seja s(k) a estatística da silhueta para k grupos e p um inteiro positivo.
Então, o número de grupos k estimado pela estatística slope é dado por

k̂ = arg max
k∈{2,...,n−1}

−[s(k + 1)− s(k)]s(k)p (6.3)
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O parâmetro p serve para interpolar o critério onde o gap s(k+ 1)− s(k) é mais importante
(p pequeno) e um critério onde o valor da silhueta tenha maior peso (p grande). Para nossas
análises, fixamos p = 1. A vantagem da estatística da silhueta frente a outros métodos é que
ela é robusta a um grupo dominante.

A função slope usada neste trabalho está implementado R e foi obtida na página do
autor1.

6.5 Correção de Bonferroni

Sejam H1, H2, . . . , Hm uma família de hipóteses e p1, p2, . . . , pm os correspondentes p-
valores. A correção de Bonferroni consiste em, dada uma taxa de falsos positivos α, rejeitar
as hipóteses nulas para todo pi ≤ α

m
(Dunn, 1959, 1961).

1http://www.ime.usp.br/ fujita/software.html
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