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Resumo 

Num grafo G, dizemos que um conjunto de vértices Sé dominante se todo vértice 
em V ( G) \ S é adjacente a um vértice de S. Denotamos por -y( G) a cardinalidade mínima 
de um conjunto dominante de G. Nesta dissertação, apresentamos uma resenha que 
abrange os aspectos estruh1rais e algorítmicos de problemas relacionados a este tópico. 

Descrevemos vários resultados e demonstramos alguns sobre limites superiores 
para -y( G), que levam em conta o grau mínimo de G. Caracterizamos também algu
mas subclasses de grafos G para os quais -y( G) atinge precisamente o limite superior 
provado para a classe dessses grafos. Mostramos que o problema de encontrar um 
conjunto dominante mínimo é NP-difícil, e apresentamos algoritmos lineares que re
solvem esse problema quando o grafo é um disco triangulado ou uma árvore. 

A maior parte dos resultados apresentados aqui apareceram na literatura. Para 
alguns resultados, apresentamos provas ou algoritmos diferentes, e alguns corolários 
novos. Para árvores, projetamos um algoritmo simples que é baseado na enumeração 
em pós-ordem de seus vértices. 
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Abstract 

ln a graph G, a subset S of vertices is called a dominating set if each vertex in V ( G) \S 
is adjacent to vertex in S . Toe domination number of a graph G, denoted by 1 ( G), is the 
minimum size of a dominating set of G. ln this dissertation, we presenta survey on 
the structural and algorithmic aspects of problems on the domination number. 

We prove some upper bounds for 1 ( G) that are based on the mininum degree of G. 
We also caracterize some subclasses of graphs G for which ,( G) attains precisely the 
upper bound proved for these classes of graphs. We show that the problem of finding 
a dominating set of minimum size is NP-hard, and present linear-time algorithms to 
solve this problem on triangulated disks and trees. 

Most of the results presented here have appeared in the literature. For some re
sults, we present different proofs or algorithms, and some corollaries which were not 
mentioned in the literahtre. For trees, we designed a simple algorithm based on the 
post-order enumeration of its vertices. 
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CAPÍTULO 1 

Introdução 

O tema central desta dissertação é o esh1do de conjuntos dominantes em grafos. 
Num grafo G, dizemos que um conjunto de vértices Sé dominante se todo vértice em 
V(G) \Sé adjacente a um vértice de S. É evidente que o próprio conjunto de vértices 
de um grafo é um conjunto dominante. Já o problema de determinar a cardinalidade 
mínima de um conjunto dominante de um grafo é NP-difícil. Nesta dissertação abor
damos os aspectos estruh1rais e algorítmicos deste problema. 

Antes de mencionarmos os tópicos tratados nesta dissertação, faremos um breve 
histórico sobre os estudos envolvendo conjuntos dominantes. 

Breve histórico 

O estudo de conjuntos dominantes em grafos teve início na década de 50. Entre
tanto, o problema de encontrar conjuntos dominantes mínimos, surgiu no contexto de 
jogos de xadrez por volta de 1800. Nessa época, os entusiastas de xadrez queriam re
solver problemas do seguinte tipo: dado um tabuleiro de xadrez 8-por-8, qual o número 
mínimo de damas que podemos posicionar nesse tabuleiro de tal forma que todas as casas ou 
contenham uma dama ou sejam atacáveis por uma dama? 

Na Figura 1.1 (a) ilustramos o posicionamento de uma dama e as posições que são 
atacáveis por essa dama. A solução para o problema acima é 5, e por essa razão tal 
problema ficou conhecido como o Problema das Cinco Damas. Na Figura 1.1 (b) apre
sentamos uma configuração que mostra que 5 damas são suficientes para atacar todas 
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as demais posições do tabuleiro. Pode-se verificar que não é possível encontrar uma 

configuração com 4 damas que podem atacar todas as demais posições do tabuleiro . 

• • • 
• • • 

• • • • 
• • • • o • • • • 

• • • • 
• • • • 

• • • • 
• • 

(a) (b) 

Figura 1.1: (a) Exemplo de um tabuleiro 8-por-8 com uma dama representada por um 

ponto branco; as casas que podem ser atacadas por essa dama estão representadas por 

pontos pretos. (b) Uma configuração que mostra uma solução para o Problema das Cinco 
Damas. 

Pelo menos três variantes do Problema das Cinco Damas ficaram conhecidas. Há 

outras variantes que envolvem outras peças do jogo de xadrez, mas não as menciona

remos aqui. 

O grafo dos movimentos da dama, ou grafo da dama n-por-n é definido assim: os 
vértices do grafo são as casas do tabuleiro, e dois vértices são adjacentes se comparti
lham ou a mesma diagonal, ou a mesma vertical, ou a mesma horizontal do tabuleiro. 

No que segue, dizemos que uma dama d domina uma casa do tabuleiro se esta casa 

contém d ou é atacável por d. 

Cobertura. Qual é o número mínimo de damas que é necessário para dominar todas 
as casas de um tabuleiro n-por-n? 

Modelando este problema na linguagem de grafos temos: dado o grafo da dama 
n-por-n, determine a cardinalidade mínima de um conjunto dominante desse grafo. 

Cobertura independente. Qual é o número mínimo de damas que é necessário para 

dominar todas as casas de um tabuleiro n-por-n, obedecendo a condição de que 

duas damas quaisquer não podem se atacar? 
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Na linguagem de grafos temos o seguinte problema: dado o grafo da dama n-por-n, 
determine a cardinalidade mínima de um conjunto dominante independente desse grafo. 

Independência. Qual é o número máximo de damas que é possível colocar em um 
tabuleiro n-por-n de tal forma que elas não se ataquem duas a duas? 

Reescrevendo este problema na linguagem de grafos temos: dado o grafo da dama 
n-por-n, determine um conjunto independente máximo do grafo. Este problema é co
nhecido como o Problema das N-Damas, quando o tipo da peça é uma dama (po
deria ser outra peça), e foi proposto em 1848 pelo jogador de xadrez Bezzel. A 
partir desta data, muitos matemáticos estudaram este problema, entre eles Gauss 
e Cantor. A primeira solução para este problema foi obtida por Nauck em 1850. 
KRAITCHIK [1942] mostrou que existem 92 formas diferentes de posicionar 8 da
mas em um tabuleiro 8-por-8 satisfazendo a condição de independência. 

No caso dos problemas citados, podemos estar interessados em encontrar conjun
tos dominantes mínimos, e não apenas a cardinalidade desses conjuntos. 

Para alguns dos problemas, YAGLOM E YAGLOM [1964] propuseram diversas vari
antes e soluções elegantes. COCKAYNE E HEDETNIEMI [1986] e COCKAYNE, GAMBLE 
E SHEPHERD [1986] estudaram conjuntos dominantes em grafos formados a partir de 
tabuleiros n-por-n com bispos e damas. COCKAYNE (1990] publicou um artigo que 
reúne diversos resultados sobre grafos formados a partir de tabuleiros n-por-n e peças 
do jogo de xadrez. 

O conceito de conjuntos dominantes em grafos foi introduzido por BERGE [1958], 
que os denominou de conjuntos externamente estáveis. Berge também tratou sucinta
mente da dificuldade do problema e elaborou um algoritmo que faz uso de lógica 
booleana para resolvê-lo. ORE [1962] cunhou o termo conjunto dominante, que mais 
tarde foi adotado como padrão, e além disso produziu os primeiros resultados. Coc
KAYNE E HEDETNIEMI [1977] publicaram a primeira resenha reunindo os resultados 
obtidos até então e acrescentando novos resultados. Foi neste artigo que surgiu a no
tação ,( G) para cardinalidade mínima de um conjunto dominante de um grafo G, e que 
posteriormente foi adotada corno padrão. O parâmetro ,( G) é chamado de número de 
dominação de G. 
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Organização do texto 

A seguir mencionaremos brevemente o conteúdo dos capítulos desta dissertação. 

No Capítulo 2 apresentamos algumas noções básicas da teoria dos grafos, e estabelece

mos a notação que será usada ao longo do texto. No Capítulo 3 apresentamos alguns 

resultados estruturais que envolvem conjuntos dominantes minimais. No Capítulo 4 

exibimos alguns limites para o número de dominação, e para alguns destes, exibimos 

também a caracterização dos grafos que os atendem com igualdade. Algumas das pro

vas apresentadas neste capítulo são diferentes daquelas encontradas na literatura. No 

Capítulo 5 mostramos que o problema de encontrar um conjunto dominante mínimo 

é NP-difícil, e apresentamos algoritmos lineares para duas classes especiais de grafos: 

os discos triangulados e as árvores. O algoritmo que apresentamos para árvores é de 

nossa autoria. No Capítulo 6 mencionamos algumas aplicações de conjuntos dominan

tes. Por fim, no Capítulo 7 apresentamos urnas considerações finais. 



CAPÍTULO 2 

Preliminares 

Neste capítulo apresentamos os conceitos básicos da teoria dos grafos e a notação 
que usaremos nesta dissertação. 

A leitura deste capítulo não é essencial, caso o leitor tenha familiaridade com a 
teoria dos grafos. Todas as definições apresentadas neste capítulo constam no Índice 
Remissivo. Dessa forma, sempre que houver alguma dúvida, ou necessidade de revi
são de algum conceito, o leitor poderá consultá-lo. 

2.1 Conceitos básicos 

Um grafo G é um par ordenado (V, E), onde V e E são conjuntos disjuntos. Cha
mamos os elementos de V de vértices e os elementos de E de arestas. As arestas são 
pares não-ordenados de elementos distintos de V, isto é, E Ç { { u, v} : u, v E V, ui- v }. 
Para simplificar a notação, um par não-ordenado u, v será denotado simplesmente por 
uv. Se G é um grafo, denotamos por V(G) e E(G) o conjunto de vértices e o conjunto 
de arestas de G, respectivamente. Observamos que os grafos aqui considerados são 
referidos como grafos simples em outros textos. 

A ordem de G é a cardinalidade do conjunto V(G), e o tamanho é IV(G)I + IE(G)I, 
Em geral, se não for dito explicitamente, n denota a ordem do grafo em discussão. Se 
wz é uma aresta de G, então dizemos que a aresta wz incide nos vértices w e z; ou 
também dizemos que w e z são os extremos ou pontas da aresta wz. Dizemos que dois 
vértices distintos u e v são adjacentes, ou vizinhos, se uv E E. Denotamos o conjunto 

5 



6 2.1. Conceitos básicos 

dos vizinhos de um vértice u de um grafo G por N(u). Usaremos N[u] para denotar os 

vizinhos deu incluindo u, isto é, N[u] = N(u) U {u}. 

Seja u um vértice de G. Denotamos por g( u) o grau de u em G, isto é, a cardinalidade 
de N(u). Para evitar confusão, somente onde for necessário, usaremos um índice para 
a identificar o grafo ao qual nos referimos. Por exemplo, escrevemos gc(u) para dizer 
que estamos interessados no grau do vértice uno grafo G. O grau mínimo de G, definido 
como min{g(u) : u E V(G)}, é denotado por 8(G). O grau máximo de G, definido como 
max{g(u) : u E V(G)}, é denotado por .6.(G). Vértices de grau zero são chamados 
isolados. 

Um isomorfismo entre dois grafos G e H é uma função bijetora de V( G) em V(H) que 
satisfaz a seguinte propriedade: dois vértices u e v são adjacentes em G se e somente 
se J(u) e J(v) são adjacentes em H, isto é, uv E E(G) se e somente se f(u)f(v) E E(H). 

Dizemos que G e H são isomorfos se existir um isomorfismo entre eles. 

Um grafo completo é um grafo cujos vértices são dois a dois adjacentes. Denotamos 
por Kn um grafo completo com n vértices. O complemento de um grafo G, denotado por 
G, é o grafo tal que V(G) = V(G) e E(G) = {uv: u, v E V(G)euv ~ E(G)}.XS 

Um grafo bipartido é um grafo cujo conjunto de vértices pode ser particionado em 
dois conjuntos, digamos X e Y, tais que vértices de um mesmo conjunto não são ad
jacentes. Neste caso, dizemos que G tem uma bipartição (X, Y) ou que G é (X, Y)

bipartido. Seja G um grafo (X, Y)-bipartido. Dizemos que G é um grafo bipartido com
pleto se para todo u E X e v E Y, temos que uv E E(G). Denotamos por I<n,m um grafo 
bipartido completo com bipartição (X, Y), onde IXI = n e IYI = m. 

Um subgrafo H de G é um grafo tal que V(H) ç V(G) e E(H) ç E(G). Se 
V(H) = V(G), então dizemos que H é um subgrafo gerador de G. Considere X um 
conjunto de vértices de G. Denotamos por G[X] o subgrafo de G induzido por X, isto 
é, o subgrafo de G cujo conjunto de vértices é X, e cujo o conjunto de arestas é formado 
pelas arestas de E( G) que incidem nos vértices de X. Considere F um conjunto de 
arestas de G. Denotamos por G[F] o subgrafo de G induzido pelas arestas de F, isto 
é, o subgrafo de G cujo conjunto de arestas é F, e cujo conjunto de vértices é formado 
pelos vértices de V(G) nos quais incide pelo menos uma aresta de F. 

Para facilitar a leitura do texto, usaremos a seguinte notação: se u é um vértice 
de G então G - ué o mesmo que G[V(G) \ {u}], e se uv é uma aresta de G então 



2. Preliminares 7 

G - uv é o mesmo que G[E( G) \ { uv} ]. Entretanto, para denotar o subgrafo de G obtido 
pela remoção de um conjunto de vértices de G, digamos Y, escreveremos G \ Y ou 
G - v1 - v2 - · · · - vk, se Y = { v1, v2, · · · , Vk}. De forma análoga denotamos o sub grafo 
de G obtido pela remoção de um conjunto de arestas de G. 

Um caminho P em um grafo G é uma seqüência (v1, a1 , v2 , a2 , · • • , ak, vk+t) de vér
tices e arestas, tal que vi E V( G), para todo 1 ::; i ::; k + 1, e ai E E( G), para todo 
1 ::; í :5 k, e os vértices são dois a dois distintos e ai = vivi+l· Para simplificar escre
vemos P = ( v1 , v2 , · • · , 'Vk+I ), pois dada a seqüência de vértices fica determinada quais 
são as arestas de P. Dizemos que v1 e Vk+i são as pontas do caminho P . Dizemos, tam
bém, que Pé um caminho que vai deu à v, ou que Pé um caminho que liga os vértices 
u e v. O comprimento de um caminho é o número de arestas nesse caminho. 

Um circuito Cem um grafo G é uma seqüência (v1 , a1 , v2 , a2 , • • • , ak, vk+i) de vértices 
e arestas, tal que vi E V( G), para todo 1 :5 i ::; k + 1, e ai E E( G), para todo 1 :5 i ::; k, 
e os vértices são dois a dois distintos, com exceção de v1 e Vk+i, e ai = ViVi+l· Para 
simplificar, como no caso de caminhos, escrevemos C = (v1 , v2 , • • • , vk), O comprimento 
de um circuito é o número de arestas nesse circuito. 

Seja G um grafo. Se para todo par u, v de vértices de G existe um caminho que vai 
de u à v, então dizemos que G é um grafo conexo. Uma componente de G é um subgrafo 
maximal conexo de G. 

Uma floresta é um grafo que não possui circuitos. Uma árvore é um grafo conexo 
que não possui circuitos. Um vértice de grau 1 numa floresta é chamado folha. 

2.2 Conjuntos dominantes 

Dado um grafo G = (V, E), um conjunto S Ç V é um conjunto dominante de G, se 
para todo vértice u de V, temos que ·u pertence a S, ou u possui pelo menos um de 
seus vizinhos em S. Sejam u e v dois vértices de G. Dizemos que u domina v (ou v é 
dominado por u) se uv E E eu E S. Da mesma maneira, dizemos que ué dominado 
por S, seu E S, ou existe um vizinho de u em S. Claramente, se G possui vértices 
isolados, então todos estes vértices pertencem a todos os conjuntos dominantes de G. 

Seja '.f( G) a família dos conjuntos dominantes de um grafo G = (V, E). É óbvio que 
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V E '.f( G). Além disso, temos que 

S E '.J"( G) e S ç W Ç V ~ liV E '.J"( G) . 

Um conjunto dominante S de G é mínimo, se não existe em G um conjunto S' tal 

que jS'J < jSj. O número de dominação de um grafo G, denotado por ,(G), é definido 

como a cardinalidade de um conjunto dominante mínimo de G. Um conjunto domi

nante S de G é minimal se para todo v E S, o conjunto S \ { v} não é um conjunto 

dominante de G. A cardinalidade máxima de um conjunto dominante minimal de G 

é denotado por r( G) . A Figura 2.1 exibe alguns exemplos de conjuntos dominantes. 

Para O :e:; e :e:; 1, dizemos que G é e-dominado se ,(G) :e:; clV(G)I, e que um conjunto 

dominante Sé e-dominante se ISI ~ cjV(G)j. 

k k ~ k 
e f e f e f e f 

(a) (b) (e) (d) 

Figura 2.1: Neste exemplo, indicamos para um mesmo grafo G alguns possíveis con

juntos dominantes minimais, destacados com vértices na cor branca. Temos que 

,( G) = 2 e r( G) = 3. 

Dado um grafo G, encontrar um conjunto dominante qualquer é uma tarefa fácil, 

pois o próprio conjunto de vértices de G é um conjunto dominante. Já o problema de 

determinar ,( G), ou encontrar um conjunto dominante mínimo de G, não é tão fácil 

(como veremos no Capítulo 5) quando G é um grafo arbitrário. 

Há na literatura estudos sobre conjuntos dominantes mínimos que exibem algu

mas propriedades. Mencionamos a seguir algumas das propriedades que têm sido 

consideradas, mas não apresentaremos aqui resultados a respeito. 

Conjunto dominante conexo. Um conjunto dominante conexo de um grafo G é um con

junto dominante S de G tal que G[S] é conexo. A Figura 2.1 (a) exemplifica um 

tal conjunto. 
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Conjunto dominante independente. Um conjunto dominante independente é um con
junto dominante e independente. Os itens (b), (c) e (d) da Figura 2.1 exemplificam 
conjuntos dominantes independentes. 

Conjunto dominante emparelhado. Um conjunto dominante emparelhado de um grafo 
G é um conjunto dominante S de G tal que G[S] possui um emparelhamento 
perfeito. Um tal conjunto é ilustrado na Figura 2.1 (a). 
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CAPÍTULO 3 

Alguns resultados estruturais sobre 
conjuntos dominantes 

Neste capítulo estudaremos os resultados iniciais da Teoria de Conjuntos Domi
nantes. Na seção 3.1 estudaremos os primeiros resultados obtidos por ORE. Na se
ção 3.2 veremos uma relação entre o número de dominação de um grafo G, e o número 
de arestas-pendentes em uma floresta-geradora de G com o maior número de arestas
pendentes. Oeste resultado, conseguiremos verificar uma relação entre grafos, sem 
vértices isolados, cujo número de dominação é metade de sua ordem, e emparelha
mentos perfeitos. 

3.1 Resultados iniciais da teoria 

Os resultados que apresentaremos nesta seção, foram os primeiros resultados da 
Teoria de conjuntos dominantes. No teorema a seguir, ÜRE, exibe algumas proprie
dades necessárias e suficientes que os conjuntos dominantes minimais possuem. Nos 
outros dois teoremas, exploraremos mais propriedades dos conjuntos dominantes mi
nimais. 

11 
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Teorema 3.1 (ORE [1962]) 

Um conjunto dominante S de um grafo G = (V, E) é um conjunto dominante 

minimal se e somente se, para cada vértice u E S, ocorre uma das condições: 

(a) ué um vértice isolado em G[S], 

(b) existe um vérticev E (V\ S) para o qual N(v) n S = {u}. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja G = (V, E) um grafo e S um conjunto dominante de G. 

Suponha que S seja um conjunto dominante minimal. Demonstremos então que 

para cada vértice de Socorre pelo menos uma das condições (a) ou (b). Seja u E S. Seja 

S' = S \ { u }. Como Sé um conjunto dominante minimal, então S' não é um conjunto 
dominante de G. Seja v E V\ S' um vértice não dominado por S'. Suponha que v = u. 

Então u não tem nenhum vizinho em S. Logo, temos que ocorre a condição (a) para 

o vértice u. Agora, suponha que v =I u. Então ué o único vértice de S que domina v. 

Logo, temos que ocorre a condição (b) para o vértice v. 

Reciprocamente, suponha que para cada vértice de S ocorra pelo menos uma das 

duas condições (a) ou (b). Demonstremos então que Sé um conjunto dominante mini

mal de G. Suponha que S não seja um conjunto dominante minimal de G. Seja u E S. 

Seja S' = S \ { u }. Suponha que S' é um conjunto dominante de G. Então u possui um 

vizinho em S1
• Logo, temos que não ocorre a condição (a) para o vértice u. Conclui-se 

então que ocorre a condição (b). Com isso, existe um vértice v de G que também não 

é dominado por S', o que é um absurdo, pois S' é um conjunto dominante de G. Por
tanto, temos que S' = S \ {u} não é um conjunto dominante de G, para todo vértice 

u de S. Logo, temos que Sé um conjunto dominante minimal de G, o que finaliza a 
nossa demonstração. D 

Teorema 3.2 (ORE [19621) 

Seja G = (V, E) um grafo sem vértices isolados. Então G tem um conjunto do

minante S tal que o seu complemento V\ S é também um conjunto dominante. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja G = (V, E) um grafo sem vértices isolados. Considere T 

uma árvore geradora de G. Seja v um vértice de G. Considere dois conjuntos Se S', 

onde Sé o conjunto de vértices à distância par devem Te S' = V\ S (a Figura 3.1 

ilustra um exemplo desta construção). Como T é um grafo bipartido e gerador de G, 
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com bipartição (S, S'), é imediato que Se S' são conjuntos dominantes de T, e portanto 
~a □ 

V 

es 

E S' 

es 

E S' 

Figura 3.1: Exemplo da construção dos conjuntos Se S'. 

Corolário 3.3 (ORE [1962]) 
Seja G = (V, E) um grafo sem vértices isolados. Então para todo conjunto 
dominante minimal S de G, temos que V\ Sé um conjunto dominante. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja G = (V, E) um grafo sem vértices isolados. Seja S um 
conjunto dominante minimal de G. Considere S' =V\ S. Suponha, por absurdo, que 
S' não seja um conjunto dominante. Seja v um vértice de G que não é dominado por 
S'. Então v E Se N(v) Ç S. Seja S" = S \ {v}. Como g(v) ~ 1, então S" domina 
v. Além disso, temos que S" domina todos os vértices que S domina; porque todos os 
vizinhos de v pertencem ao conjunto S. Logo, S" é um conjunto dominante. Mas isto é 
um absurdo, pois Sé conjunto dominante minimal. Portanto, temos que S' =V\ Sé 
um conjunto dominante de G. □ 

3.2 Conjuntos dominantes, florestas e emparelhamentos 

Veremos a seguir um resultado sobre conjuntos dominantes, obtido por NIEMI
NEN [1974], que relaciona conjuntos dominantes mínimos e florestas geradoras com 
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número máximo de arestas pendentes (uma aresta é pendente se um de seus extremos é 
um vértice de grau um). Seja G um grafo e Fuma floresta geradora de G. Denotamos 

por pend(F) o número de arestas pendentes em F. Note que, nas componentes, de 
F com pelo menos 3 vértices, o número de arestas pendentes coincide com o seu nú
mero de folhas. O número de arestas pendentes em uma floresta geradora, de G, com 
número máximo de arestas pendentes é denotado por é(G). 

Teorema 3.4 (NIEMINEN [1974]) 

Para todografoG = (V,E)✓ temosque,(G) + é(G) = IVI, 

DEMONSTRAÇÃO: Seja G = (V,E) um grafo e S = {u1,u2 , · · • ,uk} um conjunto 
dominante mínimo de G. Considere S' = V\ S. Construamos H = (V, E'), onde 
E' = UveS' { vui : ui E S e i é mínimo}. É fácil ver que H é uma floresta geradora de 
G. Da construção de H temos que pend(H) = n - ISI, isto é, pend(H) = n - ,(G). 
Seja Fuma floresta geradora de G tal que pend(F) = é(G) e IE(F)I é mínimo. Sejam 
0 1 , 0 2 , • • • , CP as componentes de F. É fácil ver que as componentes de F são vértices 
isolados ou estrelas, isto é, são grafos isomorfos aos grafos da Figura 3.2. Denotemos 

por centro(Ci), para 1 ~ i ~ p, um dos vértices da componente Oi de grau máximo em 
Oi, Seja Sp = {centro(C1L centro(C2), • • • , centro(Cp)}. Então é(G) = n-p. Além disso, 

I d ,, . ' 
• 

\\:',···~ 
(a) (b) (e) 

Figura 3.2: Como podem ser as componentes de F. 

é fácil ver que Sp é um conjunto dominante de G. Logo, temos que ,(G) ~ p. Suponha 
que ,(G) < p. Então temos que pend(H) = n - ,(G) > n - p = E:(G), o que é um 
absurdo, pois é(G) ~ pend(H). Portanto, temos que ,(G) ~ p. Logo, ,(G) = p, donde 
segue que ,( G) + é( G) = n, como queríamos demonstrar. D 

Uma propriedade interessante dos grafos, sem vértices isolados, e que possuem o 
número de dominação sendo a metade de sua ordem, é que tais possuem emparelha-
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mento perfeito. O seguinte corolário enuncia tal propriedade. 

Corolário 3.5: Seja G um grafo com n vértices. Se G não possui vértices isola
dos e 'Y( G) = ? , então C tem um emparelhamento perfeito. 

15 

DEMONSTRAÇÃO: Seja G = (V, E) um grafo com n vértices e sem vértices isola
dos, tal que 'Y(G) = ~- Seja Fuma floresta geradora de G, tal que pend(F) = c(G) e 
IE(F)I é máximo. Suponha que exista um vértice u de V, tal que gp(u) = O. Como 
G não possui vértices isolados, então existe um vértice v E V tal que uv E E. Seja 
F' = F + uv. É fácil ver que F' é uma floresta geradora de G. Como pend(F) = t:(G) 
então pend(F') = t:(G) (caso contrário teríamos um absurdo). Da construção de F' 
temos que IE(F')I > IE(F)I. Mas isto é um absurdo, pois IE(F)I é máximo. Portanto, 
para todo u E V ternos que gp(u) ~ l. Seja f..tf o conjunto das arestas pendentes de F. 
Como pend(F) = t:(G) = n - 'Y(G) = n - ? =?,então temos que !Vl é um emparelha
mento perfeito. D 



16 3.2. Conjuntos dominantes, florestas e emparelhamentos 



CAPÍTULO 4 

Limites e caracterizações de grafos 
relacionados ao número de dominação 

Em vários problemas sobre grafos, como por exemplo, conjuntos dominantes ou 
conjuntos independentes, estamos interessados em conjuntos de cardinalidade mínima 
ou de cardinalidade máxima. Entretanto, determinar tais conjuntos nem sempre é uma 
tarefa fácil, pois muitos destes problemas são N ?-difíceis. Daí surge a necessidade 
de encontrar limitantes inferiores e superiores que têm papel fundamental na elabora
ção de heurísticas, algoritmos de aproximação e algoritmos baseados em programação 
inteira. 

Neste capítulo descreveremos alguns resultados sobre limites inferiores e superio
res para a cardinalidade de conjuntos dominantes mínimos. Naturalmente, conforme 
a teoria de conjuntos dominantes foi evoluindo, resultados cada vez mais justos fo
ram obtidos. ORE [1962] foi o primeiro à descobrir que se um grafo não tem vértices 
isolados, então um limitante para o número de dominação é no máximo a metade do 
número de vértices do grafo. Mais tarde, ao adicionar restrições sobre os grafos, foi 
possível obter limitantes mais justos. BLANK [1973] e independentemente MCCUIAG E 

SHEPHERD [1989], provaram um limite de ~n, onde n é o número de vértices do grafo, 
para grafos conexos e com grau mínimo 2. Já quando o grafo é conexo e tem grau 
mínimo pelo menos 3, então o número de dominação é no máximo ¾n. Este resultado 
foi provado por REED [1996]. Outros resultados foram obtidos a partir de 1996. No 
entanto, daremos aqui mais atenção para os resultados que mencionamos; é claro que 
sem deixar de enunciar outros resultados. 

17 
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4.1 Limitantes baseados no grau máximo 

Seja G um grafo. Da observação simples de que um subconjunto de G formado 
por um vértice (de grau máximo) e todos os seus vizinhos pode ser dominado por um 
vértice, não é difícil provar o seguinte resultado. 

Teorema 4.1 (BERGE [1958]) 
Seja G um grafo com n vértices. Então 

\ 1 + ~(G) l s; 7(G) s; n - b..(G). 

Como corolário do teorema acima, ou simplesmente usando a definição é imediato 
que ,(Kn) = 1 e ,(Kn) = n. 

4.2 Limitantes baseados no grau mínimo 

Seja G = ( V, E) um grafo com n vértices. Corno o próprio V é um conjunto domi
nante, segue que um limitante superior óbvio para 7( G) é o número de vértices de G, 
ou seja, ,(G) s; n. Este limite é justo para alguns grafos. Vimos que G ~ Kn, então 
,( G) = n. Entretanto, se considerarmos grafos sem vértices isolados, podemos obter 
como conseqüência direta do Teorema 3.3, um limite superior mais justo. 

Teorema 4.2 (ORE [1962]) 
Seja G é um grafo com n vértices. Se G não possui vértices isolados então 
,(G) s; ~-

DEMONSTRAÇÃO: Seja G um grafo que satisfaz as hipóteses do enunciado. Supo
nha, por absurdo, que ,(G) > I· Seja S um conjunto dominante mínimo. Como Sé um 
conjunto dominante minimal, segue pelo Teorema 3.3 que V \ S é um conjunto domi
nante. Como ISI >~,temos que IV\ SI < I, o que é um absurdo. Logo, 7(G) s; ?· O 

O limite obtido por ORE no Teorema 4.2 considera grafos que não possuem vértices 
isolados, isto é, grafos com grau mínimo pelo menos 1. MCCUAIG E SHEPHERD [1989] 
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obtiveram um limitante superior um pouco mais justo usando a hipótese de que o 
grafo tem grau mínimo pelo menos 2. Eles provaram que se G é um grafo conexo 
com n vértices e ô ( G) 2:: 2, e se G não é isomorfo a nenhum dos grafos da Família '.B, 
ilustrada na Figura 4.1, então ,(G) :::; ~n. 

l t><> D <X> 00 
Jfs 

Figura 4.1: Família de grafos 'B. 

Antes de apresentarmos a prova deste resultado, vamos enunciar alguns resultados 
que nos serão úteis. 

Proposição 4.3: Seja G um grafo. Se G é um circuito de comprimento n, então 
,(G) :::; rnl 
DEMONSTRAÇÃO: Seja G um grafo que é um circuito de comprimento n. Sejam 

v1,v2 ,· · · ,vn os vértices de G, tais que vivi+I E E(G), para 1:::; i:::; n, e VnV1 E E(G). 
Considere S = { v3 , v6 , · · · , v3k}, onde k é o maior inteiro tal que 3k :::; n. 

Suponha que n = 3k. A Figura 4.2 (a) ilustra o caso que estamos tratando. Então é 
fácil verificar que S é um conjunto dominante. Pois para todo vértices vi, para 1 :::; i :::; 
n, temos que ou vi pertence ao conjunto Sou possui um vizinho em S. Portanto, temos 
quenestecaso,(G):::; I = fjl, 

Agora, suponhamos que n f. 3k. As Figuras 4.2 (b) e (c) ilustram o caso que esta
mos tratando. É fácil ver que S' = S U { vn} é um conjunto dominante de G. Portanto, 
temos que ,(G) :::; rnl D 

No que segue, dizemos que G E 'B, onde 'B é a família ilustrada na Figura 4.1, se G 
é isomorfo a algum grafo de 'B. 
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V3(k-l) 

V3k-2 

(a) (b) 

Figura 4.2: Ilustração dos casos da Proposição 4.3 

Lema 4.4 (MCCUAIG E SHEPHERD [1989]) 

(e) 

Seja G um grafo conexo com n vértices. Se n ~ 7, ô( G) 2:: 2 e,( G) > in, então 

GE '.13. 

DEMONSTRAÇÃO: Para n < 7 é possível verificar que o grafo H5 é o único grafo 

que satisfaz a hipótese. Para n = 7, temos que 6.( G) ::; 4. Vamos analisar três casos 

possíveis quanto ao grau máximo de G. 

Caso 1: 6.(G) = 2. Então G é um circuito com 7 vértices. Portanto G ~ H 1. 

Caso 2: 6.(G) = 3. Seja v1 um vértice de grau máximo de G. Denotemos N(v1) = 
{ v2 , v3 , v4 } e T = V\ N[v1]. (Veja a Figura 4.3 (a).) Como,( G) 2:: 3 temos que 

IE[T]I ::; l. (4.1) 

De (4.1) e ô(G) 2:: 2 segue que l{uv E E: u E N(vi) e v E T}I > 4. Com isso, temos que 
algum vértice de N ( v1 ) possui pelo menos dois vizinhos em T. Suponha que v5 e v6 são 
vizinhos de v2 • (Veja a Figura 4.3 (b).) Se v7 for vizinho de v3 e v4 temos que { v2 , v7 } é 

um conjunto dominante. Portanto,temosquelN(v7 ) nN(v1 )1 ~ 1. Novamente,de(4.1) 

segue que v7 tem no máximo um vizinho em T. Logo, IN(v7 ) n N(v1)1 = 1. Suponha 

que, v4 e v6 são vizinhos de v7 . (Veja a Figura 4.3 (c).) Se v3 e v4 forem vizinhos, então 

{ v2 , v4 } é um conjunto dominante. Dessa forma, temos que v3 e v4 não são vizinhos. 

Daí temos que 
(4.2) 

e, além disso, temos que v3 é vizinho de v5 ou v6• Se v3 não for vizinho de v5, então V4 

é vizinho de v5 e v3 é vizinho de v6; e { v4 , v6 } é um conjunto dominante. Portanto, v3 
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é necessariamente vizinho de v5 • (Veja a Figura 4.3 (d).) De (4.1) e (4.2) segue que as 
únicas arestas possíveis de G são v3v6 ou v4v5• Sabemos que apenas uma delas pode 
pertencer a G. Se G não é isomorfo ao grafo H2 então va é vizinho de v6 ou v4 é vizinho 
de v5 . Portanto, G ~ H3 . 

• • • V5 Vo V7 

(a) 

Figura 4.3: Grafos do caso 2 do Lema 4.4. 

Caso 3: /),. ( G) = 4. Seja v1 um vértice de grau máximo de G. Sejam 
N(vi) = {v2 ,v3 ,v4 ,v5 } e T = {v6 ,v7 }. (Veja a Figura 4.4 (a).) Como ,(G) ~ 3, segue 
que IE[T]I = O. Portanto, os vizinhos de v6 e v7 pertencem a N(v1) . Suponha que v6 é 
vizinho de v2 e v3, e v7 é vizinho de v3 • Então {v1,v3 } é um conjunto dominante. Daí 
temos que N(v6 ) n N(v7 ) = 0. Suponhamos que v6 é vizinho de v2 e v3 , e v7 é vizinho de 
v4 e v5 • (Veja a Figura 4.4 (b).) Neste caso, G contém H6 como subgrafo. Se v2 é vizinho 
de v3, então { v2 , v7 } é um conjunto dominante. Com isso, temos que v2 não é vizinho 
de v3, e de forma análoga, v4 não é vizinho de v5 • Também temos que G[N(v1)] não tem 
duas arestas independentes. Deste fato e de !),.(G) ::; 4, segue que IE[N(v1)]I ::; 2. Se 
IE[N(v1)]I = 1, então G ~ H1; caso contrário, temos que G ~ H4 . □ 

• • VQ V7 

(a) (b) 

Figura 4.4: Grafos do caso 3 do Lema 4.4. 
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Os grafos da Família '.13 possuem propriedades interessantes e que serão úteis para 

a demonstração do resultado principal. 

Proposição 4.5 (MCCUAIG E SHEPHERD [1989]) 

Seja G E '.B com n vértices. Então ~n :5 ,(G) ~ ¾(n + 1). 

Proposição 4.6 (MCCUAIG E SHEPHERD [1989]) 

Seja G E '.B eu E V( G) . Então existe um conjunto dominante núnimo de G que 

contém u. 

Proposição 4.7 (MCCUAIG E SHEPHERD [1989]) 

Seja G E '.B eu E V(G). Então,(G- u) = 'Y(G) -1. 

Proposição 4.8 (MCCUAIG E SHEPHERD [1989]) 

Seja G E '.B um grafo com n vértices, eu E V(G), v (j. V(G). Então ,(G + uv) ~ 

¾(n + 1). 

Como já mencionamos, o resultado seguinte foi provado por McCuAIG E 

SHEPHERD [1989]. A demonstração que faremos é diferente da apresentada no artigo 

citado. Algumas idéias que julgamos ser fundamentais para a demonstração aparecem 

tanto no artigo quanto nesta demonstração. Por outro lado, acreditamos que a versão 

que obtivemos é mais didática e de fácil entendimento. Por esta razão optamos por 

inserir essa versão nesta dissertação. 

Teorema 4.9: Seja G um grafo conexo com n vértices. Se n ;?: 3, ô(G) ;?: 2 e 

G (j. '.B, então 'Y( G) ~ ~n. 

DEMONSTRAÇÃO: Suponha que a afirmação do teorema seja falsa . 

Seja G um contra-exemplo com o menor número n de vértices e que é aresta

minimal. Suponha que n :5 7. Então do Lema 4.4 segue que G E '.B, o que é um 

absurdo pois sabemos que G (j. '.B . Portanto, temos que n 2:'.: 8. 
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Suponha que exista uma aresta uv de G, tal que g(u) 2: 3 e g(v) 2: 3. Suponha que 
uv não seja uma aresta-de-corte em G. Seja G' = G - uv. Como uv não é uma aresta
de-corte, então temos que G' é conexo. Como g(u) 2: 3 e g(v) 2: 3, segue que ó(G') 2: 2. 
É evidente que ,(G') 2: ,(G) . Logo, temos que ,(G') > ~n. Mas isto é um absurdo, 
pois G' contraria a escolha de G que é aresta-minimal. Portanto, temos que uv é uma 
aresta-de-corte de G. 

Seja G1 a componente de G - uv que contém u, e G2 a componente de G - uv que 
contém v (veja a Figura 4.5). 

• u 

Figura 4.5: Ilustração de G com a aresta-de-corte uv e os grafos G1 e G2. 

Fato 1: Sejai E {1 , 2}. Se,(Gi) > ~nientãoGi E '.B . 

Prova do Fato 1: Claramente ó( Gi) 2: 2, pois u e v possuem grau pelo menos 3 em 
G. Se ni 2: 8 então Gi é um contra-exemplo menor que G, pois ni < n; o que seria 
um absurdo. Logo, temos que ni ~ 7. Pelo Lema 4.4, segue que Gi E '.B. 

Suponha que ,(G1) $ ~n1 e ,(G2) ~ ~n2. Seja D1 um conjunto dominante mínimo 
de G1, e D2 um conjunto dominante mínimo de G2. É imediato que D1 U D2 é um 
conjunto dominante de G. Logo, temos que -y(G) ~ ID11 + ID2I ~ ¾n1 + ¾n2 = ¾n, o 
que é um absurdo, pois ,(G) > ¾n. Portanto, não ocorre este caso. 

Suponha que ,( Gi) > in1 e ,( G2) > in2. Do Fato 1, temos que G1 E '.B e 
G2 E '.B. Seja D1 um conjunto dominante mínimo de G1 - u. Pela Proposição 4.6, 
temos que existe um conjunto dominante mínimo de G2 que contém v. Seja D2 tal 
conjunto. É fácil ver que D1 U D2 é um conjunto dominante de G. Logo, temos que 
-y(G)::; ID1I + ID2I. Da Proposição 4.7, temos que ID1I = ,(G1) - 1. Da Proposição 4.5, 
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segue que,( Gi) ~ i(ni + 1), para 1 s; i s; 2. Daí segue que ID1I s; ¾(n1 + 1) - 1. Logo, 

,(G) < (~(n1 + 1) - 1) + ~(n2 + 1) 
2 - 5(n+2)-1 

2 1 
- 5n - 5, 

o que é um absurdo, pois ,( G) > ¾n. Portanto, não ocorre este caso. 

Suponha que ,(G1 ) > ¾n1 e ,(G2) ~ ¾n2 • Do Fato 1, temos que G1 E 'B. Seja w um 

vizinho de v em G2. Denotemos por ½ o conjunto de vértices do grafo G2 e por E2 o 

conjunto de arestas do grafo G2 • Considere H = (VH, EH) um grafo, onde VH = ½ \ { v} 

e EH= E2[VH]u{ wz: z E Nc2 (v) e z ~ N(w) e z ::j:. w }. A Figura 4.6 ilustra a construção 

do grafo H. Não é difícil ver que H é conexo e ô(H) ~ 2. 

H 

Figura 4.6: Construção do grafo H. 

Suponha que ,(H) ~ i(n2 - 1). Seja DH um conjunto dominante mínimo de H, 

e D1 um conjunto dominante mínimo de G1 - u. É evidente que D1 U DH U {v} é um 

conjunto dominante de G. Logo, temos que ,(G) ~ JD1J + IDHI + 1. Da Proposição 4.7, 

temos que IDd = ,(G1) - 1. Da Proposição 4.5, temos que ,(G1 ) ~ ¾(n1 + 1) . Logo, 

temos que 

,(G) ~ (~(n1 + 1) - 1) + ~(n2 - 1) + 1 = ~n, 

o que é um absurdo. Portanto, ternos que ,(H) > ¾(n2 -1). Da construção de H, temos 

que nH = n2 -1. Daí segue que ,(H) > inH , Se nH ~ 8, então H é um contra-exemplo 

menor que G, pois nH < n. Logo, nH ~ 7; e do Lema 4.4 segue que H E 'B. Seja DH 

um conjunto dominante mínimo de H - w, e D1 um conjunto dominante mínimo de 

G1 - u. É fácil verificar que D1 U DH U { v} é um conjunto dominante de G. Logo, temos 



4. Limites e caracterizações de grafos relacionados ao número de dominação 25 

que ,(G) ::; ID1I + IDHI + 1. Como ID1I::; ~(n1 + 1) - 1 e IDHI ::; ~(nH + 1) - 1, então 

,(G) 
2 

< 5(n1 + nH + 2) - 2 + 1 

2 
= 5(n1 + n2 - 1 + 2) - 1 

2 
5(n + l) - 1 

2 3 
5n- s· 

De novo, temos um absurdo, pois ,(G) > ¾n. Portanto, o caso onde ,(G1) > ¾n1 e 
,( G2 ) ::; ¾n2 não ocorre. Como o caso onde 1 ( Gi) > ~ni e o caso onde,( Gi) ::; init para 
1 ::; i ::; 2, também não ocorrem, então podemos concluir que não existe uma aresta uv 
de G, tal que g(u) ~ 3 e g(v) ~ 3. Portanto, como ô(G) ~ 2, então temos que toda aresta 
incide em pelo menos um vértice de grau 2. 

Suponha que exista um caminho P = (u1 ,u2 ,u3 ) em G tal que g(ui) = 2, para 
i = 1, 2, 3. Seja v o vizinho de u1 diferente de uu, e seja w o vizinho de u3 diferente de 
u2 . Vamos analisar os casos onde v = w e v -=I= w. 

Suponha que v = w. Suponha que g(v) ~ 4. Seja H = G - u 1 - u2 - u3. Temos 
que H é conexo, H tem pelo menos 3 vértices, e 6(H) ~ 2. Suponha que ,(H) ::; ~nH. 

G H 

Figura 4.7: Construção do grafo H. 

Seja DH um conjunto dominante mínimo de H. É fácil verificar que DH U { u2 } é um 
conjunto dominante de G. Logo, 

o que é um absurdo, pois ,(G) > ¾n. Portanto, temos que ,(H) > ¾nH. Se nH ~ 8, 
então H é un1 contra-exemplo menor que G. Logo, nH ::; 7, e pela Proposição 4.6 segue 
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que H E 'B. Seja DH um conjunto dominante mínimo de H. É fácil ver que Dn U {u2} 

é um conjunto dominante de G. Como n ~ 8 e H E 'B, então nn = 7 e ,(H) = 3. Com 

isso, temos que n = 10. Logo, podemos afirmar que ,(G) = ,y(H) + 1 = 4 = ~n, o que 

é um absurdo. Portanto, segue que g( v) = 3. 

Recapitulando, estamos supondo que v = w e concluímos até então que g( v) = 3. 

Seja z o vizinho de v que não pertence ao caminho P. Note que vz é uma aresta-de-corte 

em G. Logo, g(z) = 2; pois g(v) = 3 e já demonstramos que não existe aresta-de-corte 

em G que incide em dois vértices de grau pelo menos 3. Portanto, temos que G é 

isomorfo a um dos casos ilustrados na Figura 4.8. 

z' (a) 
(b) 

Figura 4.8: Em ambos os casos temos que g(z') ~ 3. 

Suponha que G seja isomorfo ao grafo da Figura 4.8 (a). Seja H = G - z - v - u1 -

u2 -u3. Denotemos por nH o número de vértices de H. Note que H é um grafo conexo. 

Como g(z') ~ 3, então ô(H) ;::: 2. Suponha que ,y(H) :5 ~nH. Seja DH um conjunto 

dominante mínimo de H. É fácil ver que DH U {v, u2} é um conjunto dominante de G. 

Logo, temos que 

o que é um absurdo. Portanto, ,y(H) > ~nH. Se nH ~ 8, então contraria a escolha de 

G. Logo, nH ::; 7. Do Lema 4.4 segue que H E 'B. Seja DH um conjunto dominante 

mínimo de H - z'. Da Proposição 4.7, temos que IDHI ::; ,y(H) - 1. Da Proposição 4.5, 

temos que ,y(H) :5 ¾(nH + 1); então temos que IDnl :5 ¾(nH + 1) - 1 = ~(n - 4) - 1. 

É fácil verificar que DH U {z, u2 } é um conjunto dominante de G. Logo, temos que 

,y(G) ::; IDHI + 2 :::; ~(n - 4) + 1 ::; ~n, o que é um absurdo. Portanto, temos que G é 

isomorfo ao grafo da Figura 4.8 (b). 
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Seja H = G - x - z - v - u1 - u 2 - u3 . Denotemos por nH o número de vértices de 
H. Temos que H é um grafo conexo e ó(H) ~ 2. Suponha que ,(H) s ~nH. Seja Du 
um conjunto dominante mínimo de H. É fácil verificar que DH U {z, u2 } é um conjunto 
dominante de G. Logo, temos que -y(G) s inH + 2 $ Hn - 6) + 2 $ ¾n, o que é um 
absurdo. Portanto, temos que ,(H) > ¾nH. Então H E '.B. Da Proposição 4.8 segue que 
,(H + z'x) $ ¾(nH + 1). Seja Du um conjunto dominante mínimo de H + z'x. É fácil 
ver que DH U {v, u2 } é um conjunto dominante de G. Logo, 

2 2 2 ,(G) s IDHI + 2 s 5(nu + 1) + 2 = 5(n - 5) + 2 = 5n, 

o que é um absurdo. Portanto, temos que v =/= w. 

Suponha que vw (j. E(G). Seja H = G - u1 - u2 - u3 + vw. Denotemos por nH 
o número de vértices de H. Note que H é conexo, ô(H) ~ 2 e nH < n. A Figura 4.9 
ilustra a construção de H. Suponha que ,(H) s ~nH. Seja DH um conjunto dominante 

=> 

G H 

Figura 4.9: Construção do grafo H. 

mínimo de H. Suponha que v E DH. É fácil verificar que DH U {u3 } é um conjunto 
dominante de G. Logo, temos que ,(G) s ~nu+ 1 = ~(n - 3) + 1 = ~n - ½, o que é 
absurdo. Suponha que w E DJ-I. Usando o mesmo raciocínio do caso anterior é possível 
chegar em um absurdo. Portanto, temos que nem v e nem w pertencem ao conjunto 
DH. É fácil ver que DH U {u2 } é um conjunto dominante de G. Neste caso, 

2 1 
,(G) s -y(H) + 1 s 5n - 5, 

o que é um absurdo. Portanto, temos que ,(H) > JnH, Se nH ~ 8, então H é um 
contra-exemplo menor que G. Então temos que nH s 7, e pela Proposição 4.6 segue 
que H E '.B. Da Proposição 4.6 temos que existe um conjunto dominante mínimo de H, 
digamos Du, que contém v. Claramente, DH U {u3 } é um conjunto dominante de G. 
Como n ~ 8, então nH = 7 e ,(H) = 3. Com isso, temos que n = 10. Logo, podemos 
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afirmar que ,(G) = ,(H) + 1 = 4 = in, o que é um absurdo. Portanto, temos que 

VW E E(G). 

Suponha que g( v) = 2. Como G é conexo, segue que é um circuito de comprimento 

n. Então ,( G) ::; rn l- Como n ~ 8, então ,( G) ::; ¾n, o que é um absurdo. Portanto, 

temos que g( v) ~ 3. Seja H = G - vw + u 1 w. Denotemos por nH o número de vértices 

de H. Note que H é conexo, 6(H) ~ 2 e n = nH, A Figura 4.10 ilustra a construção de 

H. Já demonstramos, até este momento, que não existe um contra-exemplo, para o teo-

Figura 4.10: Construção do grafo H. 

rema, que possui um C4 como subgrafo, conectado por uma aresta-de-corte. Portanto, 

temos que H não é um contra-exemplo para o teorema. Logo, temos que ,(H) ::; ¾n, 
Seja DH um conjunto dominante de H. É fácil verificar que DH também é um conjunto 

dominante de G. Daí conclui-se que ,( G) ::; ~n, o que é um absurdo. Portanto, con

cluímos que não existe nenhum caminho em G de comprimento pelo menos 3, tal que 

seus vértices tenham grau exatamente 2. 

Sejam A= {u: u E V(G) e g(u) ~ 3}, B = {u: u E V(G) e g(u) = 2 e N(u) e A} e 

C = (V(G) \A)\ B subconjuntos dos vértices de G. A Figura 4.11 ilustra essa partição 

dos vértices de G. É fácil verificar que A é um conjunto dominante de G. Como,( G) > 

A 

Figura 4.11: Essa figura ilustra uma partição dos vértices de G 

~n, então temos que IAI > ¾n, Como g(u) ~ 3, para u E A, então temos que o número 
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de arestas que possuem uma das pontas em A é pelo menos 3jAj. Por outro lado, temos 
também que este número é no máximo 2IBl+ICI. Portanto, temos que 2IBl+ICI ~ 3IAI. 
Como IAI > ln, então 2IBI + ICI ~ 3in. Dividindo ambos os lados da inequação por 
2, temos que IBI + ½ICI 2: ¾n. Como IBI + ICI ~ IBI + ½ICI, então IBI + ICI 2: ¾n, Isto 
implica que IAI ::; in. O que é um absurdo, pois A é um conjunto dominante de G e 
-y(G) > ¾n. 

Concluímos assim que a suposição da existência de um contra-exemplo para o teo
rema fornece sempre um absurdo. Dessa forma, fica completa a prova do teorema. D 

Do Teorema 4.9 podemos tirar os seguintes corolários. 

Corolário 4.10: Seja G um grafo conexo com n vértices e o(G) 2: 2. Se 
n = 5k, onde k ~ 11 então para todo v E V(G) temos que existe um conjunto 
¾-dominante que contém v. 

Corolário 4.11: Seja G um grafo conexo com n vértices e o( G) 2: 2. Se 
n = 5k + 3, onde k ~ O, então para todo v E V( G) temos que existe um con
junto 1-dominante que contém v. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja G um grafo conexo com n vértices, tal que n = 5k + 3, 
onde k ~ O, o( G) 2: 2 e -y( G) ::; ¾n, Seja v um vértices de G. Considere H um grafo 
construído da seguinte forma: V(H) = V(G) \ {v} e E(H) = E(G - v) U {wz: wz ~ 
E( G) e vz E E( G)}, onde w é um vizinho de v em G. Denotemos por nH o número de 
vértices de H. Como n = 5k + 3, então nH = n- l = 5k + 2. Suponha que ,(H) > inH. 
Do Lema 4.4, temos que H E 'B. Seja DH um conjunto dominante mínimo de H - w. 
Seja D= DH u {v}. Temos que D é um conjunto dominante de G, pois os vértices de 
DH dominam os vértices de V( G) \ { v, w} e v domina w. Da Proposição 4.7 temos que 
IDHI = -y(H) - l. Da Proposição 4.5 temos que ,(H) ~ ¾(nH + 1). Logo, ternos que 
IDHI ::; ¾(nu+ 1) - 1. Daí concluímos que IDI ~ ¾ (nH + 1) = ¾n. Portanto, temos que 
existe um conjunto ¾-dominante de G que contém v. 

Agora, suponha que -y(H) ::; ¾nH. Como -y(H) E N, então ,(H) ::; ¾(nH - 2). 
Seja DH um conjunto dominante mínimo de H. Considere D = DH U {v}. Como 
IDI ::; ¾(nH - 2) + 1 = ¾(n - 3) + 1 = ¾n - ¼, então temos que existe um conjunto 
¾-dominante de G que contém v. O que finaliza nossa demonstração. D 
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Os resultados dos Corolários 4.10 e 4.11 não podem ser extendidos para grafos com 

n vértices onde n = 5k + r, onde k 2:: 1 e r E {1, 2, 4}. 

REED [1996], restringindo o estudo aos grafos com grau mÚlimo pelo menos 3, 
cunhou o limitante, Teorema 4.12, de três oitavos do número de vértices do grafo. 

A idéia principal da demonstração de REED é a seguinte. Seja G um grafo conexo, 

onde -y( G) ~ 3. Denotamos por uma cdv-cobertura de G, uma cobertura dos vér

tices de G por caminhos disjuntos nos vértices. Seja P um caminho em G. De

notamos por IIPII o número de vértices de P. Sejam Suma cdv-cobertura de G, e 

Si= {P E S: IIPII = 3k + i e k 2:: O}, parai= 1, 2, 3. Escolhamos S tal que 

(2) Sujeito a restrição (1), 1S2 1 é minimizado. 

(3) Sujeito a restrição (2), LPESo IIPII é minimizado. 

(4) Sujeito a restrição (3), LPESi JIPII é minimizado. 

Chamemos dei-caminho, um caminho P de G tal que IIPII = 3k + i, onde k ~ O 

e O ::; i ::; 2. O conjunto ¾-dominante de G é construindo escolhendo todo terceiro 
vértice dos caminhos de S. Entretanto, alguns vértices das pontas de !-caminhos e 

2-caminhos serão dominados por vértices de outros caminhos de S. Com isso, será 

possível dominar estes caminhos com menos vértices do que colocá-los no conjunto 
dominante. 

Teorema 4.12 (REED [1996]) 

Se G = (V, E) é um grafo conexo com ô( G) 2:: 3, então 'Y( G) ::; ¾n. 

HAYNES [1998] tendo observado os resultados dos Teoremas 4.9 e 4.12, conjecturou 

que se G é um grafo, onde ô( G) 2:: k, então 'Y( G) ::; 3kk_ 1 n. CARO, RODITTY [1985, 1990], 

Teorema 4.15, demonstraram que a conjectura é verdadeira para k 2:: 7. Faltavam então 

investigar a conjectura para k E { 4, 5, 6}. Para tanto, a demonstração feita por REED 

para o Teorema 4.12 trouxe para o âmbito das demonstrações de limitantes superio
res, do número de dominação de grafos, a técnica de cobertura do grafo por caminhos 
disjuntos nos vértices. A importância da mesma ficou evidente nos resultados que apa
receram anos após sua publicação. SOHN, XUDONG [2009] e XING, SUN, CHEN [2006], 
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fizeram uso desta técnica para demonstrar que grafo com grau mínimo pelo menos 
4 e 5, respectivamente, possuem um limitante para o número de dominação de 4/11 
e 5/14 do número de vértices do grafo, respectivamente. A conjech1ra continua em 
aberto para k = 6. 

Teorema 4.13 (SOHN, XUDONG [2009]) 
Se G = (V, E) é um grafo conexo com ó( G) > 4, então,( G) ::; 1

4
1 n. 

Teorema 4.14 (XING, SUN, CHEN [2006]) 
Se G = (V, E) é um grafo conexo com ó( G) > 5, então,( G) ::; 1

5
4 n. 

Teorema 4.15 (CARO, RODITTY [1985, 1990]) 
Seja G um grafo. Denotemos por ó o grau mínimo de G. Então 

[ ( 
1 ) i+¼l ,( G) ::; n 1 - 6 ó + 

1 . 

4.3 Caracterizações de grafos baseados em limites supe-
. r1ores 

O próximo teorema caracteriza a classe de grafos para os quais a desigualdade 
no Teorema 4.2 é satisfeita com igualdade. O resultado, que segue abaixo, foi obtido 
independentemente por PAYAN E XUONG [1982] e FINK, JACOBSON, KINCH E Ro
BERTS [1985]. Tal resultado faz uso do conceito de carona de dois grafos. 

A carona de dois grafos G1 e G2, que foi definido por FRUCHT E HARARY [1970], é 
um grafo G = G I o G2, que consiste de urna cópia do grafo G 1 e IV ( G 1) 1 cópias do grafo 
G2, sendo que cada vértice da cópia do grafo G1 é adjacente a todos os vértices de uma 
cópia do grafo G2 (veja um exemplo dessa construção na Figura 4.12). 

Teorema 4.16 (PAYAN E XUONG [1982] - FINK, }ACOBSON, KINCH E Ro
BERTS [19851) 
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D • 

Figura 4.12: Corona de dois grafos G1 e G2. 

Seja G um grafo com n vértices, n par, e sem vértices isolados. Denotemos por 
no número de vértices de G. Então ,(G) = ~ se e somente se as componentes 
de G são circuitos C4 ou a carona H o K1 para algum grafo H. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja G = (V, E) um grafo com n vértices, n par, e sem vértices 
isolados. Suponha, sem perda de generalidade, que G é conexo. Note que se G não for 
conexo, então poderemos aplicar a mesma linha de raciocínio para cada componente e 
assim obter uma demonstração para esse caso. 

Suponha que ,( G) = l Demonstremos então que G = C4 ou G = H o I<1 para 
algum grafo H. Se G é um C4 então não temos o que provar. Portanto, suponhamos 
que G não seja um C4 • Do Corolário 3.5, segue que G possui um emparelhamento 
perfeito, digamos !vl. Construamos um conjunto S formado por um vértice de cada 
aresta de M. É fácil verificar que Sé um conjunto dominante de G. Como IMI = ~, 
então ISI = ~ = ,y(G). Logo, temos que Sé um conjunto dominante mínimo de G. 

Seja uv uma aresta de M. Suponha que g(u) 2 2 e g(v) 2 2. Sejam w E N(u) \ {v} 
e z E N(v) \ {u}. Suponha que w = z. Seja x um vértice de G tal que wx E /vf. A 
Figura 4.13 (a) ilustra o caso que estamos analisando. Seja S' = (S \ { u, v, w, x}) U { w }. 

Temos que IS'I = ISI - 1, e w é adjacente a u, v ex. Cada uma das outras arestas de 
!i1 possuem uma de suas pontas em S'. Logo, temos que S' é um conjunto dominante 
de G. Mas isto é um absurdo, pois Sé um conjunto dominante mínimo e IS'I < ISI. 
Portanto, temos que w =/- z. 

Suponha que wz E M. Como G não é um circuito C4 então existe pelo menos outra 
aresta em M. Seja xy E !vl tal que xy =/- uv =/- wz. Suponha, sem perda de generalidade, 
que wx E E. A Figura 4.13 (b) ilustra este caso. Seja S' = (S \ { u, v, w, z, x, y}) U {x, v }. 
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Figura 4.13: Ilustrações dos casos da demonstração do Teorema 4.16 

Temos que IS'I = ISI - 1, ex domina y e w, e v domina u e z. Cada uma das outras 
arestas de M possuem uma de suas pontas em S'. Logo, temos que S' é um conjunto 
dominante de G, o que é um absurdo. Com um raciocínio idêntico podemos chegar 
num absurdo no caso em que ux E E (ilustrado na Figura 4.13 (c)). Das análises feitas 
destes casos concluímos que wz rj: lvl. 

Seja S' = (S \ { u, v, w, :r, y, z} U { z, w }. A Figura 4.13 (d) ilustra o caso que estamos 
tratando. É fácil ver que IS'I = ISI - 1, e que além disso temos que S' é um conjunto 
dominante de G. Como isso é um absurdo, podemos concluir que para toda aresta uv 
de M, temos que g(u) = 1 ou g(v) = 1. Seja U = {v E V : g(v) = l}. Considere 
H = G[V \ U]. Então o grafo H o I<1 é isomorfo ao grafo G. Isto finaliza a nossa 
demonstração de que se -y( G) = ~ e G =f C4 , então temos que G é isomorfo ao grafo 
H o K1, para algum grafo H. 

Reciprocamente, suponha que G é isomorfo ao grafo H o I<1, para algum grafo H. 
Da construção de H o I<1 temos que n = 2jV(H)I, Um conjunto dominante mínimo 
de G precisa necessariamente dominar todos os vértices de grau 1 em G, então segue 
que precisamos de pelo menos 1 vértices para dominar G. O conjunto dos vértices de 
H formam um conjunto dominante de G. Com exatamente~ vértices. Portanto, este é 
um conjunto dominante mínimo de G, donde segue que ,( G) = ~. O 
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A caracterização dos grafos G com n vértices no qual ,(G) = l~J foi feita por BA

OGEN, COKAYNE, HAYNES E HEDETNIEMI [2000], e independentemente por RANDE

RATH E VOLKMANN [1998]. Não apresentaremos esta caracterização nesta dissertação. 

O próximo lema caracteriza os grafos que atendem o limitante com igualdade e 

não possuem aresta-de-corte. Demonstraremos que apenas os grafos da Família A, 

ilustrada na Figura 4.14, atende com igualdade o resultado anterior quando o grafo em 

questão não tem aresta-de-corte. 

1) 

Fs 

Figura 4.14: Família de grafos A. Os vértice destacados em branco formam conjuntos 

dominantes mínimos nos respectivos grafos. 

Proposição 4.17: Seja G um grafo com n vértices. Se G E A então ,(G) = ln, 

DEMONSTRAÇÃO: Vamos dividir esta demonstração em seis casos. 

Ca_so 1: G :?:;: F1 . Neste caso, ilustrado pela Figura 4.15 (a), é fácil verificar que não 

existe em G um conjunto dominante de cardinalidade 1, já que não existe nenhum vér

tice de grau 4. No entanto, os dois vértices de grau 3 formam um conjunto dominante 

e portanto 1 ( G) = 2 = ~n. 
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Figura 4.15: Ilustrução das construções feitas nos casos da demonstração da Proposi
ção 4.17. 

Caso 2: G ~ F2, Pela Proposição 4.3, temos que -y(F2) = r 13º1 = 4 = ln, 
Caso 3: G ~ F3 • Seja S um conjunto dominante de G. Suponha, por absurdo, que 

ISI < ~n = 4. Seja u um vértice de G, e sejam A e B subconjuntos de V corno ilustrados 
na Figura 4.15 (b). Seu E S então ternos que pelo menos um vértice de B pertence a 
S; e dos seis vértices do conjunto A pelo menos dois estão em S. Portanto, temos que 
ISI ~ 4, o que contraria a hipótese. Agora, se u (/. S, então u é dominado por um dos 
vértices de B, ou por algum vértice de A. A primeira opção contraria a hipótese, pois 
teríamos IA n SI ~ 2 e IB n SI ~ 2 e com isso ISI ~ 4. Então ué dominado por um 
vértice de A. Neste caso, ternos que IBnSj = 1 e jAnSj 2:: 3, o que contraria a hipótese. 
Logo, temos que ISI ~ 4. Como a Figura 4.14 exibe um conjunto dominante em F3 com 
4 vértices (em branco) e ISI 2:: 4, segue que -y(G) = 4 = ~n. 

Caso 3: G ~ F4 . Sejam u e v vértices de G, e A e B subconjuntos de V como 
ilustrados na Figura 4.15 (c). Seja S um conjunto dominante mínimo de G. 

Vamos analisar alguns casos sobre os vértices de S: 

1. Seu, v E S, então temos que os vértices que não estão em A e nem em B 
não estão em S, pois eles já são dominados por u e v; com isso temos que S 
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possui dois vértices de A e dois vértices de B; portanto, segue que ISI = 4. 

2. Se u E S e v ~ S, então temos que S possui dois vértices de A. Se v é 

dominado por um vértice que não pertence a B, então apenas um vértice 

de B pertence a S; com isso, temos que ISI = 4. Agora, se v é dominado 

por um vértice de B, então temos que dois vértices de E pertencem a S; 

portanto, ISI = 4. Logo, neste caso, temos que ISI = 4. 

3. Seu, v ~ S, então os dois vértices de V\ {A U B} pertencem a S. Logo, 

temos que um vértice de A e um vértice de B, também, pertencem a S. 

Portanto, temos que ISI = 4. 

Dessa forma, se G ~ F4 então 'Y( G) = 4 = ~n. 

Caso 5: G ~ F5 . Seja u um vértice de G, e sejam A, B e C subconjuntos de V como 

ilustrados na Figura 4.15 (d). Seja S um conjunto dominante mínimo de G. Então 

temos que IS n A 1 ~ 1, 1 S n B 1 ~ 1 e IS n CI ~ 1. Se estas inequações são satisfeitas com 

igualdade, então u E S. Caso contrário, apenas um dos três conjuntos possui dois de 

seus vértices em S. Portanto, ISI = ,( G) = 4 = ¾n, 
Caso 6: G ~ F6 • Sejam u e v vértices de G como ilustrados na Figura 4.15 (e). 

Seja S um conjunto dominante mínimo de G. Vamos analisar alguns casos sobre os 

vértices de S. Se u, v E S, então G \ { N(u] U N[v]} é uma união de dois caminhos de 

comprimento 3. Claramente cada caminho pode ser dominado por apenas um vértice. 

Portanto, neste caso, temos que ISI = 4. Se u E S e v ~ S, então temos que G \ N[u] é 

um caminho de comprimento 7; e pelo Corolário??, segue que 3 vértices dominam este 

caminho. Portanto, neste caso, temos que ISI = 4. Agora, se u, v ~ S, então o vizinho 

de 1L, digamos deu', e o vizinho de v, digamos de v', ambos de grau 3 em G pertencem 

a S. Além disso, os dois vértices que não são dominados por u' e v' também pertencem 

a S. Portanto, neste caso, ISI = 4. Logo, temos que ,(G) = ~n = 4. D 

Proposição 4.18: Seja G E A eu E V(G). 

(a) Se G ~ F1 e g(u) = 3, então ,(G - u) = ,(G) - 1. 

(b) Se G E (A\ Fi), então,(G - u) = ,(G) - 1. 

A demonstração da Proposição 4.18 é exaustiva em análises de casos e não pos

sui nenhuma técnica interessante. Por este motivo não faremos-a nessa dissertação. 
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Entretanto, usaremos este resultado adiante. 

Lema 4.19: Seja G um grafo conexo com n vértices✓ onde 8( G) 2:: 2/ ,( G) = in 
e G é aresta-minimal respeitando a conexidade, grau mínimo e cardinalidade 
do conjunto dominante mínimo. Se G não possui aresta-de-corte então G E 

(A U G5). 

DEMONSTRAÇÃO: Suponha que o lema é falso. Seja G = (V, E) um contra
exemplo com o menor número de vértices. Denotemos por n o número de vértices 
de G. Seja uv uma aresta de G. Suponha que g(u) 2:: 3 e g(v) 2:: 3. Como G não tem 
aresta-de-corte, então G - uv é conexo e tem grau mínimo pelo menos 2. É evidente que 
,(G-uv) 2:: ,(G). DoTeorema4.9,segueque,(G-uv) :s; in. Logo,épossívelconcluir 
que,( G - uv) = ¾n. O que é um absurdo, pois G é um contra-exemplo aresta-minimal 
respeitando conexidade, grau mínimo e número de dominação. Portanto, temos que 
para toda aresta uv de G segue que g(u) = 2 ou g(v) = 2. 

Se G é isomorfo ao grafo F2 ou ao C5 então não temos o que provar. Dessa forma, 
consideremos que G não é isomorfo ao grafo F2 e nem ao C5 . Suponha que G é um 
circuito de comprimento n. Fazendo uma verificação exaustiva podemos constatar que 
n ~ 10. Como G não é isomorfo ao grafo F2, então temos que n ~ 11. Da Proposição 4.3, 
segue que ,( G) :s; f ½n l O que é um absurdo, pois Í ½n l < ¾n para todo n ~ 11 e 
sabemos que ,(G) = ¾n. Portanto, podemos considerar que G não é um circuito. Isto 
é, existe pelo menos um vértice de G que possui grau pelo menos 3. 

Suponha que existe um tal caminho P = ( v1 , v2 , • · • , vk), formado apenas por vérti
ces de grau 2 em G, onde k 2:: 3. Denotemos por u o vizinho de v1 diferente de v2, e por 
w o vizinho de vk diferente de Vk-l· Analisaremos os seguintes casos quanto ao compri
mento do caminho P: (a) k ~ 5; (b) k = 4 e (c) k = 3. Em todos os casos conseguiremos 
implicações que levam a contradições. Daí concluiremos que k :s; 2. 

Caso 1: k :s; 5. Suponha que u = w. A Figura 4.16 ilustra o caso que estamos 
estudando. Como G não possui aresta-de-corte, então temos que g(u) ~ 4. Considere o 
grafo G' = G-P. Do grau deu em G, temos que ô(G') ~ 2. Além disso, é fácil ver que G 
é conexo e é aresta-minimal em consideração a conexidade, grau mínimo e número de 
dominação; caso contrário teríamos urna contradição na escolha de G. Se ,( G') < ~n 
implicaria que ,( G) < in, o que é um absurdo. Logo, temos que 1 ( G') ~ ¾n. Do 
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Figura 4.16: Ilustração do caso (1) quando u = w. 

Teorema 4.9, segue que ,(G') ~ ~n. Daí concluímos que ry(G') = ~n. O que contraria a 
escolha de G. Portanto, temos que u #- w. 

Suponha que uw E E. Como G não possui aresta-de-corte, então temos que g(u) 2: 
4. Seja G' = G - v3 - v4 - v5 + v2w. Denotemos por n' o número de vértices de G'. É fácil 
verificar que 8( G') 2: 2 e G' é conexo e aresta-minimal. Suponha que,( G') < in-1. Seja 
D' um conjunto dominante mínimo de G'. Como D' U {v4 } é um conjunto dominante 
de G, então temos que ,( G) < ¾n. O que é um absurdo, pois ,( G) = ~n. Portanto, 
temos que ,(G') 2: ¾n - 1 = ¾n' + ½· Do Teorema 4.9 segue que G' E 'B. Com G é 
aresta-minimal e n é um número divisível por 5, então G' só pode ser isomorfo ao H1, 
ou H6 . Se G' for isomorfo ao H1, então G é isomorfo ao F2 . Se G' for isomorfo ao H6, 

então G é isomorfo ao F3 • Com isso finalizamos as análises para este caso. 

Agora, consideremos que uw f/. E. Seja G' = G - P + uw. Novamente, temos 
que G' é conexo, 8( G') ~ 2 e G' é aresta-minimal em consideração a conexidade, grau 
mínimo e número de dominação. Suponha que ,(G') < ¾(n - 5). Seja D' um conjunto 
dominante mínimo de G'. Suponha, sem perda de generalidade, que u E D'. Então 
D' U { v3 , v5 } é um conjunto dominante de G, e possui cardinalidade ID'I + 2. Daí temos 
que ,y(G) < Hn - 5) + 2 = in. O que é um absurdo, pois ,(G) = in. Portanto, 
consideremos que u ~ D'. Então D' U {v2 ,v4 } é um conjunto dominante de G. O que 
é um absurdo, pois 1 ( G) = in. Portanto, temos que ,( G') = ¾n. O que é um absurdo, 
pois contraria a escolha de G como contra-exemplo com menor número de vértices. 
Portanto, este caso não é possível. 

Caso 2: k = 4. Considere G' = G - P. Denotemos por n' o número de vértices de G'. 
Seu#- w, então das análises feitas no caso (1) podemos supor que g(u) ~ 3 e g(v) ~ 3. 
Sabemos que não existem arestas entre vértices de grau pelo menos 3. Logo, temos 
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que uv f/: E. Daí podemos concluir que g(u) 2'. 4 e g(v) 2'. 4. Como G não tem aresta
de-corte então temos que G' é conexo. Do grau deu e vem G, temos que c5(G') ~ 2. 
Agora, seu= w, então como G não tem aresta-de-corte, segue que g( u) ~ 4 e 8( G') ~ 2. 

Portanto, temos que G' é conexo e o( G') ~ 2 em ambos os casos. Se ,( G') < ¾n - 2, 
então ,( G) < ¾n o que é um absurdo. Logo, temos que ,( G') ~ ¾n - 1 = ¾n' + ¾
Pelo Teorema 4.9, segue que G' E '.B. Se n' = 4 ou n' = 7, então temos que n não é 

um múltiplo de 5. O que é um absurdo pois ,( G) é um número inteiro e o ,( G) = in. 
Portanto, segue que o caso (2) não ocorre. 

Caso 3: k = 3. Suponha que u i= w. Seja G' = G- P. Denotemos por n' o número de 
vértices de G'. Temos que G' é conexo, o(G') ~ 2 e é aresta-minimal em consideração 
ao grau mínimo, conexidade e número de dominação. É evidente que 

,(G') = ,(G) - 1 = ~(n' + 3) - 1 = ~n' + ~-
5 5 5 

Do Teorema 4.9 segue que G' E '.B. Se n' = 4, então n = 7 o que é um absurdo. Logo, 
temos que n' = 7. Se ai é isomorfo ao H 1, então G é um dos grafos ilustrados na 

(a) (b) (e) 

Figura 4.17: Ilustração do caso (3). Os vértices em branco formam um conjunto domi
nante mínimo nos respectivos grafos. 

Figura 4.17. Se G é o grafo da Figura 4.17 (a), então G não é aresta-minimal, o que é 

um absurdo. Se G é o grafo da Figura 4.17 (b), então ,(G) < ¾n. Então G é o grafo 
da Figura 4.17 (e) que é isomorfo ao grafo F6 . Agora, se G' é isomorfo ao H6 , então G 
é um dos grafos ilustrados na Figura 4.18. Se G é um dos grafos das Figuras 4.18 (a)
(c), então G não é aresta-minimal, o que é um absurdo; e se G é um dos grafos das 
Figuras 4.18 (d)-(g), então -y(G) < in, 

Dessa forma, consideremos que u = w. Seja G' = G - P. Denotemos por n' o 
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<x:>:=Jv, ~r ~r Vz V2 Vz 

V3 V3 V3 

(a) (b) (e) 

<xLT' Vz 

V3 

(d) 

~v, ~v, ~VI Vz Vz Vz 

V3 V3 V3 

(e) (f) (g) 

Figura 4.18: Ilustração do caso (3) quando u f= w. Os vértices em branco formam um 

conjunto dominante mínimo nos respectivos grafos. 

número de vértices de G'. É fácil ver que G' é conexo, c5(G') ~ 2 (pois g(u) ~ 4) e G' é 

aresta-minimal em consideração ao grau mínimo, conexidade e número de dominação 

de G'. Além disso, temos que ,(G') = ,(G) - 1 = ~n' +½-Logo, do Teorema 4.9 segue 

que G' E '.B. Se n' = 4 então chegamos em uma contradição, pois n é um múltiplo de 

5. Se G' for isomorfo ao grafo H1, então temos que G é isomorfo ao grafo F3• Se G' for 

isomorfo ao grafo H6, então temos que G é um dos grafos da Figura 4.19. Se G é o grafo 
da Figura 4.19 (a), então G é isomorfo ao grafo F4• Se G é o grafo da Figura 4.19 (b), 

então G não é aresta-minimal, o que é um absurdo; e se G é o grafo da Figura 4.19 (c), 
então G é isomorfo ao grafo F5• 

Caso (4): k :s; 2. A Figura 4.20 ilustra como é o grafo G neste caso. Sejam A = { v E 

V: g(v) ~ 3}, e B = V\A. Denotemos por a= IAI e b = IBI. Note que A é um conjunto 
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(a) (b) (e) 

Figura 4.19: Ilustração do caso (c) quando u = w. Os vértices em branco formam um 
conjunto dominante mínimo nos respectivos grafos. 

B 

A 

Figura 4.20: Ilustração do caso (4). 

dominante de G. Suponha que 3a < 2b. Como b = n - a, então temos que 

2 
a < -(n - e) 

3 
2 2 

a+-a 
3 

< -n 
3 

5 2 
-a 
3 < -n 

3 
5c < 2n 

2 
e < -n 5 . 

O que é um absurdo pois ,( G) = ln. Portanto, temos que a = ~n. Daí segue que 
toda aresta de G incide em um vértice de grau 3 e outro de grau 2. Suponha que 
existem vértices, digamos u e v, em G tais que IN(u) n N(v)I ~ 2. Se n = 5, então 
IN(u) nN(v)I = 3 e G é isomorfo ao grafo F1. Se n = 10, então temos que G é um K4,6; e 
com isso temos que,( G) = 3, o que é um absurdo pois,( G) = ~n. Logo, consideremos 
que n ~ 15 e IN(u) n N(v)I = 2. Sejam w e z vizinhos deu e v, respectivamente, 
tais que w =f z. Sejam x o vizinho de w diferente de u, e y o vizinho de z diferente 
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de v. Um dos grafos ilustrados na Figura 4.21 como subgrafo em G. Em ambos os 

w z w z 

u V X u V X y 

(a) (b) 

Figura 4.21: Ilustração do caso (4) quando IN(u) n N(v)I = 2. 

casos é evidente que podemos construir um conjunto dominante menor do que ln. Os 

vértices destacados em branco exibem uma escolha que podemos fazer para que isto 

seja possível. O que é um absurdo, pois ,( G) = ln. Portanto, segue que para todo 

par u e v de vértices em A, IN(u) n N(v)I :::; 1. Como G é conexo, então existe pelo 
menos um par de vértices de A que possuem um vizinho em B. Chamemos de u e v 

tais vértices. Seja w o vizinho em comum deu e v. Seja D = (A\ { u, v}) U { w }. Temos 

que IDI = IAI -1. Além disso, temos que D é um conjunto dominante de G, pois todos 
os vértices de B, exceto w, são dominados pelos vértices de A \ { u, v}, e os vértices u 

e v são dominados por w. Com isso podemos concluir que 1 ( G) :::; IDI; o que é um 

absurdo pois ,( G) = in. Das análises feitas, chegamos a conclusão de que este caso 

não ocorre. 

Das análises feitas levando em consideração o tamanho da caminho P, concluímos 
que não existem caminhos em G compostos por vértices de grau 2. O que é um ab
surdo, pois também não existem arestas entre vértices de grau pelo menos 3. Portanto, 
não existe um contra-exemplo para o teorema. O que finaliza nossa demonstração. D 

Caracterizamos, até aqui, os grafos que não possuem aresta-de-corte e atendem 

com igualdade o Teorema 4.9. O próximo teorema tem como objetivo caracterizar uma 
família de grafos que possuam aresta-de-corte e atendem com igualdade ao limitante. 
Para tanto, faremos da seguinte forma: definiremos uma fámilia de grafos conexos 1'., 

onde cada grafo possui grau mínimo pelo menos 2, número de dominação no máximo 
2/5 da ordem do grafo, e é aresta-minimal em consideração a conexidade, grau mínimo 
e número de dominação; em seguida, demonstraremos que se um grafo atende todas 
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estas restrições e possui aresta-de-corte então o mesmo pertence a esta família. Com 
isso concluiremos que se G é um grafo com n vértices, e ,( G) = ln, e G é aresta
minimal respeitando conexidade, grau mínimo e número de dominação, então G E 

'.J* U A. 

Denotemos por unidade os grafos exibidos na Figura 4.22. Os grafos isomorfos aos 
grafos exibidos nas Figuras 4.22 (a) e (b) serão chamados de unidades do tipo 1 e unida
des do tipo 2, respectivamente. Uma constatação inicial quanto aos tipos de unidades 
é que ambos necessitam de exatamente dois vértices para serem dominadas. A de
monstração dessa constatação é trivial, pois basta verificar que não é possível dominar 
nenhuma das unidades com somente um vértice. 

o 
(b) 

Figura 4.22: (a) Unidade do tipo 1 e (b) unidade do tipo 2. Os vértices em branco 
constituem um conjunto dominante mínimo de suas respectivas unidades. 

Considere uma coleção, denotada por T, de todos os grafos G construídos com 
p cópias do grafo T1, q cópias do grafo T2 , onde p, q E N, chamadas de unidades de 
G, e um conjunto de arestas J com as seguintes propriedades (a Figura 4.23 ilustra um 
grafo construído dessa forma): 

(1) cada aresta de J é uma ponte em G, e 

(2) se uv E J então u e v satisfazem urna das duas restrições: 

(a) é um vértice pendente em urna unidade do tipo 1, ou 

(b) é um vértice de uma unidade do tipo 2, tal que, nenhum de seus 
vizinhos na mesma unidade é extremo de uma aresta de J. 
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Os extremos de uma aresta de J são chamados de vértices de contato. Um vértice 

de G é chamado de externo se satisfaz as restrições 2a ou 2b. Os vértices que não são 

vértices de contato e nem vértices externos são chamados de vértices internos. 

,, 

o ,, ,, ,, 

____ ....... -----

Figura 4.23: Um grafo da Família T As arestas pontilhadas são arestas de J e os vérti

ces brancos são vértices externos. 

Considere a família de grafos 1',. = {G E 1' : G é conexo e ó(G) ~ 2}. Antes de 

demonstrarmos que todo grafo (que possui aresta-de-corte) que atende o limintante, 

com igualdade, estabelecido pelo Teorema 4.9 pertence à essa família de grafos, es

tudaremos algumas propriedades dos grafos de 1',. que serão de grande valia mais a 

diante. 

Lema 4.20 (MCCUAIG E SHEPHERD [1989]) 

Seja G E 1',. um grafo com n vértices. Então,( G) = in. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja G E 1',. um grafo com n vértices. Primeiramente, vamos 

demonstrar que ,( G) ~ ~n. Ternos que G é união de unidades do tipo 1 e unidades 
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de tipo 2. É fácil verificar que cada unidade de G pode ser dominada com pelo menos 
2 vértices. Dessa forma, segue que existe um conjunto dominante com no máximo ¾n 
vértices. Agora, vamos demonstrar que ,( G) ~ ¾n. Seja S um conjunto dominante 
mínimo de G. Seja C1 uma unidade do tipo 1 de G. É imediato que pelo menos dois 
vértices de C1 pertencem a S. Seja C2 uma unidade do tipo 2 de G. Pela construção de 
G, temos que no máximo dois vértices de C2 pode ter vizinhos em outras componentes; 
e tais vértices não podem ser vizinhos em C2. Independentemente, se estes vértices 
são dominados por vértices de outras unidades de G, precisamos de pelo menos dois 
vértices para dominar a unidade C2 • Portanto, temos que as unidades do tipo 2 de G 
são dominadas por pelo menos dois vértices de S. Logo, temos que ,( G) ~ ¾n, Das 
duas inequações, segue que ,( G) = ¾n, O 

Lema 4.21 (MCCUAIG E SHEPHERD [19891) 
Seja G E :r. eu um vértice de G, então G tem um conjunto dominante mínimo 
que contém u. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja G E :r. e u um vértice de G. Considere S um conjunto 
dominante mínimo de G eu um vértice de G. Vamos mostrar que seu (j. S, então 
podemos construir um conjunto dominante mínimo que contém u. Seja U a unidade 
que contém u. Vamos analisar dois casos. 

O primeiro caso que vamos analisar é quando U é uma unidade do tipo 1. Seja v 
um vértice de U tal que se u é o vértice de grau 1 em U então v é o vértice de U que está 
à distância 3 de u em U; se u tem grau 3 em U então v é um vértice de grau 2 em U; se 
u tem grau 2 em U então v é o vértice de grau 3 em U. Pela escolha de v temos que u e 
v dominam U. Logo, (S \ V(U)) U {u, v} é um conjunto dominante mínimo de G que 
contém ·u. 

Agora, vamos analisar o caso em que U é urna unidade do tipo 2. Seja v um vértice 
que não é vizinho deu em U. Então todo vértice de U diferente deu e v é vizinho deu 
ou de v. Portanto, temos que u e v dominam U. Logo, (S\ V(U)) U { u , v} é um conjunto 
dominante mínimo de G que contém u. □ 

Da demonstração do Lema 4.21 podemos enunciar o seguinte corolário. 
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Corolário 4.22: Seja G uma unidade do tipo 1 ou uma unidade do tipo 2 e u 

um vértice de G, então existe um vértice v de G tal que { u, v} é um conjunto 

dominante mínimo de G. 

Fazendo uso do Colorário 4.22 é possível extender o resultado do Lema 4.21, no 

sentido que dado um conjunto de vértices de unidades distintas é possível determinar 

um conjunto dominante mínimo que os contém. 

Lema 4.23 (MCCUAIG E SHEPHERD [1989]) 

Seja G E '.f .. e D um conjunto de vértices de umdades distintas de G. Então 

existe um conjunto dominante mínimo que contém D. 

DEMONSTRAÇÃO: Sejam u1 , u2 , · · · , Uk os vértices de D. Pelo Corolário 4.22 temos 

que para cada vértice ui, onde 1 ::; i ::; k, existe um vértice vi da mesma unidade de Ui, 

digamos Ui, tal que {ui, vi} dominam Ui. Portanto, D U { v1 , v2 , • • • , vk} é um conjunto 

dominante mínimo. D 

Proposição 4.24: Seja G um grafo eu, v vértices distintos de G. Temos que 

(a) se G é uma unidade do tipo 1, então -y( G \ { u, v}) = 1; 

(b) se G é uma unidade do tipo 2 e uv E E( G), então -y( G \ { u, v}) = 1. 

DEMONSTRAÇÃO: Como G \ { u, v} é um P3, temos que,( G \ { u, v}) = 1. D 

Lema 4.25 (MCCUAIG E SHEPHERD [1989]) 

Seja G e G' dois grafos disjuntos de '.f .. UA, com n em vértices respectivamente. 

Sejam u um vértice de G e v um vértice de G'. Se a+ = ( G U G') + uv é aresta

mimmal respeitando conexidade, grau mínimo e número de dominação de 2/5 

da ordem do grafo então G, G' E '.f. eu e v são vértices externos em G e G', 

respectivamente. 

DEMONSTRAÇÃO: Suponha que G e G' são grafos de '.f. e suponha, sem perda 

de generalidade, que u é um vértice interno. Seja Uu a unidade de G que contém u, 
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e seja u' o vértice de contato desta unidade; se Uu é urna unidade do tipo 2, então 
escolhemos u' sendo um vértice de contato vizinho de u. Seja u" o vértice vizinho de 
u' em outra unidade diferente de Uu, Pelo Lema 4.21 sabemos que existe um conjunto 
dominante mínimo, digamos Sv, de G' que contém v e existe um conjunto dominante 
mínimo, digamos Su, de G \ Uu que contém u". Da Proposição 4.24 temos que existe 
um vértice, digamos w, que domina Uu \ { u, u'}. Então temos que Sv U Su U { w} é um 
conjunto dominante mínimo de a+ e ISv u Su u {w}I < ~(n + m). Portanto, a+ não é 
aresta-minimal. Daí concluímos que se G e G' são grafos de '.J',. então u e v são vértices 
externos. 

Suponha que G' E {F2 , • · · , F6 }. É fácil ver que existe um conjunto dominante 
mínimo, digamos Sv, de ordem 3 que domina G' \ { v }. Como G possui um conjunto 
dominante mínimo que contém u, digamos Su, segue que Su U Sv é um conjunto domi
nante de a+ e ISu U Svl < ~(n + m). Portanto, a+ não é aresta-min.imal. Logo, temos 
que G r/: { F2, .. · , FG}. 

Agora, suponha que G' ~ F1 e g0 + ( v) = 4. Seja v' um vizinho de v. Seja Su 
um conjunto dominante mínimo de G que contém u. Logo, Su U { v'} é um conjunto 
dominante de a+ e ISu U {v'}I < ~(n + m) . Portanto, a+ não é aresta-minimal. 

Para finalizarmos, suponha que G' ~ F1 e g0 + ( v) = 3. Então, como pode ser visto 
na Figura 4.24, ternos que a+ não é aresta-minimal. 

G G' 

Figura 4.24: a+ - vv' é conexo e possui grau mínimo 2. 

Logo, G e G' são grafos de '.J',. e u e v são vértices externos. 

Lema 4.26: Seja G um grafo conexo com n vértices, onde ó(G) 2:: 2, ,(G) = ~n 
e G é aresta-minimal respeitando a conexidade, grau mínimo e cardinalidade 
do conjunto dominante mínimo. Se G possui aresta-de-corte então G E '.J',.. 

D 



48 4.3. Caracterizações de grafos baseados em limites superiores 

A demonstração do Lema 4.26 pode ser obtida com uma análise exaustíva de casos. 
Por este motivo, preferimos não adicionar tal demonstração. 

Fazendo uso dos Lemas 4.19 e 4.26 podemos enunciar o seguinte teorema. 

Teorema 4.27: Seja G um grafo conexo com n vértices. Se ó ( G) ~ 2, 'Y( G) = f n 
e G é aresta-minimal respeitando a conexidade, grau mínimo e número de do
minação, então G E A U :f' •. 

DEMONSTRAÇÃO: A prova é direta se fizermos o uso dos Lema 4.19 e 4.26. D 



Complexidade computacional e 
algoritmos 

CAPÍTULO 5 

Nos capítulos anteriores, procuramos analisar o problema de conjuntos dominan
tes sob o ponto de vista estrutural, ou com objetivo de determinar limites para o nú
mero de dominação, com base em alguma propriedade do grafo. Neste capítulo, pre
tendemos mudar o foco ligeramente. Na Seção 5.1 vamos verificar a complexidade 
computacional do seguinte problema de decisão: existe um conjunto dominante de 
um dado grafo G cuja cardinalidade é k? Verificaremos que este é um problema NP
completo, o que nos remente a seguinte pergunta: existem casos especiais do problema 
que podemos resolver mais facilmente? A resposta é sim, e exibiremos dois casos es
peciais nas Seções 5.2 e 5.3 que possuem algoritmos lineares (na soma do número de 
vértices e arestas do grafo) para resolvê-los. Na Seção 5.2 exibiremos o caso quando o 
grafo é um disco triangulado, isto é, um grafo planar onde todas as faces são triângulos. 
Na Seção 5.3 trataremos o caso quando o grafo em questão é uma árvore. 

5.1 Problema geral 

Considere a seguinte versão de decisão do problema do conjunto dominante mí
nimo (veja GAREY E JOHNSON [1990]) 

Problema CONJUNTO DOMINANTE (G, k): Dado um grafo G = (V, E) e um inteiro k, 
determinar se existe um conjunto dominante S de G tal que ISI s; k. 

49 



50 5.1. Problema geral 

David Johnson foi o primeiro a provar o seguinte teorema conforme HAYNES, HE

DETNIEMI E SLATER [1998]. No entanto, a prova que apresentaremos é baseada na 

prova feita por HAYNES, HEDETNIEMI E SLATER [1998]. 

Teorema 5.1 (J0HNS0N, não publicado) 
0 problema CONJUNTO DOMINANTE é NP-completo. 

DEMONSTRAÇÃO: Para provarmos este teorema, vamos (i) demonstrar que o pro

blema CONJUNTO DOMINANTE E N P, e em seguida (ii) construir uma redução do 

3-SAT para este problema. 

Para demonstrarmos (i), considere uma instância do problema C0NJUNT0D0MI

NANTE cuja resposta é sim. Então temos um grafo G = (V, E), um inteiro k e um 
certificado que é um conjunto S e V. Claramente, dá para testar em tempo polinomial 

se ISI ~ k e se para cada vértice u de V\ S existe pelo menos um vizinho deu em S. 

Vamos demonstrar (ii) considerando a seguinte instância do problema 3-SAT: Seja 

U = {u1,u2, ... ,un} um conjunto de variáveis e e = {C1, C2 , ... , Cm} um conjunto de 

cláusulas, onde cada cláusula Ci = (wi, w~, wü é composta por três variáveis distintas 

e wj = u1 ou wj = u1 para algum l. O objetivo é decidir se existe uma atribuição de valor 

verdadeiro ou falso para as variáveis de U tal que cada cláusula de e seja verdadeira. 

Dada essa instância do 3-SAT vamos construir uma instância (G, k) do problema 
CONJUNTO DOMINANTE, onde G é um grafo e k é um inteiro. Considere G = (V, E), 
onde 

e 
n 

E= LJ{uiui, uivi, uivi} LJ {w{Cj, w~Cj, w~Cj}-
i=l CjEC 

Ou seja, para cada variável ui existe em G um triângulo formado pelos vértices ui, u; e 

Vi, e para cada cláusula Ci existem arestas do vértice correspondente Ci para os vértices 
correspondentes aos termos de Ci. Na Figura 5.1 apresentamos um exemplo dessa 
construção. 

Tome k = n. Afirmamos que existe uma atribuição que satisfaz todas as cláusulas 

de e se e somente se o grafo G tem um conjunto dominante S tal que ISI ~ k. 
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Figura 5.1: Neste exemplo exibimos um grafo G construído a partir do con
junto de variáveis U = { u1, u2, u3 , u4 , u5} e do conjunto de cláusulas composto por 
C1 = (u1,u2,u3),C2 = (u1,u4,us),C3 = (u2,u3,u,i) e C4 = (u3,u4,u5). Os vértices em 
branco correspondem às variáveis (positivas ou negadas) que receberam o valor verda
deiro. Essa atribuição satisfaz todas as cláusulas. 

Suponha que exista uma atribuição que satisfaça todas as cláusulas de e. Seja S 
um subconjunto de V tal que u E S se a variável correspondente a u recebem o valor 
verdadeiro. Vamos mostrar que Sé um conjunto dominante. Para toda variável ui temos 
que ou ui E S, ou ui E S. Então claramente, o triângulo formado pelos vértices ui, ui 
e vi é dominado por S. Como todas as cláusulas são satisfeitas, segue que todo vértice 
Ci é adjacente a pelo menos um vértice que corresponde à alguma variável cujo valor 
é verdadeiro, e portanto tal vértice pertence a S. Logo, todo vértice Citem pelo menos 
um vizinho em S. Portanto, Sé um conjunto dominante. Além disso, ISI ~ k. 

Reciprocamente, seja S um conjunto dominante de G tal que !SI ~ k. Vamos mos
trar que existe uma atribuição que satisfaz todas as cláusulas de e. Como S é um 
conjunto dominante, então todo vértice Vi de G ou está em S ou possui um vizinho 
em S. Logo, todo triângulo de G precisa ter pelo menos um vértice em S, e como há 
k triângulos disjuntos, segue que, ISI ~ k. Como ISI ~ k, concluímos que ISI = k e 
S consiste de exatamente um vértice de cada triângulo. Como S é um conjunto domi
nante, segue que todos os vértices correspondentes às cláusulas possuem pelo menos 
um vizinho em S. 

Vamos construir uma atribuição para as variáveis de U, que satisfaz todas as cláu
sulas de e, da seguinte maneira: para cada variável cujo vértice correspondente per
tence a S atribua o valor verdadeiro, e para o restante das variáveis atribua o valor falso. 
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Como todo vértice correspondente a uma cláusula possui pelo menos um vizinho em 

S, por construção temos que toda cláusula de e possui uma variável com valor verda

deiro. 

Para finalizar a prova é preciso demonstrar que a construção do grafo G a partir 

da instância do 3-SAT pode ser feita em tempo polinomial. O tamanho da instância do 

3-SAT é O(m + n), e o grafo G tem 3n + m vértices e 3m + 3n arestas, e sua construção 

é simples. Logo, a construção de G pode ser feita em tempo polinomial no tamanho da 

instância do 3-SAT. D 

Sabe-se que o problema CONJUNTODOMINANTE continua NP-completo para gra

fos planares com grau máximo 3, e grafos planares 4-regulares (veja HAYNES, HEDET

NIEMI E SLATER [1998]). 

5.2 Discos triangulados 

Nesta seção estudaremos um caso especial de grafos planares para o qual exibire

mos um algoritmo linear obtido por MATHESON E TARJAN [1996]. Nosso objetivo é 

estudar o problema de determinar um conjunto dominante de um disco triangulado. 

Iniciaremos com uma breve introdução de conceitos que vamos utilizar ao longo da 

seção. Um grafo planar é um grafo G = (V, E) que pode ser desenhado no plano (IR2) e 

possui as seguintes propriedades: 

(b) toda aresta é um arco entre dois vértices; 

( c) uma aresta não contém nenhum vértice ou outra aresta em seu interior, 

com exceção de seus extremos. 

O conjunto IR\ G é um conjunto aberto e suas regiões são chamadas de faces de G. 

É fácil ver que IR \ G possui apenas uma região ilimitada; essa chamaremos de face 

externa e as outras chamaremos de faces internas. A fronteira de uma face f é o conjunto 

X de todos os pontos x E IR2
, tal que toda vizinhança de x encontra ambos f e IR2 \ f. 

Denotamos por borda de G a fronteira, isto é, as arestas de G e vértices que unidos 
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separam a face externa das faces internas. Dizemos que uma face é um triângulo se sua 
fronteira corresponde a um circuito de G com 3 vértices. 

Seja G um grafo com n vértices. Dizemos que G é um disco triangulado se G é 
um grafo planar onde todas as faces de G são triângulos exceto a face externa. A Fi
gura 5.2 (a) ilustra um disco triangulado. Urna numeração externa dos vértices de G é 
uma numeração dos vértice de l a n, tal que para todo i, onde 3 :::; i :::; n, o subgrafo de 
G induzido pelos vértices de 1 a i é um disco triangulado e todo vértice numerado com 
valor maior do que i está fora do disco. MATHESON E TARJAN (1996] provaram que 
todo disco triangulado G possui uma numeração externa dos vértices. A Figura 5.2 (b) 
ilustra uma numeração externa dos vértices de um disco triangulado. Os autores apre
sentaram urna prova construtiva deste fato, da qual é possível extrair um algoritmo 
linear que, dado um disco triangulado e uma face do mesmo, determina uma numera
ção externa dos vértices. 

(a) 

8 

11 
(b) 

9 

Figura 5.2: (a) Exemplo de disco triangulado; (b) Uma numeração externa dos vértices 
do disco triangulado (a). 

Proposição 5.2: Sejam G um disco triangulado imerso no plano eu um vértice 
da borda de G. Se apenas dois dos vizinhos deu pertencem à borda de G, então 
G - u é um disco triangulado. 
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DEMONSTRAÇÃO: Seja G um disco triangulado imerso no plano. Seja u um vértice 
da borda de G tal que apenas dois dos vizinhos deu pertencem à borda de G. 

Sejam x1, x2 , • • • , xk, os vizinhos deu ordenados em sentido horário. Como G é 

um disco triangulado, segue que o circuito ( u, Xi , xi+1, u), onde i E {1, 2, · · · , k - 1 }, é 
uma face de G. Daí temos que pelo menos duas faces de G incidem em cada um dos 
vértices x2 , x3 , • • • , Xk-l · É fácil ver que se somente duas faces incidem em Xi, onde 
i E {2, 3, • • • , k - 1}, então xi pertence à borda de G. 

Seja G' = G - u. Suponha, por absurdo, que G' não é um disco triangulado. Seja 
f uma face de G' que não é um triângulo. Temos que f é uma face interna de G, pois 
ao construirmos G' não alteramos nenhuma face interna de G exceto aquelas faces que 
incidiam em u e que foram retiradas. Portanto, se f não é um triângulo em G', então J 
não é um triângulo em G. O que é um absurdo pois G é um disco triangulado. 

Portanto, segue que se G é um disco triangulado imerso no plano e u é um vértice 
da borda de G, onde apenas dois de seus vizinhos pertencem a borda de G, então G - u 
é um disco triangulado. D 

Proposição 5.3: Seja G um disco triangulado imerso no plano, com pelo me
nos quatro vértices. Então existe um vértice una borda de G tal que G - u é um 
disco triangulado. 

DEMONSTRAÇÃO: Pela Proposição 5.2, segue que se existe um vértice, digamos u, 

na borda de G, tal que apenas dois vizinhos deu pertencem à borda de G, então G - u 
é um disco triangulado. E dessa forma, não teríamos mais nada a provar. 

Suponha, por absurdo, que para todo vértice u da borda de G, temos que u possui 
pelo menos três vizinhos na borda de G. Denotemos por Y!, y~, • • • , yt< u), os vizinhos de 
u que pertencem à borda de G. Denotemos por L~ e R~1para todo i E {1, 2, • • • , k(u)}, 
onde L~ é o subgrafo de G que contém os vértices u e y~ e todos os demais vértices que 
estão a esquerda da aresta uy~; e R~ é o subgrafo de G que contém os vértices u e y~ e 
todos vértices que estão a direita da aresta uy~. A Figura 5.3 ilustra essa construção. 

Seja u• um vértice da borda de G tal que IV(L~. )I ou JV(R~. )I é mínimo, onde 
1 :::;; i,j :::;; k(u•). Suponha, sem perda de generalidade, que JV(L~.)I é mínimo, onde 
l E {1, 2, · · · , k( u•)}. É evidente que L~. é um disco triangulado, caso contrário G não 
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u 

Figura 5.3: Ilustração da construção de L~ e R~. 

seria. Dessa forma, temos que IL~. j 2'. 3 e que todo vértice, com exceção deu* e y~., 
da borda de L~. possui exatamente dois vizinhos na borda de G. Portanto, ternos que 
existe pelo menos um vértice da borda de L~. que possui somente dois vizinhos na 
borda de L~ •. Entretanto, tal vértice também pertence à borda de G, o que contraria a 
hipótese de que todo vértice da borda de G tem pelo menos três vizinhos na borda. 

Portanto, se G é um disco triangulado com pelo menos quatro vértices, então existe 
um vértice u da borda de G tal que G - u é um disco triangulado. O 

Lema 5.4: Seja G um disco triangulado imerso no plano com n vértices. Então 
existe uma numeração externa dos vértices de G. 

DEMONSTRAÇÃO: Faremos urna prova por indução em n. 

Se n = 3 é imediato que qualquer numeração dos vértices de G é uma numeração 
externa. 

Seja G um disco triangulado imerso no plano com n vértices, onde n 2'. 3. Pela 
Proposição 5.3, segue que existe um vértice u na borda de G tal que G - u é um 
disco triangulado. Pela hipótese de indução temos que G - u possui uma numeração 
externa de seus vértices. Considere uma numeração externa dos vértices de G - u. 
Resta numerarmos o vértice u. Como os outros vértices foram numerados de 1 a n - 1, 
podemos numerar, sem receio de criar algum conflito, o vértice u com n. Do fato de 
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que G é um disco triangulado imerso no plano, e que G - u é um disco triangulado, 

segue que todos os vizinhos de u pertencem à borda de G - u. Logo, temos que para 

todo i, onde i = 1, 2, • • • , n - 1, o subgrafo de G induzido pelos vértices numerados de 

1 a i é um disco triangulado e u está fora dele. 

Portanto, a numeração exibida é uma numeração externa dos vértices de G. □ 

MATHESON E TARJAN [1996] provaram que se G é um disco triangulado com n 

vértices, então os vértices de G podem ser particionados em três conjuntos, cada um 

dos quais é um conjunto dominante de G. Deste resultado, segue que -y( G) ~ ½n. A 

Figura 5.4 ilustra um disco triangulado e uma 3-partição de seus vértices, onde cada 

conjunto da partição é formado pelos vértices com um mesmo rótulo. 

A 

A 
e 

A 

Figura 5.4: Um disco triangulado com os vértices particionados em três conjuntos do

minantes; cada um deles é formado pelos vértices com um mesmo rótulo. 

A prova exibida no artigo é construtiva e dela podemos extrair um algoritmo que, 

dado um disco triangulado G com n vértices, rotula os vértices de G com rótulos A, B e 

C de tal forma que os vértices com um mesmo rótulo formam um conjunto dominante 

de G. Descreveremos a seguir um tal algoritmo. 
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Algoritmo CDD( G) 

Entrada: Um disco triangulado G imerso no plano com n vértices, onde n ? 4. 

Saída: Uma rotulação dos vértices de G, onde os vértices com um 
mesmo rótulo formam um conjunto dominante de G. 

1 Considere uma numeração externa de G. Sejam v1, v2 , • • · , Vn 

os vértices de G, onde vi é o vértice cuja numeração externa é 
i. 

2 rótulo(vi) - A, rótulo(v2) - B, rótulo(v3 ) - C. 

3 para i - 4 até n faça 

4 Sejam x 1 , x2 , • · · , Xk os vértices da borda de 
G[{v1 ,v2,··· ,Vi-i}], indexados no sentido horário, que 
são vizinhos do vértice vi. 

5 se rótulo(xi) =f rótulo(xk) 

6 então rótulo(vi) +- r E {A, B, C: r =f rótulo(xi) e r =f rótulo(xk)} 

7 senão rótulo(vi) +- r E {A, B, C: r =f rótulo(xi) e r =f rótulo{x2)} 
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PROVA DA CORREÇÃO DO ALGORITMO: Para todo i E {1, 2, · · · ,n}, denotemos 
por Gi o subgrafo de G induzido pelos vértices v1 , v2 , · · · , Vi· A cada passagem pela 
linha 3, imediatamente antes da comparação de ·i com n, temos os seguintes invarian
tes: 

(a) os vértices já rotulados definem três conjuntos dominantes de Gi_ 1; 

(b) não existem dois vértices consecutivos na borda do disco triangulado Gi-I com 
um mesmo rótulo. 

Da definição de numeração externa, temos que G3 é um disco triangulado; con
sequentemente, temos que G3 é uma face interna de G. Portanto, antes da primeira 
iteração temos que os vértices rotulados definem um conjunto dominante em G3 . Os 
vértices de G3 foram rotulados com rótulos diferentes, dessa forma todo par de vértices 
adjacentes na borda de G3 possuem rótulos diferentes. Portanto, temos que vale (a) e 
(b). 

Suponha que os invariantes valem até a iteração i - 1. Antes da execução da linha 
5 podemos afirmar que 
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• k ~ 2, 

• x1, x2 , • • • , Xk são vértices consecutivos na borda de Gi-1. 

As afirmações (a) e (b) são verdadeiras. Isto segue da numeração externa dos vér
tices e do fato de que Gi-l é um disco triangulado. 

Denotemos por ri-J (A), ri-l (B) e ri-l ( C) os conjuntos de vértices de Gi-1 rotulados 
por A, B e C, respectivamente. 

Suponha que na iteração i acontece a condição da linha 5. Suponha, sem perda de 
generalidade, que o rótulo de x1 é A e o rótulo de Xk é B. Então na linha 6 é atribuído 
a vi o rótulo C. Considere ri(A) = ri_1(A), ri(B) = ri-1(B) e ri(C) = ri-1(C) U {vi}. É 

fácil ver que ri(A) é um conjunto dominante de Gi, da mesma forma ternos que ri(B) 
também é um conjunto dominante de Gi. Se nenhum vizinho de vi da borda de Gi- l 
foi rotulado com C então r i_1(C) não é um conjunto dominante de Gi. No entanto, 
como vi é o único vértice de Gi não dominado pelos vértices de ri- 1(C), então ri(C) é 
um conjunto dominante em Gi. Agora, se vi possui pelo menos um vizinho na borda 
de Gi-l cujo rótulo é C, segue que ri_ 1(C) é um conjunto dominante de Gi e é evidente 
que ri(C) é um conjunto dominante em Gi. Como o rótulo de vi é diferente dos rótulos 
de x1 e xk, então segue que não existem dois vértices consecutivos na borda de Gi com 
um mesmo rótulo. Logo, se ocorre a condição da linha 5, então os invariantes (a) e (b) 
continuam valendo antes do início da próxima iteração. 

Suponha que não acontece a condição da linha 5. Neste caso, os rótulos de x1 e xk 

são iguais. O invariante (b) nos garante que não existem vértices adjacentes na borda de 
Gi-l com um mesmo rótulo. Dessa forma, ternos que k ~ 3 e o rótulo de x1 é diferente 
do rótulo de x2• Suponha, sem perda de generalidade, que o rótulo de x 1 é A, e que o 
rótulo de x2 é B. Considere ri(A) = ri-1(A), ri(B) = ri-i(B) e ri(C) = ri_1(C) U {vi}
É fácil ver que ri(A) e ri(B) são conjuntos dominantes de Gi. Além disso, é fácil de 
verificar que ri(C) é um conjunto dominante de Gi. Após a atribuição do rótulo de vi, 
na linha 7, ternos que não existem dois vértices consecutivos na borda de Gi com um 
mesmo rótulo, e os vértices rotulados definem conjuntos dominantes de Gi. Portanto, 
no início da próxima iteração os invariantes (a) e (b) valem. 

Logo, ao final do algoritmo ternos que os invariantes (a) e (b) valem parai = n + 1. 

Portanto, temos que os vértices com um mesmo rótulo constituem conjuntos dominan
tes de G (e nenhum vértice da borda de G possui um vizinho na borda com o mesmo 
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rótulo). D 

O consumo de tempo do algoritmo é linear no tamanho do grafo. Seja G um disco 
triangulado com n vértices e m arestas. Como dito anteriormente, Matheson e Tarjan 
construíram um algoritmo linear, no número de vértices e arestas do grafo, para de
terminar a numeração externa de um disco triangulado. Então o consumo da linha 1 
é O(n + m). A cada iteração do laço da linha 5 é possível determinar os vizinhos de vi 
na borda de Gi- l em tempo linear no número de vizinhos de vi. Isto é possível, pois 
dado uma imersão de G no plano é possível criar listas de adjacências ordenadas no 
sentido horário. CHIBA, NISHIZEKI, ABE E ÜZAWA [1985] construíram um algoritmo 
para resolver o problema da imersão de um grafo planar que gera tais listas. As ares
tas de vi são verificados duas vezes, ao longo de todas as iterações do laço 5. Uma 
delas ocorre quando o vértice está fora do disco triangulado Gi-l, e outra quando ele 
pertence ao disco triangulado. Portanto, o consumo de tempo deste laço é O(n + m). 
Logo, o consumo de tempo do algoritmo CDD é O(n + m). 

Fazendo uso do algoritmo COO podemos demonstrar o seguinte resultado. 

Lema 5.5 (MATHESON E TARJAN [1996]) 
Seja G um disco triangulado com n vértices. Então -y( G) ::; ½n. 

DEMONSTRAÇÃO: Considere uma rotulação dos vértices de G obtida pelo algo
ritmo CDD. Sejam r(A), r(B) e r( C) conjuntos de vértices de G, cujos rótulos são A, B 
e C respectivamente. É fácil ver que min(lr(A)I, lr(B)I, lr(C)I) ::; ½n. Como cada um 
destes conjuntos é um conjunto dominante de G, segue que -y( G) ::; ½n, D 

Matheson e Tarjan conjecturaram que se G é um disco triangulado cuja a face ex
terna de G também é um triangulo então o limite superior do número de dominação 
pode ser baixado para 1/4 da ordem de G. Mas precisamente, a conjectura é a seguinte: 
se G é um grafo plano maximal com n vértices, então -y( G) ::; ;f. 

,. 
5.3 Arvores 

O problema de determinar um conjunto dominante mínimo em urna árvore pode 
ser resolvido em tempo linear no tamanho da árvore. COCKAYNE, GOODMAN E HE-
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DETNIEMI [1975]. desenvolveram um algoritmo linear para este problema. Esses au
tores resolveram um problema, definido a seguir, que é um pouco mais geral do que 
determinar um conjunto dominante mínimo em uma árvore. 

Dada uma árvore T, considere uma partição do conjunto de seus vértices em Vi, ½ 
e½, onde Vi são os vértices livres,½ são os vértices da borda e V3 são os vértices neces
sários. Um conjunto dominante misto é um subconjunto HI de V(G) que contém todos os 
vértices de ½, domina todos os vértices de ½, e para todo vértice v E Vi temos que, ou 
v pertence ao conjunto W, ou v tem um de seus vizinhos no conjunto W. O algoritmo 
desenvolvido, por Cockayne e outros, determina uma partição (Vi,½,½), dos vérti
ces de uma árvore dada T, e um conjunto dominante misto mínimo, relativamente a 
(Vi,½,½), com base na partição encontrada. 

Nesta dissertação não faremos a demonstração apresentada no artigo; faremos uma 
demostração que obtivemos que é mais direta, isto é, não iremos construir tal partição 
dos vértices para depois obter um conjunto dominante misto mínimo. 

Seja T uma árvore. Seja u um vértice de T e considere T enraizada em u. Seja v um 
vértice de T. Chamamos de pai(v) o vizinho de v que pertence ao caminho que vai de 
v até u; e chamamos de filhos(v) todos os vizinhos de v diferentes de pai(v). 

Considere uma rotulação dos vértices de T. Sejam v1, v2 , • • • , vn os vértices de T 
tomados considerando tal rotulação. Dizemos que ¼ = { v1 , v2 , • • • , vi} é o subconjunto 
dos i primeiros vértices rotulados. Por conveniência, considere que Vo = 0. 

Antes de descrevermos o algoritmo que determina um conjunto dominante mí
nimo de uma dada árvore, façamos uma descrição informal das idéias por trás de seu 
desenvolvimento. 

Uma observação imediata é que dado um conjunto dominante mínimo, digamos 
D, de uma árvore enraizada T (com pelo menos três vértices), podemos substituir as 
folhas que estão em D, por seus respectivos pais em T. Ou seja, seu é uma folha em T 
eu E D, então (D\ {u}) U {pai(u)} também é um conjunto dominante mínimo de T. 
Portanto, numa etapa inicial, começamos com um conjunto vazio de vértices, digamos 
D', e colocamos em D' todos os vértices que são vizinhos de folhas em T. A segunda 
etapa pode ser descrita da seguinte forma. Seja u um vértice de T. Denotemos por T,, 
a sub-árvore de T enraizada em u. Suponha que ué tal que IV(T,i)I é menor possível, 
e T,, não é dominada por D'. Então apenas u não é dominado por D', dessa forma 
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colocamos pai(u) em D'; isto é suficiente para dominar Tu. Essa é a idéia chave do 
algoritmo. A cada iteração garantimos que uma sub-árvore foi dominada. No término, 
teremos que a árvore inteira é dominada pelo conjunto que construímos ao longo das 
iterações. A seguir descrevemos esse processo em pseudo-código. 

Algoritmo CDA (T) 

Entrada: Uma árvore T com n vértices, onde n 2: 3. 

Saída: Um conjunto dominante de T. 

1 Seja u um vértice de T. Considere T enraizada em u; e tome 
uma enumeração em pós-ordem dos vértices de T. Sejam 
v1 , v2 , · • · , Vn os vértices de T, onde vi é oi-ésimo vértice da 
enumeração. Considere que pai(u) = u. A Figura 5.5 

2 Do= 0 
3 para i +-- 1 até n faça 

4 se v i E D i- 1 

5 então Di = Di-1 

6 senão se vi é uma folha de T 

7 então Di = Di-t U {pai(vi)} 
8 senão se Di-I é conjunto dominante de T[¼ U Di_1] 

9 então Di = Di-1 

10 senão Di = Di-I U {pai(vi)} 
11 devolve Dn 

Vale notar que o conjunto Dn devolvido pelo algoritmo CDA não contém nenhuma 
folha (quando n 2: 3) e contém todos os vértices que são pais de folhas. 

A demostração de que nosso algoritmo, encontra um conjunto dominante mínimo 
de uma dada árvore, será divida em duas etapas. Primeiramente, demonstraremos, no 
Lema 5.6, que o algoritmo devolve um conjunto dominante. Em seguida, demonstra
remos, no Teorama 5.7, que o algoritmo devolve um conjunto dominante mínimo. 



62 5.3. Árvores 

V21 

V15 V2Q 

Vg V19 

V1s 

V1 V5 V12 
V15 V17 

V5 
V2 V3 

Vg VlQ 

Figura 5.5: Ilustração de uma rotulação em pós-ordem. 

Lema 5.6: O algoritmo CDA devolve um conjunto dominante de uma árvore. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja T uma árvore com n vértices, n 2'.'. 3, e seja Dn o conjunto 

devolvido pelo algoritmo CDA aplicado a T. 

Vamos provar o seguinte invariante INV(i): ao terminar ai-ésima iteração (linha 3), 
temos que Di é um conjunto dominante de T[¼ U D;]. 

É evidente que o invariante INV(l) é verdadeiro. Suponhamos que o invariante 

INV(i - 1) é verdadeiro, e provemos que INV{i) é verdadeiro. 

Suponha que vi E Di-l· Então, na linha 5, o conjunto Di-l é atribuído a Di, Neste 

caso, é fácil ver que Di é um conjunto dominante de T[¼ U Di]-

Agora, se vi (/. Di-l, então sabemos apenas que Di-l é um conjunto dominante de 

T[¼-1 U Di-l· Se vi é uma folha de T, temos dois casos para analisar: (a) se pai(vi) E 
Di-1, então vi é dominado por Di-l, e também é dominado por Di após a atribuição 
da linha 7; {b) se pai(vi) (/. Di-l, então é fácil verificar que Di = Di-l U {pai(vi)} é um 
conjunto dominante de T[¼ U Di]. Portanto, o invariante INV(i) é verdadeiro .. 

Se vi não é uma folha, temos dois casos para analisar. Suponha que Di-l domina 
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T[Vi U Di-1], então após a atribuição definida na linha 9, temos que o invariante INV(i) 
é verdadeiro. Agora, suponha que Di-i não domina T[Vi U Di_i]. Então só vi não é 
dominado por Di-l · Logo, a atribuição, definida na linha 10, garante que o invariante 
INV(i) é verdadeiro. 

Ao final da execução do laço da linha 3, temos que o invariante INV(n) é verda
deiro. Portanto, temos que Dn é um conjunto dominante de T[Vn U Dn]. Ou seja, Dn é 
um conjunto dominante de T. □ 

Teorema 5.7: Seja T uma árvore com n vértices, onde n 2:: 3. Então o conjunto 
dominante devolvido pelo algoritmo CDA é um conjunto dominante mínimo 
deT. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja D o conjunto dominante devolvido pelo algoritmo CDA 
quando a entrada é T. Escolha um conjunto dominante mínimo D* de T tal que JDnD•J 
é máximo. 

Se ID*J = JDJ então não temos nada a provar, pois neste caso o conjunto D é um 
conjunto dominante mínimo de T. Portanto, suponha que ID*J < JDJ. 

Considere a enumeração em pós-ordem dos vértices de T feita na linha 1 do algo
ritmo CDA. Sejam v1 , v2 , · · · , Vn os vértices de T, onde Vi é oi-ésimo vértice da enume
ração. Sejam d1 , d2, · · · , dk os vértices de D, onde se di = ve e dJ = Vm e i < j então 
e < m. Sejam di , d2, · · · , d; os vértices de D* ordenados da mesma forma que os vér
tices de D. Sem perda de generalidade, podemos supor que D* não contém nenhuma 
folha. Neste caso, é fácil ver que dt = d1. A Figura 5.6 ilustra uma árvore e possíveis 
conjuntos dominantes mínimos para D e D*. 

Seja k o menor inteiro tal que dk # dk. Então k 2:: 2. Suponha que dk fj. D*. Suponha 
que o algoritmo selecionou dk na linha 7. Então dk é pai de uma folha de T. Seja 
w esta folha. Como w ri. D*, então dk E D*. Portanto, temos que dk foi adicionado 
ao conjunto D na linha 10. Seja ia iteração na qual dk foi adicionado ao conjunto D. 
Sejam vi oi-ésimo vértice da enumeração e Di-l o conjunto construído pelo algoritmo, 
antes de começar a iteração i. Então temos que Di-I não é um conjunto dominante 
de T[Vi U Di_i]. Isto quer dizer que nenhum dos filhos de vi pertence ao conjunto 
Di-I• Como todos eles precedem dk na enumeração, então nenhum deles pertence ao 
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V14 

V13 

V1 
V15 V17 

V5 
V2 V3 

Vg V10 

Figura 5.6: Ilustração de possíveis conjuntos D e D*. Os vértices destacados na cor 

branca formam os conjuntos dominantes. 

conjunto D*. Dessa forma, temos que Vi não é dominado por D* Gá que o pai( vi) (/:. D*). 

Mas, isto é um absurdo pois D* é um conjunto dominante de T. Logo, temos que 

dk E D"'. 

Seja D:= {dt,, .. ,dk_1} = {d1, .. · ,dk-1}. Suponha que dk = vi e pai(dic) = vP. 

Claramente, temos que j < p. Temos dois casos para analisar: 

Caso 1: Suponha que D não seja um conjunto dominante de T[½ U D]. Neste caso, 

na iteração j o algoritmo CDA adiciona pai(d'iJ em D. Ou seja, sabemos que no fim 

da iteração j, DJ = ÍJ U {pai(dk)}, e Dj é um conjunto dominante de T[½ U Dil, Se 

pai(d'i.) E D"', então D• \ {dU é um conjunto dominante de T, o que é um absurdo 
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Gá que D* é um conjunto dominante mínimo de T). Se pai(d'jJ (j. D*, então consi
dere D' := (D*\ {dk*}) U {pai(dk)}. Neste caso, D' contraria a escolha de D*, pois 
ID' n DI > ID* n DI. Para facilitar a visualização deste último caso, o leitor pode re
corre a Figura 5.6 e imaginar que estamos na iteração onde k = 5 e Vj = v13. 

Caso 2: Suponha que ÍJ é um conjunto dominante de T[½ U ÍJ]. Separemos este 
caso em dois. 

Caso 2.1: Suponha que ÍJ seja um conjunto dominante de T[½ U ÍJ U {pai(dk)}] . 
Neste caso, como dk (j. D, existe um vértice em D que domine pai (dk). Neste caso, 
D* \ { dn é um conjunto dominante de T, o que é um absurdo. 

Caso 2.2: Suponha que ÍJ não é um conjunto dominante de T[½ U D U {pai(dt;) }. 
Para facilitar a visualização deste caso, o leitor pode usar a Figura 5.6 e imaginar que 
estamos na iteração onde j = 12. Neste caso, claramente pai(djJ ~ fJ . Senão, teríamos 
que D*\ {dU seria um conjunto dominante de T. Como ÍJ é um conjunto dominante 
de T[½ U D], então D' := (D*\ {dt;}) U {pai(dk)} é um conjunto dominante de T. Se 
pai(dk) E D, então D' contraria a escolha de D*, pois ID' n DI > ID* n DI, Se pai(d'j.) ~ 
D, então existe um vizinho de pai(dk), digamos x, onde x = vr, r > j, tal que x E D. Se 
x E D*, então D*\ { dZ} é um conjunto dominante de T, o que é um absurdo. Se x (j. D*, 
então D':= (D*\ { dk}) U {x} é um conjunto dominante que contraria a escolha de D*. 

Com estas análises de caso finalizamos a nossa demonstração. Portanto, ternos que 
D é um conjunto dominante mínimo de T . □ 
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CAPÍTULO 6 

Aplicações 

Neste capítulo examinaremos algumas aplicações de conjuntos dominantes em 
problemas reais. Na seção 6.1 o problema do conjunto de representantes. Na seção 6.2 
apresentaremos um problema de determinar a rota de ônibus em um quadriculado. 
Na seção 6.3 apresentaremos um problema de Teoria de rede social. 

6.1 Conjunto de representantes 

Seja G = (V, E) um grafo onde os vértices representam pessoas e dois vértices são 
adjacentes se as duas pessoas correspondentes possuem "algo em comum". Estamos 
interessados em encontrar um subconjunto S de V de cardinalidade mmima, tal que 
para toda pessoa que não pertence a S existe uma pessoa de S que possui "algo em 
comum" com ela. Ou seja, queremos encontrar um conjunto dominante mínimo de G. 
Veja um exemplo na Figura 6.1. 

Ao adicionarmos a restrição de que cada representante precisa ter "algo em comum" 
com pelo menos um dos outros representantes, isto é, G(S] não possui vértices isola
dos, o problema se reduz ao problema do conjunto dominante total. Dizemos que um 
conjunto Sé um conjunto dominante total se Sé um conjunto dominante e G[S] não tem 
vértices isolados. O número de dominação total de um grafo G é denotado por 'Yt ( G). Para 
o grafo G indicado na Figura 6.1 ternos que 'Y( G) = 2 e 'Yt ( G) = 3. 

Podemos considerar uma outra versão do problema de conjunto de representan-
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Mareio Jeferson 

Wanderley Lobato 

Hugo Antonio 

Figura 6.1: O conjunto {Wanderley, Lobatol é um conjunto dominante mínimo e o con
junto {Wanderley, Hugo, Antonio} é um conjunto dominante total mínimo. 

tes. Seja G = (V, E) um grafo (X, Y)-bipartido, tal que os vértices de X representam 
pessoas, os vértices de Y representam habilidades e um vértice u de X é adjacente a 

um vértice v de Y se a pessoa representa por u possui a habilidade representada por v. 

O problema de interesse é determinar um CC?njunto S Ç X tal que todo vértice de Y é 
dominado por pelo menos um vértice de S. Este problema é chamado de problema do 
conjunto dominante bipartido. Na Figura 6.2 apresentamos um exemplo deste problema. 

Pedro construção 

Renato cozinhar 

Alberto dirigir 

Ricardo comunicação 

João programação 

Figura 6.2: Os vértices na cor branca formam um conjunto dominante bipartido de cardi
nalidade mínima. 
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6.2 Rota de ônibus 

Muitas empresas fornecem um sistema de transporte para seus funcionários, para 
transportá-los de suas casas para o trabalho e do trabalho para suas casas. Tal sistema 
respeita algumas regras, como por exemplo: o usuário não pode caminhar mais do 
que uma quadra; ou o usuário não pode se deslocar mais que 1km. Para facilitar en
tendimento, vamos considerar que um funcionário pode andar no máximo r quadras. 
Considere o grafo da Figura 6.3. O conjunto de vértices desse grafo é formado pelos 
pontos e as arestas um dos lados de uma quadra. Reescrevendo o problema em lin
guagem de grafos temos que dado um grafo, queremos encontrar urna trilha fechada 
r-dominante de comprimento mínimo tal que os vértices que não pertencem a trilha estão 
a no máximo r quadras da trilha ( ou seja, os empregados estão a no máximo r qua
dras da rota do ônibus). A Figura 6.3 também destaca urna possível solução quando 
r = 2. Este problema pode ser chamado de problema do conjunto dominante conexo, onde 
queremos determinar o número de dominação conexa, denotado por ,e( G) . 

. ~ 

' 

. 
1 

M 
- -. 

Figura 6.3: O vértice na cor branca representa a empresa e as arestas destacadas for
mam a rota de ônibus. A rota destacada forma uma trilha fechada 2-dominante. 

6.3 Teoria de rede social 

KELLEHER E C0ZZENS [1988] apresentaram um estudo sobre conjuntos dominan
tes em grafos de redes sociais. Uma rede social consiste de um conjunto de atores e urna 
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propriedade que pode ou não ocorrer entre cada par de atores. Um grafo de rede social 
consiste em um conjunto de vértices que representam os atores, e existe uma aresta 
entre dois se vértices e somente se a propriedade ocorre nos dois vértices. 

Um status é um conjunto de dois ou mais vértices que dois a dois possuem a 

mesma vizinhança fora do status. Isto é, no grafo da rede social G = (V, E), um 

conjunto S é um status se ISJ ~ 2, e para todo par de vértice u, v de S temos que 

N(u) n (V \ S) = N(v) n (V \ S), ou seja, todo par u, v de S possui os mesmos 
vizinhos em V\ S. Uma clique social é um conjunto de vértices que dois a dois possuem, 
ou não possuem, a mesma propriedade. Em um grafo de rede social, uma clique social 
é um conjunto de vértices que induz ou um grafo completo ou um conjunto indepen
dente. 

Dizemos que dois vértices u, v de um grafo de uma rede social G = (V, E), são 

estruturalmente equivalentes se ou N(u) = N(v) ou N[u] = N[v]. Um conjunto S Ç 

V é chamado de conjunto estruturalmente equivalente se todo par de vértice de S são 
estruturalmente equivalentes. 

No grafo da Figura 6.4 temos que os conjuntos {a, b, df e ld, e} são status. Os 
conjuntos la, b, c} e {a, d, e} são cliques sociais do grafo. Os conjuntos {a, bl e {d, e} são 

conjuntos estruturalmente equivalentes maximais. 

a d 

6L 
b e • e 

Figura 6.4: Grafo de uma rede social (KELLEHER E COZZENS [1988]). 

Os teóricos de redes sociais estão interessados em encontrar todos os conjun
tos estruturalmente equivalentes maximais e todos os status de uma rede social. KEL

LEHER E COZZENS [1988] mostraram que estes conjuntos podem ser encontrados 

usando propriedades de conjuntos dominantes em grafos, segue o resultado: 

Teorema 6.1 (KELLEHER E COZZENS [1988]) 

Se S é um conjunto dominante mínimo de um grafo G = (V, E) e S é um status 
de G, então S é um conjunto dominante independente mínimo. 



CAPÍTULO 7 

Considerações finais 

Nesta dissertação estudamos alguns resultados sobre conjuntos dominantes, que 
consideramos relevantes para um primeiro estudo sobre este assunto. 

Vimos alguns resultados estruturais relativos a conjuntos dominantes minimais, 
exibimos alguns limites para o número de dominação baseados no grau mínimo do 
grafo, e caracterizamos algumas classes de grafos onde o número de dominação atinge 
um certo limite. Em particular, estudamos em profundidade o resultado provado por 
MCCUIAG E SHEPHERD [1989], segundo o qual, se G é um grafo com n vértices e 5( G) 2: 2, 
então ,( G) ~ in, Apresentamos uma prova um pouco diferente daquela apresentada 
por esses autores, e provamos alguns corolários que respondem à seguinte questão: 
dado um grafo G com n vértices e 5( G) 2: 2, é verdade que para qualquer vértice v de G existe 
um conjunto dominante de cardinalidade no máximo ln que contém v? 

Mostramos que o problema de encontrar um conjutno dominante mínimo é NP
difícil e exibimos algoritmos lineares para resolver esse problema para duas classes 
especiais de grafos: os discos triangulados e as árvores. O algoritmo que apresentamos 
para árvores é diferente do algoritmo encontrado na literatura. Apesar de o problema 
ser fácil para árvores, achamos que o algoritmo ficou interessante, particularmente pela 
prova de sua correção. 

Estudamos outros resultados, mas alguns deles foram apenas enunciados aqui. 
Um destes, foi o limite de ¾n para grafos com 5( G) 2: 3, que foi provado por 
REED [1996]. Este resultado, em especial, se mostrou importante para estudos de li
mites do número de dominação, pois a técnica (cobertura do grafo por caminhos dis
juntos nos vértices) usada na prova por Reed foi utilizada também por SOHN E Xu-
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DONG [2009] e XING, SUN E CHEN [2006], para obter limites para gamma( G) quando o 

grau mínimo de G é 4 ou 5. 

Uma continuação natural deste trabalho seria estudar esta técnica com a mesma 

profundidade que estudamos o limite obtido por McCuiag e Shepherd. Possivel

mente um estudo aprofundado desses resultados permitirá encontrar uma prova ou 

um contra-exemplo para a conjectura de HAYNES [1998]: se G é um grafo com n vértices 

ec5(G) ~ 6, então,(G):::; 1
6
7n. 
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