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Resumo
O projeto autom�atio de operadores (i.e., mapeamentos) de�nidos entre imagens em n��veisde inza �e um problema muito dif��il em termos de omplexidade omputaional e preis~aoestat��stia. Restringir a lasse de operadores �e uma forma de tornar o problema trat�avel.O tamanho da lasse dos operadores bin�arios (i.e., que mapeiam imagens bin�arias emimagens bin�arias) invariantes por transla�~ao (i.e., ujas representa�~oes n~ao dependem daposi�~ao em que s~ao apliados) e loalmente de�nidos por uma janela W (i.e., ujas repre-senta�~oes n~ao dependem de informa�~oes que est~ao fora de um subonjunto do dom��niode�nido por W ) �e exponenial no tamanho da janela (i.e., 2(2jW j)). Neste aso, limitaro tamanho de W �e a restri�~ao mais evidente para abordar o problema, seja do ponto devista estat��stio, quanto omputaional. No aso das imagens em n��veis de inza, ujotamanho da lasse de operadores �e 256(256jW j), para imagens de 256 n��veis, esta limita�~aon~ao �e su�iente. Neste aso temos que enontrar outras formas de restringir o espa�o dosoperadores. Uma forma de fazer isso �e limitar a quantidade de n��veis de inza que podemser vistos pela janela W a um intervalo K e, mas n~ao neessariamente, limitar a quan-tidade de n��veis de inza do ontra-dom��nio da fun�~ao arater��stia do operador em M .Sob estas limita�~oes, um operador pode ser automatiamente projetado se ele pertener�a lasse dos operadores invariantes por transla�~ao no espa�o (dom��nio da imagem), e lo-almente de�nido dentro dos limites impostos porW e por K. Fazendo estas restri�~oes, oespa�o das poss��veis fun�~oes arater��stias reduz-se paraM (K jW j), que pode ser trat�avelse K e M n~ao forem muito grandes. Neste trabalho estudamos os aspetos estat��stios eomputaionais do projeto de operadores de imagens om estas restri�~oes. Do ponto devista estat��stio, investigamos qual �e o erro de estima�~ao ausado pela restri�~ao nos n��veisde inza e pelo posiionamento vertial da restri�~ao (i.e., janela da esala). Tamb�emabordamos o problema da esolha do m�etodo de representa�~ao e sua inuênia na in-du�~ao, ou \generaliza�~ao", do operador. Nesse sentido, uma das ontribui�~oes originaisdeste trabalho �e a extens~ao do algoritmo ISI para ahar a representa�~ao de operadoresde imagens em n��veis de inza em termos da sua base. Esse m�etodo foi implementado eomparado om um outro m�etodo: a representa�~ao por �arvores de deis~ao. Outra on-tribui�~ao original foi estender o projeto estat��stio de operadores em n��veis de inza paraoperadores de imagens oloridas e, tamb�em, estender o projeto para tratar restri�~oes naresolu�~ao do espa�o. Este �e um outro tipo de restri�~ao poss��vel e que d�a bons resultados.Finalmente, apliamos o m�etodo em problemas reais, inlusive sobre imagens oloridas,om bons resultados.



Abstrat
The automati design of gray-level image operators (i.e., mappings between gray-levelimages) is a diÆult problem in terms of omputational omplexity and statistial prei-sion. To restri the lass of operators is a way to treat the problem. The size of binaryoperators (i.e., mappings between binary images) lass that are translation invariant (i.e.,their representation do not depend on the position they are applied) and loally de�nedby a window W (i.e., their representation do not depend on the information outside awindow W ) is exponential on the size of the window W (i.e., 2(2jW j)). In that ase,limiting the size of W is the most evident way to treat the problem either statistiallyor omputationaly. In the ase of gray-level images, the size of the lass of operatorsis 256(256jW j), for images of 256 levels, and limiting the size of the window may notbe enough. In this ase, one has to �nd other forms to restrit the spae of operators.One way to do that is to limit the number of gray-leves that an be seen by the windowW to an interval K and, but not neessarily, to limit the quantity of gray-levels of theharateristi funtion of the operator to M . Under these limitations, an operator maybe automatially designed if it belongs to the lass of operators that are translation inva-riant in the domain of the image and loally de�ned by the limits imposed by W and K.Besides that, if the operators are also range translation invariant, then their projet isstill more interesting statitially and omputationally. Under those restritions, the spaeof harateristi funtions shrinks to M (K jW j), and the design is feasible if K and M arenot too large. In this work we foused on the statistial and omputational aspets ofdesigning operators under these restritions. On the statistial side, we investigate theestimation error due to the gray-level restrition and its vertial positioning (i.e., the ran-ge window). We have also approahed the problem of the omputational representationof those operators and its inuene on the indution, or generalization, of the operator.In this sense, one of the original ontributions of this work is the extension of the ISI al-gorithm to �nd the representation of the gray-level operator by its base. This method isimplemented and has been ompared to another method: the representation by deisiontrees. Other original ontributions are: extension of the automati design to olor imageoperators and multiresolution design of operators. This is another possible restritionthat gives good results. Finally, we have applied the method to several real problems,inluding to olor image appliations, with good results.
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Cap��tulo 1Introdu�~aoA �area de proessamento de sinais e imagens [1, 2, 3℄ �e uma das �areas de aplia�~ao e pesquisa quemais tem resido nos �ultimos anos. V�arias s~ao as raz~oes para isso: o aumento da apaidade deproessamento e armazenamento dos omputadores onjugado om a diminui�~ao dos ustos des-ses equipamentos; os grandes avan�os nos equipamentos �optios e �optio-omputaionais; diversosavan�os signi�ativos devidos a pesquisas b�asias da �area.�E fato que as aplia�~oes que usam sinais (prinipalmente voz) e imagens s~ao ada vez mais omuns;a variedade e a quantidade dos problemas resolvidos, parialmente resolvidos e por serem resolvidos �emuito grande. Assim, �e razo�avel que essa �area venha sendo dividida em diversas sub�areas de estudo,que algumas delas estejam sendo mesladas om outras �areas do onheimento e que novas �areasde pesquisa estejam sendo riadas. Por exemplo, Reonheimento de Faes [4℄, \Human ComputerInteration" [5℄, Proessamento de Doumentos [6℄, et.Neste trabalho estamos interessados num importante ponto em omum a todas essas �areas: oprojeto de mapeamentos (operadores) entre imagens ou sinais. A�nal, normalmente preisamosapliar diversas transforma�~oes para extrair informa�~oes �uteis e resolver um dado problema queenvolve proessamento de sinais ou imagens.A abordagem heur��stia �e muito utilizada para resolver problemas pr�atios nessas �areas. Nestaabordagem um espeialista planeja, de aordo om seus onheimentos te�orios e pr�atios, que tipode transforma�~oes e parâmetros (quando neess�ario) usar�a na solu�~ao do problema. Desta forma, aexperiênia do espeialista onta muito para uma solu�~ao adequada e e�iente.Uma outra forma �e usar sistemas autom�atios ou semi-autom�atios que auxiliam o projeto dessassolu�~oes. Sistemas autom�atios s~ao normalmente baseados em t�enias de aprendizado omputa-ional [7℄ ou estima�~ao estat��stia [8℄. Sistemas semi-autom�atios meslam t�enias dos m�etodosheur��stios e n~ao heur��stios [9, 10, 11℄.O projeto autom�atio de operadores entre imagens bin�arias �e um assunto bastante estudado (masn~ao esgotado) [11℄. A lasse dos operadores bin�arios de interesse �e a dos W -operadores bin�arios, i.e.,operadores que mapeiam imagens bin�arias em imagens bin�arias, invariantes por transla�~ao (i.e., ujasrepresenta�~oes n~ao dependem da posi�~ao na imagem em que s~ao apliados) e loalmente de�nidospor uma janela W (i.e., ujas representa�~oes n~ao dependem de informa�~oes que est~ao fora de umsubonjunto do dom��nio de�nido por W ). O tamanho desta lasse, i.e., a quantidade poss��vel dessesmapeamentos �e exponenial no tamanho da janela (i.e., 2(2jW j)).1



2 Introdu�~aoUma outra lasse �util, que tamb�em tem-se estudado no ontexto de projeto estat��stio, �e a dosW -operadores para lassi�a�~ao (i.e., operadores que mapeiam imagens bin�arias em imagens em n��veisde inza, onde ada n��vel de inza representa uma lasse). Estes operadores s~ao bastante �uteis emaplia�~oes de reonheimento de arateres (ou OCR [12℄) e o tamanho desta lasse varia de aordoom W e om a quantidade de n��veis de inza. Por exemplo, se l �e o n�umero de lasses ou n��veis deinza, ent~ao o tamanho da lasse �e l(2jW j)A lasse dos W -operadores entre imagens em n��veis de inza (i.e., que mapeiam imagens emn��veis de inza em imagens em n��veis de inza e s~ao loalmente de�nidos por uma janela W ) temtamanho 256(256jW j) se tanto as imagens do dom��nio, quanto as do ontra-dom��nio do operadorpossu��rem 256 n��veis de inza. O projeto estat��stio destes operadores esbarra na di�uldade de sefazer uma boa estima�~ao das probabilidades ondiionais de ada on�gura�~ao de janela e dos n��veisde inza a ela ondiionados. No aso bin�ario essa di�uldade vai aumentando om o tamanho deW , apenas. Assim, limitar o tamanho da janela �e uma forma de tornar o problema omputaionale estatistiamente trat�avel. Por�em, no aso das imagens em n��veis de inza, temos que enontraroutras maneiras de restringir o espa�o dos operadores. Uma forma de fazer isso �e limitar a quantidadede n��veis de inza que podem ser vistos pela janela W a um intervalo K. Sob estas limita�~oes,um operador pode ser automatiamente projetado se ele pertener tanto �a lasse dos operadoresinvariantes por transla�~ao no espa�o (dom��nio da imagem), omo �a lasse dos operadores loalmentede�nidos dentro dos limites impostos porW e porK. Como h�a duas limita�~oes a serem onsideradas,estes operadores s~ao hamados WK-operadores, ou operadores \aperture" 1. Eles s~ao algebriamentebem de�nidos e este trabalho onentra-se nos aspetos estat��stios e omputaionais do projetoautom�atio deles.Em nosso trabalho, estudamos, espei�amos e implementamos um sistema para projetar estesmapeamentos automatiamente a partir de uma espei�a�~ao de alto n��vel do problema que �e dadapelo usu�ario. Essa espei�a�~ao �e feita via pares de imagens (uma imagem de entrada assoiada auma sa��da desejada) que expressam a inten�~ao do usu�ario em obter um erto resultado semelhantequando este apresentar ao sistema outras imagens de entrada om arater��stias semelhantes. Ospares de imagens dados pelo usu�ario para o sistema projetar o operador s~ao denominados dados detreinamento. A �gura 1.1 ilustra o sistema atrav�es de um uxograma.O sistema projeta, via t�enias de estima�~ao estat��stia ou aprendizado omputaional, o melhoroperador poss��vel segundo um rit�erio de erro esolhido pelo usu�ario e segundo as imagens de trei-namento. Esse operador raramente �e o operador �otimo, mas aproxima-se dele na medida em quev~ao sendo forneidos mais e mais dados (imagens) de treinamento. Uma vez projetado, o usu�ariopode apliar o operador em tantas imagens (om arater��stias estat��stias semelhantes �as imagensde treinamento) quantas desejar.O sistema foi espei�ado para ser ex��vel e, entre outras oisas, isso nos possibilitou experimentartrês formas diferentes de projetar o operador: via �arvores de deis~ao, via intervalos do n�uleo dooperador e via multiresolu�~ao. Como �e de se esperar, o erro do operador depende dessa esolha (que�e feita pelo usu�ario via os parâmetros de projeto do operador) e algumas ompara�~oes experimentaisforam feitas para o melhor entendimento dessas três diferentes abordagens.1Grafaremos entre aspas por n~ao termos uma tradu�~ao adequada para o português, uma vez que o nome abertura [13℄j�a havia sido adotado para designar o operador \opening" [14℄. Esse nome foi adotado pois o janelamento W � Kassemelha-se �a abertura de uma m�aquina fotogr�a�a.
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Figura 1.1: Sistema de aprendizado PAC1.1 Fundamenta�~ao matem�atia, estat��stia e omputaionalA base matem�atia deste trabalho �e a Morfologia Matem�atia ujos estudos foram iniiados porMatheron, Serra e assoiados na d�eada de sessenta na Fran�a [15, 16, 17, 14℄.O prinipal objeto de estudo da morfologia matem�atia (MM) s~ao os operadores de�nidos entreretiulados ompletos e suas propriedades de deomposi�~ao. J�a que podemos modelar as imagensomo elementos de um retiulado ompleto e as transforma�~oes de imagens omo operadores de�nidosentre os retiulados [17℄, a MM nos d�a uma estrutura alg�ebria adequada para o estudo da �areade proessamento de imagens digitais. Um exemplo desta utilidade �e o uso e a lassi�a�~ao dosoperadores de aordo om o estudo de suas propriedades alg�ebrias. Este estudo (de propriedadesalg�ebrias) permite de�nir sublasses (subfam��lias) de operadores e, dessa forma, utilizar uma lasseadequada para resolver um determinado problema. Um outro exemplo �e o estudo das poss��veis formasde representa�~ao de um operador. Neste aso, pode-se de�nir que representa�~oes s~ao mais adequadaspara uma determinada solu�~ao de software e hardware.A primeira obra em português sobre MM [13℄ �e de Banon e Barrera. Ali, al�em de diversosresultados te�orios, eles apresentam de forma did�atia o oneito de M�aquina Morfol�ogia (MMACH)que havia sido introduzida por eles em [18, 13℄ e que tem permeado nosso estudo de diversas formas.Fora os livros l�assios da �area, h�a uma grande variedade de artigos sobre MM que s~ao importantespara o nosso trabalho. Alguns de unho alg�ebrio: [19, 20, 18, 21℄, outros de unho gen�erio: [22,23℄. H�a ainda os de unho algor��tmio: [24, 25℄, que s~ao �uteis na implementa�~ao de operadoresmorfol�ogios. Sob erto sentido, nos �e �util os trabalhos de unho probabil��stio (por exemplo, sob a�otia de onjuntos aleat�orios) temos: [26, 27, 28, 29, 30, 31℄.A base estat��stia do trabalho est�a na teoria de Estima�~ao (ou Inferênia) Estat��stia [32℄. Elainsere-se no projeto estat��stio de operadores de duas formas diferentes: o uso de dados para fazerestima�~oes sobre onjuntos ou ole�~oes de onjuntos, o que nos leva aos modelos de ru��dos ou ima-gens; e na estima�~ao dos parâmetros que de�nem um operador morfol�ogio. Em outras palavras, oonheimento destes parâmetros pode auxiliar no projeto autom�atio de operadores morfol�ogios dediversas formas. Por exemplo, a preis~ao de um operador (i.e., o quanto ele se aproxima do operador�otimo) projetado pelo sistema implementado depende de uma boa estima�~ao dos parâmetros que o



4 Introdu�~aode�nem. Estes, por sua vez, dependem da quantidade de dados de treinamento. Assim, se onheer-mos os parâmetros que regem um erto fenômeno de degrada�~ao de imagens, podemos us�a-los paragerar quantas imagens de treinamento forem neess�arias para hegar a uma erta preis~ao desejada.Da teoria de Reonheimento de Padr~oes [33, 29, 34℄ e Aprendizado Computaional [35, 36, 37,38, 39, 7, 40℄ herdamos diversos m�etodos e t�enias que s~ao �uteis para o projeto autom�atio deoperadores. Essa utilidade pode se dar, por exemplo, em termos de ompara�~ao da qualidade dosoperadores, ou m�etodos para estimar o n�umero m��nimo de exemplos para que o operador tenha umerro n~ao superior a um valor estipulado.Al�em disso, �e de grande utilidade o onheimento de t�enias e�ientes de An�alise e Constru�~aode Algoritmos [41, 42, 43, 44℄ e onheimentos de Engenharia de Software [45℄.A �area de proessamento de imagens envolve grandes quantidades de dados e de proessamento.O projeto de operadores via t�enias de estima�~ao estat��stia �e ainda pior pois envolve problemas ujasolu�~ao �e ombinat�oria. Estas duas �areas exigem um onheimento profundo de onstru�~ao e an�alisede algoritmos e de engenharia de software para a implementa�~ao e�iente e orreta dos programas.1.2 Resumo hist�orioHouve um grande progresso no projeto autom�atio de operadores n~ao lineares para imagens bin�ariasna d�eada de 90 em ontraposi�~ao om o projeto para imagens em n��veis de inza. Isso se deve �av�arias raz~oes: (1) a rela�~ao entre imagens bin�arias e a geometria esto�astia [46℄ oloou o assunto noontexto de operadores sobre onjuntos aleat�orios [15℄; (2) o suesso da morfologia matem�atia emprover algoritmos pr�atios e intuitivos para problemas de vis~ao omputaional motivou a pesquisa emdesenvolvimento autom�atio de operadores, j�a que da�� n~ao h�a neessidade de um treinamento �arduoe longo de um pro�ssional em proessamento de imagens [16, 47℄; (3) a rela�~ao entre �ltros bin�ariosde�nidos por uma janela, autômatos elulares e operadores morfol�ogios b�asios motivou o desobri-mento do poder da representa�~ao morfol�ogia [48, 49, 50, 18℄; (4) a omplexidade omputaional doproblema no âmbito dos operadores em n��veis de inza �e um inentivo forte para a busa de solu�~oesbin�arias, sempre que poss��vel. (5) O resimento ombinat�orio do n�umero de poss��veis observa�~oesom o resimento do tamanho da janela e da esala (dos n��veis de inza) torna a estima�~ao estat��stiapratiamente imposs��vel para n��veis de inza.Os primeiros trabalhos sobre representa�~ao foram feitos para �ltros resentes [16, 19, 20℄, e ba-seado neles e nos trabalhos de Wiener e Pugahev, Dougherty fez os primeiros trabalhos de projetoestat��stio �otimo de operadores bin�arios [51℄. Esse panorama estendeu-se ap�os o artigo seminal deBanon e Barrera que mostra que operadores entre imagens bin�arias podem ser deompostos morfolo-giamente independentemente de serem resentes, ou n~ao [18℄. O ar�ater l�ogio dessas representa�~oesfoi apresentado [52℄, o projeto �otimo foi tratado para operadores gen�erios [53℄ e o assunto foi oloa-do no ontexto da teoria de aprendizado omputaional [54℄. V�arios problemas foram onsiderados:preis~ao da estima�~ao quando o operador �e estimado por realiza�~oes de imagens [55℄; �ltros �otimosde onvers~ao de resolu�~ao [6℄; uso de informa�~ao a priori [56, 57, 58℄; projeto de �ltros parialmenterestritos [59℄ e projeto multiest�agio de �ltros [60℄.O primeiro trabalho de projeto de otimiza�~ao de �ltros para imagens em n��veis de inza noontexto da morfologia matem�atia [61℄ foi baseado na representa�~ao morfol�ogia de operadoresresentes entre imagens em n��veis de inza [49, 50℄. A otimiza�~ao foi tratada omo um problema de



1.2 Resumo hist�orio 5busa e o espa�o minimal dos elementos estruturantes foi ahado. Entretanto, esse espa�o m��nimo �eextremamente grande, assim omo o n�umero de �ltros poss��veis, mesmo no aso resente. A teoria derepresenta�~ao l�a desenvolvida tamb�em tinha problemas estruturais pois era algebriamente baseadana representa�~ao de uma imagem em n��veis de inza por umbras (o espa�o dos pontos que est~aoabaixo do gr�a�o da fun�~ao que gera a imagem) [14℄. Por�em, a motiva�~ao da abordagem vem dofato que a morfologia bin�aria �e algebriamente embutida na morfologia em n��veis de inza e do fatoda teoria para otimiza�~ao bin�aria servir para n��veis de inza [61, 62℄. Uma abordagem adaptativa foitamb�em proposta para projeto de �ltros para n��veis de inza [63℄. Ela provou ser �util para algunstipos de restaura�~ao, mas a onvergênia n~ao foi araterizada (embora o algoritmo possa onvergirpara um �ltro n~ao �otimo [64℄) e os problemas menionados permaneem.Um grande progresso matem�atio aonteeu om o segundo artigo seminal de Banon e Barre-ra [21℄. Neste artigo, apresenta-se a teoria de representa�~ao morfol�ogia para operadores entre reti-ulados ompletos quaisquer. Embora o artigo n~ao tenha a devida difus~ao por ser bastante abstrato,ele d�a todo o arabou�o neess�ario para a implementa�~ao do m�etodo no âmbito do �ltros restritos auma janela [65℄, o que deu origem �a teoria da representa�~ao da morfologia omputaional [66, 67℄.Do ponto de vista de otimiza�~ao, n~ao basta termos uma teoria de representa�~ao, a teoria temde ser adequada a otimiza�~ao, ao modelamento do espa�o de imagens e adequada a oloa�~ao derestri�~oes alg�ebrias, arater��stias presentes na MM. Esta �e a prinipal raz~ao do suesso obtido nodesenvolvimento dos m�etodos de projeto de operadores morfol�ogios bin�arios nos �ultimos anos [68℄.A teoria da morfologia omputaional tamb�em satisfaz aqueles requisitos porque ela �e uma genera-liza�~ao direta da representa�~ao bin�aria em que as representa�~oes via n�uleo, redu�~ao e representa�~aovia base para operadores resentes s~ao extens~oes da teoria de representa�~ao bin�aria. Por�em, omoo espa�o de operadores �e muito grande, pouo progresso havia sido feito nesse âmbito.Isso n~ao impediu que se trabalhassem om as imagens n��veis de inza. Uma forma de usar ametodologia bin�aria para imagens em n��veis de inza d�a-se atrav�es dos �ltros \stak" [69℄. Estes�ltros s~ao onstru��dos a partir de �ltros bin�arios resentes que operam individual e igualmente emada onjunto resultante de ada poss��vel limiar de um sinal. Um exemplo de um �ltro \stak" �eo �ltro da mediana, que �e apliado om suesso em sinais ruidosos, prinipalmente ru��do brano.Um ponto favor�avel ao projeto de �ltros \stak" �e que um n�umero pequeno de sinais produz umaquantidade enorme de dados de treinamento [70, 71, 72℄. Por�em, o sistema tem que ser projetadoom uidado pois h�a maneiras de implementar o operador de forma que ele seja mais e�iente que seapli�assemos um operador bin�ario para ada n��vel do sinal [73℄. Do ponto de vista de projeto, emboraos onjuntos formados pelos \thresholds" n~ao serem igualmente distribu��dos, i.e., n~ao obedeerem aomesmo proesso aleat�orio bin�ario, �e poss��vel provar que a otimiza�~ao n~ao �e afetada [73, 74℄.O oneito de �ltro \stak" pode ainda ser estendido via uma fun�~ao booleana sobre as vari�aveisrepresentando o sinal de uma banda de n��veis de inza em torno de um partiular n��vel. Tais �ltross~ao hamados �ltros \stak" generalizados e tamb�em foram otimizados [75℄. A lasse desses �ltros �emaior que a anterior, mais ainda formam uma sublasse dos �ltros resentes [49, 61℄. A representa�~aodessa lasse de �ltros �e um aso espeial da representa�~ao geral de �ltros resentes e portanto a suaotimiza�~ao �e restrita ao aso da lasse dos �ltros resentes [61℄. Enquanto isso ajuda na preis~aodo operador projetado [55℄, �as vezes �e neess�ario lidar om a inaeit�avel subotimalidade dos �ltrosresentes [6, 54℄.Uma outra raz~ao para n~ao se ter abordado o problema do projeto de operadores para imagens emn��veis de inza via otimiza�~ao estat��stia baseada na representa�~ao morfol�ogia �e a grande failidade



6 Introdu�~aode se projetar �ltros lineares �otimos. Al�em de serem pouo ustosos para se projetar, eles tamb�ems~ao simples de serem representados (t~ao simples que s~ao onheidos omo \�ltros de mem�oria zero").Esta talvez seja a raz~ao prinipal do porquê at�e hoje eles serem a primeira op�~ao no projeto de umasolu�~ao em proessamento de imagens ou vis~ao omputaional. N~ao podemos esqueer que at�e pouosanos atr�as, mem�orias para omputador eram aras e pouos sonhavam om o poder omputaionalatual.Uma grande desvantagem desses �ltros �e que eles n~ao d~ao bons resultados quando as imagens (ousinais) est~ao orrompidas om ru��dos n~ao aditivos, quando o ru��do n~ao �e independente da imagem (ousinal), quando as distribui�~oes que governam o ru��do n~ao s~ao gaussianas e, prinipalmente, quandoapliados sobre sinais digitais de mais de uma dimens~ao [76℄.Um grande passo no sentido de tornar vi�avel o projeto de operadores em n��veis de inza viaestima�~ao estat��stia foi dado por Barrera e Dougherty [62℄. Neste trabalho eles introduzem osoperadores WK, que s~ao operadores invariantes por transla�~ao e loalmente de�nidos tanto no espa�oomo nos n��veis de inza. Estes operadores s~ao o assunto desta tese.1.3 Contribui�~oes da teseNesta se�~ao resumimos as ontribui�~oes deste trabalho. A desri�~ao detalhada das ontribui�~oesoriginais enontram-se nos ap��tulos de 4 a 8.� Dentre as poss��veis representa�~oes que pesquisamos para os WK-operadores (�arvores de deis~aoparalelas, �arvores de deis~ao obl��quas, intervalos num retiulado, redes neurais), esolhemosduas: a representa�~ao por �arvores de deis~ao e a representa�~ao por intervalos. Neste sentido,uma das ontribui�~oes originais foi estender o algoritmo ISI para n��veis de inza [77℄ e a outra foifazer um estudo extensivo da aplia�~ao das �arvores de deis~ao obl��quas [78℄ para a representa�~aodo n�uleo dos operadores n��veis de inza. A importânia destas duas ontribui�~oes vem dofato que da representa�~ao depende a e�iênia (em termos de mem�oria e ilos de CPU) paraprojetar e apliar o operador. Al�em disso, ertas representa�~oes podem ser mais adequadas paraembutir onheimentos alg�ebrios a priori, ou para melhorar o poder de predi�~ao (generaliza�~ao)do operador.� Comparamos os resultados dos WK-operadores om os �ltros lineares �otimos restritos a umajanela W e veri�amos, atrav�es de entenas de experimentos, a vantagem dos primeiros emrela�~ao aos �ultimos [79, 78℄. Dentre os experimentos realizados om sinais, �zemos: �ltragemde ru��do gaussiano em sinais unidimensionais; desemba�amento de sinais unidimensionais; res-taura�~ao de sinais orrompidos ao mesmo tempo por ru��do gaussiano e emba�amento em sinaisunidimensionais. Dentre os experimentos om imagens, �zemos: �ltragem de ru��do gaussianoe desemba�amento. O problema de desemba�amento neste ontexto (imagens 2D) �e de grandeimportânia j�a que n~ao existem bons �ltros para resolvê-lo [76℄. Em todos estes experimentospudemos veri�ar omo o erro dos operadores varia om o posiionamento da janela nos n��veisde inza, o tamanho da janela espaial e da janela nos n��veis de inza e om a quantidade deexemplos de treinamento.� Veri�amos a subotimalidade dos WK-operadores quando variam-se o tamanho da janela (jW j),a restri�~ao nos n��veis de inza (jKj) e o n�umero de exemplos. Esta parte neessita de uma expli-a�~ao mais detalhada: j�a que n~ao onheemos as distribui�~oes que regem o operador, o projeto



1.3 Contribui�~oes da tese 7�e baseado em observa�~oes e portanto, se o tamanho da amostra (n�umero de exemplos observa-dos) n~ao �e su�ientemente grande, a preis~ao do operador projetado n~ao ser�a neessariamente�otima. Na verdade, �e subotima na maioria dos asos quando usamos janelas grandes. Nestaparte, a ontribui�~ao foi de expandir o onheimento que havia sido obtido para o projeto de�ltros bin�arios [54, 80℄.� Estendemos o projeto multiresolu�~ao de operadores para os operadores n��veis de inza e obti-vemos resultados melhores que os �ltros lineares �otimos de janela restrita, al�em de resultadosompar�aveis om os WK-operadores om representa�~ao por �arvores de deis~ao [81, 82℄. Nesteestudo, investigamos o problema da suboptimalidade do operador multiresolu�~ao, implemen-tamos um sistema para o projeto desses operadores e �zemos dezenas de experimentos omimagens e sinais unidimensionais para investigar o omportamento desses operadores quandovariamos o tamanho da amostra de treinamento e o tamanho das janelas espaial e n��veis deinza.� Um dos anseios ao �nal de nosso trabalho de mestrado [83℄ era um dia poder usar as t�enias deprojeto autom�atio de operadores para enontrar maradores para segmenta�~ao e, assim, elimi-nar a parte heur��stia do paradigma de Beuher-Meyer. Durante o doutorado pudemos apliaro projeto autom�atio de WK-operadores para enontrar maradores [84, 85℄ e os resultadosmostraram que era poss��vel. A parte heur��stia n~ao �e totalmente eliminada pois o lassi�a-dor n~ao �e perfeito. Por�em, essa parte limita-se a uma �ltragem de omponentes onexas de�area pequena. Em oopera�~ao om F. C. Flores, apliamos estas id�eias para a segmenta�~ao deseq�uênias de v��deo monorom�atias.� Motivados pelos resultados de segmenta�~ao de seq�uênias de v��deo monorom�atias, implemen-tamos a generaliza�~ao dos WK-operadores para imagens oloridas e os resultados foram igual-mente bons [86, 87℄. Este trabalho envolveu, entre outras oisas, uma pesquisa bibliogr�a�asobre imagens oloridas e sua segmenta�~ao. Dessa pesquisa, pudemos propor e implementardiversas medidas de diferenia�~ao entre pixels oloridos (mais espei�amente gradientes) quetransformam imagens oloridas em imagens monorom�atias e assim apliar o paradigma deBeuher-Meyer em sua forma original. Ainda em oopera�~ao om F. C. Flores, apliamos estasid�eias para a segmenta�~ao de seq�uênias de v��deo oloridas.Parte do trabalho aqui apresentado foi realizado em oopera�~ao om o prof. Dr. E.R. Doughertyentre setembro de 1997 e fevereiro de 1999 na Texas A&M University.A avalia�~ao das t�enias empregadas neste trabalho foram feitas via simula�~oes em omputadorde modelos de imagens e sinais visando a solu�~ao de algum problema de proessamento de imagens.Uma bibliotea de rotinas em linguagem C tem sido desenvolvida, em onjunto om Nina S. T.Hirata, usando-se a plataforma Khoros [88, 47℄, om as rotinas neess�arias para o projeto, aplia�~ao,an�alise e avalia�~ao das t�enias estudadas (j�a possui aproximadamente 50000 linhas de �odigo e maisde 100 p�aginas de doumenta�~ao). Outras t�enias tamb�em têm sido implementadas e estudadaspara ompara�~ao e têm sido integradas �a bibliotea.O trabalho de implementa�~ao tem envolvido espei�a�~ao e estrutura�~ao uidadosa do software,tomando-se o uidado de produzir uma bibliotea de rotinas independentes de plataforma, objeti-vando, assim, a maior portabilidade, o desenvolvimento de um sistema integrado, e a simpli�a�~aode desenvolvimento e de manuten�~oes futuras. Desta maneira, este trabalho n~ao possui as mesmas



8 Introdu�~aoarater��stias dos onheidos \gradwares" que s~ao feitos �unia e exlusivamente para o uso do es-tudante de p�os-gradua�~ao que o implementou. A bibliotea em quest~ao tem sido usada por diversospesquisadores do grupo e em aplia�~oes pro�ssionais ligadas a reonheimento de arateres.1.4 Estrutura da tese� No ap��tulo 2 (Fundamentos), apresentamos diversos oneitos b�asios ligados ao projeto es-tat��stio de �ltros lineares e n~ao-lineares.O projeto de �ltros lineares envolve o enontro dos parâmetros (ou pesos) do n�uleo de um operadorlinear hamado Convolu�~ao via estima�~ao estat��stia. Este ap��tulo justi�a-se por duas raz~oes:(i) em v�arias aplia�~oes �zemos ompara�~oes om �ltros lineares; (ii) a id�eia iniial do projetoestat��stio de �ltros n~ao lineares foi inspirada no projeto estat��stio destes �ltros.Apresentamos tamb�em os oneitos de retiulado, retiulado ompleto e opera�~oes em retiulados.Finalmente, introduzimos os operadores b�asios da morfologia matem�atia.� No ap��tulo 3 (W -operadores e seu projeto), apresentamos as id�eias b�asias do projeto deoperadores morfol�ogios.Apresentamos os operadores de janela, ou W -operadores, sua arateriza�~ao em termos de sup-geradoras e em termos de �arvores de deis~ao.Apresentamos o projeto autom�atio de operadores de imagens, alguns oneitos de aprendizadoomputaional e uma disuss~ao sobre indu�~ao, ou omo tamb�em �e onheido, generaliza�~ao.Ao �nal, mostramos uma an�alise do erro ometido quando restringe-se a janela do operador.� No ap��tulo 4 (Operadores \Aperture" e seu projeto), apresentamos a lasse dos operadoresmorfol�ogios que s~ao o objeto de estudo deste trabalho. Estes operadores de imagem s~ao restritostanto no espa�o, quanto nos n��veis de inza.Este ap��tulo apresenta a de�ni�~ao dos operadores \aperture", ou WK-operadores, na sua vers~aomais geral e a sua deomposi�~ao alg�ebria em operadores sup-geradores.Apresentamos o projeto estat��stio dos operadores \aperture" e uma an�alise de erro do operadorprojetado em rela�~ao ao operador �otimo. Ao �nal, apresentamos algumas simula�~oes feitas paraveri�ar qual a probabilidade de um sinal estar dentro do janelamento WK.� No ap��tulo 5 (Representa�~ao e indu�~ao via �arvores de deis~ao), relembramos o algoritmoOC1 que implementamos no sistema para a representa�~ao do operador \aperture".Apresentamos parte de um estudo extenso da aplia�~ao dos operadores \aperture" em problemasde �ltragem de ru��do gaussiano em sinais e desemba�amento em sinais e imagens 2D.� No ap��tulo 6 (Representa�~ao e indu�~ao via intervalos), apresentamos o algoritmo ISI deindu�~ao da base do operador a partir do kernel, ou de uma parte do kernel.Reordamos o algoritmo ISI utilizado para projetar operadores bin�arios e apresentaremos a ex-tens~ao do algoritmo para W -operadores bin�arios para lassi�a�~ao (mapeamentos entre imagensbin�arias e imagens em n��veis de inza, �uteis para, por exemplo, OCR). Apresentamos tamb�ema extens~ao do algoritmo para os operadores \aperture" e uma ompara�~ao experimental om as�arvores de deis~ao.



1.4 Estrutura da tese 9� No ap��tulo 7 (Representa�~ao e indu�~ao via multiresolu�~ao), reordamos oneitos de mul-tiresolu�~ao de operadores e apresentaremos o projeto de operadores \aperture" por esta metodo-logia.O oneito de pirâmide de operadores �e apresentado, assim omo o projeto e a an�alise de errodo operador multiresolu�~ao projetado. Apresentamos o \software" implementado para testar aid�eia e, ao �nal, apresentamos uma parte dos experimentos que �zemos para analisar experimen-talmente o erro dos operadores projetados por essa abordagem em rela�~ao aos operadores linearese \apertures".� O ap��tulo 8 (Aplia�~oes) tem três subse�~oes: na primeira apresentamos um a aplia�~ao dosoperadores \aperture" para restaura�~ao de emba�amento (\deblurring") em imagens reais.Na segunda mostramos uma aplia�~ao dos operadores \aperture" para melhoramento de resolu�~ao.Na tereira mostramos a aplia�~ao dos operadores \aperture" omo ferramentas auxiliares paraenontro de maradores. Apresentamos tamb�em a extens~ao desses operadores para espa�o dasimagens oloridas e alguns exemplos de aplia�~ao nesse ontexto.� No ap��tulo 9 (Conlus~ao) apresentamos algumas onlus~oes obtidas neste trabalho e poss��veisestudos a serem realizados no futuro.� Apêndie A apresentamos uma reorda�~ao sobre o paradigma de segmenta�~ao de imagens e osoperadores morfol�ogios importantes para a segmenta�~ao.� Apêndie B apresentamos uma lista das nossas publia�~oes relaionadas om o tema da tese.� Apêndie C apresentamos uma lista das nossas publia�~oes pouo ou n~ao relaionadas om otema da tese, mas que foram desenvolvidas ao longo deste trabalho.





Cap��tulo 2FundamentosNeste ap��tulo apresentamos alguns oneitos b�asios que failitam o entendimento das id�eias nasquais se baseiam o projeto estat��stio de �ltros lineares de janela restrita e do projeto estat��stio deoperadores morfol�ogios.Iniiamos om uma pequena reorda�~ao do oneito de imagens e das medidas mais importantesda diferen�a entre dois sinais ou imagens. Por ausa da aleatoriedade dos proessos de forma�~ao eaquisi�~ao de sinais ou imagens, apresentamos tamb�em a rela�~ao delas om os proessos aleat�oriosdisretos.Reordamos o oneito de operadores lineares �otimos e a teoria na qual eles se fundamentam:estat��stia multivariada e �algebra linear. A estat��stia multivariada estuda o omportamento si-multâneo de muitas vari�aveis aleat�orias, da�� o nome estat��stia, ou an�alise multivariada; a �algebralinear estuda transforma�~oes entre espa�os lineares. Embora os operadores lineares sejam simplesde implementar, eles possuem algumas limita�~oes onheidas, omo, por exemplo, n~ao darem bonsresultados para imagens de duas ou mais dimens~oes. Da�� a motiva�~ao para ahar �ltros n~ao-linearespara imagens.Para terminar, reordamos oneitos da morfologia matem�atia e de operadores morfol�ogios.Come�amos pelo oneito de retiulado ompleto e as opera�~oes de interse�~ao, uni~ao e omplemento.Depois, reordamos os operadores b�asios da morfologia.Os operadores morfol�ogios têm despertado ada vez mais interesse na omunidade de proessa-mento de sinais e imagens. Este interesse vem, prinipalmente, do suesso apresentado pelas solu�~oesmorfol�ogias e do fato que os omputadores est~ao ada vez mais velozes e os iruitos de mem�oriasmais baratos.2.1 Imagens e transforma�~oes de imagensNeste trabalho estamos interessados na representa�~ao num�eria de um instante de uma ena. Maisespei�amente, numa representa�~ao sobre o dom��nio Z � Z em que ada ponto ou, pelo menos,ada vizinhan�a de pontos da ena �e representado por um n�umero. A forma de se hegar a essarepresenta�~ao �e vastamente explorada na literatura b�asia de proessamento de imagens [1, 2, 89, 3,90, 91℄. 11



12 Fundamentos2.1.1 Sinais e imagens digitaisQuando a representa�~ao num�eria �e feita por n�umeros pertenentes a um subonjunto �nito dosn�umeros reais, dizemos que ela �e uma imagem digital. Como exemplos, podemos itar: o onjunto[0; 255℄, que �e um intervalo dos n�umeros inteiros positivos, Z+; ou um subonjunto �nitos dos n�umerosraionais. Quando apenas dois valores forem su�ientes para representar a imagem, por exemplof0; 1g ou f0; 255g, a imagem digital ser�a hamada de imagem bin�aria, aso ontr�ario ela ser�ahamada de imagem em n��veis de inza e ada valor ser�a um n��vel de inza.Sinais ou imagens digitais podem ser formalmente de�nidas e representadas por mapeamentosque v~ao de um onjunto n~ao vazio E, que �e um grupo abeliano om respeito a uma opera�~ao bin�aria+, em um retiulado ordenado ompleto (ou adeia) L [14, 13℄.Em nosso trabalho estamos interessados em imagens ujo dom��nio, E, �e o onjunto Z [f�1;1g(para o aso dos sinais), ou o onjunto (Z [ f�1;1g) � (Z [ f�1;1g) (para o aso das imagensbidimensionais), e o ontra dom��nio �e o onjunto Z [ f�1;1g. Daqui para frente usaremos a letraL para denotar o onjunto Z [ f�1;1g. Imagens bin�arias podem tanto ser representadas omoelementos da ole�~ao das partes de E (i.e., ole�~ao de todos os subonjuntos de E), denotada P(E),ou omo uma fun�~ao de E em [0; 1℄ (ou f0; kg, k 2 Z).O onjunto de todas as poss��veis imagens (ou sinais1) digitais de E em L ser�a denotado por LE.Por exemplo, o onjunto de todas as imagens bin�arias de E em f0; 1g ser�a denotado por f0; 1gE , e oonjunto de todas as imagens om at�e 255 n��veis de inza ser�a denotado por [0; 255℄E .2.1.2 Imagens e sinais omo proessos aleat�orios disretosA hip�otese de que sistemas que proessam imagens disretas reais (i.e., imagens que foram digitaliza-das e n~ao sintetizadas) s~ao melhor projetados se levamos em onta arater��stias \m�edias" de umalasse de imagens �e um prin��pio de nosso trabalho.Este prin��pio baseia-se em diversos argumentos que nos indiam que imagens reais n~ao s~aodetermin��stias, isto �e, elas n~ao podem ser expressas em uma f�ormula matem�atia expl��ita2. Por�em,sabemos que h�a vozes ontra essa abordagem e que essa disuss~ao beira os ampos da Filoso�a [92℄.2.1.3 Vetores aleat�orios disretosVetores s~ao uma representa�~ao adequada para sinais ou seq�uênias aleat�orias �nitas, prinipalmenteno que onerne �a sua an�alise. Nessa representa�~ao, ada posi�~ao do vetor representa uma vari�avel,ou a realiza�~ao de uma vari�avel aleat�oria e, por isso, os vetores deste tipo s~ao onheidos omo vetoresde vari�aveis aleat�orias, ou vetores aleat�orios disretos. A palavra disreto neste ontexto refere-se �adisretiza�~ao no dom��nio espaial do sinal ou da imagem.Denotaremos vari�aveis aleat�orias om letras mai�usulas e vetores aleat�orios por letras mai�usulas1A partir de agora usaremos apenas o termo imagens, exeto quando estivermos tratando apenas de sinais.2Note que, uma vez digitalizadas, elas podem!



2.1 Imagens e transforma�~oes de imagens 13em negrito. Por exemplo, X = 0BBB� X1X2...Xn 1CCCA :denota um vetor aleat�orio formado pelas vari�aveis aleat�orias X1;X2; : : : ;Xn. Em ontraste, o trans-posto de X, i.e., X0, ser�a denotado por (X1;X2; : : : ;Xn). Desta maneira, omo (X0)0 = X, ent~ao eletamb�em pode ser denotado por X = (X1;X2; : : : ;Xn)0.Denotaremos a realiza�~ao de vari�aveis aleat�orias por letras min�usulas e a realiza�~ao de vetoresaleat�orios por letras min�usulas em negrito. Por exemplo, x = (x1; x2; : : : ; xn)0 denota uma realiza�~aode X = (X1;X2; : : : ;Xn)0.Um vetor aleat�orio �e ompletamente araterizado pela fun�~ao de distribui�~ao onjunta de suasvari�aveis aleat�orias [93, 94, 32, 8℄, i.e.,F (x1; x2; : : : ; xn) = Pr(X1 � x1;X2 � x2; : : : ;Xn � xn) = Pr(X � x)Denotaremos por p(x) a fun�~ao de probabilidade onjunta de X, i.e., p(x) = p(x1; x2; : : : ; xn) =Pr(X1 = x1;X2 = x2; : : : ;Xn = xn), onde Pr denota probabilidade.No projeto de �ltros �otimos �e omum o interesse no estudo de um vetor aleat�orio X em onjuntoom uma vari�avel aleat�oria Y . Da mesma forma que no aso de vetores aleat�orios, essa onjun�~ao �eompletamente araterizada pela fun�~ao de distribui�~ao onjunta do vetor X om a vari�avel Y , i.e.,F (X; Y ) = Pr(X1 � x1;X2 � x2; : : : ;Xn � xn; Y � y) = Pr(X � x; Y � y)2.1.4 An�alise de momentosNo aso em que as distribui�~oes de probabilidade que governam o omportamento dos proessosaleat�orios sejam desonheidas, �e omum analisar os momentos da distribui�~ao (que �e poss��vel mesmodesonheendo a distribui�~ao, j�a que �e poss��vel obter estimativas dos momentos). Em geral, faz-se aan�alise do primeiro e segundo momentos.De�ni�~ao 2.1 Seja X um vetor aleat�orio. O primeiro momento, ou esperan�a, de X �e dada por,X = E[X℄ = (E[X1℄; : : : ; E[Xn℄)De�ni�~ao 2.2 Seja X um vetor aleat�orio e X0 o seu transposto. O segundo momento, ou matriz deorrela�~ao, de X �e dado por, RX = E[XX0℄Por exemplo, a matriz de orrela�~ao de X = (X1;X2; : : : ;Xn) �e dada por:RX = E[0BB� X1X2� � �Xn 1CCA (X1X2 : : : Xn)℄ = 0BBB� E[X21 ℄ E[X1X2℄ � � � E[X1Xn℄E[X2X1℄ E[X22 ℄ � � � E[X2Xn℄... ... . . . ...E[XnX1℄ E[XnX2℄ � � � E[X2n℄ 1CCCA :



14 FundamentosDe�ni�~ao 2.3 Seja X um vetor aleat�orio e X sua esperan�a. O segundo momento entral (momentoao redor da m�edia), ou matriz de ovariânia, de X �e dado por,Cx = E[(X�X)(X�X)0℄Por exemplo, a matriz de ovariânia de X = (X1;X2; : : : ;Xn) �e dada por:Cx = E[0BB� X1 �XX2 �X� � �Xn �X 1CCA (X1 �X X2 �X : : : Xn �X)℄ =
= 0BBB� E[(X1 �X1)2℄ E[(X1 �X1)(X2 �X2)℄ � � � E[(X1 �X1)(Xn �Xn)℄E[(X2 �X2)(X1 �X1)℄ E[(X2 �X2)2℄ � � � E[(X2 �X2)(Xn �Xn)℄... ... . . . ...E[(Xn �Xn)(X1 �X1)℄ E[(Xn �Xn)(X2 �X2)℄ � � � E[(Xn �Xn)2℄ 1CCCA :De�ni�~ao 2.4 Sejam X um vetor aleat�orio e Y uma vari�avel aleat�oria. A matriz de orrela�~aoruzada de X e Y �e dada por, Rxy = E[XY 0℄Por exemplo, a matriz de orrela�~ao ruzada de X = (X1;X2; : : : ;Xn) e Y �e dada por:Rxy = E[0BBB� X1X2...Xn 1CCCAY ℄ = 0BBB� E[X1Y ℄E[X2Y ℄...E[XnY ℄ 1CCCA :De�ni�~ao 2.5 Sejam X e Y omo anteriormente, X e Y suas respetivas esperan�as. A matriz deovariânia ruzada de X e Y �e dada por,Cxy = E[(X�X)(Y � Y )℄Por exemplo, a matriz de ovariânia ruzada de X = (X1;X2; : : : ;Xn) e Y �e dada por:Cxy = E[0BBB� (X1 �X)(Y � Y )(X2 �X)(Y � Y )...(Xn �X)(Y � Y ) 1CCCA℄ = 0BBB� E[(X1 �X)(Y � Y )℄E[(X2 �X)(Y � Y )℄...E[(Xn �X)(Y � Y )℄ 1CCCA :2.1.5 Proessos aleat�orios disretosUm proesso aleat�orio �e uma fam��lia de vari�aveis aleat�orias f�(!; t)g dependentes de um parâmetrot que assume valores em um onjunto de referênia T . Assim, para ada t 2 T �xo, �(!; t) �e uma



2.1 Imagens e transforma�~oes de imagens 15vari�avel aleat�oria �(!; t) de�nida num espa�o amostral S (! 2 S). Por outro lado, se ! �e �xado,ent~ao �(!; t) de�ne uma fun�~ao sobre T denominada realiza�~ao do proesso aleat�orio.Segundo Dougherty [8℄ e Gikhman [95℄, se T �e arbitr�ario ou mesmo a reta real R, o termo fun�~aoaleat�oria �e mais onveniente que proesso aleat�orio, que �e melhor empregado quando t refere-se atempo. No aso em que t �e uma vari�avel espaial, ent~ao a fun�~ao tamb�em �e hamada de ampoaleat�orio ou imagem aleat�oria. Dizemos que o proesso �e disreto se T �e um onjunto disreto.Dizemos que o proesso �e ont��nuo se T �e um onjunto ont��nuo. A �gura 2.1 ilustra o oneito.O proesso aleat�orio disreto apresentado �e uma fam��lia de osenos uja amplitude e freq�uênia s~ao�xados, mas o ângulo de fase �e aleat�orio, isto �e,�(!; t) = os( t:�10 + �) (2.1)onde � �e o valor de uma vari�avel aleat�oria �.A �gura 2.2 ilustra um proesso aleat�orio ont��nuo. Neste aso, o proesso �e fam��lia de fun�~oesoseno om ru��do, isto �e, �(!; t) = os( t:�10 + ) + � (2.2)onde � �e o valor de uma vari�avel aleat�oria � entre [�0:5; 0:5℄.2.1.6 Operadores de imagensEm termos tenol�ogios, imagens per si n~ao servem para muita oisa se n~ao podemos analis�a-las edelas extrair informa�~oes. Para isso, elas preisam ser transformadas pelos operadores de imagens [1,2, 89, 3, 90, 91℄.De�ni�~ao 2.6 Dado um onjunto de imagens LE, onde E e L s~ao de�nidos omo anteriormente,uma transforma�~ao 	 de LE em LE �e hamada de operador de imagem ou �ltro.Se g e h s~ao duas imagens de LE relaionadas por 	, ent~ao esrevemosg = 	(h); (2.3)isto �e, g �e a imagem obtida de h por 	.2.1.7 Medidas pontuais entre duas imagensEm v�arias partes deste trabalho iremos mensurar o quanto uma imagem difere de outra, mais espe-i�amente, se 	 �e um operador de�nido sobre LE , e g 2 LE �e a imagem ideal que gostar��amos deter obtido om a aplia�~ao de 	 sobre h 2 LE, ent~ao �e natural que queiramos saber quanto 	(h)difere de g, em m�edia.Para isso, reorreremos a duas medidas pontuais muito utilizadas, o \Mean Absolute Error", ouMAE, e o \Mean Square Error", ou MSE, de 	, 	 : LE ! LE .O MAE de um operador 	, MAE(	), �e dado pela equa�~aoMAE(	) = E[jg �	(h)j℄; (2.4)



16 Fundamentosonde E[�℄ �e a esperan�a de �. O MSE �e de�nido de forma semelhante pela equa�~aoMSE(	) = E[jg �	(h)j2℄: (2.5)A diferen�a b�asia entre estas medidas est�a no peso que se d�a a ada ponto errado. Isto �e, noMAE toma-se a diferen�a absoluta simples e no MSE toma-se o quadrado da diferen�a. Portanto,quanto maior o erro, maior �e a importânia dele na medida MSE. Por ausa disso, quando o objetivo�e tirar ru��do, o MSE pode ser uma medida mais interessante que o MAE, prinipalmente para sinais.No aso das imagens, h�a que se levar em onta outros fatores, por exemplo, o emba�amento dasarestas, mesmo quando tratamos �ltragem de ru��do.Em geral, n~ao temos omo alular exatamente o MAE ou o MSE pois n~ao temos todas as imagensideais gi orrespondentes �a aplia�~ao de 	 em hi, para todos as imagens hi. Por�em, podemos estim�a-los atrav�es de amostras,As �guras 2.3a e b mostram a imagem do \amera man" e seu emba�amento por uma matriz5� 5 gaussiano (Fig. 2.4a). O MAE e o MSE estimados a partir dessas imagens �e, respetivamente,8.8474 e 319.4225. A �gura 2.4b mostra o resultado de um operador linear de desemba�amento (um�ltro de Wiener) sobre a imagem emba�ada. O MAE e o MSE da imagem restaurada �e 6.2192 e63.5656, respetivamente.�E importante lembrar que n~ao existe uma regra geral sobre qual das duas medidas �e melhor e,portanto, onde e quando us�a-las. Tamb�em n~ao existe uma regra geral que relaione qualquer umadelas om o operador que d�a a melhor qualidade visual para uma imagem. A �unia oisa que �ev�alida, e �e �obvia, �e que quanto mais pr�oximos estamos da imagem ideal, menor o MAE, ou o MSE.Por�em, �e f�ail enontrar exemplos em que tanto o MAE, quanto o MSE, s~ao pequenos e a imagem �evisualmente ruim em rela�~ao a imagem ideal (aso omum em restaura�~ao de imagens emba�adas).Estas s~ao as medidas mais usadas neste trabalho, embora existam outras medidas onhei-das [96, 97, 98℄. Quando falarmos de segmenta�~ao de imagens, introduziremos uma outra medidamais apropriada para essa aplia�~ao.2.2 Espa�os e transforma�~oes linearesNesta se�~ao reordamos oneitos b�asios de �Algebra Linear. Reordaremos a de�ni�~ao de orpo, deespa�o vetorial e, �nalmente, de uma transforma�~ao linear. As prinipais fontes de onsulta paraesta se�~ao foram os livros de Ho�man & Kunze [99℄ e de Larry Smith [100℄.Seja F um onjunto de objetos F = fx; y; z; w; : : :g e sejam + e : duas opera�~oes de�nidassobre F tais que: para todos x; y 2 F , x+ y 2 F e x:y 2 F .De�ni�~ao 2.7 Dizemos que (F;+; :) �e um orpo omutativo se as seguintes propriedades s~ao satis-feitas.1. A opera�~ao + �e omutativa, i.e., x+ y = y + x;8x; y 2 F .2. A opera�~ao + �e assoiativa, i.e., x+ (y + z) = (x+ y) + z;8x; y; z 2 F .3. Existe um �unio elemento neutro 0 em F , tal que x+ 0 = x;8x 2 F .



2.2 Espa�os e transforma�~oes lineares 174. Para ada x 2 F , existe um �unio elemento inverso �x 2 F , tal que x+ (�x) = 0.5. A opera�~ao : �e omutativa, i.e., x:y = y:x;8x; y 2 F .6. A opera�~ao : �e assoiativa, i.e., x:(y:z) = (x:y):z;8x; y; z 2 F .7. Existe um �unio elemento n~ao nulo 1 em F tal que x:1 = x;8x 2 F .8. Para ada x 2 F , n~ao nulo, existe um �unio elemento x�1 2 F , tal que x:x�1 = 1.9. A opera�~ao : �e distributiva em rela�~ao �a opera�~ao +, i.e., x:(y + z) = x:y + x:z;8x; y; z 2 F .Seja F o onjunto dos n�umeros reais ou dos n�umeros omplexos. Sejam + e : as opera�~oesusuais de adi�~ao e multiplia�~ao, ent~ao F �e um orpo omutativo. �E omum a nomenlatura esalarem lugar de n�umero quando tratamos de espa�os lineares.Preisamos da no�~ao de orpo omutativo para de�nir ombina�~oes lineares dos elementos doorpo. A de�ni�~ao a seguir trata do espa�o dessas ombina�~oes lineares.De�ni�~ao 2.8 Um espa�o vetorial onstitui-se dos seguintes ��tens:1. Um orpo F de esalares.2. Um orpo V de objetos, denominados vetores.3. Uma opera�~ao + em V , denominada adi�~ao de vetores, tal que 8u;v 2 V , u+ v 2 V . Al�emdisso, a opera�~ao + tem que ser omutativa, assoiativa, existir um �unio elemento neutro eum �unio elemento inverso.4. Uma opera�~ao : , denominada multiplia�~ao esalar, que assoia a ada  2 F e a ada vetorv 2 V , um vetor v em V . Esta opera�~ao satisfaz as seguintes propriedades:(a) 1:v = v.(b) (12):v = 1(2:v).() (v +w) = v + w.(d) (1 + 2)v = 1v + 2v.Embora a maioria dos fenômenos reais n~ao sejam lineares, usualmente a primeira abordagem emsua modelagem �e a linear. Por muitos anos a f��sia, a biologia, a eonomia e diversas outras iêniastêm apliado a modelagem linear para obter uma aproxima�~ao dos fenômenos reais. No aso dos�ltros, ou transforma�~oes entre imagens ou sinais, a hist�oria n~ao foi diferente. Assim, apresentamosa de�ni�~ao de transforma�~ao linear.De�ni�~ao 2.9 Sejam V e V 0 espa�os vetoriais sobre o orpo F . Uma transforma�~ao linear de Vem V 0 �e uma fun�~ao T que satisfaz:T (a:u+ b:v) = a:T (u) + b:T (v)para todos os esalares a; b 2 F e todos os vetores u;v 2 V .



18 FundamentosA seguinte proposi�~ao ser�a apresentada sem prova por ser trivial.Proposi�~ao 2.10 Seja A uma matriz n � n om valores em F , seja v um vetor n � 1 de V . Atransforma�~ao de�nida pela f�ormula abaixo �e uma transforma�~ao linear.	(v) = A:v (2.6)De�ni�~ao 2.11 Seja F o orpo dos n�umeros reais3 e seja V um espa�o vetorial sobre F . Um produtointerno sobre V �e uma fun�~ao que assoia a ada par de vetores u e v de V , um esalar hu;vi de Ftal que, para todos u;v;w de V e todos os esalares  de F ,1. hu+ v;wi = hu;vi + hv;wi2. h:u;vi = :hu;vi3. hu;vi = hv;ui4. hu;ui > 0 se u > 0De�ni�~ao 2.12 Um espa�o vetorial munido de um produto interno �e hamado de espa�o de Hilbert.2.2.1 Operador linear sobre imagensPara nossa pr�oxima de�ni�~ao, vamos ampliar o espa�o das imagens para as fun�~oes de E no orpoF . Esse artif��io �e neess�ario pois os operadores lineares s~ao de�nidos sobre um espa�o vetorial e LEn~ao forma um espa�o vetorial.De�ni�~ao 2.13 Sejam g e h duas imagens de FE e 1 e 2 dois elementos quaisquer do orpo F .Dizemos que 	 �e um operador linear se ele satisfaz:	(1:g + 2:h) = 1:	(g) + 2:	(h) (2.7)Note que, a rigor, n~ao �e poss��vel de�nir transforma�~oes lineares em LE4. Por�em, �e omumhamar a melhor aproxima�~ao de um operador linear 	 no espa�o dos operadores sobre LE deoperador linear. Se um operador n~ao satisfaz a propriedade de ser linear, ent~ao ele �e dito ser n~ao-linear.2.2.2 Convolu�~aoA onvolu�~ao �e um dos operadores lineares mais importantes. Seu nome signi�a5: \ato de enrolarjunto", que �e justamente o que o operador faz; isto �e, ele produz uma imagem de sa��da em que adaponto �e o resultado de uma multiplia�~ao de fun�~ao hamada kernel, ou suporte, por uma vizinhan�a3No aso de F ser o orpo dos n�umeros omplexos, ent~ao a propriedade 3 envolve o omplexo onjugado dos esalares.4Pois nenhum subonjunto �nito de F pode ser um suborpo, i.e., um subonjunto de F que tamb�em satisfaz aspropriedades de ser um orpo.5Em português, ou inglês.



2.2 Espa�os e transforma�~oes lineares 19daquele ponto na imagem de entrada, omo se ele estivesse \passeando", ou \enrolando", o kernelpela imagem. Formalmente, dada uma imagem f 2 FE e uma fun�~ao h 2 FW , W � E, a onvolu�~aode h por f �e dada por: 	(f)(x) = Xp2W h(p):f(x� p) (2.8)2.2.3 Projeto estat��stio de operadores linearesA id�eia de utilizar m�etodos estat��stios para projetar operadores lineares n~ao �e nova e houve umavan�o muito grande desde sua origem, tanto te�orio quanto pr�atio[101, 102, 103, 92, 104℄. Nestase�~ao reordamos alguns fundamentos da teoria de projeto estat��stio de operadores lineares e damosuma interpreta�~ao geom�etria para a id�eia.2.2.4 Filtros �otimosO projeto de �ltros a partir de medidas estat��stias sobre um onjunto de imagens, e o estudo de omo�e o erro desses �ltros quando apliados a um onjunto de imagens om arater��stias estatistiamentesimilares ao primeiro, �e o assunto que trata a �ltragem �otima. Embora seja um assunto muito amplo,nesta se�~ao vamos abordar a essênia do projeto de �ltros lineares �otimos e mais tarde vamos veromo ele se estende naturalmente para o projeto de operadores morfol�ogios �otimos.Essenialmente, o projeto de �ltros lineares �otimos est�a baseado no prinipio da ortogonalidade,que por sua vez depende da existênia de um espa�o linear om produto interno, ou espa�o de Hilbert.Nos par�agrafos que seguem, apresentaremos os �ltros lineares disretos �otimos de tamanho restrito.Estes �ltros, no limite, isto �e, quando a janela �e igual ao tamanho do dom��nio E, s~ao equivalentes aofamoso �ltro de Wiener [92, 8℄.2.2.5 Filtros lineares �otimos de tamanho restritoSeja W = (W1; : : : ;Wm) um vetor aleat�orio observado e Y uma vari�avel aleat�oria a ser estimada.O problema de projetar um �ltro linear �otimo de tamanho restrito 	 �e equivalente a ahar umafun�~ao  que pode ser esrita omo ombina�~ao linear das vari�aveis aleat�orias que melhor estimam Yrelativo ao erro quadr�atio m�edio, ouMSE (Mean Square Error). Em outras palavras, n�os queremosahar onstantes a1; : : : ; am 2 R tais que,MSE(	) = E �jY �  (W)j2� = E "jY � mXk=1 akWkj2# ;�e m��nimo. Como  (e onseq�uentemente 	) depende da esolha de A = (a1; a2; : : : ; am) denotaremos por  A de agora em diante. Como A ser�a estimado, vamos denot�a-lo por Â.Dizemos que Ŷ =  Â(W) =Pmk=1 âkWk �e o �ltro linear �otimo se e s�o se,E[jY � Ŷ j2℄ � E "jY � mXk=1 akWkj2# ;sobre todas as esolhas poss��veis de a1; a2; : : : ; am.



20 FundamentosTeorema 2.14 (Prin��pio da Ortogonalidade) Para um vetor aleat�orioW = (W1; W2; : : : ;Wm)0,existe um onjunto de onstantes que minimizam o MSE omo um estimador de Y baseado emW1;W2; : : : ;Wm sobre todas as poss��veis esolhas de onstantes. Al�em disso, â1; â2; : : : ; âm formamum onjunto m��nimo se e s�o se, para quaisquer onstantes a1; a2; : : : ; am,E " Y � mXk=1 âkWk! mXl=1 alWl)!# = 0signi�ando que Y � Â:W �e ortogonal a A:W .Pode-se provar que, se W1; : : : ;Wm s~ao linearmente independentes, ent~ao a ole�~ao de onstantesde otimiza�~ao �e �unia.De aordo om o prin��pio de ortogonalidade, Ŷ �e o melhor estimador linear MSE de Y baseadoem W1; : : : ;Wm se e s�o se,E "�Y � Ŷ � mXl=1 alWl!# = mXl=1 alE h(Y � Ŷ )Wli = 0para quaisquer onstantes a1; : : : ; am.Esta igualdade pode ser resolvida se E[(Y � Ŷ )Wl℄ = 0 para todo l, 1 � l � m, i.e., temos queresolver, E h�Y � Ŷ �Wli = E " Y � mXk=1 âkWk!Wl# = E[YWl℄� mXk=1 âkE[WkWl℄ = 0para todo l, 1 � l � m.A ondi�~ao aima onduz a um sistema de equa�~oes da forma,R11â1 + R12â2 + � � � + R1mâm = R1R21â1 + R22â2 + � � � + R2mâm = R2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Rm1â1 +Rm2â2 + � � � +Rmmâm = Rmonde Rij = E[WiWj℄ = E[WjWi℄ = Rji e Rk = E[YWk℄.Este sistema de equa�~oes pode ser esrito em forma matriial RÂ = C, se n�os �zermos Â =(â1; â2; : : : ; âm)0, C = (R1; R2; : : : ; Rm)0, eR = 0BBB� R11 R12 � � � R1mR21 R22 � � � R2m... ... . . . ...Rm1 Rm2 � � � Rmm 1CCCA :C �e o vetor de orrela�~ao ruzada e R a matriz de auto-orrela�~ao de W1;W2; : : : ;Wm.Se det[R℄ 6= 0 (e �e pois Wi s~ao independentes), ent~ao a solu�~ao do sistema �e Â = R�1C, e o �ltrolinear pode ser esrito omo, 	 =W:Â



2.3 Fundamentos de morfologia matem�atia 21Chamamos este �ltro de: Filtro Linear �Otimo Restrito pois ele �e um �ltro linear �otimo de tamanho�nito dado pela dimens~ao de A, jAj.Os �ltros �otimos de tamanho restrito s~ao uma aproxima�~ao dos �ltros de Wiener [8℄. Quantomaior a janela, melhor a aproxima�~ao. Usamos os primeiros ao inv�es do �ltro de Wiener poispod��amos integrar mais failmente om o projeto de operadores \aperture".2.2.6 Interpreta�~ao geom�etriaA teoria dos �ltros lineares MSE �otimos tem uma interpreta�~ao geom�etria did�atia. Como vimos,o onjunto de vari�aveis aleat�orias W1;W2; : : : ;Wn; Y , e tamb�em as ombina�~oes lineares entre elas,formam um espa�o vetorial.A esperan�a �e um operador linear de�nido neste espa�o e a esperan�a do produto de dois vetores,E[WiWj℄, �e um produto interno. Assim, dois vetores Wi e Wj s~ao ortogonais se E[WiWj℄ = 0. Issos�o aontee se i 6= j (pois assumimos que as vari�aveis Wi 1 � i � n+ 1 s~ao independentes). Desta�ultima rela�~ao vem o nome do prin��pio da ortogonalidade. A Fig. 2.5 ilustra estes oneitos paratrês vari�aveis independentes, W1;W2 e Y .Como Y n~ao �e uma ombina�~ao linear de W1;W2, ent~ao Y n~ao pertene ao subespa�o vetorialgerado por esses vetores. Por outro lado, um vetor Y 0 de�nido por Y 0 = a1:W1 + a2:W2 pertene aosubespa�o. Assim, a quest~ao que se oloa �e: quando o vetor (Y � Y 0) �e m��nimo? Isto �e, para quevalores de a1 e a2 o vetor Y 0 mais se aproxima de Y ? A resposta �e simples, quando (Y � Y 0) �e umvetor ortogonal a Y 0 (veja Fig. 2.5).Finalmente, note que o produto interno de (Y �Y 0) por ele mesmo pode ser esrito omo (ompareom o teorema da ortogonalidade)E[(Y � Y 0)(Y � Y 0)℄ = E[Y (Y � Y 0)℄pois Y 0 e (Y � Y 0) s~ao omponentes ortogonais de Y .2.3 Fundamentos de morfologia matem�atiaNesta se�~ao, apresentamos alguns oneitos b�asios que ir~ao ser neess�arios ao longo do trabalho.Primeiramente reordamos os oneitos de retiulado ompleto e sua representa�~ao diagram�atia.2.3.1 Retiulados e representa�~ao em diagramasSejam L e E de�nidos omo anteriormente. Seja � uma rela�~ao de ordem [105℄ entre os elementosde LE , dada por: f � g () f(x) � g(x);8x 2 E�E f�ail mostrar que ela �e uma rela�~ao de ordem parial, i.e., que satisfaz, para todo f; g e h emLE as propriedades: f � f ; (f � g e g � h =) f � h); (f � g e g � f) =) f = g.A de�ni�~ao a seguir ser�a muito importante num algoritmo que apresentaremos no ap��tulo 4.



22 FundamentosDe�ni�~ao 2.15 Seja L um \poset" [105℄, i.e., um onjunto om uma rela�~ao de ordem parialdenotada por �. Dados a e b em L, dizemos que b obre a se a < b e n~ao existe x 2 L tal quea < x < b.A no�~ao aima permite-nos onstruir uma representa�~ao para os onjuntos parialmente ordena-dos onheida omo \Diagrama de Hasse", que ser�a usado em diversos lugares ao longo do texto.O diagrama �e onstru��do em duas etapas. Primeiro desenha-se um ��rulo para ada elemento do\poset", posiionando b mais alto que a sempre que a < b. Em seguida, desenha-se uma linha ligandotodos os elementos a e b, se e somente se b obre a. A �gura 2.6 ilustra estes oneitos.O limite superior de um subonjunto X � L �e um elemento de L que obre todos os elementosx � X . O menor limite superior �e um limite superior oberto por todos os outros limites superiores.De forma dual de�ni-se o maior limite inferior.De�ni�~ao 2.16 Seja L um \poset". Dizemos que L �e um retiulado se, para quaisquer dois ele-mentos de L existe um maior limite inferior e um menor limite superior. Um retiulado �e ompletoquando ada um dos seus subonjuntos têm um maior limite inferior e um menor limite superior emL.Proposi�~ao 2.17 Se L �e um retiulado �nito, por exemplo L = LE, onde L = Z [ f�1;1g eE = Z [ f�1;1g para sinais, ou E = (Z [ f�1;1g) � (Z [ f�1;1g) para imagens, ent~ao L �eum retiulado ompleto.A proposi�~ao aima foi provada por Banon e Barrera [21, 13℄. Assim, o onjunto das imagensdigitais forma um retiulado ompleto, e uma imagem f 2 LE �e um elemento do retiulado. A�gura 2.7a ilustra o retiulado das imagens bin�arias de três pontos, isto �e, o retiulado f0; 1gfe1 ;e2;e3g.Cada ponto do retiulado representa uma imagem bin�aria de três pontos e todas as poss��veis imagensbin�arias de três pontos est~ao representadas no retiulado, isto �e, 23 imagens. A �gura 2.7b ilustra oretiulado das imagens em n��veis de inza om dois pontos e 5 n��veis de inza, isto �e, o retiulado[�2; 2℄fe1;e2g.2.3.2 Opera�~oes no espa�o das imagensDuas opera�~oes importantes no espa�o de imagens s~ao a transla�~ao espaial e a transla�~ao nos n��veisde inza da imagem.De�ni�~ao 2.18 Seja f 2 LE uma imagem de�nida sobre um espa�o E que �e um grupo abeliano emrela�~ao a opera�~ao de adi�~ao em E, + , e seja t 2 E. A transla�~ao espaial de f por t �e de�nidapor: ft(x) = f(x� t);8x 2 E: (2.9)De�ni�~ao 2.19 A transla�~ao vertial de f 2 LE por z, onde z 2 L, �e de�nida por:(f + z)(x) = f(x) + z;8x 2 E: (2.10)



2.3 Fundamentos de morfologia matem�atia 23Note que f est�a de�nida omo uma fun�~ao de E em Z e que a opera�~ao + agora �e a soma de n�umerosinteiros.De�ni�~ao 2.20 A transla�~ao de um subonjunto de W � E por t 2 E, denotada por Wt e de�nidapor: Wt = fx 2 E; x+ t 2Wg (2.11)Duas opera�~oes b�asias da morfologia matem�atia s~ao a interse�~ao e a uni~ao de dois elementosdo retiulado.De�ni�~ao 2.21 Sejam f; g 2 LE. As opera�~oes de interse�~ao, denotada por ^, e uni~ao, denotadapor _, de f e g s~ao de�nidas, respetivamente, por:(f ^ g)(x) = minff(x); g(x)g;8x 2 E: (2.12)e (f _ g)(x) = maxff(x); g(x)g;8x 2 E: (2.13)Os resultados dessas opera�~oes s~ao hamados, respetivamente, de ��n�mo e supremo.Outra opera�~ao b�asia da morfologia matem�atia �e o omplemento.De�ni�~ao 2.22 Seja f 2 LE, e k o maior elemento de L. A opera�~ao omplemento �e de�nida por,�(f(x)) = k � f(x);8x 2 E (2.14)O resultado desta opera�~ao �e hamado de nega�~ao.2.3.3 Operadores morfol�ogiosNesta se�~ao reordamos a dilata�~ao e a eros~ao morfol�ogias por um onjunto B de E denominadoelemento estruturante.De�ni�~ao 2.23 Seja f uma imagem de LE e B � E. A dila�~ao de f por B, denotada por ÆB(f), edada por: ÆB(f)(x) = _y2Bt+x f(x+ y) (2.15)Onde W �e o s��mbolo para indiar que estamos tomando o valor m�aximo do onjunto.De�ni�~ao 2.24 Seja f uma imagem de LE e B � E. A eros~ao de f por B, denotada por ÆB(f), edada por: "B(f)(x) = ^y2B+x f(x+ y) (2.16)Onde V �e o s��mbolo para indiar que estamos tomando o valor m��nimo do onjunto.
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Figura 2.1: Realiza�~oes de um proesso aleat�orio disreto
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Figura 2.2: Realiza�~oes de um proesso om ru��do aleat�orio



(a) (b)Figura 2.3: \Camera man" (a) e seu emba�amento (b)
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(a) (b)Figura 2.4: Matriz de onvolu�~ao (a) e a restaura�~ao (b)
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Figura 2.6: Diagramas de Hasse
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Cap��tulo 3W -operadores e seu projetoO projeto heur��stio de operadores entre imagens �e uma tarefa dif��il e que requer muita experiêniae onheimento do usu�ario. Assim, n~ao �e qualquer usu�ario que est�a apaitado para resolver seusproblemas pr�atios om t�enias de proessamento de imagens, muito embora talvez fosse a maneiramais ômoda de fazê-lo. Por exemplo, um bi�ologo que queira ontar �elulas maradas radioativamen-te, pode bene�iar-se tanto em qualidade de seu trabalho, quanto em preis~ao, se puder usar t�eniasde proessamento de imagens que segmentam e ontam as �elulas de interesse; prinipalmente sea quantidade de imagens for grande. Como este pro�ssional n~ao neessariamente possui onhei-mentos para ombinar os operadores de imagens orretamente, o desej�avel seria que ele dispusessede um sistema em que: ele pudesse editar (i.e., segmentar, �ltrar, rotular, et.) manualmente, viauma interfae gr�a�a, os objetos de interesse em uma, ou mais, imagens; ele pudesse submeter essasimagens segmentadas para o sistema projetar um operador de imagens que imitasse o trabalho queele fez manualmente; ele pudesse proessar tantas imagens quanto quisesse rapidamente; �nalmente,ele pudesse refor�ar o treinamento dando mais exemplos segmentados manualmente, ou onsertandoeventuais erros que o sistema ometeu.Um sistema deste tipo n~ao �e simples. Ele �e omposto por v�arias partes e este trabalho produziuduas delas, quais sejam, o subsistema de projeto e o subsistema de aplia�~ao de operadores deimagens. O subsistema de projeto serve para estimar o operador a partir de um par, ou mais, deimagens (por exemplo, imagem das �elulas, e a respetiva imagem das �elulas maradas) e, tamb�em,obter uma representa�~ao omputaional ompata para o operador. O subsistema de aplia�~ao servepara transformar imagens a partir da representa�~ao omputaional do operador projetado.O projeto estat��stio de operadores de janela requer a estima�~ao das probabilidades ondiionais(probabilidade de oorrer um erto n��vel de inza, y, dado que foi observada uma erta on�gura�~ao dejanela x) para ada uma das poss��veis on�gura�~oes, quando restringimos adequadamente o tamanhoda janela W . Essa estima�~ao se d�a a partir de exemplos de treinamento forneidos pelo usu�ario viapares de imagens, ou via tabelas de exemplos de treinamento. Como exempli�ado aima, em geral,a forma mais ômoda para o usu�ario �e forneer pares de imagens em que ele produz a sa��da desejadapara ada imagem de treinamento observada.Neste ap��tulo trataremos do projeto deW -operadores usando oneitos de estima�~ao estat��stia [32℄e de teoria de deis~ao [106℄. A id�eia, do lado estat��stio, tem ra��zes nos trabalhos de Wiener [101, 102℄e Pugahev [103℄, portanto tem semelhan�as om o projeto estat��stio de �ltros lineares. Do ladomorfol�ogio, a id�eia tem ra��zes nos trabalhos de deomposi�~ao de Matheron [15℄ e de Banon e Bar-29



30 W -operadores e seu projetorera [18, 21℄. Dougherty foi quem onebeu a id�eia e mostrou omo juntar as duas abordagenspara fazer o projeto de W -operadores [51, 61℄. N~ao podemos deixar de lembrar que assumimos porhip�otese que os proessos envolvidos na forma�~ao dos sinais, ou imagens, de interesse s~ao aleat�oriose estaion�arios. Partindo dela, podemos estimar o n�uleo de um operador invariante por transla�~aono espa�o.3.1 Operadores de janelaQuando um operador de imagens �e loalmente de�nido por uma janela W , isto �e, quando bastaolharmos para os pontos dentro de W para deidir o valor da sa��da do operador, dizemos que ele �eum operador de janela. Nesta se�~ao, apresentaremos a no�~ao de janelamento espaial e a de�ni�~aode W -operadores.3.1.1 Con�gura�~oes de janelaUm subonjunto �nito W de E ser�a hamado de janela e a sua dimens~ao, isto �e, o n�umero de pontosde W , ser�a denotada por jW j. O s��mbolo L ser�a usado para designar uma adeia, omo no ap��tulo2. Uma on�gura�~ao de janela, ou simplesmente on�gura�~ao, �e uma fun�~ao de W em L. O espa�ode todas as poss��veis on�gura�~oes de W em L ser�a denotado por LW , e a quantidade de poss��veison�gura�~oes �e dada por jLjjW j (pois ada ponto da janela pode assumir jLj valores) onde jLj �e aquantidade de n��veis de inza em L.Con�gura�~oes de janela n~ao preisam neessariamente ter rela�~ao om imagens. Quando elasn~ao têm, s~ao geralmente hamadas de padr~oes. Normalmente as on�gura�~oes de janela s~ao obtidastransladando uma imagem sob uma janela e observando as on�gura�~oes que v~ao \passando" soba janela. Uma outra maneira de obtê-las �e transladando a janela sobre a imagem e observando ason�gura�~oes que v~ao \passando" sob a janela. Essas duas formas de se obter on�gura�~oes a partirde uma imagem s~ao equivalentes.Seja f 2 LE uma imagem em n��veis de inza e W � E uma janela tal que W = fx1; x2; : : : ; xng,xi 2 E e n = jW j. Denominamos por restri�~ao de f a W no ponto t, t 2 E, a on�gura�~aof�tjW : W ! L de�nida por (o sinal negativo em t deve-se ao fato que estamos transladando afun�~ao para a origem): f�tjW = (f(x1 + t); f(x2 + t); : : : ; f(xn + t)): (3.1)Assim, variando t para todos os pontos de E, podemos obter todas as on�gura�~oes vistas por umajanela W .A segunda maneira usa a de�ni�~ao do translado de W por t, t 2 E. Seja W = fx1; x2; : : : ; xng,xi 2 E e n = jW j, ent~ao Wt = (x1+ t; x2+ t; : : : ; xn+ t) �e o translado de W por t. Uma on�gura�~aof jWt : W ! L �e desrita por:f jWt = (f(x1 + t); f(x2 + t); : : : ; f(xn + t)): (3.2)Novamente, variando t para todos os pontos de E obtemos todas as on�gura�~oes vistas pela janelasobre f . Como podemos ver, as duas formas f�tjW e f jWt s~ao equivalentes.
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0Figura 3.1: Invariânia por transla�~ao.Exemplo 3.1 Vejamos um exemplo de omo essas on�gura�~oes s~ao obtidas. SejaW = f(�1; 0); (0; 0);(1; 0)g, onde (0; 0) �e a origem de E. Seja f uma fun�~ao de LE e seja t = (tx; ty) um ponto de E.Pela equa�~ao 3.1, temos: f�tjW = (f(�1 + tx; 0 + ty); f(0 + tx; 0 + ty); f(1 + tx; 0 + ty)) = (f(�1 +tx; ty); f(tx; ty); f(1 + tx; ty)). Pela equa�~ao 3.2, temos: Wt = f(�1 + tx; ty); (tx; ty); (1 + tx; ty)g, ef jWt = (f(�1 + tx; ty); f(tx; ty); f(1 + tx; ty)).3.1.2 Operadores invariantes por transla�~ao espaialOs operadores invariantes por transla�~ao espaial, tamb�em denominados H-operadores [14℄, formamuma lasse importante dentro da lasse dos operadores lineares[92℄. No aso n~ao linear, eles tamb�ems~ao muito importantes pois, para a maioria dos problemas de �ltragem, basta que os operadoressejam invariantes por transla�~ao espaial. Dentre os asos l�assios em que esses operadores n~ao s~aoadequados (embora isso dependa tamb�em do problema), est�a o aso em que as imagens têm umaperspetiva muito pronuniada, por exemplo, enas em que objetos de tamanhos iguais pareem tertamanhos diferentes por ausa da perspetiva. Outro aso �e o de imagens que têm arater��stiasmuito diferentes dependendo do lugar para o qual se olha a imagem.Um operador 	 : LE ! LE �e hamado invariante por transla�~ao (i.t.) no espa�o se satisfaz aseguinte rela�~ao: 	(ft)(x) = 	(f)(x� t) 8t 2 E; 8f 2 LE: (3.3)Em outras palavras, apliar o operador sobre a fun�~ao transladada �e equivalente a apliar o operadorsobre a fun�~ao e depois transladar o resultado. A �gura 3.1 ilustra gra�amente um exemplo desteoneito.
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0

L

WFigura 3.2: Classe de restri�~ao.3.1.3 Operadores loalmente de�nidosO projeto estat��stio de operadores de imagens �e de interesse se os operadores puderem ser de�nidosloalmente por uma janela W n~ao muito grande 1. Nesta se�~ao de�nimos melhor estes operadores.Dizemos que um operador bin�ario 	 : P(E) ! P(E), onde P(E) �e o onjunto das partes deE [14, 13℄, �e loalmente de�nido (l.d.) por uma janela W se e somente se x 2 	(X) () x 2	(X \W�x) ou, equivalentemente, se x 2 	(X)() o 2 	(X�x \W ), onde o �e a origem de E.Desta forma, no aso bin�ario, a propriedade de um operador ser l.d. �e de�nida baseada eminterse�~oes. No aso dos operadores em n��veis de inza �e preiso generalizar esta id�eia.De�ni�~ao 3.2 A lasse de restri�~ao de f sobre W , denotada Ff jW , �e a fam��lia de fun�~oes ujarestri�~ao a W resulta em f jW , isto �e:Ff jW = fg 2 LE : f jW = gjWg: (3.4)A �gura 3.2 ilustra o oneito mostrando quatro urvas (s�olida, traejada, pontilhada e traejadaom tra�o urto) diferentes que s~ao iguais quando restritas a W .De�ni�~ao 3.3 Seja L uma adeia. Um operador de imagens 	 : LE ! LE �e hamado loalmentede�nido (l.d.) em W se e s�o se, para quaisquer f 2 LE e x 2 E,	(f)(x) = 	(g)(x);8g 2 Ff�xjW : (3.5)3.1.4 W -operadoresUm operador que �e invariante por transla�~ao no espa�o e loalmente de�nido por uma janela W �ehamado de W -operador.1O oneito de grande depende de v�arios fatores, por exemplo: n�umero de imagens dispon��veis para fazer a estima�~ao,tamanho da mem�oria dispon��vel, veloidade do omputador.



3.2 Carateriza�~ao de W -operadores 33Uma propriedade importante dosW -operadores �e que eles podem ser de�nidos anoniamente porfun�~oes de LW em L hamadas de medidas ou fun�~oes arater��stias 2 [21, 62, 107, 68, 108℄. Maisainda, �e poss��vel provar que existe uma bije�~ao entre o onjunto de todas as fun�~oes arater��stiasde LW em L e o onjunto dos W -operadores [108℄.Em outras palavras, dado um W -operador 	 : LE ! LE , existe uma, e apenas uma, fun�~aoarater��stia  : LW ! L tal que: 	(f)(x) =  (f�xjW );8x 2 E: (3.6)Usar uma fun�~ao arater��stia para de�nir 	 �e uma forma equivalente de de�nir umW -operadormuito usada por Dougherty [109, 66, 67, 107℄.O n�umero de operadores dentro da lasse dos W -operadores �e jLj(jLjjW j), pois a ada on�gura�~ao(dentre as jLjjW j poss��veis on�gura�~oes) pode-se assoiar um valor de sa��da diferente (dentre os jLjposs��veis n��veis de inza).3.2 Carateriza�~ao de W -operadoresNesta se�~ao, apresentamos a arateriza�~ao dos W -operadores via intervalos do retiulado. Sejama; b 2 LW . Dizemos que a �e menor ou igual a b, a � b, sse a(x) � b(x), 8x 2W .De�ni�~ao 3.4 Sejam a; b 2 LW tais que a � b. O subonjunto de LW dado por:[a; b℄ = fu 2 LW : a � u � bg (3.7)�e hamado de intervalo de extremidades a e b.De�ni�~ao 3.5 Sejam a; b; ; d 2 LW tais que a � b e  � d. Dizemos que o intervalo [; d℄ est�aontido no intervalo [a; b℄, [; d℄ � [a; b℄, sse a �  � d � b.De�ni�~ao 3.6 Uma fun�~ao �a;b de LW em f0; 1g dada por:�a;b(u) = � 1 se u 2 [a; b℄;0 aso ontr�ario, (3.8)para qualquer u 2 LW , �e hamada de fun�~ao arater��stia sup-geradora.De�ni�~ao 3.7 Seja uma fun�~ao arater��stia  de LW em L, e um valor y 2 L qualquer. O n�uleode uma fun�~ao arater��stia �e dado por:K( )(y) = fu 2 LW : y �  (u)g (3.9)Exemplo 3.8 Seja L um intervalo de Z de seis n��veis, L = [0; 5℄, e seja W uma janela de doispontos de E, W = fw1; w2g. Seja 	 o operador m�edia 3 de LW em L. A �gura 3.3 mostra oresultado do operador (em arateres laros) apliado a todos os pontos do retiulado LW . O n�uleode 	 �e dado por:2Quando L �e �nito, elas tamb�em s~ao hamadas de fun�~oes omputaionais.3Como L �e uma adeia disreta, usamos o valor da m�edia �e trunada.
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Figura 3.3: Resultado do operador m�edia.
� K( )(0) = 8>>>>>><>>>>>>:

(0; 0); (0; 1); (0; 2); (0; 3); (0; 4); (0; 5);(1; 0); (1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5);(2; 0); (2; 1); (2; 2); (2; 3); (2; 4); (2; 5);(3; 0); (3; 1); (3; 2); (3; 3); (3; 4); (3; 5);(4; 0); (4; 1); (4; 2); (4; 3); (4; 4); (4; 5);(5; 0); (5; 1); (5; 2); (5; 3); (5; 4); (5; 5)
9>>>>>>=>>>>>>;

� K( )(1) = 8>>>>>><>>>>>>:
(0; 2); (0; 3); (0; 4); (0; 5);(1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5);(2; 0); (2; 1); (2; 2); (2; 3); (2; 4); (2; 5);(3; 0); (3; 1); (3; 2); (3; 3); (3; 4); (3; 5);(4; 0); (4; 1); (4; 2); (4; 3); (4; 4); (4; 5);(5; 0); (5; 1); (5; 2); (5; 3); (5; 4); (5; 5)

9>>>>>>=>>>>>>;
� K( )(2) = 8>>>>>><>>>>>>:

(0; 4); (0; 5);(1; 3); (1; 4); (1; 5);(2; 2); (2; 3); (2; 4); (2; 5);(3; 1); (3; 2); (3; 3); (3; 4); (3; 5);(4; 0); (4; 1); (4; 2); (4; 3); (4; 4); (4; 5);(5; 0); (5; 1); (5; 2); (5; 3); (5; 4); (5; 5)
9>>>>>>=>>>>>>;



3.2 Carateriza�~ao de W -operadores 35� K( )(3) = 8>>>><>>>>: (1; 5);(2; 4); (2; 5);(3; 3); (3; 4); (3; 5);(4; 2); (4; 3); (4; 4); (4; 5);(5; 1); (5; 2); (5; 3); (5; 4); (5; 5)
9>>>>=>>>>;� K( )(4) = 8<: (3; 5);(4; 4); (4; 5);(5; 3); (5; 4); (5; 5) 9=;� K( )(5) = � (5; 5) 	O oneito de n�uleo de uma fun�~ao �e importante pois existe uma bije�~ao entre fun�~oes ara-ter��stias e n�uleos, isto �e, basta dar o n�uleo da fun�~ao arater��stia para de�n��-la ompletamente.Note que o n�uleo de uma fun�~ao arater��stia tem tantas amadas quantos forem os n��veis de inzado seu ontra-dom��nio. O teorema a seguir apresenta a forma de representar a fun�~ao arater��stiavia seu n�uleo [21, 62℄.Teorema 3.9 Se  �e uma fun�~ao arater��stia de LW em L, ent~ao ela pode ser representada por: (u) =_fy 2 L :_f�a;b(u) : [a; b℄ � K( )(y)g = 1g (3.10)para qualquer on�gura�~ao u 2 LW .A representa�~ao pelo n�uleo do operador �e, no entanto, pouo eonômia e o reomend�avel �e fazera representa�~ao por intervalos do n�uleo. Em geral, usa-se a representa�~ao por intervalos maximaisdo n�uleo do operador. Esta maneira de representar o operador �e, em geral, mais eonômia.De�ni�~ao 3.10 Seja [a; b℄ um intervalo de I, I � LW . Dizemos que [a; b℄ �e maximal em I sse n~aoexiste [a0; b0℄ � I tal que [a; b℄ � [a0; b0℄.De�ni�~ao 3.11 Seja  uma fun�~ao arater��stia de�nida de LW em L, e y 2 L. A base de umafun�~ao arater��stia  no n��vel y, B( )(y), �e dada por:B( )(y) = Max(f[a; b℄ � LW : [a; b℄ � K( )(y)g); (3.11)onde Max(�) �e o onjunto de todos os intervalos maximais de �.A representa�~ao da fun�~ao arater��stia via sua base �e de�nida pelo teorema abaixo [21, 62℄.Teorema 3.12 Se  �e uma fun�~ao arater��stia de LW em L, ent~ao ela pode ser representada por: (u) =_fy 2 L :_f�a;b(u) : [a; b℄ 2 B( )(y)g = 1g (3.12)para qualquer on�gura�~ao u 2 LW .Exemplo 3.13 Seja L um intervalo de Z de seis n��veis, L = [0; 5℄, e seja W uma janela de doispontos de E, W = fw1; w2g. Seja 	 o operador m�edia de LW em L. A base de 	 �e dada por:



36 W -operadores e seu projeto� B( )(0) = f[(0; 0); (5; 5)℄g� B( )(1) = f[(0; 2); (5; 5)℄; [(2; 0); (5; 5)℄; [(1; 1); (5; 5)℄g� B( )(2) = f[(0; 4); (5; 5)℄; [(4; 0); (5; 5)℄; [(1; 3); (5; 5)℄; [(3; 1); (5; 5)℄; [(2; 2); (5; 5)℄g� B( )(3) = f[(1; 5); (5; 5)℄; [(5; 1); (5; 5)℄; [(2; 4); (5; 5)℄; [(4; 2); (5; 5)℄; [(3; 3); (5; 5)℄g� B( )(4) = f[(3; 5); (5; 5)℄; [(5; 3); (5; 5)℄; [(4; 4); (5; 5)℄g� B( )(5) = f[(5; 5); (5; 5)℄gA �gura 3.4 mostra uma representa�~ao da base do operador m�edia onde, de baixo para ima,est~ao representados todos os intervalos maximais para ada n��vel da base (de 0 a 5).3.2.1 Usando a representa�~ao para apliar  A aplia�~ao do operador representado por  �e uma onseq�uênia imediata da f�ormula 3.12. Dada umaon�gura�~ao, o algoritmo perorre a lista de intervalos da base de ada n��vel de inza, at�e enontrarum intervalo que a ontenha. As bases s~ao perorridas do maior n��vel de inza para o menor poisqueremos o maior n��vel de inza uja base ontenha a on�gura�~ao.3.3 Representa�~ao por �arvores de deis~aoNesta se�~ao iremos araterizar a representa�~ao de uma fun�~ao arater��stia por uma �arvore dedeis~ao (DT, do inglês \deision tree").Uma �arvore de deis~ao (DT) �e uma �arvore enraizada [44℄ onde ada n�o interno, inlusive a raiz,�e assoiado a um teste, ou deis~ao, e ada folha (n�o externo) �e assoiada a um valor (inteiro ou real)ou a um oneito. O teste, ou deis~ao, �e uma fun�~ao das vari�aveis ou do oneito assoiado �aquelen�o e dependendo do resultado do teste, um dos ramos da �arvore �e esolhido (para a esquerda se oteste �e verdadeiro e para a direita se o teste �e falso). Uma �arvore de deis~ao disreta �e uma �arvorede deis~ao onde ada folha �e assoiada a um n�umero inteiro v, v 2 L;L � Z, �nito. De agora emdiante, quando falarmos de �arvores de deis~ao, estaremos falando de �arvores de deis~ao disretas. A�gura 3.5 ilustra uma �arvore de deis~ao que representa a fun�~ao m�edia trunada sobre uma janelade dois pontos, onde ada ponto pode assumir os valores 0, 1, 2, ou 3.A proposi�~ao b�asia deste ap��tulo diz que uma fun�~ao arater��stia  : LW ! L qualquer podeser representado por uma �arvore de deis~ao disreta. Neste sentido, uma �arvore de deis~ao �e umarepresenta�~ao de uma fun�~ao disreta. Por�em, esta representa�~ao n~ao �e anônia, isto �e, existe maisde uma �arvore de deis~ao para ada fun�~ao arater��stia disreta. A �gura 3.6 ilustra uma outra�arvore de deis~ao que representa a mesma fun�~ao que a �arvore da �gura 3.5.Teorema 3.14 Qualquer fun�~ao arater��stia  ,  : LW ! L, de�nida entre onjuntos disretospode ser representado omo uma �arvore de deis~ao, e vie-versa.A prova deste teorema pode ser enontrada em [110℄.As �arvores de deis~ao podem ser lassi�adas em dois tipos: DT paralela e DT obl��qua.
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Figura 3.4: Representa�~ao do operador m�edia pela base.
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PSfrag replaements

00 1
111 222 3

x1 < 1x2 < 2 x1 < 2x2 < 1 x1 < 3x2 < 3 x2 < 3 x2 < 1x2 < 3
Figura 3.5: Uma poss��vel representa�~ao do operador m�edia.

PSfrag replaements

00 11 111 2 2222
3

x1 < 2x2 < 2 x2 < 2
x1 < 1 x1 < 1 x1 < 3 x1 < 3x2 < 1 x2 < 3 x2 < 1 x2 < 3

Figura 3.6: Uma outra poss��vel representa�~ao do operador m�edia.



3.4 Projeto de operadores de janela 39De�ni�~ao 3.15 DT paralela - uma �arvore de deis~ao �e dita paralela se ada v�ertie interno est�aassoiado a um teste em uma �unia vari�avel xi de x.Geometriamente, as fronteiras resultantes da parti�~ao do retiulado s~ao hiperplanos paralelosaos eixos de um sistema artesiano de�nido por x, onde ada vari�avel xi de x �e um eixo desse espa�o.A �gura 5.5 ilustra esse oneito.De�ni�~ao 3.16 DT obl��qua - uma �arvore de deis~ao �e dita obl��qua (ODT) se a deis~ao assoiada aada n�o �e baseada numa ombina�~ao linear das vari�aveis xi de x.Desta vez, se olharmos para as fronteiras resultantes da parti�~ao do retiulado, elas ser~ao hiper-planos obl��quos aos eixos do sistema artesiano de�nido por x. A �gura 5.7 ilustra esse oneito.A vantagem de usar �arvores obl��quas em rela�~ao �as �arvores paralelas �e que a altura das �arvoresobl��quas tende a ser mais baixa que a altura das �arvores paralelas, o que diminui o tempo m�edio debusa.3.3.1 Usando a representa�~ao via �arvores de deis~ao para apliar  Uma das vantagens de usar a estrutura de �arvore �e a rapidez de aplia�~ao do operador, ou maisespei�amente, a rapidez para ahar o valor de uma dada on�gura�~ao. Para isto, basta perorrer a�arvore, ome�ando pela raiz, de aordo om o resultado do teste assoiado ao n�o orrente. O proessop�ara quando alan�amos uma folha, que ont�em o valor a ser assoiado �a on�gura�~ao.3.4 Projeto de operadores de janelaSeja S uma fam��lia de pares de imagens, S = fhi; gig; i 2 N (o onjunto dos n�umeros naturais),de�nidas em E om valores em L, onde hi 2 LE �e denominada imagem observada e gi 2 LE , imagemideal. Vamos supor que os pares fhi; gig s~ao tais que existe um operador de imagens 	 tal que	(hi) = gi, para qualquer par de imagens de S. Apesar de supormos que 	 existe, n~ao o onheemose, por isto, queremos estim�a-lo. Isto posto, vamos dizer que, dada uma fam��lia S de pares de imagens,projetar estat��stiamente um operador de imagens sobre S �e ahar um operador 	̂ que minimiza umamedida de erro entre 	̂(hi)(t) e gi(t), para todo t 2 E e todos os pares (hi; gi) de S [8℄. A medidade erro a ser minimizada �e usualmente o erro absoluto m�edio (\Mean Absolute Error" ou MAE) ouo erro quadr�atio m�edio (\Mean Square Error" ou MSE).O erro absoluto m�edio, ou MAE, �e dado por:MAE(	) = E[jg �	(h)j℄; (3.13)e o erro quadr�atio m�edio, ou MSE, �e dado por:MSE(	) = E[(g �	(h))2℄: (3.14)Note que n~ao temos 	 e, por isso, queremos estim�a-lo de modo que o erro do operador seja m��nimo.No ontexto da teoria de deis~ao, essas medidas s~ao hamadas de fun�~oes de riso, e as fun�~oesjg � 	(h)j e (g � 	(h))2 s~ao hamadas de fun�~oes de perda. O problema prinipal em teoria dedeis~ao �e, apliando o rit�erio minimax [106, 94℄, enontrar o estimador 	̂ que leve ao menor riso.



40 W -operadores e seu projetoTeorema 3.17 Seja S uma fam��lia de pares de imagens, S = fhi; gig; i 2 N, de�nidas em E om va-lores em L. Dado um ponto t 2 E e um W � E, seja P (g(t); h�tjW ) a probabilidade da on�gura�~aoh�tjW estar assoiada ao n��vel de inza g(t). Por hip�otese, vamos supor que P (g(t); h�tjW ) n~aodepende de t, isto �e, o proesso �e estaion�ario. Se 	 �e um W -operador, ent~ao MSE(	) =MSE( ),onde  �e a fun�~ao arater��stia do operador 	.Dem.: MSE(	) (1)= E[(g(t) �	(h)(t))2℄(2)= Pg;h2S 1jEj Pt2E(g(t) �	(h)(t))2P (g; h)(3)= 1jEj Pt2E Pg(t)2L Ph�tjW2LW (g(t) �  (h�tjW ))2P (g(t); h�tjW )(4)= 1jEj Pt2E Py2L Px2LW (y �  (x))2P (y;x)(5)= Py2L Px2LW (y �  (x))2P (y;x)(6)= E[(Y �  (X))2℄(7)= MSE( )
(3.15)

A passagem da equa�~ao 1 para a 2 deve-se �a de�ni�~ao de esperan�a. A passagem da equa�~ao 2para a 3 deve-se ao fato de 	 ser umW -operador, e portanto de�nido loalmente por uma fun�~ao a-rater��stia  . A probabilidade onjunta P (g(t); h�tjW ) aparee na equa�~ao pois agora os somat�orioss~ao sobre todos os n��veis de inza e sobre todas as poss��veis on�gura�~oes. A passagem da equa�~ao3 para a 4 deve-se �a hip�otese de estaionariedade. A passagem da equa�~ao 4 para a 5 vale pois asomat�oria sobre t n~ao depende de t, e portanto os fatores jEj se anelam. A passagem da equa�~ao5 para a 6 deve-se novamente �a de�ni�~ao de esperan�a. Finalmente, a passagem da equa�~ao 6 paraa 7 deve-se �a de�ni�~ao de MSE.Portanto, omo o MSE(	) �e igual ao MSE( ), ent~ao minimizar o MSE de um W -operador 	 �eequivalente a minimizar o MSE de sua fun�~ao arater��stia  [8℄.Teorema 3.18 O MSE m��nimo de um operador 	 i.t. e l.d. por  �e dado por  (x) = E[yjx℄, ondeE[�℄ �e a esperan�a de �.Dem.: Reproduzimos aqui a prova dada por Dougherty em [8℄. Esta prova tem duas partes. Elemostra primeiramente quem �e o estimador que minimiza o MSE de uma vari�avel aleat�oria Y e,depois, quem �e o estimador que minimiza o MSE de uma vari�avel aleat�oria ondiionada Y jX.a) E[(Y � Ŷ )2℄ = E[Y 2 � 2Y Ŷ + Ŷ 2℄ = E[Y 2℄� 2Ŷ E[Y ℄ + Ŷ 2Derivando a equa�~ao aima em fun�~ao de Ŷ e igualando a zero, temos Ŷ = E[Y ℄. Derivando emrela�~ao a Ŷ uma vez mais, temos que a segunda derivada �e positiva, ou seja, Ŷ = E[Y ℄ �e um valorque minimiza E[jY � Ŷ j2℄. Na verdade, usamos o valor inteiro mais pr�oximo de E[Y ℄ pois Y est�ade�nido no dom��nio disreto.b)E[(Y �  (X))2℄ (1)=(1)= E[(Y �  (X)2jX℄



3.5 An�alise do erro de projeto 41(2)= E[(Y �E[Y jX℄ +E[Y jX℄�  (X))2jX℄(3)= E[((Y �E[Y jX℄)2 � 2(Y �E[Y jX℄)(E[Y jX℄�  (X)) + (E[Y jX℄�  (X))2)jX℄(4)= E[(Y �E[Y jX℄)2jX℄� 2E[(Y �E[Y jX℄)(E[Y jX℄�  (X))jX℄ +E[(E[Y jX℄�  (X))2jX℄(5)= E[(Y �E[Y jX℄)2jX℄ +E[(E[Y jX℄�  (X))2jX℄(6)� E[(Y �E[Y jX℄)2jX℄ (3.16)A passagem da igualdade 1 para a 2 vem da soma e subtra�~ao de E[Y jX℄. A passagem da igualdade2 para a 3 e, em seguida, 3 para 4, vem da expans~ao do soma de quadrados. A passagem daigualdade 4 para a 5 vem do fato que o termo E[(Y � E[Y jX℄)(E[Y jX℄ �  (X))jX℄ �e nulo poisE[(Y � E[Y jX℄)(E[Y jX℄ �  (X))jX℄ = E[Y � E[Y jX℄jX℄E[E[Y jX℄ �  (X)jX℄ = (E[Y jX℄ �E[E[Y jX℄jX℄)E[E[Y jX℄�  (X)jX℄ = (E[Y jX℄ �E[Y jX℄)E[E[Y jX℄�  (X)jX℄ = 0. A passagemda igualdade 5 para a desigualdade 6 �e do fato que ambos termos s~ao positivos, assim sua soma �emaior que a de um deles. Portanto, o estimador de Y jX que minimiza E[(Y � (X)2℄ �e a esperan�ade Y ondiionada a X, ou E[Y jX℄, omo quer��amos mostrar.Como n~ao onheemos a distribui�~ao onjunta de Y jx, ent~ao temos que usar omo estimador deE[yjx℄ a m�edia amostral e atribu��mos a  W;N(x o valor inteiro mais pr�oximo da m�edia amostral, isto�e,  W;N(x) = b 1N(x) N(x)Xi=1 yijx+ 0:5 (3.17)onde yjx �e o valor de Y dada a observa�~ao X = x, N(x) �e o n�umero de vezes que x �e observado naamostra e b� �e o menor inteiro mais pr�oximo de �.De forma semelhante, pode-se mostrar que o estimador que minimiza o MAE �e a mediana [93, 111℄.3.5 An�alise do erro de projetoNesta se�~ao vamos estudar o inremento de erro ausado por usarmos um operador de janela projetadoem lugar do operador de janela �otimo.Se  W : LW ! L �e a fun�~ao arater��stia do operador MSE �otimo sobre uma janela W (signi�-ando que  W (X) = E[Y jX℄;8X 2 LW ) e  : LW ! L �e uma outra fun�~ao arater��stia qualquersobre W , vamos hamar de inremento de erro, o erro resultante por usarmos  ao inv�es de  W eo denotaremos por 4( ; W ). Seja  W;N uma fun�~ao arater��stia estimada de  W baseada em Npares de amostras (X1; Y 1); : : : ; (XN ; Y N ), ent~ao o inremento de erro ser�a igual a 4( W;N ;  W ). A�gura 3.7 ilustra o inremento de erro 4( W;N ;  W ) para o operador  W;N em rela�~ao ao operador�otimo sobre W .O MSE do operador projetado �e dado porMSEh W;N i = MSE h W i+4( W;N ;  W ): (3.18)Como  W;N depende das amostras de treinamento, ele �e aleat�orio e sua impreis~ao, ou erro deestima�~ao, �e de�nido omo a esperan�a do usto, isto �e, E[4( W;N ;  W )℄[55℄. O MSE esperado do�ltro projetado �e obtido tomando a esperan�a da Eq. 3.18, lembrando que MSE h W i �e onstante.
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N1 Figura 3.7: Inremento de erroN~ao s�o E[4( W;N ;  W )℄ depende da estima�~ao, omo tamb�em, tende a zero quandoN tende a in�nito( limN!1E[4( W;N ;  W )℄ = 0), que �e geralmente o aso. Por�em, para janelas grandes, por exemploV , onde W � V , jW j << jV j, o n�umero de exemplos de treinamento N preisa ser t~ao grande parafazer E[4( V;N ;  V )℄ aeitavelmente pequeno, que �e freq�uentemente imposs��vel ter alguma estimativaon��avel da esperan�a ondiional.A �gura 3.8 ilustra o oneito aima. O MSE do operador �otimo sobre a janela W , 	W , �eilustrado por uma reta paralela ao eixo das absissas, o MSE do operador �otimo sobre a janela V ,W � V , tamb�em �e ilustrado por uma reta paralela ao eixo das absissas, mais baixa que a anteriorpois MSE( W ) � MSE( V ), j�a que W � V . A fun�~ao arater��stia de  W;N estimada �e melhorpara N pequenos e aproxima-se de  W quando N tende a in�nito. A fun�~ao arater��stia de  V;N , amedida que N tende a in�nito, �a melhor que  W;N e, depois, �a melhor que  W , aproximando-sede  V .Mais que tentar esolher o melhor �ltro entre todas as poss��veis fun�~oes arater��stias de nvari�aveis, X1;X2; : : : ; Xn, podemos restringir nossa esolha �as melhores fun�~oes em uma sublasseC de fun�~oes. O �ltro �otimo em C, denotado por  C;W , laramente n~ao d�a resultado melhor doque  W pois este �ultimo j�a �e o �otimo sobre W . Vamos denotar por 4( C;W ;  W ) o usto darestri�~ao. Sendo restrito,  C;W tem menos parâmetros para serem estimados e, assim, seu erro deestima�~ao, E[4( C;W;N ;  C;W )℄, pode ser signi�ativamente menor do que o erro de estima�~ao de W , 4( W;N ;  W ). Desta forma, a restri�~ao �a sublasse C �e ben�e�a se o erro de estima�~ao de  C;Wmais o usto de estima�~ao for menor que o erro de estima�~ao de  W , que traduz-se nas seguinte
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Figura 3.8: Minimiza�~ao do MSEdesigualdade: E[4( C;W;N ;  C;W )℄ +4( C;W ;  W ) < E[4( W;N ;  W )℄: (3.19)Ambos os lados da Eq. 3.19 envolvem N , por isso a utilidade da restri�~ao depende do tamanho daamostra. Assumindo que E[4( C;W;N ;  W )℄ ! 0 e E[4( W;N ;  W )℄ ! 0 quando N ! 1, ent~ao adesigualdade da Eq. 3.19 �e tipiamente satisfeita para N pequeno e n~ao �e satisfeita para N grande.Essas a�rma�~oes �am laras analisando-se a �gura 3.8.Em geral, o �ltro �otimo sobre um onjunto de vari�aveis aleat�orias tem MSE menor que o �ltro�otimo sobre um subonjunto daquelas vari�aveis. Se a janela V ont�em a janelaW , ent~ao  W �e restritorelativamente a V e o inremento de erro por otimizar sobre W ao inv�es de sobre V �e 4( W ;  V ).Por�em, por ausa do exesso de on�gura�~oes a serem estimadas quando usamos V , a preis~ao ser�apior para  V do que para  W , ou em outras palavras, E[4( V;N ;  V )℄ � E[4( W;N ;  W )℄.O �ltro �otimo sobre V �e melhor porquê ele envolve mais observa�~oes, por�em a otimiza�~ao sobreV �e prefer��vel a otimiza�~ao sobre W , se e somente seE[4( V;N ;  V )℄ < E[4( W;N ;  W )℄ +4( W ;  V ): (3.20)Quando V �e signi�ativamente maior que W , esta desigualdade �e satisfeita somente para N proibi-tivamente grandes.Tendo um n�umero su�iente de observa�~oes para utilizar, podemos optar por usar um operadorrestrito �otimo  C;V sobre V . O operador restrito projetado sobre V ,  C;V;N , �e superior ao operadorn~ao restrito projetado sobre W ,  W;N , seE[4( C;V;N ;  C;V )℄ +4( C;V ;  V ) < E[4( W;N ;  W )℄ +4( W ;  V ): (3.21)



44 W -operadores e seu projetoSe o usto da restri�~ao �e muito alto, ent~ao o aumento da preis~ao pode n~ao ser su�iente para fazero m�etodo de restringir o espa�o ben�e�o. A �gura 3.8 ilustra esses efeitos da restri�~ao e do n�umerode exemplos de treinamento.Se mudamos nossa perspetiva e olhamos V omo uma janela de referênia, ent~ao otimizar sobreW � V �e hamado de restri�~ao otimizada. Revertendo a Eq. 3.20, a restri�~ao �e ben�e�a se e somentese, E[4( W;N ;  W )℄ +4( W ;  V ) < E[4( V;N ;  V )℄ (3.22)Esta desigualdade tem a mesma forma da Eq. 3.19. L�a a otimiza�~ao n~ao restrita se dava sobre We havia uma lasse de restri�~ao C restringindo a otimiza�~ao; aqui a otimiza�~ao n~ao restrita se d�asobre V e a restri�~ao se manifesta pela otimiza�~ao restrita �a subjanela W . Com rela�~ao ao MSE,temos que: MSE h V i < MSE h W i pois W � V . Temos tamb�em que: E[MSE h V;N i℄! MSE h V iquando N ! 1, e que E[MSE h W;N i℄ ! MSE h W i quando N ! 1, omo na �gura 3.8. Por�em,para N pequeno, MSE h V i < MSE h W i < E[MSE h W;N i℄ < E[MSE h V;N i℄ (3.23)e a restri�~ao sobre W �e ben�e�a neste aso.Normalmente C �e araterizado por alguma restri�~ao alg�ebria, tal omo restringir o operador �alasse dos operadores lineares, ou dos operadores resentes, ou dos operadores idempotentes, ou dosoperadores \stak", ou dos W -operadores, et.3.6 Indu�~aoDisutimos at�e agora o projeto estat��stio de W -operadores a partir de pares de imagens observadase ideais, (hi,gi), respetivamente. Vimos omo ahar o valor de yjx que minimiza um erto rit�eriode erro para a on�gura�~ao dada x, mas nada falamos sobre qual valor seria atribuido pelo sistemana aplia�~ao do operador em uma on�gura�~ao n~ao observada. A isso d�a-se o nome de indu�~ao.Uma das de�ni�~oes da palavra \indu�~ao" (ou \generaliza�~ao" no ontexto de aprendizado ompu-taional [7℄) enontrada no diion�ario Aur�elio �e: \Raio��nio em que de fatos partiulares se tira umaonlus~ao gen�eria". De fato, omo  �e uma fun�~ao e, portanto, tem que estar de�nida sobre todasas on�gura�~oes poss��veis, esta palavra aplia-se muito bem ao que queremos que aonte�a ao valoratribuido �a sa��da y para uma dada on�gura�~ao x n~ao observada. Se o valor que deveria ser atri-bu��do a x for induzido orretamente a partir das distribui�~oes estimadas para as outras on�gura�~oesobservadas, ent~ao dizemos que ele tem um \bom poder de indu�~ao".Existem diversos m�etodos de aprendizado omputaional que produzem um operador a partirde um onjunto de exemplos de treinamento. Normalmente �e dif��il ompar�a-los om o objetivo deesolher \o melhor" m�etodo de todos pois existem muitas vari�aveis que inueniam na ompara�~ao.Por exemplo, a quantidade e a distribui�~ao onjunta dos exemplos de treinamento, o tempo de projetodo operador, a robustez do operador projetado, a quantidade de mem�oria usada para representar ooperador projetado, a veloidade de aplia�~ao do operador e et. Por�em, h�a um erto onsenso quea esolha do m�etodo depende bastante do problema que se quer resolver, isto �e, existe um onsensoque n~ao existe o m�etodo de aprendizado que sirva para todos os problemas [7℄.Para esolher um m�etodo simples de implementar, om boa apaidade de indu�~ao e sobre o qualtiv�essemos erto ontrole sobre a representa�~ao, uma pesquisa bibliogr�a�a na �area de aprendizado



3.7 O sistema de aprendizado PAC 45omputaional e seus m�etodos foi realizada.Dentre os v�arios m�etodos onheidos, as redes neurais [112℄ ainda s~ao as mais usadas. Elas s~aosimples de implementar, existem referênias que estudam omo melhorar a e�iênia delas [38℄, deomo implementar operadores morfol�ogios usando redes neurais [113℄, de ompara�~ao de implemen-ta�~oes de redes neurais [114℄, de disuss~ao do poder de indu�~ao das redes neurais [115℄ e et. Por�em,deidimos n~ao adot�a-las por duas raz~oes: (1) o projeto de um operador via redes neurais n~ao selimita ao forneimento de exemplos positivos e negativos para a rede, ele envolve tamb�em o projetoda topologia da rede, e isso �e uma desvantagem sob nosso ponto de vista; (2) a representa�~ao viaredes neurais n~ao permite uma manipula�~ao simples das propriedades alg�ebrias do operador.Uma outra representa�~ao bastante onheida e usada �e a representa�~ao via �arvores de deis~ao.Elas s~ao r�apidas de onstruir, estendem o operador aprendido onsistentemente e tem um bom poderde indu�~ao [116, 7, 117℄. Essa foi a forma esolhida para a representa�~ao dos operadores \aperture"na primeira implementa�~ao do sistema.A representa�~ao mais adequada em termos de failidade de manipula�~ao alg�ebria do operador �evia a base do operador [18, 21℄. No ap��tulo 5, apresentamos a extens~ao do algoritmo ISI [73, 118℄para n��veis de inza e alguns exemplos de ompara�~ao om as �arvores de deis~ao.Outra alternativa onsiderada foi o uso das \Supporting Vetor Mahines" (SVM) [119℄. Por�em,pouo resultados eram onheidos na �epoa (1997), prinipalmente om rela�~ao aos algoritmos deindu�~ao e suas omplexidades [120℄3.7 O sistema de aprendizado PACEsta se�~ao apresenta as partes do sistema implementado para o projeto autom�atio de operadoresde imagens.H�a quatro m�odulos prinipais no sistema, quais sejam: (i) observa�~ao ou estima�~ao, (ii) deis~ao,(iii) simpli�a�~ao da representa�~ao e (iv) aplia�~ao. A �gura 3.9 ilustra o uxograma do sistema.� O m�odulo de estima�~ao (i) onsiste de uma bibliotea de fun�~oes para a espei�a�~ao de umajanelaW , fun�~oes para a espei�a�~ao de arquivos de pares de imagens de treinamento, fun�~oesde perorrimento da janela nas imagens de treinamento e fun�~oes para o armazenamento e�i-ente das on�gura�~oes observadas. O programa prinipal deste m�odulo vai transladar a janelasobre a imagem e ir guardando as on�gura�~oes e r�otulos assoiados a elas. A sa��da dessem�odulo �e uma tabela das on�gura�~oes observadas, juntamente om uma lista dos r�otulos asso-iados para ada on�gura�~ao e o n�umero de vezes que o r�otulo foi observado assoiado �aquelaon�gura�~ao.� O m�odulo de deis~ao (ii) onsiste de uma bibliotea de fun�~oes para a esolha do r�otulo �nalque ser�a assoiado a ada on�gura�~ao. Esta esolha �e feita segundo o rit�erio de minimiza�~aode erro esolhido pelo usu�ario. A entrada do m�odulo �e uma tabela de exemplos e r�otulos (asa��da do primeiro m�odulo). A sa��da �e uma tabela em que ada linha ont�em uma on�gura�~ao,um r�otulo e a quantidade de vezes que a on�gura�~ao foi observada.� O m�odulo de simpli�a�~ao (iii) onsiste de uma bibliotea de fun�~oes para onstruir a repre-senta�~ao do operador. Na parte das fun�~oes da bibliotea de n��veis de inza, h�a dois m�etodos
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Figura 3.9: Fluxograma do sistema PACimplementados: �arvores de deis~ao e ISI. Estes m�etodos ser~ao detalhados nos ap��tulos queseguem. A entrada do m�odulo �e uma tabela de exemplos (sa��da do m�odulo iii), e a sa��da �e ooperador de imagens representado via uma �arvore de deis~ao, ou via intervalos maximais don�uleo.� O proedimento de aplia�~ao (iv) �e muito semelhante ao primeiro, mas agora n~ao h�a neessidadede ir guardando on�gura�~oes, apenas dar os r�otulos orretos de aordo om a representa�~ao.A entrada �e um operador de imagens (representado via �arvores ou intervalos) e a sa��da �e umaimagem.



Cap��tulo 4Operadores \Aperture" e seu projetoNeste ap��tulo apresentamos uma sublasse importante dos operadores de imagens em n��veis de inzadenominada operadores \aperture". A motiva�~ao para o estudo desses operadores veio da di�uldadedo projeto estat��stio de W -operadores em n��veis de inza, que deve-se aos problemas de estima�~aoestat��stia inerentes ao tamanho dessa lasse de operadores. A lasse dosW -operadores �e formada poroperadores invariantes por transla�~ao e loalmente de�nidos no espa�o por uma janela W , W � E.O tamanho desta lasse, i.e., a quantidade de operadores nessa lasse, �e exponenial no tamanho dajanela W , isto �e, l(ljW j), onde l �e a quantidade poss��vel de n��veis de inza. Embora esta lasse deoperadores seja menor que a lasse de todos os operadores de imagens poss��veis, ela �e muito grandepois l �e tipiamente igual a 256 n��veis.A solu�~ao enontrada para tratar o projeto de operadores em n��veis de inza foi restringir umalasse de operadores que, al�em de serem invariantes por transla�~ao e loalmente de�nidos por umajanela espaial W , e s~ao loalmente de�nidos nos n��veis de inza por uma janela K, K � Z. As-sim, quando K n~ao �e muito grande, uma boa estima�~ao estat��stia �e poss��vel. Esses operadoresforam iniialmente hamados de WK-operadores [62℄ e posteriormente renomeados para operadores\aperture".Nas se�~oes que seguem apresentaremos a formaliza�~ao alg�ebria dos operadores \aperture".4.1 Con�gura�~oes \Aperture"Nesta se�~ao vamos de�nir as on�gura�~oes \aperture" e mostrar omo elas s~ao obtidas. Uma on�gu-ra�~ao \aperture" �e uma on�gura�~ao de janela em que ada ponto est�a restrito a um pequeno intervalodos inteiros. Formalmente, seja K um subonjunto dos inteiros, por exemplo, K = [�k; k℄; k 2 N.Uma on�gura�~ao \aperture" �e uma fun�~ao de W em K e o onjunto de todas as poss��veis on�gu-ra�~oes sobre W �e denotado por KW .Seja u uma on�gura�~ao de janela tal que u 2 LW e seja z um valor inteiro, z 2 Z. A transla�~aovertial de u por z 2 Z �e dada por, para qualquer x 2W , uz(x) = (u+ z)(x) = u(x) + z.H�a duas maneiras equivalentes de obter on�gura�~oes \aperture" a partir de uma on�gura�~aode janela: transladando vertialmente a on�gura�~ao para dentro da janela W � K (entrada naorigem), ou transladando vertialmente a janela W � K. Em ambos os asos, os pontos fora de47
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bFigura 4.1: (a) h(x), (b) h�tjWW �K têm que ser projetados para dentro de W �K, isto �e, os valores maiores ou menores que jkjs~ao saturados em k, ou �k.Seja u 2 LW uma on�gura�~ao de janela. A on�gura�~ao \aperture" �e uma fun�~ao u�zjK,u�zjK 2 KW , dada por, para qualquer x 2W ,(u�zjK)(x) =^n_ f�k; u(x)� zg ; ko : (4.1)�E importante dizer que o valor da transla�~ao vertial z �e normalmente uma fun�~ao de u, e a formade esolher essa fun�~ao ser�a disutida mais adiante.As �guras 4.1 e 4.2 ilustram o janelamento \aperture". A �gura 4.1a mostra uma fun�~ao disretah, a �gura 4.1b mostra a transla�~ao de h por �t e a on�gura�~ao de janela u = h�tjW . a �gura 4.2mostra a transla�~ao vertial de u por �z, e a �gura 4.2d mostra a on�gura�~ao de janela u�zjK;K =f�1; 0; 1g.A �gura 4.2a mostra a transla�~ao vertial de u por �z, e a �gura 4.2b mostra a on�gura�~ao dejanela u�zjK;K = f�1; 0; 1g.4.2 Invariânia por transla�~ao vertial, ou nos n��veis de inzaDe�ni�~ao 4.1 Seja 	 um operador de imagens. 	 �e dito invariante por transla�~ao vertial, ou nosn��veis de inza sse, para qualquer z 2 L e qualquer f 2 LE, 	(f + z) = 	(f) + z:A �gura 4.3 ilustra este oneito.Os operadores invariantes por transla�~ao espaial e vertial s~ao tamb�em denominados T -operadores [14℄.A dilata�~ao e a eros~ao de�nidas via soma e diferen�a de Minkowski [14℄ s~ao T -operadores. Por�em,nem todas as dilata�~oes e eros~oes s~ao T -operadores.
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50 Operadores \Aperture" e seu projeto4.3 De�ni�~ao loal nos n��veis de inzaComo vimos, se 	 : LE ! LE �e um W -operador, ent~ao ele pode ser araterizado por uma fun�~aoarater��stia  : LW ! L. Esta fun�~ao, por sua vez, tamb�em pode ser loalmente de�nida nos n��veisde inza.De�ni�~ao 4.2 Seja 	 um W -operador de imagens, 	 : LE ! LE, e seja  a fun�~ao arater��stiade 	,  : LW ! L. A fun�~ao  �e dita loalmente de�nida em K sse, para qualquer u 2 LW equalquer z 2 L,  (u) = z + �z(u�zjK); (4.2)onde �z �e uma fun�~ao de KW em M , e M �e um intervalo de Z, M = [�m;m℄;m 2 N. Note que afun�~ao �z �e dependente de z.4.4 Operadores �I-\aperture"Os operadores �I-\aperture" s~ao W -operadores invariantes por transla�~ao e loalmente de�nidosnos n��veis de inza. Nesta se�~ao, vamos esrevê-los em termos de fun�~oes arater��stias que s~aoinvariantes por transla�~ao e loalmente de�nidas nos n��veis de inza.De�ni�~ao 4.3 Uma fun�~ao  : LW ! L �e hamada de fun�~ao K-arater��stia se ela �e loalmentede�nida em K e ao mesmo tempo invariante por transla�~ao nos n��veis de inza.Proposi�~ao 4.4 Sejam u 2 LW , �I(u) uma fun�~ao de LW em L invariante por transla�~oes nosn��veis de inza, e  : LW ! L uma fun�~ao arater��stia de�nida por, (u) = �I(u) + �(u��I (u)jK); (4.3)onde � �e uma fun�~ao de KW em M . Ent~ao  �e uma fun�~ao K-arater��stia, isto �e, ela �e loalmentede�nida e invariante por transla�~ao vertial.A prova desta proposi�~ao �e uma onseq�uênia imediata das de�ni�~oes 4.2 e 4.3.De�ni�~ao 4.5 Um operador 	 araterizado por uma fun�~ao K-arater��stia  �e hamada de ope-rador �I-"aperture".De�ni�~ao 4.6 Seja ut = f�tjW uma on�gura�~ao de LW num ponto t 2 E, seja �I(ut) uma fun�~aode LW em L invariante por transla�~oes nos n��veis de inza, e seja � uma fun�~ao de KW em M . Umoperador �I-"aperture", 	, �e um mapeamento de LE em LE, dado por,	(f)(t) = �I(ut) + �(ut��I (ut)jK): (4.4)O n�umero de fun�~oes K-arater��stias dentro da lasse dos operadores �I-"aperture" �e:jM j(jKjjW j): (4.5)Se jKj e jM j s~ao pequenos, ent~ao a quantidade de operadores de KW em M �e bem menor do que aquantidade de operadores de LW em L.



4.5 Carateriza�~ao �I-"apertures" 514.5 Carateriza�~ao �I-"apertures"Nesta se�~ao mostraremos omo os �I-"apertures" podem ser araterizados usando as fun�~oes K-arater��stias.Teorema 4.7 Seja � �e uma fun�~ao arater��stia de KW em M , e seja K(�) o kernel de �. Seja�a;b a fun�~ao sup-geradora de intervalo [a; b℄. Ent~ao, � pode ser representada por:�(v) =_fy 2M :_f�a;b(v) : [a; b℄ � K(�)(y)g = 1g (4.6)para qualquer on�gura�~ao v 2 KW .Portanto, omo a fun�~ao K-arater��stia  : LW ! L pode ser esrita na forma  (u) = �(u) +�(u��(u)jK), dada a sup-representa�~ao da fun�~ao arater��stia �, podemos representar os operadoresem termos de sup-geradoras.Teorema 4.8 Seja 	 um operador �I-"aperture" e  sua fun�~ao K-arater��stia. Se  �e arate-rizado por uma fun�~ao arater��stia �, ent~ao 	 pode ser esrito por:	(f)(t) = �(ut) +_fy 2M :_f�a;b(ut��(ut)jK) : [a; b℄ 2 B(�)(y)g = 1g; (4.7)onde ut = f�tjW �e uma on�gura�~ao de LW num ponto t 2 E, e �I(ut) �e uma fun�~ao de LW em Linvariante por transla�~ao nos n��veis de inza.A prova dos teoremas 4.7 e 4.8 enontram-se em [62℄.4.5.1 Operadores (�I,�O)-\Aperture"Os operadores �I-\aperture" formam uma sublasse dos W -operadores que n~ao desrevem algunsoperadores �uteis para segmenta�~ao de imagens. Por exemplo, o operador \threshold" n~ao �e um�I-\aperture" pois ele n~ao �e invariante por transla�~ao vertial, isto �e, Th(f + z) 6= Th(f) + z;8f 2LE;8z 2 L.Por outro lado, a desri�~ao formal dos W -operadores pode ser feita pela f�ormula 4.4, desde que�I(u) = 0;8u 2 LW . Desta forma, tanto os W -operadores, quanto os �I-operadores, podem serdesritos pela mesma f�ormula. Fazendo uma pequena mudan�a em 4.4, podemos representar todosos W -operadores, inlusive os lassi�adores (i.e., os operadores que assoiam uma on�gura�~ao x aum r�otulo). A vantagem de esrever v�arias lasses de operadores om apenas uma f�ormula �e que, al�emde failitar a desri�~ao dos operadores, tamb�em failita a implementa�~ao do sistema de aprendizado.Sejam �I e �O, �I ; �O : LW ! L, duas fun�~oes de LW em L. �I est�a assoiada �as transla�~oes naimagem observada, isto �e, �e a fun�~ao que posiiona a \aperture". �O est�a assoiada �as transla�~oesna imagem ideal, isto �e, �e a fun�~ao que \posiiona" o resultado da fun�~ao arater��stia.De�ni�~ao 4.9 Seja ut = f�tjW uma on�gura�~ao de LW num ponto t 2 E e seja � uma fun�~ao deKW em M . Um operador (�I ,�O)-\aperture" 	 �e um mapeamento de LE em LE, dado por,	(f)(t) = �O(ut) + �(ut��I (ut)jK): (4.8)



52 Operadores \Aperture" e seu projetoDesta maneira, a de�ni�~ao de operador (�I ,�O)-\aperture" generaliza a de�ni�~ao de W -operadorquando K = M = L e �O(u) = �(u)I = 0;8u; tamb�em generaliza a de�ni�~ao dos lassi�adores,quando M = L e �O(u) = 0. A palavra generaliza�~ao aqui tem o mesmo sentido que na frase: \alasse dos W -operadores generalizam a dos operadores invariantes por transla�~ao quando W = E".Da mesma forma que no aso dos W -operadores, aqui tamb�em podemos assumir a existênia dafun�~ao arater��stia e ent~ao de�nir o operador \aperture".4.6 Projeto de Operadores \Aperture"Nesta se�~ao, analisamos o projeto estat��stio de operadores \aperture", isto �e, analisamos o queaontee quando, al�em do operador ser restrito espaialmente por uma janelaW , tamb�em for restritonos n��veis de inza observados emW (por um intervalo K = [�k; k℄), e nos n��veis de inza observadosna imagem ideal (por um intervalo M = [�m;m℄).Sejam �I : LW ! L e �O : LW ! L as fun�~oes de posiionamento da \aperture" na imagemobservada e na ideal, respetivamente. Seja X uma vari�avel aleat�oria tal que X = (X1;X2; : : : ;Xn),onde Xi 2 L.Seja X� a vari�avel aleat�oria X posiionada por �I e restrita por K, isto �e, X� = (X� �I(X))� =(X�1 ;X�2 ; : : : ;X�n), onde (�)� india a restri�~ao, isto �e,X�j = 8<: Xj : �k � Xj � kk : Xj > k�k : Xj < �k (4.9)Geometriamente, as observa�~oes dentro deW �K n~ao s~ao modi�adas e as que aem fora deW �Ks~ao projetadas vertialmente para dentro dos limites de W �K (de ima ou de baixo).Como vimos, as fun�~oes arater��stias da forma  (X) = �O(X) + �(X�),  : LW ! L e� : KW !M , araterizam os operadores \aperture". O teorema a seguir demonstra quem deve sero estimador que minimiza o MSE de um operador \aperture".Teorema 4.10 O MSE de um operador \aperture", 	, araterizado por uma fun�~ao arater��stia , que �e araterizada por uma fun�~ao K-arater��stia �, �e dado por:MSE(	) = E[((Y � �O(X)) � �(X�))2℄ (4.10)Dem.: MSE(	) = MSE( ) (4.11)= E[(Y �  (X))2℄ = (4.12)= E[(Y � (�(X�) + �O(X)))2℄ (4.13)= E[((Y � �O(X))� �(X�))2℄ (4.14)A estima�~ao pode ser feita exatamente da mesma forma omo na equa�~ao 3.17, om�N ((x � �I(x))�) = b0:5 + 1N((x� �I(x))�) N((x��I (x))�)Xi=1 (yi � �O(x))j(x � �I(x))� (4.15)



4.7 Exemplo ilustrativo de estima�~ao estat��stia 53Note que a hip�otese que  �e araterizado por �, isto �e, que  (X) = �(X) + �(X�) �e fundamentalpois ela implia que M seja tal que:jb0:5 + 1N((x� �I(x))�) N((x��I (x))�)Xi=1 (yi � �O(x))j(x � �I(x))�j � m (4.16)Se esta ondi�~ao n~ao vale, ent~ao este valor ser�a projetado para dentro deM (porque � : KW !M)e portanto  (X) 6= �O(X) +�(X�). Neste aso, o MSE(	) = MSE( ) pode n~ao ser igual a MSE(�).4.6.1 Restri�~ao nos n��veis de inzaA an�alise da restri�~ao �e mais ompliada para os operadores \aperture" do que para osW -operadores.Para n~ao ompliar mais ainda, vamos supor queM �e su�ientemente grande para n~ao haver restri�~aonos n��veis de inza de sa��da.Seja  W a fun�~ao arater��stia sobreW . Relativo �a vari�avel aleat�oria Y , o estimador MSE �otimode  W �e dado por E[Y jX℄. Por�em, se X �e restrito por K e  �e a fun�~ao arater��stia sobre X�, oestimador MSE �otimo ser�a E[Y jX�℄Assim, o erro da restri�~ao por usar  ao inv�es de  W �e dado por:4( ; W ) = E[jY � �(X)�E[Y jX�℄j2℄�E[jY �E[Y jX℄j2℄ (4.17)A estima�~ao padr~ao baseada em realiza�~oes envolve estimar E[yjx℄. Se o intervalo tem s valores,ent~ao h�a sn on�gura�~oes x para serem estimadas. Um estimador an�alogo pode ser usado paraestimar E[Y;x�℄; entretanto, omo o intervalo de X� tem somente 2k+1 valores, h�a somente (2k+1)non�gura�~oes para serem estimadas. Desta forma, a preis~ao pode ser melhor que o aumento de errodevido �a restri�~ao.A an�alise da rela�~ao entre as \apertures" �e, tamb�em, mais ompliada. Se W1 � W2 e K1 �K2, ent~ao as equa�~oes 3.22 e 3.23 apliam-se om A1 = W1 � K1 e A2 = W2 � K2 em lugarde W e V , respetivamente; entretanto, se A1 e A2 n~ao s~ao ordenados pela inlus~ao, ent~ao asompara�~oes dos �ltros estimados omo fun�~ao do tamanho da amostra de treinamento dependeda geometria partiular das janelas e do modelo dos proessos aleat�orios envolvidos na gera�~ao daimagem. Estendendo a equa�~ao 4.17 �a esta an�alise,4( A1 ;  A2) = E[jY � �(X)�E[Y jX�1℄j2℄�E[jY � �(X)�E[Y jX�2℄j2℄ (4.18)onde X�1 e X�2 resultam da proje�~ao das fun�~oes para A1 e A2, respetivamente, e a diferen�a pode sernegativa. Assim, mesmo sabendo que E[4( A1;N ;  A1)℄! 0 e E[4( A2;N ;  A2)℄! 0 quando N !1, o relaionamento entre os dois erros de preis~ao para um N partiular depende das distribui�~oesmultivariadas de (X�1; Y ), e (X�2; Y ), e estas distribui�~oes podem ser ompliadas.4.7 Exemplo ilustrativo de estima�~ao estat��stiaNesta se�~ao, mostraremos um exemplo para ilustrar a estima�~ao estat��stia das probabilidades on-diionais via exemplos de treinamento.



54 Operadores \Aperture" e seu projetoX1 X2 X3 Y1 # Y2 # Y3 # Y4 # Y5 # Y6 #3 3 2 3 1 2 494 93 92 94 1 93 27 92 2111 111 111 113 3 112 12 111 96 110 11 109 1114 114 114 116 2 115 9 114 62 113 17 112 4 111 1129 129 129 131 2 130 11 129 84 128 10 127 2Tabela 4.1: Alguns exemplos de treinamentoX1 X2 X3 Y3 3 2 294 93 92 93111 111 111 111114 114 114 114129 129 129 129Tabela 4.2: Alguns exemplos de treinamentoA �gura 4.4(a) mostra o resultado da onvolu�~ao do sinal mostrado na �gura 4.4(b) por umn�uleo plano de 11 pontos (foi seleionada uma parte do sinal). Este �e apenas um de um onjuntode sinais 1D semelhantes que v~ao ser usados neste exemplo.A tabela 4.1 mostra alguns dos 1773 padr~oes diferentes que foram observados no onjunto om-pleto de sinais. As três primeiras olunas apresentam os valores observados, x1; x2; x3, quando po-siionamos a janela W = fw1 = �1; w2 = 0; w3 = 1g no dom��nio do sinal. As olunas seguintesapresentam os respetivos valores observados, y, nos sinais ideais (os sinais antes da onvolu�~ao) e on�umero de vezes que ada valor foi observado.Caso estiv�essemos estimando o W -operador MSE �otimo, ent~ao os valores assoiados �aquelason�gura�~oes seriam os valores arredondados de E[Y j(3; 3; 2)℄, E[Y j(94; 93; 92)℄, E[Y j(111; 111; 111)℄,E[Y j(114; 114; 114)℄ e E[Y j(129; 129; 129)℄, omo mostrados na tabela 4.2Caso estiv�essemos estimando o operador \aperture" sobre a mesma janela, restrito aos intervalosK = f�1; 0; 1g e M = f�3; : : : ; 3g, e om janela posiionada no sinal, ent~ao ter��amos a tabela 4.3,que apresenta as on�gura�~oes \aperture".X�1 X�2 X�3 3 2 1 0 �1 �2 �30 0 -1 0 17 334 6026 1143 97 01 0 -1 0 0 84 4889 69 0 0-1 0 0 0 31 320 6680 1199 82 00 0 0 29 380 2223 13756 2211 388 291 0 0 0 77 1146 6013 359 28 0-1 0 1 0 0 70 5259 74 0 00 0 1 0 94 1180 6701 311 21 0Tabela 4.3: Exemplos de treinamento restritos por K e M
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(a)

(b)Figura 4.4: Emba�amento para o exemplo ilustrativo: (a) sinal emba�ado e (b) sinal original.



56 Operadores \Aperture" e seu projetoX�1 X�2 X�3 Y0 0 -1 01 0 -1 0-1 0 0 00 0 0 01 0 0 0-1 0 1 00 0 1 0Tabela 4.4: ConjuntoMA dos exemplos rotuladosA tabela 4.4 mostraMA, isto �e, a tabela de exemplos ap�os a etapa de deis~ao segundo o rit�erioMSE.No sistema desenvolvido, tanto a tabela 4.2, omo a tabela 4.4, podem ser usadas omo entrada paraa fase de simpli�a�~ao da representa�~ao doW -operador ou, respetivamente, do operador \aperture".4.8 Posiionamento da \aperture"Para um operador \aperture" 	 de parâmetrosW ,K eM , a fun�~ao de posiionamento da \aperture",�I , tem forte inuênia no erro de estima�~ao. Como a fun�~ao �I posiiona a janela W �K em algumn��vel de inza dentro de L, essa posi�~ao deve ser esolhida de tal forma que uma boa parte da imagemobservada pela janela W n~ao aia fora de W �K, ou equivalentemente, de forma que a quantidadede sinal projetado para dentro de W �K seja m��nima.Se t 2 E �e um ponto do dom��nio da imagem e W � E �e a janela que de�ne o operador, seja h(t)o sinal observado em t. Se, por exemplo, esolhermos entralizar a janela W �K em (t; h(t)), asoem que �I(h(t)jW ) = h(t), podemos inorrer em erros signi�ativos se h �e um sinal orrompido porru��do aditivo pois boa parte do sinal pode estar fora da \aperture".Como o erro da restri�~ao K depende da massa de probabilidade (X; Y ) fora de W � K, parareduz��-la, seria interessante esolher o posiionamento em fun�~ao das observa�~oes X1;X2; : : : ;Xn. Sefazer o posiionamento no sinal, omo no exemplo anterior, pode-se inorrer em erros, em outros asosesse posiionamento �e onveniente. Por exemplo, no aso de desemba�amento �e melhor posiionarno sinal, omo mostraram os experimentos.O posiionamento da \aperture", onde K = M = [�3; 3℄, �e ilustrado nas Figs. 4.5 e 4.6, quemostram ru��do brano aditivo e emba�amento, respetivamente. Em ada �gura, as partes a e d~ao o sinal ideal (n~ao orrompido) e as partes b e d os sinais observados (orrompidos). Sinaiss~ao mostrados omo pontos s�olidos; o sinal � mara o entro da \aperture", e pontos sombreadosmostram as proje�~oes dos pontos que aem fora da \aperture" para dentro dela. Nas partes a e bda Fig. 4.5, o \aperture" �e posiionado vertialmente no valor observado, x� difere de x em quatropontos, e (y��(x))� 6= y��(x); nas partes  e d, a \aperture" �e posiionada vertialmente na medianade x, x� difere de x em um ponto, e (y��(x))� = y��(x). Nas partes a e b da Fig. 4.6, a \aperture"�e posiionada vertialmente no valor observado, x = x�, e (y� �(x))� = y� �(x); nas partes  e d, a\aperture" �e posiionada vertialmente na mediana de x, x = x�, e (y � �(x))� 6= y � �(x).
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(d)Figura 4.5: Posiionamento da \aperture" para ru��do brano aditivo: (a) \aperture" sobre o sinalobservado posiionado no valor observado; (b) valor observado no sinal ideal se o posiionamento �eno valor observado; () \aperture sobre o sinal observado om posiionamento na mediana; (d) valorobservado no sinal ideal se o posiionamento �e na mediana.
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(d)Figura 4.6: Posiionamento da \aperture" para desemba�amento: (a) \aperture" sobre o sinal ob-servado posiionado no valor observado; (b) valor observado no sinal ideal se o posiionamento �e novalor observado; () \aperture sobre o sinal observado om posiionamento na mediana; (d) valorobservado no sinal ideal se o posiionamento �e na mediana.



4.9 Estudo simulado 594.9 Estudo simuladoNesta se�~ao apresentamos um estudo simulado para ilustrar o que aontee quando fazemos a res-tri�~ao nos n��veis de inza em rela�~ao ao quanto da imagem deixamos de observar. Para isso, vamosonsiderar um passeio aleat�orio que �e orrompido por ru��do aditivo. Usando sinais deste tipo, vamosestimar a probabilidade de um ponto do sinal air fora da \aperture".O sinal original �e formado por um proesso do tipo passeio aleat�orio no dom��nio disreto queome�a em 0 e rese, ou derese, uma simples unidade de ada vez om igual probabilidade, isto�e, se denominarmos de �t a vari�avel aleat�oria que rege o passeio aleat�orio, ent~ao �t 2 f�1; 1g eP (�t = 1) = P (�t = �1) = 12 .Seja Y um proesso aleat�orio tal que y0 = 0, y1, : : :, yt, formam uma seq�uênia de t pontos taisque yt = yt�1 + �t. Note que esta seq�uênia tamb�em pode ser vista omo um sinal tal que,� y0 = 0� y1 = �1� y2 = �1 + �2� : : :� yt = tPj=1 �jO valor esperado de yt �e dado por:E[yt℄ = E[ tXj=1 �j℄ = tXj=1E[�j℄ = 0; (4.19)onde a segunda igualdade segue da primeira pela independênia de �j.A variânia de yt �e dada por:V ar[yt℄ = V ar[ tXj=1 �j℄ = tXj=1 V ar[�j℄ = t; (4.20)onde a segunda igualdade segue da primeira por ausa da independênia de �j.Vamos onsiderar agora a omposi�~ao do passeio aleat�orio om um ru��do N que tem distribui�~aogaussiana disreta de m�edia 0 e variânia inteira �2. A forma de omposi�~ao �e a adi�~ao, isto �e,X = Y +N. Os t pontos da seq�uênia aleat�oria podem ser esritos por x0 = y0 + n0, x1 = y1 + n1,. . . , xt = yt + nt. O sinal formado por esse proesso �e desrito por x0; x1; : : : ; xt tais que:� x0 = n0� x1 = �1 + n1� x2 = �1 + �2 + n1� : : :



60 Operadores \Aperture" e seu projeto� xt = tPi=1 �i + ntO valor esperado de xt �e dado por:E[xt℄ = E[ tXj=1 �j + nt℄ = tXj=1E[�j℄ +E[nt℄ = 0; (4.21)onde a segunda igualdade segue da primeira tamb�em pela independênia entre �j e N(0; �2).A variânia de xt �e dada por:V ar[xt℄ = V ar[ tXj=1 �j + nt℄ (4.22)= V ar[ tXj=1 �j℄ + V ar[nt℄ (4.23)= t+ �2 (4.24)onde a segunda igualdade segue da primeira pela independênia entre �j e N, e a �ultima igualdadesegue da hip�otese.Para estudar o omportamento destes sinais em rela�~ao a uma janela espaialW = fw�m; w�m+1; : : : ;wmg e tamb�em a uma janela nos n��veis de inza K = [�k; k℄. Vamos onsiderar a seq�uênia formadapelo proesso X quando observada pela janela W entrada espaialmente na origem e posiionadavertialmente pela fun�~ao �(x), que neste aso, por simpliidade, tomamos ser o valor observado naorigem, �(x) = x0 = n0.O problema que estamos interessados �e saber quando o valor observado no ponto j ai na \aper-ture". Isso equivale a modelar se a vari�avel aleat�oria x0j = xj � x0 = xj � n0 ai na \aperture". Aseq�uênia gerada X0 tal que,� x00 = x0 � x0 = 0� x01 = x1 � x0 = �1 + n1 � n0� x02 = x2 � x0 = �2 + �1 + n2 � n0� : : :� x0t = xt � x0 =Ptj=1 �j + nt � n0J�a vimos que uma forma de estudar uma vari�avel aleat�oria �e estudar os seus momentos. Assim,vamos alular a m�edia e a variânia de x0j .A m�edia de x0j �e dada por,E[x0t℄ = E[xt � x0℄= E[xt℄�E[x0℄= E[Ptj=1 �j℄ +E[nt℄�E[n0℄= 0 (4.25)



4.9 Estudo simulado 61por ausa da independênia entre xj e x0, e tamb�em pelo fato que E[nj ℄ = 0;8j.A variânia de x0j �e simples de alular por ausa da independênia entre xj e x0.V ar[x0t℄ = V ar[xt � x0℄ (4.26)= V ar[xt℄ + V ar[x0℄ (4.27)= t+ �2 + �2 = t+ 2�2 (4.28)Aqui, a segunda igualdade segue da primeira pela independênia e pelo fato que a variânia da somade vari�aveis independentes �e a soma das variânias dessas vari�aveis.A probabilidade de uma observa�~ao x0j air fora da \aperture", e assim fazer om que a restri�~aoseja apliada, �e limitada, de aordo om a desigualdade de Chebyshev, da seguinte forma,P (jx0j j � k + 1) � Var[x0j ℄(k + 1)2 = jjj+ 2�2(k + 1)2 (4.29)Para um �2 �xo, a probabilidade �e pequena para pequenos jjj e grande k, signi�ando que ela �eneglig��vel para W pequenos e K grande. �E laro que n~ao queremos W muito pequeno ou sen~aon�os ter��amos um erro de restri�~ao muito grande; tamb�em n~ao podemos fazer K muito grande seminorrer em erros de estima�~ao inaeit�aveis.Caso o posiionamento fosse feito pela m�edia dos valores de W , a m�edia ontinuaria zero, mas avariânia seria, V ar[x0t℄ = V ar[xt � 0℄ (4.30)= V ar[xt℄ (4.31)= t+ �2 (4.32)e a desigualdade de Chebyshev seria dada por,P (jx0j j � k + 1) � Var[x0j℄(k + 1)2 = jjj+ �2(k + 1)2 (4.33)Por�em, a desigualdade de Chebyshev �e muito frouxa, signi�ando que nas equa�~oes 4.29 e 4.33 aprobabilidade de x0j estar fora da \aperture" deve ser substanialmente menor que o limite te�oriodado.Para veri�ar isto, vamos simular um passeio aleat�orio om 20% de ru��do gaussiano disretoaditivo, e estudar o que aontee na posi�~ao 10 a partir da origem, x10, se a janela estiver entradano valor observado. A �gura 4.7 mostra os gr�a�os da probabilidade para as variânias 5; 10; 15; 20.Em ada aso, Var[x0j ℄(k+1)2 (O. C.) �e apresentado junto om a orrespondente probabilidade estimada dex010 estar fora da \aperture" (O. A.). Quando k ! 1, o limite e a probabilidade se aproximam dezero. �E interessante notar que, para k pequeno, o limite de Chebyshev d�a valores muito maiores doque as probabilidades estimadas.
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Cap��tulo 5Representa�~ao e indu�~ao via �arvoresde deis~aoNo ap��tulo anterior, vimos o projeto estat��stio de operadores \aperture" a partir de pares deimagens observadas e ideais, (hi,gi), respetivamente. Fixada a restri�~ao, (W;K;M), e a regra deposiionamento da janela, estimamos as distribui�~oes onjuntas, yjx. Fixado um rit�erio de riso,deidimos o valor do estimador ŷ que minimiza o erro de�nido pelo rit�erio de riso para ada xobservado. A estima�~ao atribui um valor para aquelas on�gura�~oes observadas nas imagens hi. Noentanto, a fun�~ao arater��stia pode ainda n~ao estar ompletamente de�nida pois n~ao sabemos qualo valor dela para as on�gura�~oes n~ao observadas.A alternativa mais simples seria atribuir uma onstante inteira para elas. Outra alternativaseria atribuir a mediana ou a m�edia amostral de Y (levando-se em onta todos os x observados) sequeremos minimizar o MAE, ou o MSE, respetivamente. Por�em, essas alternativas podem levar aerros muito grandes.A alternativa que primeiro testamos foi a representa�~ao via �arvores de deis~ao, que s~ao muitoonheidas da omunidade de aprendizado omputaional [37, 121, 122, 7, 119℄. Elas s~ao simples deimplementar e �e onheido que elas generalizam bem para as on�gura�~oes n~ao observadas.Embutido na quest~ao da representa�~ao, est�a a preoupa�~ao de representarmos omputaional-mente os operadores estimados de forma a termos uma representa�~ao ompata (que n~ao oupemuito espa�o de mem�oria) e de f�ail aplia�~ao, isto �e, que o usto para ahar o valor a ser atribu��do auma erta on�gura�~ao n~ao seja alto. No aso dos operadores �otimos lineares vistos no ap��tulo 2, arepresenta�~ao �e muito simples (um vetor �e su�iente) e o usto da representa�~ao �e igual ao n�umero depontos da janela, isto �e, basta termos os oe�ientes da onvolu�~ao. Por�em, no aso dos operadores\aperture", isto n~ao �e t~ao simples.Neste ap��tulo tratamos da indu�~ao e da representa�~ao no ontexto do projeto de estat��stiode operadores \aperture" via �arvores de deis~ao. Ao �nal do ap��tulo, apresentamos um estudoextenso da aplia�~ao dos operadores \aperture" para �ltragem de ru��do gaussiano e restaura�~ao deemba�amento (\deblurring").
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64 Representa�~ao e indu�~ao via �arvores de deis~ao5.1 Algoritmo b�asio de indu�~ao de uma DTOs v�arios algoritmos que onstroem (ou induzem, omo �e normalmente hamado este proesso) uma�arvore de deis~ao a partir de um onjunto de exemplos rotulados s~ao muito similares no sentido queeles s~ao baseado na estrat�egia de divis~ao e onquista [44℄.A seguinte de�ni�~ao arateriza um onjunto de exemplos rotulados.De�ni�~ao 5.1 Um onjunto de exemplos rotulados �e um onjunto de pares ordenados (x; l), onde x �euma on�gura�~ao observada e l �e o r�otulo assoiado a ela ap�os a aplia�~ao do rit�erio de minimiza�~aode erro.A pr�oxima de�ni�~ao arateriza um onjunto de exemplos rotulados em rela�~ao a mistura dosvalores, ou r�otulos, atribu��dos �as on�gura�~oes.De�ni�~ao 5.2 Seja MA um onjunto de exemplos rotulados. Dizemos que MA �e puro se todos osexemplos dele tem o mesmo valor, ou r�otulo.A id�eia b�asia para onstruir uma �arvore de deis~ao a partir de um onjunto de exemplos rotu-lados, MA, �e ahar um teste, digamos T0, que partiiona MA em dois ou mais subonjuntos ompoua ou nenhuma mistura de r�otulos, isto �e, partiionamos o onjunto em partes mais \puras".Para ada subonjunto n~ao puro, apliamos a mesma id�eia novamente e ahamos novos testes quetornam os subonjuntos mais puros, digamos T1:1; T1:2; : : : ; T1:m, onde o par de ��ndies i:j india n��vel(i) e o n�o (j) do teste na �arvore, respetivamente. Apliando a id�eia reursivamente at�e que n~aoseja mais poss��vel partiionar (quando o subonjunto �e unit�ario), ou at�e que os subonjuntos sejampuros, teremos uma parti�~ao deMA onde ada parte �e resultante de uma seq�uênia de testes e, maisimportante, �e pura.Uma estrutura de dados adequada para representar tal partiionamento, baseado em uma seq�uêniade testes, �e a estrutura de �arvore enraizada [44℄. Cada n�o da �arvore �e assoiado a um teste, e adafolha �e assoiada om um r�otulo.Por onstru�~ao, se perorremos a �arvore para uma on�gura�~ao observada na fase de estima�~ao,ent~ao o r�otulo assoiado a ela ser�a o mesmo que foi assoiado �a on�gura�~ao ap�os a deis~ao. Istogarante que a fun�~ao  parialmente de�nida pelas on�gura�~oes observadas ser�a uma extens~aoonsistente om a deis~ao.5.1.1 Algoritmo b�asio de indu�~aoO algoritmo b�asio induz a �arvore de ima para baixo (\top-down"), isto �e, da raiz para as folhas,seguindo reursivamente três passos para ada n�o da �arvore (n~ao onsideraremos os asos triviais noalgoritmo). Seja MuA � MA o onjunto de exemplos rotulados onsiderados no n�o u da �arvore, esejam y; yj 2 L dois r�otulos desses exemplos.1. SeMuA 6= ; eMuA �e puro, isto �e, todas as on�gura�~oes xj 2MuA s~ao tais que seus r�otulos s~aoiguais (i.e., yj = y;8j), ent~ao u �e uma folha e reeber�a o r�otulo y.



5.1 Algoritmo b�asio de indu�~ao de uma DT 652. Se MuA 6= ; n~ao �e puro, onsidere todas as poss��veis formas de partiionar MuA em duas oumais partes, e avalie ada uma medindo qu~ao bem elas partiionam o onjunto.3. Partiione MuA (i.e., divida os exemplos e rie um novo n�o �lho para ada parte) segundo aparti�~ao que reebeu a maior avalia�~ao1H�a v�arios rit�erios diferentes (medidas de impureza) para avaliar a pureza da parti�~ao. Em termosde indu�~ao (generaliza�~ao), n~ao �e onlusivo se um rit�erio �e melhor que outro [116℄.Neste trabalho implementamos e usamos um rit�erio hamado \twoing" [116℄. Esse rit�erio �enormalmente usado para induzir �arvores de deis~ao bin�arias e mede a qualidade de uma parti�~ao dedois subonjuntos, o esquerdo (\left") e o direito (\right").Seja Sr e Sl os dois subonjuntos resultantes da parti�~ao deMuA. Seja Pr = Pfx 2 Sr : x 2MuAge seja Pl = Pfx 2 Sl : x 2MuAg, isto �e, a probabilidade de uma on�gura�~ao x estar no subonjuntoSr, ou Sl, respetivamente. Seja p(yjjSr) = Pfy = yj : xj 2 Srg e seja p(yjjSl) = Pfy = yj : xj 2 Slg,isto �e, a probabilidade de uma on�gura�~ao xj que tem r�otulo yj estar em Sr, ou Sl, respetivamente.A medida \twoing" �e de�nida por:TW (Sr; Sl) = PrPl[Xyj2M jp(yj jSl)� p(yj jSr)j℄2 (5.1)onde M �e o onjunto de todos os r�otulos que apareem emMuA.A interpreta�~ao desta medida �e muito simples: o fator PrPl �e maximizado pela divis~ao balaneadados exemplos entre Sr e Sl. A soma, por sua vez, �e maximizada quando a mistura dos r�otulos entreSr e Sl �e minimizada. O \twoing" ent~ao �e uma medida de pureza que deve ser maximizada para queos subonjuntos �quem mais puros.5.1.2 O algoritmo OC1 para indu�~ao de uma ODTPara onstruir �arvores de deis~ao obl��quas, adaptamos e usamos o algoritmo OC1 desenvolvidopor Murthy [117℄. A raz~ao de usarmos ele, ao inv�es de outros algoritmos que onstroem �arvoresobl��quas [116, 123, 110, 124℄, �e devido a uma heur��stia que introduz uma parte aleat�oria paraahar e�ientemente os oe�ientes de um hiperplano de deis~ao obl��quo em ada n�o da �arvore.�E importante salientar que esta heur��stia n~ao garante que o hiperplano ahado �e o que melhordivide os exemplos. Por�em, omo o proesso iniia-se pelo melhor hiperplano paralelo e depois tentamelhor�a-lo, ent~ao ada parti�~ao feita por um hiperplano obl��quo nuna vai ser pior do que a feitapelo hiperplano paralelo. Esta �ultima ondi�~ao assegura que o m�etodo ser�a, no m��nimo, t~ao bomquanto os m�etodos l�assios de indu�~ao de �arvores de deis~ao paralelas.O algoritmo OC1 onsiste de um n�umero pr�e-de�nido de itera�~oes das seguintes (quatro) partesprinipais:1. Enontre o hiperplano paralelo H que melhor divide o onjunto de exemplos lassi�adosMA,de aordo om o rit�erio de pureza esolhido.1Caso exista mais que uma, esolha qualquer uma delas.



66 Representa�~ao e indu�~ao via �arvores de deis~ao2. Repita R vezes:Fa�a uma busa gulosa loal [44℄ que seleiona o primeiro hiperplano H 0 uja medidade pureza �e melhor do que a do hiperplano H (este m�etodo tamb�em �e onheido omo \hilllimbing" [125℄). O objetivo disto �e perturbar o hiperplano atual para ahar um outro quemelhore a pureza da divis~ao. Quando a impureza de H 0 for menor que de H, ent~ao H  H 0.Fa�a no m�aximo J vezes, ou at�e que a impureza diminua: perturbe o hiperplano H emuma dire�~ao aleat�oria e fa�a H igual a esse hiperplano modi�ado aso a impureza diminua.Esolha um hiperplano H 0 aleatoriamente.Note que h�a um n�umero exponenial [110℄ de maneiras de partiionar (resultando em parti�~oesdiferentes) o onjunto de exemplos rotulados em um dado n�o u da �arvore,MuA, om um hiperplano.Da�� a neessidade de um m�etodo e�iente (baseado na heur��stia \hill limbing"). Abaixo detalhamosa aplia�~ao deste proesso.A equa�~ao de um hiperplano no espa�o de dimens~ao jW j (onde o retiulado est�a mergulhado) �edada por: jW jXi=1(aixi) + ajW j+1 = 0; (5.2)onde jW j �e o n�umero de pontos na janela que de�ne a fun�~ao arater��stia  e ai 2 R s~ao osoe�ientes do hiperplano.Se substitu��mos um exemplo rotulado (xj ; lj) = ((xj;1; : : : ;xj;jW j); lj) 2 MuA na equa�~ao 5.2,teremos: jW jXi=1(aixj;i) + ajW j+1 = j ;onde o sinal de j india se o ponto xj do retiulado est�a aima ou abaixo do hiperplano (se j > 0ent~ao xj est�a aima).Se o hiperplano divideMuA perfeitamente, ent~ao todos os exemplos rotulados om o mesmo r�otuloter~ao o mesmo sinal, i.e., se lj = li, ent~ao o sinal de j �e igual ao sinal de i.Se o hiperplano n~ao divideMuA perfeitamente, ent~ao o algoritmo ajusta os oe�ientes do hiper-plano individualmente, ahando o valor �otimo loal para um oe�iente de ada vez. Este ajuste �efeito da seguinte maneira: seja ap o oe�iente a ser ajustado (uma vari�avel) e seja (xj ; lj) o exem-plo rotulado em MuA. Substituindo as oordenadas de xj na equa�~ao do hiperplano, sabemos se oexemplo est�a aima, ou abaixo, do hiperplano veri�ando o sinal de j .Up = apxj;p � jxj;p < ap (5.3)Pela de�ni�~ao, xj est�a aima do hiperplano se ai > Ui;8i e abaixo aso ontr�ario (assumindo xj;p > 0,o que pode ser assegurado via uma transforma�~ao linear que leva todas as on�gura�~oes para oquadrante positivo).Substituindo todos os pontos de MuA na equa�~ao 5.3, obteremos jMuAj restri�~oes para o valorap. Para ahar o valor ap que melhor divide MuA, ordena-se U = fU1; : : : ; UjMuAjg e omputa-se aimpureza da divis~ao para um novo ar, que �e o ponto entral entre ada par de U 0is onseutivos. Isto�e feito om jMuAj � 1 ompara�~oes.



5.1 Algoritmo b�asio de indu�~ao de uma DT 67O algoritmo 1 mostra a forma de perturbar o hiperplano orrente. Neste algoritmo, Pstag �e umparâmetro que designa a \probabilidade de estagna�~ao", isto �e, a probabilidade que um hiperplanoseja perturbado a uma loaliza�~ao que n~ao muda a medida de impureza. Este parâmetro dereseada vez que o algoritmo faz uma \perturba�~ao estagnante".O OC1 permite-nos esolher 3 modos de perturbar os oe�ientes, quais sejam: seq�uenial, oprimeiro melhor e o aleat�orio [117℄. Em nossos experimentos, testamos apenas a ordem seq�uenial.Em [117℄, os autores dizem que a ordem das perturba�~oes dos oe�ientes n~ao paree afetar a aur�aiada lassi�a�~ao.Algorithm 1 Perturb(hiperplano H, ��ndie p)1: for j = 0 to jMtW j do2: Uj  apxj;p�jxj;p ; fCompute os valores de Upg3: end for4: Sort(U) ; fOrdena U em ordem n~ao deresenteg5: a0p  melhor quebra univari�avel do vetor ordenado U ;6: H 0  H(ap; a0p); fO novo hiperplano �e obtido substituindo ap por a0pg7: if impurity(H 0) < impurity(H) then8: ap  a0p;9: Pmove  Pstag;10: else if impurity(H 0) = impurity(H) then11: ap  a0p with probability Pmove;12: Pmove  Pmove � 0:1 � Pstag;13: end ifAt�e agora expliamos as duas partes prinipais do algoritmo. Agora vejamos duas partes n~aodetermin��stias do algoritmo. Elas s~ao importantes para evitar solu�~oes m��nimas loais de medidasde impureza.A primeira parte n~ao-determin��stia tenta perturbar o hiperplano em uma dire�~ao aleat�oria,um n�umero espei�ado de vezes. Para isso, esolhe-se um vetor aleat�orio v = (v1; : : : ; vjW j+1) eperturba-se o hiperplano por um erto fator � 2 R na dire�~ao de v.H 0 = jW jXi=1(ai + �vi)xi + (ajW j+1 + �vjW j+1) (5.4)Se a medida de impuridade do novo hiperplano derese, ent~ao o algoritmo sai do la�o e ome�aa perturba�~ao determin��stia para os oe�ientes individualmente.O ponto importante desta parte �e ahar um valor �otimo para �. O modo de fazer isso �e omesmo usado para ahar o valor �otimo para os oe�ientes individuais pois a substitui�~ao de todosos exemplos orrentes do n�oMuA na equa�~ao, resultar�a em jMuAj restri�~oes para o valor de �.A segunda parte n~ao-determin��stia do algoritmo �e baseada na id�eia de evitar um m��nimo loalfazendo diversas busas loais. Ela �e �util quando o algoritmo n~ao pode esapar de um m��nimo loalsomente om a perturba�~ao aleat�oria. Neste aso, o algoritmo ir�a reome�ar a busa a partir de umnovo hiperplano aleatoriamente esolhido.



68 Representa�~ao e indu�~ao via �arvores de deis~ao
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(b)Figura 5.1: Emba�amento para o exemplo ilustrativo: (a) sinal emba�ado e (b) sinal original.
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Figura 5.2: Quatro posiionamentos de W e os padr~oes esolhidos.5.2 Exemplo ilustrativoNesta se�~ao, mostraremos um exemplo ompleto de omo projetar operadores \aperture" usando�arvores de deis~ao. Depois, mostramos o resultado da aplia�~ao do operador projetado em um sinalde teste.A �gura 5.1(a) mostra o resultado da onvolu�~ao do sinal mostrado na �gura 5.1(b) pelo n�uleof14 ; 12 ; 14g. Estes dois sinais ser~ao usados para estimar as probabilidades ondiionais P (Y jX) paraada x observado.A �gura 5.2 ilustra quatro posi�~oes f5; 9; 15; 24g do sinal onde posiionamos uma janela de trêspontos, W = fw1 = �1; w2 = 0; w3 = 1g. A janela �e transladada sobre todos os pontos do dom��niodos sinais observados. Esolhemos estas posi�~oes e destaamos as quatro on�gura�~oes para ilustrarmelhor.A tabela 5.1 mostra os padr~oes esolhidos e seus respetivos valores observados nos sinais ideais(os sinais antes da onvolu�~ao).A tabela 5.2 mostra o onjunto dos exemplos oletados om uma janela de três pontos (W =fw1 = �1; w2 = 0; w3 = 1g) e, ao lado, seus respetivos valores observados quando restritos aointervalo K = f�2;�1; : : : ; 2g.A tabela 5.3 mostraMA, isto �e, a tabela ap�os a etapa de deis~ao segundo o rit�erio MSE. Nela,ada exemplo aparee om seu r�otulo �nal apenas uma vez, independentemente de quantas vezes ele



5.2 Exemplo ilustrativo 69X1 X2 X3 Y111 111 111 110117 120 123 120119 118 119 117114 114 114 113Tabela 5.1: Três exemplos de treinamentoX1 X2 X3 Y X�1 X�2 X�3 Y �114 113 112 113 1 0 -1 0113 112 111 112 1 0 -1 0112 111 111 111 1 0 0 0111 111 111 110 0 0 0 -1111 111 114 111 0 0 2 0111 114 117 114 -2 0 2 0114 117 120 117 -2 0 2 0117 120 123 120 -2 0 2 0120 123 124 123 -2 0 1 0123 124 123 125 -1 0 -1 1124 123 121 123 1 0 -2 0123 121 119 121 2 0 -2 0121 119 118 119 2 0 -1 0119 118 119 117 1 0 1 -1118 119 120 119 -1 0 1 0119 120 122 120 -1 0 2 0120 122 122 122 -2 0 0 0122 122 121 123 0 0 -1 1122 121 118 121 1 0 -2 0121 118 116 118 2 0 -2 0118 116 114 116 2 0 -2 0116 114 114 114 2 0 0 0114 114 114 113 0 0 0 -1114 114 115 114 0 0 1 0114 115 115 115 -1 0 0 0115 115 116 115 0 0 1 0115 116 116 116 -1 0 0 0116 116 115 117 0 0 -1 1116 115 113 115 1 0 -2 0115 113 111 113 2 0 -2 0Tabela 5.2: Exemplos de treinamento



70 Representa�~ao e indu�~ao via �arvores de deis~aoX�1 X�2 X�3 Y �1 -2 0 2 02 -2 0 1 03 -2 0 0 04 -1 0 -1 15 -1 0 0 06 -1 0 1 07 -1 0 2 08 0 0 -1 19 0 0 0 -110 0 0 1 011 0 0 2 012 1 0 -2 013 1 0 -1 014 1 0 0 015 1 0 1 -116 2 0 -2 017 2 0 -1 018 2 0 0 0Tabela 5.3: Rotula�~ao �nalapareeu no sinal. A �gura 5.3 mostra todos as poss��veis on�gura�~oes do retiulado arranjadas emforma do diagrama de Hasse. Os n�umeros impressos aima dos pontos do retiulado representamos r�otulos �nais. Os pontos sem r�otulos s~ao as on�gura�~oes n~ao observadas no treinamento. Estatabela �e a entrada prinipal do sistema para a fase de simpli�a�~ao da representa�~ao do operador.Vamos mostrar omo onstruir o primeiro n�o2 de uma �arvore de deis~ao paralela para repre-sentar este operador usando o rit�erio \twoing". Come�ando do onjunto MA, o algoritmo temque testar todas as poss��veis maneiras de dividir MA em dois subonjuntos diferentes usando hi-perplanos paralelos aos eixos do diagrama. H�a 4 hiperplanos representativos para a vari�avel X1(X1 = �1:5, X1 = �0:5, X1 = 0:5, X1 = 1:5), e outros 4 para a vari�avel X3 (X3 = �1:5, X3 = �0:5,X3 = 0:5, X3 = 1:5). A vari�avel X2 vale 0 para todos os exemplos e, portanto, n~ao preisa seronsiderada. Denotemos por TW (Xi = l) o valor do \twoing" para o hiperplano Xi = l (i = 1; 3 el 2 f�1:5;�0:5; 0:5; 1:5g). Computando o valor \twoing" para ada hiperplano, temos os seguintesvalores: TW (X1 = �1:5) � 0:0395, TW (X1 = �0:5) � 0:0314, TW (X1 = 0:5) � 0:0314, TW (X1 =1:5) � 0:0395, TW (X3 = �1:5) � 0:0247, TW (X3 = �0:5) � 0:0988, TW (X3 = 0:5) � 0:0314,TW (X3 = 1:5) � 0:0395. O hiperplano que maximiza TW �e X3 = �0:5. Os subonjuntos resultantesde dividir emX3 = �0:5 s~ao f0 : (12; 13; 16; 17); 1 : (4; 8)g e f�1 : (9; 15); 0 : (1::3; 5::7; 10; 11; 14; 18)g,onde os n�umeros fora dos parenteses s~ao os r�otulos assoiados aos exemplos, e os n�umeros dentro dosparenteses s~ao as posi�~oes dos exemplos na tabela 5.3.Para ada subonjunto, um n�o �lho �e riado e o proesso �e repetido novamente se o subonjunton~ao �e puro. A �gura 5.4 mostra a �arvore paralela resultante, os subonjuntos assoiados a ada n�o,e as respetivas equa�~oes dos hiperplanos assoiados a ada n�o. As folhas da �arvore mostram o valor2Os demais n�os seguem do mesmo algoritmo



5.3 Exemplo de aplia�~ao om sinais simulados 71
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Figura 5.3: Diagrama de Hasse do retiuladoa ser atribuido �a on�gura�~ao x. A �gura 5.5 mostra os hiperplanos imersos no retiulado omolinhas traejadas. Estas linhas est~ao rotuladas da seguinte maneira: \root" �e a linha que representaa parti�~ao da raiz da �arvore; right (r) representa o �lho direito de um n�o e left (l) representa o �lhoesquerdo de um n�o. Algumas linhas s~ao rotuladas om ombina�~oes dos r�otulos right, r, ou left, l,omo em lrll. Estas ombina�~oes representam o aminho a ser seguido para alan�ar aquele n�o na�arvore de deis~ao.Para omputar  (x), ome�amos substituindo x na equa�~ao do n�o raiz e heando se o resultado�e maior do que zero. Se ele for maior do que zero, ent~ao seguimos para o n�o do �lho direito; se elen~ao �e maior, ent~ao seguimos para o �lho esquerdo. Isto �e feito reursivamente at�e alan�armos umafolha, que ont�em o valor a ser atribuido �a on�gura�~ao.A �gura 5.6 mostra a �arvore de deis~ao obl��qua gerado pelo algoritmo OC1 para a mesma tabelade treinamento. A �gura 5.7 mostra o resultado do algoritmo dentro de um diagrama de Hasse.A �gura 5.8(b) (obtida da onvolu�~ao do sinal da �gura 5.8(a)) mostra um outro sinal 1D queusamos para testar os operadores. As �guras 5.8() e 5.8(d) mostram os resultados de apliar os ope-radores representados pelas �arvores paralela e obl��qua, respetivamente. Para este sinal, o operadorobl��quo d�a o melhor resultado.5.3 Exemplo de aplia�~ao om sinais simuladosNesta se�~ao, demonstramos a performane dos operadores \aperture" para a redu�~ao de ru��do edesemba�amento. O emba�amento �e onseguido por um n�uleo plano de onvolu�~ao e o ru��do,gaussiano disreto e independente do sinal, �e adiionado a 10% dos pontos.Relembrando nossa disuss~ao iniial sobre restri�~oes, bastante aten�~ao foi dada para a rela�~aoentre o tamanho da janela de n��veis de inza, n�umero de exemplos de treinamento e performane dooperador projetado. Em todos os aso, a performane do operador \aperture" foi omparada om
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15129630 (a) 0 d 2d 3d 4d 5d(b)Figura 5.9: Constru�~ao da fun�~ao serra: (a) pontos aleat�orios igualmente espa�ados; (b) fun�~ao serrapassando pelos pontos aleat�orios.a performane do operador linear de observa�~ao �nita. Fizemos experimentos sobre diversos tiposde sinais e a performane foi bastante onsistente; entretanto, no interesse de manter este trabalhonum tamanho razo�avel, iremos apresentar apenas os resultados para uma erta lasse de sinais. Porausa disso, tamb�em, iremos restringir a maior parte das an�alises mostradas para os resultados doMSE (e porquê o usamos omo rit�erio de minimiza�~ao do erro). Por�em, �zemos tamb�em o estudopara o MAE e os resultados foram semelhantes. A raz~ao prinipal para usar o MSE em todos osexperimentos foi para poder omparar om os �ltros lineares �otimos, que minimizam o MSE.Os resultados experimentais apresentados nesta se�~ao usam sinais do tipo serra que s~ao geradospelo seguinte modelo. Seja r0 2 [0; 255℄, um n�umero aleat�oriamente esolhido seguindo uma distri-bui�~ao uniforme. Sejam rd; : : : ; rmd, m pontos igualmente distribuidos sobre o dom��nio do sinal E,(i.e., d = b jEjm  tais que o valor de ada ri; i > 0 �e esolhido aleatoriamente (segundo uma distribui�~aouniforme) segundo a regra: r(i+1)d 2 f0 � rid � d; rid � d + 1; : : : ; rid � 1; rid; rid + 1; : : : ; rid + d �1; rid + d � 255g, 8i; 0 � i < m (veja a �gura 5.9(a)). Note que d �e a distânia entre dois pontosaleat�orios onseutivos ri; r(i+1)d, e que ri 2 [0; 255℄, para todos os ��ndies i.Seja G um onjunto de fun�~oes e g : E ! [0; 255℄ uma fun�~ao desse onjunto. Chamamosg de fun�~ao serra (veja a �gura 5.9(b)) se g �e gerada a partir de R juntando ada dois pontosonseutivos de R pela melhor aproxima�~ao de uma reta no espa�o disreto, isto �e, g(xid) = rid,g(x(i+1)d) = r(i+1)d, e g(x); id � x � (i+ 1)d, �e dado por,g(x) = b0:5 + (d(i+ 1)� x)ridd + (x� id)r(i+1)dd  (5.5)onde bp signi�a o menor inteiro que aproxima o valor p.5.3.1 Desemba�amentoNeste estudo, os operadores \aperture" s~ao projetados para desemba�ar sinais serra emba�ados porum n�uleo de onvolu�~ao plano de 11 pontos. N�os usamos 20 pares de sinais de treinamento e 10de teste, ada um om tamanho de 1024 pontos. A �gura 5.10 mostra um exemplo de um sinalserra e do respetivo sinal emba�ado. A �gura 5.11 mostra o gr�a�o da m�edia do MSE ap�os aaplia�~ao do operador nos sinais de teste, para k e m �xos (k = m = 7), em rela�~ao ao n�umero de
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0 50 100 150 200 250 300(b)Figura 5.10: Emba�amento: (a) sinal serra; (b) sinal serra emba�ado.exemplos de treinamento. Cada urva �e rotulada pelo k da janela do \aperture" e a urva om umvalor simples de 23 orresponde ao MSE para o operador linear �otimo projetado sobre uma janelade omprimento 23. Para janelas al�em desse omprimento, n~ao h�a melhora disern��vel dentre osoperadores lineares �otimos projetados, que neste aso �e uma aproxima�~ao �nita do operador linear�otimo (�ltro de Wiener), omumente usado para desemba�amento.As urvas do MSE para o operador de janela (9 � 7) (denotaremos a \aperture" apenas porW �k quando k = m) e para o �ltro linear de 23 pontos �am planas bem edo porque seus erros deestima�~ao deresem rapidamente om pouos exemplos de treinamento em rela�~ao aos operadores\aperture" de janelas maiores que preisam de mais exemplos para diminuir os erros de estima�~ao.Por volta de 20000 exemplos de treinamento, todos os operadores \aperture" têm MSE mais baixoque os �ltros lineares testados. Levando em onta apenas os erros devido a restri�~ao, sabemos que,M h	33�7i < M h	27�7i < M h	21�7i < M h	15�7i (5.6)O resultado dos erros experimentais mostram que a situa�~ao est�a invertida para N = 1000 exemplos,isto �e, M h	33�7;N i > M h	27�7;N i > M h	21�7;N i > M h	15�7;N i (5.7)Para N = 20000 exemplos de treinamento temos,M h	21�7;N i < M h	15�7;N i < M h	27�7;N i < M h	33�7;N i (5.8)Isto mostra que 20000 exemplos de treinamento s~ao su�ientes para que o operador 	21�7;N sejamelhor que os �ltros lineares �otimos testados e que os operadores \aperture" 	9�7;N , 	27�7;N e	33�7;N . Observando o m�etodo de treinamento proposto aqui, E[4( A;N ;  A)℄! 0 quando N !1.Portanto, a equa�~ao 5.6 vale no limite para os operadores \aperture" projetados aqui.A �gura 5.12 mostra as urvas do MSE para uma janela espaial �xa de largura 15 pontos.Observando que os operadores projetados 	15�7 e 	15�6 têm erro bastante pr�oximos, n�os vemos queas rela�~oes entre os �ltros projetados �e o que dever��amos esperar dos �ltros \aperture" �otimos. O
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Figura 5.11: Gr�a�o do MSE para desemba�amento - altura �xada.operador 	15�7 aparee em ambos os gr�a�os das �guras 5.11 e 5.12. Comparando essas �guras,vemos que para N = 20000 exemplos,M h	21�7;N i < M h	15�7;N i < M h	15�5;N i < M h	27�7;N i < M h	15�4;N i (5.9)Estes erros experimentais s~ao bastante pr�oximos e representam erros de um simples treinamento;entretanto, eles s~ao indiativos do omportamento t��pio observado sobre muitos outros experimentosque deixamos de mostrar aqui.5.3.2 Desemba�amento e �ltragem de ru��do gaussianoNeste experimento, os operadores \aperture" s~ao projetados para �ltrar sinais do tipo serra queforam emba�ados om um n�uleo de onvolu�~ao plano de 11 pontos e, tamb�em, orrompidos porru��do gaussiano (de m�edia zero e variânia 5 n��veis de inza) em 10% dos pontos. Foram gerados75 sinais do tipo serra de omprimento 1024 pontos e seus respetivos sinais orrompidos (ru��do +emba�amento). Este onjunto foi dividido em dois subonjuntos, um de 60 sinais para treinamentoe um de 15 sinais para teste. A �gura 5.13 mostra um exemplo de parte de um dos sinais originais eo respetivo sinal orrompido.A �gura 5.14 mostra os gr�a�os do MSE para alguns dos operadores projetados em fun�~ao don�umero de exemplos de treinamento. Mais uma vez, o operador �otimo linear de 23 pontos estabilizaom muito menos treinamento. Quatro dos ino operadores projetados ujos MSEs s~ao mostradosno gr�a�o têm resultado melhor que o �ltro linear �otimo em 40000 exemplos de treinamento, mas
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15 X 7Figura 5.12: Gr�a�o do MSE para desemba�amento - largura �xada.nenhum em 30000 exemplos. O efeito da exessiva restri�~ao nos n��veis de inza pode ser vistoomparando os resultados dos operadores \aperture" de 21; 3; 3 e 21; 5; 5.5.3.3 Filtragem de emba�amento e ru��do gaussiano usando operadores iteradosde dois est�agiosA itera�~ao (omposi�~ao) de operadores de janela resulta em um operador de�nido sobre uma janelamaior que �e a dilata�~ao de todas as janelas que o omp~oe. Isto �e, sejamW1 eW2 duas janelas espaiais(W1;W2 � E) e sejam 	1 e 	2 dois operadores de janela bin�arios, ou n��veis de inza, de�nidos sobreW1 e W2, respetivamente. Ent~ao, o operador omposto 	 = 	2	1 �e de�nido sobre W =W1 �W2,isto �e, a dilata�~ao de W1 por W2. A prova deste fato para os operadores bin�arios enontra-se em [65℄ou [126℄ e �e failmente estendida para operadores de janela em n��veis de inza.Em termos de projeto estat��stio, sabemos que o projeto de um operador de�nido sobre umajanela grande pode ter erro de estima�~ao maior do que o projetado sobre uma janela pequena (parauma mesma quantidade de exemplos de treinamento). Assim, a id�eia do projeto iterado �e diminuiro erro de estima�~ao quebrando o operador em dois, ou mais, operadores. O erro de estima�~ao dooperador iterado, se essa quebra for bem feita, deve ser menor que o erro do operador projetadosobre omposi�~ao das janelas que o omp~oe. Note, no entanto, que o erro do operador omposto n~ao�e neessariamente o mesmo do operador �otimo de janela maior. Mais formalmente, se 	 = 	2	1,ent~ao �(	2	1;	opt) < �(	;	opt), onde 	opt �e o operador �otimo.A forma de deompor o operador que resulte no operador projetado om menor erro para um erto
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Figura 5.15: Gr�a�os MSE para os �ltros iterados.onjunto de imagens de treinamento ainda �e um problema em aberto. Por�em, v�arias heur��stias j�aforam testadas. No aso dos operadores iterados de dois est�agios, eles s~ao omprovadamente ben�e�osno projeto de operadores bin�arios [80, 60, 126℄.Neste experimento, n�os projetamos um operador \aperture" om dois est�agios para restaurar ossinais orrompidos por emba�amento e ru��do que foram disutidos na se�~ao anterior. Primeiramente,projetamos um operador para �ltrar o ru��do dos sinais emba�ados. A lasse de sinais observadaonsiste de sinais serra que foram emba�ados pelo n�uleo de onvolu�~ao plano de 11 pontos e depoisadiionado ru��do gaussiano de m�edia zero e variânia de ino n��veis de inza. A lasse de sinaisideais onsiste dos sinais emba�ados. Para 60000 exemplos de treinamento, n�os ahamos que ooperador \aperture" �7�5;N , foi o que deu melhor resultado dentre os v�arios operadores testados.Esse operador foi apliado em todos os sinais de treinamento e o resultado (os sinais sem ru��do)foi usado omo lasse dos sinais observados para melhor estimar os sinais serra originais. O melhoroperador \aperture" projetado, dentre todos os operadores que testamos, foi o operador �21�5;N . Ooperador projetado omposto �e o operador \aperture" 
N = �21�5;N�7�5;N . A �gura 5.15 mostraos gr�a�os MSE para 
N , o �ltro �otimo linear sobre a janela de 23 pontos, e o operador \aperture"n~ao iterado mostrado na se�~ao anterior, e o operador 	21� 5. Note a melhora do resultado para omelhor operador \aperture" iterado projetado quando omparado om o melhor operador \aperture"projetado n~ao iterado. Note tamb�em que iterar os operadores lineares n~ao ajuda em nada porqueiterar o operador �otimo de 23 pontos �1 om um outro operador �otimo linear de 23 pontos �2 paraestimar os sinais serra originais produz um operador linear �2�1 sobre uma janela de 45 pontos quen~ao se omporta melhor que o operador �otimo de 45 pontos, que resulta o mesmo que �1 sobre ossinais emba�ados e om ru��do.



5.4 Exemplo de aplia�~ao om imagens simuladas 815.4 Exemplo de aplia�~ao om imagens simuladasPara mostrar o omportamento dos operadores \aperture" em imagens, projetamos esses operadorespara desemba�ar imagens riadas por um modelo booleano [127℄ uja fun�~ao prim�aria �e piramidal. Oemba�amento �e feito por um n�uleo de onvolu�~ao 3� 3 n~ao plano (veja a �gura 5.16a). N�os usamos10 imagens de treinamento e 10 imagens de teste, ada uma om tamanho de 256 � 256 pontos. A�gura 5.17 mostra parte de uma imagem original e a �gura 5.18 seu respetivo emba�amento.As �guras 5.22 e 5.23 mostram os gr�a�os do MAE e do MSE, respetivamente, para seis dosoperadores \aperture" testados (	3�3;3; 	3�3;5; 	17p;3; 	17p;5; 	5�5;3; 	5�5;5, onde p�q; k = m refere-se a uma janela \aperture" e 17p refere-se �a janela mostrada na �gura 5.16b), em fun�~ao do n�umerode exemplos de treinamento.O operador \aperture" que d�a o menor MAE �e o 	17p;5. Este resultado �e similar ao do operador\aperture" 	5�5;5. Todos os �ltros testados têm resultado MAE melhor que o �ltro linear �otimosobre uma janela de 7 � 7 pontos. O operador que tem o menor MSE �e o operador \aperture"	3�3;5; entretanto, os operadores \aperture" ainda n~ao est~ao estabilizados om 600000 exemplos eontinuariam melhorando om mais treinamento. Realmente, observando a �gura 5.22, vemos queos MAEs dos operadores \aperture" n~ao est~ao estabilizados e, ainda assim, om 600000 exemplos,as janelas maiores j�a têm resultado melhor do que os operadores om janelas menores.Em termos de aspeto visual, o operador \aperture" 	17p;5 tem omportamento melhor que osoutros operadores testados. A raz~ao disso �e que ele produz uma melhor restaura�~ao das arestas,o que �e omum para operadores �otimos n~ao-lineares. As �guras 5.19, 5.20 e 5.21 mostram o re-sultados do operador linear �otimo, do operador \aperture" 	3�3;5 e do operador \aperture" 	17p;5,respetivamente.As �guras 5.24, 5.25, 5.26 e 5.27 mostram parte da imagem de teste, o resultado do operador�otimo linear 7� 7, o resultado do operador \aperture" 	3�3;5, e o resultado do operador \aperture"	17p;5, respetivamente.Estas imagens, e as anteriores, mostram a restaura�~ao superior das arestas pelo operador \aper-ture" 	17p;5 e sua qualidade visual superior. Esta superioridade visual �e ainda mais interessante selevarmos em onta que seleionamos um peda�o da imagem ujo MSE do �ltro linear �e ligeiramentesuperior ao MSE do operador \aperture" de 	17p;5.O resultado dos operadores diferem do mesmo fragmento da imagem original em 132, 97, e 78pontos (desontando a borda) para o �ltro �otimo linear, para o operador \aperture" 	3�3;5, e para ooperador \aperture" 	17p;5, respetivamente. Os resultados diferem do fragmento da imagem originalem mais que um n��vel de inza em 28, 17, e 11 pontos para os operadores \aperture" 	17p;5 e 	3�3;5,e para o �ltro linear, respetivamente. Isto explia o fato do MSE do operador \aperture" 	17p;5 n~aoser t~ao bom para este fragmento. Isto �e, embora ele tenha aertado num n�umero menor de pontos,quando errou, errou por uma quantidade de n��veis de inza maior.
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Figura 5.17: Modelo booleano: imagem original.
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Figura 5.18: Modelo booleano: imagem emba�adas.

Figura 5.19: Resultado do operador linear sobre uma janela 7� 7.
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Figura 5.20: Resultado do operador \aperture" 	3�3;5.

Figura 5.21: Resultado do operador \aperture" 	17p;5.
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Figura 5.24: Parte de uma imagem do modelo booleano.

Figura 5.25: Resultado do �ltro �otimo linear apliado �a imagem 5.24.
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Figura 5.26: Resultado do operador \aperture" 	3�3;5 apliado �a imagem 5.24.

Figura 5.27: Resultado do operador \aperture" 	17p;5 apliado �a imagem 5.24.





Cap��tulo 6Representa�~ao e indu�~ao via algoritmoISIConforme vimos, o projeto estat��stio de operadores onsiste de três etapas b�asias, quais sejam,(1) estima�~ao das probabilidades ondiionais, (2) deis~ao, ou, esolha de um r�otulo a ser assoiadopara ada on�gura�~ao observada em (1), e (3) indu�~ao e simpli�a�~ao de representa�~ao do operadorprojetado.Simpli�ar a representa�~ao do operador e generalizar a lassi�a�~ao das on�gura�~oes n~ao obser-vadas a partir da tabela produzida pela etapa de deis~ao �e uma das prinipais tarefas do projeto deoperadores. No ap��tulo anterior vimos uma forma de fazer isso atrav�es das �arvores de deis~ao, queal�em de simpli�ar a representa�~ao, induzem uma lassi�a�~ao para as on�gura�~oes n~ao observadas.Aquela t�enia, por�em, tem desvantagens em rela�~ao �a t�enia que mostraremos neste ap��tulo. Aprimeira desvantagem �e que n~ao �e simples fazer a manipula�~ao alg�ebria dos operadores usando arepresenta�~ao ODT, por exemplo, dados dois operadores representados por ODT, omo fazer paraonstruir um operador que �e a uni~ao desses dois? A segunda desvantagem �e que n~ao �e simples fazeraprendizado refor�ado [7, 128, 116℄, isto �e, dado um operador representado por uma ODT, omo\onsertar" o operador dando mais alguns exemplos?O nome ISI vem do inglês \Inremental Splitting of Intervals" e est�a assoiado �a id�eia apliadano algoritmo [73, 118℄ para omputar, a partir da tabela de deis~ao MA, o onjunto de intervalosdo retiulado que representa a base do operador. Originalmente esrito para simpli�ar fun�~oesom entradas e sa��das bin�arias (ou seja, fun�~oes do tipo f : f0; 1gn ! f0; 1g), ele foi estendidopara simpli�ar fun�~oes om entrada bin�aria e sa��da multivalorada [12℄ (ou seja, fun�~oes do tipof : f0; 1gn ! f0; 1; : : : ; kg) e, mais reentemente, para simpli�ar a representa�~ao de fun�~oes emn��veis de inza om sa��da em n��veis de inza. Estas extens~oes s~ao denominadas, respetivamente, deISI multilassi�a�~ao e ISI n��veis de inza.Por quest~oes did�atias, apresentaremos primeiramente o ISI multilassi�a�~ao [12℄. Em seguidaapresentaremos nossa extens~ao do algoritmo para n��veis de inza.
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90 Representa�~ao e indu�~ao via algoritmo ISI6.1 ISI multilassi�a�~aoO ISI multilassi�a�~ao �e uma extens~ao do algoritmo ISI bin�ario [73, 118℄ utilizado para simpli�ara representa�~ao de lassi�adores de formas geom�etrias. Ele foi desenvolvido para auxiliar o projetode operadores para lassi�a�~ao de arateres em imagens bin�arias e para simpli�ar o projeto deum OCR (do inglês \Optial Charater Reognition"1) morfol�ogio [12, 129, 130℄.Uma vez que o ISI multilassi�a�~ao est�a relaionado om operadores que se apliam a imagensbin�arias, reordamos brevemente alguns oneitos relativos a elas. Imagens bin�arias s~ao equivalen-temente representadas por subonjuntos do dom��nio. Nesta se�~ao adotaremos a representa�~ao deimagens bin�arias por subonjuntos de E, isto �e, S � E.Um operador de lassi�a�~ao pode ser modelado por um mapeamento do tipo 	 : P(E) !f0; 1; : : : ; kgE , onde P(E) representa o onjunto de imagens bin�arias de�nidas sobre E e f0; 1; : : : ; kgErepresenta o onjunto de imagens \lassi�adas". Um operador de lassi�a�~ao que seja invariantepor transla�~ao e loalmente de�nido por uma janela W � E pode ser araterizado por uma fun�~aodo tipo  : P(W )! f0; 1; : : : ; kg, onde k representa o n�umero de poss��veis lasses, da seguinte forma:	(S)(t) =  (S�t \W );8t 2 E;8S � E : (6.1)O n�uleo de  no n��vel i �e o onjunto Ki( ) dado por, para qualquer X 2 P(W ),X 2 Ki( )()  (X) � i: (6.2)Note que Kk( ) � Kk�1( ) � � � � � K1( ) � K0( ).O mapeamento  tem a seguinte sup-deomposi�~ao [68℄: (X) = maxfi : X 2 Ki( )g;8X 2 P(W ): (6.3)A base de  no n��vel i, Bi( ), �e o onjunto dos intervalos maximais de Ki( ). Em termos debase, a sup-deomposi�~ao pode ser esrita [68℄ omo (X) = maxfi : X 2 [A;B℄; [A;B℄ 2 Bi( )g;8X 2 P(W ): (6.4)O ISI multilassi�a�~ao alula inrementalmente ada uma das bases Bi( ), do n��vel 1 ao n��velk, apliando o ISI bin�ario repetidas vezes. �E importante notar que os r�otulos de lassi�a�~ao n~aopreisam neessariamente ser seq�ueniais no intervalo [0; k℄. Para simpli�ar o entendimento doalgoritmo, vamos supor a existênia de um mapeamento dos r�otulos no onjunto f0; 1; : : : ; kg e queo valor 0 representa os valores do fundo da imagem.Enquanto �arvores de deis~ao geram uma parti�~ao do retiulado om um r�otulo assoiado a adauma das partes, o ISI multilassi�a�~ao gera uma ole�~ao de intervalos, tal que os intervalos dasubole�~ao assoiada ao r�otulo i+1 s~ao subintervalos ontidos nos intervalos da subole�~ao assoiadaao r�otulo i.A opera�~ao fundamental do ISI bin�ario �e a quebra suessiva de intervalos. Iniialmente reordamosesta opera�~ao e em seguida apresentamos o algoritmo ISI multilassi�a�~ao que tamb�em �e baseadanesta opera�~ao. O algoritmo ISI bin�ario, juntamente om heur��stias para melhorar seu desempenho,enontram-se desritas em [73, 118℄.1Um programa que transforma a imagem de um texto digitalizado em um arquivo ASCII.



6.1 ISI multilassi�a�~ao 916.1.1 Quebra de um intervaloUma das partes importantes do algoritmo �e omputar a subtra�~ao de um intervalo de outro ou, omofoi hamado originalmente, a quebra (do inglês \split") de um intervalo [73, 118℄.De�ni�~ao 6.1 Seja [A;B℄ � [;;W ℄ um intervalo qualquer do retiulado das partes deW . Seja [C;D℄um subintervalo uja interse�~ao om [A;B℄ �e n~ao-vazia. A diferen�a entre os intervalos [A;B℄ e[C;D℄, �e dada por, [A;B℄ n [C;D℄ = fX 2 [;;W ℄ : X 2 [A;B℄ e X 62 [C;D℄g : (6.5)A proposi�~ao a seguir [131, 73℄ apresenta a diferen�a entre dois intervalos desrita em termos deintervalos maximais M([A;B℄ n [C;D℄) ontidos na diferen�a [A;B℄ n [C;D℄.Proposi�~ao 6.2 Sejam [A;B℄ e [C;D℄ dois intervalos de [;;W ℄. Ent~ao,M([A;B℄ n [C;D℄) = f[A;B \ fg℄ :  2 C \Ag [ f[A [ fdg; B℄ : d 2 D \Bg ; (6.6)onde o omplemento � �e em rela�~ao ao onjunto W .No aso em que C = D = X, onde X 2 P(W ), a f�ormula simpli�a-se para,M([A;B℄ n fXg) = f[A;B \ fag℄ : a 2 X \Ag [ f[A [ fbg; B℄ : b 2 B \Xg: (6.7)A dimens~ao de um intervalo [A;B℄ � P(W ) �e denotada dim([A;B℄) e �e dada pela ardinalidadedo onjunto B nA. Dois resultados interessantes que tamb�em est~ao provados em [73℄ �e que:� Todos os intervalos em M([A;B℄ n [C;D℄) têm dimens~ao dim([A;B℄) � 1.� A quantidade de intervalos em M([A;B℄ n [C;D℄) �e dim([A;B℄) � dim([A;B℄ \ [C;D℄).6.1.2 Algoritmo para a onstru�~ao da baseO algoritmo ISI bin�ario onsiste basiamente em apliar o proesso de quebra de intervalos, eliminan-do do retiulado (P(W );�) todos os elementos X tais que  (X) = 0. Assim, ap�os a elimina�~ao detodos eles, garante-se que os intervalos restantes obrem elementos X tais que  (X) = 1, onstituindouma ole�~ao de intervalos que pode ser interpretada omo a base de um operador.Uma base, ou seja, a ole�~ao de intervalos maximais resultantes das extra�~oes, pode onter algumintervalo redundante, isto �e, pode onter um intervalo [A;B℄ tal que todos os seus elementos est~aoontidos em algum outro intervalo da ole�~ao. Por isso, o algoritmo ISI engloba uma segunda faseque onsiste no �alulo de uma obertura m��nima [132℄. Este �alulo seleiona uma menor subole�~aode intervalos su�iente para obrir todos os elementos X tais que  (X) = 1.Seja (P(W );�) o retiulado das partes deW , ondeW �e um onjunto de 3 elementos. Os elementosde P(W ) s~ao denotados por 000, 001, 010, 100, 011, 101, 110 e 111. A �gura 6.1a mostra o retiulado(P(W );�) e três intervalos (marados por elipses traejadas) que obrem os elementos X tais que (X) = 1 (os elementos representados por ��rulos preenhidos). Por�em, um dos intervalos pode
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a bFigura 6.1: Exemplo de obertura m��nima.ser eliminado pois os dois outros intervalos v~ao ontinuar obrindo todos os elementos X tais que (X) = 1, omo mostrado na �gura 6.1b.Como j�a vimos, em geral as fun�~oes proessadas pelo algoritmo ISI n~ao s~ao ompletamente de�ni-das. Assim, intervalos que n~ao ont�em nenhum elemento X tal que  (X) = 1 podem ser eliminadosdurante a fase de extra�~ao, uma vez que eles n~ao ser~ao neess�arios na fase de �alulo da oberturam��nima. Na �gura 6.2, ��rulos preenhidos s~ao os pontos para os quais  vale 1, os n~ao preenhidoss~ao pontos para os quais  vale 0, e a ausênia de ��rulo india um ponto para o qual  n~ao est�a de�-nido. A �gura 6.2a apresenta uma situa�~ao em que o elemento 001 �e eliminado do intervalo [000; 111℄.Desta opera�~ao, resultam três intervalos, a saber, [000; 110℄, [100; 111℄ e [010; 111℄. Este �ultimo, o in-tervalo superior do retiulado (marado om um losângulo traejado), n~ao ont�em nenhum elementoX tal que  (X) = 1. Portanto, ele pode ser desartado, omo mostrado na �gura 6.2b.
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bFigura 6.2: a) Os três intervalos ap�os a extra�~ao de 001. b) Elimina�~ao do intervalo [010; 111℄ quen~ao ser�a neess�ario na obertura m��nima.O algoritmo ISI multilassi�a�~ao onsiste em apliar repetidas vezes o ISI bin�ario. Iniialmentetodos os exemplos om r�otulo 0 s~ao eliminados do retiulado (P(W );�). Os intervalos resultantesformam a base no n��vel 1, signi�ando que estes intervalos orrespondem aos exemplos de r�otulomaior ou igual a 1. Em seguida, s~ao eliminados todos os exemplos de r�otulo 1, a partir dos intervalosanteriores. Os intervalos resultantes formam a base no n��vel 2 e s~ao ontidos nos intervalos do n��vel1. Este proesso �e repetido at�e todos os exemplos de r�otulo k � 1 serem eliminados, resultando nabase no n��vel k.O algoritmo ISI multilassi�a�~ao tem omo entradas:� Um onjunto de intervalos iniiais do retiulado, Iinit, rotulados de aordo om o onheimentopr�evio do usu�ario, ou de aordo om algum projeto anterior. Usualmente o onjunto iniial deintervalos �e f[;;W ℄g, om o r�otulo 0 omo \default".



6.1 ISI multilassi�a�~ao 93� Um parâmetro kex para ontrolar de quantos em quantos passos deve-se apliar o proedimentopara �alulo da obertura m��nima (isto �e, um subonjunto dos intervalos que �e su�iente pararepresentar a fun�~ao). Este proedimento �e uma heur��stia para manter o n�umero de intervalosrelativamente pequeno durante todo o proesso de extra�~ao.� Um onjuntoM de exemplos rotulados.A sa��da do algoritmo �e uma ole�~ao de intervalos, mais preisamente, uma lista linear dos inter-valos em Bk( ), Bk�1( ), : : :, B1( ).Algorithm 2 Algoritmo ISI para enontrar a base de um W -operador 	 bin�ario para multilassi�-a�~ao.1: I Iinit ; I�nal ; ;2: proex  0 ;3: (M,L) = sort(M,0,inreasing) ;4: M1 =M ;5: for all l 2 L (a menos do �ultimo) do6: M0 = f(X; l) : (X; l) 2Mg ;7: M1 =M1 nM0 ;8: for all (X; l) 2M0 do9: INew ; ; proex  proex + 1 ;10: IP f[A;B℄ 2 I : X =2 [A;B℄g ;11: Itmp f[A;B℄ 2 I : X 2 [A;B℄g ;12: for all [A;B℄ 2 Itmp do13: Isplit M([A;B℄ n fXg) ;14: for all [A0; B0℄ 2 Isplit do15: if 9X 2M1 suh that X 2 [A0; B0℄ then16: if [A0; B0℄ 6� [E;F ℄;8[E;F ℄ 2 IP then17: INew INew[ f[A0; B0℄g ;18: end if19: end if20: end for21: end for22: I IP [ INew ;23: if (proex = kex) or (this is the last iteration) then24: I min over(M1; I) ;25: proex  0 ;26: end if27: end for28: Rotule todos os intervalos em I om o pr�oximo r�otulo ;29: I�nal = I�nal[ I ;30: end for31: Return I�nal ;Iniialmente, o onjunto de r�otulos �e ordenado (a menos do r�otulo 0, que ser�a o primeiro r�otuloa ser proessado) em ordem resente de freq�uênia, isto �e, se o r�otulo l1 aparee assoiado a maisexemplos que o r�otulo l2, ent~ao os exemplos om r�otulo l1 v~ao ser proessados depois dos exemplos



94 Representa�~ao e indu�~ao via algoritmo ISIom r�otulo l2.Expliamos a seguir as partes do algoritmo 2.1. Linhas 5 a 30 (La�o prinipal) - ome�ando pelo r�otulo 0 e depois os outros na ordem omputadapor sort(M,0,inreasing), os exemplos s~ao extra��dos seq�uenialmente. Os exemplos om or�otulo mais freq�uente, isto �e, o �ultimo r�otulo da ordem, n~ao s~ao proessados.2. Linhas 8 a 27 - La�o para proessar ada exemplo do onjunto M ujo r�otulo �e l. Esta parteorresponde ao algoritmo ISI bin�ario, onde os elementos de r�otulo l s~ao os exemplos a seremextra��dos, enquanto os exemplos emM1 s~ao os exemplos que devem ser obertos pelos intervalosresultantes da extra�~ao.3. Linha 9 - O onjunto que vai guardar os intervalos novos resultantes da extra�~ao de exem-plos om r�otulo l �e iniializado om vazio. O ontador de exemplos proessados proex �einrementado.4. Linhas 10 e 11 - O onjunto dos intervalos, I, �e dividido nos intervalos que ont�em o exemploque est�a sendo proessado e nos que n~ao.5. Linhas 12 a 21 - O exemplo que est�a sendo proessado tem que ser retirado do onjunto dosintervalos que o ont�em. Isso vai ser feito intervalo por intervalo. Os intervalos novos que s~aogerados podem, ou n~ao, estar ontidos nos intervalos em IP. Os intervalos que est~ao ontidoss~ao desartados pois j�a est~ao representados em IP.� Linha 13 - O intervalo que est�a sendo proessado �e quebrado de aordo om a f�ormula 6.7e �e oloado no onjunto Isplit.� Linhas 14 a 20 - La�o para veri�ar se ada intervalo novo que foi riado ser�a mantido.A ordem das ondi�~oes abaixo �e importante para o desempenho do algoritmo.� Linha 15 - Veri�a se o intervalo que est�a sendo proessado obre alguma on�gura�~aoobservada. Em verdade, o algoritmo veri�a apenas as on�gura�~oes ainda n~ao proessa-das.� Linha 16 - Veri�a se o intervalo que est�a sendo analisado j�a n~ao est�a ontido em algumintervalo de IP.� Linha 17 - Se o intervalo n~ao est�a ontido, ele �e guardado.6. Linha 23 - A ada kex exemplos proessados, ou quando a itera�~ao for orrespondente ao �ultimoexemplo, uma obertura m��nima �e alulada.7. Linha 28 - Ap�os todos os exemplos de r�otulo l terem sido extra��dos, os intervalos resultantess~ao armazenados omo sendo a base no n��vel l + 1.O exemplo a seguir ilustra o funionamento do algoritmo. Seja novamente o retiulado (P(W );�),onde W �e um onjunto de 3 elementos e seja  : P(W ) ! f0; 1; 2; 3g uma fun�~ao parialmentede�nida, onforme tabela a seguir (� india valor inde�nido):



6.1 ISI multilassi�a�~ao 95X  (X)000 0001 *010 1011 *100 1101 2110 2111 3A �gura 6.3 ilustra a dinâmia de funionamento do algoritmo, enquanto a �gura 6.4 mostra abase resultante para a fun�~ao da tabela aima. A base no n��vel 0, B0( ), �e o intervalo [;;W ℄. Paraalular a base no n��vel 1, todos os elementos de r�otulo 0 s~ao extra��dos do intervalo [;;W ℄, resultandoem B1( ) = f[001; 111℄; [010; 111℄; [100; 111℄g. Para alular a base no n��vel 2, todos os elementos der�otulo 1 s~ao extra��dos dos intervalos em B1( ), resultando em B2( ) = f[001; 111℄; [110; 111℄g. Paraalular a base no n��vel 3, todos os elementos de r�otulo 2 s~ao extra��dos dos intervalos em B2( ),resultando em B3( ) = f[011; 111℄g.
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B0( ) B1( ) B2( ) B3( )Figura 6.4: Resultado do algoritmo ISI multilassi�a�~ao.A demonstra�~ao da orretude do algoritmo ISI bin�ario [73℄ pode ser failmente estendida para oaso multilassi�a�~ao. A an�alise de omplexidade (tanto em tempo quanto em mem�oria) no aso



96 Representa�~ao e indu�~ao via algoritmo ISIm�edio do algoritmo n~ao �e simples pois depende da distribui�~ao das on�gura�~oes e dos r�otulos. Aan�alise de melhor e pior asos s~ao simples. No melhor aso, as on�gura�~oes tem todas o r�otulo 0 e �etrivial ver que o algoritmo tem omplexidade de tempo e mem�oria lineares no tamanho da entrada.No pior aso, o algoritmo �e exponenial tanto em tempo quanto em mem�oria, al�em do que a fun�~ao�e espei�ada para um n�umero aproximadamente exponenial de linhas da tabela.Observe que qualquer n�umero inteiro pode ser representado de forma bin�aria e, onseq�uentemente,uma on�gura�~ao em n��veis de inza pode ser representada omo um vetor de n�umeros bin�arios.Por exemplo, a on�gura�~ao x = f2; 0; 1g 2 KW , onde K = [0; 7℄ e W = fW1;W2;W3g, podeser representada pelo vetor bin�ario x = f010 000 001g. Desta forma, poderia-se pensar em usar oalgoritmo ISI multilassi�a�~ao tamb�em para os retiulados n��veis de inza. No entanto, o algoritmoISI multilassi�a�~ao n~ao pode ser usado para o retiulado n��veis de inza pois este n~ao �e isomorfoao retiulado booleano que o representa (via o aumento do n�umero de vari�aveis).6.2 ISI n��veis de inzaNesta se�~ao apresentamos o algoritmo ISI n��veis de inza que �e uma extens~ao natural dos ISI bin�arioe multilassi�a�~ao. Do ISI bin�ario estende-se a id�eia de quebra de um intervalo para o retiuladon��veis de inza. A id�eia de base enadeada (bases nos diferentes n��veis) do ISI multilasi�a�~ao �eadaptada de forma similar para o ISI n��veis inza. Nesta se�~ao voltamos a usar a nota�~ao de vetorespara os elementos do retiulado das on�gura�~oes.6.2.1 Quebra de um intervalo n��veis de inzaQuebrar um intervalo n��veis de inza �e, tamb�em, um problema simples. Sua desri�~ao algoritmia n~ao�e tanto. Dado um intervalo [a;b℄ � KW , queremos subtrair de [a;b℄ um ponto (uma on�gura�~ao),ou um subintervalo [;d℄ que o interepta.De�ni�~ao 6.3 A diferen�a entre dois intervalos [a;b℄ e [;d℄, �e dada por,[a;b℄ n [;d℄ = fx 2 KW : x 2 [a;b℄ e x 62 [;d℄g: (6.8)O problema algoritmio �e desrever essa diferen�a em termos de intervalos maximais ontidos em[a;b℄ n [;d℄. Para isso vamos introduzir duas fun�~oes auxiliares �I e �O.De�ni�~ao 6.4 Seja x = (x1; x2; : : : ; xn) um ponto e sejam O = (O1; O2; : : : ; On) e I = (I1; I2; : : : ; In)o menor e o maior elementos do retiulado KW . As fun�~oes �I ; �O : KW � f1; 2; : : : ng ! KW s~aode�nidas pelas f�ormulas: �I(x; i) = (I1; I2; : : : ; Ii�1; xi � 1; Ii+1; : : : ; In) (6.9)�O(x; i) = (O1; O2; : : : ; Oi�1; xi + 1; Oi+1; : : : ; On) (6.10)Proposi�~ao 6.5 Sejam [a;b℄ e [;d℄ dois intervalos de KW , tais que [;d℄ ^ [a;b℄ 6= ;. Sejaa = (a1; a2; : : : ; an), b = (b1; b2; : : : ; bn),  = (1; 2; : : : ; n) e d = (d1; d2; : : : ; dn), onde ai; bi; i; di 2



6.2 ISI n��veis de inza 97K;8i 2 [1; n℄. O onjunto de intervalos maximais resultantes da subtra�~ao do intervalo [;d℄ dointervalo [a;b℄ �e denotado por M([a;b℄ n [;d℄) e dado pela f�ormula,M([a;b℄ n [;d℄) = f[a;b ^ �I(; i)℄ : i 2 [1; n℄g [ f[a _ �O(d; i);b℄ : i 2 [1; n℄g: (6.11)No aso que  = d = x, onde x = (x1; x2; : : : ; xn), a f�ormula simpli�a-se para,M([a;b℄ n fxg) = f[a;b ^ �I(x; i)℄ : i 2 [1; n℄g [ f[a _ �O(x; i);b℄ : i 2 [1; n℄g: (6.12)A �gura 6.5 ilustra os intervalos resultantes ap�os a extra�~ao de um ponto (intervalo trivial) e ap�osa extra�~ao de um intervalo, respetivamente.

a bFigura 6.5: (a) Exemplo de quebra de um intervalo por um ponto (intervalo trivial) e (b) por umintervalo.Note que, diferentemente do retiulado booleano em que todos os intervalos em M([A;B℄ n fXg)têm dimens~ao dim([A;B℄)� 1, no aso do retiulado n��veis de inza, a quantidade e a dimens~ao dosintervalos depende da loaliza�~ao do elemento extra��do no retiulado. Para um intervalo de dimens~aon, o n�umero de intervalos resultantes da quebra pode variar de n at�e 2n. A �gura 6.6 mostra as trêspossibilidades para a quebra de um intervalo de dimens~ao 2.6.2.2 Algoritmo para a onstru�~ao da baseSejam dois intervalos [A1; B1℄ e [A2; B2℄, tais que, existe um intervalo [C;D℄ que interepta ambos osintervalos (i.e., [C;D℄\ [A1; B1℄ 6= ; e [C;D℄\ [A2; B2℄ 6= ;). No algoritmo ISI bin�ario e no algoritmoISI multilassi�a�~ao, se quebramos os intervalos [A1; B1℄ e [A2; B2℄ por [C;D℄, �e poss��vel mostrar quenenhum intervalo resultante da quebra de [A1; B1℄ est�a propriamente ontido em nenhum intervaloresultante da quebra de [A2; B2℄, e vie-versa [73, 118℄.No entanto, no ISI n��veis de inza isto n~ao �e verdade. Por exemplo, no aso mostrado na �gura 6.7,s~ao dados dois intervalos [�1�2; 22℄ e [�22; 22℄, e o elemento a ser extra��do �e 02. Da quebra de [�1�2; 22℄resultam três intervalos, [12; 22℄, [�1�2; 21℄ e [�1�2;�12℄. Da quebra do segundo resultam [�22;�12℄e [12; 22℄. Dos intervalos que resultaram da quebra, [12; 22℄ � [1�2; 22℄. Isto implia que o algoritmoISI n��veis de inza deve, al�em de veri�ar se os elementos resultantes da quebra de um intervalo por[;d℄ n~ao est~ao ontidos em intervalos de IP, veri�ar tamb�em se eles n~ao est~ao ontidos em algumoutro intervalo resultante da quebra de outro intervalo por [;d℄.
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Figura 6.6: Três poss��veis loaliza�~oes de um ponto no retiulado de dimens~ao 2 e os intervalosresultantes pelas respetivas quebras.
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02PSfrag replaements [�1�2; 22℄
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[�1�2; 21℄[�1�2;�12℄Figura 6.7: Da quebra de dois intervalos por um elemento omum podem resultar intervalos tais queum est�a ontido no outro.A estrutura do algoritmo ISI n��veis de inza �e pratiamente o mesmo do ISI multilassi�a�~ao.A �unia modi�a�~ao neess�aria est�a na linha 15 do algoritmo 2, para inluir a veri�a�~ao adiionalomentada aima. Naturalmente, a quebra de intervalos bin�arios da linha 13 deve ser substitu��dapela quebra de intervalos n��veis de inza.Algorithm 3 Modi�a�~ao nas linhas 16, 17 e 18 do algoritmo ISI para enontrar a base de umoperador n��veis de inza.if [a0;b0℄ 6� [e; f ℄;8[e; f ℄ 2 IP[ Itmp thenINew INew [ f[a0;b0℄g ;end ifA omplexidade de implementa�~ao do algoritmo para o aso n��veis de inza �e maior, assim omoo tempo de proessamento, pois o retiulado �e muito maior para um mesmo n�umero de pontos dajanela.Com o objetivo de ontornar o usto omputaional envolvido na veri�a�~ao da linha 15, propomosque para ada novo intervalo [a0;b0℄ 2 Isplit, resultante de uma quebra, seja assoiada uma lista omtodas as on�gura�~oes x 2 M1 tais que x 2 [a0;b0℄. Por um lado isto aumenta a quantidade de



6.2 ISI n��veis de inza 99mem�oria usada, mas por outro lado diminui o tempo orrespondente �a veri�a�~ao da linha 15, poisbasta veri�armos se a lista assoiada ao intervalo �e vazia, ou n~ao.Vamos ilustrar o funionamento do algoritmo usando a fun�~ao parialmente de�nida apresentadano ap��tulo anterior e reapresentada aqui pela tabela 6.1.X�1 X�2 X�3 Y �-2 0 -2 -1-2 0 1 -1-1 0 -2 0-1 0 2 -10 0 0 20 0 2 -11 0 -1 02 0 -2 02 0 -1 22 0 2 2Tabela 6.1: Fun�~ao arater��stia parialmente de�nida porMA �gura 6.8 mostra os intervalos maximais que resultam ap�os a extra�~ao de ada um dos exemplosom r�otulo �1. Note que ap�os a extra�~ao dos 4 exemplos om r�otulo �1, os intervalos resultantesn~ao obrem nenhum exemplo om r�otulo �1, mas obrem todos os exemplos om r�otulo maior que�1.Em seguida, a �gura 6.9 mostra os intervalos maximais que resultam ap�os a extra�~ao de adaum dos exemplos om r�otulo 0. Os intervalos resultantes ap�os a extra�~ao de todos os exemplos omr�otulo �1 e 0 obrem todos os exemplos om r�otulo maior que 0, mas n~ao obrem nenhum exemploom r�otulo menor ou igual a 0.Note que os resultados mostrados nas �guras j�a est~ao simpli�ados, isto �e, os intervalos n~aoesseniais foram eliminados.
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102 Representa�~ao e indu�~ao via algoritmo ISIA base no n��vel �2 (B�2) �e o retiulado ompleto. Como n~ao h�a exemplos de r�otulo �2, a base non��vel �1 (B�1) �e a mesma do n��vel �2. Quatro itera�~oes de extra�~ao, para extrair todos os exemplosom r�otulo �1, foram exeutados para se obter a base no n��vel 0 (B0), e mais três itera�~oes para seobter a base no n��vel 1 (B1). Como n~ao h�a exemplos om r�otulo 1, a base do n��vel 2 �e a mesma don��vel 1. A dinâmia do algoritmo para o exemplo anterior �e ilustrada na �gura 6.10.
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[�2�1; 22℄ [0�2; 01℄ [�1�1; 01℄ Eliminado na obertura m��nimaEliminado por estar ontido em outro intervaloEliminado por n~ao onter exemplo de r�otulo maiorFigura 6.10: Dinâmia do algoritmo ISI n��veis de inza apliada sobre os dados da tabela 6.1.A base do operador resultante �e ilustrada na �gura 6.11.Note que, tanto esta representa�~ao por bases, omo as duas mostradas anteriormente, representama mesma fun�~ao omputaional (parialmente de�nida por MW ). Uma diferen�a importante entreestas representa�~oes �e a forma omo elas lassi�am as on�gura�~oes n~ao observadas. A tabela 6.2apresenta todas as on�gura�~oes poss��veis e os respetivos valores que ser~ao atribuidos por ada
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B�2 = B�1
B0

B1 = B2Figura 6.11: Base resultante da aplia�~ao do ISI sobre os dados da tabela 6.1.uma das representa�~oes: �arvore de deis~ao paralela (PDT), �arvore de deis~ao obl��qua (ODT) e ISI.Observe que todos eles s~ao onsistentes om a fun�~ao iniial parialmente de�nida porMW .6.3 Algoritmo para a aplia�~ao do operadorA aplia�~ao de um W -operador bin�ario para multilassi�a�~ao, ou de um operador \aperture", 	,quando representado pela sua base B	, �e muito simples. Dada uma imagem f onde o operador ser�aapliado, o algoritmo deve varrer todos os pontos da imagem2 e observar a on�gura�~ao vista porW entrada no ponto onde o operador est�a sendo apliado. Dada a on�gura�~ao observada, digamosx, o algoritmo tem que veri�ar se x 2 B, isto �e, tem que veri�ar se x 2 I para algum I 2 B.Como a base est�a ordenada do maior r�otulo para o menor e o resultado do operador �e o supremodos r�otulos assoiados aos intervalos em que ele pertene, ent~ao podemos parar a busa no primeirointervalo que ontenha a on�gura�~ao observada. Desreveremos abaixo o algoritmo para aplia�~aodo operador para os operadores multilassi�a�~ao. O algoritmo para a aplia�~ao do operador n��veisde inza �e semelhante.2Todos os pontos da imagem em que W esteja totalmente ontido no dom��nio da imagem.
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X�1 X�2 X�3 MW PDT ODT ISI-2 0 -2 -1 -1 -1 -1-2 0 -1 * -1 -1 0-2 0 0 * 0 -1 0-2 0 1 -1 -1 -1 -1-2 0 2 * 0 -1 -1-1 0 -2 0 0 0 0-1 0 -1 * 0 -1 0-1 0 0 * 0 -1 2-1 0 1 * -1 -1 2-1 0 2 -1 -1 -1 -10 0 -2 * 2 0 00 0 -1 * 2 0 00 0 0 2 2 2 20 0 1 * -1 -1 20 0 2 -1 -1 -1 -11 0 -2 * 0 0 01 0 -1 0 0 0 01 0 0 * 0 2 21 0 1 * 0 2 21 0 2 * 0 2 02 0 -2 0 0 0 02 0 -1 2 2 2 22 0 0 * 2 2 22 0 1 * 2 2 22 0 2 2 2 2 2Tabela 6.2: Compara�~ao dos valores atribu��dos.



6.3 Algoritmo para a aplia�~ao do operador 1056.3.1 Algoritmo para aplia�~ao da base de um operador multilassi�a�~aoDada uma imagem f 2 f0; 1gE e um W -operador 	 : f0; 1gE ! [0; k℄E representado pela sua baseB = fI1; : : : ;Img (onde `(Ii) � `(Ii+1), 8i 2 f1; 2; : : : ; jBj � 1g), o algoritmo que produz g = 	(f)�e dado por:Algorithm 4 Algoritmo para aplia�~ao do W -operador 	 : f0; 1gE ! [0; k℄E .1: for all t 2 E do2: j  0 ;3: not found  True ;4: X  (f(t+ w1); f(t+ w2); : : : ; f(t+ wjW j)) ;5: while j � jBj and not found do6: if X 2 Ij then7: g(t) `(Ij) ;8: not found  False ;9: else10: j  j + 1 ;11: end if12: end while13: end forEmbora simples, este algoritmo n~ao �e e�iente pois, para ada on�gura�~ao, no pior aso, todosos intervalos têm que ser examinados.Uma alternativa para deixar a aplia�~ao mais e�iente �e, ap�os enontrada a base, transformara representa�~ao da fun�~ao omputaional em uma �arvore de deis~ao, ou mesmo, em um diagra-ma de deis~ao [133, 134, 135, 136, 137, 138℄. No aso bin�ario existem v�arios algoritmos para essatransforma�~ao de representa�~ao, sendo que um deles foi implementado no sistema [77℄. No asoda base de operadores n��veis de inza, pesquisas vêm sendo realizadas nesse sentido por H. M. F.Madeira [139, 140℄.





Cap��tulo 7Representa�~ao e indu�~ao viamultiresolu�~aoA motiva�~ao prinipal para introduzir os operadores \aperture", omo vimos anteriormente, foi queseu projeto �e vi�avel gra�as a restri�~ao adequada do dom��nio espaial e do dom��nio dos n��veis de inza.A ombina�~ao destas restri�~oes diminui a quantidade de on�gura�~oes que preisam ser estimadas, eonseq�uentemente a quantidade de exemplos neess�aria para que o erro de estima�~ao seja aeit�avel.Outros tipos de restri�~oes s~ao poss��veis e foram testadas [141, 78, 59, 11, 142, 60, 51, 61, 126, 143,144, 145, 146, 147, 148, 149, 70, 150℄, e o objetivo tamb�em �e tornar o projeto de operadores poss��veldiminuindo a quantidade de exemplos neess�aria para uma boa estima�~ao. Embora n~ao exista umalassi�a�~ao onsagrada dos tipos de restri�~oes poss��veis, o projeto de operadores via multiresolu�~aolassi�a-se omo um projeto om restri�~ao do tipo alg�ebrio.Neste ap��tulo, vamos mostrar omo ombinar adequadamente as informa�~oes de duas ou maisresolu�~oes para onstruir um operador de imagens. A id�eia, novamente, �e diminuir o espa�o deoperadores para failitar o projeto. Neste aso, a id�eia motiva-se no fato que �ltrar otimamente umaimagem om janelas grandes �e melhor do que �ltrar om janelas pequenas. Por�em, o aumento dajanela traz onsigo um aumento no n�umero de vari�aveis aleat�orias e, onseq�uentemente, um aumentono erro do operador estimado. A essa id�eia d�a-se o nome de projeto multiresolu�~ao piramidal. Apalavra piramidal vem do fato que ela usa a restri�~ao da resolu�~ao de forma hier�arquia, da resolu�~aomais alta para a mais baixa. A id�eia foi iniialmente usada para projetar operadores bin�arios [142℄e mostrou-se experimentalmente que diminu��a-se o erro do operador projetado em ompara�~ao omoutras t�enias de projeto de operadores. Seguindo o suesso do projeto bin�ario e ombinando aid�eia om o projeto de operadores \aperture", estendemos o projeto multiresolu�~ao de operadores\aperture" restringindo a resolu�~ao no dom��nio espaial, no dom��nio dos n��veis de inza e em ambosos dom��nios. Um sistema que aplia estas id�eias foi implementado e est�a desrito juntamente om aan�alise de sua omplexidade de espa�o e tempo. Os exemplos de aplia�~ao se restringiram desemba�arsinais e imagens e foram omparados om os operadores \aperture" e om os operadores lineares.7.1 Restri�~ao no dom��nio do operadorNesta se�~ao mostraremos as id�eias prinipais de se restringir por resolu�~ao o dom��nio dos operadores\aperture". Como o dom��nio desses operadores pode ser restrito tanto espaialmente, quanto nos107



108 Representa�~ao e indu�~ao via multiresolu�~aon��veis de inza, vamos analis�a-los separadamente.Sejam W0;W1; : : : ;Wn uma onjunto de janelas tais que Wi �Wi�1 � E, 0 � i � n. Denomina-remos este onjunto de pirâmide espaial de janelas. Seja L = [0; : : : ; l � 1℄ o dom��nio dos n��veis deinza das fun�~oes arater��stias de Di = LWi (o espa�o de on�gura�~oes sobre Wi) em L.Seja �j : Dj�1 ! Dj , 1 � j � n uma transforma�~ao de resolu�~ao entre os dois espa�os deon�gura�~oes, Dj�1 eDj . Seja wi;j 2Wi o j-�esimo ponto da janelaWi na resolu�~ao i. Um exemplo detal transforma�~ao entre LW0 e LW1 , onde W0 = fw0;1; w0;2; w0;3; w0;4; w0;5g e W1 = fw1;1; w1;2; w1;3g,�e dado por, se x 2 D0 = LW0 e z 2 D1 = LW1 , x = (x1; x2; x3; x4; x5) 2 D0 = LW0 , ent~aoz = �(x) = (z1 = x1; z2 = x3; z3 = x5). A �gura 7.1 ilustra tal exemplo (os quadrados inza s~ao ospontos pertenentes �as janelas W0 e W1).
z2

x1 x2 x3 x4 x5

z1 z3

Figura 7.1: Mudan�a de resolu�~ao espaialNote que o n�umero de on�gura�~oes em D1 �e jD1j = jLjjW1j e o n�umero de on�gura�~oes emD0 �e jD0j = jLjjW0j, portanto, jD0j = jLj(jW0j�jW1j+jW1j) = jLj(jW0j�jW1j)jD1j. Ou seja, o n�umero deon�gura�~oes em D0 �e jLjjW0j�jW1j vezes maior que em D1.Uma outra transforma�~ao que diminui o espa�o de operadores �e restringir os n��veis de inzado espa�o de on�gura�~oes. Sejam L0; L1; : : : ; Ln um onjunto de intervalos dos inteiros tal queLi � Li�1, 1 � i � n. Denominaremos este onjunto de pirâmide n��veis de inza. Seja W � E umajanela e Di = LWi o espa�o de on�gura�~oes de W em Li.Seja �0j : Dj�1 ! Dj, 1 � j � n uma transforma�~ao de resolu�~ao nos n��veis de inza entre osdois espa�os de on�gura�~oes Dj�1 e Dj . Um exemplo de tal transforma�~ao entre LW0 e LW1 , ondeL0 = [0; 7℄ e L1 = [0; 3℄ s~ao dois intervalos de Z, �e dado por, se x 2 D0 = LW0 e z 2 D1 = LW1 , ent~aoz = �(x) = bx2 . A �gura 7.2 ilustra tal exemplo (os retângulos representam os n��veis de inza dajanela).Note que o n�umero de on�gura�~oes em D1 no aso em que z = �(x) = bx2  �e jD1j = jL1jjW j e on�umero de on�gura�~oes em D0 �e jD0j = jL0jjW j = j2L1jjW j = 2jW jjL1jjW j = 2jW jjD1j.Ambas transforma�~oes � e �0 podem ser ombinadas em uma �unia transforma�~ao. SejamW0;W1; : : : ;Wn uma onjunto de janelas tais que Wi � Wi�1 � E, e sejam L0; L1; : : : ; Ln umonjunto de intervalos dos inteiros tal que Li � Li�1, 1 � i � n. O onjunto formado por Wi � Liser�a denominado de pirâmide de \apertures". O espa�o das on�gura�~oes \aperture" de Wi em Liser�a denotado Di = LWii .Seja �0j : Dj�1 ! Dj, 1 � j � n uma transforma�~ao de resolu�~ao nos n��veis de inza en-tre os dois espa�os de on�gura�~oes tal que z = �(x), z 2 Dj e x 2 Dj�1. Um exemplo detal transforma�~ao entre LW00 e LW11 �e dado por z = �(x) = (z1 = bx12 ; z2 = bx32 ; z3 = bx52 ),onde W0 = fw0;1; w0;2; w0;3; w0;4; w0;5g, W1 = fw1;1; w1;2; w1;3g, L0 = [0; 7℄, L1 = [0; 3℄, x =
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Figura 7.2: Mudan�a de resolu�~ao nos n��veis de inza(x1; x2; x3; x4; x5) 2 D0 = LW00 e z = (z1; z2; z3) 2 D1 = LW11 . A �gura 7.3 ilustra tal exemplo.
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Figura 7.3: Mudan�a de resolu�~ao no espa�o e nos n��veis de inza
7.1.1 Projeto multiresolu�~ao piramidal de operadoresPara os espa�os D0 = LW00 e D1 = LW11 , onde W1 � W0 e L1 � L0, a probabilidade de seleionaruma on�gura�~ao partiular em D0, P (x 2 D0), assumindo que a distribui�~ao das on�gura�~oes �euniforme, �e P (x 2 D0) = (jL0jjW0j)�1, e em D1 �e P (x 2 D1) = (jL1jjW1j)�1. Como jW1j � jW0j ejL1j � jL0j, ent~ao P (x 2 D0) � P (x 2 D1). No ontexto de multiresolu�~ao, se z 2 D1 e � : D0 ! D1�e a transforma�~ao de resolu�~ao, ent~ao o n�umero de vezes que z �e observada �e determinado por ��1(z)da seguinte maneira: N(z) = Xx:�(x)=zN(x) (7.1)



110 Representa�~ao e indu�~ao via multiresolu�~aoEm outras palavras, omo o n�umero de on�gura�~oes poss��veis diminui, ent~ao o n�umero de vezes queelas s~ao observadas tende a aumentar. Assim, o �ltro projetado em uma resolu�~ao mais baixa ter�auma melhor estimativa das probabilidades ondiionais que o �ltro projetado em resolu�~oes maisaltas. Por�em, n~ao podemos esqueer que existe um ompromisso entre a diminui�~ao da resolu�~ao eo erro do operador.A abordagem multiresolu�~ao produz uma fun�~ao  1 sobre D1 e aplia-a sobre D0 (onde D1 �e umespa�o restrito de D0) por  0(x) =  1(z), onde z = �(x), e � : D0 ! D1. Isto signi�a que, mesmotendo dados para estimar os �ltros relativamente a D0, n�os s�o usamos dados relativos a D1 via �.Uma abordagem alternativa �e usar dados de ambos espa�os. Se temos uma boa estimativa depx (a distribui�~ao de probabilidade de x) e  0;N (x) 6=  1;N (z), ent~ao �e melhor usar  0;N (x) emvez de  1;N (z). Por outro lado, se temos uma estimativa ruim, ou nenhuma estimativa, de px, masuma estimativa melhor de p�(x), ent~ao �e melhor usar  1;N (z). Assim, ao inv�es de apliar apenas 0;N , ou  1;N , para todos os x, a fun�~ao �e esolhida onsiderando-se a qualidade das estimativas deprobabilidade. No aso mais simples, �e neess�ario que x seja observado apenas uma vez e o estimadormultiresolu�~ao �e dado por,  (0;1);N (x) = �  0;N (x); if N(x) > 0 1;N (�1(x)); if N(x) = 0 (7.2)Esta id�eia pode ser repetida para qualquer n�umero de restri�~oes e apliada iterativamente por umaseq�uênia de operadores restritos pela resolu�~ao, �1; �2; : : : ; �m, at�e que o tamanho deWi (Wi �Wi�1)seja 1, e o tamanho de Li (Li � Li�1) seja 2. Neste aso, o estimador multiresolu�~ao �e dado por, (0;:::;m);N (x) = 8>>>>><>>>>>:  0;N (x); if N(x) > 0 1;N (�1(x); if N(x) = 0; N(�1(x)) > 0... m�1;N (�m�1(x)); if N(x) = 0; : : : ; N(�m�1(�m�2 : : : �2(�1(x)) > 0 m;N (�m(x)); if N(x) = 0; : : : ; N(�m�1(�m�2 : : : �2(�1(x)) = 0 (7.3)A �gura 7.4a mostra um exemplo em que �0 mapeia ada quatro pixels da janela W0 para um pixelem W1 e �1 mapeia ada dois pixels da janela W1 para um pixel em W2. Este �e o aso t��pio deprojeto de operadores multiresolu�~ao tanto no aso bin�ario quanto no aso n��veis de inza.Uma ligeira modi�a�~ao desta abordagem em 7.3 pode ser ben�e�a se exigirmos que N(x) sejasu�ientemente grande (i.e.,  (0;1);N (x) =  0;N (x), se N(x) > �, onde � 2N), ent~ao podemos evitaro uso de uma estima�~ao ruim de  0;N (x).Uma outra modi�a�~ao interessante em 7.3 �e troar  j;N , onde j 2 [1;m℄, por uma outra fun�~ao des;N , que pode ser um �ltro linear [8℄, ou um outro �ltro qualquer projetado via m�etodos deaprendizado omputaional [78, 54, 7℄. A motiva�~ao para isto �e que, se usarmos um m�etodo deaprendizado que tenha um bom poder de indu�~ao para o problema que est�a sendo resolvido, ent~ao ooperador multiresolu�~ao h��brido, representado por  (0;j);N , ser�a melhor que o operador uja fun�~aoarater��stia �e  des;N pois ele �e igual ao valor observado para as janelas maiores que Wj e para ason�gura�~oes de LWjj n~ao observadas, ele �e igual a  des;N .A esolha do n��vel j onde ser�a substitu��da a fun�~ao  des;N �e feita enontrando-se a fun�~aoarater��stia  W;N ujo erro de projeto para as N amostras de treinamento seja o menor.



7.1 Restri�~ao no dom��nio do operador 1117.1.2 Implementa�~ao do \software"A implementa�~ao do sistema usado para projetar e apliar os operadores multiresolu�~ao �e simples eusa parialmente as fun�~oes que j�a foram expliadas anteriormente. Em termos de projeto, agora osistema onsiste de três partes separadas: (i) observa�~ao ou estima�~ao, (ii) deis~ao e (iii) aplia�~ao.� O proedimento de estima�~ao (i) onsiste da mesma bibliotea de fun�~oes usada anteriormentepara projetar o operador \aperture", mais algumas fun�~oes extras para tratar as transforma�~oesde restri�~ao. Uma pequena diferen�a �e que a leitura da espei�a�~ao da \aperture" �e substitu��dapela leitura da espei�a�~ao de uma pirâmide de \apertures", ou janelas espaiais e de n��veisde inza. Assim, ao inv�es de uma tabela de exemplos e de n��veis de inza assoiados a adaexemplo, X , estimam-se m tabelas, uma para ada resolu�~ao da pirâmide. O proesso deonstru�~ao dessas tabelas �e simples e onsiste em transladar a \aperture" W0 � L0 sobre oonjunto de imagens de treinamento e montar a tabela X0 orrespondente. A onstru�~aodas outras tabelas faz-se a partir de X0 apliando-se os operadores de restri�~ao �i sobre adaon�gura�~ao x observada por W0 �L0. O resultado deste proedimento �e uma tabela Xj paraada fun�~ao arater��stia  j .� O proedimento de deis~ao (ii) �e exatamente o mesmo que o expliado anteriormente, masagora tem que ser apliado sobre todas as tabelas Xi, 1 � i � m, resultando emMi.� O proedimento de aplia�~ao (iii) tamb�em �e semelhante ao anterior, isto �e, leitura da imagemonde ser�a apliado o operador multiresolu�~ao, leitura da espei�a�~ao da pirâmide e leituradas tabelas Mi. Depois, translada-se a \aperture", W0 � L0, sobre a imagem e, para adaon�gura�~ao observada, busa-se a primeira oorrênia dela nas tabelasMi, 0 � i � li, nessaordem. Em seguida, armazena-se esse r�otulo assoiado �aquela on�gura�~ao na imagem desa��da. Essa busa do r�otulo �e feita na ordem deresente das janelas da pirâmide, isto �e, se aon�gura�~ao n~ao foi ahada na tabela i, ela �e transformada por �j , 1 � j � m e prourada natabela seguinte, i + 1. Se a pirâmide foi bem projetada, a on�gura�~ao sempre vai terminarrotulada.A omplexidade de mem�oria �e linear no tamanho de ada imagem observada vezes o n�umero depares de imagens, vezes o n�umero de janelas na pirâmide. Mesmo sendo linear, n~ao quer dizer quen~ao oupe muito espa�o, pois o n�umero de pares de imagens pode ser grande e a pirâmide omplexa.Note que, quanto maior a janela, maior ser~ao as tabelas Xi e Mi (a menos de asos espeiais depoua utilidade pr�atia) pois o n�umero de on�gura�~oes diferentes rese e a probabilidade de aharon�gura�~oes iguais derese.A omplexidade de tempo da aplia�~ao, no pior aso, �e igual a soma dos logaritmos1 do n�umero dediferente on�gura�~oes em ada n��vel da pirâmide vezes o n�umero de pontos do dom��nio da imagem.Ou seja, no pior aso o valor da imagem no ponto em que o operador est�a sendo apliado s�o �eenontrado ap�os varrer a �arvore toda.1Logaritmo na base 2 pois as tabelas est~ao ordenadas por onstru�~ao e assim podemos usar busa bin�aria



112 Representa�~ao e indu�~ao via multiresolu�~ao7.2 Exemplos ilustrativosPara ilustrar a aplia�~ao do projeto multiresolu�~ao h��brido, desemba�aremos imagens. H�a três possi-bilidades para projetar os operadores \aperture" multiresolu�~ao: (i) restri�~ao da janela espaial, (ii)restri�~ao da janela dos n��veis de inza e (iii) restri�~ao de ambas janelas. Como o n�umero de possibi-lidades �e muito grande, vamos nos limitar a apenas algumas ombina�~oes dessas três possibilidades.7.2.1 Desemba�ando imagens 2DEsta aplia�~ao envolve desemba�ar imagens geradas por um modelo booleano [127℄ uja fun�~aoprim�aria �e piramidal, om no m�aximo 16 n��veis de inza. Foram geradas 20 imagens seguindo essemodelo, e as respetivas imagens emba�adas . O emba�amento foi feito om um kernel de onvolu�~ao3� 3 n~ao plano (veja �g. 7.4b). A �gura 7.5 mostra parte de uma imagem original e de uma imagememba�ada.
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2(b)Figura 7.4: (a) Estrutura piramidal, (b) Kernel da onvolu�~ao.

(a) (b)Figura 7.5: Fun�~ao aleat�oria booleana: parte de uma imagem normal (a) e emba�ada (b)O onjunto iniial foi dividido em 10 pares de imagens para treinamento e 10 pares para teste.Usando os pares de treinamento, projetamos operadores \aperture" multiresolu�~ao e testamos esses



7.2 Exemplos ilustrativos 113operadores om o onjunto de teste. As ompara�~oes foram feitas om experimentos anteriores, ondetreinamos e testamos operadores lineares restritos e operadores \aperture" n~ao-multiresolu�~ao omesse mesmo onjunto de treinamento e teste. A �gura 7.6 mostra o MSE para alguns dos melhoresoperadores projetados. Cada urva representa um experimento om uma erta restri�~ao. Cadaponto da urva representa o MSE do operador (a m�edia sobre 10 imagens de teste) ap�os uma ertaquantidade de exemplos de treinamento.
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Figura 7.6: Compara�~ao do MSE: pirâmides baixasA urva rotulada \blurred" �e o erro entre a imagem emba�ada e a imagem ideal (m�edia de 10imagens). A urva rotulada \Lin 9x9" �e o resultado do operador linear restrito �otimo [151℄ projetadousando uma janela de 9 � 9 pontos. As �guras 7.7a e b mostram, respetivamente, as pirâmidesusadas para projetar os W -operadores rotulados \Mres W 1" e \Mres W 7". As �guras 7.8a e bmostram, respetivamente, as pirâmides usadas para projetar os W -operadores rotulados \Mres W8" e \Mres W 9".A urva rotulada \DT17�5" �e o operador \aperture" projetado usando uma janela de 17 pontos(n��vel 0 da pirâmide mostrada na �gura 7.8a).
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(a) (b)Figura 7.7: Pirâmides para os experimentos \Mres W 1" e \Mres W 7"
(a) (b)Figura 7.8: Pirâmides para os experimentos \Mres W 8" e \Mres W 9"As urvas rotuladas \Mres A 1" , \Mres A 7", \Mres A 8" e \Mres A 9" s~ao os MSEs paraoperadores \aperture" multiresolu�~ao projetados usando as pirâmides mostradas nas �guras 7.7a,7.7b, 7.8a e 7.8b, respetivamente. Cada \aperture" na pirâmide tem K = [�5; 5℄.Como esper�avamos, a maioria dos operadores \aperture" s~ao melhores que os operadores linea-res, que estabilizam ao redor de 0.438. Para aproximadamente 62500 exemplos de treinamento, os\apertures" multiresolu�~ao \Mres A 1" e \Mres W 1" s~ao piores que os que n~ao s~ao multiresolu�~ao(DT17 � 5). Os melhores resultados s~ao para os operadores rotulados \Mres W 8" e \Mres W 9"(MSE(\Mres W 8") < MSE(\Mres W 9")); seguidos pelos operadores rotulados \Mres W 7", \MresA 9", \Mres A 8" e \Mres A 7" (MSE(\Mres W 7") < MSE(\Mres A 9") < MSE(\Mres A 8") <MSE(\Mres A 7")).O modelo booleano usado (pirâmides baixas sobre um fundo de valor zero) favoreem os W -operadores sobre os operadores \aperture" om k << l pois omo o intervalo de n��veis de inza�e pequeno, tem-se uma melhor estima�~ao das probabilidades ondiionais para ada padr~ao, assimomo um menor n�umero de padr~oes.



7.2 Exemplos ilustrativos 1157.2.2 Desemba�ando imagens 2D: intervalo grandeO exemplo anterior motivou-nos a este segundo exemplo om as imagens 2D. Ele �e similar ao ante-rior, mas as imagens de treinamento foram modi�adas para omprovar nossa hip�otese sobre a boaestima�~ao das on�gura�~oes dos W -operadores. Desta vez, 20 superf��ies suaves diferentes foram ge-radas e somadas a ada uma das 20 imagens anteriores do modelo booleano. Cada fun�~ao foi geradaesolhendo-se aleatoriamente (usando uma distribui�~ao uniforme entre 0 e 50) quatro n��veis de inzapara os antos da imagem, e interpolando-se uma fun�~ao entre eles. Depois de somadas �as imagensoriginais, ada imagem resultante ser�a formada por pirâmides pequenas posiionadas em diferentesn��veis de inza. A �gura 7.9 mostra uma proje�~ao 3D de parte da imagem da superf��ie gerada.A �gura 7.10 mostra parte de uma imagem original e da respetiva omposi�~ao om a superf��iegerada. A imagem emba�ada foi regerada para ada imagem usando o mesmo kernel que antes eos novos pares de imagens (emba�ada, ideal) foram usados para projetar novos operadores, omoanteriormente. A �gura 7.11 mostra uma proje�~ao 3D de parte da imagem omposta emba�ada. A�gura 7.12a mostra parte da imagem emba�ada original e a �gura 7.12b mostra parte da imagemomposta emba�ada (proje�~ao 2D da �gura 7.11).
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Figura 7.9: Superf��ie base.A �gura 7.13 mostra o MSE para os melhores operadores projetados em ada lasse (linear,\aperture" e \aperture" multiresolu�~ao) Cada urva representa um experimento om uma ertarestri�~ao. Cada ponto da urva representa o MSE do operador (m�edia sobre 10 imagens de teste)
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(a) (b)Figura 7.10: Modelo booleano: imagem original (a) e fun�~ao omposta (b).quando treinados usando uma erta quantidade de exemplos de treinamento no projeto.A urva rotulada \blurred" �e o erro m�edio entre as imagens emba�adas e as imagens ideais. Aurva rotulada \Lin 9� 9" �e o resultado do operador linear �otimo restrito para uma janela de 9� 9pontos, omo anteriormente. As urvas \Mres A 6", \Mres A 8", \Mres W 6" e \Mres W 8" mostramo MSE para os \apertures" multiresolu�~ao, e W -operadores, respetivamente, projetados usando aspirâmides mostradas nas �guras 7.14a (\Mres A 6" e \Mres W 6"), e b (\Mres A 8" e \Mres W 8").Cada \aperture" na pirâmide tem a mesma janela nos n��veis de inza, K = [�5; 5℄. A urva rotulada\Dt6" mostra o MSE para o operador \aperture" usando uma janela 3� 3. A urva rotulada \Dt15"mostra o MSE para o operador \aperture" projetado usando a janela de 17 pontos. Esta urva �emostrada aqui apenas para ompara�~ao om o operador multiresolu�~ao \Mres A 8".Como era esperado, a maioria dos �ltros \aperture" foram melhores que os lineares, ujo melhorresultado experimentado estabiliza pr�oximo de 0.47. O melhor resultado �e obtido pelo operadormultiresolu�~ao \Mres A 8". O operador \Dt15 (\aperture") �e pior que todos os multiresolu�~ao,mas melhor que todos os W -operadores multiresolu�~ao testados. O melhor operador \aperture"n~ao-multiresolu�~ao �e \Dt6", que �e similar a \Mres A 6".A performane ruim dos W -operadores �e devida ao intervalo grande de n��veis de inza, o queprejudia a estima�~ao, omo disutimos anteriormente. O melhor dos W -operadores multiresolu�~aofoi o \Mres W 8".A �gura 7.15 mostra o MSE dos operadores multiresolu�~ao e n~ao-multiresolu�~ao de�nidos pelaspirâmides mostradas nas �guras 7.14b (\Mres A 8"), 7.16a (\Mres A 9"), para o �ltro linear \Lin9 � 9" e para o operador \aperture" n~ao-multiresolu�~ao \Dt6". O gr�a�o mostra o efeito de troara janela W2 sobre a preis~ao do operador projetado. Em ambos os asos a janela W2 tem 5 pontosmas, experimentalmente, a ruz diagonal usada no experimento 9 funiona melhor para o modelo deimagens usado aqui.Um resultado esperado, mas mesmo assim interessante, �e mostrado na �gura 7.17. O gr�a�omostra duas urvas, o MSE para os operadores \aperture" multiresolu�~ao e o MSE para os n~ao-multiresolu�~ao om o mesmo n�umero de amostras. A pirâmide usada para projetar o operador mul-tiresolu�~ao indiado pelos r�otulosWi, 0 � i � 3, no gr�a�o �e omposta pelas janelasWi,Wi+1; : : : ;W4mostradas na �gura 7.18. Por exemplo, a pirâmide indiada pelo r�otulo W2 �e omposta pelas janelasW2;W3 e W4 mostradas na �gura 7.18. A urva de erro mostra que o melhor operador \aperture"para as amostras de treinamento dadas �e a rotulada W2. O erro aumenta para janelas menores e
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Figura 7.11: Modelo booleano omposta om a superf��ie de base.maiores. Para os operadores multiresolu�~ao, o erro aumenta onforme adiionamos mais n��veis napirâmide, ilustrando as vantagens de usar esta abordagem.As �guras 7.19 a 7.24 mostram uma pequena regi~ao de uma imagem teste, da imagem emba�adae o resultado do melhor �ltro para ada lasse (linear, \aperture", \aperture" multiresolu�~ao). A�gura 7.19 mostra uma regi~ao de 500 pontos da imagem original e a �gura 7.20 mostra a mesmaregi~ao da imagem emba�ada. A �gura tem 161 pontos om valores diferentes da imagem original(retângulos om arestas pretas), a maioria deles difere de 1 n��vel (129 pontos) e por 2 n��veis (30pontos). O MSE para a regi~ao �e 0.534. A �gura 7.21 mostra o resultado do �ltro linear projetadosobre uma janela de 9 � 9 pontos; neste aso o MSE �e de 0.434, mas o n�umero de pontos erradosn~ao diminui. Este fato deve-se �a diminui�~ao dos pontos uja diferen�a �e maior do que 1 n��vel. A�gura 7.22 mostra o resultado do melhor W -operador multiresolu�~ao, ujo MSE �e 0.552, portantomaior que o iniial. Isso aontee pois, apesar de haver 130 pontos errados (ontra 161 pontos naimagem emba�ada) o erro ometido em ada ponto �e grande. O n�umero de pontos om diferen�a de1 n��vel diminuiu para 102 e om diferena maior que 2, 30 pontos. A �gura 7.23 mostra o resultadodo melhor \aperture" multiresolu�~ao (janela de 17 pontos). O MSE e o n�umero de pontos erradosai para 0.342 e 89, respetivamente. O melhor resultado �e mostrado na �gura 7.24, obtido pelo\aperture" multiresolu�~ao uja primeira janela �e a de 17 pontos. O MSE neste aso �e 0.222 e on�umero de pontos errados �e 73.
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(a) (b)Figura 7.12: Modelo booleano: imagem emba�ada (a) e o emba�amento da imagem omposta om asuperf��ie (b)
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Figura 7.13: Compara�~ao do MSE: intervalo grande
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(a) (b)Figura 7.14: Pirâmides para os experimentos \Mres A 6" e \Mres A 8"
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Figura 7.15: Compara�~ao quando mudamos apenas uma janela da pirâmide
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(a) (b)Figura 7.16: Pirâmides para os experimentos \Mres A 9" e \Mres A 11"
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Figura 7.17: Compara�~ao do MSE: multiresolu�~ao � n~ao-multiresolu�~ao
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Figura7.19:Partedaimagemoriginal
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Figura7.20:Imagememba�ada
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Figura7.21:Resultadodomelhor�ltrolinear
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Figura7.22:ResultadodomelhorW-operadormultiresolu�~ao
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Figura7.23:Resultadodomelhor\aperture"
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Figura7.24:Resultadodomelhor\aperture"multiresolu�~ao



Cap��tulo 8Aplia�~oesEste ap��tulo apresenta diversas aplia�~oes nas quais o projeto de operadores \aperture" foi usadopara resolver problemas reais. O ap��tulo est�a dividido em três partes: Na primeira parte, mostramosdois exemplos de uso desses operadores para desemba�amento de imagens de sat�elites1. Na segundaparte, mostramos a aplia�~ao dos operadores \aperture" para aumento de resolu�~ao de imagens.Na tereira parte, mostramos a aplia�~ao dos operadores \aperture" omo ferramentas auxiliarespara enontro de maradores. Apresentamos tamb�em a extens~ao desses operadores para espa�o dasimagens oloridas e alguns exemplos de aplia�~ao nesse ontexto.8.1 Desemba�amento da banda 3 de imagens do SPOTO objetivo desta aplia�~ao �e desemba�ar uma imagem de sat�elite de 430 � 430 pontos (SPOT),degradada via onvolu�~ao por um n�uleo n~ao plano de dimens~oes 7�7. Este n�uleo simula a imagemadquirida pelo sat�elite CBERS (fruto de uma oopera�~ao entre o Brasil e a China). A �gura 8.1mostra a imagem tirada pelo sat�elite SPOT e a �gura 8.2 mostra a orrespondente imagem onvolu��da.Foram feitos 35 experimentos usando 7 \apertures" diferentes. As diferentes \apertures" testadass~ao denotadas por (W �k, m), onde W �e a janela espaial e k e m s~ao os limites da janela nos n��veisde inza. Foram testados: (W �5, 20), (W �5, 25), (W �5, 30), (W �10, 20), (W �10, 25), (W �10,30), (W � 15, 15) e (W � 15, 30); onde W �e uma janela de 13 pontos mostrada na �gura 8.3.O posiionamento da \aperture" para todos os experimentos foi no sinal. O n�uleo de um operadorlinear �otimo de janela restrita tamb�em foi estimado usando a mesma janela espaial. Como haviaapenas uma imagem, usamos um n�umero resente de pontos aleatoriamente esolhidos da imagememba�ada para treinar o operador (17629, 33566, 48130, 61101, e 72933). O restante da imagem foiusada para testar o operador. A �gura 8.4 mostra o resultado do operador \aperture" (W � 15, 30)usando 72933 exemplos.A �gura 8.5 mostra o resultado do operador linear �otimo restrito de janela W os mesmos 72933exemplos.Como pode-se ter uma falsa impress~ao (positiva) dos resultados, �e prefer��vel analisar os gr�a�o de1Agradeemos ao Prof. G. J. F. Banon e ao INPE pelo uso das duas imagens do SPOT neste trabalho.127
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Figura 8.1: Imagem do SPOT
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Figura 8.2: Simula�~ao do CBERS

Figura 8.3: Janela de 13 pontos
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Figura 8.4: Resultado do operador \aperture" (W � 15, 30)
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Figura 8.5: Resultado do operador linear �otimo
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13 X 15 X 30Figura 8.6: MAE dos operadores estimadoserro MAE e MSE para ada um dos 	N . A �gura 8.6 mostra o MAE medido entre a imagem resultanteda aplia�~ao de ino operadores estimados (quatro \apertures" e um linear) e a imagem originaldo SPOT. O erro foi alulado apenas nos pontos de teste (que n~ao foram usados no treinamento).A �gura 8.7 mostra o MSE dos mesmos operadores. O MAE entre a imagem emba�ada e a n~ao-emba�ada (erro iniial) �e 5.379 e o MSE �e 64.61. Esses pontos n~ao foram mostrados no gr�a�o paran~ao prejudiar a visualiza�~ao das outras urvas.O MAE do operador linear �e aproximadamente 3.172 e ele �e melhor que todos os operadores\aperture" estimados para at�e 61101 exemplos. Para 72933 exemplos de treinamento, ino dosoperadores \aperture" têm melhor MAE que o operador linear. Para essa quantidade de exemplosde treinamento, os operadores est~ao ordenados da seguinte maneira (do maior MAE para o menor):(W � 5, 30), (W � 5, 25), (W � 5, 20), (W � 10, 20), (W � 10, 25), (W � 10, 30), (W � 15, 15) e(W � 15, 30). No gr�a�o mostramos apenas os que est~ao em negrito. Restringir muito a quantidadede n��veis de inza vistos na imagem observada n~ao deu bons resultados, mesmo relaxando bem aquantidade de n��veis de inza da sa��da (a diferen�a de MAE entre esses operadores om k = 5, paraessa quantidade de exemplos de treinamento, n~ao oferee muito subs��dio para expliar a invers~aoobservada na ordem dos erros desses operadores em rela�~ao �a restri�~ao em m).O MSE do operador linear �e aproximadamente 19.04 e, desta vez, ele �e melhor que todos osoperadores \aperture" estimados para at�e 72933 exemplos de treinamento. Ordenando os operadores2Como vimos anteriormente, ele n~ao muda muito om o aumento do treinamento.
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134 Aplia�~oesde aordo om o MSE para essa quantidade de exemplos de treinamento, obtemos a mesma ordemque anteriormente, ou seja: (W � 5, 20), (W � 5, 25), (W � 5, 20), (W � 10, 20), (W � 10, 25),(W � 10, 30), (W � 15, 15) e (W � 15, 30). No gr�a�o mostramos apenas os que est~ao em negrito.H�a duas prov�aveis raz~oes para o operador linear ter sido melhor que o operador \aperture": aquantidade de exemplos de treinamento dada para trein�a-lo pode n~ao ter sido su�iente, e a restri�~aonos n��veis de inza pode ter sido demasiada. A segunda raz~ao paree n~ao inueniar tanto pois oerro MSE para o operador \aperture" (W � 15, 30) �e apenas ligeiramente melhor que o operador de\aperture" (W � 15, 15). Al�em disso, sabemos que os operadores lineares têm bom desempenho naorre�~ao dos pios da imagem, assim, de erta forma, �e esperado que ele fosse mais baixo. Por�em,�e razo�avel supor, analisando o gr�a�o do MSE, que om mais exemplos de treinamento o operador\aperture" resultasse melhor pois a urva de erro est�a deresendo em torno de 79000 exemplos.8.1.1 Desemba�amento da segunda imagem do SPOTOs resultados do experimento anterior om a imagem do SPOT mostraram que faltaram dados detreinamento para uma melhor avalia�~ao dos operadores \aperture". Por isso, o experimento foirepetido usando uma imagem de 2985 � 4131 pontos (a resolu�~ao de ada ponto �e de 20m � 20m).A �gura 8.8 apresenta a segunda imagem do SPOT e a �gura 8.9 apresenta a simula�~ao do CBERS(obtida via onvolu�~ao) para a imagem apresentada na �gura 8.8. Ambas �guras foram normalizadaspara melhor visualiza�~ao. As imagens transformadas enontram-se em:http://www.vision.ime.usp.br/demos.htmlForam feitos 33 experimentos usando 10 \apertures" diferentes (W � k, m), onde W �e a janelaespaial e k e m os limites da janela nos n��veis de inza: (W1 � 5, 10), (W1 � 10, 30), (W2 � 5, 10),(W2� 10, 30), (W3� 5, 10), (W3� 10, 30), (W4 � 5, 10), (W4 � 10, 30), (W5� 5, 10), (W5� 10, 30);onde W1 �e a janela 3�3, W2 �e a janela 3�3 dilatada por si mesma, W3 �e a janela 3�3 dilatada pelaruz, W4 �e a janela 5� 5 e W5 �e a janela 3� 3 dilatada duas vezes por ela mesma. O posiionamentoda \aperture" para todos os experimentos foi no sinal. O n�uleo de um operador linear tamb�em foiestimado usando a maior janela espaial, isto �e, W4.Novamente havia apenas uma imagem (por�em, bem maior que a anterior); assim usamos umam�asara onde esolhemos at�e 14 subimagens de 256 � 256 pontos e uma subimagem de 169 � 256pontos. As subimagens da m�asara foram esolhidas visualmente de forma a pegar diversas situa�~oesdiferentes da imagem. A �gura 8.11 ilustra a m�asara utilizada. Os buraos em preto indiam quaissubimagens foram usadas para o treinamento. O restante da imagem foi usada para testar o operador.O erro iniial (erro medido sobre a imagem emba�ada omparada om a imagem original nospontos n~ao usados no treinamento) �e de 0.85 para o MAE e 4.0 para o MSE. O erro do operadorlinear �e de 2.93 para o MAE e de 14.65 para o MSE.O melhor operador treinado om at�e 15 imagens e janela om m = 10 foi o de janela W1(MAE=0.689, MSE=2.811), seguido pelos de janelas W2 at�e W5 (veja as tabelas 8.1 e 8.2). No-vamente temos uma situa�~ao invertida para at�e esse n�umero de exemplos. Aumentando m para 30,temos uma pequena melhora no MAE da janela W1 om k = 10 (MAE = 0.667 e MSE = 1.944),por�em o treinamento �a mais dif��il omputaionalmente e n~ao onseguimos omplet�a-lo para as ja-nelas maiores que a janelaW3 pois ada treinamento estava durando mais que uma semana (o n�umerode exemplos distintos om a janela W3 para a m�asara utilizada foi aproximadamente 670000 e o
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Figura 8.8: Segunda imagem do SPOT
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Figura 8.9: Simula�~ao do CBERS para a segunda imagem do SPOT
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a b  d eFigura 8.10: W1 (a), W2 (b), W3 (), W4 (d), W5 (e)N�umero total de exemplos 194000 388000 582000 776000 970000(W4 � 10, 30) 0.903316 - - - -(W5 � 10, 10) 0.898091 0.86184 0.85914 0.863035 0.863036(W5 � 10, 30) 0.897375 - - - -(W4 � 10, 10) 0.893088 0.855303 0.849525 0.861773 0.860826(W3 � 10, 10) 0.880024 0.835442 0.830883 0.835502 0.839969(W3 � 10, 30) 0.875091 - - - 0.821903(W2 � 10, 10) 0.803851 0.764309 0.761308 0.745893 0.7433(W2 � 10, 30) 0.800578 - - - 0.737202(W1 � 10, 10) 0.721554 0.704591 0.696803 0.689504 0.689137(W1 � 10, 30) 0.703122 - - - 0.666967Tabela 8.1: Tabela om MAE dos operadorestreinamento durou 6 dias).8.2 Mudan�a de resolu�~aoA mudan�a de resolu�~ao de uma imagem digital �e uma aplia�~ao importante para a ind�ustria deimpressoras pois os doumentos podem ser gerados em uma resolu�~ao diferente daquela em que v~aoser impressos [6℄. Por exemplo, um doumento digitalizado em resolu�~ao baixa por uma m�aquinade fax, que hega a um omputador pessoal via uma plaa de fax-modem e que ir�a ser impresso emuma impressora laser de 600dpi (\dots per inh"), n~ao pode, ou pelo menos n~ao deveria, ter suasN�umero total de exemplos 194000 388000 582000 776000 970000(W4 � 10, 30) 4.106686 - - - -(W3 � 10, 10) 3.850904 3.470446 3.420035 3.312936 3.539874(W5 � 10, 10) 3.920462 3.631362 3.678485 3.631642 3.395599(W4 � 10, 10) 3.62343 3.579734 3.475789 3.566246 3.385036(W2 � 10, 10) 3.307937 3.200714 3.202097 3.032141 3.221458(W2 � 10, 30) 3.431469 - - - 2.859283(W1 � 10, 10) 2.966808 2.916886 2.928555 2.806484 2.811432(W3 � 10, 30) 3.643239 - - - 2.661987(W5 � 10, 30) 3.624659 - - - -(W2 � 10, 30) 2.199536 - - - 1.944209Tabela 8.2: Tabela om o MSE dos operadores
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Figura 8.11: M�asara utilizada para restringir o treinamento
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Figura 8.12: Imagem de um olho em 75 dpiletras serrilhadas na impress~ao. Os programas da impressora devem e preisam adequar a resolu�~aoda imagem antes de imprimir.At�e h�a pouo tempo s�o existiam impressoras monorom�atias (seja em preto e brano, ou olo-ridas), isto �e, impressoras que pintam, ou n~ao, um ponto no papel3. Para essas impressoras, v�ariast�enias de melhoramento de resolu�~ao foram experimentadas e s~ao, normalmente, implementadas�siamente em \hardware" em fun�~ao do desempenho [6℄.O que motivou o estudo que vamos apresentar nesta se�~ao foi o apareimento reente de impres-soras que podem imprimir mais que um tom de inza4, aliado ao fato que os �ltros \aperture" derambons resultados na restaura�~ao de arestas nos experimentos de desemba�amento.O objetivo deste experimento �e testar a apliabilidade dos operadores \aperture", e da t�eniade projeto autom�atio, para projetar um operador para mudan�a de resolu�~ao (i.e., interpola�~aode pontos). Lembremos que, uma vez projetado o operador, ele servir�a apenas para uma lasse deimagens e um tipo de mudan�a de resolu�~ao. Al�em disso, um estudo aprofundado sobre o assuntoseria neess�ario aso quis�essemos implementar a t�enia industrialmente. No aso deste experimento,vamos partir de uma imagem digitalizada om resolu�~ao de 75 dpi e hegar a uma imagem de resolu�~aode 150 dpi. A �gura 8.12 mostra uma imagem digitalizada em 75 dpi e a �gura 8.13 uma imagemdigitalizada em 150 dpi.Para expliar omo projetar o operador nos asos de mudan�a de resolu�~ao inteira, vamos reordarprimeiramente omo diminuir a resolu�~ao de uma imagem. A maneira mais simples de diminuir aresolu�~ao original, digamos m dpi, por um fator n tal que mn �e um n�umero inteiro, por exemplo 2,omo no aso da mudan�a de 150 dpi para 75 dpi, �e esolher um a ada n � n pontos da imagemmaior e desartar os outros pontos. Se este proedimento �e apliado onsistentemente para ada umdos n� n pontos, ent~ao teremos n�n imagens (fases) de mn dpi. Estas fases podem ser reagrupadas(seguindo o aminho inverso) sempre que quisermos reompor a imagem de 150 dpi novamente. A�gura 8.14 ilustra o proedimento ompleto.Para mudar a resolu�~ao de uma imagem para outra resolu�~ao maior via operadores \aperture",vamos seguir a id�eia inversa da diminui�~ao de resolu�~ao e projetar um onjunto de operadores ujasentradas s~ao imagens digitalizadas em baixa resolu�~ao e ujas sa��das s~ao outras imagens de baixa3A impress~ao de imagens que possuem mais de um n��vel de inza eram poss��veis gra�as a uma t�enia hamada\dithering" [152, 153℄4Na �epoa que foi feito este trabalho, 4 n��veis, hoje j�a existem impressoras que onseguem 256 n��veis de inza paraada or.
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Figura 8.13: Mesma imagem em 150 dpi
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Figura 8.14: Amostragem uma imagem em quatro fases
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(0,1)

(1,1)(1,0)

(0,0)

P3

P4

P1

P2
PSfrag replaements	1	2	3	4 Figura 8.15: Projeto do operadorresolu�~ao (que s~ao as fases das imagens de alta resolu�~ao). A �gura 8.15 ilustra o proesso. O projetodesses operadores �e feito usando as imagens de baixa resolu�~ao omo exemplos de treinamento (i.e., aimagem observada �e uma imagem digitalizada em baixa resolu�~ao) em ada uma das fases da mesmaimagem adquirida em uma resolu�~ao mais alta (i.e., ada imagem amostrada ser�a a imagem idealusada para estimar o operador \aperture" para aquela fase). No aso exempli�ado, teremos quatrooperadores, um para ada fase da imagem.Cada um dos n � n operadores projetados transforma a imagem adquirida em baixa resolu�~ao(desde que seja similar �a usada no treinamento) numa das n� n fases da imagem de alta resolu�~ao.Se o treinamento for feito om um n�umero su�iente de imagens, a aplia�~ao do operador de imagensem imagens semelhantes �as usadas no treinamento deveria resultar em imagens semelhantes �as queesperar��amos das fases da imagem se elas tivessem sido adquiridas em alta resolu�~ao. O proessotermina reagrupando-se as imagens para montar uma imagem de alta resolu�~ao (seguindo as ehasda �gura 8.14 ao ontr�ario). Como as diferen�as entre a imagem observada e as fases da imagemideal normalmente n~ao s~ao muito grandes, os operadores \aperture" podem dar um bom resultado.Como a raz~ao entre as resolu�~oes usadas �e inteira, o m�etodo �e hamado de onvers~ao inteira.Uma id�eia similar pode ser usada para onvers~oes n~ao inteiras [6℄, por exemplo, de 80 para 120 dpi.Por�em, n~ao tentamos nada neste sentido.As �guras 8.16 e 8.17 mostram as fases da imagem da �gura 8.13. As imagens s~ao rotuladas pelaorigem esolhida onde a amostragem ome�a. Quatro operadores \aperture", 	1;	2;	3 e 	4, foramprojetados usando a metade direita da imagem de 75 dpi ( 8.12) para o treinamento. O erro foimedido usando a imagem toda. Dez ombina�~oes de janelas foram testadas (W � k, m): (W1 � 10,10), (W1 � 10, 15), (W1� 10, 20), (W1� 10, 25), (W1 � 10, 30), (W2� 5, 15), (W2� 5, 20), (W2� 5,
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a bFigura 8.16: Fases (0,0)(a) e (0,1)(b) da imagem de 150 dpi

a bFigura 8.17: Fases (1,0)(a) e (1,1)(b) da imagem de 150 dpi25), (W2 � 5, 30), e (W2 � 10, 30), onde W1 �e a janela 3 � 3 e W2 �e a janela de 13 pontos (ruzdilatada pela ruz) de�nida anteriormente.O resultado reagrupado dos operadores projetados foram omparados om a imagem original,e tamb�em om dois algoritmos l�assios de aumento de resolu�~ao (replia�~ao simples e m�edia dosvizinhos mais pr�oximos). A tabela 8.3 mostra o resultado dos operadores projetados e dos algoritmosl�assios. A primeira oluna mostra o operador, a segunda o MAE e a tereira o MSE dos pontosdiferentes entre a parte de teste da imagem reagrupada e a imagem original.O resultado dos m�etodos l�assios �e muito ruim, tanto se ompararmos o MAE, MSE, e o n�umerode pontos diferentes, ou se ompararmos visualmente as imagens resultantes. A imagem resultantede um dos operadores \aperture" (W1 � 10, 25) �e mostrada na �gura 8.18. A �gura 8.19 mostra oresultado do m�etodo de replia�~ao simples e a �gura 8.20 mostra o resultado da replia�~ao bilinear.As prinipais diferen�as, em termos visuais, entre os m�etodos est~ao nas texturas (elas s~ao melhorreonstru��das pelo operador \aperture") e nas arestas pois os m�etodos lineares tendem a deixar asarestas emba�adas.As �guras 8.21a, 8.21b, 8.22a e 8.22b mostram uma parte da imagem aumentada para a imagemoriginal, resultado do operador \aperture", resultado da replia�~ao simples e resultado da replia�~aobilinear.As �guras 8.23a, 8.23b, 8.24a e 8.24b mostram outra parte da imagem aumentada para a
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M�etodo MAE MSELinear 5.973623 89.436554Bilinear 5.270745 62.238235(W2 � 5, 15) 3.399889 49.103142(W2 � 5, 20) 3.386958 48.717712(W2 � 5, 25) 3.379018 49.683300(W2 � 5, 30) 3.368771 49.590046(W1 � 10, 10) 3.395259 48.861778(W1 � 10, 15) 3.185887 44.557217(W1 � 10, 20) 3.094494 42.284954(W2 � 10, 30) 3.083440 43.477432(W1 � 10, 30) 3.081368 43.083649(W1 � 10, 25) 3.076085 42.380814Tabela 8.3: Tabela om os erros dos operadores

Figura 8.18: Resultado do operador \aperture" (W1 � 10, 25)
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Figura 8.19: Resultado da replia�~ao linear

Figura 8.20: Resultado da replia�~ao bilinear
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a bFigura 8.21: C��lios - (a) imagem original e (b) operador \aperture" (W1 � 10, 25)

a bFigura 8.22: C��lios - (a) replia�~ao linear e (b) replia�~ao bilinear
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a bFigura 8.23: Olho - (a) imagem original e (b) operador \aperture" (W1 � 10, 25)

a bFigura 8.24: Olho - (a) replia�~ao linear e (b) replia�~ao bilinearimagem original, resultado do operador \aperture", resultado da replia�~ao simples e resultado dareplia�~ao bilinear.



8.3 Segmenta�~ao de seq�uênias de imagens 1478.3 Segmenta�~ao de seq�uênias de imagensUm v��deo digital �e uma seq�uênia de imagens digitais uja ordem �e de�nida pelos instantes em queas imagens foram adquiridas, por exemplo, a imagem 1 de uma seq�uênia �e tomada no instante t0, aimagem 2 no instante t0+�t, a imagem 3 no instante t0+2�t, e assim por diante. A forma omo elass~ao adquiridas, seja via âmeras digitais, ou via digitaliza�~ao de sinais de TV, ou et, n~ao �e assuntodeste trabalho; vamos partir do fato que j�a temos um v��deo digital e um problema de segmenta�~aoa ser resolvido.A tenologia dos v��deos digitais est�a ada vez mais presente em produ�~oes pro�ssionais pois osustos s~ao mais baixos e, prinipalmente, por abrir um amplo espetro de novas possibilidades emtermos de ria�~ao e produ�~ao. Por exemplo, as tarefas de edi�~ao de v��deo podem ser feitas usandoferramentas omputaionais om muito menos esfor�o. Al�em disso, abre-se a possibilidade de novast�enias de edi�~ao omo. por exemplo, a mistura de diferentes imagens em uma s�o, a substitui�~ao dealguns objetos da imagem por outros, a deforma�~ao da imagem e et.Quando pensamos em substitui�~ao de objetos num v��deo, a t�enia mais onheida e usada �e o\hroma key" [154℄. Como a palavra india, a t�enia �e baseada na substitui�~ao de partes de imagensque foram obertas om uma m�asara olorida (usualmente um teido azul ou verde) por partes deimagens de outros v��deos. Um uidado adiional nestes asos �e que as ores das partes que ser~aosubstitu��das n~ao devem ser iguais ao da m�asara pois sen~ao podem ser onfundidos om as partesque ser~ao substitu��das. A �gura 8.25 ilustra um exemplo simples de \hroma key".

(a) (b)Figura 8.25: Exemplo da t�enia de \hroma key"Quando n~ao se usava omputadores, o \hroma key" era feito anal�ogiamente, baseado em �ltroseletrônios. Hoje em dia, em se optando pelo uso de v��deos digitais, pode-se usar t�enias de proessa-mento de imagens para a substitui�~ao das m�asaras de \hroma key". As t�enias de reonheimentode padr~oes l�assias, usando as ores e intensidades dos pontos da imagem omo atributos s~ao simplese d~ao bons resultados para a substitui�~ao das m�asaras.Uma tarefa mais dif��il �e a introdu�~ao de partes de outros v��deos no lugar de objetos n~ao obertospela m�asara. Esta tarefa depende essenialmente de segmentar os objetos que ser~ao substitu��dosem uma seq�uênia de imagens e substitui-los por objetos de outras seq�uênias. Automatizar asegmenta�~ao n~ao �e simples pois requer ferramentas omputaionais que onsigam rastrear e segmentarorretamente objetos, o que �e muito dif��il pois a segmenta�~ao �e um problema mal posto [155℄.



148 Aplia�~oesQuando iniiamos este trabalho, n~ao havia um produto omerial onheido que �zesse bem estatarefa e a literatura sobre a �area era restrita. Essa alternativa era ent~ao normalmente evitada pelosprodutores de v��deo, a menos que fosse inevit�avel; aso em que a solu�~ao manual era usada. Por�em,a experiênia om segmenta�~ao usando morfologia matem�atia e o suesso iniial que obtivemos omos operadores \aperture" nos motivaram a abordar o problema.A solu�~ao que implementamos �e baseada no paradigma de Beuher-Meyer (veja o apêndie parauma introdu�~ao urta �a segmenta�~ao de imagens morfol�ogia), onde os maradores s~ao detetado pelosoperadores \aperture". Estes, por sua vez, s~ao projetados a partir de alguns pares de imagens quereetem as diferentes situa�~oes que os objetos apareem no v��deo. Este �ultimo requisito �e importantepara garantirmos que os maradores ser~ao bem loalizados em todos os quadros da seq�uênia.Para simpli�ar a tarefa de rastreamento, o usu�ario tem que loalizar e marar manualmente, naprimeira imagem da seq�uênia, os objetos que se deseja segmentar. Se eles n~ao apareem juntos namesma imagem, ent~ao o usu�ario tem que marar ada objeto separadamente em ada um dos quadrosque o objeto aparee pela primeira vez. A partir dessa segmenta�~ao, e da informa�~ao da veloidadeaproximada de ada objeto a ser rastreado, o sistema ontinua a loaliza�~ao e segmenta�~ao do(s)objeto(s) nas outras imagens at�e que o(s) objeto(s) desapare�a da ena, ou que o operador \aperture"n~ao onsiga marar o objeto (por falha no treinamento ou porquê as ondi�~oes de luminosidade,distânia e et, n~ao s~ao as mesmas do treinamento). No aso que um objeto que est�a sendo perseguidodesapare�a da ena e venha a apareer posteriormente de novo, o usu�ario deve mar�a-lo manualmentemais uma vez.Uma ondi�~ao para a aplia�~ao desta t�enia �e que as imagens de treinamento sejam estatisti-amente similares �as outras imagens da seq�uênia na regi~ao onde os objetos apareem. Quando h�amudan�as devido �a ilumina�~ao, resolu�~ao, posi�~ao da âmera e et, um novo treinamento pode serneess�ario para os pr�oximas imagens da seq�uênia. Uma alternativa que tamb�em pode ser usada parasimpli�ar o treinamento �e a �ltragem da seq�uênia om o uso de �ltros onexos. Isso �e �util, prini-palmente, quando estamos segmentando objetos om texturas omplexas. Por�em, o uidado de n~aomisturar padr~oes de objetos diferentes tem que ser tomado. Em outras palavras, se ap�os a �ltragema maioria dos padr~oes \aperture" do objeto de interesse j�a n~ao forem mais disriminantes, ent~ao osparâmetros do �ltro onexo têm que ser reajustados. Al�em disso, o �ltro tem que ser robusto, isto�e, servir para toda a seq�uênia, ou pelo menos para a maior parte dela.8.3.1 M�etodoO m�etodo proposto �e simples pois um dos objetivos do projeto autom�atio de operadores �e que elepossa ser feito por n~ao espeialistas em proessamento de imagens. Os passos que devem ser seguidoss~ao apresentados na �gura 8.26 e desritos abaixo:1. Treinar um operador 	 dando pares de imagens, ffi; gig, onde fi �e a i-�esima imagem daseq�uênia (original, ou ap�os a �ltragem onexa) e gi �e a orrespondente imagem om os ob-jetos marados, ou at�e segmentados. Estes pares devem reetir estat��stiamente as diferentessitua�~oes que o objeto de interesse aparee. Isto signi�a que os ��ndies i n~ao formam nees-sariamente uma seq�uênia om passo uniforme, omo ffi; gig, ffi+1; gi+1g, et. Al�em disso,omo o interesse �e segmentar objetos que est~ao sendo rastreados e n~ao a imagem toda, �e na-tural que o operador n~ao preise ser treinado usando toda a imagem, mas apenas uma ertavizinhan�a do objeto de interesse. Essa vizinhan�a �e de�nida por uma imagem m�asara mi que
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150 Aplia�~oes�e dada ao sistema junto om os pares de treinamento ffi; gig (na aplia�~ao �e diferente pois aimagem m�asara �e riada dinamiamente). A m�asara restringe o dom��nio onde os pares detreinamento s~ao oletados para dentro dela. A �gura 8.27 mostra um objeto de interesse nai-�esima imagem, fi, e uma m�asara, mi, usada para restringir o treinamento. O raio do ��ruloque forma a m�asara �e baseado no desloamento aproximado do objeto na seq�uênia. Comoo sistema permite a lassi�a�~ao de v�arios objetos, a imagem m�asara �e omposta por v�ariosdesses ��rulos, tantos quantos forem os objetos que est~ao sendo perseguidos. Como ainda n~aotemos uma maneira de projetar a \aperture" mais adequada, o usu�ario pode ter que tentarv�arias ombina�~oes de janela e quantidade de n��veis de inza, W e K, antes de onseguir umaboa segmenta�~ao. A quantidade de n��veis de inza de sa��da, M , �e igual ao n�umero de objetosque est~ao sendo perseguidos, mais um (para distinguir o fundo).2. Apliar o operador nas outras imagens da seq�uênia. O usu�ario loaliza o(s) objeto(s) naprimeira imagem da seq�uênia e fornee ao sistema o maior desloamento aproximado do(s)objeto(s). O sistema �ltra a imagem (se isso foi feito no treinamento), alula a m�asara deaplia�~ao do operador na pr�oxima imagem da seq�uênia, mi+1, i = [1 : : : n[, a partir da seg-menta�~ao obtida na i-�esima imagem fi e do parâmetro desloamento (por exemplo, a dilata�~aoom um elemento estruturante maior do que �S = V0�T pontos). A �gura 8.27 mostra umobjeto na imagem (i+ 1) e a respetiva m�asara de aplia�~ao.3. Filtrar a imagem resultante pois o resultado de 	 pode n~ao ser perfeito (por diversas raz~oes,prinipalmente por ausa de falhas no treinamento). O �ltro �e neess�ario para eliminar osmaradores om baixa on�an�a estat��stia (usualmente pontos isolados ou pequenas regi~oesonexas). Este �ltro �e usualmente uma omposi�~ao de �ltros onexos, onde ada um deles�e parametrizado por um elemento estruturante B (que estabelee a onetividade) e eliminaas omponentes onexas om �area menor do que um limiar espei�ado pelo usu�ario. Umoutro proesso de eliminar omponentes onexas que pode ser usado �e feito atribuindo-se on��vel de inza da maior omponente onexa vizinha �as omponentes menores om n��veis deinza diferentes da maior omponente em que eles est~ao imersos. Desta forma, apenas asomponentes onexas que forem maiores que o limiar ser~ao os maradores. Se o marador for,em geral, maior que o objeto, o operador de poda (\prunning") deve ser apliado para diminuiro tamanho do marador.4. - Apliar o paradigma de Beuher-Meyer.8.3.2 Exemplo de aplia�~aoNo artigo \Automati Design of Morphologial Operators for Motion Segmentation" [84℄ e na dis-serta�~ao \Segmenta�~ao de seq�uênias de imagens por morfologia matem�atia" por F. C. Flores [156℄,podem-se enontrar diversos exemplos de aplia�~ao do m�etodo e, inlusive, uma ompara�~ao omoutros m�etodos. Nesta se�~ao mostraremos apenas um exemplo de aplia�~ao em uma seq�uênia deimagens bem onheida, o jogador de tênis de mesa [157℄. A �gura 8.28 mostra parte da primeiraimagem da seq�uênia. O objeto que ser�a rastreado e segmentado �e a bola.A seq�uênia mostra o jogador de tênis de mesa fazendo duas jogadas em 120 imagens em n��veisde inza om dimens~oes 480 � 421, ada. A bola �e relativamente f�ail de segmentar nas primeiras 8imagens da seq�uênia pois aparee isolada. Nas pr�oximas 3 imagens ela aparee oluindo parte da
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Figura 8.27: M�asara de restri�~ao

Figura 8.28: Parte de uma imagem da seq�uênia do jogador de tênis de mesa



152 Aplia�~oesraquete e nas 5 imagens seguintes, seu formato n~ao �e mais um diso, mas um quase-ilindro. Issoaontee pela falta de resolu�~ao temporal (quantidade de imagens tomadas a ada segundo) do �lme.Para rastrear a bola nessas 16 imagens, usamos 5 imagens para treinar o operador, as 3 primeirasimagens da seq�uênia, 1 imagem de quando a bola olui parte da raquete e 1 imagem de quando abola deforma para um quase ilindro. A janela usada nesta parte foi uma janela espaial de novepontos (3� 3) om k = 10, m = 3 (um r�otulo para o fundo, um para a bola e outro para a raquete)e posiionada nos n��veis de inza da imagem.As �guras 8.29 a 8.31 mostram o resultado da aplia�~ao do m�etodo para as primeiras 16 imagens.As linhas de parti�~ao de �aguas ao redor da bola est�a olorida de brano para difereniar do fundo.Outros rastreamentos dessa seq�uênia foram feitos (bola e raquete, ou apenas a raquete) e podemser vistos juntamente om a desri�~ao em:http://www.vision.ime.usp.br/demos.html8.4 Segmenta�~ao de seq�uênias de imagens oloridasEsta aplia�~ao �e semelhante �a anterior, mas h�a dois avan�os importantes: (i) extens~ao do projeto deoperadores \aperture" para imagens oloridas, que �e feito onatenando-se as janelas de ada bandada imagem olorida em uma s�o janela e apliando o projeto omo anteriormente; e (ii) a aplia�~aodo paradigma de Beuher-Meyer para imagens oloridas, que �e feito via a aplia�~ao de um gradienteolorido que real�a as arestas das imagens oloridas e retorna essa informa�~ao em uma imagem emn��veis de inza, voltando assim ao esopo usual do paradigma. Grande parte dos oneitos b�asiosneess�arios para o entendimento desta parte do trabalho �e apresentada nesta se�~ao.8.4.1 Operadores de imagens oloridasSejam L1, L2. : : :, Lm retiulados ompletos totalmente ordenados. Seja L o produto artesiano deL1, L2 : : :, Lm, i.e., se l 2 L, ent~ao l = (l1; l2; : : : ; lm), li 2 Li, i = f1; : : : ;mg.Um mapeamento f de E em L, tal que f(z) = (f1(z); f2(z); : : : ; fm(z)), onde fi : E ! Li ez 2 E, �e hamado uma imagem multivalorada ou multiespetral. Os mapeamentos fi s~ao hamadasbandas da imagem multivalorada. Uma imagem olorida �e um exemplo de uma fun�~ao multivaloradaonde L = L1�L2�L3 �e uma representa�~ao das ores sob um erto modelo de ores [151℄. De agoraem diante, vamos tratar apenas das imagens oloridas.Três modelos de ores foram testados neste trabalho, RGB (\Red", \Green e \Blue"), IHS (\In-tensity", \Hue" e \Saturation") e YIQ (o sistema de ores usado em transmiss~oes N.T.S.C.). Todoseles podem ser vistos omo um sistema de oordenadas de ores. No sistema RGB, todos os eixos têma mesma esala e ada eixo est�a relaionado a uma or prim�aria (i.e., vermelho, verde ou azul). Al�emdisso, ada um dos eixos têm valores num intervalo �nito (os valores assoiados a ada or podem ir de0 at�e o m�aximo valor que pode ser representado para ada or na imagem). Assim, pode-se pensar nosistema RGB omo um ubo om v�erties5 (0; 0; 0) (preto), (255; 0; 0) (vermelho), (0; 255; 0) (verde),(0; 0; 255) (azul), (255; 255; 0) (magenta), (255; 0; 255) (yan), (0; 255; 255) (amarelo) e (255; 255; 255)(brano). Ou seja, uma or est�a representada neste sistema por um ponto no ubo. O modelo IHS5Considerando 255 omo o valor m�aximo para ada or pura.
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Figura 8.29: Parte dos primeiros 3 quadros
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Figura 8.30: Parte dos quadros 4 a 6
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Figura 8.31: Parte dos quadros 7 a 9



156 Aplia�~oes�e um sistema de oordenadas que pode ser de�nido a partir de uma transforma�~ao de oordenadasdo sistema RGB [3℄. Este espa�o de ores �e omposto por três atributos: a intensidade representa aluminosidade da imagem, a or desreve a or na sua forma pura (ada valor no eixo or representauma or diferente) e a satura�~ao mede a quantidade de brano que est�a misturado om a or. Osistema YIQ �e usado no padr~ao N.T.S.C. de televis~ao olorida. O valor Y representa a luminâniada or e os valores I e Q desrevem juntamente a or e a satura�~ao 6.Seja L omo de�nido aima e M uma adeia. O onjunto de todos os mapeamentos de E a L(i.e., o onjunto de todas as imagens oloridas sobre E om valores em L) e, respetivamente, deE a M (i.e., o onjunto de todas as imagens oloridas sobre E om valores em M), ser�a denotadopor Fun[E;L℄ e Fun[E;M ℄. Um operador de imagens oloridas para lassi�a�~ao �e um operador deFun[E;L℄ a Fun[E;M ℄. Este operador �e usado para rotular objetos oloridos e ser�a hamado porsimpliidade de detetor de maradores.Seja W = fW1;W2;W3g, onde Wi � E, i = f1; 2; 3g. Para uma imagem olorida qualquer, f ,uma restri�~ao de f em W �e on�gura�~ao olorida f jW dada por, para qualquer x 2 W , f(x)jW= (f1(x)jW1; f2(x)jW2; f3(x)jW3) = (f1(x); f2(x); f3(x)). Para qualquer f 2 Fun[E;L℄ e x 2 E, atransla�~ao de f por t �e a fun�~ao ft dada por, para qualquer x 2 E, ft(x) = f(x � t) = (f1(x �t); f2(x� t); f3(x� t)).A lasse de restri�~ao de f em W , denotada Ff jW , �e a fam��lia de imagens uja restri�~ao a W d�af jW , isto �e, Ff jW = fg 2 Fun[E;L℄ : f jW = gjWg.Um operador de imagem olorida 	 �e hamado loalmente de�nido no espa�o pela janela W sse,para qualquer f 2 Fun[E;L℄ e x 2 E, 	(f)(x) = 	(g)(x),8g 2 Ff�xjW . Um operador de imagens	 �e hamado espaialmente invariante por transla�~ao sse, para qualquer x 2 E, 	(fx) = 	(f)x:Um operador de imagens que �e loalmente de�nido no espa�o por uma janela W e espaialmenteinvariante por transla�~ao �e hamado de W-operador.O projeto autom�atio de operadores de imagens oloridas para lassi�a�~ao faz-se estimando adistribui�~ao onjunta de ada on�gura�~ao olorida e dos r�otulos observados. Cada on�gura�~aoolorida �e transformada em uma on�gura�~ao n��veis de inza onatenando-se as on�gura�~oes ob-servadas em ada banda (sem perda de informa�~ao). O resto do proesso �e idêntio ao projeto deoperadores n��veis de inza. A aplia�~ao do operador em uma dada on�gura�~ao olorida tamb�em �efeita onatenando-se as on�gura�~oes de ada banda e obtendo-se a on�gura�~ao n��veis de inza.Tendo-se essa on�gura�~ao, proura-se a on�gura�~ao nos intervalos do n�uleo obtido na fase detreinamento.8.4.2 Gradientes para imagens oloridasNesta se�~ao, apresentamos duas de�ni�~oes de gradientes que foram usadas para testar o m�etodo deBeuher-Meyer em imagens oloridas.Seja f uma imagem olorida representada em RGB, ou YIQ, ent~ao f 2 Fun[E;L℄, onde E �ede�nido omo anteriormente e L = [0; 255℄ � [0; 255℄ � [0; 255℄. Se f est�a representada no modeloIHS, ent~ao L = [0; 255℄ � [0; 359℄ � [0; 255℄.Seja x 2 E. A transla�~ao de B � E por x, denotada Bx, �e dada por Bx = fy 2 E : (y� x) 2 Bg.6As televis~oes P&B (preto e brano) funionam pois usam apenas o atributo Y da transmiss~ao.



8.4 Segmenta�~ao de seq�uênias de imagens oloridas 157Das de�ni�~oes l�assias de gradientes morfol�ogios, podemos de�nir v�arios gradientes para ima-gens oloridas [87℄. Primeiramente reordamos as de�ni�~oes l�assias.De�ni�~ao 8.1 Dada uma imagem g 2 Fun[E;L℄, onde E �e um subonjunto do plano disreto e Lum intervalo fehado dos inteiros, por exemplo [0; 255℄, o gradiente de g, rB(g), �e dado por:rB(g) = ÆB(g) � "B(g); (8.1)onde Æ e " s~ao, respetivamente, a dilata�~ao e a eros~ao morfol�ogias [16, 14℄, e B � E �e um elementoestruturante.O resultado deste operador �e uma imagem onde ada ponto �e a diferen�a m�axima entre os n��veis deinza dentro de B.De�ni�~ao 8.2 Dada uma imagem g 2 Fun[E;L℄, onde E e L s~ao de�nidos da mesma forma queanteriormente, o gradiente interno de g, riB(g), �e dado por:riB(g) = g � "B(g); (8.2)onde " �e a eros~ao morfol�ogia e B � E �e um elemento estruturante.A extens~ao para as imagens oloridas �e dada pelas seguintes de�ni�~oes.Para imagens no sistema de ores IHS, uma vez que a intensidade e a satura�~ao s~ao atributosom valores em L, os gradientes nessas omponentes podem ser omputados por rB(�). Entretanto,este n~ao �e o aso para o atributo \hue" ujos valores s~ao ângulos (h 2 Fun[E;�℄). Assim, uma outram�etria ser�a de�nida para o �alulo do gradiente nessa omponente.De�ni�~ao 8.3 Sejam �1; �2 2 �. A distânia de or entre �1 e �2 �e dada por:dh(�1; �2) = bV fj�1 � �2j ; 360 � j�1 � �2jg : (8.3)A distânia introduzida aima retorna um valor inteiro entre 0 e 180. Para omputar o gradienteproposto, estes valores s~ao normalizados para a mesma esala dos outros dois atributos, isto �e, parao intervalo K. Seja mK : [0; 180℄! [0; k � 1℄ a fun�~ao de normaliza�~ao.De�ni�~ao 8.4 Dada uma imagem h 2 Fun[E;�℄, o gradiente angular r� (h), r� : Fun[E;�℄ !Fun[E;K℄, �e dada por, para todo x 2 E,r� (h) (x) = mK( Wy2fBx�fxgg dh(h(x); h(y))� Vy2fBx�fxgg dh(h(x); h(y))): (8.4)onde B � E �e um elemento estruturante entrado na origem.Seja �I , �H e �S três n�umeros inteiros. O pr�oximo gradiente �e uma ombina�~ao linear dosgradientes morfol�ogios para I e S, om o gradiente angular para H. Os oe�ientes da ombina�~aolinear s~ao usados para real�ar ou diminuir a ontribui�~ao de ada subespa�o no �alulo do gradiente.
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(a) (b)Figura 8.32: (a) Imagem original. (b) Maradores.De�ni�~ao 8.5 Dada uma imagem olorida f 2 Fun[E;L℄ representada no modelo de ores IHS, ogradiente olorido V , rV (f), rV : Fun[E;L℄! Fun[E;Z℄, �e dado por:rV (f) = �IrB(f1) + �Hr�(f2) + �SrB(f3); (8.5)onde f1, f2 e f3 s~ao as bandas I, H, e S, respetivamente, e B � E �e um elemento estruturanteentrado na origem.Transformando as oordenadas de RGB para YIQ e apliando um gradiente morfol�ogio apenassobre a omponente Y da imagem, obtemos uma outra forma de onseguir uma imagem em n��veisde inza uja informa�~ao s~ao as bordas da imagem real�ada.De�ni�~ao 8.6 Dada uma imagem olorida f 2 Fun[E;L℄ representada no modelo de ores YIQ, ogradiente rV I , rV I : Fun[E;L℄! Fun[E;K℄, de f �e dado por:rV I (f) = rB(f1) (8.6)onde B � E �e o elemento estruturante entrado na origem de E.Usando o paradigma de Beuher-Meyer, apliamos a id�eia para segmentar a bola vermelha apre-sentada na �gura 8.32a). Um marador interno �e assoiado a bola, assim omo um marador externo(ilustrado na �gura 8.32b). H�a v�arias bolas oloridas na imagem e a borda delas �e real�ada diferen-temente para ada gradiente. O gradiente V �e apliado sobre imagens IHS e o gradiente VI sobreimagens YIQ.O paradigma apliado ao gradiente V (ilustrado na �gura 8.33a) apresenta alguns defeitos nasegmenta�~ao, mas isso oorre tamb�em om outros gradiente. O paradigma apliado ao gradiente 8.33b�e melhor para esta imagem, mas erra em outras, tamb�em. Entre todos os gradientes testados paradois onjuntos de imagens, o gradiente V deu os melhores resultados, embora tenhamos que esolheros pesos nesse aso. O gradiente VI foi o segundo melhor e neste aso n~ao temos que esolher pesos.A �gura 8.34a ilustra uma outra imagem onde apliamos os mesmos gradientes e o paradigma.Desta vez h�a apenas uma bola, mas a imagem tem duas arater��stias interessantes. Al�em daexistênia das duas regi~oes sombreadas, ela est�a emba�ada. A �gura 8.34b ilustra os maradoresinterno e externos.Todos os gradientes oloridos testados funionam bem neste aso, mesmo a bola estando loalizadaao redor de uma regi~ao emba�ada de alta luminosidade. As �guras 8.35a, , e, g, i, k, e m ilustram
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(a) (b)
() (d)
(e) (f)Figura 8.33: Resultados dos diferentes operadores gradiente e das segmenta�~oesresultantes. (a-b) gradiente V, (-d) gradiente V (om pesos), (e-f) gradiente VI.

(a) (b)Figura 8.34: Outro exemplo de maradores (a) Imagem original. (b) Maradores.
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(a) (b)
() (d)
(e) (f)Figura 8.35: Gradientes oloridos e o resultado da segmenta�~ao. (a-b) gradienteV. (-d) gradiente V (�S = 10). (e-f) gradiente VI.os resultados dos gradientes, e as �guras 8.35 b, d, f, h, j, l, e n ilustram o resultado da segmenta�~ao.O resultado do gradiente V om pesos iguais para todas as bandas �e ilustrado na �gura 8.34i, eom peso diferente para a banda de satura�~ao (�S = 10) �e ilustrado na �gura 8.34k. O resultadoda segmenta�~ao s~ao ilustrados nas �guras 8.34j e 8.34l, respetivamente. Visualmente estes s~ao osmelhores. Para trinta e três imagens testadas, o gradiente V foi o que melhor na m�edia.A �gura 8.36 mostra uma outra imagem, de melhor qualidade, e a �gura 8.37 mostra os maradoresusados para segmentar as gomas verdes.As �guras 8.38, 8.39 e 8.40 mostram, respetivamente, o resultado da segmenta�~ao para osgradientes oloridos V om pesos iguais, V onsiderando apenas a omponente H, e VI. Todos osgradientes erraram em alguma das gomas.
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Figura 8.36: Imagem das balas de goma oloridas.

Figura 8.37: Maradores para as gomas verdes.

Figura 8.38: Gradiente V.

Figura 8.39: Gradiente V - apenas a omponente H.
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Figura 8.40: Gradiente VI.8.4.3 Segmenta�~ao do v��deo \Bolas de sinua"Este �e um exemplo da aplia�~ao das id�eias apresentadas nas se�~oes anteriores para a segmenta�~ao dev��deos oloridos. O objetivo deste exemplo �e segmentar uma bola vermelha num v��deo de uma mesade sinua. A �gura 8.32a mostra um exemplo de um dos quadros da seq�uênia. H�a oito bolas quese movem durante alguns segundos de ena e ada uma delas têm uma or distinta. A seq�uênia foifeita om uma âmera de v��deo amadora e tem varia�~ao de luminosidade durante a ena, al�em dedesfoagem nos �ultimos quadros do v��deo.Para garantir um bom aerto por parte do operador, uma pr�e-�ltragem da seq�uênia foi feitaom �ltros onexos apliados a ada banda da imagem. Essa �ltragem reduz as zonas planas (\atzones") da imagem e, tamb�em, o n�umero de ores observadas. O �ltro usado �e uma omposi�~aode um \area open" e um \area losing", seguido por um operador que junta zonas planas pequenas(om �area abaixo de um limiar) a zonas vizinhas maiores. A �gura 8.41b mostra o resultado do �ltroquando apliado �a imagem apresentada na �gura 8.41a.Dez pares de imagens (imagens �ltradas e as respetivas segmenta�~oes rotuladas om r�otulosdiferentes para ada bola) foram usados para treinar o operador. A janela usada foi de apenas umponto em ada banda (gra�as �as imagens oloridas terem mais informa�~oes, n~ao foi neess�ario usaruma janela espaial maior).Ap�os o treinamento do operador, a aplia�~ao �e feita loalizando-se a bola de interesse (no aso avermelha) na primeiro quadro. O operador treinado �e apliado dentro da m�asara imposta sobre adaquadro �ltrado (usando o mesmo �ltro onexo usado no treinamento) e depois �ltrado, para eliminaromponentes onexas pequenas, e depois diminu��do para n~ao ultrapassar o tamanho do objeto deinteresse. O marador externo �e a borda externa da m�asara usada para restringir a aplia�~ao dooperador. A �gura 8.41 apresenta os maradores usado para segmentar a bola vermelha na imagemapresentada na �gura 8.41a.Finalmente, o paradigma de Beuher-Meyer (usando o gradiente V om pesos �I = 1; �H = 1 e�S = 10) �e apliado sobre o quadro original usando os maradores internos e externos enontradosanteriormente. A �gura 8.42 mostra o resultado da segmenta�~ao, isto �e, a linha de parti�~ao de�aguas omposta om a bola vermelha. A informa�~ao da banda H (\hue") �e a mais importantenesta seq�uênia pois todas as formas s~ao semelhantes a menos da or. A �gura 8.43 mostra a bolavermelha segmentada em seis quadros onseutivos. A oluna �a esquerda mostra uma parte do quadroe a oluna �a direta as linhas de parti�~ao de �aguas.
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(a)
(b)
()Figura 8.41: Parte da seq�uênia das bolas de sinua. (a) um dos quadros daseq�uênia. (b) o resultado da �ltragem. () os maradores.

Figura 8.42: Um dos quadros da seq�uênia segmentado.
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Figura 8.43: Resultado da segmenta�~ao.
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(a) (b)Figura 8.44: (a) Um quadro da seq�uênia. (b) Resultado da tragem.8.4.4 Segmenta�~ao do video \M~aos"A seq�uênia \M~aos" mostra duas m~aos movendo-se sobre uma plaa de orti�a. Esta seq�uênia �eomposta de 60 quadros em RGB. Um exemplo de um dos quadros �e mostrado na �gura 8.44a. Aaplia�~ao neste exemplo �e segmentar ambas as m~aos. Este problema �e mais dif��il que o anteriorpor h�a dois objetos para serem seguidos e ada m~ao �e omposta de v�arias partes que preisam sersegmentadas, tais omo as unhas e o anel na m~ao direita.Nesta aplia�~ao tamb�em foi usada a estrat�egia de pr�e-�ltrar a imagem usando �ltros onexospara melhorar a quantidade de aertos do operador projetado. A seq�uênia pr�e-�ltrada �e obtidapela omposi�~ao de um \area open" e um \area losing", seguido por um operador que junta zonasplanas pequenas (om �area abaixo de um limiar) a zonas vizinhas maiores. A �gura 8.44b ilustra oresultado da pr�e-�ltragem na imagem da �gura 8.44a. Dez pares de imagens s~ao usados para projetaro operador. Cada par �e omposto pela imagem pr�e-�ltrada e pela segmenta�~ao manual das m~aos naimagem original (as m~aos têm r�otulo 1 e o fundo o r�otulo 0).O operador projetado �e apliado da mesma forma que anteriormente e os maradores tamb�em s~ao�ltrados para eliminar pequenas omponentes onexas e diminu��do para n~ao ser maior que as m~aos.A �gura 8.45a mostra os maradores externos e internos para a imagem mostrada na �gura 8.44a. Oparadigma �e apliado usando o gradiente olorido V (om �I = 1; �H = 0 e �S = 1). A �gura 8.45bmostra o resultado da segmenta�~ao omposto om a m~ao.A �gura 8.46 ilustra o resultado do m�etodo apliado a alguns dos quadros da seq�uênia. A oluna�a esquerda mostra os quadros originais e a oluna da direita mostra o resultado da segmenta�~ao.



(a) (b)Figura 8.45: Resultado. (a) Maradores. (b) Linhas de parti�~ao de �aguas.



Figura 8.46: Alguns quadros da seq�uênia das m~aos.





Cap��tulo 9Conlus~aoNeste ap��tulo analisamos os prinipais resultados deste trabalho e propomos algumas id�eias paratrabalhos futuros.O projeto autom�atio deW -operadores para imagens em n��veis de inza foi relegado a um segundoplano por muitos anos. Vimos diversas raz~oes para esse fato e mostramos omo foi poss��vel trataro problema via retiulados disretos �nitos. Isso impôs novas restri�~oes ao espa�o de operadores e opre�o �e a poss��vel subotimalidade do operador projetado.A primeira ontribui�~ao te�oria deste trabalho foi a arateriza�~ao dos operadores \aperture".Estes operadores s~ao invariantes por transla�~ao no espa�o, loalmente de�nidos por uma janelaespaial W e por uma janela nos n��veis de inza K.A partir da arateriza�~ao desses operadores, um sistema para o seu projeto autom�atio foiespei�ado e implementado. Esta �e uma ontribui�~ao pr�atia n~ao apenas para o desenvolvimentodeste trabalho mas, tamb�em, para outros pesquisadores do grupo que vierem a desenvolver pesquisasrelaionadas ao assunto.Cuidados foram tomados no projeto e na implanta�~ao do sistema (\software") para que pud�essemostestar n~ao apenas om os parâmetros de janelas (espaial e n��veis de inza) omo tamb�em om o po-siionamento da janela, om fun�~oes de perda e representa�~oes diferentes.A primeira representa�~ao testada foi via �arvores de deis~ao. Isso aonteeu pois sua implemen-ta�~ao �e simples e seu poder de \generaliza�~ao" �e onheidamente bom.Essa montagem foi su�iente para fazermos entenas de experimentos nos quais omprovamos asuperioridade dos operadores \aperture" sobre os �ltros lineares �otimos de janela restrita (que �e umaaproxima�~ao do �ltro de Wiener) tanto para sinais, quanto para imagens, usando o rit�erio MAE ouo MSE.Fizemos experimentos de �ltragem de ru��do gaussiano de baixa variânia sobre uma porentagemdos pontos da imagem, desemba�amento de sinais ou imagens onvolu��dos por n�uleos de onvolu�~aoplanos, ou n~ao (omo no aso das imagens) e restaura�~ao de sinais que foram degradados por ru��dogaussiano e emba�amento. Em todos os asos, os operadores \aperture" foram melhores que o �ltro�otimo linear de janela restrita para ambos MAE e MSE.No aso das imagens, o n�umero de exemplos de treinamento n~ao foi su�iente para que os ope-radores \aperture" fossem melhores que o �ltro linear �otimo de janela restrita para o MSE, mas169



170 Conlus~aoapenas para o MAE. Ainda assim, visualmente, o resultado �e melhor pois os operadores apertureerram menos nas bordas, embora n~ao orrijam os pios t~ao bem. J�a os operadores lineares s~ao bonspara orrigir esses pios, mas p�essimos om bordas. Por�em, �ou evidente pelas urvas de erro que osoperadores \aperture" ganhariam dos operadores lineares se mais exemplos fossem forneidos para otreinamento.A pesquisa om os operadores \aperture" representados por �arvores de deis~ao sobre esses modelosde sinais e imagens serviu, tamb�em, para explorarmos diversos parâmetros dos quais os operadoresdependem (tamanho e forma da janela espaial, tamanho da janela n��veis de inza e posiionamentoda janela) e omo eles inueniam no erro do operador, por exemplo, on�rmamos a rela�~ao dotamanho da janela espaial sobre o erro do operador que j�a onhe��amos do projeto de operadoresbin�arios, e tamb�em estudamos a rela�~ao do tamanho da janela n��veis de inza sobre o erro do operador.Em ambos os asos vale que quanto maior a janela, menor o erro desde que haja exemplos su�ientespara treinar o operador.Vimos tamb�em que n~ao h�a uma rela�~ao simples quando variamos esses dois parâmetros pois asrela�~oes de inlus~ao que h�a quando variamos apenas um desses parâmetros n~ao existem mais.As �arvores de deis~ao têm pelo menos uma desvantagem no ontexto que estamos estudando: arepresenta�~ao do operador se faz via uma parti�~ao do espa�o das poss��veis on�gura�~oes do dom��nioda fun�~ao arater��stia do operador e ada elemento da parti�~ao est�a assoiado a um r�otulo. Comoa representa�~ao morfol�ogia de um operador se faz via intervalos maximais do n�uleo do operador,isso arateriza uma desvantagem pois di�ulta a integra�~ao do onheimento e onseq�uentementedo \software" omo um todo.Embora seja poss��vel, n~ao �e simples passar da representa�~ao por �arvores para intervalos1.Por ausa disso, o algoritmo ISI bin�ario foi estendido para o aso n��veis de inza. Essa extens~aoimpliou em uma ontribui�~ao te�oria pequena, mas original: a regra para a quebra de um intervalon��veis de inza. O algoritmo foi implementado e algumas ompara�~oes simples foram feitas paraveri�ar a sua indu�~ao sobre as on�gura�~oes n~ao treinadas. Por�em, essas ompara�~oes n~ao s~aoonlusivas.As duas abordagens j�a omentadas, �arvores de deis~ao e ISI n~ao esgotam as poss��veis formasde projetar um operador de imagens. Outras abordagens poderiam ter sido testadas, por exemplo:redes neurais, \supporting vetor mahines" e et. Neste sentido, omo os resultados do projeto deoperadores om representa�~ao via multiresolu�~ao para o aso bin�ario eram bons, resolvemos test�a-lotamb�em para o aso dos operadores \aperture".A arateriza�~ao dos operadores \aperture" multiresolu�~ao �e a �ultima ontribui�~ao te�oria destetrabalho. Ao sistema foi adiionada esta possibilidade e os experimentos de desemba�amento de sinaise imagens foram repetidos usando a abordagem multiresolu�~ao. Os resultados desses experimentosforam melhores que os �ltros lineares �otimos de janela restrita e, tamb�em, melhores que os resultadosom as �arvores de deis~ao.1A transforma�~ao de intervalos para �arvores no aso bin�ario ou multilassi�a�~ao foi resolvida e implementada nosistema.



9.1 Aplia�~oes 1719.1 Aplia�~oesDemonstramos a utilidade dos operadores \aperture" para desemba�amento em duas imagens reaisde sat�elite. Na primeira imagem, embora tenha faltado exemplos de treinamento, h�a uma vantagemno MAE do operador \aperture" em rela�~ao ao operador linear �otimo de janela restrita. Para asegunda imagem, em que t��nhamos mais exemplos de treinamento, tanto o MAE quanto o MSEforam melhores que o melhor operador linear de janela restrita.Apresentamos um experimento de aumento de resolu�~ao de imagens em n��veis de inza usando osoperadores \aperture". Embora o resultado tenha sido melhor que dois operadores lineares l�assiosde aumento de resolu�~ao de imagens, n~ao �zemos mais experimentos pois h�a m�etodos n~ao-linearesmuito bons para isso.Demonstramos a utilidade dos operadores \aperture" para loaliza�~ao de maradores de objetose aux��lio em segmenta�~ao de seq�uênias de imagens (v��deos) n��veis de inza e oloridas. Para estas�ultimas, estendemos a teoria dos operadores \aperture" para imagens oloridas.9.2 Trabalhos futurosAreditamos que ainda exista muito para se estudar tanto em termos te�orios, quanto pr�atios, sobreos operadores \aperture" e seu projeto.Em termos de projeto, v�arias s~ao as frentes de pesquisa que podem surgir. Por exemplo:� faz-se neess�ario um aprofundamento do estudo te�orio da preis~ao do operador \aperture".Isto poderia ser feito iniialmente sobre modelos de imagens simples, uja omprova�~ao pr�atiaseria poss��vel.� Ainda n~ao foi feito um estudo da robustez do projeto desses operadores.� Embora saibamos que o melhor posiionamento da \aperture", em termos do quanto do sinal�e deixado de ser observado, �e na mediana do sinal observado, n~ao sabemos muito sobre arela�~ao desse posiionamento om o erro do operador. Como onstatamos experimentalmente,o posiionamento inuenia o erro de uma forma n~ao-trivial.� Embora tenhamos feito experimentos om o projeto iterado de operadores \aperture", erta-mente h�a muito que ser estudado tanto em termos te�orios, quanto pr�atios.O estudo do projeto autom�atio de operadores morfol�ogios bin�arios j�a tem mais de 10 anos eainda n~ao est�a esgotado. Da mesma maneira, areditamos que o projeto dos operadores \aperture"esteja apenas no ome�o e que haja muito para ser pesquisado. Nossa esperan�a �e que a pequenaontribui�~ao que demos aqui possa ser �util para outras pessoas que queiram fazer projeto autom�atiode operadores em n��veis de inza.





Apêndie ASegmenta�~ao de imagensA segmenta�~ao de imagens �e uma etapa importante e, em geral, muito dif��il. Ela �e importante pois�e neess�aria na maior parte das solu�~oes de an�alise de imagens [2, 3℄. Ela �e dif��il pois �e um problemamal-posto [155℄.Um m�etodo de segmenta�~ao muito robusto e simples que vem da morfologia matem�atia �e oparadigma de Beuher-Meyer [10℄. Atrav�es dele podemos ahar as fronteiras de objetos previamen-te espei�ados via maradores, i.e, via regi~oes onexas de E na mesma posi�~ao dos objetos quequeremos segmentar. O proesso de segmenta�~ao reduz-se assim ao problema de enontrar essesmaradores [83℄.A segmenta�~ao de imagens via o paradigma o enontro das bordas dos objetos que queremossegmentar �e uma das duas mais importantes abordagens onheidas de segmenta�~ao de imagens; aoutra �e agrupar os pontos da imagem que s~ao similares. O paradigma de Beuher-Meyer aplia-sevia o operador LPE, ou \watershed" [158, 159, 24℄, omposto om alguns operadores morfol�ogiosque s~ao �uteis para preparar a imagem a ser segmentada. Esta prepara�~ao �e muitas vezes neess�ariapara a elimina�~ao das bordas dos objetos que n~ao estamos interessados, e tamb�em as bordas queapareem devido a ru��do na imagem.Bordas s~ao, em geral, desontinuidades na imagem e podem ser detetadas por operadores dediferenia�~ao, omo o gradiente morfol�ogio [16℄. Este operador �e, entretanto, muito sens��vel aru��dos na imagem, i.e., ele real�a as transi�~oes devido �as bordas, mas tamb�em devido a ru��do. Assim,a imagem resultante da aplia�~ao do gradiente morfol�ogio �e usualmente uma imagem ruidosa nosentido que ela tem mais informa�~ao do que seria neess�ario. A aplia�~ao resultante da aplia�~ao dooperador LPE na imagem do gradiente produz, usualmente, uma imagem super-segmentada [24, 83℄.A solu�~ao deste problema �e j�a bastante onheida e onsiste em eliminar as bordas que n~ao pertenemaos objetos que ser~ao segmentados atrav�es de um operador que muda a homotopia [16℄ do gradienteda imagem [10, 83℄.De�ni�~ao A.1 Seja f 2 LE o resultado da aplia�~ao do gradiente morfol�ogio a imagem h 2 LE.Seja fEig, Ei � E, uma fam��lia de maradores para os objetos que v~ao ser segmentados em h. Sejag 2 LE uma imagem produzida atribuindo o valor kM , onde kM �e o maior n��vel de inza de h, atodos os pontos de fEig e km, onde km �e o menor n��vel de inza em h, para todos os outros pontos.O operador que muda a homotopia do gradiente �e de�nido por:�(f) = ��f\�(g)(�(g)) (A.1)173
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Enlarged CompositionFigura A.1: Paradigma de Beuher-Meyeronde �� �e o operador de reonstru�~ao dual [16, 25, 83℄ e � �e a opera�~ao de nega�~ao [16, 83℄.Dada uma imagem f , o operador � �e um �ltro [16, 17℄ que muda somente os m��nimos regio-nais [160, 16, 17℄ de f (n~ao h�a modi�a�~ao dos m�aximos regionais [160, 16, 17℄). Portanto, podemosdizer que ele muda a homotopia baixa de f [160℄. Esta propriedade �e importante pois garante queas linhas de parti�~ao de �aguas enontradas ap�os a �ltragem s~ao um subonjunto das linhas de par-ti�~ao de �aguas ahadas na imagem �ltrada, i.e., n~ao �e adiionado nenhum m�aximo regional, apenasm��nimos regionais s~ao exlu��dos.A �gura A.1 ilustra a aplia�~ao do paradigma para a segmenta�~ao de uma imagem de �brasmusulares. Da esquerda para a direita, e de ima para baixo, a �gura mostra a imagem a sersegmentada, o resultado do gradiente, os maradores esolhidos para as �bras mais esuras (objetosonexos laros dentro das �bras), o resultado da �ltragem homot�opia do gradiente (invertido paramelhor visualiza�~ao), o resultado do operador LPE, e a imagem original omposta om as bordasenontradas (aumentada para melhor visualiza�~ao).O paradigma de Beuher-Meyer �e uma das mais poderosas t�enias onheidas para segmenta�~aode imagens. A grande qualidade desta estrat�egia �e que o problema de dete�~ao de ontornos que, emgeral, �e muito ompliado, �e substitu��do por um problema mais simples, que �e o de ahar maradorespara os objetos a serem segmentados na imagem.Os maradores podem ser desenhados a m~ao, via uma interfae de aux��lio a segmenta�~ao; oupodem ser ahados pela ombina�~ao de operadores de imagens projetados de forma \ad-ho"; oupodem ser ahados por operadores projetados automatiamente via um sistema de projeto que utilizaexemplos de treinamento forneidos pelo usu�ario. Algumas vezes, no entanto, �e dif��il evitar usaralguma heur��stia no proesso j�a que a segmenta�~ao envolve um onheimento a priori dos objetos aserem segmentados.



Apêndie BPublia�~oes relaionadas ao tema dateseListamos em seguida os artigos publiados e submetidos durante o per��odo do doutorado, al�em deum pequeno resumo de seu onte�udo.B.1 Artigos de revista.1. Ref. [161℄ Multiresolution Design of Aperture OperatorsO projeto de um operador \aperture" �e baseado em restringir adequadamente o dom��nio espaiale o dom��nio dos n��veis de inza para diminuir o espa�o de operadores e, onseq�uentemente, oerro de estima�~ao. O projeto de um operador restrito por resolu�~ao �e baseado em ombinaradequadamente as informa�~oes de duas ou mais resolu�~oes e tem a mesma motiva�~ao queantes, isto �e, diminuir o espa�o de operadores para imagens em n��veis de inza. A restri�~ao nodom��nio espaial, no dom��nio dos n��veis de inza e em ambas �e araterizada neste artigo e oaumento de erro por usar um �ltro restrito em lugar de um �ltro �otimo �e analisado. A projetomultiresolu�~ao piramidal envolve apliar a abordagem hierarquiamente, do espa�o de resolu�~aomaior para o de resolu�~ao menor; no artigo araterizamos essa abordagem e analisamos o errodo projeto. O sistema que faz o projeto multiresolu�~ao piramidal �e desrito e sua omplexidadeanalisada. V�arias simula�~oes para desemba�amento de imagens foram feitas e omparadas om�ltros �otimos lineares de janela restrita e os resultados on�rmam a utilidade da abordagem.2. Ref. [78℄ Aperture Filters.Exeto no aso de sinais (ou imagens) om muito pouos n��veis de inza, o projeto de �ltros MSE�otimos loalmente de�nidos por uma janela �e prejudiado pela inabilidade de onseguir dadosde treinamento em quantidade su�iente para fazer uma estimativa preisa aeit�avel de umgrande n�umero de esperan�as ondiionais requeridas para o projeto do �ltro. Mesmo usandorestri�~oes t��pias omo impor que o operador seja resente, ou que haja uma deomposi�~aoiterativa, as estimativas permaneem intrat�aveis. Este artigo usa a restri�~ao nos n��veis deinza para tratar este problema de estima�~ao. Em ada ponto, o sinal �e visto atrav�es de umaabertura, que �e o produto entre uma janela espaial e uma janela nos n��veis de inza posiionadade aordo om os valores observados. Os valores que ultrapassam os n��veis de inza poss��veis175



176 Publia�~oes relaionadas ao tema da tesevistos pela janela s~ao projetados para dentro da abertura, tanto de ima para baixo, omo debaixo para ima. Esta proje�~ao omprime a massa de probabilidades do sinal observado em umonjunto de vari�aveis menor de forma a n~ao alterar a massa de observa�~oes dentro da abertura(que se bem esolhida deve arregar a maior parte da massa) e altera minimamente a massafora da abertura. Os experimentos mostram que os �ltros \aperture" d~ao resultados melhoresque os �ltros lineares para restaura�~ao de emba�amento (desemba�amento), espeialmente narestaura�~ao de arestas. Este paper trata de v�arios assuntos, omo o posiionamento da abertura,o efeito da restri�~ao nos n��veis de inza sobre a massa de probabilidade, o tamanho da aberturaem rela�~ao �a preis~ao do operador e ao tamanho das amostras de treinamento, a estima�~aodas probabilidades ondiionais e a representa�~ao do operador por �arvores de deis~ao. Umaamostra dos experimentos feitos para estudar os efeitos dos �ltros \aperture" �e apresentadapara os asos de �ltragem de ru��do aditivo e restaura�~ao de emba�amento.3. Ref. [68℄ Automati Programming of Morphologial Mahines by PAC Learning.Um aspeto importante da morfologia matem�atia �e a desri�~ao de operadores entre retiula-dos ompletos por uma linguagem formal, a Linguagem Morfol�ogia (ML), ujo voabul�ario �eomposto das opera�~oes de ��n�mo e supremo, e dos operadores dilata�~ao, eros~ao, anti-dilata�~aoe anti-eros~ao. Esta linguagem �e ompleta (isto �e, ela pode representar qualquer operador entreretiulados ompletos) e expressiva (isto �e, muitos operadores �uteis podem ser representados porfrases om, relativamente, pouas palavras). Desde os anos sessenta, as m�aquinas morfol�ogias(MMahs), têm sido onstru��das para implementar a linguagem morfol�ogia restrita ao retiu-lado das imagens bin�arias e de n��veis de inza. Entretanto, projetar programas da MMah �uteisn~ao �e uma tarefa elementar. Reentemente, muito esforo têm sido feito para automatizar aprograma�~ao das MMahs. O objetivo das diferentes abordagens para este problema �e aharrepresenta�~oes formais onvenientes do onheimento para desrever transforma�~oes sobre es-truturas geom�etrias e traduz��-las automatiamente em programas da MMah por sistemasomputaionais. N�os apresentamos neste artigo as id�eias entrais de uma abordagem baseadana representa�~ao das transforma�~oes por ole�~oes de pares de imagens observada-ideal e a es-tima�~ao de operadores a partir desses dados. Nesta abordagem, a estima�~ao dos operadores�e baseada em otimiza�~ao estat��stia or, equivalentemente, em um ramo da teoria de aprendi-zado omputaional onheida por aprendizado PAC. Estes operadores s~ao gerados na formapadr~ao dos operadores morfol�ogios e podem ser simpli�ados (isto �e, transformados em opera-dores morfol�ogios equivalentes que usam menos palavras do voabul�ario) por transforma�~oessint�atias.B.2 Artigos em onferênia.1. Ref. [81℄ Image restoration by multiresolution aperture �lters.Este artigo estuda o projeto de operadores \aperture" via multiresolu�~ao piramidal. A abor-dagem de multiresolu�~ao j�a havia sido estudada para o projeto de operadores bin�arios e nestetrabalho estendemos a teoria para n��veis de inza. Os resultados experimentais mostraram quea abordagem pode ser vantajosa tanto para sinais, quanto para imagens.2. Ref. [162℄ Design of Gray-sale Nonlinear Filters via Multiresolution AperturesEste artigo aplia a id�eia do projeto piramidal multiresolu�~ao, que foi usado para projetar �ltrosbin�arios, para projetar operadores \aperture", que s~ao operadores n��veis de inza n~ao lineares



B.2 Artigos em onferênia. 177que operam sobre dados onseguidos via uma janela espaial e nos n��veis de inza (\aperture").Os operadores projetados s~ao usados para ahar maradores para uma regi~ao dos olhos em umreposit�orio de imagens de faes.3. Ref. [163℄ Some Appliations of Aperture FiltersFiltros \aperture" formam uma lasse de operadores em n��veis de inza que s~ao invariantes portransla�~ao e loalmente de�nidos por uma janela espaial e uma janela nos n��veis de inza. Oprojeto �otimo de um �ltro desta lasse �e poss��vel pratiamente porque pode-se impor o tamanhode ambas as janelas espaial e n��veis de inza, e portanto reduzir grandemente o n�umero deparâmetros a serem estimados no projeto do �ltro. Isto �e onseguido sem afetar muito amassa de probabilidade que ser�a usada para a otimiza�~ao ompleta. Este artigo mostra v�ariasaplia�~oes do mundo real dos �ltros \aperture", tais omo a extra�~ao autom�atia de maradores,desemba�amento e melhoramento de resolu�~ao.4. Ref. [86℄ Morphologial Operators for Segmentation of Color SequenesEste artigo apresenta uma t�enia para a segmenta�~ao de objetos em uma seq�uênia de imagensoloridas. A t�enia �e baseada no paradigma de Beuher-Meyer, om maradores detetadospor um operador morfol�ogio projetado por aprendizado omputaional (or, equivalentemente,otimiza�~ao estat��stia). Os objetos de interesse s~ao marados em alguns quadros do v��deomanualmente e usados para treinar um detetor de maradores. Ent~ao, o operador projetado�e usado para marar os objetos em outros quadros e o paradigma �e apliado sobre todos osquadros marados pelo detetor. Dois exemplos do mundo real ilustram a aplia�~ao da t�eniaproposta.5. Ref. [87℄ Color Image Gradients for Morphologial SegmentationEste artigo prop~oe uma abordagem para a segmenta�~ao olorida que �e uma alternativa para abusa de uma ordem total no espa�o de ores. Ao inv�es de prourar por uma ordem total, n�osprouramos por uma m�etria adequada que de�na um gradiente para imagens oloridas, que �eum passo fundamental para o paradigma de segmenta�~ao morfol�ogia.6. Ref. [84℄ Automati Design of Morphologial Operators for Motion Segmentation.Um problema de interesse na edi�~ao de v��deos digitais �e a elimina�~ao de objetos em um v��deo e aintrodu�~ao de peda�os de outros v��deos no lugar daqueles eliminados. Um problema fundamen-tal para onstruir ferramentas para este prop�osito �e a segmenta�~ao de objetos que se movem.Este artigo aborda este problema por uma t�enia nova, baseada no paradigma de Beuher-Meyer, om maradores detetados por operadores morfol�ogios projetados por aprendizadoomputaional (or, equivalentemente, por otimiza�~ao estat��stia). Os objetos nos primeirosquadros do v��deo s~ao marados manualmente e usados para treinar o detetor de maradores.Ent~ao, o operador projetado �e usado para marar os objetos nos quadros seguintes e o para-digma �e apliado a todos os quadros marado pelo detetor. Alguns exemplos sint�etios e domundo real ilustram a aplia�~ao da t�enia proposta. Situa�~oes omplexas, omo exlus~ao, s~aoexaminadas.7. Ref. [79℄ Optimal Range-Domain Window Filters.O projeto n~ao restrito de operadores digitais �otimos baseados em janela a partir de amostras desinais �e muito dif��il por ausa da inabilidade de obter dados su�ientes para fazer boas estima-tivas dos parâmetros dos �ltros. Este artigo estuda o problema de estima�~ao por janelamento



178 Publia�~oes relaionadas ao tema da tesenos n��veis de inza, assim omo no espa�o. Em ada ponto, o sinal �e visto atrav�es de uma\aperture", que �e o produto entre a janela no dom��nio e uma janela nos n��veis de inza. Osvalores fora da \aperture" s~ao projetados para o limite dos valores dentro da \aperture". Osexperimentos mostram que os �ltros \aperture" podem ser melhores que os �ltros lineares paradesemba�amento, espeialmente na restaura�~ao das arestas. Uma amostra dos diversos experi-mentos que foram feitos para estudar estes efeitos dos �ltros \aperture" para desemba�amento�e apresentada.8. Ref. [12℄ An OCR based on Mathematial MorphologyApresentamos neste artigo um prot�otipo de um OCR que foi projetado e implementado noInstituto de Matem�atia e Estat��stia da Universidade de S~ao Paulo. A arater��stia prinipaldeste sistema �e que todas as tarefas de proessamento de imagens �e feita por operadores damorfologia matem�atia (os hamados operadores morfol�ogios). Desta maneira, desenvolvemosoperadores morfol�ogios para segmentar as imagens digitalizadas (isto �e, identi�ar objetosomo letras, palavras e par�agrafos), e reonheer o tipo de fonte e as letras. Os operadoresmorfol�ogios que fazem a segmenta�~ao foram projetados por t�enias heur��stias l�assias, en-quanto os operadores que reonheem os tipos de fontes e as letras foram projetados por t�eniasde aprendizado omputaional. A id�eia fundamental por tr�as destas t�enias �e a estima�~ao dosoperadores morfol�ogios a partir da observa�~ao de pares de imagens de entrada-sa��da, que des-revem sua performane ideal. Os operadores morfol�ogios projetados foram integrados em umsistema que traduza imagens de texto digitalizadas em textos no formato RTF, om razo�avelorretude e performane em termos de tempo. Este sistema foi desenvolvido om ajuda da pla-taforma KHOROS, usando as aixas de ferramentas MMah (para os operadores morfol�ogiosprojetados heuristiamente) e a PAC (para os operadores projetados por aprendizado).



Apêndie CLista omplementar de artigos erelat�oriosApresentamos abaixo um lista omplementar dos artigos (publiados ou submetidos) e relat�orios nosquais partiipamos durante o per��odo de doutorado ompreendido de agosto de 1996 at�e a data daentrega desta tese.C.1 Artigos de revista.1. Ref. [164℄ Segmentation of Miroarray Images by Mathematial MorphologyC.2 Artigos em onferênia.1. Ref. [165℄ Miroarray Gridding by Mathematial Morphology2. Ref. [166℄ Hybrid Human-mahine Non-linear Filter Design Using EnvelopesC.3 Artigos submetidos.1. Ref. [82℄ Nonlinear Filter Design Using EnvelopesC.4 Posters1. Ref. [167℄ A role for YakA, AMP and PKA in the nitrosoative/oxidative stress response ofDityostelium disoideum ells.C.5 Relat�orios t�enios.1. Ref. [168℄ An Integrated Environment for Storage and Analysis of Geneti Data.179
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