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Resumo

POCAI R. V. Problemas Computacionais em Teoria Topolégica dos Grafos. 2015. 120 f.

Dissertacao - Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2010.

Este trabalho tem por objetivo estudar os problemas computacionais que surgem ao se relacionar
grafos com superficies bidimensionais, dando especial atencdo aos problemas do ntimero de cruza-
mentos minimo no plano (CROSSING NUMBER) e a problemas relacionados ao desenho de grafos
em livros. Apresentamos uma redugao do problema MULTICUT para CROSSING NUMBER, além
de um resultado de complexidade em grafos de comparabilidade baseado em um resultado conhecido

para desenhos em livros.

Palavras-chave: niimero de cruzamentos, algoritmos de aproximagao, ntiimero de péginas, grafos

de comparabilidade, maxcut.
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Abstract

POCAI R. V. Computational Problems in Topological Graph Theory. 2015. 120 f. Disser-

tation - Instituto de Matemaética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2010.

The objective of this text is to study computational problems that emerge from the relation
between graphs and bidimensional surfaces, giving special attention to the crossing number problem
and graph drawings on books. We present a reduction from MULTICUT to CROSSING NUMBER,
in addition to a complexity result on comparability graphs based on a known result about drawings

on books.

Keywords: crossing number, approximation algorithms, book thickness, comparability graphs,

maxcut.
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Introducao

Um dos mais conhecidos problemas que relacionam grafos e superficies é o problema da plana-
ridade. Kuratowski (Diestel, 2010), em 1930, caracterizou os grafos que podem ser desenhados no
plano sem cruzamentos, sendo estes os grafos livres de subdivisoes de K5 e K3 3.

Apesar de nem todos os grafos poderem ser desenhados no plano sem cruzamentos, podemos
nos perguntar qual é o seu “melhor” desenho, donde surgem muitos problemas computacionais,
como por exemplo o problema do niimero minimo de cruzamentos. Este problema tem aplicagoes
no projeto de circuitos integrados como mostrado por Leighton (1984).

A questao foi introduzida por Turan (1977), inspirado em um problema real pelo qual passou
em 1944, quando esteve em um campo de trabalho for¢gado préximo a Budapeste. Turan trabalhou
numa fabrica de tijolos, empurrando carrinhos dos fornos aos armazéns. Os carrinhos circulavam
sobre trilhos, e estes ligavam cada forno a cada armazém. O maior transtorno ocorria quando dois
trilhos se cruzavam, pois nao raramente os tijolos cafam nestes pontos. Isso levou Turan a pensar
em qual seria a configuracao que ligasse cada forno a cada armazém minimizando os cruzamentos.

O problema da fabrica de tijolos pode ser formalizado como sendo o célculo do ntiimero minimo
de cruzamentos do grafo K, ,, quando desenhado no plano, onde temos n fornos e m armazéns. Em
1951, Turan levou o problema a Zarankiewicz (1954), que foi o primeiro a apresentar uma tentativa
de solugao.

Neste trabalho, também abordamos os problemas relacionados ao desenho de grafos sobre livros.
Um livro, neste contexto, € um conjunto de semiplanos fechados unidos pelas bordas. Os semiplanos
sao chamados de péginas do livro, e suas bordas se unem no lugar onde as paginas sao presas ao
livro, sendo este chamado de espiral. Tomamos como medidas de qualidade do desenho o ntimero
de péaginas necesséario para desenhar o grafo sem cruzamentos, bem como o ntmero minimo de
cruzamentos em um livro com nimero fixo de paginas. Vamos também limitar o desenho para que
os vértices estejam na espiral e as arestas nao a possam cruzar, pois se estas restricoes nao forem
impostas, o problema torna-se mais facil do que aparenta, como veremos.

Iniciamos com consideragoes preliminares sobre desenhos e cruzamentos, passando para o de-
senho de grafos no plano e em seguida em livros. Abordaremos tanto casos em que se conhecem
resultados exatos, como algoritmos para buscar desenhos 6timos de grafos gerais e a complexidade
computacional envolvida nesta tarefa. Além disso, estudaremos um resultado de complexidade nao
relacionado a desenhos de grafos, mas obtido a partir do conhecimento prévio deste assunto.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo definimos precisamente o que queremos dizer com “desenhos” e “cruzamentos”.
As definigoes aqui apresentadas sdo inspiradas no trabalho de Tutte (1970). Em todo o texto,
usaremos o termo “grafo” para nos referir a grafos conexos que sejam simples, ou seja, nao possuam
lagos ou arestas paralelas. O termo “multigrafo” correspondera a grafos conexos que podem possuir
lacos e arestas paralelas.

Definigao 1. Um desenho D de um grafo G = (V, E) no plano relaciona cada vértice a um ponto
de R? e cada arestas a um arco em R?, de tal forma que:

1. Para todo par de vértices u,v € V, D(u) # D(v).

2. Para toda aresta e = uwv € E, D(e) ¢ a imagem da funcio g., em que ge : [0,1] — R? é um
homeomorfismo tal que ge(0) = D(u), ge(1) = D(v) e Vw € V, D(w) ¢ g.((0,1)). Ou seja,
D(e) é um caminho que liga 0s pontos correspondentes a u € v, sem passar por nenhum outro
vértice.

3. Para todo par de arestas e, f € E, D(e) intersecta D(f) em um nimero finito de pontos.

4. Sejam e, f € E arestas tais que o ponto p estd no interior de D(e) e D(f). Entao eziste € > 0
tal que para todo § < € e toda bola aberta B de raio § centrada em p, D(f) intersecta todas
as componentes conexas por caminhos de B\ D(e).

5. Para quaisquer trés arestas e, f,g € E, D(e) N D(f) N D(g) = 0.

Denotamos por D(G) o conjunto de pontos p € R? tais que p = D(v) para algum vérice v € V ou
p € D(e) para alguma aresta e € E.

“Componente conexa por caminhos” refere-se a um subconjunto C' tal que para quaisquer pontos
x,y € C, existe um arco contido em C' ligando = a y. J& quando usamos a expressao “interior de
D(e)”, estamos nos referindo a imagem de (0,1) por g, e nao ao conjunto de pontos interiores de
9¢([0,1]) no plano. Este altimo é um conjunto vazio, pelo fato de g. ser um homeomorfismo. Além
disso, o desenho de uma aresta e é fechado, pelo fato de g. ser continua e [0, 1] ser compacto.

A propriedade do desenho de uma aresta de ser a imagem de um homeomorfismo impede que uma
aresta cruze a si mesma. A definicdo de desenho também impede, através da quarta propriedade,
que duas arestas se toquem tangencialmente, sem se cruzar. Ja a tltima propriedade impede que
trés arestas se cruzem em um mesmo ponto.

Definicao 2. Sejam G um grafo e D um desenho de G.

e Um cruzamento entre duas arestas e, f € E(G) no desenho D é um ponto p € R? que estd
no interior de D(e) e de D(f).

e O numero de cruzamentos em D, denotado por cr(D), é a soma do nimero de cruzamentos
entre cada par de arestas.
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\>
P
(a) Arestas nio adjacentes.

>

(b) Arestas adjacentes.

Figura 1.1: Eliminando cruzamentos em desenhos nao bons.

e No caso em que G possui pesos nas arestas dados por w, um cruzamento entre as arestas e
e f contribui com we.wy no niumero de cruzamentos, onde w. e wy sao 0s pesos de e e f,
respectivamente.

o O minimo cr(D) dentre todos os desenhos D de G é denotado por cr(G). No caso de G
possuir pesos dados por w, o valor é denotado por cr(G,w). Quando nao houver ambiguidade,
denotamos cr(G,w) simplesmente por cr(G).

No caso de um desenho D sem cruzamentos, dizemos que as componentes conexas de R?\ D(G)
sao suas faces. Ha outras formas de definir cruzamentos e de conté-los. Por exemplo, pode-se
contar o nimero de pares de arestas que se cruzam, desconsiderando multiplos cruzamentos entre
um mesmo par. Podemos também restringir o desenho das arestas a segmentos de reta, chamado
de desenho retilineo. O minimo nimero de cruzamentos em um desenho retilineo do grafo G é
denotado por cr(G).

Definigao 3. Um desenho é dito bom se satisfaz as sequintes condi¢oes:

1. Para todo par de arestas e, f € E, e e f se cruzam no mdximo uma vez.

2. Se as arestas e, f € E sdo incidentes a um mesmo vértice, entdo elas ndo se cruzam.
Neste texto, diremos que um desenho € 6timo se ele minimiza o nimero de cruzamentos.

Em grafos sem pesos nas arestas, um desenho com ntimero minimo de cruzamentos é sempre
bom. De fato, no caso da primeira condigdo estar sendo violada pelas arestas e e f, sejam p e ¢
dois pontos de cruzamento consecutivos. Podemos entao trocar os caminhos percorridos pelas duas
arestas entre p e ¢, alterando o desenho apenas em vizinhangas suficientemente pequenas de p e ¢
(Figura 1.1a).

J& no caso em que e e f violam a segunda condigdo, seja p um dos pontos de cruzamento entre
elas. Novamente, podemos alterar o desenho em uma pequena vizinhanga de p e trocar os caminhos
das duas arestas, evitando que se cruzem (Figura 1.1Db).

A vizinhanga acima utilizada pode ser tomada como uma bola fechada centrada em p que nao
intersecta vértices, outros cruzamentos ou arestas que nao passam por p.

Deve-se observar que as alteragoes sugeridas para eliminar cruzamentos entre arestas adjacentes
ou entre arestas que se cruzam mais de uma vez nao podem ser feitas no caso de grafos com pesos
nas arestas. Isso porque, se trocarmos os caminhos de duas arestas e e f de pesos w, e wy diferentes,
o peso de outros cruzamentos além dos que estao sendo alterados pode mudar, o que faz com que



o namero de cruzamentos apos a alteragdo possa subir. Pelsmajer et al. (2008) apresentam um
exemplo onde este problema ocorre.

Vérias defini¢oes para desenhos e cruzamentos surgiram durante o estudo deste tema, sendo
estas nao necessariamente equivalentes. Pach e Toth (2000) apresentam algumas defini¢oes dadas
por diferentes autores, bem como relagoes entre elas.
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Capitulo 2

Alguns Resultados Referentes ao
Numero de Cruzamentos no Plano

Neste capitulo apresentamos limitantes superiores e inferiores para o pardmetro cr, definido no
capitulo anterior como o niimero minimo de cruzamentos possivel em um desenho no plano. Vamos
apresentar conjecturas e resultados titeis para os capitulos seguintes.

2.1 Grafos completos e bipartidos completos

Em 1951, Turan apresentou seu problema da fabrica de tijolos a Zarankiewicz, que publicou sua
“solugao” em 1954 (Zarankiewicz, 1954). Neste trabalho, Zarankiewicz apresenta um desenho de
K, m, conta seus cruzamentos, e “prova’” que K, ,, nao pode ser desenhado com menos. O desenho
proposto é descrito a seguir e exemplificado pela Figura 2.1.

e Considere o plano com coordenadas cartesianas.

e Desenhe os n vértices da primeira parte sobre os inteiros do eixo x, entre as posi¢oes — L%J e
[g], pulando a posigao (0,0).

e Desenhe os m vértices restantes sobre os inteiros do eixo y, entre as posigoes — L%J e (%1,
pulando a posicao (0,0).

e Desenhe as arestas como segmentos de reta ligando os pontos correspondentes aos seus vértices.

Zarankiewicz afirmou que

et 2] 25221252

que ¢é exatamente o ntumero de cruzamentos do desenho apresentado acima. Observe também que
este desenho ¢ retilineo, ou seja, estabelece um limitante superior também para cr(Ky, ).

Contudo, Ringel e Kainen (Guy, 1969) encontraram erros na prova do limitante inferior. A
afirmacao de que (2.1) vale ficou conhecida como Conjectura de Zarankiewicz (1954), e esta em
aberto até hoje. Alguns casos especias foram provados, como para n,m < 6 (Guy, 1969), para
n = 3 e m qualquer por Zarankiewicz, para n = 5 e m qualquer por Kleitman (1970) e paran =7
e 7 < m < 10 por Woodall (1993). Kleitman (1976) também observou que, se a conjectura vale
para Ko, _1m, entao também vale para Ko, ,m, 0 que implica que temos apenas de procurar por
contra-exemplos em que n e m sao ambos impares.

Para o caso de K, também nao se sabe o valor exato de cr(K,) para todo n. Guy (1960)

conjecturou que Clpng 1] |n—2][n-3
Cf”(n)ﬂzu 2 H 2 H 2 J .
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Figura 2.1: Desenho 6timo de K56 com 2 X 2 x 3 X 2 = 24 cruzamentos.

Limitante superior Valores 6timos
n,m <6 Guy (1969)
n||n=1||m| |m—1 I n=23 Zarankiewicz (1954)
Kom | 2] [257] 2] |22 Zarankiewicz (1954) n—5.6 Kleitman (1970)
n="78e7<m<10 Woodall (1993)
1|n||n=l||n=2]|n=3 O . n <10 Guy (1972)
K 1l3) ") ["77] ["3°]  Blazek e Koman (1964) n <12 Pan e Richter (2007)

Tabela 2.1: Numero de cruzamentos de grafos completos e bipartidos completos.

A conjectura foi provada vélida pelo proprio Guy (1972) para n < 10, e para n < 12 por
Pan e Richter (2007) utilizando o computador. Posteriormente, McQuillan e Richter (2015) eli-
minaram o uso do computador na prova para uma classe de desenhos de Ki1. McQuillan et al.
(2015) investigaram o caso n = 13, mostrando que cr(K13) € {219,221,223,225}. E sabido que
(2.2) é um limitante superior valido (Blazek e Koman, 1964), fato demonstrado pela construgao
descrita a seguir:

e Assuma n = 2m.

e Desenhe m vértices sobre a circunferéncia de raio 1 e m vértices sobre a de raio 2, ambas
centradas na origem, distribuindo-os de forma homogénea sobre as circunferéncias.

e Ligue os vértice internos por segmentos de reta, e os externos por curvas que passam somente
por fora do circulo de raio 2 de forma a respeitar as restricoes de um desenho bom.

e Ligue os vértices internos e externos pelo caminho mais curto.
e Para n =2m — 1, faga a construcao para 2m e remova um vértice.

A Figura 2.2 exemplifica o desenho que leva & Conjectura de Guy. A Tabela 2.1 resume os
resultados conhecidos para grafos completos e bipartidos completos, enquanto a Tabela 2.2 apresenta
graficamente os resultados conhecidos para a Conjectura de Zarankiewicz.

2.2 Limitantes gerais

Apresentamos agora limitantes baseados apenas na quantidade de arestas. Para tanto, considere
primeiramente um grafo planar G, de n vértices e m > 3 arestas. Para todo desenho D de G, no
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Figura 2.2: Desenho dtimo de Kg com % X4 x 3 x3x2=18 cruzamentos.

w1 |2 |3 |4 |5 6 |7 [8 |9 [0 |1 [12 |--
% Grafos planares
% Zarankiewicz (1954)
% Kleitman (1970)
% Woodall (1993) ‘ K7
9 K9
10
11 K7
12

Tabela 2.2: A regido cinza representa os valores de m e n para os quais a Conjectura de Zarankiewicz
ainda nao foi provada. Em destaque estao os menores grafos nesta situagao.
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(a) G (b) H

Figura 2.3: Construindo H a partir de um desenho D de um grafo G.

plano sem cruzamentos, vale a igualdade
n—m+ f =2, (2.3)

conhecida como férmula de Euler (Diestel, 2010, capitulo 4), onde f é o ntimero de faces do desenho,

ou seja, o nimero de componentes conexas de R? \ D(G,). Cada face de D(G,) é delimitada por

pelo menos trés arestas, e cada aresta esta na fronteira de no maximo duas faces. Portanto, temos

que vale

2m
3

< (2.4)

Substituindo (2.4) em (2.3), obtemos
m < 3n—6 < 3n. (2.5)

Tome agora um grafo qualquer G de n vértices e m arestas, e D um desenho de G. Seja H
o grafo obtido a partir do desenho D de G adicionando um vértice para cada cruzamento em D,
dividindo as arestas envolvidas e ligando no novo vértice (veja Figura 2.3).

Observamos que |E(H)| = m + 2cr(D) e |V(H)| = n + cr(D). H é planar, e portanto respeita
(2.5), o que implica que m + 2cr(D) < 3(n + cr(D)), ou seja, cr(D) > m — 3n. Como G e D foram
escolhidos arbitrariamente, temos entao que para qualquer grafo G e qualquer desenho D de G,
vale cr(D) > m — 3n.

Este limitante ainda pode ser aprimorado através de uma andlise probabilistica. Considere um
grafo G qualquer, D um desenho bom de G, U C V(G) escolhido uniformemente, de forma que
cada vértice v € V(G) estd em U independentemente dos outros e com probabilidade p, J = G[U]
o subgrafo de G induzido por U, e d’ o desenho de J dado pela restrigao de D a J. Vale que

cr(d)
E(cr(d'))

[E()] =3[V())] =
E(IE()]) = 3E(V(J)])-

v v

Note que cada aresta de G pertence a E(J) com probabilidade p?, pois uma aresta de G esté
em J se e somente se ambos os seus vértices também estao. Ja cada cruzamento de D estd em d’
com probabilidade p?, pois um cruzamento de D aparece em d’ se e somente se as duas arestas
envolvidas estao em J, e como o desenho D é bom, as probabilidades das arestas estarem em J
sao independentes. Como os vértices entram ou nao em U independentemente, por linearidade da



PESOS NAS ARESTAS 11

Limitantes infori ca(G) = m
imitantes inferiores
cr(G) > igm—g Ackerman (2013)
Limitantes superiores ex(G) < m?* < n'
cr(G) <er(K,) < 1 12] 22 ] [252] |22 Blazek e Koman (1964)

Tabela 2.3: Limitantes simples para o numero de cruzamentos de um grafo G de n vértices e m arestas.

esperanga obtemos a seguinte desigualdade:

2 3
cr(D)pt > m=_on
p p
m  3n
ce(D) > — — —.
P’ P
Esta desigualdade vale para qualquer escolha de probabilidade p. Em especial, tome p = 29—;‘1,

assumindo que m > 97". Observando que esta desigualdade vale para todo desenho bom D de G,
temos: ) 5
m

(@) 2 G52

A desigualdade (2.6) é conhecidada como Crossing Lemma, e foi apresentada primeiramente por
Ajtai et al. (1982) e independentemente por Leighton (1983). Ackerman (2013) mostrou que a
constante pode ser melhorada para %.

Para um limitante superior simples em grafos quaisquer, podemos dispor os vértices sobre a cir-
cunferéncia de raio unitario, ligando os vértices adjacentes por linhas retas. Este desenho é retilineo,
e além disso cada par de arestas cruza no maximo uma vez. Assim, temos que para todo grafo G
sem pesos nas arestas vale cr(G) < cr(G) < |E(G)|? < |[V(G)|*.

Com os limitantes superiores e inferiores apresentados, podemos concluir sobre o comportamento
assintotico de grafos completos e bipartidos completos que ambos crescem quadraticamente com
o ntimero de arestas, ou seja, cr(K,) = O(n*) e cr(K, ) = ©(n*). Para tanto, observe que (2.6)

implica que ;
n n2)3
er(K,) = 0 <(2)2 ) o <( ) ) — 0 (nt)

(2.6)

n n2
e er(Kpn) = Q (E;i;z) —Q (“:2)3) —Q(n?).

Sintetizamos os limitantes desta se¢ao na Tabela 2.3.

2.3 Pesos nas arestas

Para facilitar a especificacao de grafos, utilizamos pesos nas arestas ao invés de considerar multi-
grafos com muitas arestas paralelas. As arestas de peso unitario sao chamadas leves, e as restantes
de pesadas. Ocorre que se substituirmos as arestas com pesos por um nimero correspondente de
arestas paralelas, o pardmetro cr nao se altera.

Lema 1. Seja G um grafo com pesos inteiros w nas arestas, e G' um multigrafo tal que V(G') =
V(G) e para qualquer par de vértices u,v € V(G'), u e v sio ligados por wy, arestas em G’ se e
somente se sao ligados por uma aresta de peso wy, em G. Entao, cr(G,w) = cr(G').

Demonstragao. ( cr(G,w) > cr(G’')) Podemos transformar um desenho de G em um desenho de
G’ com o mesmo ntimero de cruzamentos, substituindo cada aresta e em G por w, arestas paralelas
de peso unitério. Para cada cruzamento de e com f no desenho de G, haverao w.w;y cruzamentos
no desenho correspondente de G’, e portanto cr(G’) < cr(G,w).
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(a) Aresta f tem mais cruzamentos (b) Aresta f ¢é redesenhada pelo
do que e. mesmo caminho de e.

Figura 2.4: Redesenhando arestas paralelas.

( cr(G,w) < cr(G’')) Primeiramente observamos que G’ tem um desenho 6timo em que quais-
quer duas arestas paralelas e e f cruzam as mesmas arestas. Para provar esta afirmagao, seja D
um desenho 6timo de G/, e, f € E(G') arestas paralelas e crp(h) o ntimero de cruzamentos de h
em D, para qualquer aresta h € E(G’). Temos que crp(e) = crp(f), pois caso crp(e) < crp(f),
poderiamos redesenhar f paralelamente a e, e obterfamos um desenho com menos cruzamentos do
que o 6timo (Figura 2.4). Logo, para qualquer conjunto de arestas paralelas ej, ea, ..., ex, podemos
redesenhar as arestas es, ..., e paralelamente a e;, e o nlimero de cruzamentos nao sera alterado.

Dado um tal desenho 6timo de G’, obtemos um desenho de G substituindo cada conjunto de
arestas paralelas eq,...,e; de G’ por uma tnica arestas e de peso k. O desenho de G com pesos
w assim gerado terd o mesmo nimero de cruzamentos do desenho de G’ e portanto cr(G,w) <
cr(@). O

Para obter um grafo G” a partir do multigrafo G’ gerado pelo Lema 1, podemos substituir cada
aresta por um caminho de comprimento dois. Claramente, temos que cr(G") = cr(G’). Assim, para
qualquer grafo G com pesos w, podemos obter um grafo G” sem pesos tal que cr(G”) = cr(G, w).
Se os pesos de G forem limitados polinomialmente no seu tamanho, entao G” pode ser construido
em tempo polinomial.

2.4 Teorema de Whitney

Um resultado importante sobre grafos planares, que sera utilizado na proxima secgao, é o Teo-
rema de Whitney (Diestel, 2010, capitulo 4). Este teorema determina a unicidade de desenhos sem
cruzamentos em grafos planares 3-conexos. Um grafo G é 3-conexo se possuir pelo menos quatro
vértices e se para qualquer par de vértices u,v € V(G), G — u — v for conexo. Disemos que dois
desenhos sem cruzamentos sdo equivalentes se suas faces sdo definidas pelos mesmos circuitos.

Teorema 1 (Whitney). Se G € um grafo planar 3-conezo, entao G possui um tunico desenho sem
cruzamentos no plano, a menos de equivaléncias.

Demonstragao(esbogo). Como G é, em especial, 2-conexo, todas as faces de seus desenhos sao deli-
mitadas por ciclos (Diestel, 2010, capitulo 4). Assuma que existem dois desenhos sem cruzamentos
Dy e Dy de G, que o ciclo C seja fronteira de uma face em D1 mas ndo em Do. Como C nao delimita
face em D5, entdo G — C possui pelo menos duas componentes conexas, G1 e GGo. Observando agora
o desenho D1, podemos encontrar um 2-corte, como mostra a Figura 2.5. O

Observamos ainda que este teorema vale também para subdivisoes de grafos 3-conexos.
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Figura 2.5: O 2-corte estd destacado em vermelho.

Corolario 1. Se G é um grafo planar 3-conexo e G' uma subdivisao de G, entao G' possui um
unico desenho sem cruzamentos no plano, a menos de equivaléncias.

Demonstragao. Seja v € V(G') um vértice tal que G’ — v é desconexo. Se v € V(G), entdo G nao
seria 3-conexo. J& se v subdivide a aresta xy de G, entdo nao haveria outro caminho ligando =z
a y senao a aresta xy, o que também contradiz o fato de G ser 3-conexo. Logo, G’ ¢ 2-conexo, e
portanto todas as faces de seus desenhos sao delimitadas por ciclos.

Assuma que G’ possui um ciclo C’ e desenhos sem cruzamentos D} e D) tais que C’ delimita
uma face em D} mas nao em D). Se C' ¢ o ciclo de G obtido substituindo os caminhos formados por
vértices de grau dois pelas arestas originais em C’, e D1 e Do desenhos de G gerados pelo mesmo
processo a partir de D] e D}, entdo temos que C é fronteira de uma face em D mas nao em D,
contradizendo o Teorema 1. O
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Capitulo 3

Calculando o Niimero Minimo de
Cruzamentos

O problema do ntimero minimo de cruzamentos (CROSSING NUMBER) consiste em, dado um
grafo GG, encontrar o menor inteiro k£ para o qual existe um desenho de G com k cruzamentos, ou
seja, calcular cr(QG):

Entrada: Um grafo qualquer G.
Saida: cr(G).

Neste capitulo estudamos a complexidade computacional envolvida na solugao exata ou aproxi-
mada deste problema.

3.1 Valor exato

O problema CROSSING NUMBER foi provado NP-dificil por Garey e Johnson (1983), e poste-
riormente por Hlinény (2006) no caso restrito a grafos ctubicos. Cabello e Mohar (2013) provaram
que CROSSING NUMBER também é NP-dificil no caso particular em que o grafo de entrada G é
quase-planares. Um grafo G é quase-planar se existe e € E(G) tal que G — e é planar.

Gutwenger et al. (2005) provaram que, dado um grafo planar G e uma aresta e ndo presente
em G, pode-se calcular em tempo linear no tamanho de G o desenho sem cruzamentos d de G tal que,
acrescentando-se a aresta e ao desenho d, o niimero de cruzamentos é minimo. Isso pode parecer
contraditorio com o resultado de Cabello e Mohar citado no pardgrafo anterior, porém ha uma
diferencga. O algoritmo de Gutwenger et al. nao calcula cr(G+e), pois seu espago de busca restringe-
se aos desenhos em que G é representado sem cruzamentos. Ou seja, este algoritmo encontra o
melhor desenho de G + e em que todos os cruzamentos envolvem a aresta e. No entanto, pode
haver uma diferenga arbitrariamente grande entre a resposta devolvida e cr(G), como observado
por Hlinény e Salazar (2007) e exemplificado na figura (3.1).

Se fixarmos o ntmero k£ de cruzamentos, perguntando se um dado grafo G pode ser desenhado
com no maximo k cruzamentos, entdo o problema se torna polinomialmente computavel. O Algo-
ritmo 1 é um exemplo de algoritmo polinomial para k fixo.

Analisamos agora a complexidade deste algoritmo. Para o teste de planaridade, podemos utilizar
um algoritmo linear (Hopcroft e Tarjan, 1974). Chamemos de T'(n, m, k) o tempo gasto para que
o Algoritmo 1 execute tendo como entrada o niimero nao negativo k e um grafo de n vértices e m
arestas. Assumindo que o grafo de entrada é conexo, ou seja, m > n — 1, temos que:

15
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(a) Todos os cruzamentos passam (b) Desenho dtimo.
pela aresta e.

Figura 3.1: Considere que a linha mais grossa do desenho deva ser representada sem cruzamentos para
que o desenho seja dtimo, e que, em qualquer destes desenhos, a face retangular apresentada esteja sempre
presente. Isso pode ser obtido através de uma subdivisdo de um grafo planar 3-conexo. Neste caso, a diferenca
no numero de cruzamentos entre o desenho étimo e o melhor desenho em que todos os cruzamentos envolvem
a aresta e pode ser grande.

Algoritmo 1: Cruzamentos(G,k)

Entrada: Um grafo G e um inteiro nao negativo k.
Saida: cr(G) < k?
se G € planar entao
| devolva Sim.
senao
se k =0 entao
L devolva Nao.

para cada par de arestas ujus € v1v9 em G faga

Adicione um novo vértice x;

Substitua a aresta ujus pelo caminho uqizus, e a aresta vqve pelo caminho vy zvs;
O grafo obtido é chamado G;

se Cruzamentos(G', k — 1) retornar “Sim” entao
L devolva Sim.

devolva Nao.
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T(n,m,k) < O(n+m)+<T;>T(n,m—|—2,k:—1)
)
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+
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2
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Como T'(n,m,0) = O(n + m):

T(n,m,k) = O <<7;l> <m;2> (m”gk_ 1)>O(n+m+2k)> = n®®),

O Algoritmo 1, apesar de polinomial para k fixo, ndo implica que CROSSING NUMBER seja
tratavel para parametro fixo, pois o parametro k determina o grau do polinémio. Grohe (2004)
mostrou um algoritmo de complexidade O(f(k)n?), em que f é computével, provando assim que
CROSSING NUMBER ¢ tratavel por parametro fixo. Kawarabayashi e Reed (2007) forneceram
um algoritmo linear para todo k, aprimorando o resultado de Grohe. Apesar disso, estes algoritmos
nao sao praticos, pois suas respectivas complexidades crescem rapidamente com o valor de k.

3.2 Aproximabilidade

O melhor algoritmo de aproximagao conhecido para CROSSING NUMBER é devido a Chuzhoy
(2011), e possui fator de aproximagao O(n%poly(Alog n)), onde A é o grau maximo do grafo de
entrada. Ja Hlinény e Salazar (2007) mostraram que, no caso restrito a grafos quase-planares,
pode-se usar o algoritmo de Gutwenger et al. (2005) para se obter uma A-aproximagcao.

Cabello (2013) provou, através de uma reducao a partir do problema do corte multiseparador
minimo (MULTIWAY CUT), que existe uma constante ¢ > 1 tal que o nimero de cruzamentos
nao pode ser aproximado por uma razdo ¢ em tempo polinomial, a menos que P=NP. O problema
MULTIWAY CUT ¢ definido como segue:

Entrada: Um grafo G = (V, E) com pesos nas arestas e um conjunto de vértices K C V.

Saida: Um conjunto de arestas F' € E de peso minimo tal que para todo par de vértices u,v € K,
G — F nao contém caminhos entre u e v.

A redugao de Cabello parte do caso especial de MULTIWAY CUT em que |K| = 3.

Apresentamos agora uma redugao a partir do problema do multicorte minimo (MULTICUT).
Neste problema, é dado um grafo GG, um conjunto K de pares de vértices de GG, e procura-se um
corte minimo que separe 0s pares um a um:

Entrada: Um grafo G = (V, E) com pesos nas arestas e um conjunto de pares de vértices K C

{ScV:|S|=2}.

Saida: Um conjunto de arestas F' € E de peso minimo tal que para todo par {u,v} € K, G — F
nao contém caminhos entre u e v.

Aqui, vamos assumir que os pares em K sao disjuntos, ou seja, se {u,v} e {x,y} estdo em K,
entao u,v ¢ {z,y}. Utilizaremos na redugdo um grafo base, uma subdivisao de Kj. Este grafo ¢
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Figura 3.2: Quadro e suas faces

C

d
Figura 3.3: Suporte

construido substituindo cada aresta de K4 por um caminho de comprimento dez. O grafo obtido
serd chamado de quadro, e é dado pela Figura 3.2.

Note que o quadro é uma subdivisao de um grafo 3-conexo, e pelo Corolario 1, qualquer desenho
seu sem cruzamentos apresenta as mesmas faces. Utilizaremos também um grafo que servira para
garantir que cada par é separado pelo corte encontrado. Este grafo ser4 chamado de suporte, e é
dado pela Figura 3.3. Observe que este grafo é a roda (wheel graph) com cinco vértices.

Observe que o suporte também é um grafo 3-conexo, e pelo Teorema 1 o desenho apresentado
¢é o unico possivel sem cruzamentos.

Dada uma instancia de MULTICUT (G, K), com k = |K| < 9 e n = |V(G)|, criamos 6*
instancias de CROSSING NUMBER, como mostrado no Algoritmo 2. A restrigao a k < 9 é essencial,
como ficara claro na demonstragdo do Lema 3.

Seja I o conjunto devolvido pelo Algoritmo 2 e H € I. Um cruzamento entre duas arestas pesadas
de H custa n'0. J4 os cruzamentos entre arestas leves em um desenho 6timo, como mostrado na

Cp ACTA

(a) Vizinhos de u e v. (b) Suporte adicionado.

Figura 3.4: Adicionando suporte
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Algoritmo 2: Redugao(G, K)
Entrada: Uma instancia (G, K) de MULTICUT tal que k = |K| < 9 e os pares de K sejam
disjuntos.
Saida: Um conjunto de 6* grafos.
B gets(V,E), onde V = V(quadro)UV (G) e E = E(quadro)UE(G), tal que as arestas
provenientes do quadro tém peso n®, enquanto as outras tém peso unitario;
I+ {B};
para cada {u,v} € K faga
I' — 0;
para cada G’ € [ faga
para cada par de faces do quadro faga
Escolha uma aresta e de G’ que separe as faces;
Substitua e por um suporte, ligando os vértices ¢ e d do suporte nos vértices
incidentes em e, como mostra a Figura 3.4, obtendo assim o grafo G”’;
Dé peso n® as arestas do suporte;
Identifique u com a e v com b, onde a e b sao as pontas do suporte recém
adicionado;

I'+ I'u{G"}.

LI
devolva [

Secdo 2.2, totalizam um custo ndo superior a n?.

O grafo H tem no méximo 10 x 6 + 8k arestas pesadas, e portanto todos os cruzamentos
entre arestas leves e pesadas somam um custo méaximo de (10 x 6 + 8k)n”. Como k < 9, entdo se
n>6>Y10x6+8x9 > /10 x 6 + 8k, o desenho de H com ntimero minimo de cruzamentos
nao contém cruzamentos entre arestas pesadas.

Para que nao haja cruzamentos pesados, as pontas de cada suporte devem estar em faces dife-
rentes do quadro. Isso faz com que o quadro particione o plano em quatro partes de tal forma que
nenhuma parte contenha um par de K por inteiro. Nos resultados seguintes mostramos como obter
um multicorte de G a partir dos desenhos 6timos dos elementos de I, e como obter um desenho de
um dos 6% possiveis grafos de I a partir de um multicorte de G. Chamaremos de mem(G, K) o
multicorte minimo da insténcia (G, K).

Lema 2. Para qualquer grafo H € I, mem(G, K)n® < cr(H).

Demonstracao. Como observado anteriormente, em um desenho 6timo de H nao hé cruzamentos
entre arestas pesadas, e portanto as extremidades de cada suporte estao contidas dentro de faces
distintas do quadro. Seja @ a imagem do quadro em R? através do desenho 6timo de H. Temos que
as faces do quadro sdo as componentes conexas por caminhos de R? \ Q, e portanto, dado um par
{u,v} € K, todo caminho entre u e v cruza o quadro.

Sejam F' C E(QG) as arestas de G que cruzam o quadro. Como observado no paragrafo anterior, F'
¢ uma solugao viavel do multicorte de (G, K), e portanto mem(G, K) < |F|. Como cada cruzamento
entre uma aresta do quadro (pesada) e uma aresta de G (leve) tem peso n°, |F|n® < cr(H). Portanto,
mem (G, K)n® < cr(H). O

Lema 3. Ewviste H € I tal que mem(G, K)n® +n* > cr(H).

Demonstrag¢ao. Seja F' uma solu¢ao viavel para a instancia (G, K) de MULTICUT. Definimos o
grafo G’ de tal forma que V(G’) = {X : X é uma componente conexa de G — F'} e XY € E(G') se
e somente se existem u € X e v € Y tais que {u,v} € K. Como |E(G")| < |K| e estamos assumindo
que |K| <9, temos que |E(G")| <9, e portanto o nimero cromético de G’ é no maximo quatro.
Seja ¢ : V(G') — {Faces do quadro} uma colorac¢ao de G’. Sabemos que tal fungéo existe porque
um desenho do quadro no plano tem quatro faces, e estas sdo tnicas. Seja H € I tal que, para todo
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Figura 3.5: Caminho entre u e v cruzando o quadro

Figura 3.6: Componentes de G — F desenhadas nas faces do quadro

par {u,v} € K, o suporte de {u,v} em H esteja entre as faces ¢(X) e ¢(Y), onde X é a componente
de u e Y é a componente de y em G — F.

Desenhamos entao os vértices de X dentro de ¢(X), para toda componente X de G — F. Dessa
forma, arestas que nao pertecem ao corte F' ndo precisam cruzar arestas pesadas. Além disso, cada
aresta de F' tem de cruzar o quadro apenas uma vez, pois para cada par de faces existe uma aresta
do quadro que pertence ao bordo das duas. Portanto, cr(H) < mem(G, K)n® + n*.

O

Seja MULTICUT<g o problema do multicorte minimo restrito a instancias com no maximo
9 pares a serem separados. Agora provamos que, caso tenhamos uma aproximacao polinomial de
fator constante a para o problema CROSSING NUMBER, entao podemos obter uma aproximagao
polinomial de razao arbitrariamente proxima a « para o problema MULTICUT «g.

Teorema 2. Se A é uma a-aproximagao polinomial de CROSSING NUMBER, entao existe uma
« (1 =+ %)—apmm'mag:do polinomial para MULTICUT<y.

Demonstragao. Considere o Algoritmo 3. Sabemos pelo Lema 3 que existe H* € I tal que cr(H*) <
mem (G, K)n®+nt. Além disso, pelo Lema 2, vale que cr(H) > mem(G, K)n® para todo H € I. Seja

¢t(H) o valor devolvido por A(H') e mem(G, K) = mingey Crflf) o valor devolvido pelo Algoritmo 3.
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Algoritmo 3: Multicorte(G, K)

Entrada: Uma instancia (G, K) de MULTICUT em que G tem n vértices, k = |K| < 9 e os
pares de K sao disjuntos.
Saida: Uma aproximagao para mem(G, K).
I + Redugao(G, K);
CT — 00;
para cada H € I faga
H' <+ H substituindo cada aresta pesada por n
e’ « A(H');
se cr’ < cr entao
L cr + cr'.

5 arestas paralelas;

devolva &.
n

Temos que

~

cr(H
no

cr(H)
nd

mem(G, K),

mem (G, K)

para algum H € [

Y

v

e também que

mem (G, K)

[
E.
=

IA

IN
Q

(pelo Lema 1)

IN

amem(G, K) + 2
n

o (14 1) menic

Para finalizar a prova, basta observar que se A é polinomial no tamanho da entrada, entdo o
Algoritmo 3 também o é. O

Para o problema utilizado na redugdao de Cabello, o MULTIWAY CUT com trés terminais,
conhece-se algoritmo de aproximacao de razao % (Calinescu et al., 2000), enquanto que o melhor
algoritmo de aproximagao para o MULTICUT tem razao de aproximacao O(log(k)) (Garg et al.,
1996). Portanto, o Teorema 2 traz uma vantagem em potencial, caso seja provado algum resultado
de inaproximabilidade para MULTICUT com nitimero de pares k fixo.

Além disso, estender este resultado para que nao seja necessério fixar o nimero de pares levaria
a uma melhora no limitante de inaproximabilidade de CROSSING NUMBER. Isto porque, como
provado por Chawla et al. (2006), assumindo a Conjectura dos Jogos Unicos, MULTICUT néo
pode ser aproximado por fator constante a menos que P=NP. A Conjectura dos Jogos Unicos é
uma conjectura sobre a complexidade de certos problemas de satisfacao de restri¢coes, apresentada
por Khot (2002), com intmeras aplica¢oes em aproximabilidade (Khot e Regev, 2008; Khot et al.,

2007).
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Capitulo 4

Desenhos em Livros

O problema do niimero minimo de paginas foi primeiramente apresentado por Bernhart e Kainen
(1979), e consiste em desenhar um grafo em um “livro”, de tal forma que os vértices fiquem na es-
piral, as arestas nas péginas, e nao haja cruzamentos. Como o problema tratado até agora, este
também tem aplicagoes em VLSI (Chung et al., 1987).

Definicao 4. Um livro de k pdginas é o espago formado identificando-se k semi-planos fechados
pela borda. A reta formada pelo encontro das bordas € chamada de espiral, e o interior dos semi-
planos sdo as folhas ou pdginas.

Poderiamos considerar o problema de desenhar um grafo sem cruzamentos em um livro, de
forma a minimizar o ntimero de paginas, sem impor mais restrigbes a posi¢do dos vértices e ao
comportamento das arestas. Porém, se formos tdo permissivos, o problema se torna facil. Isso
porque os grafos que podem ser desenhados sem cruzamentos em uma ou duas folhas sao planares,
pois uma folha é um semiplano fechado e um livro de duas folhas é o plano. Além disso, todos os
grafos podem ser desenhados sem cruzamentos em trés folhas.

Mostramos agora como desenhar um grafo qualquer em trés folhas. Primeiramente pomos todos
os vértices em uma mesma folha sobre uma reta paralela a espiral, em ordem qualquer. Para cada
vértice e para cada uma de suas arestas, desenhamos um caminho entre o vértice e a espiral.
Considere agora apenas o plano formado pelas duas paginas restantes e pela espiral. Para cada
aresta do grafo, teremos dois pontos, um proveniente de cada um de seus vértices, e para completar
o desenho da aresta basta ligi-los. Portanto, nos resta a tarefa de desenhar um emparelhamento
no plano. Esta tarefa é facil, pois como um emparelhamento nao contém ciclos, podemos completar
as arestas uma a uma, e cada etapa nunca separa o plano em partes desconexas por caminhos. A
Figura 4.1 ilustra o processo.

Assim, para tornar o problema mais interessante, vamos defini-lo de forma mais restrita, como
apresentado a seguir:

Definicao 5. Um desenho de um grafo em um livro consiste em uma injegdo do conjunto de
vértices de G na espiral do livro, e do desenho de cada wma das arestas em uma unica pdgina. O
problema do numero de pdginas do grafo G, BOOK THICKNESS, consiste em encontrar o nimero
minimo de pdginas necessdrias de um livro em que se pode desenhar G sem que haja cruzamentos
entre as arestas. Denotamos este pardmetro de G por bt(G).

4.1 Limitantes para o nimero de paginas

Buscamos agora limitantes superiores e inferiores para o parametro bt. Os resultados apresenta-
dos aqui sdo devidos a Bernhart e Kainen (1979). Um limitante superior simples para o niimero de
paginas é dado se observamos que as arestas incidentes a um mesmo vértice podem ser desenhadas
em uma mesma pagina sem gerar cruzamentos. Portanto, se chamarmos de ve(G) a menor cobertura

23
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w

(a) A primeira pagina contém os  (b) Nas duas pdginas restantes, ligamos as duas pontas de cada
vértices. As duas pontas de cada aresta. Os pontos sobre a espiral nao representam vértices de Ks,
aresta vao até a espiral. mas a interseccao com as arestas vindas da primeira pdgina.

Figura 4.1: Desenho sem restri¢oes de K5 em um livro de trés pdaginas. Observe que algumas arestas passam
pelas trés pdginas.

)

\

|
\

|

N |
|

|

\

N

Figura 4.2: Desenho em trés pdginas respeitando as restri¢oes impostas na Defini¢ao 5
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Figura 4.3: Arestas em vermelho formam circuito hamiltoniano.

de arestas por vértices do grafo GG, temos que
bt(G) < ve(Q).

J& para obter um limitante inferior, observamos primeiramente que um grafo G com n vértices
e m arestas tal que bt(G) = 1 respeita a relacao

m < 2n — 3. (4.1)

Para provar esta relagao, suponha que exista um grafo G como acima tal que m > 2n — 3. Observe
que, se G pode ser desenhado sem cruzamentos em um livro com uma tUnica pagina, entao se
desenharmos seus vétices sobre uma circunferéncia na mesma ordem em que aparecem na espiral,
suas arestas podem ser desenhadas no interior da circunferéncia sem que se cruzem. Isso pode ser
efetuado ligando-se as duas pontas da espiral, formando assim a circunferéncia.

Procedemos entao desenhando G sem cruzamentos no plano, com seus vértices sobre uma cir-
cunferéncia e suas arestas no interior. Acrecentamos um novo vértice fora da circunferéncia e o
ligamos a todos os outros vértices, formando o grafo G’. Este novo grafo ¢ planar, e além disso
|E(G")| =m+n>3n—3=3|V(G)| -6, o que contradiz a inequagao (2.5).

Além disso, em qualquer desenho sem cruzamentos em uma tnica pagina de um grafo maximal
que pode ser desenhado como tal, temos n arestas formando um ciclo hamiltoniano, com n — 1
arestas ligando os vértices paralelamente & espiral e uma aresta ligando o primeiro ao ultimo vértice
(Figura 4.3). Assim, como m < 2n — 3, no maximo n — 3 nao estao neste ciclo hamiltoniano.

Temos entao que para qualquer grafo G com n vértices e m arestas, e qualquer desenho sem
cruzamentos seu em um livro de k paginas, m < n+k(n—3), pois temos no maximo n—3 arestas por
pégina, mais as arestas do possivel ciclo hamiltoniano definido pela ordem dos vértices na espiral.
Isso implica que, para todo grafo de n vértices e m arestas:

bt(G) > m_ﬂ . (4.2)

Em especial, para K,, com n > 4, temos que

(3) —n

- n—3

= [5]

= |3
Podemos ainda mostrar que este resultado é justo, e para isso apresentamos uma forma de desenhar
Ky, em n paginas sem cruzamentos. O desenho parte de uma triangulagdo de um poligono de 2n

lados, onde cada vértice do poligono representa um vértice de Ko,, € a ordem dos vértices na espiral
é a mesma dada pela borda do poligono. A triangulacdo deve ser construida como mostra a Figura

bt(Kp)
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Figura 4.4: Triangulacao a ser utilizada no desenho de K.

(N2~

Figura 4.5: Desenho de K¢ em um livro de trés pdginas. Aqui representamos o desenho em uma pdgina
através do desenho no interior de uma circunferéncia.

4.4.

Rotacionamos a triangulagao n vezes, obtendo assim n triangulagoes diferentes, e desenhamos
as arestas correspondentes a cada triangulagao em uma pégina diferente. O circuito hamiltoniano
dado pela ordem da espiral pode ser desenhado em qualquer uma das paginas.

Observa-se que uma diagonal presente em uma das triangulagdes nao estard em nenhuma das
outras n — 1 triangulagoes, e portanto n(2n —3)+2n = (22”) arestas serao representadas. Logo, este
é um desenho completo de Ko, em n paginas. Um exemplo é dado pela Figura 4.5. J4 no caso de

K5, _1, basta eliminar um vértice do desenho de Ko,.

4.2 Complexidade do problema do niimero de paginas

Os grafos com numero de péaginas igual a dois sao subgrafos de grafos planares hamiltonianos
maximais (Bernhart e Kainen, 1979), pois dado um desenho em duas paginas, podemos adicionar
arestas paralelamente & espiral até formar um ciclo, como mostra a Figura 4.3. Como decidir se um
grafo planar maximal é hamiltoniano é NP-completo (Wigderson, 1982), entao decidir se um grafo
planar maximal pode ser desenhado em duas paginas também o é.

O fato exposto acima implica que o problema geral de encontrar o niimero de paginas de um grafo
é NP-dificil, e além disso, ndao admite algoritmo de aproximacao polinomial de fator estritamente
menor do que %, a menos que P=NP. Isso porque, se tal algoritmo de aproximacao existisse, entao
poderiamos decidir se um certo grafo qualquer pode ser desenhado em duas péginas, resolvendo
assim um problema NP-completo. Destacamos esta observacao a seguir.
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Proposicao 1. BOOK THICKNESS nao pode ser aproximado polinomialmente por razao estrita-

mente menor do que %, a menos que P=NP. ]

4.3 Numero de cruzamentos em um livro de k£ paginas

Agora vamos considerar um outro problema. Considere um livro restrito a um certo ntimero
de paginas k, e entao perguntamos qual o niimero minimo de cruzamentos que um desenho de um
grafo G pode ter neste livro restrito. Este parametro é denotado por vg(G).

Abrego et al. (2013) provaram que o niimero de cruzamentos do grafo completo em duas paginas
é exatamente o dado por (2.2). Ou seja, a Conjectura de Guy é verdadeira quando limitada a
desenhos em que os vértices sao representados por pontos colineares e as arestas nao atravessam
esta reta.

Na se¢ao anterior, vimos que decidir se um grafo tem ntimero de paginas menor ou igual a dois é
NP-completo. Portanto, decidir se é possivel desenhar um grafo em duas paginas sem cruzamentos
é¢ NP-Completo, e consequentemente calcular o ntimero minimo de cruzamentos em um livro de
duas paginas é NP-dificil.

Além disso, esse problema é NP-dificil também para k = 1, o que foi provado por Masuda et al.
(1987), através de uma redugao a partir do problema LINEAR ARRANGEMENT:

Entrada: Um grafo G = (V, E) e um namero inteiro B.

Pergunta: Existe funcao bijetora f : V — [|V]] tal que

> 1fw) = f(v) < B? (4.3)

weFE(G)

Apresentamos aqui uma redugdo mais simples e curta do que a de Masuda et al..
Seja G um grafo com n vértices e m arestas, com V(G) = {v1,va,...,v,}, e M = 4n*. Observe
que M é sempre par. Construimos o grafo H da seguinte forma:

VH) = VG u{yru |J ek

i€[n],l€e[M]

BH) = E@U ) {vaf ey}
i€[n],le[M]

A Figura 4.6 exemplifica a construgao.
Lema 4. Se existe bijecao f: V(G) — [n] tal que (4.3) € satisfeita, entdo

M
vi(H) < 2n<;> + MB +n*. (4.4)

Demonstragao. Basta mostrar uma permutacgao circular dos vértices que satisfaga (4.4). Seja v; =
f~1(4) e considere a permutacdo que respeita a seguinte ordem:

1 1 1 1 n n n n
yxl...x%vll‘(%_‘_l)...I‘M...le...m%w@ %_H)xMy

Em um desenho satisfazendo esta permutagao temos, para todo v; € V(G), (%) cruzamentos
entre as arestas vxf e xfy para todo ! € [%] , € mais (g) cruzamentos entre as arestas vxf e :L'fy para
todo I € [ + 1..M]. Além disso, os cruzamentos entre as arestas de E(V) totalizam, no méximo,
n?.

Por fim, para cada aresta e = vjv; € E(G), i < j, temos que e atravessa as arestas at;y para
todo I € [& + 1..M], zhy paratodo h € [i +1..j — 1] el € [1.M], e x{y para todo | € [1..2]],
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Figura 4.6: Grafo H construido a partir de Cs. Em vermelho estao as arestas do grafo original.

M
totalizando M (j — i) cruzamentos. No total, temos no maximo 2n(g) + MB + n* cruzamentos,
como queriamos. O

Lema 5. Se (4.4) € vdlida, entdo existe bijegao f : V(G) — [n] que satisfaz (4.3).

Demonstragao. Seja yvive ...vyy a ordem em que os vértices de V(G) aparecem em um desenho
de H que satisfaz (4.4). Definimos f como f(v;) = 1.
Para cada aresta e = v;v; € E(G), i < j, temos que e atravessa pelo menos uma das arestas

vhl‘? e :L'f’y, para todo h € [i + 1..j — 1] e [ € [1..M]. Estes cruzamentos totalizam pelo menos

Yo M(f(w)—f@) =1 | =M Y |ftw)~ f)] ]~ Mm

uweE(G) weE(G)

Considere agora v; € V(G) el € [1..M]. Se z! estiver entre os vértices v; e vj11, onde j, j+1 # i,
entdao a aresta v;x; cruza pelo menos uma vez com cada caminho entre v, e y, para todo h €
[+1..i—1],caso j <i,ouh € [i+1..j], caso j > i. Isso totaliza, no minimo, M cruzamentos. Ja se
mudarmos a posigao de a:; para entre v;_1 e v;+1 (Figura 4.7), as arestas incidentes a l’;’ deixarao de
cruzar outros caminhos que levam a y que nao os os caminhos entre v; e y, sendo que estes tltimos
j& eram cruzados inicialmente. Alguns cruzamentos novos podem surgir, entre o caminho vixfy e
arestas de GG incidentes a v;, mas estes totalizam no méximo m < M, e portanto podemos fazer a
mudanca de posicao de 3:; sem aumentar o nimero de cruzamentos. Fazemos esta mudanca para
todos os vértices xf, i € [n] e | € [M].

Contamos agora o niimero cr(v;) de cruzamentos envolvendo os caminhos v;z}y e as arestas de
G incidentes a v;. Sejam M, o ntmero de vértices :U} entre v;_1 e v;, Mg = M — M., d = dg(v;), dec 0
nimero de arestas v;v;, onde j < 4, e dg = d — d. 0 nimero de arestas vjv;, onde j > 7. Assumimos,



NUMERO DE CRUZAMENTOS EM UM LIVRO DE K PAGINAS 29

(b) Apés a mudanga, o caminho vermelho nao
cruza mais com caminhos ligando v; a y, para

J# i

(a) Caminho vermelho cruza com todos os cami-
nhos entre v; e y.

Figura 4.7: Mudanca de posi¢ao de wm dos caminhos ligando v; a y.

sem perda de generalidade, que d. > dg, e denotamos d = d, — %l = %l — dg. Para d par, temos que:

v ()] # oo+ ()] -
e (57 ()] [F o () (3) ]

M, +d
S

cr(v;)

2
+ N d. dd [(My—d dd
- SMy— — )
(4 ()4 (%) ()4

2
o () (M)

= —M+

d A
> -M+2(2)-—.
> a3

Agora consideramos o caso em que d é impar. Do fato de que LJJ =d, — [%] = L%J — dg, temos:

cr(vi) = :deMe+ (]\g)] + [dde+ <Agd)]
- [ (1) (3

| MLy (Y1) ot + (M5 ) o () )]
- Z}Mﬁ(Me;LdJ)_(LgJ)%gJ (Md_LJJ)+<Md;LdJ>+<LgJ>+m 34|

7N

- gM—i- (Merr 4]y (Md; M) _|d?
 tu(f) -
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Portanto, o nimero total de cruzamentos sera pelo menos

M S @) - @) ] - Mm+ Y <d02<0>M+2<A§)_da(v)2>

4
weE(G) veV(G)
M d 2
= n(3) M| T ve-swl) - ¥ %
weE(G) veEV(G)
M
> () ea | X 1 s ) -t
weE(G)

Assim, caso (ZuveE(G) |f(u) — f(v)|> > B+1, ainequacdo (4.4) ndo seria respeitada, pois M > 2n*
para n > 1. Logo, f satisfaz as condi¢bes do enunciado. O

Os dois lemas anteriores implicam o seguinte resultado.

Teorema 3 (Masuda et al.). Dado um grafo G, encontrar vi(G) é NP-dificil. O

4.4 Ordem da espiral restrita

Denotamos o problema de encontrar o niimero minimo de péaginas de GG, dada uma ordem fixa =
dos vértices na espiral, por bt,(G). A partir desta ordem, construimos o grafo de cruzamentos
G’ de G com relagao a m da seguinte forma:

e Os vértices de G’ sao as arestas de G.

e Dois vértices de G’ sao adjacentes se as respectivas arestas de G necessariamente se cruzam
num desenho em uma pagina com os vértices na ordem .

Duas arestas de G se cruzam em qualquer desenho em uma pagina com os vértices na ordem
quando as suas pontas aparecem alternadas em 7. Por exemplo, se xy e uv sdo arestas de G e os
vértices x,y,u,v aparecem na ordem x,u,¥y,v em 7, entdo xy e uv sempre se cruzam, e portanto
seus respectivos vértices serao adjacentes em G’. Além disso, os cruzamentos que nao sao desta
forma podem ser evitados desenhando as arestas como semi-circunferéncias (Figura 4.8c).

A Figura 4.8 ilustra a construgao de G’, onde as Figura 4.8a e 4.8c representam um grafo
desenhado em uma péagina, enquanto a Figura 4.8b apresenta o grafo de cruzamentos associado.
Observa-se que o problema de calcular bt;(G) é equivalente a encontrar o numero cromatico de
G'. Isso porque, dada uma coloracao de G’, podemos desenhar as arestas correspondentes a cada
cor em uma pagina. Visto que cada cor é um conjunto independente em G’, basta desenharmos as
arestas como semi-circunferéncias para que o desenho nao contenha cruzamentos. Explicitamos este
ponto na seguinte proposicao:

Proposigao 2. Seja G um grafo, ™ uma permutagao circular de V(G) e G’ o grafo de cruzamentos
de G com relagao a 7. Entao bt (G) = x(G'). O

Além disso, o grafo G’ ¢ um grafo circular (circle graph) (Unger, 1988). Grafos circulares
sao aqueles que podem ser representados por um modelo de cordas de uma circunferéncia, de tal
forma que cada vértice é associado a uma corda e dois vértices sdo adjacentes se e somente se suas
respectivas cordas se intersectam.

O desenho de um grafo qualquer em uma tnica pagina é uma das possiveis representagoes de
um grafo circular, bastando ligar as pontas da espiral para formar a circunferéncia, da mesma forma
como dito na Segao 4.1 e ilustrado nas Figuras 4.8a e 4.8c.
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(b) Grafo de cruzamentos obtido a partir
das Figura 4.8a e 4.8c, em que cada vér-
tice representa uma corda, e cada aresta um
cruzamento.

(c) Representagao “cortando-se” a circunferéncia e esticando-a
sobre uma reta. Também podemos ver esta representac¢ao como
o desenho de um grafo em wuma unica pdagina, com as arestas
representadas através de semi-circunferéncias.

Figura 4.8: Diferentes representacoes de grafos circulares.
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(AN
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Figura 4.9: A linha vermelha representa o ponto p. Arcos em azul formam G1, verdes Go e amarelos Gs.

Alguns problemas NP-dificeis podem ser resolvidos em tempo polinomial se o grafo de entrada
for circular. Tiskin (2015) mostrou um algoritmo que encontra uma clique maxima em tempo
O(nlog®n), enquanto Nash e Gregg (2010) desenvolveram um algoritmo de tempo O(n min{a, d})
para o problema do conjunto independente onde « é o tamanho do maior conjunto independente e d
é um parametro do grafo chamado de densidade de arestas. Porém, o problema do niimero cromético
se mantém NP-dificil nesta classe, como mostrado por Garey et al. (1980). Unger (1988) mostrou
ainda que, para k > 4, decidir se existe uma k-coloracao em um dado grafo circular é NP-completo.

Unger também conjecturou que seria possivel encontrar uma 2w-coloragao de um grafo circular,
onde w é o tamanho da maior clique, em tempo O(nlogn). No entanto, esta afirmacgao foi provada
falsa por Kostochka (1988). Posteriormente, Ageev (1996) apresentou um exemplo de grafo circu-
lar, com 220 vértices, livre de triAngulos e cujo niimero cromético é 5. A relagao entre o tamanho
da maior clique e o nimero cromatico em grafos circulares foi estudada e os limitantes apresentados
a seguir foram obtidos. Seja f(w) = max{x(G) : G ¢é circular e w(G) < w}. Kostochka (1988) mos-
trou que f(w) = Q(wlogw), enquanto Cerny (2007) limitou esta funcio superiormente mostrando
a relagdo f(w) < 21-2% — 24w — 24.

Cerny ainda apresentou um algoritmo polinomial de aproximagao baseado na técnica de divisao
e conquista cuja colora¢ado devolvida utiliza no maximo O(wlogn) cores, tendo assim razao de
aproximagao menor ou igual a O(logn). O esbogo do algoritmo é apresentado a seguir:

Algoritmo 4: Cerny(G)
Entrada: Um grafo circular G.
Saida: Uma coloragao de G.
Tome G como sua representagao através de cordas em uma circunferéncia;
Corte a circunferéncia em um ponto qualquer, transformando-a em um segmento de reta
(Figura 4.8c¢);
Escolha o ponto p mais a esquerda no seguimento tal que no maximo § das cordas tenham
ambas as pontas a direita de p (Figura 4.9);
(G1 < cordas cujas pontas estao & esquerda de p;
(G5 + cordas cujas pontas estao a direita de p;
(G3 < cordas com uma ponta & esquerda e outra a direita de p;
¢ + coloragao do grafo Gs;
devolva Cerny(G;)U Cerny(G) U c.

Teorema 4 (éerny). O Algoritmo 4 € uma O(logn)-aprozimagao polinomial para a colora¢ao de
grafos circulares.

Demonstra¢ao. Primeiramente, observamos que G é um grafo de permutagao, e portanto pode ser
colorido com w cores em tempo polinomial (Golumbic, 2004). Além disso, vértices de G nao sao
adjacentes a vértices de G2 em G, e portanto os dois podem ter as mesmas cores. Logo, o niimero
de cores utilizadas sera menor ou igual a w vezes a altura da arvore de recursao, que ¢ O(logn). O

Podemos também utilizar o algoritmo do conjunto independente méximo para elaborar um
algoritmo de aproximacao polinomial simples de mesma razao de aproximacao para a coloracao de
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grafos circulares, e conseqiientemente, para o nimero de paginas minimo em um desenho de ordem
da espiral fixa de um grafo qualquer. Para tanto, considere o Algoritmo 5.

Algoritmo 5: Coloragao gulosa(G)

Entrada: Um grafo circular G.
Saida: Uma colegao de cojuntos independentes de G' que cobre V (G).
c+0;
enquanto V(G) # ) faga
I + maior conjunto independente em G ;
G+ G\I;
c < cU{l}.
devolva c.

Dado que encontrar o conjunto independente méximo é polinomial, temos que o Algoritmo 5
também o é. Provamos agora que este algoritmo é uma O(log n)-aproximacao.

Teorema 5. O Algoritmo 5 é uma O(logn)-aproximagao para o problema da coloragao restrito a
grafos circulares, onde n é o niumero de vértices do grafo.

Demonstra¢ao. Seja x o namero cromatico do grafo circular G = (V, E), e k o tamanho da colegao
devolvida pelo Algoritmo 5. Temos que x > %, o que implica que o(G) > % Logo, o algoritmo
elimina pelo menos % vértices na primeira iteracdo. Além disso, como subgrafos de G tém namero

- . . . . P V(G;
cromatico menor ou igual a x, sabemos que no passo ¢ o algoritmo pintara pelo menos %

Portanto, denotando por n; o nimero de vérices restantes apos ¢ iteragoes:

ng = N;
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Sabemos que, quando sobrarem apenas Y vértices, podemos colorir os restantes com x cores.
denotemos por ¢* o menor inteiro tal que n;» < x. Podemos limitar superiormente k através de
kE<i*+x.

Buscamos agora uma estimativa para i*. Para isso, podemos encontrar um 4 tal que x >

7
n (1 — i) , pois assim temos que y > ny para todo 7 > i, o que implica que i* < 7. Podemos
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também assumir que x > 2, pois quando x = 1 o algoritmo retorna a resposta 6tima.
1\:
X
1\¥] %
X

i

> L~
_ —
_n4
22§in:>

21+log(x) > logn =
X

logn — log(x)
X

Logo, i* < Xw + 1, e portanto k < (1 + W) + 1.
Finalmente, obtemos a razao de aproximacao do algoritmo:

1 —1 1

By logn—loglx) | 1

X 2 X
= O(logn).

O

Pelo lado negativo, pode-se observar que o resultado de Unger (1988) implica que, a menos

que P=NP, nao existe algoritmo de aproximagao polinomial de razao estritamente menor do que %
para a coloracao de grafos circulares. Isso porque, caso um algoritmo com tal razao de aproximacao
existisse, poderiamos utilizd-lo para decidir se um grafo circular dado possui uma 4-coloracao ou

nao.

Proposigao 3. O problema da colorag¢ao em grafos circulares ndo pode ser aprorimado polinomi-

almente por uma razao estritamente menor do que %, a menos que P=NP. O



Capitulo 5

Uma Reducao para MAXCUT

Neste capitulo obtemos um resultado de complexidade para o problema do corte maximo, restrito
a uma classe especifica de grafos. Apesar deste problema nao ter uma relagao direta com desenhos
de grafos, o que é aqui apresentado é baseado em um resultado de complexidade conhecido para o
problema de minimizagao de cruzamentos apresentado a seguir.

Considere o problema do desenho de grafos em livros apresentado no capitulo anterior. Dada a
ordem em que os vértices aparecem na espiral de um livro, podemos fixar o nimero k£ de paginas
e entdo minimizar os cruzamentos. No caso em que k = 1, ndo ha o que fazer, pois a ordem dos
vértices determina os cruzamentos. Mas para k > 2, temos a liberdade de decidir a pagina em que
cada aresta repousa.

Tome um grafo qualquer GG, uma permutagao circular m de seus vértices e G’ o grafo de cruza-
mentos de G com relagao a 7, como definido na Se¢ao 4.4. Ao desenhar G em um livro de k paginas
com seus vértices na ordem 7 na espiral, temos de escolher uma das piginas para cada aresta. Neste
processo, um cruzamento surge sempre que desenhamos na mesma pagina duas arestas cujos res-
pectivos vértices em G’ sao adjacentes. Portanto, minimizar o nimero de cruzamentos do desenho
de G é equivalente a particionar os vértices de G’ em k partes de forma a maximizar o nimero
de arestas ligando vértices de particoes diferentes. Ou seja, minimizar o nimero de cruzamentos é
equivalente a encontrar um k-corte maximo de G’ (Buchheim e Zheng, 2006).

Chamemos de SIMPLE MAXCUT o problema de encontrar o corte méximo em grafos sem
pesos nas arestas. Masuda et al. (1990) provaram que minimizar o namero de cruzamentos em
um desenho em duas paginas com a ordem da espiral fixa é NP-dificil. Isso implica que SIMPLE
MAXCUT em grafos circulares também o é, lembrando que o grafo de cruzamentos citado acima
é sempre um grafo circular. Inspirando-nos na redugdo de Masuda et al., podemos estender este
resultado a grafos de comparabilidade.

Um grafo G = (V, F) é um grafo de comparabilidade (comparability graph) se existe uma
relagdo de ordem parcial < sobre seus vértices tal que uv € E se e somente se u < v ou v < u.
Provaremos agora que SIMPLE MAXCUT é NP-dificil em grafos de comparabilidade. Para tanto
apresentamos uma redugao a partir do problema SET SPLITTING:

Entrada: Conjuntos X = {z1,22,...,2,} e S ={S1,5,...,59,} C 2%.

Pergunta: Existe uma partigdo X1UXs = X tal que S;NX; # 0 e S;N Xy # 0 para todo elemento
Sj €57

Quando a instancia (X, S) de SET SPLITTING admite tal partigdo, diremos que (X,S) é uma
instancia afirmativa.

SET SPLITTING se mantém NP-dificil mesmo quando S é restrito a conjuntos de dois e trés
elementos (Garey e Johnson, 1979). Seja (X, .S) uma instancia deste tltimo caso, em que m = | X|,
n=|S,ns =1[{S; € §:[8] =2} eng =|{S; € S:]|5] = 3}, com ng +ng = n. Seja
M = (2n2—56n3) + 1.

Vamos construir um grafo de comparabilidade G tal que a resposta de SIMPLE MAXCUT na
instancia G nos diz se (X, S) é uma instancia afirmativa de SET SPLITTING ou néo. Construimos

35



36 UMA REDUCAO PARA MAXCUT

W
S 1 S
3
v
Y N7 N7 N7 >
N R WD S XA,
P Yo X W W
avhes XS XN XA L
V7Y " Q. Zav tod
e S0 0 R i
AN N o) RS PR
/ X X X R

7 ?)’o’\?\ /ﬁ’/”»’«»&\ z4

\

i \

y N/

Figura 5.1: Arestas explicitas do grafo construido a partir da instincia X = {x1,22,23,24} € S = {51 =
{z1,22}, 52 = {z1, 22,23}, 53 = {x3,24}}. Cada aresta em vermelho representa M arestas.

7

1?

o conjunto de vértices V' da seguinte forma:

e Para todo conjunto S; € S tal que S; = {x,,2,}, criamos um grafo bipartido completo
Bpq = (Apq, Agp), com |Apg| = |Agp| = M.

e Para todo conjunto S; € S tal que Sj = {xp, x4, x, }, criamos trés grafos bipartidos completos
Bg’q = (Ag?qvAép)7 Bgﬂ“ = (AL{?WA%I?) e BgT = (AglﬁAg’Q)7 com ‘Ag)q, = ’A%T‘ = ’Aép‘ = ‘A{JT’ =
|A¥p‘ = ’A£q| =M.

e Para todo elemento x, € X e para todo S; € S:

J— R 1 2 1 j
Se Sj = {xp, x4}, criamos o vértice wpq.

_ L ; 5 0s vértices w’ J
Se S; = {xp, x4, z,}, criamos os vértices wpy € wpy.

e Para todo elemento x, € X, criamos o conjunto de vértices Z,, com |Z,| = 2M.
Além disso, definimos uma relacao de ordem parcial < em V' como segue:

e Para todo B{;q = (A{;q,AZp), para todo u € A%q ev e Agp, definimos u <vsep<qgev <u
se q < p.

e Para todo wiq eu € A{,q, definimos u < wgq sep<qe wgq <useq<p.
e Para todo Z,, z € Z, e wg;q, definimos z < wf;q sep<qe wf;q < zseq<p.

Seja G = (V, E) o grafo de comparabilidade induzido por < em V. As arestas listadas acima
serdao chamadas de explicitas, e as outras de implicitas. As tinicas arestas implicitas induzidas por
< estao entre vértices w relacionados ao mesmo x € X, por transitividade através de algum vértice
z, como exemplificado pela Figura 5.2. Estas totalizam no méximo (2”236”3) = M — 1 arestas. Seja
K = M(ns+1) —1emc =max{|6(U)| : U C V}. A figura 5.1 mostra um exemplo de grafo
construido como acima.
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Figura 5.2: A aresta em vermelho foi induzida por transitividade através do vértice z.
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Figura 5.3: Vértices azuis estao em U e vermelhos nao. As arestas verdes ndo pertencem ao corte.

Lema 6. Se (X,S) é um instdancia afirmativa de SET SPLITTING, entao mc > |E| — K.

Demonstracao. Seja X1,Xs a particao de X que separa todos os conjuntos em S. Vamos construir
um conjunto de vértices U tal que [6(U)| > |E| — K.

Comegamos com U vazio. Para todo x,, € X e todo wf;q, fazemos w%q € U. Japaratodo x, € X2
e todo z € Z,, fazemos z € U.

Além disso, para todo S; = {z,,z4} € S tal que z, € X, fazemos Agp C U. Para todo
S; = {zp, g,z } € S tal que z, € X1 e xg, xy € X», fazemos Agp, A‘gr, Aip C U. Para todo
S; ={zp,xg, z,} € S tal que xp, z, € X1, fazemos Ay, Alq, Asg C U. O corte é exemplificado pela
Figura 5.3.

Todas as arestas explicitas estarao no corte, a menos de M arestas para cada conjunto de trés
elementos em S. Além disso, as arestas implicitas também nao estardao no corte. Assim,

2ng + 6n3

me > [§(U)| > |E| — Mng — ( )

>:]E\—M(n3+1)+1:|E|—K.
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Lema 7. Se mc > |E| — K, entao (X, S) € uma instancia afirmativa de SET SPLITTING.

Demonstrag¢ao. Seja U C V tal que |§(U)| > |E| — K. Para todo z, € X, seja V,, = {wgq 0S5 €
S,xzg € X}. Se [V, \U| > |V, N U|, mudamos U de tal forma que Z, C U. Caso contrario, z ¢ U
para todo z € Z,,.

Agora, para cada x, € X, alteramos U para que, para todo w € V,,, w € U se e somente se
Z,NU = 0. O corte induzido por U s6 pode aumentar com esta operagao, ja que as ligacoes entre
w e os vértices de Z, representam mais da metade das arestas incidentes a t.

Seja ng qualquer. Modificamos U de tal forma que para todo u € A%q, u € U se e somente
se |A7p \ U| > |Adp N U|. Depois, fazemos com que para todo u € Aj,, u € U se e somente se
A, NU = (). Repetimos esta operagao para todos os subgrafos bipartidos completos Bj,.

Como cada uma destas operagoes nao diminui o tamanho do corte, ainda temos que |6(U)| >
|E| — K. Definimos entao X; = {z, € X : Z,NU = 0} e Xo = {z, € X : Z, C U}. Contamos
agora o nimero minimo de arestas de fora do corte.

Para cada Sj = {z}, x4, z,} € S, se X1, X nao separa S}, entao para cada par {zp, x4}, {zp, z, },
{l'q,:Er}, M arestas nao pertencem ao corte, totalizando 3M arestas de fora. Caso contrério, um
dos pares {zp, ¢}, {zp, 2}, {24, 2.} esta inteiramente contido na mesma parte, e portanto pelo
menos M arestas nao estdo no corte. Ja no caso em que S; = {xp, x4} e X1, X2 néo separa Sj, pelo
menos M arestas nao pertencem ao corte. Portanto, se n~ é o nimero de conjuntos em S que nao
sao separados por X1, X9, entao:

5(U)| < |E| — nsM —n~M = |E| — M(n3 +n").
Logo, se n~ > 1, terfamos que
0(U)| <|E|—M(ns+1)=|E| - K — 1.
O

Como G pode claramente ser construido em tempo polinomial a partir de X e S, temos o
seguinte teorema:

Teorema 6. SIMPLE MAXCUT ¢ NP-dificil em grafos de comparabilidade. O



Conclusao

Neste trabalho estudamos problemas relacionados com desenhos de grafos, com o objetivo de
minimizar o nimero de cruzamentos. Estes problemas, tém se mostrado resistentes as tentativas de
solucdo. Apesar de serem conhecidos e estudados ha décadas, pouco se sabe mesmo nos casos mais
restritos.

Talvez um dos resultados mais impressionantes seja o obtido por Cabello e Mohar (2013),
demostrando que CROSSING NUMBER se mantém NP-dificil quando restrito & classe dos grafos
quase-planares, isto é, grafos para os quais existe uma aresta que, se removida, resulta em um
grafo planar. Este resultado ilustra bem a complexidade computacional envolvida na minimizacao
de cruzamentos.

Do ponto de vista de aproximacao, muito pouco é sabido. A distancia entre os limites de inapro-
ximabilidade e a razao de aproximacao dos algoritmos conhecidos ainda é grande. Do lado negativo,
apresentamos neste trabalho uma modificagao do resulado de Cabello (2013), que apesar de nao
levar a um novo limitante, traz uma vantagem em potencial, ao utilizar como base o problema
MULTICUT, que aparenta ser de mais dificil aproximagao.

Como comentado anteriormente, aprimorar a reducao apresentada aqui para que nao se restrinja
a um numero fixo de pares a serem separados resultaria em uma melhora do limitante inferior de
aproximacao, pois sabe-se que, sob as hipoteses de que P#NP e da Conjectura dos Jogos Unicos,
MULTICUT néo pode ser aproximado por fator constante (Chawla et al., 2006).

Abordamos também os desenhos em livros, apresentando o problema em sua forma mais geral
e alguns casos mais restritos. Novamente, sabe-se da dificuldade de resolver exatamente estes pro-
blemas, mas a sua aproximabilidade ainda é pouco conhecida. Neste contexto, apresentamos uma
prova alternativa a apresentada por Masuda et al. (1987) para o caso do desenho em uma tunica
pagina.

Por fim, adaptamos outro resultado de Masuda et al. (1990) sobre desenhos de grafos em li-
vros, para mostrar a dificuldade de MAXCUT em grafos de comparabilidade. Este tltimo capitulo
exemplifica como o conhecimento sobre este assunto pode ser aplicado a outros problemas.
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