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ABSTRACT

The continuous Time Randon Walk developed by Scher and

Montroll is generalized in égder to include space and time transi-
|

tions rateg. Taking the cont%nuum 1imit in the nandon walk equations
a general equation for spacefcharge transport 18 obtatned.
The equivalence between hoppéng and transport via extended states
with traps is shown to hold in the space charge case. An analysts
of a transport process with two simultaneous conduction process,
one by trapping and extended states and the other by hopping via
traps; is carried out.

The Functional Substitution Method (FSM) 1s introduced in order to

get semi-markofian results from Markofian solutions.

Specific exact solutions are obtained in the high field case and
approximated ones in the space charge case. An approximated ana-
lytical soluiion for the superficial potential decay of a solid

with traps charged by Corona is given by use of FSM.
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CONTRIBUIGOES ORIGINAILS

Constituem contribuigdes originais deste trabalho:
1 - A formulagao de uma Teoria de Passeio ao Acaso Continuo no Tem
po onde as tazxas de transigao dependem do tempo e da posigao .

Através da passagem ao continuo(SS)

esge modelo por saltos for
nece a equagao mais geral que rege O transporte de cargas em
excesso em dielétricos, a Equagao de Fokker-Planck Generalizada.

9 - 4 demonstragdo da equivaléncia matematica entre o mode Lo de
saltos utilizado na formulagao da Teoria de Passeto ao Acaso
Continuo no Tempo com taxas de transigao depeﬁdentes do tempo
e posigao e o modelo de estados estendidos e armadilhas.

3 - 0 estudo de dois processos de condugao simultaneos em um dielé
trico, por armadilhas e estados estendidos e por saltos via
armadilhas.

4 - A formulagdo de um método geral - Método de Substituigao fun

cional - para se obter a solugao das equagbes que regem O pro

cesso de transporte de cargas Semi-Markowiano, através do re

®y

sultado Markowiano. Para problematc em campo alto o método
exato e quando efeitos de carga espacial sao constderados, apro
zimado.

5 - A demonstragdo de que o Método da Iterada de Laplace pode ser
aplicado para a obtengdo de solugoes para processos de trans
porte Semi-Markowianos.

6 - A solugdac aproximada do decaimento do potencial de superficie
em 8dlidos com wm nivel de armadilhas com probabtilidade de es
cape, carregados por descarga corona.

A solugdo € obtida com o uso do Método da Substituigao Funcio

nal em primeira aproximagao.
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INTRODUGAO
Uma consideravel informagao experimental na fisteca do
transporte de cargas em solidos amorfos tem sido desenvolvida(l-g)‘
a partir dos anos 60.e mais recentemente estimulada pelos traba

(77)usando a téenica de Tempo-de-vdo no estudo de

lhos de Pfister
foto-correntes dispersivas observadas nesses materiats quando Sub
metidos a agao de um campo alto. No sentido de explicar tats efel
tos Scher e Montroll(zs)(SM) cstabeleceram um modelo no qual 0
dielétrico é imaginado como um meio com locaits distribuidos ao aca
g0, nos quaig ocorrem saltos de portadores. Pela formulagao de uma
teoria geral de Passeio ao Acaso Continuo no Tempo com probabili
dades de transigdo que sé dependem da posigdo - daqui para frente

R * . , P
referido por CTRW - a carqcteristica do meio é inmeluida na  teo

ria através de uma fungao adequada yyﬁﬁ denominada fungao de dis

tribuigao de tempos de salto. Quando essa fungdo é exponencial 0
processo de transporte é Markowiano e em caso contrario femi-
Markowiano.

Sob o estandarte da simplificagao, a passagem para o con

. (36

tinuo ) nas equa¢5es pertinentes do CTRW representou um passo 4
1ém para o entendimento do processo de transporte.

(78) usando a

Logo apds a publicagao de SM, Silver e Cohen
téenica de esimulagdo Monte Carlo mostraram queé O modelo de armadi
lhas e estados estendidos também explicava efeitos dispersivos 8e
fosse assumida uma distribuigao de niveis exponenctal. Finalmente
a equivalencia matematica entre o8 dois processos foi mostrada ang

(57-58) .(61-62)
>

litieamente por Schmidlin e Nooland? exaurindo a

discussao em campo alto.

* CTRW - Continuous Time Randon Walk.,



No Capitulo I ¢ fetta uma resenha dos resultados expert
mentaie e uma revisdo da parte teorica.
0 corpo deste trabalho é constituido pelo Capitulo II onde o pro
cesso de transporte de cargas é analisado pela formulacao de  uma
teoria de Passeio ao Acaso Continuo no Tempo com probabilidades de
transig¢ao dependentes do tempo e posigao, generalizando as equa
goes de SM. '

(35) optem=se a Equagdo de Fokker- Planck

Pela passagem ao continuo
Generalizada e com seu uso mostra-se a equivaléncia matematica en
tre o modelo de saltos e o de armadilhas e estados estendidos, quan
do efeitos de carga espactal 850 considerados. Apresenta-se o Mé
todo da Substituigdo Funeional (SF) e estuda-se 0 transporte de
portadores admitindo-se dois processoc de condugao simultaneos, um
por armadilhas e estados ectendidos e outro por saltos de armadt
lhas. |

0 Capitulo III é dedicado a aplicagbes do método SF em campo alto
enquanto que o IV aborda a viabilidade do uso do Método da Iterada

(63) em conjunto com o da SF para a obtengao de solugoes

de Laplace
Semi-Markowianas.

0 #ltimo capitulo abrange problemas ccm armadilhas e apresenta cQo
mo resultado principal a expressao em primeira aprozimagao para O
decaimento do potenctial de superficie de um dielétrico com armadil
lhas e escape, carregado por desecarga sorona. Em cada capitulo ¢

feita uma introdugao onde os assuntos a serem tratados sao coloca

dos no contexto geral da tese.
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CAPITULO I
EFEITOS ANOMALOS EM TRANSPORTE DE CARGAS EM MATERIAIS AMORFOS

0 deslocamento de cargas através de um material dﬂelétri
co faz um papel essencial em uma larga variedade de dispostitivos ge
rados na industria atual em campos tais eomo a gravagao eletristati
ca, a produgac de eletretos e isolantes elétricos.

Assim & que o desenvolvimento industrial, principalmente dos patses
desenvolvidos, tem polarizado a atengao de muitos pesquisadores
motivando diversos trabalhos experimentais em materiats amorfos
tanto minerais como organicos, dirigidos em esséncia a busca do en
tendimento do mecanismo de transporte nesses sélidos.

Neste capitulo passaremos em revista os resultados expe
pimentais mais relevantes obtidos recentemente, bem como a teoria
formulada por Scher e Montroll(26), o primeiro ensato efetivo de
se chegar a aiguns conhecimentos da dinamica dos processos de irans
porte em materiais amorfos.

A Secgdo I trata da téenica experimental mais utilizada e dos re
sultados enquanto que a II e a III discorrem sobre a formulagao ted

rica desenvolvida.
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I - TECNICA EXPERIMENTAL E RESULTADOS

TOPICO 1 - Técnica experimental

Uma das formas de observagao indireta das propriedades de
transporte de cargas em isolantes ¢ a medida de correntes transien

tes devidas qgcargas injetadas nesses materiais.

Tais medidas sao realizadas com o uso da técnica denominada " Tempo

-~ gt 1-4) . . e .
de voo" » popularizada tanto por sua eficiéencia quanto pela gim
plicidade em termos experimentatis, tendo sido aplicada entre ou
tras, em pesquisas relactionadas com irradiagao de dielétricos com

*
elétrons de baiza energia(s_se

De uma maneira resumida o método consiste no seguinte:
Sendo a forma de amostra a de um filme fino, ela é colocada entre

dois eletrodos, um deles semi-transparente.

Por agao de wm pulso de luz através do eletrodo semi-transparcnte
» « . -

eriam-se pares de cargas na superficie da amostra, gerando uma fz

na camada de portadores de um sinel, uma vez que as cargas de sinal

oposto sao absorvidas pelo eletrddio iluminado.

A placa semi-transparente na qual ocorre a ingjegao ¢é denominadcele

trodo de frente e a duragao do pulso de luz deve ser muito menor

que o tempo-de transito dos portadores o qual é definido como o tem

po necessario para a camada de cargas atravessar toda a extengao

da amostra, o que ocorre pela agao de um campo elétrico aplicado

. - L4 3 0
perpendicularmente a superficie maitor da estrutura. O tempo de tran

sito sera daqui para frente representado por to .
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A seguir tem-se um diagrama representative da téenica de tempo-de-

vao;

p__E#_J
C

PULSO DE LUZ

————

.

vV 1—'AMOSTRA

'\

| ELETRODO
SEMI-TRANSPARENTE R

|
|

A ———————

e ——
———
—

—

Nossa deserigao restringir-se-a ao caso usualmente tratado tedrica
e experimentalmente, ou seja, ao de um pequeno pulso de portado
pes na agmostra e campo aplicado alto. Neesa situagao, comumente re
ferida por "Campo Alto”, o eampo assoctado as cargas em mévimentoé
muito pequeno em comparagac ao campo estabelecido pela fonte,de for
ma que o campo elétrico local & considerado constante em toda a esg
trutura. Se a constante de tempo RC do eircuito externo é pequend
em relagdo ao tempo de transito (RC < to), a fonte de tensao dc &
capasz de manter congtante o0 campo atfavés da amostra e a camada de
portadores que nela se move induz uma corrente eletrica constante,
J& = LA /L | no eirecutto externo.

Na expresgao de é(t), 0, é a carga em.excesso,,A a aieacﬁs; eletro
dos, L. o comprimento da amostra, 3, a velocidade média de arrastg

mento da camada de cargas,?l a resisténcia do circuito externo e C

a capacitancia da amostra. Assim, até o tempo de tramsito, o resul

% caso em que se tem R(>{, & denominado Modo de Voltagem(s’lo).
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tado que se espera obter para uma medida de corrente, é o de um va
lor constante. Apde Lo a corrente deve se anular,uma vesz que todos
os portadores deixam a amostra. Esse ¢ o caso para medidas reall
af1-4), (l_ékflz-ISJ

zadas em ‘a temperatura ambiente. (Vide figu-

ras 1.2 e 1,3)

it |

to

fig. 1.2 =~ Aspecto idealizado da medida de correntes
transientes para uma fina camada de - car
gas que se move com velocidade constante
e deixa a amostra em i=+t, .

e e e = - e —

o=Se
TOTTROV/S0 am T T T

1 0.5 wSEC/DIV)

fig. 1.3 - Perfil de corrente em a-S¢ i temperatura am
hiente. O tempo de transito & facilmente
identificavel. 0 "ar-edondamentec do sinal
em torno de t, & atribuido a dispersao nos
tempos de chegada dos portadores, come re
sultado de flutuacoes estatisticas de even
tos individuais que caracterizam o trans-
porte . (15)

(reprodugac de Owen e Marshall ).
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TGPICO 2 - Resultados anomalos.

Contudo, em recentee experténcias em a-Se(g’Js’ES) a

baixa temperatura e em uma classe cada vez maior de materiatis amor

foe a temperatura ambiente, tanto minerais como Selentde(lsS. ) (16_22f

quanto algune compostos organicos dopadoe como © TNF-PKV(23’24) s
foram obtidos perfis de correntes que se desviam de maneira aguda

da forma retangular.

Conforme é inddcado na fig.1l.4, o sinal desvia-se da forma usual,
Vé-se que a corrente cai raptidamente logo apés a injegao do pulso,
gsendo seguida de uma regiao de transigao que é formada por  um

"plateau”". A seguir decat lentamente com © tempo, formando uma lon

ga cauda.
PLATEAU JAIL
11 w/ ///
» A
2 | — /
<« ~
¢ ! T
= I =
! L
T-r 0.2 myec /div t
fig.1.4 - Trago de correntemedida em As, Se; . (26)
(reprodugao do trabalho de Sher-Montroll Y.
Na realidade, existe uma semelhanga muito grande entre as distor

goes nos perfis de corpentes medidas em todos esses materiais, ha
vendo uma forte indicagao de que o processo de decaimento deve ser
o mesmo.

Se os dados ezperimentais, para cada amostra, 8ao eolocados numa
escala logaritmica, a forma de decaimento ¢ invariante. Em outras

palavras, se a corrente é normalizada para d(ﬁ?&(&) * ¢ o tempo me

*4. € o tempo para o qual termina o "plateau" na fig.l.4, escolhido por alguns
autores como ¢ tempe de transito.
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dido em untidades relativas de i//tg , perfis de corrente obtidos
tanto pela variagao do campo elétrico aplicado, como pela variagao
da espessura da amostra, colapsam em apenas uma curva de forma 1in
variante {(ver fig. 1.5).

Esta invariancia da forma de decaimento foi denominada UNIVERSALI

DADE(23’26).

B s e T P e B T ]

)\L n-ds;5e,
A O0um doum

R YR

) T oy s
~ -EXPECTED T S.CPE-058 ELEC"RODE
(Ve
3 GAuSSen SPREAD s TEMPERATURE
5 ™, 6600 MBET }~ﬁ$ N
v 24
wd
Lo~ 528M§C‘”;\\ -
o0 Memmsic v ¥ .
“T3 Tzs A R :
E 85 58 \b’ -
* B o0 . -
- % 1CC 35 BLo \\ SLOPEs.ms_
z 730 202 : :
.. 660C 80 ! k
: ) :
IL‘—*— L. ‘ L ' \] n ‘ir- ||i
-2 | 5 a |
LCe 1/
A = . , (24)
Fig..1.5 - (reprodugac dos resultados obtido por Pfister em

As medidas foram feitas para um grande intervalo de
variagac dos tempos ie transito, sendoic escolhido
sempre como o tempo onde termina o'"Plateau'na Fig.l.d

Uma ecaracteristica muito peculiar dos tragos de corrente em escala
logaritmica, nos materiate que apresentam a universalidade, é que
a gsoma dos coeficientes angulares dos logaritmos das correntes pa
ra t/t.(l e {/£52L(para antes e depois do tempo de transito) é sem
pre tgual a(- ), sendo a forma funcional da corrente dada pela

lei da poténci& inversa:
- (1-a) hore t/e, <!

Bo= §
L (1) pona. g >4
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yarias influéneias podem ser atributdas como caueas des
ses desvios do perfil ideal, a saber:

- Tempo de resposta RC do circuito empregado exzperimentalmente .

Perda de portadores devida a armadilhas profundas.

Variagdo da mobilidade devida 4 falta de homogeneidade na amos

tra. &Y

Variagdo do campo elétrico local devida & cargas presas em armadi
lhas
- Abertura da camada de cargags até uma largura comparavel a espes
sura da amostra.

Quanto a estas influencias, Scher e Montroll acreditam
que as duas primeiras determinam as Limitagoes praticas da expe
piéneia transiente e para a efeciéncia de sua realizagdo deve-se ter
R(:<<{5e %(ﬂ-onde tT ¢ o tempo de vida em armadilhas profundas. As
préximas duas podem causar apenas variagoes no nivel da  corrente
mag nao propriamernte uma alteragao em sua forma, sendo o ulti-
mo item, a abertura da camada de cargas, aquele que eles creem ser
realmente o sintoma geral de um numero poseivel de causas de  deg
vio do comportamento ideal da corrente.

Com regpeito a estas ideias que descartam a possstibilida
de de se explicar correntes disperstivasg através do modelo de arma

i

dilhas e estados estendidos, consideramos ndo estarem corretas uma

(61=-62) (57-58)

ves que Noolandi e Sehmidlin

conseguem em campo alto,
explica-las através desse modelo, enquanto que para campo qualquer
moe tramos (Cap.II) também, numa generalizagdo do trabalho de am
boe bem como de SM,que o8 dois modelos matematicamente 8e equiva
lem embora fisicamente sejam distintos, valendo a equivaléncia em
todas ae circunstdcias, desde que 8ob condigoes isotérmicas.

Contudo, continuemos no'desenvolvimento das itdétias de SM. A abertu

ra do pacote de portadores pode ser uma consequéncia de flutua
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goes estatieticas provocadas por wma variedade de processos tats co
mo armadilhas miltiplas, saltos, dispersdo devida & nao-homogeneida
de do material, ete. Esses processos tanto provocam uma abertura na
distribuigdo dos tempos de transito dos portadores, como uma varia
¢do no nivel da corrente, 0 que sugere um processo estatistico  re
gendo a dinamiea dos portadores, através de uma fungao de distribut
¢ao simbolizada por \+hj. A formulagdo tedrica desse processo esta
tietico que se baseia fundamentalmente numa teoria de Passeto ao

Acaso sera o préximo assunto a ser mostrado.

II - TEORIA.

Nestaq secgao é desenvolvido todo o modelo realtizado por
Scher e Montroll para explicar o fendmeno de correntes diopersivas

em solidos amorfos.

IT.a - TRANSPORTE ELETRICO VIA "ESTADOS LOCALIZADOS"™ COM UM ~ "PAS

SEIO A0 ACASO".

No estudo do transporte elétrico em sélidos desordenados
em geral estamos interessados na forma funcional das diversas gran
dezas pertinentes para a partir delas conhecermose as propriedades
elétricas do material. F este o caso, por exemplo, da condutividade
dependente da frequéncia (W) .

0 ecomputo dessa grandeza esta diretamente relacionado com © ealeulo
mecadnico~quantico das amplitudes de probabilidade de transigies en
tre estados possiveis para ocupagdo de elétrons, devidas a  intera

¢bes com campos aplicados, espalhamento mecanico (impurezas, fonons )
(28)
c .

at
Uma forma de conectar a condutividade elétrica com uma teoria de
Passeio ao Acaso — daqui para frente referido por PA — & pelo

(28,29)

ugso da teoria de resposta linear na qual a probabilidade de
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transigao ’P@,iﬂJ, calculada quanticamente, € reconhecida como sen
do a fungdo probabilidade de se encontrar um portador em um local 4
num tempo 1 , 8e estava em 4, em {:0.Fssa fungao probabilidade faz um
papel chave no desenvolvimento da teoria de PA. Como o PA é um pro
cesso cldassico, evidentemente que tal conexdo é uma aproximagac e a
idéia central para o cdleulo das transigdes é que elas ocorrem  eg
eclusivamente entre "Estados Loealizados”, ou seja, considera-ge o
movimento do portador apenae de um estado localizado para outro.

Escolhendo-se como fungdes de base um conjunto super-completo de fun
goes de onda ?%ﬂuzlﬂh localizadas e orto-normalizadas, onde 4 deno
ta tanto um estado como a posigao de um local, a probabilidade de

transigdo de um estado o, para um estado A apos um tempo t , sem

. , ’ -
termos do hamiltoniano Jﬁ , sera:

P(&,t/so) = f(’A}EXD(-x‘H%)M&/Z eq.(1.1)

A determinagao de 1%&tJﬁJ pode ser feita de varias maneiras, seja
pelo ealculo direto da eq.(1.1) com un hamiltoniano adequado, 8eja
pela presungao de uma equagao a qual ?ﬁ#AJ obedece ou atraves de uma
teoria de PA que modela o movimento dos portadores.

Descarta—-se a primeira possibilidade visto que o ealculo quautico
em geral é extremamente arduo (10).

Reconheecendo i%&éﬂ&)como a probabilidade de um portador estar num
loecal A apbs um tempo t se estava em Ao em 10 e definindoﬂg»co-
mo a probabilidade de transigao de A para 4 por unidade de tempo,

(10}

assume=-se que a variagaoc de F%@ﬁ/QJ com o tempo segue a equagao

de "ganho-perda" denominada equagao "master” (EM):

)
2(;&/6‘): 2:’ W4aap(41*/40) ~ Wy, D{é’ﬁ/'s") eq. (1.2)

onde Q&, pode ser encontrado através da eq.(1.1) a qual se torna ex



tremamente util e bastante simplificada para calculos que envolvam

pequenos intervalos de tempo Ot , sendo dada por:
z

gy = KL ErsIe

ja tendo sido calculada anteriormente por Miller e Abrahans(?ge

Uma formaintuttiva de entendermos a equagac master é observarmos
que ?%&fﬂh) é proporctonal a4 densidade de portadores no loecal A .
Assim, podemos dizer que a variagao de densidade com o tempo(a@@ﬁ)
¢ igual a densidade de portadores que estao no local A e vaoe pa
ra A , menos a densidade de portadores que saem ae A . 4 resolu

gao da eq.(1.2) pode ser feita com o uso da condigao tinicial .

iy
, ) _ _
H%q%m}:g%% .E£ possivel mostrar-se que a solugdo da EM equivale
a resolugdo de um "Passeio ao Acaso” numa rede regular de " ponteos
loealizados " gu locais para saltos de portadores, ou seja, para

materiais ordenados.

Na sequencia veremos que a teoria de "Passeio ao Acaso” aplicada ra
ra materiais cuja estrutura é nao regular, leva-nos a uma equivalén
eta de resolugao de uma equagaoc mais geral denominada "equagado mas

ter generalizada” -— referida daqui para frente por EMG -—
+

[

(1 < :
oV A0 |z > Ke-a) Plsgr,) - j{é_(;:-a) Vs, 4)5,) eq. (1.4)
[ ALt )
Ft A )
D .
onde o Xernel.JEfU & eserito! %0’ por Jigf)z %%)u%h
Note-gse que a eq.(1.2) & um caso particular da equagdo master gene
ralizada, bas tando que se faga \Rgslzéﬁuagy.
A primeira (eq.(1.2)) € 0 cago de processos markowianos enquanto a

ultima refere-se a processos Semi-Markowianos.



I1.b - PASSEIO A0 ACASO CONTINUO NO TEMPC EM MATERIAIS AMORFOS.

Esta secgdo é inteiramente dedicada ao desenvolvimento de
uma teoria de Passeio ao Acaso continuo no Tempo, daqui para fren

te referido por CTRW.
TOPICO 3 - Processo estocastico.

Quando analisamos um fendmeno que varia com um certo grau
de imprevisibilidade a medida que o tempo passa, estamos em face
de um processo estocastico (P.E.,). No desenvolvimento de uma teo
riq de Passeio ao Acaso Continuo no Tempo, encontramo-nos exatamen
te nesse caso, queremos analisar gituagbes durante um certo perio
do de tempo, ae quais sao influenciadas por "chances"” ou ecausas
aleatérias.Assim ¢é que estamos interessados em considerar um pro
cesso eetocdstico que contenha ae naturezas fisicas essenctats  de
transporte por saltos em um sélido molecular desordenado, mas que
seja suficientemente tratdvel para caloular a fungao 7%&%%%) que é
a "chave" para qualquer calculo em Passeio ao Acaso.

Esse PE deve ser completamente geral e inclutr tanto o caso de ma

teriais ordenados como os desordenados.

TOPICO 4 - Modelo de Scher e Montroll

SM admitem que um sélido amorfo pode ser considerado como
dividido em uma rede de células regulares as quais contém " pontos
loecalizados” ou "locais” distribuidos aleatoriamente. Tais pontos
localizados seriam os lugares possiveis de serem ocupados por por
tadores que saltam. Assim, o transporte de cargas € feito através
de uma sucessac de saltos de um loeal 4 outro. Como em suas hipo
teses as distancias inter-locats vaeriam em torno de um valor médio
e as taxas de transigac inter-locails vaﬁ) sofrem flutuagao esta
tistica, o, que provoca uma larga dispersao nos "tempos de salto ',

entendendo-se "tempo de salto" como o intervalo de tempo entre a

chegada de um portader a um local e sua chegada ao local préximo ,
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o modelo de trangporte em material amorfo que € feito na realidade
é aquele no qual o portador se move numa rede regular cujo parame
tro € a distancia média entre ©5 locais para saltos, mas que pos
sui uma fungao de espera que carrega toda a informagaoc do carater
aleatorio do processo. Agsim, se seguirmos o movimento de wum
portador apenas, observaremos uma larga flutuagac nos tempos de sal
to a medida que ele vat de um local a outro., E evidente que esta se
quéncia é um PE e a varidvel aleatdria significante é a probabili
dade do portador estar em um certo loeal 5 .

Em todo processo estocastico devemos conhecer a fungao de
distribuigao da variavel aleat5ria’YéU que controla os eventos 1in
divi&uais na sequéncia. 0 que se quer portanto, é um Passetio ao
Acasc Continuo no Tempo (CTRW) governade pela fungao de distributi-
g&oq§@d)que rege os eventog inter-locais.

Este processo é uma generalizagdo de outro desenvolvido anterior

(31)

mente numa teoria denominada "Passeto ago Acaso em Redeg”t¥

TCPICO 5 - Definigdes, simbolos e aproximagoes utilizadas.

De fine-se:

fq%%t)c*k - Probabilidade de que o tempo de salto ocorra entre
t ¢ ttdl ¢ 0 salto resulte num deslocamento A .
?%&f/&J - Probabilidade do portador estar em A apds um tempo t se

em 120 estava em Ao .

Nosso objetivo fundamental é determinar ?%&MJ em fungao
de q;%ﬁﬁ), Lem como gerar esea fungao de distribuigao. Antes de se
abordar esse topico, temos algumas consideragoes importantes que
devem ser levadas em conta.

Adimite-ge que a fungao de distribuigao pode ser escrita por:
,%éft) = }D('S‘) ‘S&//) eq.(1.5)

* Random Walk in Lattices - Montroll*Weiss(Bl).



tendo-se a conservagao da probabilidade;

;Z ?)(,S) =1 eq.(1.6)

Como consequéncia a fungao de distribuigao de tempos de salto V/ﬂ)

sera dada por:

’}ﬂ(g): quﬁ’t) 6q. (1.7)
i |

Esta supostgao € Jjustificada borque ge todos os locais saoc  equiva
lentes, a fungdo de distribuigao de tempos de salte 7(/(// ¢ univer
sal para todos eles como o é também a probabilidade de transigao de
um salto 4 um local A distante (P(s)), Jja que os "ecanaie" de decai
mento para cada ponto localizado sac identicos.

No ealeculo de ?(5;t/4a) devemos levar em consideragac a posg
sibilidade de portador chegar a A num tempo t , bem como a posst
bilidade de sua chegada a A num tempo &< bk , af permanecendo  no
minimo por um intervalo de tempo At=t-&

Introduzimos uma fungao auziliar ?2 4,¢/4.) definida por:
P

EM(’S,&//SQJ At - Probabilidade do portador chegar a A em M pas
sos num tempo entre T ¢ t'ot se em t:0 estava em A, , eom:

A= ;’ 2: 9 oA inteiro . eq. (1.8)
@k - vetor de base unitdario da célula primitiva.

TOPICO 6 - Formulagac matematica do CTRW.

Em todo "Passeio ao Acaso" o aspecto central € a geragao
passo-a-passo da probabilidade de wn caminhante !' ehegar a wm dado ponto
Com as definigdes anteriores, a probabilidade de chegar a um local
em W44 paseos relacionam-se com a anterior (em M passos) atraves

da equagao

b
(5t14s) = Z '(‘JG' Vo ee) R (o) 6q. (1.9)
-

M4y J
=]
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com a condigao inictial %L(iﬂav) = é&o(g({-o*) eq.(1.,10)
A fungao de interesse imediato é:

Q(’brt)'—" Z, RM({\,U&?J- probabilidade por unidade de tempo do porta
dor chegar a A num tempo t, se em t=0" estava enm Ao s indepen

dente do numerc de passos.

Somando sobre M. a equagdo (1.9) e usando a condigdo intcial vem

t ,
R[f):'t) - E, dé /g]({'s—f)}}ll_‘é) %(5;@) - S&,US({do‘r) - eq.(1.11)

0

Nosso proximo passo deve ser o de resolver a equagdo integral(l.11)

Tomando a sua transformada de Laplace, com o uso da propriedade da

convolugao resulta:
X ¥ <J ) Qk‘ ,
R(é,%)—— %{ﬂ L, fg(é-J) (ﬁjﬂ) — 54’0 eq.(1.12)
j)

Va passagem da eq.{(1.11) para a eq.(1.12) fizemos uso da eq.(1.5) e

utilizamos a seguinte notagao para as vransformcdas de Laplace das

diversas grandezas pertinentesg:

N o8
fé ”P(H)j = (@uuif&z‘) Jdt = 7??4,4) eq.(1.13)

/

Jo -
&
-at g &
Oé }A(f)f -/Ag %{70}5 = %‘f{) eq.(1.14)

Tomando a transformada de Fourier da eq.(1.12) vem:

ik o STk S ik
Z elkig(ﬁjl{) - wu) L%[ﬁﬂu)éq e ;7(6‘5’) —4‘ é JO eq.(1.15)
4 4

Y



X ~f:é5,,r—- y
Lembrando que u[\?/a{é'”}: 2 f}O(U’} e chamando ;

Ulew) = FARIsw] = Z; ;R 1w

eq.(1.16)

}(k) = j'vf P(’S)j - | Q,"‘H;,,(a) eq.(1.17)
3

teremos:

Life,w) - y(:)j(é) Uk, u) - { o 6q.(1.18)

U(ku)“/:":((le)w@)ri (1.19)
) -4 _/ eq.(1.19

Achando a primitiva de L (h)u,) vem:

-1
Nipu = N> 5 €[4 -2 %}] v (1.0
13

; 3
onde k; = .ZITMQ/J,-N'), m; inteiro, tendo-se N7 =z no de pontos da rede.
- £ . -
A fungado ‘\\(t»,u):;]{u‘/’(u)e chamada fungaé estrutura generalizada de um
CTRW. '

S ¥
Obtida :f?.(i,u), falta-nos fazer a conexao entre P[f‘)fﬂcge ;8[%&/1")— Por
uma simplificagdo, daqui para frente o simbolo A sera omitido da
notagao. - . Lefinindo Q%Qcomo a probubilidade do portador permang

ecer fixo num intervalo de tempo entre [O,tj 5 ’P(df-é) relaciona-se com

R{b,%) através ‘ dz:
1

’P[d,.}:) = |dC @(f’&)%ﬂ/é)

&
Por outro lado, lembrando quewﬁ)o}f é a probabilidade de um portador

eq.(1.21)

saltar num intervalo de tempo entre © e t1dT @(1‘) tem uma vrela

¢ao direta com w(") dada por:

¢
@(-&) = _L —jW(g)c}G | | eq.(1.22)



As transformadas de Laplace de (1.21} e (1,22) sqo, respectivamente:

/P?ﬁru) = @(M Q’E&,M) eq.(1.23)
E
éE?U) = Ji¥:~}£2i9 eq.(1.24)
Mo

Levando-se (1.24) em (1.23}) tem—se:
—~ ¥ x ¥
- [i’ W(”J R(d,%) eq.(1.25)

FPinalmente substituindo (1.20) em (1.25) resulta:

P(é u) = N L 4 “L (M))/( Alk) %‘W)] eq.(J.zs)l

2 eq.(1.26) nos da a transformada de Laplace do propagador basi
co ’P(H) em fungao de %{u) e da fungao estrutura generalizada Wikw) . De
imediato verificamos' nao ser possivel acharmos é--{fr;(‘d,!«)}:?ﬁ.f}, sem
especificarmos uma definida fungao de distribuigao q)(é,é) .
Portanto o problema daqui para frente resume-se no conhecimento des
sa fungdo e a forma como ela é gerada serd nosso principal objeti
vo.

Contudo, antes de fixarmos nossa atengao nessa meta, vejamos a equt

valéneia a que anteriormente nos referimos, entre a resolugao do

problema de wum CTRW e a solugao da equugdo master generaltizada.
TOGPICO 7 - Equivalencia entre um CTRW e a EMG.

Vimoe na secgao II.a que a EMG era dada por:
t

1
9%’0_ -2) Py _ K ) (5'“-! 1.27
?5_{?— - \dT Z‘ ,Kff 3) P(5'e) ,J‘<’5;,5 P l eq.(1.27)
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sob a condigao intetal ?[G,O) - 54,0 q.(1.28)

e
( ,) 1 )
Como os pontoe da rede sac equivalentes Jﬁgf)=kjpﬁ“-)[«'(5"5)

onde Z ]0(-‘»--5') = Z }o(ﬁLS) = j_ eq.(1.29)
) A

N

Substituindo a (1.29) e a expressao de J{u’ em (1.28) vem:
¥ t

1 , |
9PsA) g LPG‘Z)ZP“’”P(’*@) - 1de Y2) DB eq.i1.50)
7t ) 7

o

© . )

Tomandc a transformada de Laplace de (1,30) e usando (1.28) :

LU. + ‘PE‘UJ PE'W) - LPE“) Zy pEd) P?&,’U} = .55'0 eq.(1.31)

Tomando a trnaformada de Fourier de (1.31) e uttlizando a nota

gao \/{k,u):: ?{P?ﬂ,ﬂ.)} , teremos :
1

\/(k,u) :[LH [PEM)(.L')(@J eq.(1.32)

. Y
Achando a priattiva de V(E,M‘}, com j. {W"P,M)JI: P(j,h), vem:

-3 1 : ¢ -4
PE:’)M) = N 32_‘ Ql}e'& [LL“HP(“)“‘;N@)] eq.(i.33)
k

i
Reescrevendo a eq.(1.26) para ’P(s,u) obtida do CTRW, vem:

P(:’;“) = N-g Zl, elb&(i-waa)://u [i - A(k) %J eq.(1,34)
k

. ¥
- D .
Comparando as exprecsces para !(5“) obtidas atraves do CTRW e da
EMG observaremos que existira uma identidade e, pertanto, uma equi
valéneia em ge resolver o problema de uma ou de outra maneira, se

fizermos :

q?”?“) = LPﬂl{u)/(“” (PI’(M’) ou eq.(1.34.a)
ﬁp?“') = /J-Vfu)/({—'%;/) eq.(1.34.b)
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€ 28
Note-se ainda que a relagao entrs %%M e 7(v) eonfirma os resultados

(3¢4)

de Bedeaux e colaboradores, concernentes d equivaléncia da equa
¢ao master markowiana (eq.1.2) e um CTRW (eq.1.26), quando a fungdo
de distribuigdo de tempos de salto é uma exponencial.

Seja, por exemplo, }Z%Z);: ;}gyp(qqeyl eq.(1.35)

A transformada de Laplace de Vi sera:

'yﬁfu) — ;b/g;;Lg) : | eq.(1.36)

Sy y% . ..
Y%*e («) relacionam-se através de (1.34), e imediatoc verificar

gomo
—ge que .70,(‘44/:) e’
@/ﬁ) 2 30 eq.(1.37)

! -
Levando-se %%f) na EMG (eq.1.30), recaimos na equagao master  mar

kowiana dada pela eq.(1.2)

Q;%ﬁé)h Z [Ww ?(5,’{) - Wy, P{s,&)] eq.(1.38)
A -

TOPICO 8 - A funcdo de distribuigdo de tempos de salto .

De toda a teoria vista até aqui, concluimos que a gran
deza prineipal que rege e caracteriza qualquer teoria de Passeio ao
Aeaso é a fungao de distribuigac dos tempos de salto dos portado
res.,

Aesim, é nosso objetivo neste tépico 28tuda-la em detalhes, mos-
trando a forma como ela é definida em processos dispersivus. Consi
deremos inieialmente a fungao é&@{h}) ., definida por:

@llt,{h}) - Probabilidade do portador permanecer num dado ponto
localizado, por um tempo t ,para uma especifica configuragao de pon
tos localizados @LE .

Devemos fazer a média sobre todas as configuragdes possiveis. £



elaro que casa média deve ser tgual a éi(t) , a probabilidade do
portador permanecer fixo num local por um intervalo de tempo entre

[0,t] <independente da configuragao. Conforme ja visto,fﬁ&)relaciona

~-g8e com 1%1{7 através de:

t
@U) =1 ‘f&ﬂ(ﬁ)d& eq.(1.39)

-

enquanto que a média sobre as configuragoes vem dada por:

(‘P(Jf) = @(f:?’h'})> eq.(1.40)

Esta probabilidade an&#ﬁi)pode decrescer através de todos os "ea
nais" de decaimento idénticos para tranferéencia do portador para lo
eats vizinhos, Sendo W) a taxa de transigac inter-locatis, parauna

especifica configuragao a variagao de dihi) com o tempo pode ser

esecrita como sendo:

dQU’%;U: - @(_—%}i’t,}) Z W’I.') eq.(1.41)
ot :

A solugao da equagdo anterior é imediata:

LQH:{}“}) = F—Z!(P[‘ ZW(‘“HJ eq.(1.4:

]

De posse da expressao para (Q(ﬂfﬁf) » a média sobre as configura
¢oes poseiveis é realizada multiplicando-se Q!hfﬁ(}) pelo peso de
uma possivel configuragao e somando-se sobre todas elas. Como os
"pontos localizados" estao locados aleatoriamente, a densidade de
probabilidade de um local estar em I é independente da posigao e da
da por LA/,éendo V' o volume da amostra. Evidentemente que todos os
"locaie" tém tgual probabilidade, portanto o peso (probabilidade )

- . . N
para uma dada eonfiguragao th}},L;JJZ,B-._ ..N sera O/K).



Assim, a média sobre as configuragbes serd;

LRI i’ ! ]
@(f} =< @(*:hl'_{)) :[-—V——) id h,...J]o“lN E’(Pl‘ Z' \/\/(’[,)%.J eq.(1.42)

{
v v

4 equagco (1.43) pode ser reesecrita como sendo:

@(%) = (—\;—)M[ jexp W) &th " eq.(1.44)

Integrardo na parte angular vem:

N
@(ﬂ-: r_l.;._ﬂ: £xp _W(H)f]hacjh_? eq.(1.48)
/ \V J

]

Podemos fazer EXP(NHH): i+&}96NMH

é resultando:

@@):{i +J3§[51P(=Wﬂ~)%)-ijnfdm}.  eq.(1.46)

A equagao (1.46) pode ser desenvolvida pelo bindmio de Newton:
M -1).2 - -
(t+) = Lemn + D% g MMM 45 )
2! 3)

Quando N'Pa>,tem—se V-»®, no entanto a concentracﬁornzww permanece
constante. Com esse fato em mente, fazemos o desenvolvimento da (1.

46), utilizando-nos da (1.47h Resulta:
-

e i) ez (] J--%JJ*----

L

z
4_\§{ /{/) 35 3@ ZJ1-[ - eq.(1,48)

Note-se que no desenvolvimento acima restam apenas o8 termos em

que N eV 3o da mesma ordem poeis o0s outros tendem a zero quan
A[‘L

do V tende para infinito, uma vesz que aﬁq = 0. Assim, a

v_ym v’d*l



(1,48) € reescrita pori

= ‘ 3
- ! T !
@(Jb) = 1+ LH!MS‘V + By (ém Mjr )“L 5’; (Qﬁmjv) Foeee que € ezata

mente a série exponencial, portanto:

0
q)w - E)(PZ{JHTM [«-m[-ww&)J rfclh.} eq.(1.49)
O

0 problema agora passa a ser o conhecimento da fungao W(ﬁ_}, para se
conhecer @G) explicitamente.

(26)

Un prototipo para a tara de transigao Wi &,

Wi(h) = W, ExP (- &/kT) exP (%)) eq.(1.50)

onde € é a energia média de ativagao para saltos e Noe o raio de
-]
localizagdo da carga (da ordem de 1A ). Se nao incluimos variagao da

temperatura nem flutuagbes na energtia de ativagdo média, podemos es

crever(za)f

W) = WM EXP("L/QO) .eq.(l..SI)

Devido & dependéncia em I, a fungdo [7'E1P('W(‘f)f)]pode ser aprcxima-

da G uma fungdo degrau, da seguinte forma:

0, W(mE<!
[_{,*EKP(‘W(")UJ= ! W(*\)kPL | | eq.(1.52)

Utilizando a equagac (1.51) para a condigao WL D! tem-se:

Wt exp (-n/a,) >4 7 & b Wt chamando Wt =3

e )

resulta a condigao:

Re < 1, T ' eq.(1.53)

Dessa forma o limite superior da integral na eq.(1.49) pode ser tro



cado de ® para Mg holu & , resultando :

r /*}[‘5 1
|
@({.) _ ExP - 4im | n,dx / eq.(1.54)

]

A 3 . .
Chamando /: Yim 7, s 4@ expressao para @Z;jsera:

(-4

@G}: ExP[- g(&i)?j : eq.(1.55)

Usando a equagao de definigde de @G) que o relaciona com a fungao
de distitibuigao de tempos de salto }e%) e chamando zbzyzg%yteremos

Ffinalmente

Até aquil vimos o caso desordenado (materiais amorfos). Para urm eris
tal perfeitamente ordenado a separagao inter-locais é fiza, exis-
tindo apenas uma configuragao possivel determinada pelo parametro
da rede 4, , portantc a taxa de transigao W[’I{): W/d.;_), Vessa situg
gao a fungdo de distrinuig¢do de tempos de salto é obtida <imediata

mente com o uso dae equagoes (1.42) e (1.39), tendo-se:

,71/(%) = Wla,) exp [-Wia)t]

1/)({) = W, EXP[‘ Wuﬁj eq.(1.57)

A seguir tem-se um grafico comparativo entre a fungac de distribui

¢ao de tempos de salto para 08 casos ordenado. e desordenado.



withrwg,

Fig.16 - Grafico comparativo entre as fungoes (28
e (reprodugao do trabalho de Sher e Lax )

0 grafico acima mostra que a medida que ?7 aumenta ;%ﬁ)aproxima—se

da fungao exponencial diminuindo a dispersac nas taxas de transt
gao .
Inversamente, a medida que 7?d£minui, aumenta a dispersac nas ta

xas de transigao.

£ possivel aproximar ZfZVpara 24%1;155-/r+%)para tempos da ordem
do tempo de tranaito to (0 < =x < i; .

Esta aproximagac para ?V?aumenta as possibilidades para o tratamen
to matematico do modelo e é equivalente a fazer-8se na eq. (1,56 )
«%Eﬁ@LV(%afj para tempos da ordem do tempo de transito Lo , sendo
Walo= Bo>> 1. Portanto, fungbes representativas de processos semi~
Markowianos sdo escolhidas como sendo aquelas distribuigoes de tem

f+xj

pos de salto que decaem assintoticamente com Z ( , pois estas ,



i
i

ecomo se frisou, simulam prefettamente o comportamento de y (t/ para

—)

tempos da ordem do tempo de transito,
Resta-nos ainda algumas consideragoes, Bedeauz e colabo-

4)

{2 - - . R
radores mostraram que a fungao /(%t4) e um propagador "Gaussia

* : : * % -
no"(zs) para L >t , sendo & o primeiro momento da distribuigao

V%f), mediante as condigoes:

a) Existam pelo menos os dois primeiros momentos.

b) tempc de transito maior que o primeiro momento.

A condigaco (b) implica em dizer que quando f@fé £-, 0 processo de

tranporte € nao-gaussiano, portanto todas as fungoes de distribui

gao cujos primeiros momentos nae sao finitos geram processos semi-

Markowtianos.

Como o tempo de transito é um parametro que depende de Eel enquanto

Gue o0 primeiro momento depende de ? e ho, o5 resultados que sao
f)

obtidos travées do CTRW nac sao apenas devidos a uma diferenga  em

género mas sz devem também & uma interagao cructal entre as condl

¢bes do experimento que determinam t.(%, %) e os parametros do sis

tema que determinam {0(&1).

Com relagdo d@ condigdo para processos ndo-Gaussianos (4,>1.)), a es

. - 0 -~ » i . ﬂ]
colha das fungdes que seguem a lei do inverso da ,poterzcz'l,a(‘r”(ﬂf\ﬂj{t
ecomo representativas desse processo, € boa pois verifica-se que

nac possuem primeirc momento finite enquanto que a fungac %%0 encon

trada por suf28) possut (t,:TTMF'?”%ZEXP[@g%”QJ. Contudo, utilt
zando-se resultados experimentais obtidos por Gill(zg)para o TNF-
PVK verifica-se que to;>t1, ao contrario do que se devid esperar,

afirmado por SM(26),

* Um propagador Gaussiano & aquele que segue a equagao master (eq.l.2).
*% Define-se o momento de ordem n-esima por



TOPICC § - A corprente externa sob o ponto de yista de processo por

saltos,

Em termos da dictribuigao de portadores que se movem atrg
vés da amostra, é trivial mostrar-se que a corrente J(U no eircui-
to externo, sob condigoes de voltagem constante, ¢ dada pela média

eepacial da corrente de condugao l%(*ﬁ):
L

J[t) :i- ,L'C(%é)o}% | eq.(1.58)

0

Scher e Montrollrza)assumem essa média espacial da corrente de con

dugao para um grupo de portadores que saltam, como proporcioral a
variagac com o tempo da média espactal de portadores, tomada em re

lagao ao propagadoraﬂﬂ

——

3@) _em d<B eq.(1.59)
dt

onde ®% é @ carga na amostra e ¥ dado por:
8> = Ap(’b t) eq.(1.60)

Analisemos o primeiro momento espactal (A

Tomando a transfermada de Laplace de {4y tem-se:
_ .
{<s>} -_-Z_f_g Pls,u) eq.(1.61)

*
Substituindo F%Au) dado pela eq.(1.25) vem:

<b>} L@ V’t"”)/*’*‘_} LJ/S%?“ “) eq.(1.62)

Lembrando que a transformada de Fourtisr de'E%bu)e
-k X
!,(k y) = tﬁ @ ! ;2(%;“) eq.(1.63)

tira-se de imediato que:
X
A o@(s,u) = 2. U(E ‘4)} eq.(1.64)
Ok k=0
onde Q(Su}e dado pela eq.(1.20)



28

Como {\P[J,é): P(U yjfé) (ver eq.(1,5)] entao;
- ¥
A%JE@“) = f)“) ?ﬁau _ ' eq.(1.65)

<! — )
De finindo é;,5fﬂ@)=-b , apdés alguma algebra obtem-se

T
Vo1 E
,?’<4> P> —— eq.(1.66)
{ W q
L J A ('1— Wi )

No que tange a fungao de distribuigao de tempos de salto, SM  esco

lhem a fungao:

-~ w t . "'T
(70(1‘)' = QWM L4 2efC ((NM’C)V‘J eq.(1.67)
‘2

que pertence a classe de fungdee que para tempos grandes decaem
. - .. * YW o
com a let da potencta inversa . Vale a pena lembrar que , e um caso

particular de fungoes TP que decaem com a lei da potencia inversa,

KL

definidas por:

%m: U, ExP(33) & erfc(3) , aom ésﬁ’, 04p <L
(36)

£ possivel mostrar-se que para fungces que assintoticamente de-
caem seguindo a let da potémncia inverca, a transformada de Laplace

pode ser escrita como sendo:

¥ oL
fﬁp(u) = d-bku , 0« <1 eq.(1.68)
T ¥
onde ke & uma constante. (£ eclaro que %%U dada pela eq.(1.68)) ¢ wva
lida para m proximo de zero).

Com o usc das eqs.(1.6¢6) e (1.68) obtemos

CAHD :(Z/!e}"(iu)) 1% eq.(1,69)

SendoA{%) dada por a(+): e d<5244f (eq.1.60), resulta’

ry -{(1-x)
4) = ey 4 eq.(1.70)
(}L k(0

a
x - A" erpe(y) = (Z/U’/zmi)j(é-;)“ eV

3



(31)

Assim obgerva-ae que mesmo na auséncia de contornos absorventes 3

ou seja, enquanto, nao ha perda de carga no eletrédio de chegada, a
eorrente € decrescente no tempo.
Para tempos {.>‘to , SM desenvolvem usando condicoes periddicas um

(31)

CTRW com absorventes . Esse caleculo torna possfvel obter uma NP2

~ - - X
va expressao 'Ri(%’-&) para a fungao R(/b,u) da eq.(1.62)
;2* ?Q‘ q?ﬂ% I FT??V—j b eq.(1.71)
l(a,u) = (6-5,)14) - M) b i)
onde Ay =N & o planc absorvente, N o n? total de locais na dire
" » -
gao ‘e F'_ (N’So’,u} = EXP["’(N'ﬂo) (4'”‘?‘4))/5]

. *
Pela substituigao de 1Q(bh)por ieﬂ@“) na eq.(1.62) e seguindo-se a
mesma linha anterior, a expressao da corrente com contornos abgor

ventes ée:

2 (1)
J[ﬁ) = fjiﬁﬁlﬁill% { eq.(1.72)
2E (-Iv)
TOPICO 10 - Sumario e conclusado
Viu-se nesta secgao todo o desenvolvimento da teoria de

SM na qual fazem um modelo de transporte em material amorfo onde o
portador se move numa rede regular cujo parametro é a distan
cia média entre os locats para saltos, maé que possue uma fungao de
espera 'V%o que carrega todo o cardter aleatério do processo. Usando

%‘(4+“) como uma aprozimagac de Tf[{)

uma classe de fungoes quvac

para tempoe da ordem do tempo de traneito, mostram que as expres

sdes para a corrente externa obtidas teoricamente sac dadas por:

aU)gjﬁt*“f) 1<,

] eq.(1.73)
L, 7 11%) i,



As expregsoeg para J(U dadas pela eqg.(1.73) concordam plenamen
te com o resultadoe experimentats indtcados na Secgao I.

contudo, a expressac genérica da corrente externa por elas suposta
merece algum comentario.

SM admitem que j{f) ¢ dada por:

/
/ = b L; 7[5 t) | eq.(1.74)

Por outro ladeo, a integragac parcial da eq.(1.58) em conjunto com
a equagdo da continutdade leva-nns a:

t L
M%) - -d J()(?c,é)g’% + 2 {_’E pxt) dn eq.(1.75)
V Jt CJ{J L
6 o
uma vez que nao existe corrente de condugao detrando a amostra em k=0,
ou seja, ALe(0,t) = O .
Fasendo-se _f(%é)mF%hﬁ é possivel pascar-se de um disereto para um
continuo, chitendo-se
t p

= - sty 4+ 2w T AP
J( oH:‘ 7' P( ) oy - [t eq.(1,76)
Uma comparagco de (1.74) e (1.76) nos leva a concluir que para tem
pos matores que o tempo de transito, a expressac da corrente quede
, - (26

veria ser usuda é a dada pela eq.(1.76). Atribui-se ao uso de con

tornos absorventes e condigbes peridd”cas a compensagao do termo

(—dzp(’f’:t)/cff) na eq.(1.78).

Como uma ultima consideragao, comentamos o fato de que SM
tentando explicar as correntes dispersivas em materiais amorfos sob
campo alto, com o modelo de saltos, descartam a possibtlidade de
uma explicagdo através do modelo de bandas e estados estendidos.

(57-58) (61-62)

Entretanto, Schmidlin e Noolandi , independentemente



mostraram que tais efettos dispersivos podem ser explicados com o
uso decse modelo, evidenciando a equivaléncia matematica entre am=
bos quando desprezam-—se efeitos de carga espactal, sendo este o as
sunto da secgdo seguinte.

Por outro lLado, no presente trabalho mostramoé a equivaléencia mate

méticq entre esses modelos quando efeitos de carga espacial sac tam

bém considerados, generalizando as teortas anteriores.

IIT - A EQUIVALENCIA ENTRE O CTRW E O MODELO DE ESTADOS ESTENDIDOS

E ARMADILHAS.

Esta secgab mostra o trabalho realizado por Schmidliéshsg}

e Noolandi(al’szjo qual versa essenctalmente sobre o estabelecimen-
to da equivaléneia entre o modelo por saltos (CTRW) e o modelo de
armadilhas e estados estendidos como processcs de transporte de por
tadores em solidos amorfos sob campo alto.

4 conexao entre os dois modelos é feita via EFPG.

TOPICO 11 - Formulagao do Problema de miltiplas armadilhas e esta

dos estendidos.

As equagses de continutidade que definem o problema de arma-

dilhas miltiplas sdo formuladas dentro do contexto familiar de  um
portador movendo—sé através da amostra de material com niveis ae ar
madilhas de distribuigdo arbitréria.
Sendo.E' 0 campo elétrico aplicado (alto), prxt) ¢ g@gﬂ resbéctiva—
mente as populagoes locais de cstados de transporte e armadilhas
E;Uht) a populagao total de estados ocupadoeﬁ%; a mobilidade  mi~
erosecdopica, D a congtante de difusao, W, a probabilidade por untda
de de tempo de um portador ser aprisionado em uma armadilha e €

a probabilidade por unidade de tempo de um portador escapar de uma



armadilha, a equagdo da conttinutdade ¢ a da dinamiea banda de condu

¢ao~armadilhas sao escritas por:

0% (ut)

1

d ( ols dPlxt) eq.(1.77)
-9 | JEpme - D ST ¢
aJLL/[{o J

ot o

M) - (U.'f(’ff{') - Q{'P{"’t) | eq.(1.78)
ot &

P(nt) = Plr ) + Z Frue) eq.(1.79)

(9 00 = poo)
{
t‘ﬁ(LO): O

e condigoes tniciais: eq.(1.80)
Convém realgar que a equagac (1.78) implica em um grupo de equagoes,
uma para cada b armadilha distinta. De posse das equagdes que re
gem a dindmica do problema, o préximo passo é mostrar que estas meg
mas equagoes aplicam-se ao caso de portadores que se deslocam alea-
toriamente atfavés de locatie distribuidos ao acaso, onde o salto de

eada um é regido por uma fungac de esvera é%ﬁl

TGPICO 12 - A Equivaléncia com o modelo de saltos.

Em outras palavras, a meta & mostrar que o conjunto de
equagbes (1.77-1.80) pode se redusir a equagao master generalizada

obtida do CTRW, a saber:

£
. z ]
A X

0
onde‘ﬁ@ﬁ) é a densidade total de portadores, com os outros parame=

tros ja defintdos na secgdo anterior.



Aseim, tomando-se a transformada de Laplace da (1.81) e ao conjun

to (1.77-1.79), fazendo-se uso de 1.80 vem:

M'Pr*(’)fju) - ’]DT('X,O) = -20.,bl2 LP(“’; [‘p“"”) + Cla P ’ i) eq.(1.81.a)

. J 9%3
‘U,‘P’(?{,u) - (yo) /[9 ‘57 ('xu) + D 9 \P(”#) eq.(1.82)

T?
L Dx? .
Ltf:.#(%u) = ag-j’f:f,u) - 63-,{’,*(’6“) eq.(1,83)
k, X

JD:(%W-_—ZJ(?_(JCH) .,LJD}'/a;a) eq.(1,84)

t

Das equagoes (1.82) e (1.83) tira-se que:

x |
Py :,}f’??c,u) z]9%) eq.(1.85)
-1

. ¥ k
onde ()0 (M) = [i " Z' CU,-/(&'+91')] eq.(1.86)
:
Substituindo (1.84) e (1.85) em (1.81) resuitta:

: 2P
- 0) = - : u) £ %) oq.(1.87)
WP (rw) = £ (%0) %)ﬁ plxuy 5 Dl 2 £ ;

A primitiva de (1.87) sera:

t
), e e - wwjﬂ
_&

[0
A comparagdo de (1.87) com (1.81d mostra—nos que os dote modelog se

equivalem matematicamente se fizermos 28h [Hy = A , D=(vs) G com:

IS 2
SD ‘)0 AN eq.(1.89)
W



Por outro lado, tendo em vista (seg¢.Il. eqJl.34.al que a fungao de
relaxagao da EFPG relaciong~se com a fungao de espera éB@) ou com a
fungao de distribuigao de tempos de salto %QE) através do  espago

tmagem:

-~ " -L
@;(u) = [1 + l&(u)‘] €q.(1.90)
%t - M%F“)/(f‘%f“’) » | °q. (191

prontamente € possivel verificar—se que:

_ , 11 |
q“}i:(”/ = }:L + gﬁl’(’/ (ﬁl(“)‘] | eq.(1.92)

"
onde V%y ¢ dada (eq.1.86) em termos dos parametros de armadilhas. 4
wltima equagao pode ser usada em qualquer sentido para converter wn
problema de armadilhas em um CTRW e vice-versa.

Os resultados anteriores mostraram que ¢ modelo de arma-
dilhas e estados estendidos e o CTRW sao matematicamente equivalen
tes embora fisicamente distintos. 0 ponto de vista de Schmidlin ra
ra esta ocorréncia rara ¢ dado a seguir.

No formalismo de armadilhas, certos locais sao identificados ecomo
armadilhas e cstas sao separadas espacialmente dos estados de trans
porte. Assim, a cinética de captura e escape ¢ tratada explicitamen
te.

Por outro 1édo, ao formular-se o modelo de CTRW, todos os estados
sao tratados em bases iguais, ou seja, todos os estadoe sao de
traneporte.

Num sentido estatistico, a dependencia temporal de todas as transi
goes sao feitas tdenticas, Entretanto, o ponto mais sutil do forma
lismo ¢ que todas as transigoes espactiatis sao feitas identicas ou

-

seja, a distancia entre oe locais para salto é tomada como uma mé

dia entre oe locats. Este é o motive pele qual a densidade de lo
. - Py ~ .
cats ocupados no CTRW é [7(*t) e nao apenas a densidade de porta



dores mgveis Jof%f). A conexdo entre os dois modelos €, como se
ya; 7j-é;*:, 1 . ou seja, o operador identidade.

Isto significa que y& do CTRW basicamente ndo faz o efeito de ter

-8e tratado previamente todos os locais tgualmente. Em outras pala

vras, ?L/ atua sobre ?)ﬁ't) fazendo com que ge leve em conta que

apenas a componente movel de Eyﬁdtenha um papel efetivo na redis

tribuigao espacial dos portadores.



CAPITULC II

ANALISE DE PROCESSOS SEMI-MARKCWIANOS QUANDC SE CONSIDERAM

EFEITOS DE CARGA ESPACIAL.

0 processo de transporte de cargas em solidos amorfos é
aqui analisado através da formulagao ée wma teoria de Pasgssetio ao
Acaso Continuo no Tempo com probabilidades de transigao dependen
tes do tempo e posigao. Esse modelo por saltos que generaliza as

(26) (35)

equagoes de SM e que pela passagem ao continuo fornece uma
equa¢50 geral de transporte de cargas em excesso em dielétricos
amorfos é apresentado na secgao I.

4 secgdo II trata de equivaléncia matemdtica entre o esquema de ar
madilhas e estados estendidoe quando efettos de carga espactal gao
considerados e o modelo por saltos com probabilidades de transigao
dependentes do tempo e postigao.

Na secgdo III mostra~se o Método da Substituigao Funcional que na
da mais é que uma forma de obter solugoes, exatas em campo altc e
aprozimadas quando se eonsidera efeitos de carga, espacial parapro
cessos de transporte Semi~Markowianos q partir da solugao conhecida em
earga livre.

Um estudo para processos Quase-Markowtanos € visto em detalhes nas
secgoes IV.a e IV.b erquanto que na secgao V é constderada a situg
¢ao de um dielétrico amorfo com dois processos de condugao, por sal

tos atraves de armadilhas e por estados estendidos.

A secgdo IV é dedicada a andlise de condigbes estacionartias.



I - 0 MODELO DE SALTOS COM TAXAS DE TRANSICAO DEPENDENTES DO
TEMPC E POSICZO.

TGPICO 1 - Passagem para o continuo e a equagdo de Fokker?PIanck

Generalizada para campo alto.

No tratamento do problema de‘campo alto, a passagem para
o continuoc nas equagoes pertinentes do CTRW(ssjrepresentou um pasg
go além na diregao da simplificagac e do entendimento de precessos
de transporte em eolidoes amorfos.

08 caminhos seguidos sao bastante longos e algumas vezes arducs .

Deve~sge formular e desenvolver toda uma teoria de Passeio ao Acaso

Continuo no Tempo (CTRW)(za-sz), havendo a necessidade da introdu
¢ao de contornos absorventee com condigoes pertédicas(sa_szf ¢ que

traz problemas, conforme se evidenciou antertiormente.

A continuagdo é demonstrar a equivaleéncia entre o CTRW e a equagao
master generalizada (EMG)eom probabilidade de transigdo indepen
dente do tempo a qual foi obtida independentemente por varioce pes
quisadores através de processos dinamicos em fenomenos de nao-
equilibrio(4o—433' Finaglmente toma-se o 1£m£te.para o continuo su
pondo-se o meto como uma rede cubica de parametro @,(distaneia me
dia entre os saltos), sendo as células (pontoe da rede) caracteri

zadas pelo vetor » e admitindo-se simetria plana.

Assim, partindo-se da equagao master generalisada (EMG)
t

grae_ 4)&‘-&’) 2. PO ooy - peamo Praey| 6 eq. (2. 1)
ot |«
(¢

onde p0>bﬁ é aq probabilidade de transigac de uma distancia (»-%') e
yp]
Pat) 4 probabilidade de se encontrar um portador em A se em t:0

estava em A, , a equagao de Fokker-Planck Generalizada para campo
(35)

alto obtida por G.F.Leal Ferreira através da passagem para o



continuc, vem dada por:

t

[+

sendo piut) a densidade de carga num ponto ¥ no tempo t ,buma constan
te que pode ser determinada,d, o parametro da rede et o eampo elé
trico constante através da amostra. Devemos ressaltar que no desen
volvimento da teoria de um CTRW até a equivalénetia com a EMG, umaq
hipitese fundamental utilizada por SM foi a suposigdao que a tazxa
de transig&Ofm)n&o depende do tempo. Nesse aspecto, portanto, 0
problema é particularizado eomo o & também a equagao de Fokker  ~

Planck generalizada para o caso de campo alto(gsj.

TGPICO 2 - A EMG com taxa de transigao dependente do tempo € posi-

gdo.
No sentido de se desenvolver uma teoria geral para se
abordar o prbblema de transporte de cargas em solidos amor

fos, desenvolveremos um CTRW onde a probabilidade de transigdo de
uma distaneia (»5) depende do tempo e da posigao, sendo pB-4it) © sim
bolo que a rapresenta.

Admitindo as hipoteses fetitas no ecapitulo anterior para © mode lo de
saltos, nossa meta é o aspecto central de toda teoria de "Passetlo
ao Acago", a gera¢5o.passo a passo da probabilidade de um portador
ehegar a um dado local.

Comegamos por introduzir as grandezas pertinentes ao CTRW:

;&}b,t)d t - probabilidade de alcangar um local A em - passos entre
um intervalo t e t*dE,

Yo At - probabilidade de que o tempo de salto entre um .local e
outro ocorra entre L e t+dt .

Vi) - fungdo de distribuigao de tempos de salto.

r(""": st) - probabilidade de transigac de uma distancia (s-4’) depen



dente do tempo e da peosigao.
Com as definigbes actima, a equagao que relacionaqﬁéﬁb) com Qgﬁt)
vem dada através de:

t

M+a

7@(5,13) :Z P(d-d”é”&) : W{}-é_) QM(A:G) as eq.(2.3)
A’ JL
-0 (2.
onde a condigdo inicial € 'Po[ﬁ’“ = 5,9,,0 S(£-0) ¢q.(2.4)

com Pﬁ-ﬁ&)f) cumprindo a condigao de conservagao da probabilidade

> pe-s st = S b e = 4 eq.(2.5)

4 R
A fungao de interesse imediato 5 ;?0%ﬁ) , a probabilidade por unt
dade de tempo do portador chegar a A  num tempo 4 independente do

numero de passos:
Riot) =Z @ﬁ(@{:) eq.(2.6)
M

Somando a equagao (2.3) sobre m e usando a condigdo intetal (eq.

2.4), teremos entao: :

®(st) = ; h(2- 4D (W&-a) Q(s;e)df; + gdlog/e-o*) eq.(2.7)

0

Tomando a transformada de Laplace de (2.7), vem:
Y* {a2

| | .
Vew -S40 :Z 5;: J(}v’{b-s’,a;u—aﬁ) Yer R (5,0 do eq.(2.8)
oy
}-io0

Na passagem da €q.(2.7) para a eq.(2.8) fizemos uso de convolugao
complexa(46*4?)que nos fornece a transformada de Laplace do produ
to de duas fungoes:
&'Jfé\)
[t e £
oé {(t)f@) = — if(u-o")ff”dr eq. (2.9}
z‘ 2z J 277'(‘) z
4 _

v
oo



38

¥
sendo: Oé 2/7[!“").} = £ (w) R Oé ?sz({:)j:f;;a) e‘)’ submetido a4 condigdo:
Led & Relw-g
(- abussa de wurm?,fm(.{& de f,"(“}
rz- ab&'ﬂ& d,g CﬂMVdEta’f‘MC&'d, dﬁ JL}_"(«)

Rl Z fith

A parte final da solugao envolve a relacao entrega&f)e a probabili
dade de um portador estar em um local 4 no tempot se estava em 4, em 4, represen
tda pelo simbolo P(fui’:). Sendo S@(*)a probabilidade de que o portador

permanega fizo por um intervalo de tempo [O,tj ,» eom !
. .
@(@ = 4 _]'l//(éf)di' eq.(2.11)

[
a relagao entre P[ﬁ,{) e 3?[5/}) ¢ dada por:

t
r/){ﬂ,é) =f?5l*'5) @(5,5) d& | eq.(2.12)

[+

As transformadas de Laplace de (2.11) e (2.12) resultam respectiva

mente em: ;
Plou) = @?") ‘R(é,‘() e3.(2.13)
¥ ,
@)‘(’*) = (1- 'Lf’(w)/“- eq./2.14)
Levando (2.13) e (2.14) em (2.8), com a eondigao inietal sendo

teremos:

P69 g, rio

P(au) ‘w""”\J | Pl ) L b’%v) P(ﬂ ﬁ')+f)ff,0)\( eq.(2.15)

m jl" 2on i - Yo f

Pt
De posse da equagao (2.15), voltamos nossa atengao diretamente no
gentido de se obter a EMG quando a probabilidade de transig&o de
pende do tempo e da posigao, ou seja, a obtengao de uma equagao di
ferencial de primeira ordem no tempo, para Vi)

%
Se na equagaoc anterior somarmos e subtrairmos pf;“) “) qo seu primei

ro membro, chamando:

}D?u) = M 1}/‘}“)/{4-1}/"@)} eq.(2.16)



teremos.

?(ﬁﬂ)[i TV(WJ P(g,”%,) {pw
n

i
14

1
MJ{Z L P@ §8 -t tf(o-) P(s r)dr+ | ’)(510)1

d'lls'ﬂo J
0D
u Pl - Pls0) =- %“’P@’-’) * /— 2| s ) tf)ff’) D“ T)da eq.(2.17)
3-(o
Achando a primitiva da eq.(2.17) vem:
t r- aq.‘

8?(“) (+- t)P(s DL+ (MH- ‘r& (Pm 7(5 rdo eq. (2.18)
e JV ol i I q

L YY)
b
Notando que o termo entre colchetes na equagdo anterior € a formula

complexa de inversdc de Laplace do produto das fungoes imagensrﬁ"gn

‘107"’)- Pﬁ,r) e lembrando que a congervagac da probabtilidade (eq.25)nos

fornece ZP(”"A.S,‘L)J, podemos reescrever a equagao (2.18) por:
1 t 71

p ) _._-lr' ) ) ) ) !
%f't: Z_ !;afé—é’,s’,t) Pir-t) Pt)dt - plats it llpﬁé-&,) Pis)dt’,  eq.r2.19

£ A o

A equagao anterior (eq.2.19) é a que denominamos equagac master ge
neralizada (EMG) com a probabilidade de transigao dependente do
tempo e posigao, ja tendo stido constderada anteriormente em proces
cos nao-Markowianoe associados com fenomenos em nao-equilibrio, no
caso em que a probabilidade de transigac nac depende do tempe (30,40-43)

Do que 8e viu até agora conclui-se que resolver um CTRW com
a probabilidade de transigao dependente do tempo e posigac, ecuiva
le a resolver a EMG também com essa coadigdo, onde a fungao de dig
tributgao de tempos de salto w{{)relaciona-se eom a fungao de retardo
’PL*) da EMG através do espago de Laplace f(eq.2.16).
Assim, a teoria desenvolvida até aqui é uma generalizagao  daquela

(28-31)

reaglisada por SM e colaboradores.



TOPICO 3 - A passagem para o continuo e a Equagao de Fokker-Planck
Generalizada obtida através da EMG quando a probabil -

dade de transigao depende do tempo e da PoOsicdo,

Tendo obtido a equagao master generalizada com a probabi
lidade de transigao dependente do tempo e posigao (dagut para fren

te representada por EMGEDTP) faremos q aproximagac da pPassagem
(35)

pa

ra o eontinuo lembrando que Piut) & proporcional ad ensidade de

eargas P(xt) {usaremos P3,e) = Plast) ) e supondo que o cumpo elétrico
E@(ut) ¢ diferente de zero apenus na diregdo X
Assumindo o meio como uma rede cubica de parametro q,, admitindo g1

metria plana e definindo p(-%,4,t) diferente de zero para.

p(e,£1,0,%,6) = p(0,0,21,4¢) = /o

73(#!0’0, /3'1 {") = //6 + bg(?()&) eyq. (2.20)
P(-40,0,50) = 1/6 - bE(xt)

vamos congiderar trés planos consecutivos e adjacentes dessa rede:

'
P(0,£1,8%,6)  £0,0,11,s",¢)

|
BERY o CKCRIEAS
m\\QSOd——-;:;?O——m--%-io
4 ‘ 'J

p(-1,0,0,s',t)
-

-’
(4 -

FIG: 2.1



rendo em vista aeé equagoes (2,20) e a figura (2.21), as probabilida

des de transigdo dependentes do tempo e posigao sao escritas por:
|
p,0,0,4,8) = #/6+ SE(-0, )

/6 - bE(®E)

H

b(-,0,0,4%

H

P(’io#ofélt) //é*bE('kft) ? eq.(2.21)

P(-0,0, 44,4 )= 1= BE (X445 t)

P(oa’ ! )£,t):})(0,0,f4'}5,£):f/(«
As probabilidades de um portador estar em um local A apés wum tempo

t serdo dadas através de

Plre) = PO, ¢) . !

Pla-r ey = dy L) |
rs-tt) = Pr-do, t ) > eq. (2.21.a)

?(q,qu.} t) :JO('X-MZJI{)

Notemos que a EMGEDTP dada pela eq.(2.19) também pode ser escrita

como sendo:
¢ t

L ! ' g ' ) (N i I !
9;)[5'0: _ 70({-!) Plst)dt +Z T)(H’S’,f) Qa2 p{s,i ) dt eq.(2.22)
at A ! {

) o
De posse de todos 08 parametroc pertinentes a EMGEDTP, a passagem

ao continuo pode ser realizada, sendo o somatério da eq.{(2.22) es

erito por:

7. - J -8 4) Pae) = 2 P(«,{)[‘P(o,u, 0, 3k) + 'v{o,O,*f,ﬁ,t)J’L...
-

_*. Pé,i’t’/\ ;3(".0,0, j-l}-&) 4+ 'D(f‘*.‘ltj_‘) ’i)("’,0,0, {\“};E) eq. (2.23)



Vsando as eqs.(2.21) e (2,21,a) teremos:

< <

L7 L, pesi Py = PluE) {f/a L //twj - Pl t) ['/6 : BE(""’%*’]*

+ P(xed, ) [//6 -E(**is,i)J

;
SUCbop ) 4 Llp-a,t) s P, ¢ ?Jr [P(x—ao,t')Ex-a,,t)- (Xra, ) E (et t)
D e b PO o Lt Prrsa, ]t |l Pls, DB )

Desenvolvendo P(X%0,t) e E(2ti,t) em série de Taylor em torno del

resulta:

/ p(u’s‘t)P(é,t) Pt - ozic[:;ig(zé)f(x{)J.ic 95?("%) eq.(2.23,a)

gx?

Usando a eq. (2.23.a) em (2,22) com jW19=H@&) vem:

t rt

gf( + A 2 ) X du-+
2 _azaabé E(at) {[50* () pest) ﬁ

J
o

ef{%é)di’
eq.(2.24)

Aeq.(2.24) é uma equagdo de continuidade generalizada e daqui pa
ra frente denominada Equagao de Fokker-Planck Generalizada (referi-
da por EFPG) tendo como caso particular a eq. (2.2). Note-se que a
fungao de retardo %44” preserva em principio a natureza dispersiva

do meto e para um processo Markowiano puro 1+TE) =,35APEJ$, tem-se
LPC£)72)56€) com a equagao (2.24) transformado-se na usual equagao
de Fokker-Planck.

A difusEo ¢ representada pelo termo no integrando dependente de
3}7?%1 e em aplicagoes futuras sera suposto pequeno, comparativa

mente com o termo dependante do campo elétrico.



Com essa gsegunda aproximagdo a EFPG ¢ simplesmente escrita por:

t
It etV I E
/. - 9a,b 9 f et prat’) dt eq.(2.25)
ot QXEQUO?(')P q

II - EQUIVALENCIA ENTRE O CTRW E O MODELO DE ESTADOS ESTENDIDOS E
ARMADILHAS. '

No primeiro capitulo foi passada em revista toda a teo
ria desenvolvida por SM relativa ao CTRW o qual fot introduzido
com o sentido de explicar o comporitamento de correntes disperst
vas observadas em materiais amorfos com wm pequeno pulgo de porta
dores sob a agac de um eampo alto.

Com o advento dessa teoria ficou realgado que o esquema antigo de
armadilhas e estados estendidos nao se aplicava a4 uma ezplicagao

do fenomeno ocorrido naqueles materiatis.

Contudo, apoe a publicagao de SM(gaf Silver e Cohen(?z)mostraram,
via téentiea de simulagdo Monte.CarZo, cue 0 caracter disperstvo
das correntes poderia ser ezplicado assumindo uma distribuigdo ez
ponenctal de. armadilhas. A equivalencia matemdtica entre os doie

processos foi mostrada por Schmidlin(87558) (61,62)

e Noolandi
centemente, exaurindo a discussao do assunto para campe alto.
Fosso objetivo nesta secgdo é estabelecer a conexdo mais
geral entre o modelo de armadilhas e a teoria de passeio ao aca
80 continuo no tempo quando a taza de transigdo dele depende, numa
8ituagao de campo elétrico qualquer e distribuigdo arbitrdria de

armadilhas. Esta conexdo pode ser feita via EFPG, mostrando-se em

definitivo a equivaléncia entre os dois processos. (omegamoe por



introduzir as equagdes que regem a condugdo de portadores atraves
de um matertal com niveis de armadilhas de distribuigdo arbitriria.
Num ponto x onde um portador pode ser capturade ou solto por uma ar
madilha, a equagao da continuidade e a da dindmica banda de condu

gao-armadilhac podem ser escritas respectivamente ponr:

a0 () o - QP )

Y L ety Eft) - D 2.

St axp/f X | ¢q. (2.26)

ALY wipbt) - @, P () eq. (2.27)

ot £,

(a0 = POE) 4 ;Z put) eq. (2.28)

px0) = pC2)

e condigoes iniciats: .f;(" 0= o eq. (2.29)

| . (%,0) =

9(&&)eﬁbﬁ)s&o, respectivamente, as populagoes loecats de estados de
transporte e armadilhas ejﬁmf)é a populagao total de estados ocupa
dos.

Mo é a mobilidade microscépica,]) a constante de difusdo ebindo campo
elétrico loeal.
E bom notar que na realidade a equagdo (2.27) tmplicea em um grupo
de equagoes, uma para cada Rk armadilha distinta.
Tomando a transformada de Laplace das equagdes (2.26) e (2.28), com
¢ uso da convolugao complexa e condigbes iniciais teremos, respecti

vamente )»:.«w N
Af?x,u)_f(w,o) =.0 ..-’{/i E(%,JL—O‘):F(K;C“)fM' -D28 plmuy eq.(2.30)
T T 9’){ 2f7£‘/ a}( -/

-

§- @
)u_Pl.’("’)H) = w;f’fh,n) _Q'.??x‘,u) . eq.(2.31)
j);('x,u_) = ﬁ‘(z,,u) +Jo"(n,a) eq.(2.32)

Das equagoes (2.31) e (2.32) tira-se que:

. Y «
P (#,1) = j’r(”/"‘) g (4) eq.(2.33)

-4

onde ?‘(“) 2[1'*' Z “Jc'/(“*&’c)] eq.(2.34)



Subetituindo (2.33) e (2,34) em (2,80) resulta:
)’41'&)

" nl ¥ 'y ot D? Offu}P*x ‘J
M Pixu) ~ Prro) =-2 S £ u-e) QO Prx0der- D5 p sut eq.(2.35)
lear =g = f g Bl R S T

&1 J
Achando- se q primitiva da equagao anterior obtem-se:

t t
a5t d M Epet ( ek Ndi' az( Ly ST
2t --< ' -& it dﬁ#—ﬁ- L) pat) dE eq.(2.36)
31 o Q) f) axzjiv‘* 5

0 o
4 equagao (2.36) pode ser comparada ecom a EFPG e vemos que oe

dois processos podem ser descritos pela mesma equagao, embora sejam
fisicamente diferentes. Isto significa que sempre é possivel uma
fungdo de distribuigdo de tempos de espera para cada distribuigao de
armadilhas. Um outro aspecto que se pode extrair do resultado € que
o termo de difusdo na equagao de transporte nao faz nenhuma diferen

ga essenetal.

IITI - SOLUGOES EXATAS E APROXIMADAS PARA PROCESS0S DE TRANSPORTE
SEMI-MARKOWIANOS A PARTIR DO CONHECIMENTO DA SOLUGAOQ MARKC
WIANA.

Nesta secgao mostramos que a solugao do problema de pro
cessos de transporte Semi-Markowianos pode ser gerada de maneira €xa
ta no caso de campo alto, a partir do conhecimento da solugao do
meemo problgma quando o processo € nao dispersivo. No caso mais ge
ral em que ge congidera o efeito de cargas espactais no eampo ele
trico, o mesmo método pode ser usade para encontrar solugoes aproxi
madas.

T6PICO 4 - O sistema de equagoes que rege a dinamica de carga espa

cial em solidos amorfos.

Mostrou-se nas duas secgoes anteriores deste eapitulo que,
em simetria planar e desprezando-se o termo de difusao, a equagao
de continuidade mais geral que se pode escrever para representar a

dinamica de portadores em 8dlidos amorfos, considerando-se ou nao o



modelo de armadilhas, é a EFPG (eq.?.24) dada por:

¢
9P 2 g4 b Eme -t ) At
- - 2=, it) (6-E) Px,i') Jt eq. (2.37)
ot (9-’% //'[?9 f 1

[«]
onde a corrente de condugac generalizada e:

Lime) = 2a6 E(t) /yocé-é) P ot eq. (2.38)
4

0 v
Se o modelo de armadilhas é levado em conta, a fungdo ﬂi)que o ca

racteriza é dada especificamente pela .eq.(2.34)

0= {105 wsmean]”]

Por outro lado se o processo de transporte é markowiano puro a fun

eq.(2.39)

¢do de retardo sera:
@&): 3569 eq.(2.40)
Simultaneamente com a EFPG deve-se considerar a equagao de Poissonm

uni-dimensional:

QE(’l,f): P(x,f)/é‘ eq,(2.41)
o x ,

onde & & a constante dielétrica.

A dinamica de carga espaciul limitada 2m solidos amorfos é regida

pelo sistema de equagoes diferenciatis pareciate formado pelas equa

goes (2,37) e (2.41) em conjunto com as condigdes inieiats e de

eontorno para cada caso em partticular.

Decorrente deste sistema de equagoes diferenciats é imediata a ob

tengao da equagao que representa a corrente externaJ{H:

rt
108 = 20,b Ecut) plet) Pt di' + € QExE) eq.(2.42)
)
ot
0
TOPICO 5 - A solugdo exata em campo alto para processos Semi-

Markowianos, obtida pela substituigac funcional.

De posse das equagoes que regem a dinamica de portado
res em solidos, € nossa meta neste topico mostrar que em campo al
to € possivel obter-se exatamente a8 8olugdes de processos Semi-

Vapkowsanoe ge conhepermos as solugoes Markowianas. Notemos inietial



mente que a EFPG (eq.2.37) na §ttuagdao dv campo alto podé ser escrita por:

¢
N/ [ sy !
I VAN 3 | Qee-e)) proe)dt eq. (2.42)
et y
Tomando a tranaformada de Laplace da equagao antertior resulta:
- | ? a ¢
@ffﬁgu/‘ '-f(x,o) = 'odtlcrbc L'/j((,(,} 5;2‘?(*)“)_ eq.(2.43)
A solugac da equagao (2.4¢3) € dada por: ;
r x ;
4 ) ¥ gxp,ux/ £ ) ;
ﬁ(f&)—up M%/-—iaoEy (04)+|j’( 0) [ L deot i) o?f?eocLP(w eq. (2.44)
L J .

: A ,
Vale ressaltar que a fungao tmagem da densidade de cargas dada pela

equagao (2.44) é completamente geral tanto no sentido de ser a solu
gao da equagao diferencial em x quanto no de valor para qualquer ti
'po de transporte, uma vez que nao se especificou a fungao ’jpff.t Obser
vamos ainda que a solugao para cada caso em particular fica diferen
etada exclusivamente pela condigao inictal em xopara qualquer tem
po , o.que € caracterizado pela fungao imagem j’?»ﬂ@). Contudo, se nao
ocorre injegao de portaderes pelo eletrédio em x:0", fisicamente o
problema nao ee altera se imaginarmos que os portadores 8ao coloca
doe inicialmente em x:9°.

Matematicamente eege racioeinio é equivalente a se escrever como

condigbes iniciais e de contorno
g g Q
Pin,0) = g(x_()a)]{(x) , Orx-a1) = : :f, i‘i&_ z eq. (2.45)
- %

P é)=o ! eq. (2,46)

-

Da equagdo (2.46) & imediato que v?ffn,u,l:u, portanto a eq.(2.44) pode

ger repscrita ecomo sendO'

J ZaahE P

Para a situagd. em que se tem injegao de cargas pelo eletrodio em is0

f(’”‘) ExP[ #4/.._.4 bg()(uj Q% o)trpwux/m_zba?jfu — dx - . eq, (2.47)

a densidade de portadores fio¢) é conhecida em qualquer tempo e nesse
easc a solugao para fr'x,u) ¢ a maie geral, dada pela equagao (2.44),
Note-ge que tanto num caso como no outro caso (com ou sem injegao
de portadores) o tipo de processo, o qual é caracterizado pela fun

¥ - - ~ . .
¢ao lﬂu),- nao interfere na resolugdo da equagdo diferencial em X2 .



Lg

Se o processo é em carga livre, como se viu antertormente, a fun
X )

—

- " » b l ¥
¢ao‘ﬂﬂJQue 0 caracteriza e tPUU'=J » 8endo ?(%“) eserito em geral

por: * !
- ‘_u_)t____ t _P['}('o) —ME
s e R0bEX[POu) 4| T p JabER gy . (2.48)
f(‘f“) - P ) &‘aabg A / o

e !
Verificamos portanto que o resultado para cada processo de transporte
- - - —~ ‘ X
¢ obtido da solugao geral (Eq.2.44) com o uso da fungdo PW}que o

caracteriza, sendo’ que a solugadé para um gera a do outro

- - >
pela substituigao da fungao ?Uﬂ de cada casc. O gonsenso que se po

de extrair dessa discussdo é que a resposta para um processo Semi-
Markow;ano, espect ficade por uma dada fungao W&J, ¢ gerada pela s0
luggo em carga Llivre pela substituigdo de A por ﬁ&iem sua transfor
mada de Laplace, referida daquti para frente como substituigao fun-
cional (SF). Em outras palavras, para se encontrar a expressao pa
ra a denstidade de portadores para um processo de transporte Semi-
Markowiano através do método da substituigdo funeional toma-se a
trans formada d2 Laplace da solugao em carga livre, substitui-se pe
la fun¢5o§$bque caracteriza o processo no qual se tem interesse e
calecula-se a primitiva.

Esse método pcde ser facilmente estendido para obtengao de exrres
soes de grandezas de interesse, que dependem apenas do tempo, a sa
ber, a corrente externa ou o potencial. Vejamos o caso da corrente
externa Semi-Markowiana. Tomando-se a transformada de Laplace da
eq.{2.42) para k=constante, resulta

J'r(‘u) = dasbt ‘P!(“) f?zz“) eq. (2,489)
Como a fungdo Yiwaparece sob a forma explicita separadamente da fun
edo Plra) e, tendo~se em vista que Plau) pode ser obtida com o  ra
etoeinio anterior, fica evidente que a substituigao functional pode

ser realizada. Vejamos a seguir um exzemplo esclarecedor.

Consideremos © caso de um pequeno pulso de portadores em eampo al
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to(35), deslocando-se numa amostra de espessura | , sendo o proces

so em carga livre (P} MW) ¢ a condigdo tnicial Pm)=8e $(x-K.).

(37)

Nessa situagao, sabemos que a denstdade de cargas f(*t) e a cor

rente externa JUJ 8do respectivamente:

PO6t) = o S(X-%e~2a0bEAL) aq.(2.50)
022 LQ .
(4) = ? dobE/L ) el eq.(2.581)
(f -] o , t oL
sendo Lo o tempo de trdnsito dos portadores que se deslocam atra

ves da amostra, com to:QQ%$EA (l, & 0 tempo para o qual a frente que
lidera a distribuigao alecanga uma das placas).

Tomando a trangformada de Laplace de (2.50) e (2.51) vem:

y?x,u) = (Qa/zaabEH) ExP[-A(x-xo)/:an)ElJ eq. (2.51)
2*@‘\) = (4,200 0EA/L ) [:_{ - EXP(C-C.LL/,;I&OBEJ)J eq.(2.53)

¥
A substituigdo funeional 4 por ?%u) leva-nos a solugde Semi-Marko

wiana representada por J?K(w,a) e {/’(a) :
J

5O = (3 /2a:bE Vi) ExP[ - (*-XcM/w?aaew?w] 6q.(2.54)
¢ LE/L ¢?W f) - C‘L‘& na N ? (2.55)
a,d(u) - (‘20204 /L-) _}1" L..L - txP mQaOC‘\P I-).‘ eq. .
d

A solugao se completa especificando-se-a imagem da fungdo de retar
earacteristica do processo Semi-Markowianoc de interesse e ealeulan
do-se as primitivas.
Observamos que nas aplicagoes Subsequentes dos capitulos 3,4 ¢ 5
utilizaremos os resuitados (2.54) e (2.55).

Como conclusao deste item, resta-nos frisar que o usc do
método da substituigdo funcional nao fica limitado pelo tempo de
traneito dos portadores, visto que tal método é decorrente, em es

séncta, do fato de exietir uma equagao de continuidade geral, vali
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da em qualquer tempo., O grande trunfo que se tem para a validade
de sua aplicagao é que teda a informagac a respeitto do tipo de pro
cesso esta contida na fungao de retardo Pl retacionada com a fun
gao (PH), caracteristica de cada processo.

Sua vantagem reside no fato de simplificar em muito a parde de
edleculos relacionados com a obtengao de solugoes Sawaarkawianégsi
bem como aplicar-ge a qualquer situagso experimental em que se des
prese o efeito de campo das cargas espaciate delineando uma solu

¢ao aproximada quando este efeito € considerado; este serd o nos

so préz=tmo assunto.

TGPICO 6 - A solugdo aproximada através da substituigao funcional,
para o problema de transporte Semi-Markowiano quando o

campo eletrico depende das cargas.

Para um processo em ecarga livre a fungao de retardo é sg
bida ser ?&):QSGJ, Para esse cas¢ a EFPG feq.2.42) resvlita na equa
gac da continutidade usual:

%?i'x,t)_ _ 0'?(105292— E(x,t) P(X;é) eq. (2,56)
){ .

Tomando-gse a transformada de Laplace de (2.56) vem:

,u.j?f?r,a) - P(x,0) = -QQ‘,B]";LE(H,E) ‘P(’Cab):\*l eq. (2,57)
Aqui, propomos, de uma fo;ma tentativa, a substituigao de A por
wi@ na eq.{2.57), com o sentido de se obter uma solugao aproximg
da para processos Semi-Markowianos, quando o campo elétrico depen
de do efeito das cargas espaciats, prccedendo da mesma forma que
em campo alto.

Assim, a substituigace funcional em (2.57) leva-nos a:

» A T
'M‘.ﬁ("'“) - )O(x,o) = -, b 39(44) é_i[td(#,t)ﬁ(w,e)] eq., (2.58)

A tnversa da (2.58) resulta em:

t.
9&(%1') ~ 9 ; - ' ; » ’
. Qa,b 2 ) EdE) Proe) dE eq.(2.59)
St ox jw /) &3 f




Vejamoe agora, o signtificado da realizagac de uma SF quando o cam

po depende dos portadores.

Seja um processo Semi-Markowiano caracterizado pela fungao;%'e deg

erito atravée da EFPG:

35 ,
= -20,b 2 E,0ut) [Ple-v) 000t dE eq. (2.60)
ot ox f )5 |
A transformada de Laplace da (2.60), utilizando-se a convolugao
eomplexa, vem dada por: ‘ phi
+i
y 2 f, ¢ ?%‘ ) ?xu-r)dc}
M P () ~ Prx,0) = 20,80 |2 () T .P5 ’ eq.(2.61)
“ S 1
! v,
= {-iw

b
Note~se que a fung&o?@ﬁjpode também ser representada através do de

senvolvimento em série de Taylor:
Mmoo~ M)

I, _(p* N A . (2.62)
LP(UTW) - SD(u) + L = (u) eq. (
mz, +
Levando-se a €q-(2.62) em (2.61) tem-se:
(OH;‘U
pgines = ey s 2 [ 910 Bl € -
8.41}0 4
- d’H(.D
L) 9 g 1( U'JM a(w ¥ ¢ 7
- ~ — Lc Iny =Y I
ox Lzr‘z ANV (MHQ( ._5{2(,0‘)@(%4{—@3@”‘ eq.(2.63)
érm i
Achando-ge a primitiva da eq. (2.63) vem:
t
9?(7(!&) Vng ’ — ) a T ypt .
S Qb B Wleok) Et) Plasyet QLY oq. (2,60
o
Jo
onde



Aeq. (2,64) sem a fungao C%f%{)reproduz a eq.(2,59) obtida da solu
gao em carga livre pela substituigdo funcional. Note-se que a fun
gao Ghﬁ) origina-ge justamente dos termos de ordem m2! do desenvol
vimento da série de Taylor (eq.2.62). Se esses termos sao despreza
dos, a aprozimagao de ordem zero resulta na equagao obtida pela SE
Portanto a equagac (2.59) retrata uma equagao de continuidade com
o campo elétrico "dentro” da integral de convolugao,que nada mats
¢ que a aproximagdao de ordem zero da EFPG.
Parece-nog, em principio, que aproximagoes de ordem superior tambem
podem ser obtidas da solugao em carga livre mas eéte assunto sera
detxado para uma analise futura.

Com respeito a corrente externa %(t) » a mesma aproximg

gao pode ger feita, SendoJ(w em carga livre dada por:

) = 20,8 Eue) plxit) + ¢ 9i§*) eq.(2.66)

a solugao Semi -Markowiana sera:

j= 20 / Pty §nt) 1) o

IE it/
X3 o+ eq.(2.67)

Congideragoes semelhantes vodem ser feitos nara ¢ estudo do deea:l

mento do potencial, o que gerd visto nos canitulos seguintes.

IV.a - PROCESSOS QUASE-MARKOWIANOS.

Nesta secgao estudaremos com detalhes os processos Quase

Markowianos e algumas fungédes que o0& representam.
TOPICO 7 - Conceitos.

Nos capitulos precedentes viu-se que um dado processo fi
¢a caracterizado ou pela sua fungdo de distribuigdo de tempos de
salto ?@9 ou pela probabilidade do portador permanecer fizo em um
certo locgl por um intervalo de tempo entre [Qéj s representada pe

la fungao 55ﬁ). Ambas se relacionam através da eq.(1.15), transert



ta abatzo;
Wi = - g"_@ﬂ eq:(2.68)

ol t
Uma cutra forma de earacterizar cada processo independentemente da
teoria que 8se possa formular para sua ezplicagao € através dos re
sultados de medidas experimentais.

Nesse sentido, denominamos processos di;persivos aqueles cujas me
didas da corrente externa resultam num decatimento proporeional a
gﬁ-ﬁ)com O<x <] , para tempos menores que 0 tempo de transito dos
portadores.

Correntes nao dispersivas sdo aquelas que tendem para um valor cons
tante antes do tempo de transito.

No que diz respeito a pfocessos Gaussianos e nao—Gaussianos
Bedeaux(34)e colaboradores determinam algumas condigoes através da
andlise dos momentos da fungao de distribuigao de tempos de salto:
Um processo sera dito Gaussianc para {){; quando existirem pelo me
nos og dois primeiros momentos da fungao de distribuigao de tempos
de saltostQ)e quando o tempo de transito dos portadores for

matior que o primeiro momento 1, , sendo o momento de ordem n definido

por:

n .
I o=t Yidt €q.(2.69)
M

Em termos de teoria de Passetlo ao Acaso, entende-se um processo
Gausstiano como aquele em que a dispersao dos portadores e simétri
ca em relagdo d sua posigdo média, serdo a razao entre a dispersao
07=[§05"<£vﬁﬂyze a posigdo média doe portadores (4> dada senpre
por {07Q5>]&C £ se a fungdo caracteristica de um process;
Gaussiano Vit for uma exponencial (W=3¢7t) ele é dito Markowiano
puro e em céso contrario, Quase-Markowiano. Aos processos de trans
porte para o0& quats as condigoes de Bedeaux ndo gdo eattsfatorias

denominamos processos nao Gaussianos ou Semi-Markowianos, tendo-

se sempre constante a razao O/



Ko préozimo gegmento estudaremos com detalhes a natureza fieica des

ses processos e algumas fungdes que 08 representam.
TOPICO 8 - Os espectrosde frequéncias e de energias.

De uma forma geral, mostrou-se no Capitulo I (seg¢.II.a,
Tép. 8) gque a fungao ®t) era gerada a partir das fungbes Wije Qﬁﬁh]}
QHﬁUD € a probabilidade do portador permanecer fizo num certo pon
to localizado, por um tempo 1 , para uma especifica configuragao de
pontos localizados 1%} . |
W(k) é a taxa de transigdo inter-locais para uma espectfica eonfigu
ragdo de pontos localizados {h/J .
Sendo d“*) a probabilidade do portador permanecer fixo num certo
local, independente da configuragdo, por um intervalo de tempo [ot],
entdo essa probabilidade serd a média de R(IN]) sobre todas as eon

figuragoes possiveis, representando-se por:

b= < Qotwi)> eq.(2.70)

. . Al . - 3
Como a probalilidade QEJEU pode decrescer através de todos os ‘ca
, ,
nats de decaimento para transferéncia do portador para locais vizt
nhos, a equagac diferencial que gera essa fungdao para uma configu-

ragao especifica é escrita como sendo:

dRe ) Q(_%,M‘D Z Wit eq.{2.71)

— -
-—

dt ‘

A solugao da equagac anterior é imediata e dada por:
QUin}) = ex P[- z wzn.-)tj eq.(2.72)
-

No caso markowiano em que se tem apenas uma configuragde possivel
e a distancia inter-locais é fiza (caso de eristais perfettamente
ordenados) a taza de transigao nao depende da configuragao. Aesim

sendo, evidentemente nao hd a necessidade de se fazer a média 8o
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bre as configuragoes, tendo—sefﬂkQﬁWe as equagdes (2,71) e (2.72)

trang formando-8e respectivamente em:

dj(r’,za;): _Walew) eq.(2.73)
t
@G):@/&,W}: expl-wt] eq.(2.74)

-

Um prototipo para a taxa de transigac €:

W= wexp (FE/kT)  eq.(2.78)

e pode ser obtida do modelo bi—estével(67’ 69)

onde se supoe que
entre dois locais para salto existe uma barreira de potenctal de
altura & a ser veneida pelo portador que salta. Se o potenctal €
parabélico a particula carregada vibra em torno da postgao de equi
1fbrio como um oseilador harmonico cuja frequéneia de vibragao  po
de ser considerada como o numero de tentativas por unidades de tem
po para o portador cruzar a barreira. O termo X(¢i7) é a fragao de
tempo média gasto pela particula num estado de energia ~ £ , s8en
do £ a energia de ativagac média para saltos, k. a constante de
Boltaman e T a temperatura.

Até aqui temos dirigido nossa atengao ao estudo do pro
ceseo markowiano puro onde o solido ecntém apenas um tipo de local
para salto ou seja, uma iniea taxa de transigae. Entretanto, vode
mos imaginar um matefial que contenha locais com taxas de transt
¢do diferentes. Nesse caso a fungao @HU ¢ determinada fazendo-se a
média das fungoes QGW )z €W sobre todas as taxas de transigao
pogsiveis. Como QW) decai exponencialmente para cada taxa de

transigao em particular, a média sobre as taxas serd:

L
X -WE N
@{1’:} = <QZ+)W{)ZW') = fe ;(l\f) o I/ eq. (2.76)

onde f(w) é uma fungdo de distribuig¢ao de tazas de transigaoc. Sob

o ponto de vista formal a eq.(2.76) mostra-nog que @H) pode ser es



eritta por uma integral de Laplace, sendo esta wna representagac ge
ral bem como um resultado jd esperado visto que @H) € uma  fungdo
monotonamente decrescente, analitica em todo o campo de exiSténcia
e que vai a zero quando T tende para o infintto.

Note-se que na obtengao de QNU foi realizada uma média sobre  as
tazas de transigao mas o fato de existirem locais com ‘tazas de transi
gac diferentes equivale a dizer que os ogeiladores no modelo bi-
estavel podem ter probabilidades de transigao diferentes, ou por
uma variagao nas frequencias de vibragdo (diferenga nas éonstaﬁ
tee de mola) ou por uma variagdo nas fragbes médias de tempo gasto
pela particula para cruzar cada barreira (diferenga nas energias
médias de ativapdo para saltos).

Nesse caso a média das fungoes QUW.) pode ser realizada tanto  so
bre as frequeneias de vibragdo W no primeiro caso, quanto sobre as
energias de ativagao, no segunde .

Assim, se a variagac das tazas de transigao se deve a uma variagdo

nas frequéencias W , teremos:
m .
Ly _— Y = | ~wEESPCE/RT)
@ (-{;) = < Q({-, Nzt exp ( E/kT)))(w‘-) '/Q ]((uu) dw  eq. (2.77)
6

onde]h“U ¢ o espectro de frequéncias de vibragao.
Se a varitagao das tazas de transigdo se deve a uma vartagao nas

energias meédias de ativagao para saltos € , @Hﬂ serd dada por:

@0
@H) = < Q[@M: (UEXP(-S;'/&T))% , :ﬁ- Ve Exp(-E/eT) h(g) ds eq.(2.78)

onde Mb € 0 espectro de energias médias de ativagao,
Por gserem as tazas de transigac proporeionais de frequénecias de
vibragdo, as representagdes de d%o por uma integral de Laplace, tan

to no espago das taxas quanto no das frequéncias, diferem apenas
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nas escalas de tempo, possuindo fungoes de distribui¢aoéﬂvv)eﬁw)de
mesma forma funcional. O mesmo ja nao ocorre comjﬂﬁ e h(t). No senti
do de mostrarmos essas semelhangas e di ferengas analisaremos a 8¢
guir, cada caso separadamente, supondo uma fungao de distribuigao
tipo "eaixa" tante para a distribuigdo de frequénetias como para a
distribuig¢do de energias médias de ativagdo para saltos de portado
res. |

a) Variagdo nas frequéencias de vibragao W .

A fungao de distribuigao de frequéncias €:
)((UJ) S {@(W-wo) - @(w‘w!)] eq. (2.79)
(W,-,) §

onde
W Wy

| I }
AFTEY/ VRN I
Q( (] (1 , W w;
UVsando—-se (2.78) em (2.77) resulta:

w
'Lk Exp (-€/kT)
@(U = |2 dw eq. (2.80)

([‘Vr'wt’)
W, )
- - ~ E/kT
Como a taxa de transigao e VV:a)e I , 8egue-se que:
W, = w, e T - /T E
o dw = ¢ du eq. (2.81)
Wz 7T |
J
Levando-se (2.81) em (2.80) vem:
W,
-wE
@G) - 2 dw eq.(2.82)
(WJ-WB)
W,

Note~se que a ultima integral também pode ser eserita como uma in

tegral de Laplace:

(¥
@U-)::/g'wéj[w) d W eq.(2.83)



onde

9“) } (W- )

Ae equagdes (2.79) e (2.84) mostram-nos queﬂ“’) e}(W)té‘m formas

[Q(W We) - 9("‘-’ W;J eq.(2.84)

funcionatis idénticas bem como (2,.80) e (2.82) deixam transparecer

a diferenga na escala de tempo.

b} Variagdo nas energias médias de ativagao &
A fungado de distribuigdo de energtas é:
7

HE) [(9(5-50) B <. jf eq.(2.85)

l

Levando-se (2.85) em (2.78) teremos:

/ Z- wk ExpE/RT)

50({) z | d€ eq. (2.86)
< Jf (&-€s) |

o -E/eT )
Lembrando que W=we , faremos a mudanga de variqvel de € pa

ra W na integral antertor, onde usaremos as equagoes abairxo:

(W, = 0 Exp(-E/kT) dwW= -& exp[-&/k7) de l '
ET
; eq. (2,.87)
W= wep (- /kT) ~kTdwW = d¢ /
- |
/

Com a substituigao de (2.87) em (2,86) vem:

Wi
_ -Wé
@% - ___,0/11/ eq. (2.88)

ﬂbf (N/W) w
Sem duvida que a éq. (2.88), tal como no item a, pode ser escrita

eomo uma integral de Laplace:

95[%) =le Nr&'}[?\/) o'W eq. (2.89)



gendo a fungao de distribuigdo de tazas de transigao dada por:

9w <

o~ 7 '
, [ Ofvw) - Qi) | eq. (2.90)
Iy (H/00) J

Vé-se de imediato (Eqs.(2.85) e (2.90)) que as fungoesde
digtribuigdo de energias #(c) e de tazas de transig&oéﬁb)nio tem a
megma forma funcional, como ccorre quando a variagao € nas frequén
etas de vibragao.
Un ultimo aspecto que se conclui da andlise dos espectros é que a
variagqo das tazas de transigdo ¢ muito mais orucial quandoc ela
ocorre via uma variagao nas energias (W varia exponencialmente com

€ ), do que quando devida a uma variagao nas frequéncias (Wvaria

ltnearmente comw),
Na eontinuagao deste trabalho restringir-nos-emos apenas ao uso de
tazas de transigao que variam com as frequéncias, deizando a outra
possibilidade para uma andlise futura

Tendo em mente todas as consideragées passadas em revig
ta neste topico, o consenso que se forma no que diz respeito a pro
cessos quase-markowianos é que eles ocorrem sempre que o material
tenha mais de uma taza de transigdo para saltos de portadores ( ex
elue-se o caso em que se tenha W=0),
Emrtermos de fungao de distribuig&o}(ﬁ), 0 espectro que caracteri-
Za esses processos tem a propriedade de se reduzir 4 fungdo delta
num processo limite, quande todas as tazas de transigac possiveis

tendem para uma unica, caracteristica do processo markowiano.

IV.b - SOLIDO AMORFO COM DOIS PROCESSOS DE CONDUGAC COMO UM PROCES
SO QUASE-MARKOWIANO,

Esta secgao é inteiramente dedicada ao eetudo da dinami
ea de condugao através de um sdlido com doie componentes para sal

toe, vista como um processo quase-markowiano. Apés a introdugad das



equagoes classicag que regem o mecanismo de transporte, como apli
eagdo do que se viu nas secgoes anteriores deste capitulo, mostra-
ge a equivaléencia sob o ponto de vista matematico, em regolver o
problema classicamente e fazendo-se uso dec modelo de saltos cuja
fungdo caracteristica éﬁ)pode ger gerada através de umu média  so

bre as taxas de transigdo para cada componente.

TOPICC 9 - As equagCes classica.

Com a finalidade de escrevermos as equagdes classticas que
regem a dinamica de transporte de cargas através de um sélido com
dotis tipos de local para saltos de portadores, suponhamos o meto
como uma rede cubica de parametro (, e trés planos consecutivos des

saq rede:

—a +
pl(x a,t)

p2(x-a,tl""2_____ o’ /

L0, (x+a,t)

‘o

P Q—)[X+aJt]

\\.I
-
hY

N e

(-1) () (+1)
FIG: 2.2

locais para salto tipo 1 representados por
um circulo e o tipo 2 por um ponto.

As equagoes que pretendemos escrever sac equagoes de "ganho-perda”
@ para tal fim devemos constiderar o0s saltos de portadores em lo
caie de um plano para os locatis situados em planoe paralelos adja-
centes, bem como as transigoes que ocorrem dentro de um mesmo pla
no. Como no modelo que estamos seguindo é permitido a um portador

eituado em um local, saltar para outro de natureza semelhante ou
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di ferente, torna-se necessaric levar-se em contag 08 saltos de lo
cais tipo 1 para tipo 1, tipo 1 para tipo 2 e tipo 2 para tipo 2
{ver fig. 2.2}

Sendo Eft) o campo elétrico no interior do material na diregao X £ (%t
a densidade de locats tipo 4 ((:1,2 ) ocupados por portadores,wa' a ta
za de transigao para qualquer local partindo-se de um loecal tipo (,
¢; @ concentragao de locaic tipo L , teremos:

() G WJ; - probabilidade por unidade de tempo de um portador partir
de um local tipo ((#¢) e chegar a um local tipo/'(/:ﬂ,;), saltando nae
diregoes ch/ ou %

[(/Q:EE(X.*_)}’G‘%'— probabilidade por unidade de tempo de um portadorpar
sir de um loecal tipo J‘./ﬂj':',z) e chegar a um local tipo /=352 saltan
do na diregaoc *x,(b ¢é uma constante que pode ser determinada ).
Tendo em vista as definigbes anteriores, a variagao com o tempo da
densidade de locatis do tipo 1 ocupada por portadores no plano cen

tral da fig. 2.2, pode ser escrita por:

9 _g{ar,H
ot

—_

IVIN

{

1
[\{(fx-da,t) + Nll{’“ﬂo,k) + EJ’"’H :2;(2'*) . Qh"w’”‘/ eq. (2,91)

-~
n
-

onde N_{[:.")-Z?_)sz , Qi{. sac definidos a seguir.
Né‘*'ﬂo,{]?Effb"bE(x‘ao,)fﬁclw,',ﬁ-f”“af)é a densidade de portadores em loecais t1
po { do plano (1) que saltam para locais tipo 1 do plano central (v!
por unidade de tempo.

Nh(t*a,.,f):[f/;,-gE('HJJ,#/J?GI"/,‘J?(Z‘J:,Ué a densidade de portadores em locatis ti
po i do plano (¥!) que saltam para locais tipo 1 do plano central fO)’
por unidade de tempo.

P“"") 2(3: P(vt) & q densidade de portadores em locais tipo 2 do
plano cental que saltam dentro do préprio planc para locats tipo
1, por untdade de tempo.

P(?f')-—-fz\a/f’(x,t) é a densiaade de portadores em locais tipo 1 do

plano central que saltam dentro do préprio plano para locais tipo 2



por unidade'de tempo,

ka*)=yi‘ﬁv%5”ﬁﬂﬂfhﬁé a densidade de portadores em locats tipo 1
que saem do plano central, por unidade de tempo.

Levando-se as expressoes delv ,2) Ge € 6%( na €q9. (2.91) e de

senvolvendo o scmatoric, a Variagac de pivs) com o tempo sera dada

por:

’EUa(%;+) ]

e e

|
5t |

Vo +bEedot) ;‘J W Ple-t)+ U, P 00,4 |

]
.L.H_“..__ }

L
|r-h ' J\? i , + \ (lk/ 'yQ ‘_7_':‘ l;‘ ‘L-{ f?‘!- ,I“ [t}
t //é —AE(Q'“?QH l C’,WIB{,HGW )+, aﬁ('“'“"t)i*g .' ¢, E{ ) - R
L J i SR ,‘
L J L )

o

Obviamente que a equagdo para a variagae de f.(%f]com o tempo
obtida da eq.(2.92) pela simples troca de indices 1 por 2,

Na erxpressdo anterior, £(*2%,t) e P(%?3.{) podem ser desenvolvidec enm
serie de Taylor em torne de x - Levando-se a termc gssa
operagao e desprezando-se termos de segunda ordem na derivada (ter
mos de difusac), chega-se finalmente ao conjunto de equagodes que

nos propusemos obter:

.
i HE

(7' Wf(z,%) N, wJaﬁ(ac.+)~ 6.0 W, PRALEC] b, (f Rk o, (2.93)

o4 'L u ofz ;

7
; : I}) 1t

IEO?) bl oy Lot )- «?ﬂécz,w SRg, o T o

[ % 71 f

I+ |

A densidade total de cargas flst) serd ﬁ(%;+)=f(?,€)+ f('x,(-) eq.(2.95)

De posse do conjunto de equagoes que rege o mecanismo de transporte

em um gdlido com dois processos de conBug¢d®, nosso préximo passo

gerd mostrar que a resolugdo do conjunto de equuyoes dijeréncidis.

]

»



(2.93)-(2.95) &€ equivalente a resolugao da EFPG énnvmiz da teoria
de Passeio ao Acaso com tazxa de transtgao dependente do tempo e po

sigao.

TOPICO 10 - Passagem das Equagles classicas ac modelo de saltos

Com essa finalidade, tomemos a.traneformada de Laplace -do

econjunto de equagdes (2,93-2,95). Teremos:

wgtew - pa0) = = C WP e, £ -2abe W, (cP) 2abeW, a(?z oq. (2.96
¢ )
120 r ) - RGO = W, 94 Cawiﬁ’iabazwzég‘(b P 20,b 2 w‘(;@(c‘ﬁ)" eq.(2.97
(I iy ¥

?ﬁ: ‘P!#-F ?_:F eq.(2.98

Considerando-ge o sistema de equagoes (2.96-2.98) nas derivadas em

X, verifica~se de imediato que o determinante do sistema 4, e nulo:

-Ja.b C,Wj *QCZOE C’ Wz-
A - = O eq. (2,99
Ny

"QQOL Cz Nf - 02Q¢‘.) C?_wz

(70)

Assim, pela reziproca do teorema de Cramer 5 o ststemag tera solu

¢dao néo trivial peda condigao:

Luw;fpﬁ)+gw£{fgwd?J LQQLQMJ

aq.(2.100

[ug}:* fz(”'o_) + prz.?:“ W, ﬁ‘_] [—QQ,L, 9 W,]

Sendo J?(?r,lo) z O )0(9(,0) e f,_(?r,o) = Caj?(?r,o) s da condigao (2.100) resulta

*
‘P' - (W&“L) eq.(2.10.

I
oF T ¢ (W+h)

1




A eq.(2.101) em conjunto com a (2.98) fornece:

f“.___ ¢ (Wora) JO‘F eq.(2.102)
’ (ﬂ+Q%+QM)

£ 3 (VU|+'LL) #
? = eq.(2.,103)
2 (ﬂ'df @,W?_Jrcz‘r\/,) :

Notemoe agora que somando membro a membro (2.96) e (2.97) e usando

a (2.38) teremos:

u??x)u) - P(x,0) = =20,b W, (WC:)(% (Eﬁ)i QGGEWZ (C:’ch)aﬁ (Eﬁf)* eq.(2.104)
. X

Sendo Cy 2 (2 as concentragoes de locais tipo 1 e 2, entao:

O+6 = 1 eq.(2.105)

Usarndo~se a eq. (2,105} em (2,104) fieca:

eq.(2.106)

. L
w ple,m) - Plx,o) = —zaahw,i(*z P &QGLW2£CEFZ>* |

Da eq.(2.106) devemos analisar a transformada de Laplace dos produ

tos (E9) e (ER).

- ¥ -
Lembrando que 0{&):¢3G?M¥i pode ser escrito em termos de uma con

volugdo complexa, a saber:

YHUJ
‘ ¥
i; E(”}*)‘E(%E)} :2';_; E#(?f)u-(}\) ﬂf (W»’UJ,) d(r eq.(2.107)
§-(0

- ¢
podemos subsiituir as expressoes de_ﬁ e,gj( dadas pelas (2.102 )

e (2.103) na relagao (2.107) para conhecermos(ff)‘e(fﬁJ‘em fungao de

9*(”10')-



Realizande tal operagao resulta:

fﬂﬁJ
¥ / ¥ _ ¢ (O‘-—+NZ. d
= L e u-r) HIIT T (M') ' eq. (2.
(€8) PYs (F+ e WarcuW,) f 9. (2108
(W
(+hU
! CZ(U—+N) .* G-
CEPa) > C((“ f)m poee) dor eq.(2.109)
J-1

Levando-se (2,108} e (2.109) em (2.106), apos alguma algebra  tere

maesg /!

{
f()UOdU’} eq.(2.110)
@ZKN U+ WNe+ ColY e (2.1

-

f' 7 7
u,? (XU)—-.ZG _aj \C(%u-v)/’O’(NCvLWZw)a-A}MJ
!

Chamando .

70’(”)_LMJ('VC+WC)+WWJ/[LL+CHZ+Ugh/] eq.(2.111)

a eq. (2.110) e reescrita por:

{0
¢
u §ime) -po) = ~°2aohééjc PRlacre o) poom) 97 g s 110
Jﬂh)

Tomando a inversa de Laplace de (2.112) vem:

f+000
9% 000, e t)( JQM ple) P1r) AT saiaans
It . ok ! .

~IR

Notando que a expressao entre colchetes e justamente a primitiva de



o)}
(o3

uma convolugao, resulta finalmente a EFPG:

i

9}’(%&) )

- -J%b 8 EGat) L P(¢-t) plx, ) dt eq.(2.114)

ETRR ﬂ) )f
0

onde a fungad de retardo para dois processos de condugao por saltos

‘P(é) pode ser encontrada achando~se a primttiva da eq.(2.111).

TOPICO 11 - Analise da fungao de relar&agéo%ﬂ‘)da EFPG através de sua
relacao com a fungao de espera. -

Como a fungac de retardo HDC‘L) ecarrega consigo toda a tnfor-
magdo concernmente ao tipo de processo, torng-se necessaria uma ang
l1ige mais cuidadosa a seu respreito. Contudo, para uma melhor visao
fisica sobre a matéria é mais razoavel colocarmos nossa atengaoc so
bre a fungdo de espera @Mcaracterfatica, que sabemos ser a probabi
lidade de um portador permanecer em um dado local por um <intervalo
de tempo entre [Onfje relaciona-ge com a f'ungda de retardc 90(9 atrg

vés do espago imagem:

(p(u) [LH‘-P(“}J eq.(2.,115)

b ]
Substituindo %"}dada pela eq.(2.111) em (2.1158), tem—-se

@(u) -+ Ce eq.(2.116)
u+W M+ W,

A primitiva de E‘P_(“) € tmediata:

Wt W, t

+ CZQ eq.(2.117)

@(Jc) -G e



Note-gc que a fungao Q%U obtida é uma média de dois processos Marko
kowianos puros e pode ter uma representagac através da integral de
Laplace, conforme é indicado no Topico 8 da secgao IV.a deste capti

tulo. Se Gﬁ&) for eserita em termos da integral de Laplace.
w0

. - Wé
@U}: / f[h/) O“/‘/ eq.(2.118)
4}
a fungdo de distribuigdo de taxzas de transigao sera

g(W} = J(v-) + Ce J/W’P/«Z) : eq.(2.119)

Conclue-se, portanto, que num sélido com dois processos de eondugaoc
por saltos, o processo de tramsporte de portadores que nele ocorre
¢ um processo Quase-Markewiamo cuja fungdao de espera ecaracteristicacé
obtida através de uma média sobre as taxas de transig&o de dots pro

cessos Markowianos puros.

vV - SOLIDO AMORFO COM DOIS PROCESSOS DE CONDUGAO, POR SALTOS ATRA-

VES DE ARMADILHAS E POR ESTADOS ESTENDIDOS.

Além dos casos jd tratados até aqui, podemos imaginar uma
situagao eﬁ que ¢ processo de transporte de cargas se realize de
uma forma maie complexa, ou seja, considere—se que © material conte
nha armadilhas e estados de transport:z e que a condugdo se de por
gsaltos de arusadilhas para armadilhas caracterizados por uma adequa-
da fung¢do de distribuigdo de tempos de salto'yﬁjetambém através da
dindmica  banda de condugdo-armadilhas regida pela cinética de cap

tura e escape. Nessas condigbes as equagdes que regem a dinamica do



problema sac escritas por:

O _ _ g, Qoo Pi-E) put)SE- f, QECH Y . 2,120
ot ax- . 9 X

kR
.P-r(x’t) - P(’){,{:) -+ Z ﬂ-(””‘) eq.(2.121)
{2
?___ﬂf’_‘i): Wy peat) - B, P.0ut) | (24,2 k eq. (2.122)
dt l )
(o, =0
e condigoes intciats g(wo) eq.(2,123)

8, (x,0) = pO00O)

ondej%ﬁi)é densidade total de cargasaﬁﬁd)a densidade de portadores
nas armadilhas, P(%t) a densidade de cargas nos estados de trans-
porte, @, a distanecia média entre os locais para capturﬁ, b uma
constante, ECut) o campo elétricoﬁ/xa a mobilidade, W; a p»oba
bilidade de captura um portador por unidade de tempo, 6 a probabi-
lidade de escape por unidade de tempo e 4%9 a fungao de relazagao
que se relaciona com a fungdoe de distribuigao de tempos de galto

1@[{) através do espago imagem:

lPX‘(u) — ____1'1__\})%6() eq.(2.124)
1-Viw
Na equagdo (2.120) o primeiro termo du direita é o divergente da
ecorrente de condugac originada pelo processo por saltos enquanto
que o segundo vem da condugao por armadilhas e estados estendidos.
Nosso propdsito sera o de mostrar que matematicamente esse
processo pode ser representado por um proceasd Semi—-Markowiane cyja
fungao de relaxagdo caracteristica é cbtida em termos dos para-
metros para armadilhas e da fungdo %%é) .

Assim, tomemos a transformada de Laplace do conjunto de equagoes



(2.120-2,122): it i

. . v
&P’(‘x,u)-{){w,o) - kg |E(mu-) lfo(o“)ﬁ(”)@doydaga sE(L““T)P?W)dU‘ eq. (2.125)
T “r o X

i | Ng-ia
‘g; x
P;(H’u) = f‘(’t)”) + ﬁ (n,4) eq.(2.126)
B ‘.-f ’
,LL‘P.*(K;“) = wfj)#(”f“) - Q'_f:(x,u) - eq.l2.127)
t

onde fizemos uso das condigoes inictats (eq.2.123) e da transforma
da de Laplace de um produto de duas fungoes:

Das ec‘;ua;zaes (2.126) e (2.,127) tira-se que:

¥ ¥ ¢ .
9& W = LW g Gou) eq. (2.128)
\jp*(?f,u) = 3*(“) f:(%“) eq. (2.129)
onde se tem: -1 '

* _ UJ(' +% }JH-Q['\
3[ (W) = [u-r@.—(i L er eq. (2.130)

s |

Yu) = + L . (2,131

3(u) [i 2 o J oq. (2.3

Levando-se (2.128) e (2.129) em (2.125) vem:
{4100
¢ 0o @fr)f*fv)y?x,m)do«
“VPT (k) -fr{ﬂc,o) = —anbéf__ E(nur) ] T
X

a-((x)
Y+(00

.
B |ty g0 1) I
a7

-



-~

A equagdo (2.131) pode ser reescrita por:

k’-ﬂ,CO
T
, o) |
MPT (4, u) -j;('mo) = -5% A MP @)U bLP(ﬁ')f(v') /u 3 j eq.(2.133)

f-lo2

Chamando

eq.(2.134)

¥
onde G é um fator de correg&o dimencional, a primitivade (2,132) sera:

S.PT(*"J‘)‘ _ 2 L(x,(_)JLP (¢- y)Jo (x,t) dit’ eq.(2.135)
ot

A Giltima equagdo nada mais é que a EFPG que rege a dinamica de pro
cessos Semi-Markowianos cuja fungao de relaxagao caracteristica
)
Conclue~se que o processo de condugao em pauta pode ser  represen
tado pof um processo Semi-Markowiano e vice-versa. 4 equivaléncia
entre os dois processos fica completamente estabelecida utilizando
-se a equagdo de relagdo entre a fungdo de relazagao e a fungao de
distribuigao de tempos de salto (eq.2.124) para se determinar a no
va fungao de distribuigdo de temposde salto em termosdos parame

tros do procesgo anterior.



yI - ANALISE DE CONDIGOES ESTACIONARIAS

Estamos interessados em saber que tipo de processo de transg
porte ocorre em um material quando se conhece a fungao de relaxagao
lP({:) caracterisitca do processo. Para tal fim ezaminaremos a fungao
LP(;&) através de um estudo da corrente externa em regime estactondria
Introduzimos inicialmente a equagac mais geral que descreve a condu

¢do de portadores em s6lidos (EFPG-See.II,Top.4):

?

F

. (

giee) 9 i[zaobggx,wj pie-v) poot) Jt eq. (2.136)
7t 7

|
o Jd

A EFPG em conjunto com a equagao de Poisson em uma dimensao,

5%5 - f , fornece a expressdo para a corrente total att)’ sendo
P4

t

i f . "oyt (% ¢
&G} = 90.b E(?faﬁ)L) HDU't))f[?{’t) ot + & 95? ’ eq.(2.137)

0

onde todos os parametros ja foram definidos anteriormente. Com o eo
nhecimento de que em regime estacionario a denstidade de cargas, o
campo elétrico e a corrente externa (total) ndo variam com o tempo,

a expressao de 3(%) pode ser reescrita por

t
(}(j) = o‘zaobt‘(%)f(x) 9‘9(15‘5)) a‘i) eq.(2.138)
[4)

cuja transformada de Laplace é:

¥
a*(u) = QGOBE(‘)P(“) _Sg_(i) eq.(2,139)
je

Se quizermos gaber o valor dej[;i) parai*ﬁﬂ) podemos aplicar o teorema



do valor fimzl* para d’?u),resultando:

lw ,uf[u) = o0ob E(1) P %.—Nr%o lﬁ“.) = -%fm d & eq. (2.141)

U-ro

Tendo em vista que em regime estacionario tem-se

@1‘“ /C”l) T constante :’é © ; eq.(2.142)
4=-r®

usando (2.141) em (2,142) resulta
= & ?‘4) — constante F © ' eq.(2,143)
ﬂzaob t('”) 3)(3‘) M -
L-pda
De (2.143) conclue-se que para existir regime estaciondrioc para um
¥
processo caracterizado por uma dada fungdo de relazagao imagem ‘Rw,

deve—-se ter:

Q(IW( I,F%(u) — constante ? o eq. (2.144)
U0

Lembrando que apenas feﬁémenos nao dispersivos) para t-PUJ) possuem
regime estaciondrio, a condigdo (2.144) pode ser, eventualmente,
mats uma forma de caracterizar um fenomeno nao-dispersivo.

Assim, dada uma fungao de relaxagdo caracteristica de wum processo,

podemos dizer que ele, eventualmente, 3erd nae dispersivo se

F 4
Q{M lF(“) = constante % O eq.(2,148)
u-ro

e dispersivo em easo contrario,
X
Vejamos comu egemplo a jungao 4)04,) utilizada por SM cuja fungao ima

gem é:

. '\{)*[M) _ W W eq.{2,146)
Vi +2lw'

. L u ‘
* Teorema do valor final: (imt 4“) = bpen 'h'f )
L® M0



Aplicando-ge o critério estabelectido (eq.2.141) vem

[ twi WYE o e bW O

————

§-+0 W_},QW M=rQ ‘tQ-

Conelue-se que ,P{‘U earacteriza efettos dispersivos.

Como um exemplo de uma funggqo lpfu) que para tempos grandes resulta
em procesgo naoc dispersivo, tem-se a fungao obtida da equivaléncia
entre armadilhas e estados ectendidos e “'processo por saltos:

-1
L?’{‘u) — M—’r W /(s Q)J - eq. (2.147)

e,

[
. ol
De imediato ve-se que fitu LP(‘-L) = [iJf w/ej = constante.

p-70



CAPITULO III

APLICAGOES DO METODC DA SUBSTITUICAO FUNCIONAL

A materia vista neste capftulo trata sobre aplicagdes do
método da substituigdao funeional estudada no capftule precedente,
¥as duas primeiras secgoes aq substituigao fumeional & aplieada no
sentido de que sejam obtidas solugdes exatas para processos gemi-
markowtanocs., A secgao I faz o estudo de um sélido amorfo sem armg
dilhas submetido a wum campo elétrico alto enquanto que na IJ o mes
mo problema é vigto considerando~se que o matertial contenha um ni
vel de armadilhas profundas.

Na ultima secgdo analisa-se o decaimento do potencial em solidos
carregados por descarga corona e q resposta semi-markowiana & obti
da em primeirag aprozimagac eom o uso da substituigdo funeional.

Em todos 0s casos tratados q fungao de relazagao caracteristica de
cada processo semi-markowiano utilizada foi q Sugerida por Soker ¢

¥
Montroll a qual no espago imagem é deda por [Pﬂi)szﬁr/(fr-+szv .



I - S6LIDO AMORFO SEM ARMADILHAS SOB AGAO DE UM CAMPC ELETRICC

ALTO,

Nesta secgdc fazemos o estudo de um solido amorfo  admi
tindo-se que ndo existem armadilhas em toda a extengao da amos tra
e supondo que © campo elétrico aplicado € muito mator que ¢ campo
das cargas nele injetadas (campo alto/, através do método da subs
tituigdo funcional,

Consideremos um capacitor de placas paralelas sobre o qual
ae aplica uma tensao Vo que origina no interior aa amostra de cons
tante dielétrica € um campﬁ elétrico untforme Eo=Vo/L . Antes
da aplieagdo da temsdo injeta-se por um dos eletrddios (x=0) um pul
s0 de cargas cuja distribuigdo inicial é P*0)= ?os{X'XO). Com a
hipétese de que ocorra apenas um procegso de condugdo ne solide
utilizando o modelo de processc por salteos, na ausencia de armadi
lhas a equagdo geral que rege o problema ¢ a EFPG (eq.(2.25)) rees

erita abaizo com L (%,t) = Eo

t
8-?(’(16)__ _ UL, gffi’zf:’ / N ¢
ot - 20bEo ﬁﬂ(t é)—a—g—; dt q.(3.1)

gendo a transformada de Laplace de (2.1} escrita por:

_ nE o u
/{,Lfé"t)a-) ff(K,O) = "-?aaZDEo P(“) g_g%)—gi_) eq.(3.2)

TOPICO 1 - Solugao em carga livre.

Vimos anteriormente que para processos Markowianos pu
ros (earga livre) a fungao de retardo da equagao de Fokker- Planck

Generalizada era dada por:

(]DH) = 13 . eq.(3.3)



Levando-ge (3,3) em (3.,1) tem-se entgo:

%?U:-Qaaééa;?gm’” eq.(3.4)
X

em conjunto com a condipdo inicial:
P,0) = %o S{x-x) eq.(3.5)
A solugao de (3.4) com q condigao (3.5) ¢ conhecida(BS):

Pet) = 3,8 (xe-20, bE,71) eq.(3.6)

Com o covheeimento da golugao em carga livre, aplicaremos a substr

tuigdo funeional para a obtengao da solugdo semi-Markowiang

TOGPICO 2 - Passagem ao caso Semi-Markowiano com o uso da

Substituigdo Funcional (SF).

Sabemos que o método da SF consiste em tomar-se g transfor

Y.
mada de Laplace da solugao livre, substituir } por %ﬁ} onde ﬂﬁlé a
imagem da fungdo de retardo que caracteriza o procesgo Semi-Markowia
no de interesse e finalmente achar-se a primitiva. Nesta secgao,

* .
como nas subsequentes a Ffungao %(uy que ytilizaremos como earacte

rigtica do preocesso é g fungae esugerida por SM(ZS), a saber:

P?k):; _Mijﬁz___ €q.(3.7)
= +aVw

Com o uso de (3.7) em (3.2) e seguindo-se 08 passoce ja indicados ob

tem—ge:

S N N S R P LT o)
§ N bE (29 1) (5-9-y,)7e

eq.(3.8)

com =Wt e Y= X/L2,bE, .
Vale ressaltar que este procedimento foi utilizado por G.F.,Leal Fer
retira (35)nesae ¢aso particular de campo alto, para ealecular a dis

tribuigao de cargas e através delg determinar a corrente ezterng.
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Contudo a substitutigao funcional mostra que esse procedimento pode
ger aplicado diretamente para a expressao da corrente, apr'ese'ntando
uma grande vantagem em termos de cdloulos e entendimentc do proble-
ma. Em cargae livre a expressao da corrente externd é dada pela equa
gao (2.42), que integrada de O al com E(t)=€o e ()D(f)'= A é({) s

resulta em:

aw:q,] o eq.(3.9)

v

com ye=L/£Gaon e o tempo de transito fm:y’-//? .

A transformada de Laplace da corrente externa sera:

to Ye/ 2 .

r et

g?u);Jg‘“tdwdt=(ﬁ'”ég_;id&:r}u ¢ 2/2 eq. (3.10)
(4

L] ¢ 0

i
Substituindo A por ‘79(“) teremos a solugdo geral Semi-Markowiana:

i
CYeut/pHu
J’Eq) = % ¢ & /L(Q( )QH,/ eq.(3.11)
4
0 |
T6PICO 3 - Soiugao semi-Markowiana para tempos maiores que o tempo

de transito da primeira frente de portadores.

Para essa situagac fisica uttilizaremos o comportamento as
sintotico da fungao 991(‘&) (eq.3.7) quando U~ O, justificada pelo fato
de que na teoria da transformada de Laplace tal estudo no espago tma-
gem equivale a analisar a fungao original quando t—+@ , sendo esse
o nosgo caso. Aseim, fisicamente estamos obtendo informagoes deé(f‘}
vdlidas para tempos grandes, ou seja, somente para tempos matores
que o tempo de transito da primeira frente. O comportamento assints

.nt .
tico de ‘}p(“) para A0 é:

(P(“) o-ii ‘ eq.(3.18)



-3
fhs)

p

Levando-se QMJ asaintotico na eq.(3.11) vem:
!
> e ‘/1_
: — e K
J(u)_‘__ 2, (6 Je 1L’/m A’ eq.(3.13)
3 ;
J
[}
Achando-8e a primitiva teremos: A -
’ Y] Vel e
) Pt AL TN R SAFvh
t) = ) P — e
(fﬁ“ ’L'J ™ [owmw ok
2 ’ v
aw [ cER y
aw_ ° NEEA S eq.(3.14)
{ _

AN Al ]

Da eq.(3.14) pode-se veriftcar que a carga total que eircula exter
@
namente ,ﬁé(f} ot 6, corretamente, dada por 30
[+ .

Finalmente da expressac (3.14) tira-se que:

éi;%f _ia G <X %f eq.(3.1§.a}
éa(x‘) - The ©%
GV e , G 4y eq.(3.,15.b)

IQm R
\
0 resultado acima coincide com o obtido na ref. (35) atpravés da dis

tribuigao de cargas.
TOPICO 4 - Solucao Semi-Markowiana valida em gqualquer tempo.

Com vistae a obtengadé da solugao Semi-Markowtiana em qual
s . . -
quer tempo, utilizaremos em nosso proximo calculo a fungao ?(H) com

pleta:

\P*(u)-: W Ta eq.(3.16)
(Vi + 2V )



Integrando a eq, (3,11) resulta:

¥ _Yudint, Tl
A?u) = -—gg- [‘—-(/-;—u-) — ﬁ”ﬁ iu/t{olu I eq.(3.17)
) Y !L. M M ;

Substituinde (3.16) em (3.17) teremos:

7]
) ﬂaw,[ ] . w(zjeu’f@'f’f)m; eq.(3.18)
(15 j& [Luf/z(qu_,__z W/icj e (M’/?— 2N /z] l
J
Tendo-se em vista que”s):
r ‘ " Wk
0{9 W W !@ eRfe. (<Vwt') eq.(3.19)
//ZCU//Z ANI@J
i '7 Y -l’

|
WE -98)!/,_-—1;’ eq. {3.20)

JW e s

| (wream

A inversa de (j (u) sera dada por:

(}5('+)“ 3JN aneﬂf (2¥we) , WEL | eq.(3.21.a)

asU QJ;\[QQW{WCKNWU eejf [Q(N %)_ (Wt- Mf/Jf Né)ﬁ! eq. (3.21.5)

A mudanga na forma fumeional da corrente em t=4/W é determinada

-

pela chegada dos portadores que lideram a distribuigao, ao eletrodio
em x=L,

48 Lozt inst
Asgim, devemos reconhecer o tempo o=/ como ¢ tempo de transito
dos portadores, o qual pode ser determinado apenas com © conhect
mento da imagem da corrente, conforme veremos no .desenvolvimento do

proxzimo topico.



TGPICO 5 - Determinagao do Ponto de Mudanga de Comportamento - de

uma Fungao a partir do Conhecimento de sua Fungao Ima

gem.

Consideremos uma fungao imagem da forma da eq.(8.17):
X ¥ . )
¥ LP { «He“ u
é (%) - () _ P(“) D //?( ) eq.(3.22)
> n M

3
Seda ?W}tal que

r -1 |
LP?u) = W LJE,?“) +LLJ eq.(28.22.a)

0 uso de (3.22.a) em (3.22) mostra-nos que Jﬁd pode ser escritq
3

por:
by = [ - 95 €
— 1w - 9u
35(“) ——Jf 9 eq.(3.23)

({1!‘(%) = [L{-{-,)f*(u)J h ’ D{/’i{ A‘.‘(u)} ) Jf(“ eq.(3.23.a)
R R A A I s L B Y

Usando a propriedade de mudanga de escala(?4)das trans formadas de

Laplace tem-se

o, tdX

-1 - U
#u = C (t) = ' e e
(ﬁ {‘2( )€ } 7 ale-w) | 15 q.(3.23.¢)

e a primitiva de &jﬂ) sera (utilizando 3.23.a-3.23.c):
J{{) :.2(%) - 6(%) eq.(3.23.4d)
4 !

A solugao ébu) :th) vale até L=« sendo & um ponto de mudanga na
forma funcional de éé@) e que no caso tratado no Topico  anterior
foi reconhecido como ¢ tempo de transito dos portadores por razoes

[ . ; # .
ftsteas. Como g?u)-#ﬁiﬂu observa-se que pode ocorrer uma descontt



nuidade na fungao JS({') no ponto de mudanga de forma functonal é"O(_,
em virtude da existéncta do fator ExP(-AU) multiplieando gi(u) £ jus
tamente esse- fator que preve uma descontinuidade se Cj(q‘.)?é J e
obriga uma mudanga na forma functonal caso se tenha ?T“)%Jrfw. Fica,

- #
poig, estabelecida uma condigao para Llo(u} para que haja descontinut

dade :

QUU deve ser tal que exP (-ectt/Play) gempre possa ser colocado 8ob
a forma g"fu} a-ocu, sendo X o.ponto em que a tnversa de cfch) nao €
continua, com C‘}("f)it)

Esta idéia pode ser estendida comp um método paralverificar se uma
fungao Zfﬁ € continua ou sofre uma mudanga na forma functional, ape
nas atraves do conhecimento de sua fungao itmagem, a saber:

Dada a 09, existira descontinuidade e mudanga fa forma functonalck

J({) em 1= se&[‘*) puder ser escrita sob a forma (“} J(Lu ;wﬂ ,com

G(x4)# O -

TOPICO 6 - Estudo do Comportamento de - uma Fungao num Ponto de Des

continuidade, através de suz Fungdo Imagem.

Um segundo ponto a se ressaltar ¢ como conhecer o comporta
mento de uma fungao nas vizinhangas de um ponto de descontinuidade
através de sua fungdo imagem, Considerando as hipdtesee anteriores,
mogtraremos que sendad&”descontinua e Ji(é) continug teremos

=700

sendo o comportamento de ardb‘.)no ponto de descontinuidade dadc  por

J(“{) &(o{ —G(’(o(_,r) eq.(3.24.a)

(74)

Da teoria de transformada de Laplace sabe-se que sge



82

X .
53&) ¢ uma fungdo descontinua em L3 ent@o:

-y [
e('w I ’fu) = &M&, J{U‘) + QMM. Q 35(04\& (f’[’( J eq. (3. 25)
5 J

U-»@ 10 po®

Usando a eq,(3.23) no 19 membro de 3.25 vem:

. ~ LU
Joomd u(f"Cu) = qu ud’?u} - “?’C“)a
$ [

O Lt D eq.(3.25.,a)
PR H

Sendo JI (¢) continua e tendo em vista o tecorema do valor intetal( 74

tem-ge . Qmu- U‘d (u) = Loowm ) d'

La -~ 00 t-rd
A substituigao de (3.26) em (3.25.a) resulta em

eq.(3.26)

). JY0) = (¢) - w ¢ ' eq.(3.27)
M (i ER R

Por outro lado, usando (3.23.¢) e (3.23.d) mostra-se facilmente que

) = D 3t(+)

é eq.(3.28)

Substituindo (3.25.a) (3.26) e (3.23.d) em (3.25) obtem-se

- b ua*‘(u) g% Y U7 [(}, (“0'01’("‘-) - G lee) G(“--)j eq.(3.29)

Jrg2 e H—

Lembrando que AG‘) ¢ continua e pela definigao de 9) teremos
!

g;&m}=&(m)

G?[x_): o eq.(3.30)
-ot)
oL3) = bna GUt-

1 Gl+) = b} 7
Usando (3.30) em (3.29) resulta finalmente
. # — +-
Lw;) U? (W) = G(o(+) -L“i’od+ ?’C ) eq.(3,31)
¥
Portanto o comportamento de HS({')no ponto de descontinutidade X sera :
é/(o() :d‘(d) - 6’(0('*) eq.€3.31.a)
s f

* A eq.(3.25) n3o e valida para o caso de distribuigao.



Uma perificagdo tmediata do resultado actima pode ser feita wutili-
zando-se o ezemplo anterior (eqs.3.21), Nesse caso particular veri
ficamos ocorrerapenas a mudanga na forma funcional em t=ye/?\/ ,nao

ocorrendo descontinuidade uma vez que:

Gl = epje 2w Je /(we-0e)":

@(f% = J’L/‘N) =0

Contudo é possivel chegarmos ds eqs.3.15 obtidas pela aproximagao

de ??‘U:VWM/Z , através do caleulo exato dado pelas eqs.(3.21).

TGPICO 7 - Resultados significativos para (\{\/":Z,) >>_j'__

Devido a passagem para o continuo, esperamos obter resul

tadog signtificativos para WE>> 1. consideraremos os intervalos de

tempo: Y1>% » Yo £ & K Hg-z s 5gz< & eom &1

a) intervalo G < Ye

Nesse caso a expressdo da corrente é :

g;(ﬂ!) . W oY% e (2272) eq. (3.42)
S 5'41
Utilizando o comportamento assintdotico da fungdo érro complementar

dado %%/ por )= E’(P('éz) (it 3 para —» & | presulta:
o 3

ag) = GV
s QYT 5%

42
que é a eq.(3.15) para & <o
' b) intervalo &> Yo .

Agora a e:cpressc'io da corrente vem dada por:
f * i 1 -(
o, . - s ! \
&m__. 9;“1 e”z’ﬁegc.(zz, ¢) —ef%;C--Lz(é Ya) *~ He/(é—ye)/z__’ Jf eq. (3.33)
3 e ,

- 4
Chamemos 3= (2(%-Y%)"+ Yo /(x+9¢)'2, Em primeira aprozimagdo teremos:

3= 25% + i /up™"



Uttilizando ¢ comportamento asgintdtice de &f,}‘c(é) vem:

A
./3) ¥ —— = ¢ = 72
Qﬂf (3 {?3 ZV_—’F;;;Z para 3— 2% eq.(3.34.a)
a2 ’
=4 -b% Yz
) eyz/" 9;&’6,/2-.;.3;)/4@3/% eq.(3.34.b)

eRiz(3) = -
s Im& 20 o

S_ubstituindo as eqs.(3.34.a) ¢ (3.34.b) em (3,33) tem-—se

J(Jc): gik.f__ - Q-%t/é | eq.(3.35)
o

,zﬁye 57

que € o mesmo resultado obtido por G.F.Leal Ferreira (refl35,eq.15 )

bem como por SM (ref.26, eq.44), O comportamento assintotico para

a eq.(3.35) é:

JH) = — %W - ) G <L 9{1 eq.(3.36.a)
5 azﬁ% 57%
(L) 2‘,\1\/9@ ) T > Y ¢q.(3.36.b)
3 VA TR

que sao respectivamente as eqs.(3.15.a} e (3.15.b)

I7 - SOLIDO AMORFO COMO ARMADILHAS SOB A ACA0 DE UM CAMPO ELETRICO

ALTO.

A situagdo fisica que nos & apresentada nesta secgdo é a
mesma do caso anterior, aliada & hipétese de que o dielétrico con

tém um nivel de armadilhas capazes de prender os portadores sem que

ocorra escape para banda de condugao.



TOPICO 8 - As equagoes gerais

Neste caso a dinamica do problema € regtda pelo conjunto

de equagoes dadas a seguir:

t
a.g- (xlt) — é-ﬂ,) Q‘P(x;y ¥
f#_Qaaoni‘P( ———-ax dt eq.(3.37)
fm(zrt) = ﬁ(z,t) +f>(‘l;t) | eq.(3.38)
fog’é): A Pt eq.(3.39)
91’.'5 A L $
J({) - (20,bE/L) |dx Wé'e)f(x’{)gt eq. (3.40)
(4 ]
onde‘ﬁfﬁi) 6 a densidade de cargas nas armadilhas com a econdigao

-

inietial ﬂ(x,o):O 3 _?("‘zt) & a densidade de portadores livres, Tt e
o tempo para um portador ser apristionado numa armadilha e #(Taﬁ) a
densidade total de cargas. As equagces (3.37) & (3.40) sao obtidas,
respectivamente, a partir das eqs.(2.25) e (2.42) com o uso da ht
potese de campo alto.

Usando a eq.(2.38) na (3.37) e passands 0 conjunto de eq.(3.37-3.40)

para ¢ espago imagem teremos:

¥
¥ ¥ QP(W:”/
LL?*(W,U) _JQ('_»,O) + uﬁ'('x,u}—){z(%o) = - Qdaon(Ptu) 5% eq.(3.41)
'3 #
ufi (x,u) —-.8/7(,0) = f (7@“‘)/72 eq.(3.42)
L
&‘EU) = (R2.6E./L) (,D*mjf”‘?%wd% eq. (3.43)
[

As eqs.(3.41) e (3.42) resultam na equagao diferencial:

* | |
7 ("’»”/_{L (u+ //7}.)_.__- P’L(”f;u) = ﬁ(%tf) - eq. (3.44)
0z dabEYW 21,6 EPT)
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A solugao da eq,(3.44) com a condigdo tnicial Pf’;o)-‘ 9«*4(3”&)

da por:
_ () (x-%)
5 0 ) E, (N
P(’;“}:‘:———-L— g 28k Py eq.(3.45)

LebEs F7b9

TGPICO ¢ - Solucao em Carga livre,

¥
No caso de processo Markowiano tem-se ?{f)-‘)é(f), w(“)=} .
Sendo 'f.o=1-/.?clala£;] o tempo de transito, a inversao de ffw resultara:

E —(!'Zo)gobgb 1. - o
et - o ExpL G XYookl 7] S(e-2bERt) S tske

0o , &

Por outro lado a expressqo para a corrente, com X,J/&o&ge 2,0 sera:

T j’/:om t¢t,
eq.(3.47)

z ?oaﬁa. ‘t)'&o

TOPICO 10 -Passagem ao caso Semi-Markowiano

A transformada de Laplace da corrente externa sera:

fo 1o ,
¢ _ %l -1 S - (ekirg) ot
6(11) = .9:-‘5\ e [tJt - _or )t (ye _ I“?’Q T ot q.(3.48)

.o vo

A solugao semi-Markowiana 3;(.”) é obtida através da troea de A por %1/

1
J:(uj = %, Q G%’ér; ﬁf eq.(3.49)



Integrando-se a eq, (3,49) teremos;

_ , ) (us /) e

| 7 2 (Jh T
= RN (O o ts50)
T Rorm) e |

-

Estamos interessados em conhecer a expregsac de A(” para tempos até
o tempo de transito e, para esse fim, é'suficiente considerarmos ape
nas o 19 termo do lado direito da equagao precedente. Isto porque
sendo L{O}f“)f W' (U%QWI/"), a eq.(3.50) sempre pode ser escrita sob

a forma:

£ :
}!{(u} LTS (O ?Fu) a—ﬂye/N eq.(3.51)

5 Yolurt/mr Yo

g - . .
ondeg(h} e facilmente determinada.
Conforme a argumentagdc desenvolvida na secgao anterior(
tépieco 5), que comega pela eq.(3.22), a inversa de(ﬁ?wser&:

(_f‘ij % O(“) ,1 . i < Yefiv

3 ?)cmq
L Ly ()
3 ) = . eq.(3.52)

\ f a, 9 ¢ u’(é/WL

’/‘w»a t2 y{/N

I yr(f;bl-l/lr/ ‘ﬂe(ﬂ*“’/'ﬁ:)

e o tempo de transito dado por 11_‘)-.-_'}6/[1/_

L ety v
Assim, para =Wt <Y o ‘70(“)=WM %“ “W*)teremos .

ao W Mj/z' ~ "

' (F(u)—_- , i eq.(3.53)
3 jfe(ul/; +.2'NV") (Ut 1/Te) |

i
—




A expressdo para @ corrente Semi-Markowiana é obtida pela inversdo

da equagao anterior:

b ’
=)/ )
(}3{“-‘: f 0 (-6 ?(é’)-dé - eq.(3.5¢)

J

32 A
sendo p(f);wsw_c%%.bw L7 eppe (VW) o0, (3.55)

Vale ressaltar que se fizermas o limite T7® (caso sem armadilhas)
na eq.(3.54), o resultado que se obtem (;: ¢ esperado pots recatimos
na eq.(3.21.a), Uma expressac para Cf‘-((f) mate eimple.s do que a dada
por uma convolugao (eq.3.54), pode ser conseguida através do proce
dimento a segutr.

Para _-r‘l- dm 4w a equagao (3.53) é eserita por:
3

4"‘@) :-gom { - %W_}F --I_..;.—'.‘..-_ 1,
: Qe Me(L+/Tu) LY M7 T (W) (0
v L - (nti2)
¥ N’ __‘.M .
4w = 2W S eq. (3.56)
‘296 u=0 K
A inveresa da eq.(3.56) é imediata, resultando:
! : o\u i " {/T-' “
(}5“7 - ALK :’7/ L )" (/1) o (5,57,
Qﬂe €72 M=o F(M*’/a)

A condi¢do utilizada para se obter a eq.( 3.57) (f/ﬁ.,< u <‘H’U’) nos

mostra que ela ¢ valida para ¢t <T'-t ¢ pode ser reescrita por:

s o?j[\[?m jﬁt‘l{//z ML:' [fm+tz Te

eq.(3.58)

é’ AV Sl E )’“



De imediato verifica-se que &”% é(é)‘?P%iyfﬁth ¢ a expressao pa
ra o caso sem armadilhas,

Resta-nos observar que com alguma algebra é possivel moe trar-ge
que a corrente Semi-Markowiana pode ser escrita sob uma forma fun

eitonal, a qual € dada por:

.
‘ r /-W@ 1 _bﬁ |

?({. ) . m ; d :' _L__ f: Ut/'ﬂ; )’,l_,_ tff" t/Tt)

s 949{/_7: 'd(ﬁ/n t/Te / /T) | eq.(3.59)

onde Enj. Cf) ) Eej[ (A'X/J = _«7_
IT

zf’ dy -
‘,0

TII - DESCARGA CORONA EM SOLIDOS AMORFOS.

Fazemos ‘nesta secgac um estudo do decaimento do poten
cial em solidos carregados por descarga corona, analisandc o decai
mento Semi-Markowiano com o uso do método da SF aplicado em pri

meira aproximcgac.

TGPICO 11 - Resumo da parte experimental.

Muitas téenicas de investigagdo tem sido utilizadas no es
tudo de propriedades elétricas e processos de transporte de carga
em isolantes ¢, entre elas, a andalise do decaimento dc potencial

em sélidos(so-sg)

carregados por desecarga corona ou bombardeio ele
tronico tem-ge mostrado uma ferramenta poderosa. Neste método o
dielétrico é carregado em uma de suas faces por bombardeio eletro
nico ou descarga corona enquanto a face oposta € colocada sobre um
eletrédio metdlico ligado a terra. Com o uso de uma sonda eapaect
tiva segue-se o decatmento do potencial da face exposta, como Jun
gao de tempo.

A figura a seguir é um diagrama representativo do dispositivo expe

rimental que se utiliza na pratica.



Vit
-Q
ny
é. PRE - : RC Vit)
NESA .. ¥ __
AMP, DIFF, '
SAMPLE _L_ P:t////,__ i
_ SCOPE
GROUND

_Fig.3.1 - Representagac do arranjo experimental (reprodugac deo
trabalho de Batra Kanazawa e Seki).

Seguindo as sugest&es feitas por Davies(49);8atra, Kanazava e Se

ki(SO)bem comu Wintle(SI) desenvolveran a teoria sem considerar efer

tos de armadilhas(ss’sga Alguns comentarios foram feitos mats rzcen

temente por Mcrt e Scher(48)

que se referem d esta forma de andlise
como "Modo de Voltagem”.

“Na situagao mais simples, a carga depositada reside total
mente na superficie do isolante sendo entao, instantanea e completa
mente injetada para seu interior ctravie de um pulso de luzs. 1inten
so. A carga espactial abre-se através da espessura da amostra de for
ma que a frente que ltdera esta avalanche de portadores é muitc berm
definida. Apés a chegada desta frente ao eletrodio aterrado, ou &g
ja, apos o tempo de transito to , a medida de decaimento do poten
eial torna-se unicamente uma fungao do tempo, sendo in&ependente do

seu valor intetal V;.



TOPICO 12 - Formulagao em Carga Livre,

Consideremos um dielétrico de espessura [ com uma de suas
faces(%=t) aterrada e a outra carregada por descarga corona até uma
voltagem Vo. Ao fluminar-se com luz tntensa a superficie cafregg
da (®z0), todas as cargas nela armazenada sao injetadas para o inte
pior da amostra como portadores livres, de forma que o ecampo em %zo
cai para o valor E(01€)=0, ai permanescendo uma vez que nao existe
fonte para restauragac de seu valor no final da descarga. Assumimos
que a injegdo ocorre instantaneamente apos a iluminagac, ou seja ,
esgsencialmente em t=0",

Além disso, como em 120 toda a carga estd em x:=0" o eampo no tnte
rior do solido ¢ L@/L .

1 medida que os portadores se deslocam em diregdo a superficie 11
vre de cargas, a amostra se descarrega e a quantidade fisieca obser-
vével é o potencial dependente do tempo:

\/(JC) = Jfr_‘(%{-) Jx eq. (3.60)

(=4

L

Se nad consideramos a difusdo, na auséncia de armadilhas, a dinami
ca de carga espacial em processo Markowiano é governada pela eq. de

Poigsson uni-dimensional e pela eq.(2.25) com %%é):;k{ﬁﬂ :

SE(zt) Plot)

——

Sx €

eq. (3.61)

Gt X

Aplicando-se a condigao de circuito aberto (corrente externa nula J

QF(H): _i[‘}%w E (ar4) 214 eq.(3.62)

a eq.(2.16) formece:

- DExE) 3
Qe bR EGO PO + € =0 eq.(3.63)




Assim, queremog resolver o conjunto de equapoea diferenciais par

etate Eqs.(3.60-3.63) sujeitas ds condigoes inictais:

f@0)= =)

& (o, t) = O
eqe.(3.64)
CE(L0) = VoL
,{/(15:0) = \/o
Se to é o tempo de transito para a frente de portadores, ateé sua

chegada a superficie aterrada (%= L) temos a condigao E(o=E=l/L.
Esse fato aliado as condigdes iniciais ( eq.(3.64)) e a integragao de
O al da eq.(3.63) nos permite obter a ezpressao do potencial como

fungao de tempo, para tempos inferiores ao tempo de transito:

V=Vl - (20067 Vo) % Ltk eq. (3.65)

L.'?’

Fazendo uso do conceito de linha de corrente introdusido pelo méto

(9)

do das caracteristicas (M.C.) , 0 tempo de transito to ftea da2ter

- minado:

to = Lz/iapg;i\fc _ | eq.(3,66)

Apos a frente shegar em X:[., ou seja, para %;>ta, procedemos co
mo € usual nesse tipo de problema. Seguindo o método das caracteris
tieae podemos obter uma equagao diferercial ordinaria para a densi-
dade de cargds ao longo de uma linha de corrente que, integrada com

a condigao de acumulo de carga na origem para t=0 s resulta:

_. £ J ' |
Plxt) = iy E eq.(3.67)
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Com o conhecimento da denstdade de cargas, timediatamente ficamos 8g

bendo o campo elétrico em x=L, através da equagac de Potlsson:

L .
E(Lt) IS é’ eq.(3.68)

A integragdo de 0 a L da eq.(3.63)da origem a uma equagao  diferen-
etal ordindria para Vie) que integrada, com o conhecimento de E(Lt)
aliada a condigao de continuidade em t=to , nos fornece a expres-

sdo do potencial para tempos matores que O tempo de transtto.

2
U%%) VA __,ll__- _i: ) ) ¢ >'&0 - eq.(3.69)
Q0.bAVe Lt
T6PICO 13 - Passagem ao casc Semi-Markowiano.

De posse das solugoes em earga livre, podemos agora nos
langar na tarefa de resolugao desse problema, quando o proceseo de

trancporte de cargas através do solido ¢ Semi-Markowtano. Para essa

‘migsao utilizaremos a aproximagac em primeira ordem do meétodo da

substituigdo funeional viseto no capitulo anterior, Secao III  Topi
co €.
Tomemos a transformada de Laplace da fungao poteneial da

da pelas eqs. (3.65 e 3.69) respectivamente para ity ¢ £ to .

to=1/2a.b2 V0 ( o Z—-
% ( r Y Z "
I I R/ T N A B e AU L. L 4t
Vi) j%ti = 7" ° JvzgmbWJ 2+ °q- (3707
v {05 Lz/z.l.,b\/oﬂ

Efetuemos a substituigao funeional indicada "0 Cap.2, Sec.III,Top.6:
*
He/ﬁa(“) v L
x ~ 1 _ut . o a’# d{-
\/5(“)-‘- \/0 1 - q)(‘”é J dt + Vo"f‘; ‘:2%_‘ eq.(3.71)
o & 7w

0 %/ Pu)

onde fizemos Yo = 2a0bYo



¥ /
Usande a troeca de variavel (}0(‘” {/58 = t vem:
fd yf ° ALY

{
Y ] ) Pray o4 v, "~ Pl )
) = | i«;j_@(f, dt | Voo Y% g d1
¢ Vo[ * ]t 2 P e

s f
Utilizando a formula integral de Bromwich(4?), calculemos a 1inver
1 4
aa da fungdc \é(u) ; |
o,
- 72U u)
\/ (-/l»i) ¢ e dt'y Vo &Mifu ¢ r
W& = ¢ o e/ T an — AU eq.(3.70)
i ) J 2t ‘P(u/
J_' O
180 J-f&) |

Como é irrelevante para o resultado final uma troca na ordem de in

tegragac , a eq.{3.73) pode ser eserita sob a forma :

) (Juf _ yeui/gﬂ 71. _ygaly(,a ”
\/(U:Ve( )di’ Lt e awV 41T Y dw
9 < 2ﬂj Sowu; g{ gnJ 50!(“)

o -{0 { a Ly

AW

eq. (8.74)

— A *
Usando a notagao %5 f,{ para a transformada inversa de Laplace, da
da pela formula integral de Bromwich, uma representagdc mais compac

ta para Vo (€) é

]

)= .4 )(((-t’)a‘c?

g~ 0{9 — eq.(3.75)

Como nos casos anteriores, usamog o comportamento assintotico de



ne
Epﬁu n JN“ 2 para efeito de caleulo resultando:

! &

[ ,"\-i 7 . , - -

i=Vo a((*-i)dﬁofo B A A T A T2 1) /F)H
- 3‘ 2 41 M Yl /2 \/W—[ J /.; J_ -} i JIL U(‘: V—'l }

» ]
! ’ y ‘ { ! \p-&f Cayg i A A 7
Ul Vo i Ji- £y [2) 2 ) d wepf-2 e th gk L ExP(-éfu”if‘vW)u ,
SIS ey T /
tﬁ ! [
( { Y] K
W - AL r(! )DF/ ygzé/h/)d{ +(_C},_ Exp /.yzg’?/wg)
P \wt i_/c JEds J
S ff/r“ Ca ]
G, Do V| gy o Wel ety )L
7 Yme, ¥ ﬂa 24
L ‘ o ) jg/ W -/
r o |
Lot =V 08 (9 /r3) - Ve, 1 - AT NS BNE7Y ¢q. (3.76)
| 29N | 2iriz

onde & =Wt e E\(%) é a integral exponencial(ss).

Vale observar que a expressao encontrada para o decaimentc do peo
teneial semi-markowiano é vdlida para tempos matores que o tempo de
transito da primeira frente de portadores que atravessa a amostra,
Isto porque utilizou-se o comportamento asgintético da fun¢&ofhm.
Outro fato que pode ser mostrado é a determinagado do tempo de tran
gtto ijﬁ o qual é encontrado com 0 uso da teoria desenvovida na
secgao I, Topico 8 deste capitulo.

0 comportamento assintético para o potencial Semi-Markowiano e:

2% ]
\/6('+) = v;[" - Qﬂ;‘yej ) G << 951 eq.(3.77)

Voyﬁ’. 5 .
{1.4‘) = UZLQZ )’ &{ (} l. ; Z>>y(, eq.(3. 78)



Por outro lado a taxa de variagde do potencial com o tempo vVem da
da por:

.d_-._vﬁ.{i)- ! Vo G <<yf eq.(3.79)

dt L 2wy

Cl\fs_L_f) 1 Wi J 3 (é’*@“ Wé)-' A >>ﬂ€2 eq.(3.80)
o

onde‘y:asqﬁzf ¢ a constante de EulerﬂMascheroni.
Uma comparagdae da taza de decaimento do potenctal do atual proble
ma ecom o decaimento da corrente no caso de campo alto (eqs. 2.35.a
e 2.35.b) nos mostra que tém a mesma dependéncia funcional para
T <<
¥a situagao em que 53>%1 mas ambos da mesma ordem de grandeza, po
de-se verificar que ‘[f+&4“&?3)J<% e nesse ‘caso, também a formade
decaimento ¢ identica.

Como wum ultimo comentario, lembramos que 8e quisermos ob
ter as expressoes para o potencial para antes e depois do tempo de

X
trinsito dos portadores, basta que utilitzemos. a fung&a}%w eompleta.

Vale ressaltar ainda que todoe os resultados obtidos nesta secgao
sao aproximados no sentido de que utilizou-se a aproximagao em pri
meira ordem do método da substituigao funcional mostrado no Ca~

pttulo 2.



CAPITULD IV

APLICACAO DA TRANSFORMADA ITERADA DE LAPLACE NA OBTENGAC

DAS SOLUGOES DAS EQUAGOES DE TRANSPORTE SEMI-MARKOWIANC.

Mostramos no capitulo II que a solugao em campc alto das
equagdes de tranporte para processos semi-Markowtanos pode ser encon
trada atravée da solugdo em éarga livre, pelo uso do modelo de sal
tos e do métode da substituigdo funcional. Entretanto, essa formade
resolugao do problema, em termos operaecionatis, leva-nos ao ealeulo
de uma inversa de Laplace no campo complexo, © que em muttos casos
pode se tornar tanto extenso, quanto complicado.

Eete capitulo ¢é dediecado a ieoria e a forma de aplica-

(€3)

¢go do metodo da transformada iterada de Laplace na inversao de
fungbes imagens que aparecem no decorrer dos calculos, quando se
faz uso do modelc de saltos e da substituigac fFfuncional para a obten
eao de solugbes semi-Markowianas em campo alto. |

0 método é uma ferramenta poderosa no sentido da simplificagac e se
torna tdo mais eficaz quanto mais complexa é a fungao tmagem i?%“)
que caracteriza cada processo de transporte, podendo ser aplicado
também em problemas em que o campo elétrico depende do campo  das
proprias cargas. Na secgao I.a apresentamos a teoria relativa ao
método da transformada iterada enquanto a I.b mostra a  ceonexao
ao problema de transporte de carga em campo alto.

Alguns casos de interesse para aplicagbes em campo alto sdao trata
dos na seegdo II enquanto que a III wtiliza o método TI no  estudo
do decaimento do potencial em séilidos carregados por descarga co
rona, em conjunto com a substituigao funcional usada em primeira

aproxzimagao.



I - TEORIA

Apresenta-se nesta eecgdo a teoria relativa a transforma
da iterada de Laplace{63)(daqui para frente denominada TI} e sua
conexao com a solugao das equag¢oes de transporte  Semi-Markowianc

em campo alto,

I.a - A TRANSFORMADA ITERADA DE LAPLACL

Seja jf@u a transformada de Laplace da fungac F&) onde

F(U ¢ analitica, uniformemente decrescente e vat a zero quando
t—+®, WNestas condigoee, FYt) pode ser representada por uma trang
formada de Laplace de uma fungac g(é), denominada espectro de F(L).

Tem~se ent&o:

:j ?[*) 7g° = o{;{g[s)f eq.(4.1)

j‘? KF(HQ O/‘lf '/7 (t)j] | eq.(4.2)
/a
(63, 64)

De (¢.1) e (4.2) segue-se que a transformada iterada (TI) do es
peetro g(ﬂ) de F(t)

Jf(u) - K_Zf_”. d4 eq.(4.3)

(65)

e dada por :

{g(uj =“7; Qj”“ﬁ‘fzﬁﬁlﬁifn7) eq.(4.4,a)

4 eq. (43) € a equagao de Stieltjes cuja inversao

§B) == < g e S0 0 (5.0.5)

Ae equagoes (4.,4) obviamente resolvem o problema pois invertem (4.2)
através do espectro. Em outras palavras, o problema e sua solugao
podem ser vistos sob o seguinte angulo: Dada a fungdo f?u) no es
page imagem, a qual é a transformada de Laplace da fungdo F(¢) que

se deseja conhecer, a inversac pode ser realiszada determinando-se o



egpectrn ;?ﬂv de ;ZU atravée das eqs.(4.4). A solugdo se completa

pelo caleulo de uma integral no campo real, dada pela eq.(4.1)., &
Justamente nesse fato que restde a vantagem do método potis se pas
sa de operagoes de inversao no campo complezxo(integral-contorno de

(46,47

Brownwich ) para o caleulo de uma integral no campc real (eq.4

1) que sempre pode ser integrada numericamente. A condigdc de valt

(6

dade )das eqe. (4.4) é que jﬂu)_ ?(erpag)) seja analitica no in

tervalo -~ < 8T e que se tenha /}”H‘ 'S% 1imitada para -T¢g< v
O
2. 5> . APLICACAO DO METODC TI. PARA O PROBLEMZ DE TRANSPCORTE

DE CARGAS EM CAMPO ALTO,

Para a aplicagao do métode TI ao problema de transporte
de cargas, é fundamental considerar-se a corrente externa éf(?) eo
mo uma transformada de Laplace de seu espectro ;(Q!:

@
. .
f _At
£

(t) = ;
/

\ . .5
/}; g_/é) oA eq.(4.5)

o

Por outro lade, a transformada de Laplace da corrente ¢:
2
(j(u’)- ( 14) ¢ utd# eq.(4.6)

Substztutndo -se (4.5) em (4.6) chega-se a integral de Stieltjec

R

/(u)__ __é__ ai eq.(4.7)

Fazendo-se ;L:-ﬁ-4iy na eq.(4.7) o espectro fica determinado pois

supoe~se conhecida a transformada da corrente. Tem—-se entdo:

glo) =% Img Tty fpaip) carth.r.a)

A solugao se completa resolvendo-se a integral de Laplace dada pe

la eq.(4,5) .
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Um aspecto importante a ser analisado no estude da cor
rente externa em termos de seu espectro, é o fato de que em geral
ocorre mudanga em sua forma funcional quande a frente que lidera
08 portadores que fluem de um eletrdodio para outro, aleanga uma
dgﬂ placas. Como é sabido, o tempo em que essa alteragdc ocorre
é denominado tempo de transito (t@). Assim a corrente externa

aeve ser egerita sob a forma:

f‘?i(t) .t by
(t) =

A 32 (t: t P to

Sob o ponto de vista matemdatico, o argumento anterior implica em
dizer que a fungao corrente nao €, em geral, analitica e se qui
sermos fazer uso da representagac espeéctral através de uma inte
gral de Laplace, devemos considerar dois espectros, um para antes

e outro para depois do tempo de transito, ou segja:
"o
o -BE
{(t) = [‘g[ﬁ) e dps ot <t
2 J !
0

a0
/ - p ' to
PIORREACIARE I

Deve ser ressaltado que as correntes que estao sendo consideradas
sao apenas aquelas que decaem com o tempo. Assim sendo, com a fi
nalidade de conhecermos o espeetro ?103), nao existe problema al
gum em se extrapolar o comportamento deﬁfﬂzﬁlﬁt>panzt(ﬁ:?ﬁmlt*ﬂh
A dificuldade maior surge quando queremos ter conhecimento de %(ﬁ’

~

e este serd o tema central do tdépico que se segue.
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T6PICO 1 - Conexao entre o métowo TI e transporte
de cargas em campo alto.

0 obstdculo que em principio parece exLStLy para O uso
do método, é o fato de que quando queremos representar a corren
te externa por meto de seu espectro, em todo © irtervalo de tem
po (0 <t(w), nao podemos, a priori, extrapolar analtticamente
a fungdo corrente que € vdlida para t >to, para o intervalo 0<{<%y
pois nac sabemeos se nessa faixa de variagao do tempo a fungao éﬁ)
tem as caracteristicas de uma trangformada de Laplace, como € o
caso quando'fﬂ’w , Ja que fisicamente a corrente vat a zero nes
se limite.
fesa dificuldade pode ser suplantada através do desenvolvimeénte
z ceguir, o qual é feito para o caso particular de eampo alto (
Cap.II,8e¢.II) mas que pode ser extendido para casos em que
se constdera o efeitc do campo das proprias cargas.

Em campo alto a corrente em qualquer tempo ¢ obtida da

primitiva da expressao (Cap.II, Seg.Il, top.5, eg.2.55)!

x g,
L

Conforme o capitulo anterior, a ultima expressao pode ser  con

r |
!
!

] , |
__E_.)“__EXPG}-F‘ ) Eq.(4.8)

segutda pela substituigao funcional de } por PW)na trans formada

de Laplace da corrente markouiana J(£), dada por:

J&U = %}9 | 0 <1<t Eq.(4.9.a)
2 |
| 3(4);0 , t >y Eq.(4.9.D)

sendo Lo o tempo de transito dos portadores em processo markowa-

nos, dado por 1s= /t/3 e Yi=L/2abE .



02

Consideramos, agora, as correntes semi—ﬂiarkowianasdlgé) pcra ’C(‘f_o
!

e /(t) para L7 1o .
d
Como a comventeé(“ para t{', pode ser obtida da Eq.(%¢.8) sem a
£
exponencial, bem como pode ser eserita como uma transformada de
5 ¥

. - ) b,
Laplace, chamando ?'{fsl a representagac de seu espectro e ~o 'Zj.fm.fl'(fe'“u"

vem.

fa)
‘ / -6{. I
g,(t) = ! ﬁim) Z g4 Eq. (4, 10)
u'c '
rm v
-ut 3 ’
’t [ ) i ! — £ L —- ga (_a) - p -
(1(“)_ ‘{‘i{&) Lot :0‘\315{;1(”\ - ——i Eq.(4.11)
h V‘ - E, }’{‘
0

Je (4.10) e (4.11) infere-se de imediato que:

oo
r

' ?'(5) o4 - & _ﬁf = /;wm) Eq.(4,12)

v'i (+4) - 9, e C
¢

Substituindo M=-f+iy na equagac (4.12), fica determinado o espec

I
tro de d‘*{{é), tomando-se © Uw

¢-*0

r "\*7
9 (B) = - L D oug 1 Y- | L
d.[{b) - d_f‘:; Mﬁiﬂf o Eg.(4.13)

i )] .
Por geu turno, a corrente OI,CU para T 7o pode ser escrita como uma
tranefermada de Laplace, tendo como espectro a fungao ?(’ﬁf’, desde
que se translade a origem do tempo de L:0 para t:to. Assim, para

L =t-1, podemos dizer que:

r
i . - A {‘to
; ( )d«s Eq.(4.14)

I (4) = *’C{:‘to_) =
d?_L) J{L g

8 nosso objetivo é Jjustamente a determinagao do espectro ?(5) .
Com essa finalidade, reescrevemos a fungao imagem da corrente semi-

Markowiana[zfu), a qual é dada explicitamente através da Eq.(4.8),
s
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gob a forma da integral de Laplace:

w
I . _.]J.& , ,ut
J(u); J({)a dt | plo £7 3t Bq.(4.15)
$ 4 z
to
Uttt lizando a tdentidade ﬂ(“=&@bt°b e fetuando a mudanga de varig

vel de integragao de t parafzi’h na integral da dirveita do 29 menm

bro da E£q.(4.15) e usando (4.14) vem:

4o K‘D
y* : -M% ) -u (o) 0! Eq.(d.16)
| B R
i{s(u} - 5_.(” At 4 } fﬁ ) L dt

¢ %

Substituindo a definigaoc de(;U7em termos de seu espectro, na eq.f(d.
a

18), resulta:

o) { te
. M Lo ¥ : -ut
4) i d
(j%_;) di = 2 Uj;(u) - d?i&) ﬁ t : Bq.(4,17)

< -
"

Notemos, agora, que a integral da direita da Eq.(4.17) pode ser es

erita por:
I(io u% (‘ ( ¥ (‘ E

- i ! et —1
\\%ji({)a at:ﬂi i :()UM G /1 lOfﬁ)ﬂ It sq.ce0)
U -

o

L‘;I ko tO

Levando-se as Eq.(9.8), (4.11) e (4.18) na Eq.(4.17) resulta:

0 bu) o
r 1{11..0[ o - ./Eu/l?(ug \f _u?_ I
N [RFVR) 3 1y + c)(*‘ dt . Bq.(4.19)
] (u+44) [ L M J |
5 to -

Substttutndo na Eq.( 4.19) a expregsao deJ(U dada pela Eq.(4.10) vem:

1

7 u -l . I
g 401) db — e“t"[_ 30 trD(u} ; e“/‘rot)+ 1{(355) p&lad‘;

(=5 5 oA (L+4)

0 v, J



—~
[ve]
£

Portant-
2 W
/ i s 9eu/¥?u?
(¢/ —Ale Pt /
{ 10 0}15:'_.__3’____@ db_&_.&‘f@ 9 Eq.(4.20)
L (we ) (U+a; b
Jy :
Fazendo—se,u:#kﬁg na £q.14.20) e tomando o ﬂmg s teremos
. -F
P Lol G ol 4, 0 A SR 9k
Q). ¢ g/ﬁ)_ -= b Omg LW T Eq.(4.21)
i‘f - I b 14:—{'-34-4'6 ¢ | 4o
L >0 LA
Sendo d&’!{ﬁ) dado pela Eqg.(4,13) teremos :
. , Ve
. . ‘ 9% - lz.a/’ - heM (»g(b\} N :
ﬂ*:ji{_))}:_i _9?_ QW ) JWO- ‘,‘__J%) (Zﬁ f _I‘_ - 2 /l ‘."j:rf Eq.(4.22)
o T Y, Wepriy H-— L /o
{~r0 L 4

De posse do espeectro da corrente J\Lé) definida pela FEq. (4.10) resta-
nos ainda uma “ltima andlise, a qual & feita pela substituigdo de

(4.22) em (4.10), resultando

(}(ﬂ: lij-_' A o % 52(“);/1 ~ 9@“/!1‘/,{“) ‘;I f 4 d3 Eq.(4.253)
: )T ot | / /
c * )

que também pode ser eserita, tendo em vista a Eq.(4.8), por:

‘ 00

o

/
Ji (t) = \ (-—’~ &'M’t . ,5 (u? > { df/5 Eq.(4,24)
2 BT

! / —

LS J
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————

Tendo e1 vista que a corrente d;(t), valida para t >4 pode ser
eserita por uma transformade de Laplace, conforme ¢ visto na
Eq.(4.24) onde o espectro ¢ dado pela expressac emtre chaves,
fiea elaro que 4[0 pode ser extendida analittcamente para o in
tervale T <t, , aplicandc-se portanto, o método da transformada
iterada de Laplace. Em resumo, notands que%(w ¢ dada pelas Eqs.
(4.10) e (4.13), podemos escrever de uma forma genérica para
problemas em campo alto, que, supondo-se conhecida a transforma

da de Laplace da corrente, ¢ qual ¢ dada pela Eq.(4.8),teremos:

AR B .
(b {0 () CFe s e o f ) T t <L, Eq.(¢.25.a)
- f({ > F - .‘ ’u:_P_“‘a/i _'ij L{, l ‘ )
! 14 j m ! L 4 J
Y Vo
ro ©
e | e ( v gt t (¢.25.b)
o=@ dﬁ:l-_{ bitw f,C{(u;;e dp ¥, Ecess.
e Y J moeeer s ]
‘{‘ c

II - APLICACAC DO METODCO T.I. AO PROBLLMA DE CAMPO ALTO.

TOPICO 2 - Campo.Alto com Armadilhas Profundas.
Com a finalidade de obtermos a expressao da corren
te para o caso de um solido com armadilhas profundas sob g agao

AN
de um campo elétrico alto, utilizaremos a fungdo Y(w dada por:

Lp";u) - Hfaash) u

( U+ W) | Eq.(4.26)

onde/% ¢ a mobilidade dos portadores em processo markowtano, w
¢ probabilidade por unidade de tempo de um portador ser apri

sionado por uma armadilha profunda, com 4 e b Jja definidos no

Cap.II (Seg.I). Conforme foi mostrado por Schmidlin (Cap.I, Seq.IIT
Tép.12), em campo alto o modelo de saltos € equivalente ao modelo
de armadilhas e estados estendidos, sendo a fungao de relaxagao

imagem que stimula efettos de armadilhas com probabilidade de esca



pe dada por:
¥ r E) , b
lp () = | 4+ z, Giflur 9 (/(c?.f'ij-éj
o ' /

)MJL:(U é 9{‘2‘.0

4 eq.(4.26) ¢é obtida dda (4.26.a) com [={
Das equagoes (4.25.a), (4.25.b) e (4.8) tira-se que

2t
Fq.(4.27.a)

| Mg b "
ij(ﬁﬂ - _ _L &MA | Cjwugf o ?Lh
{ T m=-peiy SANTS

G —
o, . | P& ) - o
1 lpr==L e clwel ST B Eq.(4.27.b)
(2 TooMepr T T T
§-v0 { { L |
a) Caleulo de ?1(5)
UVttlizando a Eq.(4.26) tem-se.
) (/‘/’/‘8(20[9)
M - (M?MJ)
e levando-se em (4,27.a) fica.
}?

Substituindo z-f u'*'

{Jwg &M[wﬂ - r

%(6} _1 lim Jm[?j oS L ___2-
m g0 }xﬂaoﬂz | (w- (5)“&] ‘7 )Zame'(” ) (Nwﬁe*d
J
I R
?i(ﬁ) T e T i g , Eq.(4.28)

Com o useo da representagao familiar da fungao delta de Dirac

{ |
Eq.(4,29)

W) = o~ %
cg(fg w) = }Jro T (wep) gt

teremos:
o flo
— W Eq.(4.30)
, 3 (B) g&d.g é;(ﬁ ) 9
e Mob/i=ts pesulta finalmente:

Sendo Yy = lJzubE
Eq.(4.31)

910” - f—- S(-w)



-
o
-~

b) Caleulo ae ?é(ﬁ) .

Utilizando a Eq.(4.26) e o item antertor tem-se:

Y - Lo Mrw) To (W) Eq.(4.32)
kp?u) oQQ.,,H:—- (/KJ/-?L?.;‘O)

Levando~se em (4,27.b) e substituindo u: Py resulta:

M’):-i JMO ks ___.I_,_y L - -b(w {H”)]

Tt ( [0 [ (WR)+iy J

_ oW~
A JW96M&J*J-_;_J;—-[1—Q 4
jz "Ho ~PY ?\W ) (w-{s)z-t-az

Tendo em vista a Eq.(4.23) o espectro ﬁJM sera:

92({5) = EL[.L e (W ﬁ)‘}( 5[[5 w) Eq.(4.33)

Substitutndo-¢e g 3 em (4.25.a) e (4.25.b) teremos:
_wt
\ (g_, ¢ ) t<t,
j(‘i) =431 Eq.(4.34)
O ) o1,

Note-se que a solugdo corresponde exatamente ao casc ja mostrado

Cap.III, Seg.lI, Top.9 eq.(3.47).

TOPICO 3 - Campo Alto - O Problema de Scher-Montroll.
A seguilr apresentaremos oe espectros gﬁﬂ para e e ?zﬂﬂ
para {7koobt1dos com o uso da fungao ?UQ sugerida por Scher e

Montroll (26):

M
LP(u) =
(LL'/E +2W/“)

Eq,(4.35)

através de método da transformada iterada.
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Usando-se ( 435), (4.27.a) e (4.27.b) chega-se a:

- _ 08 W |
_?1[{3’) = T e {5%({51“(4“/) Eq.(4.36.a)

g, BT g R

| w g /Zcmé”ﬁe (B,

Y i ple (’[3)'#&# r) /5(-/2- \’ﬁ- G
c w1 |
4 Auwn 2 (P/W)"J Eq.( 4. 36.b)
(p+uw)
Com ¢ usc de (4.36.a) e (4.36.b) .. ©respectivamente em

(4,25.a) e (4.85.b) obtem=-sze:

Wt r a i
(H‘H = ._\.%%‘_’_, ?,u ge){c.j_i(v\ft)’/'_l . Tt Eq.(4.37.a)
¢

—

‘qwk(- A ‘@ @(’we-ya)”iy ((Ut-yg‘ﬁt"z > Equ(4.37.D)
&H):W_ﬁ;_@ . g&c.lL.?.(wt)j—LRj : Pr WG

L

1

onde o tempo de transitc Lo é dado por }-o:yf/w
Para Wt o> 4, a aplicagac do comportamento assintdtico da

- = (2¢)
fungao erro complementar leva-nos aos resultados de SM .

—_—

a = LW ——f—-{ ‘IE<{O Eq.(4.38.a)
ToLlnhy (W)

-

iy go\’\f / Tﬁ 0"‘ ygz/wl:] ‘L>%,a Eq.(4.38.b)

—_ — e

dH‘ - ' .)!/ZE-L' ( )
éﬁje (\Nb w ~
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III - APLICAGAC DO METODO T.I. 40 TRANSPORTE DE CARGAS EM

CAMPO QUALQUER.

Adotando-se procedimento idéntitco ao que foi mostrado no
Tépico 1, é possivel mostrar que aplica-se o método T.I também nos
casos em que se considera o efeito do campo das préprias eargas,
apesar de, nessa situagdo, as equagoes éue regem a dinamica do pro

cesso perderem a linearidade.

TOPICC 3 - Resultados para Descarga-Corona.

Como exemplo de casos em que se constdera o efeito docam
po das préprias cargas e com a finalidade de introduzir as equagoes
que serdo utilizadas na andlise de processos Quasi-Markowianos a
serem tratados nog proximos topicos, apresentamos o8 resultados da
aplicagdo do método T.I. em conjunto com a substituigao funcional
em primeira aproximag¢ao para o caso de sdlidos carregados por des
carga corona. {(Cap.IIIl, sec.III).

Conforme se mostrou no capitulo anterior, com o uso da

SF a fungao fmagem para o potencial Semi-Markowiano era dada per:
I po

* y, /Pl (Vo Yo e—ﬁ’eut/(fg“;

Y AN :
HD () j’ [Ff“}

, - )
Efetuando a integragao em T , resulta:

A t < to
V*(U) = a4 eq.(4.40)

y
eq.(4,39)

5 ¥
Voo +Vtes £ Lo
¥
\Qﬁ(U) = Vo _!E‘ _%EF} eq.(4.40.a)
Mo Qe M
J

e 6y - hu/P
‘V*UU = [ﬂ&.Ezﬁﬁﬁﬁi@g)_ yﬁ-(i* ey ‘ /?{ eq.(4.40.b)
» o k10*(01) M o
= L E,&x) & a4 . S (55)
onde ye—L/-?«fbb\/o e ,(%) ¢ a integral exponencial :



Sendo to o termo de trénsito dos portadores para um dado  processo
3
Semi-Markowiano caragctertzado pela fungao PUU , teremos como solu

gao para o potencial em termos de espetro:

o0
\ld'({) (?(ﬁjﬁ pt (% t <t eq.(4.41.a)

r® )
\f ) J%?p)ﬂﬁoﬁ ) t >to eq.(4.41.b)

o
onde os espectros sao dados respectivamente por:

r koo
% ( = CLMB bitud E%il" E&iﬂ;} eq.(4.42.a)
{ —Pﬂltd' L mzyeu,JJ

| .f
(b= 0 ) - 2 o i -

d U-“l*!d

(- 30

s

)
'ﬂfﬂ/ Jtu/ %};
e U
(-’ T é l'l e/t f eq. (4.42.5)

o
l

No que diz recpeito ao tempo de transito, € necessario lembrar que
ele depende d¢ cada processo, portanto, da escolha da Fungdo ima
gem %ﬁb; podendo ser determiﬁada conforme se meostra na Seg.I, 10p.
§ do Cap. III,

Nas aplicagoes subsequentes as fungoes de relaxagao earac
teristicas escolhidas sdo aquelas que se relacionam com fungoes
de espera 4%0 cujas fungoes de distributigao de taxas de transigao
sac dadas ou pela soma de duas fun¢5e578elta de Dirac ou por  uma
fungao degrau (caixal) (Cap.II, Tép.8). No espago de Laplace a rela
¢av  entre as imagens da fungdo de relaxagdo e da fungao de espe

»

ra ¢ dada por:

y /
\?(“):3 — - M eq.(4.43)

Qlw
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Por outro Lado a fungdo de espera em termos de 8eu espectro jiﬂU de

tazxas de transigac W é (eq.2.76):
®
-WE |
@(ﬂ = ?(w] ¢ dw eq. (4.44)
0

A imagem de ié(f)é entdo escrita por:

0

% ( q{w)
(b(vr = | ——-——é———— oW eq.(4.45)
- J (u+W)
4
Levando~se (4.45) em (4.43) teremos a timagem da funeac de reTarao

em termos da distribuigdc de tazas de transigdo:

v o
O = | A2 ow

- K L (4,48
(u+W) J} ¢q ¢/

TOPICO 4 - Descarga Corona - Espectro Soma de Duas Deltas.

De posse dos resultados do topico anterior analisaremos a
resposta Semi-Markowiana até o tempo de transito Lo para o caso em

que

%(w) = &, S(N-W, ) + A, SL/W'W?-) ) (Gg+0,) =4 eq.(4.47)

. i
a) Caleulo de Y{Ul.

Substituindo (4.47) em (4.46)vem:

Py = [ o 2 L
W = AW, MW, ‘

E: oz Q,W,'*a;\.’\!a
nX
\P(u): o(u;ﬁ_ ) 1 c W, eq.(4.48)
+ .
M h:aINQ_+GL.zNI,
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——a—

b) Caleulo de espectro g,(p) para k<t

¥
Levando-se qudado pela (4.48) em (4.42.a) teremos:

.
f _‘{_@ xU+E 7{1
S 7L A, |

—

7
r , "' N hﬂ:
J {’ !’ﬁ*" 1 7}i (t B) ‘&’Jl Vs (C/C’yt) thefi -ty \
W .
7\)

(G IRt S T (N

- JMA fv -——+11<§ )‘f ﬂ {J{/zjg ind k)j_ ‘\fa{'s/gya)/l—-!'”‘é{‘ﬁ'h)i
%( A% F-H- (ﬁh (sJ ! A

ApSe alguma Glgebra e usando a eq.(4.29) e sua derivada teremos [i

nalmente:

VRN R RN
[ k-p)  kp | | (k) (%2‘/

e¢) Expressaoc do Potenotial V&G}para E<t,

Subs tituindo (4.48) na expressdo do potencial em termos do espectro

; feq.4.41,a) resultara:
%l{(s) q ;

Vol ckEY e/ -kt
___ﬂ,% ~ e fﬁ - - e | -2 eq. (4.
\/( \/( by DZyE.é L‘ ) )+jy2k?(_ ) q.(4.50)

( K = Q-,'W[ +QZWL

ae ?\ € = V\lez
12 = er\fzf (12 W,

eq.(4.51)



Unm teste para a eq.(4.50) € tomar o limite para um processo de con
dugdo apenas {W,-*W, , W,y -—-W.,) , o que corrresponde d wma fun
gao de distribuigao g(wﬁr S{W-Wa) , ou seja, fungao de espera ex
ponencial e o processo de condugao markowianc puro.

De fate, tomando o Limite ("u‘,-rwa,VJZ.—I'-.VJ), com d+d,:( , nas
equagoes (4.51), teremos < =W, , «:kzWN, e o pctenciai sera, cor

-~

retamente dado por ‘\[(é) = v{. L_A - :’J;‘ 'tj;
4

70PICC & - Descarga Corona - Espectro Caixa.

Procedendo da mesma maneira que no topieo anierisr, rara
um espectro da fungao de espera dado por

—
- I

Ve P 1 X T BRI R
i o SRR NI = i-n PR VP B eq. (<.82)
o gLLN N") L!UJ J,) .f ) (t ) LW DS W, ;
- |
nossos resultados sao:
@f%‘ A
a) Fungdo de relazagao imagem | (%),
r 1
\P(u)_—_.___. QM i | eq. (4,88
(N,'Wc) L Wa‘ru
b} Espectro ?i(ﬂ') para +< L,
q/f‘f;} = { {PJJ + @ ({5) +9 (B) eq. (4,54,
I d{l' 0;; C
(1
4 ; r'V Vo TC.
3 )= iV — 1 &[p) ' eq.(4.54,a)
QA E T gy P
i
L FNEELTS ] .
< 418 - - Vo, ('."J,"Wo).\l kiw - A (Waéjwfeq. (4.54.b)
| ' o Yo b }f,\ﬂt;‘@_.;{ )
| L We-fp - /

gL(m = __\./£ (N'_NOJ ) T, N A o

r .
P R RS ,
\ .290 lf) L\M“ [a-Wo ) *i__,i‘ ) 6 [ eq.(d.54.,¢c)



Vofe) =+ o Nol0ih)E L (wi-wh)”

i +
Yo bl ps) i, 1)
o
N,-We) |
‘+_ 'Vo(i' ¢/ | (% eq.(4.55)

)4r2

W, .

Também esta expressdo resulta na de carga livre se tomarmos o limt
Te VM ﬂ’MQ » © que corresponde a transformar o espectro caizxa em
um espectro delta. Em termos de fungdo de espera equtvale a fazer-
se uma fungdao de espera exponencial que, como se viu, é caracte

ristica do processo markowiano puro.
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CAPITULO V

RESULTADCS PARA PROBLEMAS COM ARMADILHAS PELA APLICACAO DO METODO

DA SUBSTITUICAC FUNCIONAL.
/

Ia

//
Nesgte ﬁltimo capitulo mostra-se que com ¢ modelo de saltos

e i/;gpmalismb da substituigao funcional sao obtidas soclugbes analfl

ti#/4s do convencional problema de um dielétrico com armadilhas com
e

-

_//probabilidade de esecape. Tratam-se stituagdes em que sobre o dielé

trico estd aplicado um campo alto,bem como quando efeitos de carga
espacial sao considerados. Enquanto que as solugdes mo primeiro ca-
so sao exatas, neste ultimo tornam-se aproximadas. A fungao de relag
ragao caracteristica utilizada em todo o capitulo é a  determinada

(b7’58)na demonstragac da equivaléneia em campo alto

por Schmidlin
entre os modelos de salto e estados estendidos com armadilhas. Essa
fungao foi por nés obtida, independentemente, quando mostramos a re

ferida equivaléneia para a situagao de campo qualquer.
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I - SOLIDO COM UM NIVEL DO ARMADILHAS PROFUNDAE, SOB CAMFC ALTC.

0 caso de um pulso de portadores sob a agao de um eampo
elétrico muito maior que o campo das propriae cargas em um  86lido
com um nivel de armadilhas é analisado com o uso da substituigac fun
eiomal. Ae solugées encontradas sao exatas. A fungao de retardo img
gem P?u) usada ¢ obtida daquela determinada iniectalmente por

(57’58)(eq

Sehmidlin . 4,26.a)

L.“‘¥ :
Wiw = — s eq. (5.1
o 3 1
| Weoo |
{1+ —
ﬂ:,.‘ (}A+Qi)..]
TOPICO 1 - Solugdo genérica para a corrente Semi-Markowlana em cal

po @lto e a substituigao funcional.

Queremos conhecer a expressao da corrente externa para um
edlido com armadilhas com probabilidade de escape, sob a agaod de
eampo alto, utilizando o fato de que fungoes de retarde imagens Semi-
Markowianas da forma da equagao (5.1) simulam os efettos das armadi
lhas (Cap.II, Seg¢.II, Tép.8). Aplicaremos a substituigao funeional
que consiste no seguinte:

Conheeida a solugdo em carga livre, toma—se sua transformada de
Laplace, substitui-se /& (mobilidade) por/ﬂﬁﬁLe caleula-se a primi
tiva,

¥ _
kP[“) € a imagem da fungao de relaxagao da EFPG que basicamente
atua sobre a imagem da distribuig¢do de cargas livres no sentido de

obter-se efeitos de armadilhas.
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X
Para o caso de um nivel de armadilhas com escape, i) é obtida de

(5.1) com L=1 , W= W 6,=8

¥ (u+9)
= L(5.8)
LP(“) 0L+u%+9) ¢ 5

Por ceu turno, a corrente externa em campo alto, sem armadilhas , e

J’Gﬁ — %zyog/%_ , cuja trarngformada de Laplace vem dada por:

€
-

o~ _ /, .
(%*(uj' — ?oﬁ"t _]“ i - CKPK'"/QL;:'{L) f | eq. (5.

M |

ornde & & o campo elétrico, L o comprimento da amostra e . a carges
totai,
Efetuando a substituigdo funcional, a fungdo imagem da corrente pga

ra o caso com armadilhas sera:

,éf([{j: Qo oE _‘('Pfi)_ B LPL“) EXP( oz (]O(u)j ] eq. (5.4)
NVt |

L J M —/
.
TOPICO 2 - Resultados para o Problema com armadilhas.

Levando-se (5.2) em (5.4) e fazendo to=%fot/L vepi:

}(u) _ A mi0) (4+6) E/"PG{"U‘(HU)/WQJ eq. (5.5)
i 10 ﬁ(u+w+Q) y{u+u%r9}

Chamemos .
¥ 4+ B
t’ (ul) = ——éf*“—"”‘ eq.(5.5.a)

p(ut16)

, - 7
Pt’u} = EXP(’: w{‘.oLL/(LL-%B)J eq.(5.5.b)
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£ possivel obter-se as primitivas das fungbes entre colehetes.

Apds um calcule um pouco extenso, vem:

F et e T 6w 0T s
70 L}x(u+w+€9) (w+0) (W+p
e 4w op- W Lo
oI : ‘r[,_.". Q‘w—_ 1 - Q, 0 C{/) QWQ l
P(‘t/’ = A (U.,-fg)j J eq.(5.7)

-

. —9& Y
SHY4 (_ﬁfi_) 2 LU W} eq.(5.7.a)

K-

g](l'f-to): U(H)&{g {F—(M)PCNJJ - Ut [F& DG to)_( eq.(5.8)

A-b)

onde é{f)e a fun¢a0 delta de Dtrac,l;\ﬂ) é a fungao de Bessel modi
ficada de primeira ordem,ﬂﬁ,f"{fé)J denota a integral de convolu

gao entre as fungoes FGJ e ])6‘HJ e &-&q): [0, L,

i1, tols
Lembrando que é lt) é
' t

JLG) :O{fi{ Ffu)} - Lt I {F(w P(u)} o (5.

(+t) )

usando o conjunto (5.6-5.8) em (§.9) a fungao procurada sera:

(< % (2,44, 0N .
O I

) to Al X
ji(%J-U(Ha){iioiw e[ AT H : rx)aw,»w

J
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Como deveriamos esperar, nosso resultado é coincidente com o obti

(75)

do por Schmidlin para R niveis de armadilhas » fazendo-se Rzl

1T - MSTODO DA SUBSTITUICAO FUNCIONAL APLICADC AQ ESTUDC DO DECAI
MENTO DO POTENCIAL EM SOLIDOS COM ARMADILHAS E ESCAPE - SOLU

COES APROXIMADAS,

Analisaremos nesta secgdo o decaimento do potenctal em sé
1idoe carregados por descarga corona, usando a substituigao funcio
val. Nv item IT.a trataremos o caso de um dielétrico com armadilhas
profundas de wm tnico nivel enquanto que no II.D é considerada tam
bém a probabilidade de escape dos portadores.

0s resultados encontrados sao aprozimados.

TOPICO 3 - Solugdo genérica para o potencial.

No ectudo de decaimento do pcotencial em solidos earrega
dos por descarga corona realizado no Cap.II, vimos que a solugao
Semi-Markowiana no espago imagem obtida pela gubstituigao funetional
usada em primeira aprozimagac, era dada pela equagdo f3.?4) transg

erita abaizo:

r !‘
' /Py - Yeut/ipte
y ( 2N R e Jt’
V(l}‘,‘ 1.\]{ i-—.ti_i______,__._-———ot..}..“""—"_ eq- (5111)
- ¢ by | a 7]

) 7
Ao se mostrar a equivaléncia entre o mcdelo de saltos e o de arma
dilhas e estados estendidos, quando o campo elétrico depende das
proprias cargas contidas no matertial, viu-se (Cap.II, Seg.II) que

€
a fungao de retardo imagem %%u}, do modelo de saltos, que atua

*A rvef.(75) corrige a eq.(66) da ref.(57).



21

—

‘sobre a distrtbuicac de cargas <i:ragem para stmular efettos de arma
¢ g g ‘ . a

dilhae era dada por:

1-1
i r e ; ,
lﬁ _/% ll SOWe eq.{5.12)
(_M) = 3 + L— —_—
] u&aab ‘;:” LH"Q{)J
onde W, e 9{ sqo, respectivamente, as probavtiidades por unidade

de tempo, de captura e escape para um portador.

'

Para o caso de armadilhas profundas de um unico nivel fazemos =1 e
6,20 em (£.12) resultando:

i

(U) - J"l‘ eq.(S..'df
| Lok [/””w,f

Para armadilhas de um unico nivel com probabilidade de escape , faz

-se Rl ,w:w, G=Y , em (5.12) tendo-se:

s ~
' Jﬁ) /ﬁ { (L+6) eq.(5,1¢)
! T aab | [(prw+o) |

II.a - ARMADILHAS PROTFUNDAS.

TGPICC 4 - Analise e resultados

Formalmente a inversa da eq.(5.12) € escrita por:
i

i rr - ¥ 7 o) Ly .
\A;f ijobgb ?Q(u{r-f é%}dtgg {Q?Q} eq.(5.15)

!

W =

? TS
-
o

) - Lul/ P
sendo G}(u).: Jo ¢ eq.(5.1¢)

Py




onde (Hﬁ ~ L/E:}abg

i_\/o-— lDoteMc.'aﬁ de wpeaef'r'cqe v Lz

F irrelevante para o resultado final se ejetuamoc primeiro a 1inte

) - » r ’ . v
gral em L e apos achamos a inversa de Quu ou se tntetalmente en

—

contramos sua primitiva caleulando por ultimo a integral.

N4
Adota~se o© segundo procedimento. Substituindo f%) para efeitcs de
armadi lhas profundas)dado pela eq.(S.JS))em (5§.16) e achando-se a

primitiva teremos:

1Py ) PO B N RN RN
{;gﬁé;tu)}:‘tod% ¢ ¢ ety
( J z R
— r h
,’J-.‘_[’ A }, \7 o - wtst Vo 4_,: 1;(’" ) \J') . 0 :
oW L= o @ i__j’LfZ'Cc\.,) ‘-6“ ol ' eq.(5.27)
7o) .
{ H 4 !
L0, b Lot
. I A T n
sendo b&€'%t)."/ 1 >.&t’ {0: %d%%
1 ; ) /40
C

Levando~se (5.17) em (5.15), apds algum cdlculo obtem~se finalmente

.08 resultados para o potencial:
r
| } / ~wk)
\j - -_— J—’ ‘ %<£0 1(5-18- )
| 7wt ¢ /J ’ ° ¢

DL

.J.S U’) = \[o
L

~wk o
{ ¢ Wi, W) \/gr £ >t eq.(5.18.b)

oy Uod _ !
WEE T G ]

onde M& ¢ o potencial residual devidr aos portadores que ficaram

presos nas armadilhae:

_.’w‘i'if') -U\)ko = ] ‘}
\/}(fo) bt \.(0 {i - (4 ‘ < - :Q‘L (@ - UJEo Li(LUC-'))J eq.{5.19)

2wk
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expressces obtidas para o decatmento do potencial sao +idénticas

consegutdas por Reiser(EO)que resolveu aprcximadamente o proble

em constderagao, cuja solugao exata fot dada por Rudenko(ss).

fig.5.1 sao mostradas em linhas cheias as curvas untversats obtt

(63)

do caleculo sem aproximagao . Em linhas tracejadas aparecem as

curvas obtidas através dos nossoe resultados, coincidentes com ©8

de

¢ -

Reiser{eo).
S S N G:Ol
"
RS
g —————————————————
3 To— :>O,S
R e e e e e
L v
2 - \>I.O
g 50
|3
%’ ——cdiculo exoto de Rudanko ~——
: _ _colculo aproximado pela SF ==~ ___ 10
_ 25—
o]
]
L~
L+l
g
l I | | L
0 0.5 1.0 1.5 20 25

t (undades reduzidas)

Fig.5.1 - Em linhas cheias mostramos as curvas de decaimento pa
ra varios tempos de captura para o calculo de Rudenko.
Em linhas tracejadas temos os resultados do calculo a
proximado atraves da Substituigao Funcional, identicos
a Reiser. (reprodugao do trabalho de Giacometti’®),
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II.b -~ ARMADILHAS COM PROBABILIDADE DE ESCAPE

Esta secgao nac s6 trata do problema do decaimento do

. « . - ' -
potenetal de superfieie em solidoe carregados por corona sob o pon
to de vista de uma aplicagao do método da substituigdo funeional,
como cpresenta sua solugao, ainda que aproximada, comc uma contri

butgaoc original.

TOPICC 5 - Analise e resultados.

AY .
Usando-se a fungao @w}dada pela eq.{5.14) como representa
tiva dos efeitos de armadilhae de um unico nivel com probabilidacde

de escape, a sua substituigac em (§.11) leva-nos a:

oy ( {.- Y M‘L’UL\L
'\,/=Lt/: e\/gjl-ljdii,* wj ‘/ dt; %”a eq.(5.20)
b ] L 2 J J
Y .
onee ( ]~ totu {Hw/w*eﬁ
W l eq.(5.21)

! ¥
Cn*[“) =L ‘Li * jes-y

A primitiva de §lw &:
-1 o Vo) -0 {'-"%.at’ gt
5& {C:(u)j UU: QL) ubst [cg@ tol') + (3 ( ) Fﬁ"t) eq.(5.22)

onde
M
J 1, (2Vwet - &r.)) eq.(5.23)

Cwodsd

F({o{ wI (B(. \/wgﬁo‘i ({ toi) +J £-1,7)

Sendo ]gfk) a fungao de Bessel modificada de ordem zero e I;(X) a

fungac de Bessel modificada de primeira ordems
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|

Pela substituigao de (5.22) em (5.20), apoe um longo edleulo tem

—se finalmente ae ezpressdes em primeira aqproximagdo do decatmento

do potencial de superficie : e
we | o gkl S X (W-8)
YN I T I A R R PR A L
{\/IH) - o?, ’Li ﬂ-oj+ ¢ .J'i i’.,j?‘ F(")d?{j T Ato eq. (5.24)
f 0
o, +

| ) | an 9 2 SR
5\/219 w4 4 f\/im* - ! Han, T ;L eq.(5.id.a
| ot ] J LK
L t
Como wum teste de nossos resultados tomou-se ¢ limite 3-0 para as
equagdes (5.24) obtendo-se a solugao aprozimada para armadi lhas

profundas {secgao anterior).



CONCLUSAD

»

Viu-se neete trabalho que a formulagao de um CTRW com pro
babilidades de transigac dependentes do tempo bem como a cdemonstra
¢do da equivaléncid matemdtica entre o modelo de saltce ¢ © ae ar
madilhas e estados estendidoe generalizam os resultadog de 3 £

(§7-58/ Noolandi(ej_sg). No que concerne ao (TEN pode

Schmidlin
-ge dizer que a equagao obtida encerra a formulagdao dec proliema.

Por outro Lado a analise feita scbre dois processcs

£
oy

ronduzdo simultaneos, por armadilhas e estados estendidoc e por
saltos aqtravés das armadilhas sugere para trabalhos futuros ealew
los aplicados em que sejam usadas fungbes de relaxagao imagens di
versas (como por exemplo aquelas geradas por espectro "eatxa' para
« fungdo de espera) e miultiplos niveis de armadilhac para a fungao
de retarao que simula seus efeitos.

Outro tipo de problema que se pode sugerir € o de esten
der o método da substituigdo funcional com aproximagao até segunda
ordem para o nroblema de Descarga (orona em solidos com afmadi
lhas, utilizando-se a fungdo de retardo imagem aplicada no Capitu
lo V ou mesmo aquelas sugeridas no antertor.

Além de outros calculos que podertam ser realizados usan
do-se essas fungdes em todas as situagoes mostradas anteriormente,
a confecgdo de graficos indicativos dos resultados poderiam ser de
grande valta. Alids, a esse respeito, devemos ressaltar que neste
trabalho procurou-se dar énfase nas aplicagces, caleculando-se diver
so0s casos ao invés de se fazer agndlise completa de uns poucos ccm a
obtengao de curvas e ajuste de parametroc para uma comparagac Com

resultados experimentats. Fot o caminho que tomamos .
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