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RESUMO

Neste trabalho & estudado o comportamento termodinami_
co deum gas unidimensional de bosons sob a agao de uma impureza
delta atrativa. O sistema apresenta o fenomeno da condensagao de
Bose-Einstein e a causa da transigao € atribuida ao estado ligado
introduzido pela impureza no espectro de particula livre. A fase
condensada € composta pelas particulas capturadas pela impureza |,
formando uma gota de particulas bem localizadas no espago. Isto
da a condensagao de Bose-Einstein apresentada pelo sistema a apa-
réncia da conhecida transigao liquido-vapor.

A ordem de transigao € analisada pela equagao de
Clausius-Clayperon e interpretada como de primeira ordem. Deste mo
do, a semelhanga entre a condenéagéo de Bose-Einstein neste siste-
ma e a transigao liquido-vapor & reforgada.

0 calculo do calor especifico a comprimento constante,
mostra a existencia de uma descontinuidade finita na temperatura
de transigao.



ABSTRACT

The thermodynamic behavior of the one-dimensional
Bose gas-attractive delta impurity system is studied in this
work. The system is shown to undergo the Bose-Einstein condens-
ation and the cause of the phase transition is attributed to the
bound state introduced by the impurity in the free particle
energy spectrum. The condensed phase is composed by particles
captured by the impurity, forming a drop of particles well
localized in space. This gives to the Bose-Einstein condensation
in this system the appearance of the ordinary vapor-liquid phase
transition. The order of the phase transition is analized with
the aid of the Clausius-Clayperon equation wich allowed us to
conclude that the transition is a first order one. This reinforce
the interpretation of a vapor-liquid transition.

The evaluation of the heat capacity at constant length
shows the existence of a finite discontinuity at the transition
temperature.



CAPTTULO I
INTRODUGAO

Desde que foi sugerida por F.London(l) a conexao en-
tre a condensagao de Bose-Einstein, definida como a ocupagao ma-
croscopica de um estado quantico particular, e as propriedades do
He4, este fenomeno tem sido sistematicamente estudado. Deve-se a
Ccrescentar que sistemas de bosons constituem uma classe especial
por poderem exibir uma transicao de fase onde 2 interacao entre
as particulas nao desempenha papel decisivo e conseguentemente
paSsivel de tratamento analitico exato.

Uma desigualdade de Bogolyobov foi wusada por
Hohenberg(z) para excluir a condensacao de Bose-Einstein em sis-
temas homogeneos infinitos de uma e duas dimensoes. Todavia, no
que se refere a condensagao de Bose-Einstein em sistemas nao ho-
mogeneos, a questao foi deixada em aberto. Essu limitagao foi pri
meiramente apontada por Widon(s), que mostrou através de dois e-
xemplos, que a introdugao de uma perturbacido externa que quebre a
invariancia translacional do sistema, pode causar a condensagao
de Bose-Einstein em sistemas infinitos de dimensoes menores que
tres. Nesses exemplos foram considerados um gis ideal de Bose em
presenga de um campo gravitacional e um gas ideal de Bose bidi -
mensional em rotagao, mostrando-se que efetivamente a transigao
de Bose-Einstein esta presente em ambos os casos. Um terceiro e-
xemplo foi dado por Campbell, Dash e Schick(4) quando considerou-
se um modelo para filmes de hélio. Neste caso, mostrou-se que a
condensagao de Bose-Einstein apresenta-se num gas ideal de duas
dimensoes sob a agao de um potencial harmdnico de simetria cilin
drica. Neste trabalho, ndos mostraremos a existencia da condensa-
cao de Bose-Einstein, em um sistema unidimensional de bosons i =
deais sob a agao de uma impureza delta atrativa.

No Capitulo II, formularemos o problema particula-im-
pureza no formalismo da matriz densidade candnica, baseado na e-
quagao de Bloch. As vantagens do formalismo adotado, podem ser ob
servadas de varias maneiras. Em primeiro lugar, o formalismo nos
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da uma equagao integral para a matriz densidade, gue devido a
forma do potencial externo, pode ser convertida numa equacao al
gébrica cuja solugao exata é facilmente encontradz. Em segundo
lugar, de posse da expressao exata da matriz densidade, toda a
informagao dinamica da particula sob a agao da impureza pode
ser conseguida pela anzlise da correspondente fungio de Creen no
espago coordenada-energia, que € obtida per uma transformada de
Laplace da matriz densidade (Apendice A). A estrutura analitica
da fungao de Green (poles e cortes), nus L ir/ormagio direta
sobre as auto-energias da hamiltoniana da particuia, cnguanto
sua representacac espectral nos fornece as correspondentes ex -
pressoes das auto-fungoes. Finalmente, a funnin de noycicis  de
uma particula pode ser obtida através do trago da matriz densi-
dade. Cuidados especiais devem ser tomados no cdliculo desse tra
Go a fim de se evitar resultados nao fisicos na fungio de parti
Gao.

A fungac de partigao assim ohtida, revela que a pre
senga da impureza no sistema € responsavel pels inrtrodugac de
dois novos termos na densidade de estados de partiIcula livre. O
primeiro deles, independente do comprimento do sistema e por es-
sa razao irrelevante para as propriedades do gids no limite ter-
modinamico, resulta do espalhamento dos estados. de energia poesi-
tiva. O segundo, por sua vez, mostra a existencia de um estado
ligado destacado do espectro restante, que €& responsavel por mu-
dangas radicais no comportamento do gas pois permite a existen-
Cia da condensagao de Bose-Einstein no sistema.

No Capitulo seguinte, nds apresentarcmes uma repre -
sentagac por integral de contorno para o logaritumc da funcio de
grand partigac para um gas ideal de Rose ou Fermi. 2 principal
vantagem de tal integral ¢ a separagao compieta das .onsegquenci-
as do problema dinamico (associado a fungao de particao de uma
particula), dos efeitos de estatistica (Bose ou Fermi) sobre o
comportamento termodinamico do gas. Esta fdimula geral & particu
larizada para o casc do gas de Bose unidimensional com impureza
delta atrativa.
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Finalmente no Capitulo IV, nos estabeleceremos a e-
xistencia da condensagao de Bose-Einstein no sistema. A causa da
transicao € atribuida unicamente ao intervalo finito de energia
que separa a energia do estado fundamental do espectro restante.
A natureza localizada desse estado, faz com que us particulas cap
turadas pela impureza tomem o aspecto de uma gota dando a conden
sagao de Bose-Einstein a apareéncia da conhecida transigao 1iqui-
do-vapor. O resultado acha-se em acordo com as conclusces [eitas

(5)

se 3 intima relagao entre existencia de condensagao de Bose -

por Rehr e Mermin no reexame do trabalho de Widom, referindo-
Einstein em sistemas infinitos de uma e duas dimensoes de bosons
ideais e 0 fato da densidade de particula ser divergente em algu-
ma regiao do sistema. Em nosso exemplo, a densidade de particulas
diverge, no limite termodinamico, em redor da impureza.

Na analise das propriedades termodinamicas dec siste -
ma, a energia média ¢ obtida como um passc intcrmedidrio no calcu
lo do calor especifico que exibe uma descontinuidade na temperatu
ra de transigao. As expressoes da entropia e da pressac sao tam -
bém calculadas. Finalmente, a ordem da traasi¢zo € analisada pelea
equagao de Clausius-Clayperon e interpretada consistentemente co-
mo de primeira ordem. Desta forma, a semelhanga entre a condensa-
cio de Bose-Einstein apresentada pelo sistema e a transigao liqui
do-vapor & reforgada.

Em conclusio, o carater marcante da introdugao de im~-
pureza delta atrativa no sistema e, além de gateintir a existencia
da condensacao de Bose-Einstein, introduzir uma verdadeira conden

sagao espacial em seu redor.
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CAPITULO II

A FUNCAO DE PARTICRO

Neste capitulo estaremos interessados no calculo da
funcao de partigao de uma particula de spin zero restrita a um
movimento unidimensional numa regiao de dimensac L, na presenga
de uma impureza delta atrativa. Em particular nos interessa a si-
tuagao em que L-». Supondo que a impureza localiza-se na origem,

a hamiltoniana da particula & escrita como

h = - ﬁ— g“w + ¢05(X) (c.1)
2m  dx”

cnde ¢o € uma quantidade positiva ou negativa dependendo se ¢ po-
tencial & repulsivo ou atrativo. Denotando por wn(x) e En as auto-
fungoes e as auto-energias de h,
{ = 2
hy (x) = E v (x) (2.2)

a funcao de partigao do sistema sera:

e-BEn (2.3)

Z(8) = 2
n
onde B=1/kT € o inverso da energia térmica e a soma (integral no

caso de espectro continuo) estende-se sobre todas as auto-energi-
as de h. Deve-se observar que o calculo direto da fungac de parti
cao envolve dois passos; a determinagao do espectro de h e o cal-
culo da soma sobre todos os estados. A analise das auto-energias,

(6)

Os resultados, (L infinito) podem ser resumidos dizendo-se que a

passo essencialmente dinamico, foi efetuada pcr outros autores

impureza introduz um estado ligado se ¢ <0 {ausente se ®O>0), des-
tacado por um intervalo finito Eb-m¢ /45 da parte continua do es-
pectro associada aos estados de espalhamento.

Como se sabe, apenas essa informacao € insuficiente pa

ra darmos o0 passo seguinte que envolve o conhecimento explicito da
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densidade de estados na parte continua do espectro. Como & usual,
a contagem de estados & feita supondo que as dimensdes do sistema
sejam finitas e simultaneamente impondo que as auto-fungoes de h
satisfagam determinadas condigOes de contorno na fronteira do sis
tema. Isto naturalmente torna o espectr. totalmelle discreto, pos
sibilitando a contagem de estados e em principio a determinacao
de sua densidade no limite em que L-w=., Noste trabalho, a condigac
de contorno de Dirichlet (paredes rigidas) vcierge naturalmente .
No entanto, essas condigoes de Contorno razem Cuw yue as auto- e-
nergias da hamiltoniana fiquem determinadas por ume equagao trans
cendente, que além de nao possuir solugao analitica, nao manifes-
ta carater assintdotico para suas solucdoes no limite em que L=, no
vamente impossibilitando-nos o cdlculo da densidade de estados (A
pendice B). Portanto € conveniente exprimir a fungdo de partigido
diretamente em termos da hamiltoniana h. Para tanto introduzimos
a quantidade

p(B) = £ e ""n |n><n| = e P

n

(2.43a)

chamada matriz densidade canonica, onde a soma & efetuada sobre to
dos os auto-estados normalizados de h e estamos supondo que o con
junto desses auto-estados seja completo.

Na representagao de coordenada a equagao (2.4a) escre
ve-se como:

(2.4b)

Notemos que a eq.(2.4b) € geral e portanto x nao significa neces-
sariamente a coordenada de interesse do presente problema. 0 sim-
belo x poderia eventualmente denotar um conjunto de coordenadas
necessarias a descricdo de um sistema de N particulas descrito
por uma hamiltoniana genérica h.

A fungao de partigao €& obtida pelo trago da matriz den



sidade:

Tro(B) = fdxSdx'p(x,x',8)8(x-x"') = [fp(x,x,B) dx =
= 5 e PEL < 2y (2.5)
n

Além dessa propriedade, os elementos diagonais dessa matriz pos -
suem um importante significado:

- BE
M: by e n Wn(XHZ (2.6)
Z(8) n Z(B)

€ a densidade de probabilidade de encontrarmos o sistema na confi
guragao x, quando sua temperatura € T.

A equagao obedecida por p € facilmente encontrada di-
ferenciando (2.4a) em relacgao a B:

dp(B)
e B

hp(B) == (2.7
A essa equagao, conhecida como equagao de Bloch, deveremos adicio
nar a condigao inicial

0(0) =1, | (2.8)

decorrente da relacao de completeza do conjunto dos auto-estados
de h.

A grande vantagem do formalismo, € que as equagoes
(2.7) e (2.8) nos possibilitam a determinacao de p(x,x',B) e conse
quentemente a fungao partigao, sem o conhecimento explicito das au
to-fungoes e auto-valores de h.

Uma equagao integral para o(R) que incorpora a condi-
cao inicial, pode ser obtida quando a hamiltoniana € expressa co-
mo soma de dois operadores

h=h_ +h (2.9)



e a solugao da equacao

Boo .
- . = 2
hoo, _— b, 0) 1 (2.10)
3B
e conhecida exatamente.
Notando que
3 eBhoore) = —efo nore) 2.11)

og

a equagao integral referida acima € obtida integrando-se a equa-
gao (2.11) em ,
B .
p(B) =QO(8) -7 po(B-b')hlc(e') dg’' , (2.12)
)
observando-se a condigao inicial em (2.8). Na representagao de
coordenada essa equagao € reescrita como

B
p(x,x",B) = oo(x,x‘,B) - J dg'/[fdx" po(x,x”,g-
0
-8 hy (XM e (x",x",B8") (2.13)
onde hl(x} € o operador hl na representagao de coordenada.

Para a situagao particular em que ho ¢ a hamiltoniana
de particula livre e hy & o potencial da impureza delta a equagao

(2.13) reduz-se a:

R
plx,x",8)=p (x,x",B)=¢_ [ o (x 08 -8")o(0 x)B)
o)
2.14)
onde o € a matriz densidade de particulu livrio. C wse da trans-
formagao de Laplace ¢ o teorema da COnvolucss NoOS permitem escre-

Ver a equagao acima como:
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b(xvx'aE) = BO(X’X’,E)-¢O EOCX,O,E)a(O,X',E) (2'15)
onde -
5(x,x',E) = f e PEo(x.x",8)ds (2.16a)
o
[ . > —BE ' "
Po(x,x",E) = J e oo (x,x",B)dB (2.16b)
0

A equagao (2.15) € entao resolvida para p(x,x',E)

D (x,o,E)bo(o,x',E)

(o]

B(X,X’,E) = BO(Xax'-E) -

+ Bo(o,o,ﬁ)

e‘)——'

- Neste ponto, convem assinalar que embora a equagao (2.17) tenha
sido encontrada independentemente da dimensionalidade do sistema,
o denomin alor dessa equacao nao € bem definido para sistemas de
duas ou tres dimensoes, pois p(o0,0,E) diverge para esses casos.
Este fato, pode ser verificado observando-se que para sistemas n-
dimensionais (n=1,2,3), a matriz densidade de particula livre ¢

dada por(g)

2rheg g

&9

o (x,x',8) = (—2 ™2 exp [ . (x—x')zj.
2.18)

onde x=(xl,x2...xn) € o vetor posigao n-dimensional. Em contras-
te ao caso unidimensional, onde Bo(x,x',E) existe para todo |x-x'],
po(x,x',s) para n»2 € integravel nas vizinhangas de 8=0 apenas se
'x-x'| for uma quantidade finita. Na situagao em que x-Xx', a inte
gral de p(x,x',B)e-BE nas vizinhangas de =0 divergira e, conse -
quentemente, p(x,x',E) também.
Ha, todavia, um processo simples de renorrmalizagao
do potencial (¢0<O) através de uma redefinigao de ¢0(9). Os re -



sultados revelam que o Unico efeito da impureza €, no limite ter-
modinamico, introduzir um Unico estado ligado, wantendo inaltera-
da a densidade de estados de espalhamento. O procedimento de re -
normalizagao entretanto, implica que nds estszjamos olhando apenas
para energias finitas e portanto o potencial delta bi ou tridimen
sional precisa ser entendido como resultante de um limite de um
pogo atrativo simétrico que leve ¢ cxistencia de um Gnico estado
ligado. Verifica-se que o cardter finito dua encigia ¢ a existén -
cia de um Unico estado ligado sao satisfeitos se definimos o poten
cial delta atrativo como o limite de um pogo quadrado com profun-
didade V> e alcance a-0, tomando-se

V0a2+constante(‘0) (2.19a)
V,alsn L Y}(il)’constante (2.19b)
2

Yy €& a constante de Euler-Macheroni, respectivamente para os ca -
sos bi ou tridimensional.

Por outro lado, para o caso de potencial delta repul-
sivo (¢O>O) bi ou tridimensional a analise das defasagens 6£ dos
estados de espalhamento revela que as mesmas permanecem 1lnaltera-
das(lz)

dos ligados, naturalmente teremos:

. Desde que potenciais puramente repulsivos nao criam esta

plx x' B)= o (x,x',B) (2.20)

Esse resultado tambem poderia ser igualmente inferido da eq.(2.17),
ja que para sistemas de duas ou tres dimensoes o denominador daque
la equagao nao se torna finito em nenhuma circunstancia.

Retornando a equagao (2.18) com n=1 e substituindo-se
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sua transformada de Laplace(ls) na equagao (2.17), obtemos™:
- /2—-H’.E" i\(_x|l
P(x,x',E) = —2— e f -
h vZmE

_o_m  pexpl-vemE/R) (x[+[x"[)]

F (2.21)
2mE /= sign(s )+l
Ep
onde fizemos por conveniencia de notagao
2 2
Ey = me>/2h (2.22)
e sign(x) € a fungao sinal
+1 x>0
; = 7 27
sign(x) {_1 x<0 (2.23)
- o . . . (14)
A equagao (2.21) pode ser facilmente invertida ob-

tendo-se a expressac para a matriz densidade

/2 2

p(x,x',B) = (;;275)1 exp[- EggT (X“X‘) 1 -

mEp 172 . , VImE,
- (Egj) Slgﬂ(@o)exp[BEb+slgn(¢o) : (!X]+!th)] <
X E-rfc{('m \,1/2 (‘X["'!Y'i.) + si n((ﬁ ),M@E 3
-;-TZ) ! [ = g 1‘0, s b

(2.24)

- - .
Observemos que € precisamente aqui que a hipotese do sistema ser
infinito entra no problema.
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Foi verificado que essa expressao para a matriz densidade satis-

az a equagao de Bloch bem como a condigao inicial, justificando

f
deste modo todas as operagoes matematicas efetuadas no seu calcu
1

A fungao de particao do sistema pode ser calculada a-

través das eqs.(2.24) e (2.5), todavia de maneira

cuidadosa. As

precaugoes a serem tomadas resultam do fato das auto-fungdes de

energia postiva da hamiltoriana estarem <endo implicitamente, pe

lo uso da eq.(2.18), normalizadas a 8 ¢ niao a unidade, isto &,

]

S (XD ¥y (X)dx = 8(k-k")

-0

onde k2=2mE/h e E & a autc-energia da auto-funcao
cussao que segue as eqs.(4.15)). As consequencias
dem ser avaliadas se tentamos calcular o trago da
de de particula livre, utilizandc-nos das fungoes
finida de h  normalizadas a &, Pela eq.(2.4)

L e . ehi?
Do(x,x',B) =~ [ dk e om senkx
il o} -
1 o _ Bﬁzkz (i
+ = [ dk e 5 coskx coskx® = p
m o}
T o0
* ogp) (x x' 2)

wk(x) (vide dis
desse fato po -
matriz densida-
de paridade de-

senkx’' +

) (x,x',8) +

(2.26)

onde noés separamos a matriz densidade comc soma de duas parcelas

de paridade definida. A primeira delas, a de paridade impar, pode

ser reescrita como:



O(i)(x x',B8) = L /2 ak e BEZRZ cosk(x-x"') -
o] e 2T o 2m
2,2
1 Im ak e 82 k_ cosk(x+x")
2m 0 m

(2.27)

Se o trago de D(i)(x,x',B) e tomado neste estagio, o primeiro
termo em (2.27) sera proporcional ao comprimento do sistema, en-
quanto o segundo nao dara contribuigao alguma, independentemente
do valor de k. A fungao de onda wk(x)=l//? senkx precisa ser en-
tendida, e este € o ponto crucial da questao, como o limite de
uma auto-funcao de paridade Impar satisfazendo condigao de
Dirichlet em *L/2 quando L*®, Porém, se tal fato e ignorado e in
tegramos (2.27) em k tomando a seguir o trago da expressao resul

tante, encontramos:

(i) L mn o .1/2 1 o
Tro't/= 2 ¢ ) - i (2.28)
° > orhle 4

onde a existencia do termo ndo fisico -1/4, (pois indica que a
fungao partigao torna-se negativa no limite de T»0) resulta do
fato de nao tomarmos o trago corretamente.

Para o caso do presente problema, notamos que as au-
to-fungoes de energias positivas de paridade definida normaliza-

das & &, sao dadas por: (vide eqgs.A.15)

Wéi)(x) = L senkx (2.29a)
Ve
(o) m¢o/ﬂﬁ2 1/2 725
wkp (x) = (cg—72)"" (senkix! + coskx)
Rk, Mm% mo
. o
m k-

[2.29b)



-13-

Identica andlise a efetuada atraves das equagoes (2.26, 27 e 28)
pode ser feita no presente caso levando a conclusao que o trago
de p tomado sem os devidos cuidados, inclui um termo nao fisico
-1/2 (uma contribuigao -1/4 provem da parcela impar e identica

contribuigao provém da parcela par*). Levandc-:s~ em conta a argu
mentagao acima, a fungao de particao no limite de L-< € finalmen
te obtida fazendec x=x' em (2.24) e integrando-se a expressao re-
sultante no intervalo (-L/2, L/2), tomando-se o cuidadc de adi -
cionar um termo +1/2 a expressao final. Desse modo:

2 i~ . - <
2(8) = L [_-mw—}l/“ + = {1 - 51gn(wo)j eBEb +
27h< 3 2
1 oo v BE. & . .
+ = 51gn(¢0) e””b Erfc (/EbB) 2.30)
2
onde Erf(2) = 1/2r /% e” ' dt & a funcio erro complementar ' >,
L

E facil verificar que o ultimo termo em (2.30) e da
ordem da unidade para quaisquer valores de 7 e Fy, e portanto po-
de ser desprezado frente ao primeirc. Deste mode nos podemos es-
crever Z(R), para o caso de impureza atrative, com um erro des -
prezivel (da ordem de A/L), como

2(8) = = + ety | (2.31)

- . 2B Saltra s =
onde nos mantivemos o termo e b dada a possibilidade da ocupagao
macroscopica do estado associado a esse termo num sistema de

bosons. A € o comprimentc de onda térmice.

¥Talientamos que isto @ verdade apenas na medida em que o termo

[
IS

P

;. Zcnsequentemente. nao nos ¢

(o2t

senk!x;| esteja presente em (2,29
permitido fazer ¢O+O, ia que neste limite esse termo se ausenta

dessa equacao.
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A densidade de estados de particula pode ser inferi
da da eq.(2.30) desde que:

2(8) = 1~ e °F p(E) dE (2.32)

-

Deste modo para impureza atrativa
D(E) =6(E+Eb) + DO[E) ) (2.33)

onde DO(E) é a densidade de particula livre e desprezamos, tal
como em (2.31), termos independentes do comprimento do sistema.
Naturalmente a parcela S(E+E.), provem de um Gnico estado ligado
mlo, |

\ mf¢oi - | x|
Wb(x) = fgj‘* e ﬁi

introduzido pela impureza, como & mostrado no apendice A. (eq.
A.15¢)
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CAPTTULO II1I

0 LOGARITMO DA FUNGAO DE GRAND PARTICAD

-

Q ponto ce partida e nosso ¢Llcuile € uma Tepresen-
tagao por integral de contorno para ¢ logaritmo da fungao de
grand particac z. Isto é feito pela conhecida expressac para um

gas quantico ideal (1%

tnz = - T tn{l-e exp[8(u-E )]} (3.1)
n

com a representacao por transformada inversa de Mellin da fun -
~ > (16)
gao logaritmo

in{l-e¢ exp{ﬂ(u—ﬁn)]}=

CHi=

= 1 . -

B 21 S (coswt)ét 1 cosec(mt) eB-Ep)t g¢
C-iw

(3.2)

onde 0<c<l, 8=(1+€}/2 com ¢ tomando os valores +1 ou -1 respecti-

vamente para sistemas de Bose ou Fermi. O resultado, ap0s a tro-

; . ~ - . 17
ca da ordem de soma e integragao, € escrito como( ):
Lnz{g,u,V,¥) =
. CcHie
= - ¢ -1 Sty -8tE
23 S (cosmt) 't cosec(nt) e”"F(r e~ n) dt
- C=1% n
(3.3)
onde B8=1/kT & o inversc da energia térmica. u ¢ o potencial quimi
co, Ve o volume do sistema, x ¢ uli CCLjunlo 4. paametros que

descreve campos externos e E(¥,V) € a energia do n-ésimo estado
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da hamiltoniana da particula contendo, portanto, toda a dependen
cia em Ve yx .

A caracteristica fundamental da eq.(3.3) € a separa
cao completa do problema dinamico (totalmente incorporado no ter
mo Z(Bt)= g e~ BtE ;
(associada ao termo e(cosmt) ). Deste modo., todas as consequen -

n) da estatistica obedecida pelas particulas

cias de tamanho, forma, dimensionalidade bem como influencias de
campos externos, estao contidas apenas no termo Z(Bt) pois ele é
o Gnico termo em (3.3) que varia de sistema para sistema com a
mesma estatistica. Z(Rt) nada mais € que a continuagao analitica
para valores complexos da fungao de partigao de uma particula.
Sabe-se da teoria do ensemble grand canonico, que o
logaritmo da fungao de grand partigao esta relacionado ao poten-

(15)

cial & de Landau
- 1 .
Q= = = Anz{(u,B,V) , (3.4)
g

que aqui aparece como funcao de suas variaveis naturais (u,8,V)
e portanto, contém toda a informagao termodinamica sobre o siste
ma.

De posse da expressao da fungao de particao obtida
no capitulo anterior

Z(8) = (3.5)

>
+
o)
o

a formula geral (3.3) & particularizada para o gas ideal unidi -
mensional de Bose com impureza delta atrativa embebida. Substitu
indo-se B por Bt em (3.5) e encaixando-se a expressao resultante

na formula (3.3) com e=1, obtemos:

'Q’nz'(ﬁvua\“’r,Eb} =

i crim -1
= = /S cot(mt) t
2

C=1
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O calculo dessa integral € tornado elementar se a tomamos ao lon
do do circuito mostrado na figura abaixo.

FIG.(3.1)

A aplicagdo do teorema dos residuos e a observagdo de que a con-
tribuigao proveniente do semi-circulo € nula no limite em que

R+~ (isto & garantido pela desigualdade u<-Ey que por sua vez &
consequéncia do nUmero médio de ocupagao de qualquer estado ser

uma quantidade positiva), nos permite imediatamente escrever

o0 o]

-1 sr(u+E,) L ° -
mz = v 1 eBr(u Fb’ . L - 3/2 eBur
r=l oor=l
ou
- | L. L
fnz = F, - '\U"'E'H)] + = Fo,»(-Bu) , (3.7)
1 0 3/--
A
onde
"
. -~ -0 _-nq
Pcku) = I n e 1Y (3.8)
r=1
sao as fungoes de Bose-Einstein''’. /lgumas das propriedades des-

sas fungdes que serac utilizadas frequentemente neste trabalho



sao aqui relacionadas:

-~ ~ N

. R o~ O . - . - . . . 1. R S
(17 a¢ Fun(lls ONe ilive Gdu < vl atus 20 varviivel
. / 3

Cu

PR e - .
L1l comportam~-se assintotilament e comg o \ inde -

pendentemente de ¢ , no limite em que o>,

v s T r- Lo
Ju oo
(iv) sao limitadas na crigem (a=0) se¢ o>1 o divergem
g gl X

(v) em particulayr para o=l e 0+0.

v
m
]
—
o
o
i
o
&
Nt
s

Fl(u a)y={g =1 respectiva
e

mente, propriedades essas que podem ser verificadas pela analise
da série em (3.8).

O conhecimento da expressao parg o logaritmo da fun-
cao de grand partigao nos permite calcular outras grandezas termo

Lo~ . . (155
dinamicas de interesse. Por exemplo'™ 7/:

, numero médro de particulas

YO
— 5 Y Aii i - ol - -
E = uN - - , energla media (3.10)
ag !
[ ,L
3(kTinz) ) .
S = S(klnz) ! , entropiz (3.11)
ENA :
{ L s L
-1 shinzi P =
P =B ﬁ: , Dressac (3.12)
91, |
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Finalizando o presente capitulo convém assinalar
que uma receita para obter a expressdio do logaritmo da fungao de
grand partigao de um gas de Bose em duas cu tres dimensdes com im

pureza delta atrativa embebida € em (3.7),
(1) deixar o primeirc termo 1nalterado;

(ii) no segundo tomar a n-ésima potencia do termo
L/»% e substituir o Indice 3/2 por 1+n/2, onde

n € a dimensionalidade do sistema.

Isto € facilmente entendido visto que o uUnico efeito do centro de
impureza € a introdugao de um estado ligado destacado do espectro

de energia dos estados de espalhamentc cuja densidade &, no limi-
Livre {capitulo

te termodinamico, identica a de particula .
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CAPITULO 1V

CONDENSACAO DE BOSE-EINSTEIN

Este capitulo € todo dedicado = discussdo do compor-
tamento termodinamico do sistema. NOs o iniciaremos pela andlise
- - . . - . *
do numero médio de particulas. Combinando as eqgs.(3.7) e (3.9)

4 s =1 L . .
N={exp[-pg{u+E )" -1} R O G TS T A
{e pL-fu b)J i . FL/:\ i b gas
(4.1)
onde nos usamos =2 prepriedade funcioiiad ;fo(u;,;uA mJo_l(a) das

fungoes de Bose-Einstein. Em (4.1), o primeiro termo é o nimero

médio de particulas no estado ligado e o segundec & o nimero mé -
dio nos estados excitados. A natureza nao localizada das funcgodes
de onda desses ultimos, faz com que as particulas que os ocupam,
produzam um fluido espacialmente homogeneo e, por essa razao, es

tamos tomando a sugestiva notagao Ng‘ . Como & usual, a eq.(4.1)

as
determina o potencial quimico como funcic da temperatura, densi-
dade de particulas e magnitude da enmergiz de ligagso Ey

O carater monétono decrescente de Fl/z(a) somado a
restrigao sobre o potencial quimico (-=<u<-E; ), impoem a existén
cia de um numero maximo de particulas que podem ser acomodadas

na fase homogenea, isto &, no gas.

je

N =

c =3 12 (Ey /KT) : (4.2)

Na situagao em que o numero total de particulas presentes no sis
tema for maior que N_, certamente havera uma fragdo nao desprezi
vel de particulas no estado fundamental mostrando, portanto, a e
xisténcia de um condensado. Em outras palavras, isto significa

que o sistema apresenta o fenomeno da condensacao de Bose-Einstein.

*Em toda a discussao que segue iremc: considerar o limite em que

N+w | L>w, com a razao n=N/L finita.
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A natureza localizada do estado de mais baixa energia, junto a
condigdo de sua ocupagao macroscOpica, faz com que o condensado
possua uma alta densidade de particulas. Ha portanto, uma real
separagao de fases, permitindo-nos dizer que a condensagao de
Bose-Einstein neste sistema toma a aparencia da conhecida tran-
sigao liquido-vapor (vide isotermas na pag.38).

Alternativamente, podemos definir uma densidade cri
tica nC(T,Eb)

- mkT 1/2 .

: mkT 31/2 5 e kT (4.73)
C ZTTFLL 1/2 o}

]

r

ou uma temperatura critica Tc\n’hb>

SO — 2 (E, /xT )
T (=R, (B /AT (4.4)

colocando-se N=N_ em (4.2). A expressao para o numero médio de
particulas em (4.1) pode ser escrita numa forma mais conveniente
incorporando=-se a definigac de T. naquela equagiao:

F. o . (- &
’I/L( 8u)

Fl/z(Eb/kTC)

, - o 4o -1 N Y
T - - vioa i Y - 1 EX }7 1
:\4 {eka_ e(_u*’ub,; J 11 'N{ /‘IC)

T4.5)

Para temperaturas maliores que TC, deveremos ajustar
o potencial quimico u de modo a fazer com que 2 contribuigao do
segundo membro em (4.5) nao seja mulor yuo o Zameryo total de par

v’ . AT : . 3 ~ e .
ticulas no sistema. Necessarlamente deveremos ter

(-8uy< F. L (E. /KT , 4.6
implicando em w<-Ey devidec ao carater mendtono decrescente das
fungoes de Bose-Einstein. Com istc, entretanto, uGs tornamos a

contribuigao Ny do condensadc desprezivel comparada aoc numero de
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particulas no gas. Nestas circunstancias, 2 eq.(4.5) se redu:z a:

S
By p(-8u) = ?” L/ By, (/KT ToT, (4.72)
C
que & a equagao que determina o potencial quimico como fungao da
temperatura, da densidade de particulas e da magnitude da ener -
gia ao estado ligado (notemos que TC depende implicitamente da
densidade de particulas).
Por outro lado, para temperaturas abaixo de TC, 0 nu

mero de particulas acomodadas no gas & obtido tomando-se

o - Lb R 'I‘(TC (4./b)
e portanto
. 10 F,/ﬁ(EH/kT)
Ngés = N (=)'~ S < N, H<TC (4.8)
- ¥: - [a
1C ‘l/ﬁ(hb/krc)

implicando que o restante das particulas estejam condensadas no
estado fundamental. Combinando as eqs.(4.5) » (4.8) (fig.(3)):
- F, . (E_/kT)
/2 Y/ 2 h 4
N, = NP1~ gigi/r L/ . (4.9)
T Fl/z(hb/kic)

Neste ponte fa7-s5e necessario as

n

inalar que embora

~tTenlas con -
rticuias ne Con

tenhamos feito a analise do numers nedic le po

densado em termos Ca catura critica T (n By {densidade {11

xada), essa analise poderia igualmente ter side feita em termos

da densidade critica n_(T,L, ) {temperatura fixads) levando-nos,

neste caso, a conclusac de que N ¢ desprezivel em regioes onde

~
:

a densidade seja menor gue n_. A verificacao deste fato se faz

de modo idéntico ao anterior, bastando incerpcrar 2 eq.(4.1) a

1]

*Por u=-E, queremos dizer u= - E 0 11/Nj.
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FIG.2 - Dependéncia do potencial quimico com a

temperatura para diferentes valores de
E G . 2 ToT e T< E
Lb/kTC Os ramos para 1-7_ ¢ TC sao
obtidos das eqs.(4.7a,b).
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definigdo (4.3) ao inves da definigao (4.4). Tal situagao nos per
mite afirmar que todas as grandezas termodinimicas do sistema com
a impureza como fungoes da temperatura (densidade fixada), assu -
mem, para temperaturas maiores (densidades menores) que o valor
Critico TC(EC), 0S Mesmos valores yue estdas grandeias assumiriam
num sistema de mesma densidade (temperatura) sem a impureza’.

Essa afirmacao € justificada notando-se que o logarit-

* %
mo cda fungao de grand partigao pode ser reescrito como:

L . , \ . ,
z T - : (~2y) + in{i~N (4.
inz 13/2\ NIS ! L ( b) L 10)
Desde que o numero Nb de particulas no condensode & desprezivel
em regioes onde u<=Ey (o que e equivalente a dizer-se que T>TC ou
H<HC , conforme o caso consideracdn), o logaritmo dezsse termc bem
como sua derivada logaritmica fomada em relacan a qualquer varia-
+ , .. -
vel do ensemble tornam~se despreczivels nessas regioces. Consequen-
temente

*As mesmas observacoes podem ser feitas para um gas de uma ou du-
as dimensoes na presenga de impureza delta atrativa (vide obser-
vacoes no final do capitulo anterior).

- . e . . . Fon . -a
**Tgto & facilmente verificado em virtude de F. {a)=-&n(l-e 7)

i i
+ d D\ ] ~ - f",‘v-l\"i S .
Desde que =— F,(a) =-F (x; = (e’-1) °, pode~se verificar que:
da J
A :’["f‘*(UJ"Eh)]
— An(l+Ny) = Ny - , o=, T,u,L
5z RS
Como Nb & desprezivel comparado a N em regioes onde u<-Ey, a e -
quagao acima nos diz que o mesmc acontece com sua derivada loga-
ritmica quando comparada a derivada ‘¢ primeirc terme em (4.10)

em relagiao ao mesmo parametro.
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gnz = & F (-8u) (4.11)
\ 3/2 ’ '

gue € precisamente a expressao do logaritmo da rungzo de grand
particdo de um gas undimensional de bosons livres.

Se por um lado as propriedades termodinamicas do sis
tema nao sao modificadas pela presenga da impurezz quando T>TC
(H<HC), a situagfo revela-se completamente diversa quando T<TC
(H>HC). A ocupagao macroscopica do estado fundamental faz com
que todas as derivadas do segundo termo £.i (+. v, oo, Gi@ o mes-
ma ordem que a: corresporiontes derivadas do primeiro termo (vi
de observagoes no rodapé da pagina anterior). As consequéncias
desse comportamento diverso do logaritmo da fungao de'grand par
tigao implica que todas as grandezas termodinamicas como fungao
da temperatura (ou da densidade) tenham dois rvamos: abaixo ou a
cima da temperatura (densidade) critica.

A situagao para temperaturas abaixo da temperatura
critica revela-se ilustrativa quanto ao significado do potencial
quimico. De fato, a gota de pérticulas condensadas em torno da
impureza pode ser pensada como umc fonte on somidouro de parti-
culas para o subsistema constituido pelo gl &, de.ta forma, o
modulo do potencial quimico € a energia térmica necessaria para
evaporar uma particula da gota para o gas.

Como um passo intermediario no cidlculo do calor es-
pecifico a comprimento constante, iremos calcular a energia mé-
dia E do sistema. Pelas egs.(3.7) e (3.10)

Fy/n(-Bu)
g =L nr (Iyt/2 3/2 - N
2

T. Fl/Z(Eb/kTC)

-~

Eb (4.12)

onde nos fizemos usc da expressao que define & temperatura criti
ca T.. A dependencia explicita da energia média com o potencial
quimico, pode ser eliminada neste estigio através das eqs.(4.8a)
e (4.8b). Alternativamente, podemos em primeiro lugar obter o
calor especifico e a seguir eliminar a dependéncia em u . NOs u
tilizaremos o segundo metodo. Derivando (4.12) em relagao a T,



mantendo L constante
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" aN - a ,'\f",{
.:)_E = —Eb b‘ + (1—)1/“ :
oT L 9T L TC ZFl/Z[Eb/kTC
5(-81)
Ty, (-80) - }

2 F,, (-8W)
5 3/2
(4.13)

Para temperaturas abaixo de TC, a expressao para Ci ¢ imediatamen
te obtida da expressaoc acima.

E

. F (E,./kT)
- 2 2 -
c =k (X (LHtz =12 b :
kT TC Fl/z(Eb/ch)
- . . . Y
) S SR W VA VAL N SO SS UM VL Y
yT (B /KT ot (B /KT )
‘ kl/Z(Lb/ALC) s c Fl/ZU%/k‘c
(4.14)
onde nos adotamos a sugestiva notacao utilizada por London(lj para
0s ramos das fungoes termodinamicas e fizemos uso da eq.(4.9) para
o numero de particulas capturadas. Para temperaturas acima da tem-
peratura critica podemos d%wprezar a contribuicac das particulas no
estado ligado, desde que o € praticomente zerc.
aT |,
Tomando-se a derivada em relagao 2 temperatura em (4 7a)
F (E../kT {
3(-Bu 1/2%"b o o1/ 2
ey L4 - (=) (4.15)
BT L ZrIF_l/iz(- ) T

Deste modo
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O valor classico de Dulcng-Petit para CZ nc limite de altas tempe
raturas € facilmente conseguido da equagao acima notando-se: (i)
T>>T +=8u>>1, (ii) o carater assintotico das funcgoes de Bose -
Einstein: FO(G) e‘a, a>>1, A dependencia em W em (4.14) e {4.16)
pode ser eliminada através das eqs.(4,7a,b) e das representagoes
em série das fungoes de Bose—Einstein(l). O resultado de tais ope-
ragoes pode ser visto ra fig.(4). A caracteristica interessante
mostrada pelo calor especifico & a existéncia de uma descontinui-
dade finita em TC

Fop/2(Ey/KT o By n (B /KT

4+

- ; - T/
Frpa /KT 4 Py ) (B /KT )

. E
AC, = v Lohy?
. T
C

(4.17)

facilmente calculada pelas eqs.(4.14) ¢ (4.16¢3) e revelando-se
uma fungac monotona Jecrescente da densidade de particulas). Além
disso, para temperaturas maiores que TC, o caler especifico assu-
me valores inferiores ao de Dulong-Petit. A razao desse comporta -
mento pode ser entendida retornando-se as observagdes feitas ante
riormente a respeito do comportamento do sistema para temperatu-
ras acima de TC. Naquela ocasiao, haviamos esiabelecido que todas
as fungoes termodinamicas do sistema com a impureza, para uma da-
da densidade e como fungoes da temperatura em regines onde T>Tc’
eram exatamente as mesmas de um sistema de mesma densidade sem a
impureza. Desde que para um gas livre unidimensional de bosons i-
deais, o calor especifico a comprimento constante & uma fungao mo
notona crescente da temperatura mantence-se, contudo, inferior ao

valor classico {1/2k, a explicagao do fato torna-se obvia.

M\

O proximo passo no estudo termodinimico Jdo sistema

0 exame da entropia. Pelas eqgs.(3.7) e (3.11)
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FIG.(4) - Calor especificc a comprine

versus temperatura para Eb/kT

T

nte

~
~

c
0

onstante
08!
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S5 2k Fypiee - (CERL g (o)
\ - Y -
+ [BQurE )] Ny (4.18)

Novamente, noés teremos que separar S em dois ramos. Para T<'I’C

{ou H>HC), nos substituimos ux=Ey

-, LE,
= _ Ou - . e S oy R .
S - "7—'; k IS/'J(}Jb/}\l’ + o 11/2‘\}1}3/}\1) \‘4-19)
Para T>T_ (n<n )
C C
st - SL k Fo,,(=5u) + (=BT F,, . (-8y) , (4.20)
2 S/ < b i/ o

onde em ambos os ramos nés desprezamos a contribuigao dos dois ultimos

termos na expressao geral (4.18). Da eq.(4.19) podemos verificar
que S-+0 quando T-0°K, en wcordo com a terceira lei da termodina-
mica. Isto significa nue a Jnece condensada (a gual € & Gnica e-
xistente em T=0°K) tem entreopla nula. A qualquer temperatura fi-
nita T, a entropia do sistema € inteiramente devida as particu -
las no gas.

Finalmernte, encontrarencs a exprcssﬁo da pressac. Pe-

las eqs.(3.7) e (3.1

p o=t ’ (4.21)

resultando nos ramos

Fr /o (Ep/KT)

PTo= 2L (4.22)
F. /“rf."f'L,)
A (4.23)

3

Observemos que F nao depends <o comprimente la tistema, Entretan

to, isso & verdade apenas na medida em que L seja muito maior que
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2 ! -~ . . —
Y= B“/ml@o{ , parametro associado ao grau de localizagao da fun-

cao de onda do estado ligado (Apendices

do sistema e feito da ordem de + ,
onda do estado ligado deformar-se,
valor da energia desse estado. NoOS
a pressao do sistema na Fig.(5), a

Ny

.l )

A e

B)

nos obrigaremos

se ¢ comprimento

-
[=3

fungac de
variando consequentemente, o
indicamos esta centirituigao

qual foi obtida incorporando-

e (4.23).

se a definigao (4.4) nas eqs. (4
A ordem da transigao apresentada pelo sistema pode

ser deduzida da equagao de Clausius-Clayperon, resultando ser de

primeira ordem. De fatc, a curva de transigao rno planc P-T (pres
sao de vapor) ¢ dade por:
F., ,(E./KT)
P _(T) = 3/245p/ 8 Y
c- ) - 8 b )
79
SA

Para pressoes malores que essa pressaoc critica, o com

primento do sistema se reduzird a um comprimento essencialmente

nulo, implicando numa variagao
N
AL = — | (4.25)
n_
-
onde HC € a densidade critica em (4,4). Pela equacao de Clausius-
(1% ‘
Clayperon " 7)
dPC(T) 20 o
= S {4.26)
& 1L
e, portanto, o calor latente AQ Ja trunsicac sera
SNKT By
DAY . . o Y . ,
= £ : ST A (SR ryo09
bQ = = B (B /Ry Ty ok SRR
_.ATIC O

Consequentemente a transigao de {asc no sistema ¢ Jde primeira or-

dem. Podemos verificar quc essa internretacao & auto-consistente,

. . +
TR s T S P S S o
et i R O ¢

se calculamos a entropla ca
Pela eq.(4.19):

[P —
as< gaco
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%£='LZO
0.95
0.75
L L .
10 —
NY
FIG.(5) - Isotermas do sistema, ondey'laﬂ¢01/ﬁz € o

parametro associado ao grau de localiza -
¢ao da funcaoc de onda o estado ligado. A
regiao degenerada, € indicada pelc hachu-

riaco.
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Como foi salientado anteriormente, a cntrepia da fase condensa-

da € nula e. portanto, sua variagdic na transicio Jde fase sera:

AS = S - (4.29)
o .

as )
&

Comparando (4.29) com (4.27), encentramos:
Tas = Ly (4. 50)

A titulo de conclusao de presente capitule. gostaria
mos de sumarizar alguns resultados obtidos no tocante a semelhan
ca da condensagao de Bose-Finstein apresentada por nosso sistema
e a transigao liquido-vapor.

Como assinalade no inicio deste capitulo, a natureca
localizada do estado fundamental somada a condigao de sua ocupa-
;a0 macroscopica, faz com que haja uma real separagao de fases
no sistema. Para temperaturas abaixc da temperatura critica( ou
densidades maiores cue a densidade critica), podemos distinguir
no sistema uma fase homogenea, a gual poderemos chamar de fase
gasosa ou vapor, em equilibrio com uma fase condensada, visuali-
zada tal como uma gota liquida.

Em segundo lugar, o {oto da transigao de fase no sis
tema ser de primeira ordem, tal qual se apresenta a transicgao li
quido-vapor. As fases apresentanr “wvcolume'” ¢ entropic molares dis-
tintos, pois o condensado upresenta "'volume' essencialmente nulo
e entropia zero. Ha um calor latente molar de vaporiza

ao, que €
Imente um

c
a quantidade de calor necessaria para vapericar-se fotal
mol de particulas condensadas e, finalmente, as isotermas apre -

sentam patamares na regiao de coexistencia das fases.
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DISCUSSOES E CONCLUSOES

Os efeitos de uma impureza delta atrativa sobre um
gas ideal unidimensional de bosons podem se¢r calculados exatamen
te constituindo-se, portanto, na principal razao dessa escolha
de interagao externa. Os resultadcs dos capitulos anteriores mos
tram que a introdugao do centro de impureza no sistema provoca
mudancas radicais no comportamento termodinamico dc gas, fazendo
com que este apresente uma transicao de fase (antes proibida) |,
caracterizada pela coexistencia de duas fases distintas. O con -
densado é espacialmente separado das restantes particulas no gas,
com sua densidade divergindo no limite termodinamico. Tal situ -
agao nos permite dizer que a condensagao de Bose-Einstein neste
sistema, assemelha-se a conhecida transigzo liquide-vapor. A in-
terpretagac € reforgada pelo fato da transigao de fase ser tam -
bém de primeira ordem. O significado do potencial quimico, para

T<xc, torna-se claro, pois o sistema pode ser visto como uma go-

ta ce particulas condensadas que serve de fonte ou sumidouro pa-

ra as particulas remanescentes no gas. Nestas circunstancias,  u
nada mais € que o aumento (diminuigao) da enerpia de fase gasosa
quando adicionamos (subtraimos) uma particula a esta (desta) fa-
se. i

Similarmente aos modelos de Widom(j), o teorema de
Hohenberg(z) nao aplica-se ac prescnte problema desde que esse teo
rema apenas exclui a condensacao de Rose-Einstein, em sistemas de
uma e duas dimensoes, no estado de momentum zerc de part{cula.
Nestes modelos a condensagaoc se faz em estados de fungoes de onda

(s)

no reexame do trabalhc de Widom, a nao aplicabilidade do teorema

nao uniformes espacialmente. Alias, come sugevem Rehr e Mermin
de Hohenberg a esses casos, se deve nao ac fato da condensagao
ser em estados de fungoes de onda nac unifcormes, mas sim, funda -

mentalmente, pela densidade ser divergenlte em 2. 2ums Ye

e}

iac do
ia

sistema. De qualquer forma. sSe 0s ostadcs de baixa energia de par

T
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tfcula forem lccalizadas espacialmente, a existencia da condensa
c3o de Bose-Einstein no sistema, implicara (no limite termcdina-
mico) em densidades locais divergentes®. Im outras palavras. se

um numero grande de particulas foram obrigadas a ocupar ums -

re

giao limitada do sistema, elas ¢ rarao prefei....uinte num esta-

do de ordem. O condensadc ira estar separaao espacialmente das
particulas do fluide o deste modo rfe poderemes visunalizar aocon-
densagao de Bose~l iDstelin COMO umd thuLdleao flnuldc-vapor. Az
diferencas de volume e entropia entre o comego e ¢ tinal da con-

densagao reforgam tal interpretagao.

f intercssante notar que embora a

a

densagao de Bose-Finstein em gases ideais e
vapor nao tenha sido feita até o presente, 0sS

tilizados para separacac de fases (em fluldos

analcgla entre con-
transigao ligquido-
1 -

MEeSMOS ProCcessos

Teais) tem sido u-

tilizados para provocar essa transigao em gases ideals. Nos mode-

los de Widom do gas unidimensicnal sob um camp:r jravitacicnal e
do gds bidimensional em rotacao, por exemplo, oS processos seriam
identificados respectivamente como decantagao e centrifugagao. Pa-
ra a situagao do presente problema, o processo poderia ser identl
ficado com aquele que acontece em uma camara de Wilson. Em conclu
sao, a ocorréncia da condensagao de Bose-Einstein em gases ideais
na presenca de campos externos, pode dar a2 essa.transigao um as -

pecto mais familiar quando comparada a exotica condensagao no es-

pago dos momenta.

Finalizando, ar que o0s me

feitos para o presente pro ser este

*f claro que isto tem sentidc apenas na medida
ideal. Em qualquer sistema real de bosons que
1

dade sera sempre limitada em virtude da vepu!

ce entre as particulas. Todavia este tipo de

teresse conceitual.

smos comentarios

r.didos para gases

-

em que ¢ Sistema €

interajam, a densi

saa de

curto alcan-

discussac tem in -
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ideais em uma e duas dimensoes em presenga de impureza delta a-
trativa (definida como limite de pogo quadrado; capitulo 2) e a
razao desse fato reside na existencia de um intervalo finito de
energia entre o estado ligado e as energlas Jog estedos Jde espa
lhamento, cuja densidade ¢ & mesma (no limite terwodinamico) a
de particula livre.
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SUGESTOES PARA TRABALHOS
FUTUROS

1) E um fato bem sabido que a ocorrencia da conden-
sacao de Bose-Einstein € altamente sensivel a um grande numero
de efeitos, tais como: dimensionaiidade do sistema, presenga de
campos externos, numero de dimensoes finitas (efeitos geometri-
cos) e a forma da interagao entre as perticuless. O estudo des -
ses efeitos tém aparecido na literatura na mais variada combina-
cao, embora apenas um deles mostrs explicitamente una proprieda-
Ce Jo sistema que nos permite dizer w priori se o =istema ira ou
nac exibir a condensagao; © teorema de Hohenberg*‘). Em vista
iisso, uma sugestao para trabalhos futuros seria encontrar um
critério baseado no comportamentc analitico da densidade de esta
des de uma particulia quc nos diga desde o orincipio se um gas i-
deal de bosons exibe ou nao essa transicao de fase em uma tempe-

ratura finita.

2) Tal como no caso unidimensional analisado neste
trabalho, o calor especifico de um gas bidimensional de Bose com
impureza delta atrativa apresenta uma descontinuidade finita na
temperatura de transicao. Desde yue © anice efeito da impureza
é introduzir um Unico estacc ligado separado espectro restante
na densidade de estados de uma particula, esse nodelo poderia ser

. . . Lt ' . .~ {20
vtilizado no estudo de filmes de ¢ adscrvideos or ;ra;w.tek ).
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APENDICE A
REPRESENTACAO ESPECTRAL DA FUNCAO
DE GREEN NO T[SPAGCO COORDENADA-T -
NERCIA

Retornando a definicao (Z.16a)

oG -2k

o(E) = riglz)y » 77 ay (A-1)

a aplicagao do operador h em ambos os membros dessa equagac resul

ta em
h B(E) = - 7 20 e7kE 4o, (A-2)
0 o F

5nde nos usamos o fato de p satisfazer a equagao de Bloch. Inte -
grando por partes o segundo membro de (A-2) e incorporando-se a
condigao inicial p(0)=1

(h+E) o(E) = ! (A=3)
Através da continuagao analitica de »(E), definimos

g(E) = - o~k (A-4)
Combinando as eqs.(A-3) e fA-1), pcdemos cscrever

(h-E)g(E) = -1 (A=5)
que na representagao de coordenada pode ser reescrita como:

(h=-E)g(x,x",E) = =5(x-x" {A-6)

Portanto, g & precisamente a funcic de Green{independente do tem
(18 -
(L !

po associada a hamiltoniana h No entantc, faz-se necessario
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salientar que as equagoes (A.5) ou (A.6) apenas afirmam que g,
como definida em f(2,4), & uma nossivel salvcac dessas equacoes:
nao a Unica. Tal fato & evidente na equagac (A.4) j4 que esta
envolve uma continuagao analltica, que em deterrinadas condigdes
pode nao ser Unica. Observemos que este & nrecisamente o caso do
presente problema pois o(E) possui caridter multiforme (eq.(2.21),
refletindo o fato do espectro dos estados de espalhamento ser
continuo. Além disso, para todo £ estados de 2snalhamento ser con
tinuo. Além disso. para todo F (real ou complexo) existe sempre

uma solugao u(x) satisfazendo
(h-Eju(x) = ¢ (A7)

e, deste modo, podemos conseguir uma nova solugac pz2ra (A.6) pe-
la adigao de um multiplo qualquer de u(x) a qualquer ramo de

(A.4). Para definir g unicamente, alguma condicao de contorno no
infinito torna-se necessaria. Uma condigao conveniente € que pa-
ra valores complexos de E, g seju quadraticamente integravel no

intervalo (-«,x}, se em particuiar definimes J~F como
vV-E' = -ivE | (A.8)

consequentemente por (Z.21}, e (A.4)

mi - 2mE
. <ink v
glx.,x" \E) = ———— axp| i 2E== fxex i T
hv/2Ink b
mE 5 Jnn /8 (1! .
< Tho1/2 exp L1 2mB/MY (dxle o x YT
- i T—— - =
Zhe O lve siguleg )
(A.9)

As condigoes de contorno anteriormente esvecificadas sao preen-

-l

chidas tomando-se:
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C<arg(E)<2m (A.10)

Em linguagem de matriz densidade. (A.5) escreve-se

Como:
g(E) = Z |n> ——— <n| (A.11)
I E-En

Integrando-se essa equacdao num contorno circular infinito no pla

no complexo, pelo teorema dos residuos podemos escrever

"—1"‘ ?g(F)dL = I !n><n! = 1 (1\.12)
2mi . n
ou alternativamente
1/
- d’g(X,X',f)dl = ét(x-x')’ (A'ls)
2mi J

na representagao de coordenada. A relagan de comploteza € entao

obtida pelas eqs.(A.9) e {A.13), deformando-se o circuito circu-
a fig.(A.1), seguido do limite

lar Cp em Cl e C,, como mostra
R"w . ‘ :1 ™
1
P \x\\
; AN c.
/ R N
\ K
<7 \
o \
<, - RIS
Y : T g g s s
N N i A
- ;O b i TR - l{ e
! i
/
/
/
/
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Desta forma:

”
mae )
o R ak 2 (o
(S(X‘X') T ey J W LSQHk]X[ >
wh o h7k . "0
!
£ 2, 42,
« L8 coski senklx'! o+ LS cnckyxT o+
m m
¢o ¢O
o im
) /'U‘ 1 HE \ i k' \‘+‘\'
+ 2 [ dksenkx'senkx - —57H¢O§ﬁ%ﬂ e g S
™ O 5_1:1‘-‘ i

(A.13)

—"

Claramente a parte continua do espectro resulta da integracao sobre

C, e o termo discretc de C,. Neotemos que o ultimo termo em (A.14)

4 —

tcrna-se ausente quandco toeUe isto era esperado, desde que um esta

¢c ligado poderia existir apenas na medida em que o potencial fos-

1

se atrativo. As autc-fTuncoes de h sac diretamente obtidas, a menos

de tfator de fase, da eq.: A. L4},

© I T1/2 L,
i § : N 3 ~1.
U (p) 0y = e ,._._,.v,,_h_.,)._,.m_f;:___w. e e ! Capplix { + ‘F.‘....}\. coskx)
K /i (F“k“/ﬁ\+(méb/ﬁ“' me
- ' 0 - o
tAc15a)
,(l) N ; . N PN R bl P
Uy (x) = — senkx {A.15b)
< v
\ e N
w(‘() mn ) i /A‘j"c,‘i
-E 4 o B
b s
L 2.2, D .
com E=h“k™/2m e Ey=me” /In70 L Tucil Je se veriticar que as equa -
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coes (A.15a,b,c) satisfazem a equagao de Schrddinger (2.2), ber
como as relagoes de ortonormalidade.

. o *(m') (m) ' .
(i) dx 7o(x) = &8 8 o ados
(i) {w VE (x) &E {x) n pE' - Para estado

- ligados

.. ® *tm'), o, . (m),_ . i .

i dx X)) b x) o= 8 Alk-k') iTd estados
(.1 ) {w Ukv (X) JK ( ) mm . ) parad staco

com autc-ener-
J+435 nLa parte
continuw do es
pectro.
como & usual para ortonormalizagdo de auto-fungdes de indices Jdir
cretos e continuos respectivamente. O simbolo * denota complexc
conjugado. Além disso, a relagao de completeza pode ser verifica-
da explicitamente pela integracgac direta da eq.(A.9) no contorno
CR da fig.(A.1), seguido do limite de R-«,
Finalizando, € interessante assinalar que emborc te-
nhamos obtido a densidade de estados de uma particula sob a agao
do potencial delta atraves da funcac de partigac (capitulo 2. o

mesmo resultado poderia ser obtido c¢cnsistentemente da eq. (A, 93

- - /1().
atraves da bem conhecida relagaoti')
T £+ mr

onde o simbolo Im denota parte imaginaria. Tal cecmc foi assinala
do no capitulo 2, também aqui o traco deve scr tomado Jde manelira
cuidadosa. Identicas observacoes as fecitas naquele capitulo, nos
levam a conclusao da existzrcia de um termo nio fisicn - 1/.8(F.
na densidade de estados quando o trago de ¢ € tomado sem oOs devi
dos cuidados.
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APENDICE B

AUTO-ENERGIAS DE h COM CONDICAO
DE CONTORNO DE DIRICHLET SORRE
AS AUTO-FUNCOES

Procuramos por solugoes da equacao
hwE(x) = EwE(x) (B.1)

onde h=(—ﬁ2/2m)d2/dx2+¢06(x), com wE(x) satisfazendo as condi -
coes de contorno:

Vg (£(L/m) = 0 (B.2)

? 5 - -
Como hE(-ﬁz/Zm)d“/dx“ para todo x#0, qualquer solugao (nao norma-
lizada) de (B.l) escreve-se COMO:

n

Wk(X) - {senkx+A coskx x>0
B senkx+A coskx x<0 , (B.3)
onde A e B sao duas constantes, k=vZ2mE/h e nds mantivemos a mesma
constante A em ambos os intervalos para manter a continuidade de
wk(x) em x=0.
Como h e invariante por reflexao, podemos procurar
por estados de paridade definida, isto €,

#

0P (-x) = 9P ) (.4a)

ou

o (x) = oY o (B.4b)

respectivamente para estados de paridade par ou impar. Combinan-
do as eqs.(B.3) e (B.4), as possiveis solugdes de (B.1) terao que
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ser escritas necessariamente como:

w&p)(x) senk|x| + A coskx (B.5a)

wél) (x) = senkx (B. 5b)
Substituindo-se as eqs.(B.5a,b) em (B.1), verifica-se serem am-
bas solugoes daquela equagao, bastando-se tomar A=ﬁ2k/m¢o. Combi-
nando (B.5) com (B.2), o espectro & determinado '

tan(——) =

-ﬁzk/m¢ estados de paridade par
kL { 0
2 { 0 estados de paridade impar

(B.6)

A inspegao da eq.(B.6) nos revela que os cstados de paridade im-
par nao sao espalhados pelo potencial. Por outro lado, os estados
de paridade par de energias positivas sao, alem do fato de tais
energias serem determinadas por uma equagao transcendente sem
solugao analitica, mesmo no limite em que L+~ (Fig.B.1). Para es
tados ligados que eventualmente possam existir, substituimos k
por iv2m|E|/h em (B.6). A andlise grafica da equagao transcenden-
te resultante, mostra a existéncia de uma Unica solugao desde

que ¢ <0 (potencial atrativo) e L>2ﬁ2/m|¢ol. Em contraste, a mag-
nitude da energia do estado ligado revela-se uma fungao mondtona
crescente de L, convergindo uniformemente ao valor Eb=m¢§/2ﬁ2 no
limite em que L-»«, como mostra a fig.(B.2).



- -

T e+ i el T e s e

/ /ﬂm_L . /w

g
midolL/2h%= 0

Th

fig. (B.1)

.O— —

(B.2)

fig.



(1)
(2)
(3)
(4)

(5)
(6)

(7)
(8)
(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)
(16)
(17)
(18)

-47-
BIBLIOGRAFIA

London.  Superfluids, 2, Dover N.York (1964).
P.C.Hohenberg. Phys.Rev., 158, 383 (1967).

A.Widom. Phys.Rewv., 17C, 231 (1061},

C.E.Campbell, J.G.Dash and M.Schick. Phys.Rev.Lett. , 26 ,
966 (1971).

J.J.Rehr, M.D.Mermin. Phys,Rev, (1B 2160 11070}
K.Gottfried. Quantum Mecharics (Peniamin, Mew York, 1966),
= «
pag.>51.
R.P.Feynman. Statistical Mechanics (Benjamin N.York 1972).

R.Kubo. Statistical ‘Mechanics (North-Holand. 1965),.

S.G.Rosa Jr., O.Hipolito and R.Lobo. Phys.Rev.11A, 1454
(1975).

R.C.T.da Costa and R.Lobo.  Soluble Dispersiocn Relation for
a Three-Dimensional Band Structure. (Aczeitce pura publica-

¢ao no Jour.of Math.Pnys.).
Relatorio apresentado a FAPESP (Naco-publicado).

D.A.Atkinson and H.W.Crates. Am.Jour. of Phys., 43, n® 4
(1975).

r

A.Erdelyi (Editor), Table of Integral Transf. 1, MacGraw-
Hill (1954), pagina 146.

Milton Abramowitz and Irene A.Stegun {Editores). Handbook
of Mathematical Functions, Dover N.Y., nag.1027.

Ref. (14), pag.297.

K.Huang. Statistical Mechanics, Wiley, N.7York (1963).

Referencia (13), pag.315.

Este formalismo foi utilizado no estudo de nropriedades mag-
néticas de gases quanticos ideais. S.G.Ruso Jr. and W.T.Grandy
Jr., Rev.Bras.Fis., 3, 537 (1973) e A.Isihara, J.Tsai and M.
Wadati. Phys.Rev., 3A, 990 (1971).



-48~

(19) Veja por exemplo, J.M.Zimen. Elements of Advancasd Quantum
Theorz, Cambridge U.P. (1969), cap.4.

(20) A.Isihara. Statistical Physics, Academic Press N.Y., 1971,

pag.307.
(21) M.Bretz, J.G.Dash e M.Schick. Phys.Rev.Lett., 26, 963 (1971).



