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INTRODUCXO

0 estudo do deslocamento de transportadores em isolan
tes fornece uma quantidade considerdvel de informagoes

sobre as caracterfisticas, elétricas e estruturais de tais

- materiais.

Por isto hé bastante interesse no comportamento trané
siente de transportadores de carga injetados em isolan-

tes sblidos sob uma variedade de condigdes.

Desde que o estudo sobre este comportamento po

de permitir a determinag@o de mobilidades da ordem de
10-11 cp2 V‘l-seg'ly para altos polimeros, e da ordem de
0,13 cm2 v-i seg']‘, para o sel8nio ("range" da ordem de

1010), pegue-se que, na vérdade, estas * pesquisas se
constituem em um poderoso método para investigar dielé-

tricos.

0 nosso trabalho consiste em uma andlise matemdtica

bastante simplificada sobre este transporte de cargas em

. materiais altamente resistivos.

Un modelo simples, negligenciando "trapping" e di
~fusdo 6 usado para deduzir 'expreasses para a oar
ga espaclial, a corrente, os campos ‘e & expressao B

s(t) do deslooamento, da frente da carga espacial.

Este modelo oconsiste em que & ocarga espacial &
considerada essenoialmente de /oonoentragao constante,
até uma posigdo s(t), e ~ zero além . como estd in-

dicado na figura 1.



-oaixa (box charge distribution). e o 1
Em nosso estudo mostra-se que, com as condigoes inici_%§

ﬁ;ais e de contorno, a solugdo exata das equagoes de Pois-jf-

aon e da continuidade & dada pela diatribuigﬁo em caixa3:5“"'

isto €, uma densidade de carga p(t) (independente de - x)

variando apenaa com o tempo, eapraiando-se de - x=0 até_"'

& '\; N o -

i ""

| Bentro da estrutura do modelo asaumido, expressoes B&O‘
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deduzidas as quais descrevem completamente a depend@ncia
espacial e temporal da densidade de carga, do campo elé-

trico da densidade de corrente e do deslocamento s(%).

Estas expressoes provém um quadro fisico da dinfimica

dos transportadores de c¢carga dentro do isolante.

A geometria considerada varia segundo os isolantes es
tejam encerrados em condensadores planda, cilindricos ou

esféricos.

Apenas consideram-se situagdes em curto-circuito e cir
culto aberto sendo a condutividade, o, thsiderada em al

~ guns casos e em outros n&o,

No tratamento da geometria planar considera-se ainda,'

em circuito aberto, & evolugao da carga espaoial flutuan -
o 9

)
\

te (floatlng space eharge)

Podas asg consideracdes sBo feitas supondo-~se a carga
espacial positiva. A componente da corrente de difusdo

& desprezeda por simplicidade matemdtica.

Esta é uma boa aproximag3o sob condigles experimentais.

. tipicas.

Nenhum tratamento quantitativo de ﬂtrapping" & inclui
. do, embora Many-Rakavy [ﬁ:] tenham demonstrado que as
nossas equag¢des podem ser adaptadaa para o caso ! de um

dnico sistema de "trapa" ne situagao de "fast retrapping‘

Nestas condigSes as equagdes diferenciais bésicaa des e

,crevendo o movimento de um nimero arbitrériq-de transpo;

“tadores apés a sua injegdo em um eélido isolante . foram

‘regolvidas exatamente}

Ly
-

Estaa aoluqoea provam interessantes resultados para a

evolugao espacial e temporal da densidade de carga,'camp

' l. l‘
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po eldtrico, densidade de corrente e deslocamento, s(t),
& proporgéo que as cargas injetadas movem-se através do
gélido. R

No desenvolvimento deste trabalho foram especificamen
te abordados, tendo-se inicialmente uma carga espacial
com densidade uniforme, estendendo-se até uma certa es—

pessura de dielétrico:

1. ¢ircuito aberto, sem condutividade intrinseca, sime-

A}

tria do condensador plano;

' : . :*M
- grmesmo, com condutividade; : i é@%, o

3. Voltagem aplicada, sem condutividgde intrinseca, sime
tria do condensador esférico. Estudo q%peeial do ca-
¥ _
80 VaQ;

4. circuito aherto, sem condutividade intrf{nseca, sime-

tria do condensador esférico;

"4 5., circuito aberto, com condutividade intri{nseca, sgime-

tria do condensador esférico; .
6. sistema sem eletrddios, simetria do esférico;

7. o8 mesmos itens (3, 4, 5 ¢ 6) para o caso cilindrico.

-
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- SECCXO I -

STMETRTA DO CONDENSADOR PLANO

Circuito abverto com' Vo.b 0 e o= 0.

V(b)Y (B2 . ot lveo

1
5 s' (%)

(1)

|
|
|
l
|
|
|
|
|
I
i
I
|
l
I

x'= 0 ' o x'=d'

Figura 2
Seja um dielétrico enfre as placas de um condensador
- plano. |
0 dielétrico estende-sed x'm 0 a x'wm d' (figura 2)

e eletrodos estBo aplicados a suas extremidades.

A placa em Xx'= d' estéd em terra, e a outra, (x'=0),
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a um potencial inicial Vé.

4 carga espacial disposta junto a um dos eletrodos di
vide 0 espago entre as placas em duas regides: a ocupada
pela carga ‘espacial, denominada regiZo (1) e a outra, re
gido (2).

Para a andlise da dinfimica da carga espacial empregam

1
~ ~ . > L
-se as equagoes: equagao 4e Poisson, V.E'= g , corren~
~ it - -~ - .
te de condugao 1' = p p' E' equagao da continuidade,

'}'at' +T.1i' = 0, e a condiglo de contorno que represen-

ta o potencial entre as placas,

-3 ->
<£E| odX':V‘

Com a simetria planar podemos omitir o caréter veto-
rial do campo e corrente de condugio. Assim, POT eXeml —

" plo, a equagdo da continuidade serd escrita

o' it
9t! f x = 0
- - ort P!
e a équagao de Polsson, SET = o

Nestas equagoes €, Pe B v e p' representam, respec-
tivamente, a constante dielétrica, a mobilidade GO‘trﬁng"
‘portador, 6 campo elétrico, 0 potenqial'entre as placas

e a densidade da carga espacial. . L
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Como entre as placas do condensador ocorre a corrente

de déslocamento a corrente total é representada por

JE'
1 1 —
J-P.PE-!-‘Eat'
onde %;7 é a corrente de deslocamento.
Com a finalidade de eliminar das expressoes  certas

constantes serg8o utilizadas unidades reduzidas.

Representandb as unidades reduzidas\po; E, py» t, X é

J obtém-se para as relagdes entre estas e as unidades

L ar x! P.VE) . d|2
ngo reduzidas E:v‘ B'y X=37 , t= 2 ' p= ey P’ e
d = g 5 J! , : _ +

A 6bteng§o das relagGes entre as unidades ordinérias

e as reduzidas é deixada para o apéndice.

Com a conversao das unidades as equagBea bésicas tOw

mam & forma 32 = P J= OE f 3t 3t + V E = 0, e,
. .

fdeg 1

O

" = Equacdo da continuidade - .

Da expressdo da equagio da continuidade

X
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sendo 1 = PE"

vem %% + V .(é'fb = 0;‘

Como o mod€lo de caixa, que leva & solugdo exata como

. estd demonstrado na secgao III, assume que - P(x,t) =

P(t), isto é que P ¢ independente de x, deve-se - ter,
dentro da‘nuvem,‘ '

!

é—P- 4+ P V ? 0 \ _?v‘

ﬁf como, pela equagdo de Poisson, V.E = p, daf vem

' = Expressao de Densidade, p(t) - o

~ Partindo da equagdo diferencial acima,

ap cA LT e >
at " P? e e
" separando as varidveis e integrando, U e BT i

P 2 '
f pap= dt
Co |
as integrais sdo imediatas, obtendo-se

S Po.
= [
P _ l’+ pot
* . &a mesma relaggo‘de'P com o tempo serd obtida em outras

~geometrias. -
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- QCdlculo dos Campos =

Partindo da equagd@o da corrente total tem-se, na Te

gido (2),
BE2

Janiz-l-."a"_'b"u‘o_

Como 'ié = pE, = 0, pois P(x,t) = O para ‘x> s,vem

OE
—2 . 0,

at
e dai conclui-~se que, E2 = constante no tempo (4A)

Da equagBo de Poisson nesta r egifo,

0E

2 '
- P=0

‘verifica-se que, (B) E

o = constante no espago.

De (4) e (B) conclui-se que . - :‘:;;
By (x,8) = 070
Na regigo (1), de  o
= - P
sendo P(x,t) e 0 péra X & -s, encontra-sge Elu Px-l-.C(‘t).

Na fronteira x=s, ?ntre as regides carregada e n&o car
| regada, resulta, devido & continuidade dos campos, Elhﬂ=
= 08 + c(t) ;. 32(x,t) |

Com9 ﬁa(x,t) ?ndgpgnde do tempq,ltoga7931 

e B, = Poso f c(o).
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Obtém-se c(o) empregando-ae a_cqndigao.de contorno - .-

t

R ! : N
f E(x,0) GX =« 1, em t=Q,
Com a aubstitulgao dos campoa correspondentea és regi-

ces (l) e (2), vem'f

S S Tt
A\§ﬂ| (Pox + ¢(0)) dx-+;jﬁ' (Poso + C(0)) dx = 1
- Y . . ._ - o 90 . o -

L]
-

“Esta § uma.expressﬁo de pronta integracdo, . résultando
, qﬁo)\= 1+ qo(?r - 1) onde.q° =Py B,
Substltuindo—ae esta expressao de c(o) em E2, obtém—se
. 2 . N
0

O
E2.=1+_-2.

Notemos que Po pode ser negativo mesmo que a carga . es

pacial, que Po representa em unidades reduzidgs, seja po--

- 8itiva, jd que o potencial pode ser negativo.
Isto pode-se verificar facilmente da relagdo de con-

versao p-= d'2 P" entre as densidades feduzida e nao re-
EVI . : ' © . _
0

duzida p e p'» pois q'depende apenas, do sinal de Vé des-

de que P' foi admitida positiva,:

Para p' ™ 0. se Vb > 0 tem-se P A 0.¢'se Vétﬁ 0 tem-

. se p< 0. Dai se conclui que: para Py A 0e ve s o,

E2 >0 sempre, pois P - 0, o que slgnlfica que nestas

-

¥
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condigoes a frente da nuvem se desloca sé para & placa

x =1, e,. para P >0e Vé - 0, como Po = 0, tem-se gque

s .2 '
E2 = 1 - Lﬁ%g—-g- podendo agora a frente da nuvem cami
nhar para a placa x = 1 ou X = 0, ou ainda simplesmen—
< :
te ficar imobilizada, segundo E2 z 0, ¢ que se verifi-

ca facilmente da relagdo (I-4), para p < O.

Deslocamento s(t) da frente da carga espacial.

2 2 ?
tira-se
%%
s =9 + (1 + 5 Yt,
ou, 8 = So + E2t e 8 = Sy~ E2t para p - 0 pois

negte caso P < 0.

Verificando-se entao gue a‘frente de carga espa~
cial se desloca com movimento‘uniforme.

Para Po ~ 0, a frente da nuvem caminha senmpre pa;

ra a 28 placa (x = 1) pois E, ™ 0; e para PG‘L 0, .=a

2

frente da nuvem pode caminhar para uma ou outra placa

e ainda pode ficar imobilizada conforme e, > 0, E, € 0

2 2

ou E2 = 0.

- Cdlculo do campo na regido (1) -

Na regido (1) tem—se, para a corrente total,

hmy
J., = pE, + E:l = Q
LT PR T Y
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onde substituindo-se, nesta relagdo, a expressac de El e

ordenando os termos de forma conveniente, resulta,

i) 2 ac(t ? 2 - '
(a"%-t-.p)x-t-_pc(t)q-—d%l=o, mas -g%q-‘pao, por

ser a equagio da continuidade, e a equagao em C(t) fica

entdo reduzida a

pC('t)+ Lo _ o,

de onde se tira

ao(%)

ac(t) = = P 9%

mas, da equagdo da continuidade obtém-se pdt = - gﬁ,qwa

substituida na expressdo em C(t), d4,

Dai se obtém facilmente
e
Po

e dedo. que & expressao de C(0) & coh“eclda, tem-se

. i é ( S ‘
) C(t} = = |l + q. =2 - .I..)
| P |- .

e dai prontamente

' s e
E, = pxX + gL 1+ qo(z? - 1) | (I-5)
~ o -'. ) o
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- GRAPICO DOS CANPOS -

0 grafico dos campos é considerado para t=Cte, isto é,
é o tragado do campo em cada ponto, X, em um MESMO ;ins—
tante. E portanto s6 se considera a depend@ncia em X.

Neste caso observa-se gue

L = px +_f-% l:l +q (F - ZL_)_J

é a equagio de uma reta em x, da forma E,=ax + b.

1
Para PA-O e sendo p a declividade, deve-se teripara

o gréfico de El(x,tz Cte), neste caso,

x= 0 | . s(t) x=1

Figura 3



mlde

o0 grafico da figura 3 corresponde ao caso em gue

S
ba S l+q(-—éQ..1)_1:.o,
Po .o J
caso este que corresponde a uma "floating sﬁace charge",
pois os canpos Transportam toda a camada da carga espa- .

cial, da esquerda para a direita. .

Este caso ndo seri considerado nesta secgdo I porque
aquli consideraremos- apenas O C&SO em QUe a nuvem nao se
destaca da placa x= 0 e que corresponde ao grafico da fi

gura 4.

k<

s{t) - %=1

v

Figura 4
0 gréfico da figura 4 corresponde ao casd em que,

b = gL [% f a F%f - l):] 2 0. |

0

Este serd o caso considerado nesta secgao.

_ Para o caso em que Pé-O, tem-se que b seréd sempre posi
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tivo poig de

- s B
b £ 1+ q (=2 1) ‘
- ' o 2 i
0 .
verifica-ge facilmente gue
— O
Po
55 %
e sendo § = === < 1, pois 4" a s' ', = -1l <£ 0 e
o T A s P _ 0 2
COno
= = O o..
qo Po 0
S, _ _
I'4
a — - 1) >0
1 (5 - 1)
e portanto segue-se que
r ' so
b= — 1+ — -1 > 0
” ' ¢ (5 )
o]
sempre, para p < 0, e, sendo p a declividade CONur
clui-se aque o grafico de El(x,t) yara este caso
Id
=N
Mot 2r1al®

pepto- blﬁblufﬂﬁk
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Figura 5

llas a carga nao se destaca pois embora o campo, fren-
te & placa x= 0, aponte para a direita, como a carga éne
gativa, a forga gue atua no transportador aponta no sen-

tido da placa x=0 e cria uma corrente para a mesna.

0 gréfico da forga'que atua no transporvador, corres-

vondente ao gréfico da figura 5, é a figura 6.



o=Fy

//

P, (%,) = qE, (x,%)

Pigura 6
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CARGA Q(t) QUE SE TRANSFERE DA CARGA ESPACIAL

PARA A PLACA x= 0

— . — el

B 5 £

P e e e AR S S—— b — —— q— —

Xo

A

E. (0,1%)

x=0 - ®=l

Figura 7

Como, nesta secgdo, considera-se apenas a situagdo enm
gue a carga espacial ndo destaca, o grédfico dos campos cor
responde.ao grafico da figura 4, para f" Q; e deste ‘se
verifica que El(x,t) é negativo na placa x=0, por is-
t0 hé uma corrente de conducio para esta placa.

Sendo El(O,t) 0 campo na placa x=0 em gualguer tempo,

a corrente de condugéo i, na placa x= 0, deve ser (fig.7),
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i pEl(O,t) -

Fazendo X= O na expressio de El(x,t), equagdo (I-5),0b
tém-se '

3 2
E,(0,t) = e 1+aq, (5 - 1)

H& corrente para a placa x= O quando El(o,’c) é negati-
vo, portanto

E, (0,1t) iid (1 32) 1
A A

0
e dai |

-

Pz so
in-F)-; q, (l-?)-l

Como o sinal indica 86 o sentido da corrente e ni3o

0
sinal da carga, que § positiva, vamos tomar 86 o médulo &
i.

t t
.Q=,£ li]dt = -é]: I:qo(l--e-ég) - 1]f P2dt

0
Suponhamos agora p> 0

No estudo dos gréficos dos campos jé'foi demonstrado
que ‘

8
, , o _
?l(oat) “ Po 1 "' q'O (2 : l) = b>0
para p< 0. |

2

Sendo ﬁ— <20  para este caso, vem que
o R

w8 ; - |
g @ [0,
,o. -", V



we 20

2
8
'1.-% e {l-3) =1

N&o considerando o sinal, pois este indica 6 sentido

da corrente e nao o sinal da carga, resulta

+ 8 +
1 0 2
= i/dt « — l—""’ - 1 at
e R R N

Obtivemos entd@o para expressdo da evasido da carga ne
gativa, pela placa X= 0, 8 meama expressdo que a obti-

da para a carga positiva.

Portanto a expressdo que se obtiver para Q sera vali

da para P-\O' e PAO.

-t .
Sendo ~r‘ Pzdx de fécil integrag@o, obtém-se imedia
0 .
tamente :
| 2
U] P P t
0 2 0 ~
J; ( T+ p t) dt = T+ pt y obtendo-se ent@o pa
. 1O L
ra Q,
So Pot
Qe |q (1= -1 T+pt’ ° (I-6)
.o '

Esta é a expressi@o da carga que se trangfere da car-
ga espacial, em um tempo gqualquer t, para a placa x= 0.
Pode-ge ainda tomar a expresséo de Q, da seguinte for

—- - ——

ma,



q 8 Pt } q 8

Q= g - (1 + 2 o) s DA 1 + 2. E, s donde
o 2 l+ Pot Tel 2 27

Q= q. - &

" Vamos obter agora a expressao de Q em funggo de a(%).

Da equagdo em 8(%),

B=8 + Ezt s
tira-se . ;
- 8 ~-8
t= E -
que substitdido en Q ad
| P (8 - 8 )
Q= [q =~ E 2 2

°o " "2| Byt p (s8-8,
que € a expressio de Q em fungdo de s.

Nesta expressio E2 é um parémetro que depende das condi-

¢oes iniciais Po © 8ye

- DESCARGA NAS PILACAS -

Q serd determinada nos casos em que Ez = 0, E2 »0e Eb-ﬁ 0

recordand o-se gue estes trgs casos s8é podem ocorrer para
Neste caso, da equacéo (;eT) verifica~se o facilmente

que

Q=q,,



(b)
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0 que significa que toda a carga espacial transfere-se

para'a rlaca x = O em um tempo

N : - Po
'F = q), obtido de'P = ‘i_;_ch;‘E pars o = o

e

Neste caso, de

8 = 80— Ezt'

verifica-se gque & frente da nuvem nfo se desloca, pois

- 8(t) = so = constante, mas embora os campos existentes

entre ao e x= 0, se orientem para a placa x =1 as
forgas que atuam nos transportadores, por ser p < 0,
se orientam para a placa x = 0 e transportam as cargas

que se encontram no intervalo (0,30)_para esta placa.

E2h0

Como, neste caso, os campos na carga espacial sdo posi
tivos as forgas serao negativas e toda a carga : se
transferird para a placa x = 0 no tempo
- o N . i

b= =2

E,

Neste tempo, & = 0, e teremos para Q, equagio (I-7)

N ~PoBs

ll°; e lEZ—Poso

donde .
e - - -;" q
. 0 -
. | [ 9, = E, ]
também neste caso toda a carga espacial inicial ée

transfere para a placa x -‘0{ adjacente 3 mesma. Nes-
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~ te caso, por ser Eg;!O, esta transferéncia se réal_:L

za em um tempo finito. O gréfico dos campos para eg
te caso, estd representado na figura abaixo.

h\\h\\ El(x,t)
\\ B
. 2
\\‘ L S y S y S ey
~
23
h Y
\\
Y
\\
Y
X=0 T d K],
a(t | Xo
Figura 8 ;
(e) ErxcO )

Neste caso a frente da nuvem caminha para a placa s=1
pois as forgas que atuam na mesma sdo positivas. A
distribui¢fio dos campos para ests caso‘esté indica- -
da na figura 9. " | ‘ o

3 e
L ™

N

N
N

AN
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Pela placa x= 0 pode~se verificar a descarga apenas
dos transportadores localizados na regifo (O,xo), (xo sen
do o ponto de campo nulo) jé gue 88 as forcas neste ine

tervalo sdo negativas.

Como a carga situada nesta regifo tem por expressdo,
em ﬁm tempo qualquer %,
a(t)=x_ . p(t) ,
~verifica-se que para que q(t)=0 é necessério que p(t):O,
e éomo isto 86 ocorre para 1=, entdo a descarga pela
placa x=0 se completa em t=w. Na expxessﬁo'ééfél&:&a'

carga que se transfere para a placa x= 0,

E Po®
G = [qo_ 2] 1+p .t
Yo
fazendo-se t=w, obtém-se
ng 9 - E2
valor da descarga nesta placa.

Vamos determinarAagora a descarga na placa g=l., A deg
carga nesta placa sé se realizard apbs o tempo de trénsi
to tl, que é o0 tempo que a frente da carga espacial leva
para atingi-la.

Em té.tl a carga espacial preenche todo o dielétrico e

é¢ féecil demonstrar que o campo agora presente tem & mes.-

ma expressfo Que © Campo Ei(x,t) utilizando-se as no-

vas condigoes de contorno.
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O campo na placa x=1 é enti@o, para qualquer ta %

1
El(l’t)o '

e, consegquentemente, a corrente nesta placa seré

1(1,%) = p(%) E (1,%), LR

Ka expressdo de El(x,t), equagdo (I-5), fazendo-se x=l,
vem | '
E,+p, (l-8)

Po

Para a descarga, na placa x=1l, no intervalo (t-tl),tan-

El(l,t)= P

~8e entdo,

E,+p (L=-8) &
Qz' 2 Po 0 j‘ Pzdt
Po . t .

1l

porém, 4a equagdo da continuidade, resulta:
Pzdt L - dP

.
*

E +p (1-8)
Q= =2 P;O . (p(t)) - p(1)), - tat

Esta é entfo a expressio da descarga na placa x=1, no

intervalo de tempo (t-tj). A carga que se transfere pa
ra esta placa é aguela situada na regiZo (xo,l) e & bem
fécil demonstrar como fol feito para a regifio (0,xo),que
esta descarga sd se completa em t=co.

Para _t'-.-ao, p(t) = 0,' e, para a descarga total na placa

X=1, tem-sea
E2 + po(l - so)

'Q2 - = o P(tl)
substituind.o-e‘e. ‘Fl'}_E:éﬁn na egquagao (I-}2),‘da densidade,
vem -

p(t1) Po E2 ol
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obtém-se para Q,,

-
Qz““z

Esta € & expressdo da descarga total na placa x = 1, en

tre t = tl e ¥t = 00,

4 descarga pelas duas placas tem entfo o valor

Q= Ql + Q2 = Gy

!

isto €, toda a carga espacial se transfere para as duas
placasg. _
Consideremos agore a situagdo em que 0 - o. Para este
caso j€ foi visto que
PoS3
E2;= 1+ —-'2*-—

concluindo-se daf portanto que hd uma u¥nica possibilidade

a0,

na dindmica da frente da carga espacial positiva, quando

Vé > 0, que € a de se deslocar, seupre para diante,no sen

. . ds-
tléo da placa x = 1, pois E% = E2 > Q.

O grdfico para os campos, nestas condigdes, € o da figu
ra 4. .

Nestes termos, podemos calcular a descarga total de for
ma semelhante & que fizemos no ftem (e¢), caso em que P-¥C
e E2 < 0 e provaremos facilmente que'também aqui a degcar

ga total € igual a q,s carga espacial inicial.

- TEMFO DE DESCARGA -

(1) Para 0 < 0, E, < 0 e p >0, B, >0 fol verificado

2 2

que & frente da nuvem caminha para a placa x = 1.



Quando a frente da carga éapacial alcanga a placa x=1,
& f4cil de constatar que, em ambos 08 casos8, a carga. que

permanece entre as placas é obtida de,

() = ply) o 1= pls)

sendo -tl o tempo de trf@nsito,

. Plgura 10

A figura 10 mostra g_diatribuigﬁo dos campos quando a



~~
(AW}
~—

(3)
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frente da nuven atingiu a placa x= 1, paraoccaso P a3,
Tendo t; o significado indicado no pardgrafo ante-

rior, a carga gue permanece no dielétrico,para t;tl,

D~

Q() = p(%) . 1= p(%)

k=i

como Q(t)= 0 sd para P(t}= O e como isto sd se ve

rifica para t=w, segue-se dai que a descarga das

cargas positivas e das negativas para E.< Q se com—

2

pleta em t=mw. A descarga se opera pelas duas pla-

,cas. Isto ndo é diff{cil de se entender gualitativa-

mente, pois as camadas préximas a X t8m velocida~

ax

des praticamente nulas, at

= El(x,t), e levardo unte:

po t=w, para atingirem as placas x=0 e x=1.

Tars p< 0, Ez=:0 J& foi mostrado no parédgrafo ante
rior, item (a), que a descarga se efetua em t=w. A4

descarga se efetua 2penas pela placa x= 0.

Quando p<« 0, E; >0 também no pardgrafo anterior,i-

tem (b); foi visto que a descarga se efetua em um
8 0 )
tempo finito, tT=—7.

.

A descarga se verifica apenas por uma pla-

ca, a placa x=0.
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-~ PONTQ DE CAMPQO NULO -

A express@o do ponto de campo nulo deve ser procurada

em El(x,t) pois sé este depende de x.

Igualando” El(x,t), equagao (I-5), a zero

o

£ %,
E (x,%) = Px°+-P l+g (5 -1} =0

tira~se facilmente,

1 So
x = - F’; l+q0(?—l) y

verificando-se que o ponto de campo nulo, xo, é constante.

ZXPRESSOES EM FUNCAC DO PONTO DE CAMPQO NULO

A partir da expressio do ponto de campo nulo, coloca-
~ge facilmente

em fungdo de X s obtendo-se -

El(x,t)=p(X-xo)., (1-8)
PoSo
Sendo E2= l+' 5 ’
. P.S
de H == "1""' l+"'"""""’0 2 -
0 o 2 o

substituindo~se, vem



L. -
¢e onde se tira
N\ I3 o~
E,=p (8 -%_J5 (I-9)
Da expressido de
Pt
) ae ~ = ) L SN
G (qo 2 l+P t
0
substituindo-se a expressZo de E2’ ven
Pt
Q= (q - P 8, *+PX )} ——
o] oo 100 1&-9 t
Y
e
pT
- % e T 10
U= 0%, 1+o0 % ° ‘ =10,
Vo
Quando X, = 8 gue corresponGe a E2==O e a 1t =wm,
om~Se

“= POKQ= l:}'O

o que confirma este resultado j& obtido por outros meios.

- RESUKQO DOS RESBULTADOS -~

Lmbora og resultados acima conseguidos surjam como ca
s0 particular do problema a ser tratadc na secgao seguin

te, resolvencs apresentéd-los tanto para ilustracido do mé
] —
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todo usado como pela imediata possibilidade de interpre-

tagzZo dos mesmos. Os principeis resultados obtidos nes-

ta secgio podem ser assim resumidos:

(1)

(2)

{3)

(4)

(5)

(6)

(7

E

Se inicialmente tem-se uma distribui¢o em caixa, ela
assim permanece no decorrer do tempo, a densidade de-
crescendo de acordo com a relagd@o

Po
| l4-pot .

A frente da carga espagial des;oca-se com velocidade

constante.

O campo na regizo (2), livre de cargé espacial, perma

"nece constante.

0 campo na regifio com carga espacial, El(x,t), para

_t; Cte, é linear em x, E

= 8X + b, e, para x=Cte &

diretamente proporcional & densidade, El

nKP.

Para carga e pobtencial do mesmo sinal a carga teh a
sua frente deslccando-se sempre para a placa x=1. rPg
ra carga e potencial de sinails contrérios.a frente da
nuven pode avang¢ar, recuar ou imobilizar-se segundo

¢

INV

2

0 ponto de campo nulo 6 constante no tempo.

0 decaimento da carga espacial processa-se apenas de

uma forma: descarga através das placas.
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(5) ¢ decaimento da densidade verifica-se por duas viasg:

(10}

(12)

@3)

@4)

() descarga pelas placzz, (b) variacao do voliume ca
carga espacial enguanto a frente da nuvem se desloca.

»

Toda a carga espacial se transfere para as placas.

A descarga se efetua pelas duas placas guando soa.xo

e apenas pela placa x=0 guando s_< X e 8 =X .
¢ o) 0 0
A carga espacial descarrega em =00 nNOS casos en gue
8 =X e 8 AX e em Tempo finito guando s <€x .
o o} o o] _ o 0
Quando a descarga se efetua pelag duas placas as fra-

¢Oes de descarga sio: pela placa x=0, Pozo’ e nelg

placa %=1, q - P X s OUy em fungdo de 22, respectiva.
m i = = S
nente, qo-E2 e b2, sendo E2..l+ie%?9 .

Depois que a frente da nuvem atinge a placa x=1, a car
¢a espacial preenche tode o dielédtrico, e a diotridbul
¢do dos campos, nestas condigles, é a mesma gue a de

2 (x,t), evidentemente,agora, para t2 %, {(t, =tenpo de

1 1 1

transito).

campo 2. representa trés grandezas:

2
Campe na regifBo sem cargas,

Velocidade da frente da nuvem, cu unidades reduzil
das

Uma carza situada eatre so e xo, Yendo por exures

[a)
T S

~~~ 0

~
[
~

{4}



w33
dx

(15) 0 teorema de Lindmayer J=- ap(xo,t) Tﬁg , & ‘tam-

(17)

bém confirmado para o caso de circuito aberto, Jjé

A exist@ncia do ponto de campo nulo no interior da
distrivuigdo de carga espacial significa que existem
cargas que se orientam para as duas placas sendo o

plano de campo nulo a fronteira entre estas cargas &

‘orientagdes opostas.

4 localizagBo do ponto de campo nulo na fronteira
da distribuicdo de cargas ou no seu exbterior gignifi
cam cargas orientando-se apenas para uma das placgs.

Ponto de campo nulo & esquerda, carga desloca —se
para a direita.

Ponto de campo nulo & direita,carga desloca-se pa

ra a esquerda.

Quando o ponto de campo nulo situa-se no interior da
carga espacial (a) os campos s3o0 positivos e negati
vos, (b) quando situa-se 3 esquerda da carga espacial
os campos s@o positivos,(c) gquando situa-se & direi-
ta os campos sf@o negativos. - _

Isto para P;\O, pois para p<0 os itens (b) e

{¢) s&o o oposto.
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STHATRIA DO CONDINSADOR PLAWO, EM CIRCUITO ABRERTO, OO
vozo e OO

(1) (2)

1 J2
Figura 1l

A situagdo estéd esquematicamente representada na figu

iz 8) = pptxt,tt) EN(x',Y) ¢ OB (x,Y)

¢ a corrente de condugBo para este caso, ou, em unidades
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reduzidas,
i(x,t) = p(x,t) E(x,t) + oE(x,%t)
ia férmulas de conversgo entre as unidades reduzidas e

as nao reduzidas sao

- 2
a' x! a'
S=gr B xegry P ey P
1 3 2
A ad a

T2.F’ JgFEF?‘J_ e ¢= PEW g,

cuja demonstra¢do é encontrada no ap2ndice.

~ EQUAGZO DA CONTINUIDADE -

.Dada a geonmetria do sistema, tem-se

Q.E..\.E-=O
2t . Oox
Como A(x,t) = P(x,t) B(x,t) + ¢B(x,%),

desta equagio vi-se que a condutividade intrinseca o pode
ser desprezada q_uandb- c’zzp ou o' ""P‘P' , resultado que
era de sSe asgperar.

Atentar, pdrém,para o fato de que, en quélquer proble-
ma real, sempre se atinge a situagdo em que a condutivi-

dade do material prevalece.

A substituig¢Bo da expressfio de i(x,%) na equagZo da con

tinuidade leva a



e da eguagdo de Poisson

ovtém—ge Finalmente

%% +plpra)=0 _ C{11-1)

~ DETERMINACZO DA DENSIDADE -

Da equagdo da continuidade

Z—Z'-i- P(P+O’)= 0,

tira-se

de

ETF::?;5==-dt

Integrando, vem

e
P, plp+ @)~ 7

Utilizando decomposig¢do em fragdes racionais, obtém-se:

P _Po e—-o’t
P-rc'- 904-0’

de onde apds algumas operagdes simples resulta a expressao
da densidade como fungio do tempo,

-0t
op, e

P(t)= -o’t) y (II-—Z)

o+ Po(l- e
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Verificando-se entlo que, com a condutividade, a car-

ga espacial decal mais rapidamente.

 Este decrescimento mais répido de p(t) é devido & neu
tralizagZo produzida na carga espacial por cargas, de si

nal contrério, oriundas de condutividade.

- CTALCULO DOS CANPOS -

Da equagf@o de Poisson na regifio (2) tem-se

dB
2 .
rral Y

concluindo-se portanto que

EZ= constante em relagdo a X.

Ainda nesta regiBo, como p(x,t)==o, tem-se para a cor

Tente total

- bE2
J2“°‘E2"',':57c"= 0
Sendo E2 independente de x, pode~se substituir %E por
v
éL ootendo~se
ek
dE
2
as =~ TB
e dai

dE2
""E"‘""z - O"dt,

2

donde resulta )
-0t

By= Eyy0

que ainda ndo é a expressio final de E2 pois é preciso

determinar E2o.
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resu.iando para E & B = PX + C
Devido & continuidade dos campos, tem-se enm x= s,

-t

Ll\S,t) = ps f C(t) = By, = 3,50

Para t=0, ven que

23]

00 = Po 8 * 3(0),

| ot
E. = +C(0
Z, anso ( )__}4 e

C(0) ovtéme~se a partir da condic¢fo de contorno

donde

1
o
f El(x,O) dx-i-'f Egodx"‘ 1,
] So

a qual, com a substituicgdo das expressSes dos campos dé4,

3

0
j. (Pox+ c(0)) dx+ E

0

4
2ott- So) =1

Como as integrais sao imediatas, prontamente se calcu

la gue
( %o
¢(0) = 1+q (5 - 1)
gue substituida em Ezo,'dé para Ez:
2
Po®0. - '
B,= (1+ =527, (II-3)

32 decal exponencialmente com o tempo.



E2 g6 poderd ser nulo ou negativo para cargas negativas,ig

to 6, Po‘ 0. Para se determinar El(x,t) parte-se da expres

sdo da corrente total na regidio (1),

BEl(x,t)

Jl= ‘OEl(x,t) + o’El(x,t) + 2% = 0O

Com a substitui¢Bo da expressaoc de Ei El(x,t)==9x+-c(t),e

apds alguns arranjos, obtém-se

x %%+P(P+o’) +((:>+0')G+%%=-. o,

mas, pOr ser a equagao da continuidade,
ap '
at * plpr )= 0

e entzo

dC
Da equag¢ao da continuidade se tira

@
d = ™ [
(pr o) ot = -

a qual, substituida na equacgao diferencial em C, conduz

ac _ae

¢ e’
e
donde ¢(t) = ¢(0) o
VL ®o

Como a expreasiio de C(0) é conhecida, ter-se-4 para C(t):
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Conseguentenente viréd para El(x,t):

™

;.\A,u} Px+

_ﬁ_{'s

1+
Po |
ou, enm fu@;éq de 320’

. ° [ j i}
El(X"’):PX*‘S: E2O_qo_j’ (II-4)

Verifica-se que El(x,t) (guarda a mesma relag@o de depen-
G&ancia con p e x) que El para ¢= 0, nas decai mais rapi

- damente pols agora P decresce exponencialmente com T.

Como em relagdo a X E, é constante e El(x,ﬁ) é revre —
sentado por uma reta og gréficos dos campos 880 andlogos

. a ~ 1 .
aos j4 vistos na secgao anterior, para o= G

- PONTO DZ CANTFC NULO -~

Izualando a zero a egquagao (II-4),

(x %) P N 5
By \Eg %) = xo*ipo “20" % | *

obtém-ge, para expressao do ponto de campo nulo,

1 .
X:—“""E—-
o P 20 qej
o
o ponto de campo nulo & 0 mesmo gque para o=0 em id3nti-
cas condigdes de Py © Syr O aue era de se esperar J4 gue

x independe de e
o
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Da expressao do ponto de campo nulo resulta para_EzO:

E20=f)ca(ﬂo"'xo)’

e portanﬁo para Ez,
| | -0t
- Epmpoleg-x ) e

A substituigBo de L E,.=-Q | por x na expressao de
Po 20 (o] 0

El(x,t), equagao (II-4), dd:

_El(x,'b) = P(x- xo) .

Quando xo ehcontra—se na regidio (1), regiZo com 6arga
espacial, o ponto de campo nulc tem existdneia fisica con
creta e gquando nBo ocorre na regido (1) ndo tem sentido fi
sico, n&o existe, mas o valor matemdtico encontrado indi—
ca juétamente isto que ele, xo, ndo existe e a sua substi
tuic¢Bo nas expressSes assinala o valor correto que estas
devem ter no caso da nEo exisf%ﬁciavao ronto de campo nu~

lo. Vamos mostrar isto com um exemplo:

Figura 12
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este caso os campos sao positivos e o ponto de campo

aulo negativo, xo=.,ix |, isto é, a distribuigBo ndo tem

o}
ponto de campo nulo.

De : El= P(K—xo)

e X

1
— x CVen ue
o ! o |9 a

El= P(X+ Ixoi)

Como PJAO e x varia no domfnio 0O<x ¢ s(t), positi-
vo, entdo vem que
E. >0
1
De " Ba= 8 =X vem que
2= P (8,-% ), q

- |
ﬁ'2-f:)c>(so'i', [xol) > 0.

1 Eob.O, conclusao corredva obtida do co

nhecimento de que xo='-.lxo{.

E portanto, E

rd

0 que se quis demonstrar no exemplo. acima é que n&o
navendo ponto de campo nulo ¢ valor de xo nao é imprdpris
nara ser substituido nas expressles onde ocorre pols subs
tituido nestas expressdes ele, xo, indica para elas o va
lor que devem ter guando nao hd ponto de campo nulo, e
nais ressalta o valor que elas devem ter na auséncia do
ponto de campo nulo segundo este se encontre a4 direitaou
& esguerda da regifo (1), indicando em cada caso o sinal
correto dos campos pois o fato do ponto de campo nulo se
encontrar & direita ou & esguerda da regido (1) dindica
canpos que podem ter sinais diferentes e a substituiciod
X nestes casds,_nas expressdes dos campos, indica o si

nal correto destes, o seu sentido exato.
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- DESLOCAMENTO DA FRENTE DA CARGA ESPACIAL -~

A frente da carga espacial se desloca com uma veloci-

dade dada por (de acordo com o concelto de mobilidade),

ds :
at = “2s

@y o0,

ou, at 20

que integrada resulta em:

B

20 -0 - \
8= 8+~ (1-e"7Y, ; (II-5)

Como para o= 0Q

l_.e-oft

o

lim
> O

‘t’

resulta para s:

8= so f ant

gque coincide com a expressao, Jj& obtida anteriormente,

equacdo (I-4), para s(t) quando o= 0.

Para t=w, resulia da equagdo (II-5)

E
20
(s~ Bo)m::ix"= o’

o que significa que a frente da nuvem pode ou nao alcan
B : E
20 20
. it < - [ -
gar as placas Sg > 1 8 ou = € 8, a frente‘da

nuvem nio alcanga ag placas, o que ocorrerd, evidente —

mente, para a situag@io inversa.

Quando o= O para que a ffente_de nuven ndo alcan—
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vel, s(t)= ,? 80 passo que, para o# 0, ela pode se des
locar, s{t)#’so, gem no entanio alcangar as placag, bas-
tando para isto que

E
(s 20

8 = == L]l.g ou s
o’ mix o 0 o’

pois desde que EZO;! 0, s;:’so.

'~ CARGA Q QUE SE TRANSFERE PARA A PLACA X=0 -

(a) Carga oriunda sé da carga espacial
A corrente de condugdo em x=0 & dada por
i=p(t) El(O,t) + crEl(o,t)

Vamos considerar inicialmente a corrente oriunda sé

da carga espacial
(= p(t) El(o,t)

Pazendo-se en El(x,t), equagzo (II-4), =x=0, ob-

-

.y
UELle 53

P
El(O,t) = 5";‘ [ﬁazou qo:}

Substituindo-se El(O,t) em i. e explicitando-se o

1
sinal negativo, vem

P )
R [%"Ezoj

Como o sinal negativo indica apenas o sentido da car
rente e nao o sinal da carga, vamos omiti-lo, obten

do-se portanto para Q:
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i [
Q= ° %= E5 A P 4t
Mas Pzd’cn- dp - o'pdt, relaggo oriunda da equagdo da
continuidade., Daf obtém-se, '

t o U

2 Pu::
Joetar= pg- |- pee
o)e 0

0 (4 py)e” -0,

Entretanto verifica-se facilmente que

5 4 TP, ¢t (o’+po) - poe_

dt = dt=1L
'g b ‘g (o’+p°)- poe-olt . | o

ot

Substitu:’.do este resultado na expressaéo de Q, obtém-se

&.p
L : 0
Q= e e E20 Po~ ot
0 | (o+ po) e -p,

(o + po) - “Po 'e-o’t

o

- L (II-6)

Para £ 0 ou o= 0 ovtém-se a expressio
Q=" 1 ¢ = E ft Pad't
o 0 20 o
para a carga que s;e _transfere para a placa. x= 0.
Dai veé-se que, como |
Pordo“Pora o, 0,

deve~se ter, obviamente,

Uito < Y0



(0)

(e)

b 6

Com condutividade a corrente, oriunda da'carga espa
cial, para a placa Xx=0 diminui, embora haja uma
compensagao proveniente da prdépria condutividade,

i= ¢’B, que pode ocasionar, em alguns casos, uma cor
rente mais intensa para a placa x=0 que na situa

Ggio em que' o= 0.

Carga oriunda sé da condutividade. A corrente, cor

respondente 4 condutividade, tem por expressizo,

iy= G’El(O,t),
na placa x= Q.

Fo item (a) achou-se

E, (0,1) P s
A -
e portanto . _ -
P
= - - E
‘27 P 9 %20
o enar -

cuja integragao resulta enm

(o+ po) - p =0t

0
2 P o} 20 o _ !

(II-7)

para a carga que descarrega na placa x= 0, proveni-
ente apenas da condutividade e, evidentemente, demes

mo sinal gue a carga espacial.

Carga total

A

A carga total na placa x= 0 é proveniente de toda a
corrente de condug@o, i= (p+ o) El(o,t), e obtém-se
portanto da soma das equagdes (II-6) e (II-7), re-

sultando
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dpo
)" (II—s)
(o + po) A 0y

1
Q= E)—; (qo- E,qo) (po-

Como o fa'tor 5- (q -E ) é exatamente X obtém-se

20

— ) (II-9)

para expressao de Q em.funqao do ponto de campo nu~
10.

Q como fun¢go de s.
Da expressa@c de s, eq. (II-5), se tira

eO"‘f:’=l EZO
I o(s -~ so)

que substituida na equagBo (II-9) e apés algumas
tranaformagOes simples ddo '

xo(po+ o) (s - so)

Q= —y , (1I-10)

s en fungio do ponto de campo nulo.

Da expressio de s(t), equagHo (II-5), vem, pela sibs
tituigdo de '
Ero= Po(Bo' xo) .

—dt)

s=s°+" 0o (s -X )(l-e ,: o (IT-11)

Densidade como funpao de s.
Da equacgho (II-ll), se tira
e (s -x )-0‘(8-8)

-t
e (s -x)
0 Q Q




S
L o E’0
e Ll-e = - s
P 58 =X
o] Q o]

que substitufdas na eguagdo (II-2) resultam em

(6 «x ) - (5= 8_) '
P=P° 8, =X, S- 8 (1712}
.S—IO

- Descarga nag placas -

Da mesma maneira que para o caso em gue o= 0,
2
8
o] o) e,--o"lz
e

132= (lf sé pode ser E 20, para 0,4 O.

2
Portanto Q sera considerado conforme EEO:-EO ou o que

e . -
¢ a mesma c¢oisa, segundo sofxo.

{a) 8 €Sx e t=®

Ta equac¢do (II-8), tomando-se t=w, Vven Q =q,- o

Denominando as situagtes so‘_f_.xo, (1), (IT) e (III),

respectivamente, vemn:

# - = .

I) Para & <X E..>0 ois >0 .
(1) o To! 20 P Co

%o =T (lqufEZO)

( P2
{IT) Para 5> X E2O 0

(III Para 8g= X091 E20= 0



45 duas primeiras situag¢les nZc podem ocorrer para
=0 pois, nesta condigZo, guando t=w, EZO = 0.

Para t=w, obtém-se para s,

Po
§ =8 == {8 =x )
0 o o o o

verificando~se entZo gue para

X 5, Ve
o

isto &, a frente de nuven age desloca e para SO= b

s = g
o0 Q

a frente da nuven nZo se desloca, apenas esve ilti-~

mo caso tem correspondente na gituscio em gque o= L.

Como estamos consideranco Pz.O o gréfico dc: can.-

pos para este caso é o mesmo da figura 8, 3ecsdo I.

Neste item serd determinado o valor da descarga

na placa x= 0 durante o tempo em gque a frente iz nu-

vem se desloca de s até esta placa.

¥a equacfo (II-10) tomando-se s= 0, resulis

LA

Ny



“H 0=

. Qm (0 + po)so, o

Q=q + o8,
Portanto a carga que descarrega na placa x=0 é supe
rior a ca¥éa espacial inicial, este efeito sendo ori-
" ginério da condutividade.
Vamos interpretar qualitativamente este resultado.
A figura 13 representa a'frente de nuvem deslocans
do-se para a placa Xxm O, ITona positivos e negativos,

oriundos da condutividade, s80 assinalados.

[

v v+

+

v L (2)

L

1,
+

X= 0 - ' o ‘ . ’ X= 1

 Figura 13 _ .

' o ies o Cifncla dOS yaterial®
yepio. de Fiales = +=
P BIBLJUTECA
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Sejem p, pf e Ff’. respectivamente, as mobilida
des de ions da carga espacial e de {ons positivos e ne-
gativos oriundos da condutividade intrinseca.

+ - .
Sev. ev representan as velocidades dos fons gGa

condutividade em relagdo & frente de nuvem, deve~se ter
+ +
vi=(pl + p) Ey(s,t)
v=(p - fu) E, (s,%)
Sendo qf e ¢ o8 fons da condutividade na regido

{1), tem-se entBo que

+ —
4 + 9 = 0,

jé& que estes surgem aos pares.

Admitindo-se de uma forma geral, a saida de cargas
positivas e negativas da regifio (1), através da frontei
ra s{%)}, resulvaréd que as quantidades destas cargas na
regifio (1) apds um éerto tempo t c%o

o - A e a +A7, com A, A aO.

Scndo evidentemen%e Af SN pois hé uma evagiéo maior
de cargas positivas em virtude destas se deslocarem em
csentido oposto & frente de nuvem enquanto que as negati
vas o fazem no mesmo sentido.

B fhcil verificar que para P— > p os ions negati-—'
vos da condutividade n3o saem da regilo (l);

A carga total na regiZo (1) em um certo t, & entio



(e) |

252m
q+a -a"+ @+ A mg -B + A7

. + _
mes, -A,'PAB-A

-~ A carga livre nesta regiBo é finalmente

a,-A= = (la] +4)
E portanto a desearga.rna placa x=0 é maior que a
carga espacial inicial qo. Sendo t o tempo em que &
frente da nuvem transportou-se para a placa x= 0, A

corresponde &o lo’lso deduzido.

Este estudo qualitativo também explica a express@o

~obtida para Q nos casos {I) e (III) do item (a).

No caso (III) nBio héd qualqguer evasdo de fons da re-~
gido (1) pois como El(s,'t) - El(xo,t) = 0, em virtu

de de s(t) = sé—:_xo, tem-ge

vi=v = 0 e portanto
| A+ = A.. = O
e a carga livre atimgindo a placa em t=w, é

q°+_q+. + qg = 4,

S X
o o)

Neste caso a frente da nuvem desloca-se para a pla-

ca x=1, o que se verifica facilmente de
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—U"f:s 0

D-!QJ
ct {

=p (8 -xJe
0’0 o
A descarga se efetua entZo através das duas placas.

¥a placa x= 0 a expressao & descarga é obtida fazen-

do-se, na equagdo (II-9), t=w, obtendo~-se entio

Q=85 = Py %
Na placa x=1 a descarga sé tem inicio a partir do

tempo T, em gque . s= l.

1

A descarga até um tempo ts»tl, serd dada por

t
Q= | (p+o) T (1 0)at,

g

pois depois que & frente de nuvem atingiu a placa x=1 os
campos em toda a regiZfio do diel&frico estardo na regifo
(1) e portanto o campo na placa x= 1 serd representado

20T El(l,t) para qualquer t->tl.
Em fung¢do do ponto de campo nulo, tem-se que

El(l,t) = P(l-— Xo)

vird para Q2.
e i_il F d‘G+_.°’. j;l Pdtj

da ecuagio da continuidade extrai-se
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Pzdt = - dp - op dt, e daf

Q= (1-x,) E»(tl) - Pm]

A descarga. para esta placa se completa em t=w, sendo

portanto
Q= (1-x) p(t;)
Tomando-se na equagac (II-12), e= 1, odbiém-se P(tl) y

vindo entdo para Q,:

Q= Po(so- xo) - o’(l-so)
Este € o valor da descarga na placa x= 1.
A descarga nas duas placas serd

0% Po(so'_" xo) -'_o’(l- so)

A=+ Q=

=q - o(l - so),

inferior & carga espacial inicial,
Este resultado pode ser interpretado gqualitativamente

% luz de evasdo ou penetrag@io de fons nas regiles (1) e

(2) como foi feito no item (b).

~ TEMPO _DE DESCARGA -
Quandg (s-so)méx £ 1 -_so ou 8, 8 descarga se
realiza en t=w. Nestes casos a frente de nuvem se de —

tém antes, ou, sobre as placas. Mas quando isto ocorre
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Jé4 n8o hd mais carga espacial no dielétrico pois

P (0)=0 e a descarga se efetuou.

Quando (s-s ) , al.s ou s , a frente da nuven
o’ max o 0
alcanga as placas em um tempo finito.

Como para {(s-—s ) b N & frente da nuvem atinge a
o'médx" "o
placa x= 0 {(caso soh.xo); neste casc a descarga se efe-
tua quando isto ocorre e poxrtanto esta descarga ocorreen
tempo finito.
Para (s-s ) , N 1l-s , a frente da nuvem espacial
o‘max o)

atinge a pilaca x=1 em um tempo finito, mas com isto a
descarga nao se completou, pois hé carga espacial entre

as placas.

Se tl é o tempo que a frente da nuvem leva para alcan

gar a placa x= 1, para gualquer tat a carga espacial

l’
no dielétrico & obtida de

q= 9(1;).1-.-.- p(t), t_\tl

Cono q(t) = 0 quando P(t): O e isto 86 se verifica pa
ra v=® ccnclui-se que a descarga se completa, neste ca-
0, ex t=ow.

Portanto sé em um caso a descarga se realiza emun ten
po finito: quando a frente da nuvem se dirige para a pla
ca x=0(s_<«x_ ) e com a condicBo de que (s~-s5 )>s . Zvi

0 o} O'mdx © =

dentemente t=cw para o 0 & de ordem menor gque t=

para ¢= 0 pois no caso em que o 0 a densidade decai mais
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rapidamente que gquando o= 0.

-~ Potencial -
A diferenga de potencial entre as placas obtém-se de
) 1
V(t)ag. E,(x,t)ax +j E,(t)ax
‘ s -

Substituindo-se as expressoes dos campos, equagdes

(II-4) e (II-3), obtém-se

V(t eff ’ f.i -0t
) =3 "f’”o"‘,320 + e (1-s)

O potencial & um observével, podendo ser obtido expe.-

rimentalmente. 7,
| P
-Para Soz Xo, E20= 0 e .S(t) = So . e V(BO= }%):_—?,
independe do tempo.
Verifica-gse facilmente que:
V(O) = l e V(o) = 0' .
J& me viu que 5 _.
V(s =x ) =- Lo’
: o o ' 2
Pos8 oS o 1 v, T(emx )kl
lag E20= 1l = 5 = 0, donde - > = : . . So- Ko

- RESUMO DOS RESULTADOS -

(1) A distribuicBo em caixa ainda & solugZo para qualquer

tenpo.



(2)

(3)

(4)

(5)

(6

(7

(8)

(9)

_loca.

5T

A densidade de carga decal mais rapidamente gquando
hé condutividade. |

A frente da nuvem espacial evolue com uma velocida-

de que decal exponencialmente com o tempo.

0 decaimento da carga espacial no dielédtrico se efe
tua por duas vias: (a) descarga nas placas, (b) neu
tralizagdo da carga espacial por ocargas de  sinal

oposto oriundas da condutividade;

0 decaimento da densidade se verifica por trés vi-
as: (a) descarga nas placas, (b) neutralizagdo de
transportadores por fons de sinal oposto provenien~
tes da condutividade, (6) variaqﬁo do volume da car

ga espacial & proporgdo que a frente da nuvem se des

[

0 campo na regiﬁo gem carga eapacial decai exponen-

clalmente com o tempo.

0 campo na regifo com carga espacial guerda a mesma
relag@o de depend8ncia com f © X que o campo corresg
pondente, no caso em que o= 0, mas decai mais rapi

damente que este devido a p.
O ponto de campo nulo & consetante no tempo.

0 teorema de lLindmayer também se verifica para cir-

cuito aberto vois, de Fo"°t°5.*°ﬂs-nebeaaariamente,
V= - aP(#o’t) Fry I:O- :

¢



(10)

(11)

(12)

(13)

£14)

(15)

(16)
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O ponto de campo nulo 8é existe gquando encontrado na

regido da carga espacial.

Generaliza-se o conceito de ponto de campo nulo con-
siderando~-se "ponto de campo nulo" aguele encontrado
fora da regiBo da carga espacial, sendo que este, na
realidade, indica apenas a ngo existdncia de ponto
de campo nulo na distribuigd@o. A sua utilizac¢®o nas

expressoes onde ocorre é correta.

A carga que se transfere para as placas, proveniente
sé da carga espacial, é sempre inferior & que setrang
fere, no mesmo tempo e em id3nticas condig¢Oes inie

ciais, quando = 0.

A descarga se realiza pela placa x= 0 quando 8, = X,

e 8 Axo e pelas duas placas guando soa-xo.

o]

Quando a descarga se realiza pelas duas placas esta
tem infcio na ﬁlaca x= 0, a partir de t=0 e, na pla
ca x= 1, a partir do chamado tempo de tré&nsito, que
& o tempo que a frente da nuvem leva para aiingir es

ta placa.

A frente da nuvem pode se deter antes de alcangar as
placas, o0 que nao ocorre quando o= 0, em que a fren

te da nuvem sempre atinge as placas.

Quando & frente da nuvem se detém antes de alcangar
a placa Xx=1 nao hé descarga de carga espacial por
esta placa, verificando-se descarga sé das cargas

oriundas da condutividade.



(17)

(18)

A descarga total nas placas pode ser maior, igual
ou menor que & carga espacial inicial, qo’ confor-.-

me g £x , 9 x a raspectivamente:
° o’ o' o e Bo xo, P i e

qofo’sé' i5 © 9- o(1- sc;.)'.

A descarga se verifica em tempo finito apenas quan

Era
o [s]

Em todas as outras situagdes a descarga se efetua

| =

Z a -
do 8, X s N8 condigdo de que I(g so)méx

em 't-.mo
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- SECCA0 III -

STHETRIA DO CONDENSADOR FLANO, EM CIRCUITO ABERTO COM o£0.

Prova de que a distribuigio em caixa (box charge distri

bution) é solugdo exata.

Taz—se esta prova por meio da comparagac entre as ex

pressoes de %% obtidas através de dois processos distine-
tos: uma das expressdes proveniente da equa¢do da conti —

nuidade e a_outra oriunda do modelo da caixa.

18 Procesgso: aq retirada da equagzo da continuidade.

dt
Integrando a equagao da continuidade: %%4-%§ = 0, vem
1 0 .. 0 |
4 0 - R . .
s j; pdx = 3T ax = J; di= 1(0,t) - i(1,t).

carga espacial entre as placas, resulta

]

1
Como f de'-_- q
0

I

%—%- $(0,t) - 1(1,t).

Sendo

i(x,t) = pE(x,‘c) + oB(x,t), tem-se para x=0

e x=1,
1(0,%) = p(0,t) E(0,t) + oE(0,t)

1(1,8) = p(L1,8) B(L,8) + dB(1,%) ,

porén P(l,t):.o, e, consequentemente
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1(1,.1;) = ¢ B(1,t),

obtendo-se entdo para %% ,

o Cpl0,8) + o] B(0,%) - o E(1,%)
Mas, estando o ponto x=0 na regifio (1), deve-se ter

E(0,%) = B (0,%),

e, estando o ponto‘ %=1 na fronteira en’cre as regioes

(1.) e (2), ocorre que deve ser
E(]-vt) = E2(t)v
e como p(O,t) s p(t) = P

resulta entBo para a expressao de %% - ealculada a par.

tir da equagfo da continuidade:

%%_[:?,,_ o] El(o,t) - O’Ez(t)_' -_ (D)
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28 Processo: DeterminagBo de %% por meio do modelo da

caizxa.

--s(t)- . -

A

-Figura 14
A carga pelo modelo de caixa & obtida de

a(t) = p(t).s(%),

pois, como jé& foi estabelecido, por_aste.modelo, a Carga
espacial é considerada de concentragBo constante até uma
posigao s(t) e zero além.

Derivando q(t), vem,

dg % ds
at dt'a f P dat

Da equagdo da continuidade, eg. (II-1), tem-se
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ap

_ por outro ladp
ds ) | '
vl Ez(’c) (b)

substituindo~se (a) e (b) na expressdo de %% s Vem,

dg .
E% = pE,(t) - (P + 9)q, . (11)
Esta é a express#io de %% obtida através do modelo da cai
Xa.
Para demonstrar que (II) e (I) se equivalem, _basta

substituir em (II) a expressgo de Ez(t) em fung@o de

El(O,t).

Sabe-se que El(x,t) = PX + c{t)

donde, para x=0, ven

-

E, (0,%) = C(t), e de

B = p) a(0) 4 O(8)
por éubstituigﬁd de C(t), resulta:
Ez(t) = ps + El(o,t).

. As expresstes de El(x,t) e Ez(t) utilizadas acima ocor-
rem no parédgrafo "Caleculo dos campos", da Sebgﬁp II.

Substituindo~-se a expressio de Ea(t) em (II),ckﬁémwsé:
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Da expressao de Ez(t), tira-se,

q= 'Ez(t) - E,(0,%).

substituida esta expressSo de q em (II), vem
4aq _.

resultando finalmente _

%% e (P + o) El(Os‘t) - «.Ez(t)!

Nas esta &6 igual & expressao'obtida a partir da

da continuidade. Portanto a expressé@o de %%

(11)

equacao

obti-

da através do modelo de caixa & correta e assim se con-

clui que este modelo é exato.
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~ SECCA0 IV -

~ SIMETRIA DO CONDENSADOR PLANO COM V £ 0, o£0 -

- CARGA ESPACIAL FLUTUANTE -

3 conveniente obter solugaes em termos de distf@ncia,

tempo, campo, densidade de carga e de corrente, conduti
vidade, sem dimensfes x, %, E, p,‘J e 07, respectiva —

mente, definidas como se segue:

: 2
ar ., x! _ 4
E:‘-"v_'o"E N ?Cz d ., P_ EV'OP 4
3 pve 2
d ' L 4 '
J: F.Eva J s tm d'2 "3 e C«"-F.Ev;) 0'
onde Vo representa o valor inicial da voltagem.
‘l Jl. : l J2 ] J3
| — |
l | |
! | |
| | |
[I | I1 l oI .
| - :
| | |
| | |
| | |
T )
| i ;o
B,2

- PFigura 15
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Tendo em conta a figura 15 e sendo o circuito aberto,

OE,

' i
ter-se-4: Ji- Pi":wi + 35 = 0,

onde o Indice indica a regiﬁo'considerada,

donde
- aEi
'aEi
Jia O’Ei-’t PiEi + “E_E"z 0
Pela equagao de Poiseon:
dE2 ' dEi

—= —_—

ax - P2 Tax
Integrando resulta

E2= pzx + C(t), e

Ei- Cte no espago,
De
OE

dEi'—", > - 0, . segue~-ge

d=

_—0 O'd't,
Ei :

de integrag¢@o imediata dando para E,:

Ej=E, ¢ ’

iﬂ 1,2,3’

1=1,3,

i=1,3,

i= 2’

i=1,3

i=1,3

i=1,3

Vé-se que 08 campos na regido sem carga, decaem exponen-

cialmente com o tempo e sem condutividade, manter-se—iam

constantes.
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Em unidades reduzidas V =1, e portanto empregando-se

1 : -
~a condigdo de contorno jﬂ Eidx='V em t= 0, Obtém_se,
le ‘ jgzo : J}. '
J‘ Elodx f ) Ezodx+: | andx = 1
0 20 20

Com a substituiqBo das expressdes dos campos, vem

S : g,
f 10 (poslo-n- c(0)) dx+j 20 (Fx-r ¢(0))dx+
. 0 ] ’ Y -Slo . - .

1 : '
t£1 (POS2O+TC(O)ldx-=_l

Efetuados og cdlculos chega-se a

' P-c> 2 | 2
¢(0) =1 Y2 |20 " %10 " 285
Sendo
B o= Po910" C(Q)

obtendo-se com a substituig¢Bo de C(0),

2p s
o 10 o
Bio= =g * 1+ 3 (855~ 875~ 25,,)
ou
e, | |
Eiy=1 + 3 (520-310)(520-}-.'810-,- 2),. (IV-1)

Para E30’ tem-se, semelhantemente,

307 o 529+ O(0)s



8-
- P, 2 2
E30= 1 + > (320_- slo), ' (IVv-2)

C4lculo de Ez(x,t)
E2= pox f c(t)

4 determinago de E, exige o conhecimento de C(t).

Na regido 2 tem-se:

I
Pp BEp+ 0B, + T

e pela substituigBo da expressao de E2,

= 0,

pz(pzxq-c) * o’(p2x+_c) + % (pzxf ¢) = 0.

Efetuando os produtos indicados e arrumando os termos

de forma conveniente, resulta:

d _
2 2 dac
x(p2 vl c’pz) + (pz-i-'o’) C+35p=0 mas

| 3P, w e

Po f Fr f o’p2 = O por ser a equagac da contlnuldade?

donde (92 + 0 )C + %%-= Q

ou
dac
5 = - (pzfo‘)dt.

Da equagBo da continuidade tira-se
dp
2
2 Py

resultando portanto para a equagdo em C:

o 2
C Po

cuja integracdo leva a



C="""‘C(O); e

P Po 2 2
c(+) -.-.-,-';-;- l+—2- {(320- 310)_" 2520}

Para E2 vem entao:

P Po 2 2 :
Ez(x,t)=px +E: :1""? (320 - le)'_- 2320} s (IV=3)
Po=pPs PZO”Po-'jé dué'é dnica regido com carga espaci-

“al é a regifo 2. L

F
X

- PONTO DE CANMPO NUILO -

Igualando a zero a equagao (IV-3) obtém_se'prontamen-

te para a& expressdo do ponho de campo nulo:

S T IR 2 2.
o= T h | T2 {(320," 510/ '2'320}

ou
1 {' Po (2 _ 2 . |
o=~ Po Ll * 2 (550 - ®10 ) - P, E’zol ' (xv-4)

~ Constata-se entdo que o ponto de campo nulo-é constan
te no ‘tempo.

Vamos colocar esta expressi@o sob uma outra forma.

10

verifica-se facilmente que:

Das expressdes de E_ . e E3O' equagles (IV-1) e (IV-2),
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By~ E10 = Po(szo“slq)' (1v=5)

de onde se tira também

E -

Ey0™Po ®20 = By0 (Iv-6)

Po B10
Poxr outro lado de observagiio de X equagdo (IV-4) e

de E o? verifica-se facilmente que

3
1 I
xo% - ?):' tE30._ Po s20:| ’ (1v-7)

e da relagio (IV-6), conclui-se que se pode escrever a

expressao de xo da seguinte forma:

Xo=- Fl" i}‘lo"f’o E‘10] (1v-8)
s .

~ GRAFICO DOS CAMPOS =

suponhanmos inicialmente Po) 0.

Tomando a expréssﬁo de ElO’ equagio (IV-l),

P,
Bio=1l+% (850 = 819) (854 * 5o~ 2)

se pOAO, e sendo szoﬁ-‘-slo, tem-se 90(820— slo)-\o.

_ s
Como as grandezas reduzidas s°=—dg- g80 menores que
P4
1, temw.se que sgendo le-¢1 e 8504 1, gque s20+‘ 50 2

« . 8 + 8,.=-2£0, e portanto que

20 * %10
Po Y 2) <
2 ‘S0 = ®10/ 820 * 810 - 0, e



Py L
Big=t = 3 (spg-syg) (2= 5-5,.)
.:;:LO-\ U, Be Po
-l — — 3 — l-— ) .
1357 {8y = syl (2= -5,

Vamos considerar sé este caso pois o8 0@¢ros COMLPOL —

tam andlise semelhante.

Consideremcs agora 3 equagio (IV-2), .

30°
. g , 2 2.
] B30=t * 5 (8,5- 5740

Tara P(},;o,,, Z,,~ 0 sempre.

3¢

for outro lado da equagdo (IV-5) verifica-se que, para

= (B s. ) tira-se x = i;g
o7 o Y10 7 PoSio’ T %107
0 O

Da 2. .A0 20 vem que X £ 8 0 gue significa ue o
"07 Y P Ane 2 €9 0 4 & 4

ponto de campo nulo estd & esguerda da carga flutuante.

| =1

N\

,,\

Firsura 16

¢
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A Tigura 16 representa graficamente os campos nas con
digles Elo-h- O e Py Q. '
Vamos supor agora Po‘ C.
Da eguagizo (IV-5),

E -

30~ F10 = PolBa0~ 510

verifica-se que, desd.e qug 820'\ le’ E3O‘ Elo
Da expressio dr—; E Bo.o= 1 = E-Q- (8. =58, ) (28, ~5..)
10’ 10 2 20 710 10 20
sendo Lo 0, 0 =" [po[, vem
[Po] .
B o= 1 .,. — (520- slo)(Z- 815" 520), isto 6,
Elo‘-xo genpre.
Da expressao de an, .
0 2
Byp= 1+ 3 (sp- 51y

para 904 0, venm
1 IPOI (s -8
Byo=t - 727 *"207 "10

|Po| 2
De onde se ver_lflca que E3O-=- 0 se la-3 (820- slo).

Vamos considerar apenas este caso, poils E3-< O correspon
de a uma carga espacial deslocando-se para as duas pla-
cas e agqui estamos analisando apenas o caso em que a Nue

vem se dirige, como um todo, apenas para uma das placas.

ol oL
- Da squagdo (Iv=-7), X =~ o [EBO-PO S2OJ
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Como estamos consideérande a situacgdo em que 3

_ 36
Py < 0, tem~ge que X neste caso ¢
:;30
= =
o= %20 %] | T P20
iPy

a ponto'de campo nulo encontra-se & direita da carga
filuzuante. )

De acordo com as condigdes EBOA-O e .poé.O o grafi
co dos campos estd representado na figura 17.

bzt

i 10 ‘820. -‘X _ K= A

Figura 17

Negve caso a carga espacial se desloca para & esquel-

da, isto &, no sentido de x=1 para x=0, pois & negativa.

DETEADINCIA DA DIMENSAO s, DA CARGA ESPACIAL FLUTUANTE
cor O TEMPO

velocidades das superficies anterior e posterior &
auvenr espacial sBo obtidas de

5 ds

= = u3(s2,t) e =i = Bl(sl,t) onde pela substituicio



“The

das expressCes de E, e El,'vem

3

B2 g O sy g Ot
at = 30 » o Td@e T f10

a integrag@o das duas expressdes nos leva a:

=]

2= S50 + y €5 (IV-9)

33'_0 (l— e"'oht)
o :

R : (IV-10)
Que sao as equagdes de movimento das faces da nuvem es

pacial.

Seja S=8

! dimens@o da caixa ao longo da linha perpendicular és;ig

cas do condensador.

De acordo com as equag¢des (IV-9) e (IV-10) tem-se para

-0t
l1-0¢
S= so+_(E3O"'ElO) --T;r-ﬂf ’ | (Tv-11)
sendo
% %207 P10

De equagido (IV-5),

B30= E107 Pol®a0= 810

obtém-se para s,

-0t
l-e
3= so+jpo(szo- slo) — (Iv-12)
Como 8§ =8S..= 8 :



l-e-dt
S= so(l * P, o )
50,
1_e—¢t _
. S=s_ +Q > ) (IV~13)

»

Tara qogﬁo, g S s, @ camada espacial se alarge conm

Para q04 0 a camada eapacial também se alarga com o
tampo pols como se verifica da figura 17 a carga esmeilad

g2 desloca para a esquerda e agui pertanto deve-se ver

Zonde se conclui gue os tr2s termos da eguagio acima sao
sgesivos quando q04<3 s portanto a equagZo & a mesma do
coso em que g A C bastando entio multiplicid-la por -1.
g& gue uma‘mesma equaga0 gorresponde 208 Cas08 pOEiO,ey%g
«%o em s, o8 resultados SHO 0S mesmos para ambes OS CE -

558 & & carga espacial se alarga para qOZ(L

l_e-Wu
5= 8 :q_o o
Como,
l_e-Ut
lim p = T
gT+0
vem que,
_ = qt
(s So)cﬂro q0 i

Tsto &, quando 0°= 0 a carga espacial se alarga uniformg

mante com o tempo, 0 que scriz de se esperar pois as fa-

A

coE da nuvenm, neste casce, se deslocam com movimento uni-

-
S ey
=- '\.’:J py ]
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TXFRESSEC. DA CARGA ESPACIAL ENQUANTO SE DESLOCA ENTRE AS
' PLACAS

- A expressio da carga espacial em um tempo gualguer t

menor que o tempo t

1 que & sua frente leva para alcangar

a placa x= 1,, é: N o
a(t) = p(t) (%)

Das expressdes de P(t), equagio (II-2) e s(%Y, equagao .
(Iv-13), vem para q(t),

dphde se obtém:

. -t
q@)=qe

B portanto, gquando entre as placas, a carga espacial
flutuante decai exponenc1almente com”o tempo.

. As cargas de nome contrdrio & carga espacial, 1ﬁob111—'
zadas pela condutividade intrinseca, deslocam-se em senti
do contrdrio ao da carga espacial e contridbuem para a sua
neutralizacio e dai a queda,que a condutividade produz ﬁo\
valor & carga espacial. _

Para tempos maiores que t (j4 definido no infcio des-

te parégrafo), a expressao de q(%) & dada por,

a(8) = p(¥)(1-9) (), Sty
pois R s.é(t):-.l = Cte |
Quando sl(t2)=;l' B .'.. q(%Z) = O.

DETERNTNAGAO DA CARGA QUE SE TRANSFERD PARA A PLACA =1
(DESCARGA NAS PLACAS)

Das equagdes (IV-9) e (IV-1Q0) obtém-se para os ten

poSs tl e t2 que as faces anterior e posterior da nuvenm lg



=TT

vam para alcangar a placa x=1

i ra
5
| . X=1
X=0
Tigura 18
! 30 E
= : . g
17 o E3O—_o*(l—”szo) j
1 ElO
t2=; E.. ~0(L- 8,.)
10 10

Sendo Ez(x,t)‘o campo na regido da carga espacial,

tem~-ce para a corrente que escoa pela placa x=1, ié
gue a partir de t= tl 0 campo na pléca %=1 & dado por |

5,(x,%), ; -
| 1= (p+0) E,(1,1)

" De acordo com a equagdo (IV-3), tem-se para Ez(l,t).',



S 1+

=
.‘ Po , 2 2
2 i. ) IL 2 (“20'510"2820)_j

tad
- N
}_!
ct
g
]
[H.I
.I..

Representando o 12 fator da express3o acima por "a",
com o fim de reduzfi-la, ven
5 1,%) = a

Ten~se ent@o para i:

i=a(pz+o’P)

4 carga gue escoa pela placa x=1, a partir de t= tl

obtém~-se entdo de

Ja equagao de continuidade, equacfo (II-1), tira-se
Pzdt = - dP - U'Pdt

cue substitufda na expressfo acima dard para Q:

Q= a (—‘fdp)zl , ou

Q= a (p(tl) - p(t))

sendo t2 o tempo que a face posterior da nuvem leva

sara atingir a placa x=1

Q= a(e(tl) - P(tz)), representa o egcosg

zento de toda a carga contlda no volume da carga espacial.

Ssendo, para este caso,
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dpoe"gt | -ty
() = — , ¢ substituindo-se e e
l oL (l-e-gb) o
-+ PO
-0t .
(1-e ) por suas expressoes retiradas da  equagao

(1v-9) quando nesta se faz 52 1, vem

EBO— 0’(1-—520)
O’PO
30
t.)=
P( l) o (1= s,,)
(9]
o’+-PO =
que apés algumas simplificagles dé:
. Pol®30 (1 -5,0)
plty)= Bynt p (1=5,.)
30 . To 20"

analogamente tem-se para P(t ):

P [10" o(1- 5:Lo)]

+p (1~ le

307 Po © 20&
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.f"'
Po I_E3o'd(l"32_o)] Po [Elo"d(l'slo):!
Eyp* P, (1-8,,) B o fpo(l—sloj

—

plt)-p(t,)=

~ - -
Po P10 B8y o) || 2350 (l‘sjzo):]“ [}‘30 “,Po(l"szo)_l%m '_d(l"szo):}

= r
IL_E30“,P0(1“520)1 ﬁlOfPo(l._le)_]

Efetuando~se as operagdes indicadas e realizando-se al—

gumas redugdes chega-se a:

p(ty) - plt,) =

PO Byp{d=5,0)4p By (18 )+ 0By (18, )-p B, ((1-5, )

i [B30* Po(l"szo)_] ¥ i_Elof Po<l"slo)j

- Portanto vem para Q:

Q=alp(ty) - p(%,)) =

[E;ao*_ Po (1-250) ]
T

= o w - -0 T 1w
PomT 21001800 o3 (1-8y )+ 0By (1osy J=p B ((1-s, )

E%o * Pocl‘szo)] [Elo"_ Pold- Slo)]

&

L]

resultbtando

_PoB30lm 8100 —PoTofl-5p0) + 9By (A-sy )-0'B) (1-5, )

Blo * Poll-s8yp)

Q
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Tomando~se os dois primeiros termos do numerador

(L-8 (1~

Pof30 10 = PoEio 20)

e utilizando-se a relagao

E3O - ElO = q.» equagdo (IV-5) e a substi-

tuigao m30==Eloqjqo, chega-ge facilmente g |

Pof30lt = 8100 = PBroll-8p0) = a, EE.'LO"'_ Polt- SlO)]

Analogamente prova-se que 0s dois dltimos termos do nume

rador se transformam em

.7: . \
Byo (1-810) = & Byg(d-8pg) = o (sp5m5, ) E‘lo"', Po(l‘sm}}
efetuando nestes as mesmas substituigles indicadas para

os Gois primeiros termos do numerador.

Obtém-se entdo para Q,

N IEElOfPo(l“SlO.)J * o (80 10)L10+P (1-s 10)]
l: + Py (1- 810)] B

)

nalmente Q= qo+jcl(s20-‘ 10

é a exoressdo da descarga na placa x=1l.

Caso enm que E304 0o

Agora serd considerada a situagi@o em que E3 £ 0. Como
para este caso jé foi estabelecido que El:»o, sempre, o}
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gréiico dos campos %em os contorncs indicados na Ifigura
19.

X=1

Figura 19

Dado que p<« O, as forgas nos transportadores sio
osostas aos campos donde se cohclui que as frentes 8, e
S, -MOVel~se, respectivamente, para as placag x=0 e x=1,
e, consequenterente, a carga flutuante se alarga.

Vamos obfer, em seguida, a expressZo da descarga nas
riacas.

I'a gecg@o II foi estabelecido.que,-quando so::xo, a
descarga na placa x=1 da cérga egpacial q20’ situada na
regido (xo,so) e cuja frente se desloca para aguelsa plg

-~

ca, tem por expressao

. A}

Generalizando, podemos concluir que toda a carga si-

e
~

tuada entre um ponto de. campo nulo Xé’ e unma frents de

nuven So’ descarrega na placa oposta & frente de nuven
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segundo a expressdo acima.
Ora, observando a'figura 19 verificambs que ocorremdu
as situagdes semelhantes aquela descrita acima:
(a) a carga 4y om (so,xo) que, de acordo com a expres-
4o acima, descarrega, na placa x=0, com o valor

-8 e

Y0 10’

(o) a carga q.. em (x ,s. ) que descarrega na placa x=1,
20 o’ 20 _

segundo qzo-o’(l- 5. ).

20

4 descarga nas duas placas tem ent8o o valor

)

U=y + Gy = T8 5 - o (15,

Sendo qld+-q20 = qo, carga espacial inicial en

(

510’820)’ ven

=9, -0 (-8 ) = 5,0)

Definindec a assimetria como
X(t) = (1_32) - sl=l_sl-52-,vem Ique

1 510~ Sop = X(0) € a assimetria em t= 0, ou asimetria

“iniecial.

Portanto pode~se escrever para a’expressio da descar
&2 nas placas
Q= gq - oX(0)

Quando a assimetria inicial & nula,

X(0) = 0, - ou
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S. .t S, = 1, vem gue

concluindo~se entéo, que, quando a assimeiria inicial
? ’ Y

é nula, a descarga nas placas & igual 2 carga esnacie

al iaicial.

Obtengio da expressfo da descarga da carga fluiuante,

que se desloca para a placa x=1, q + (s . ~s s DOZ
o 20 10
uam segundo processo
|
|
!
f
_5
f
—er] —_—— -
L= , =1
|
1
i
|
s 5
20 r
i

oo sabemos, quando a carga flutuanbe oriensi-sza Ta-
Tz a direita, o ponto de campo nulo encontra-sze & suc

eccuerda, isto é,



Suponhamos, por artificio, que a carga espacial se es
tenda até o ponto de campo nulo, Xo’ e seja q20 a carga

espacial na regido (xo, e, portanto, de acordo con

S
20)’
o que foi aceito no parégrafo anterior, pode~-ge escrever

para a descarga na placa x= 1, desta carga,

4= 950~ o (1= 550)

a regido (xo,slo)témosa carga (ficticia), dq 5 guja
descarga na placa x=1, por motivos jé justificados no

item antecedente é:

Q=q- o (l-80)

s_ )Y é entdo:

4 descarga da carga da regiZo (310' 20

@=Q, -Q=0,-q, "_0‘(1'32.0)'50’(1"8 )

10
Como

%o~ 910 = % =carga Qspgcial inicial_na reglao
(81018507 2 |
tem—ce finalmente

0=+ (550=510)

0 que confirma esta expressao J4 obtida por outros

melos.



(1) 4 distribuigHo enm caixza & solugBo do problema, & den

Ll

L

~~~

T
—t

[ )

L)

N

.

gidade de cargs variando de acordo com a relagzo

-G
dpo g

o+ po(l— 7 )

Os campos nas regifes sem cargza decaen exponencial —.
rmente com o tenmpo.
O campe na carza flutuanie, em cada instanvte é line-

ar em x, e em cada ponto oporcicnal & dansidade.

-
b
.

O ponto de campo nulo independe do tempo.

(&) Quando o ponto ae campo nulo siftua-se no irnte —
rior da carga flutuvante as fronteiras (sl e s, )
Lovem-se para as duas placas.

(b) Quando o ponto de campo nulo situa-se & escuer-
da da carga fluluante, esta decloca-se para a ai
reita.

{¢) Quando o ponto de campo nUlo situa-se & Giraite

da carga flutuante, esta move-se para a esquerin

A carga Ylutuante pode se deter antes de alcancar as

[0}

placas degde gue s, < 1, ou, sy >3, oualila es-
I

“max néx

tas duas condicles simultaneamente, quando a carga
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O
S

{10

(1)

~87-

se move para as duas placas. Neste caso nZo héd des-

carga pois para t=o, p= o

A descarga, quando toda & carga flutuante se desloca

para uma das placas, se realiza em um tempo finito,

~quando o ponto de campo nulo situa-se fora da carga

- ] I ) ;
espacial, isto &, 510! 320=§x0 ou X N8, 8,y ©
alénm disso que s 21 e

< Q.
2méx .

s
lnéx

A descarga, quando o ponto de campo nulec estéd no in-
terior da carga flutuante, realiza-se pelas duas plg

casg, para 1l e

8 - £ 0 enm t=0m.
eméx x

8
1n4

A carga flutuante sempre se alarga

Quando entre as placas a carga flutuante decai ape-
nas devido a neutralizagBes e s6 quando atinge as pla
cas passa a decair também por transferdncia de trang

portadores para as mesmas.

Para & descarga realiza-se pela placa

8107 ®20™ %o
x=1, com valor qo"'_o’(s20— slo)bqo.

; Z £ carga realiza- elas duas
Para SlO xo 520 a des g ealiza-se pel:

placas, com valdr qo-.dX(O) que pode'éer Aqo ou

< q, dependendo. do sinal de X(0).

Para 8. . =X e 8..2X a degcarga realiza-se pela
10 %0 ° T207 %0’ ga ree P



(12)

(13)

(14)

(1

7

)
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placa x= 1 com valor q, - (1l 8,..). A descarga

20

na placa x= 0, obtém-se substituindo~se s 0 por g

2 10

nas expressdes acima,

A descarga é igual & carga espacial inicial apenas

no caso B8, . £LX &8 quando se tem X(0)= O.

10 "o T20°

Quando toda a carga espacial se desloca para uma
das placas a superficie que se desloca mais rapida

mente & a superficie anterior (leading edge).

Og campos El e E nunca podem ger iguais. O canm

3

Do E gue une estes dois campos, & linear em x e

2’
portanto quanto malor a carga maior a diferenga en

tre E. e E., a sua igualdade 86 sendo possivel pa-

1 3

ra g =0, 0 que é um absurdo.

0 teorema de Lindmayer também verifica-se para a
carga flutuante em circuito aberto, pois, de xo =

Cte, resulta Jw Q.
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-~ SECCE0 V -

TMETRIA DO CONDENSADOR ESFERICO.  CONDICAQO DE CURTO-
~CIRCUITO CONl o= 0

Figura 21

Seja o condensador esférico, de raios R, e RE’ represen

1
tedo esguematicamente na figura 21l . Este condensador esti
chieio de um material dielétrico no qual hé uma distribui —
céo de carga uniforme, estendendo~-ze de Rl & S, inicial —
mente. Necta secgdo ndo serfo consideradas unidades redu-

zidas DOr razdes que serao justificadas mais adiante.

Seja a equagdo de FPoisson

- P
v-E:E

En coordenadas esféridas, quando E depende sé de r, fen--

—38

> 1 4 ,.2 P

Como a distribuigZo tem simetria esférica o campo so tem



 oom
componente r, e portanto

E =E, donde
r.

o]0

1 4 , 2.,
5 dr‘(l‘ E) =
% :
Integrando esta expressio na regifio em que p;!O e admi
tindo-se que P n&o dependa de r (0 que provar-se—é ser cor

reto na secgdo V), obtém-se

pr . Gy
E1=T§€ +,—5

-
Na regifo II’ 9'5 0, donde

1a 2
2 ar (7B = 0

cuja integragao dé\»
.

2 %
By
e

" Zm r= g, dada a continuidade dos campos, vem

¥ -

ls 28

ou ‘ R
pe i T

N } { 1
| R
Gonde > .
P p53
C —-Cj oy em——

gue combinada é_eqdécaoi;'

R

. R
fs El__dr +?-f %Zdr = 0,
1 B "8

peraite obter Cl 6 02. _
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r
f(r;—g+—%—)dr+f9—3-ar=o
Rl S - .

As integrais s3o diretas e o resultado &

)

S 1 i 101
. 1 2
4 substituicZo de 02 em fungZo de Cl'dé
2 2 3
| ps PR GG G4 AR
, 66 ~ 6 T s TR "R ‘Yat3g/=0
1 2
ps3

. .Com a substituigo dé_Cz-Cl por Fp- ‘e apbs algumas re

dug¢oes resulta finalmente

- 2 3 2
1 Hz—Rl 6& " 3 &Rz 2t

Tem-se entlo para a expressao de El(r,t),

| ' 2 3 2 |

. pr ! B ( PR, . ps ps \, (V1)
= T — - _ - N} boed
17387 2 Ry-R, © 6E T 3ER, 7 2¢ |

O campo E, com a substituigBo de 02 em funcBo de Cyo

2
torna-se
ps3 Cl _
B, = + == , e com a substitui¢@o de C. tem-se fi
2 2 2 1 =
3&r T
nalmente
3 2 3 2
UL U Wi S WO SN SN S P
= ” R =R R, ~ 2 e
2 361‘2 I‘2. RZ 3 6E 3¢ o £
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- PONTO DE CAMPO NULO -

Igualando a zero a expressio de El(r,t), venm

' 2 3 2
pro 1 Rl 32 ( pRl ps ps ) o
=< + 75 + - = N
3t ri RZ—Rl 6e 381&2 2¢&
e daf

™ 3R.R 2 3 g° 1/3_
roel e (- -2y | (V-3)
o | R,-R, ‘2. T 3R, T 6 o -

Verifica-se que, nesté caso, r0 depende do tempo pois

S= S(t)o
R2
Como a condic?o hf Bdr=0 implica campos positivos
R .
1

e negativos conclui-se que a condigao de curto-circuito

imple a existéncia de um:ponto de campo nulo entre R e

1
RE e que portanto ’
&r R

Rl -ro “ 2
O ponto de campo nulo sé tem existneia concreta den-

tro da regifio da carga espacial, regifio (1), pois o cam-

0 32 nédo se anula-no espago entre as placas e portanto

Rlc. ro < s(t).

Isto mostra que;El(r,t) tem um sinal em (Rl,ro) e o

sinal oposto em (roa(t)). " Da expressio de El em fungZo
.do ponto de campo nulo

3)

B %'Jig_(r;-r

| (V-4)
- 1 3r '
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verifica-se que para Ri&re r
5, <0, _
e para o sxT > T
Elh O.
 Como E2 é continuo com El e ndo se anula en s&r £ RE’
conclui-se gque
Y
EZ 0
Q0 que se poderia verificar também da. expressio de E2
em funclo de T '
By=—p (7o 1) o (v-5)
l3r . T

pois para roz s, E2> 0.

- GRAPICO DOS CANPOS ~

De Rl'c r <s e EZAO pode-ge obter um gréfico a-

proximado dos campos 0 qual vem representadc na figura 22.

1 ‘ ) g o
Xy .

=4

7 | | ” Figura 22
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- DESTOCANENTO DA FRENTE DA CARGA RESFACIAL -

Na equag®o (V-2), fazendo-se algumas reduges e fato~

ragdes chega-se a

932
_661'2(.& - R.)
2 1

2
E - e
5 (g ,RJ.) (254-.31), onde pgra r= s,

vem para velocidade da frente da nuven,

PR,

2 :
6& s (Rz-—Rl)

ds '
=2 -
dt = “2(8)"

(s---Rl)2 (23+Rl)=0 para

> 0. A frente da nuvem portanto desloca-se para a pla

ca R . Efetuando uma separagBo de variiveis ven,

2
6E(R. -~ R.) s2ds
2 17 df
* 2, =P
FRZ(Sle) (2S+‘Rl)
Integrando ‘
S sds o Py IPP“
3 2 53y  6&(R,-R.)) ’
s, (287 - 3Rls le) 2”71 o

chega-se, por decompasigBo em fragles racionais, a

R, S-8, L(S-Rl)ﬂ/9 28+ Ry 1/18
3 + So - R1 285+Rq
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Da equagio da continuidade e notando que P sé é fungho

-do tempo, tem-se
: EdP
dt = .y
a B
cuja 1nuegraqao fornece a variacZo temporal da densidade
de carga, id®n%ica agquela obtida em problemas planos. 'O

mesmo resultado obter-se-4 em simetria cilindrica.
Da substituicio, resulta

M 4/9 1/18
Rl(s-so) 5~ R <2$+Rl

1
+ L —L
3(3-31)(_90-le . l‘ 8~ Rl 2s +R

o 1
___;Eg___ 1 L
= e ?
C 6(R2-Rl) . Po_ ‘
gue pode ser posta na forma
R“(s- s)

"

. ‘S'R"s - )m

R 4/9 23+R MB- Po.v
- <; ;) <és 4-R;>

do a dependdncia de P em t,

ou, expglicitan

R (s-=s ) 7 o R

_ 2
eB(s-—R (s ~-R ) pp 6(32_31)
1/18 = l+ c

5- R, 4/9
(}s -rR;>

Esta expressio é suficientemente complexa para que ge ten
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o
[ 9]

liunea interpretagiio.

)

Fermite porédm achar-se o comportamento da distribuicgi

[#]

de cargas no caso do eletrodo puntual, isto &, aguele no
gual Rl-»o. Aqui ge justifica o ndo se ter empregado uni
dades reduzidas pois de

R — R N R o )
R - L B e bt = “g-§; R,.,verifica-se cque
13:6@ ) Rle 1 zl"ed Rl R2 2 ’ s
para Rl-ro, coterw.ge-ia ered = Ll e R2red =®, - gendo
que o valor cbtide para R, redugzido, R , & que desacon
2 2red =

celhcu a substituigZo de unidades comuns por reduzidas.

TFera Rle-O,obtém-se entZo para a expressio de =,

ct

3.
' PP

8 ) oo

_SO= 1+ € ( J-—u)

iiesultado interessante pois mostra independ®ncia em reg

ilacBo 20 eletrodo ‘externo.

Sob esta'condigﬁo, Rl-yO, 0s canpos e o ponto de camno
nule, equagdes (Vwl), (Vu2) e (V-3), tornam-se:

, . or
Tara r>0 . . r-*Rl-yO, e 32 + 0, portanto
2 o
ps (= _ Liyg ps s _ 1y 5
€r2 332 2 1 ER2 3R2 2 1

2
S 2= SN - R .
= & "3R2 -3 ) >0 4 e (O,ro).

Tara r# 0, vem com Ej 50,



~97.
r

‘ El(rlt) = EE

Como no domfnio de E,, r#£ 0, ven

953 -
E.= — 4 @ portanto
2 3%
' tem-se para os cempos
'R1+0
. pr .
El(r_,'b)=3-e- y o r <TES
ley 0 '
ps3 : _ .
E2= S s&Lr<eR
2
R 3€r

~ PONTO DE CANMPQ NULQO

Para o ponto de campo nulo obtém-se

1/3
( % _ 8. ).32

o - 1 3R2

‘que para Rl-)-O, a4 r0+0, mas r_ jamais poé‘f_é_ ger zero,

pois a condigdo de curto-circuito implica'a. eiisténcia
© de campos de sinais opostos e z, € a frontéir%%entre ég
tes campos, e se ro= 0 isto significaria campos de. wm

86 sinal na distribuigBo o que seria contrédrio i condi-
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¢Zo de curto-circuito. Portanto r0 ndo pode se anular nas

Dbode Tender para zero enquanto ¢ campoe na regido ’O,ro)

cregce linitadamente de forma a compensar o potenecial na

resiZo (ro, 32).

0 gréfico dos campos neste caso é o representado na fi

éj
gurae 23.

-~
o

41

T R TR

Zomo Jj4 se viu

Bl-b-O

o que leva a concluir cue a nuvem nic destaca da placa Ry,

& gual, neste case, resume-se a um ponto.

780 ocorre também descarga pela placa R e virtude de

1’

nio haver carga na regizo (O,ro), rois em virtude de r0->0

e p ser finito a carga nesta regido seria
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4% p3

307

P .
x +0
e portanto o escoamento das cargas sé poderd se verificar

pela placa R2 pois para ela se dirige a frente da nuvemn.

Este escoamento s8é tem infeio quando'a frente da nuven
alecanga a placa R2 e 0 1nstante em que isto se verlficazg

de ser obtido da equacgdo (V-G), fazendo-se na mesma s_.RZ,
obtendo~-ge entdo, para este tempo, ' o N

~
.

=33

1 Rz-so

ts°="';""( 3)
0 so

a partir do instante em que a frente da nuvem alcanga" a

placa R2 0 campo em todo o dielétrico é o da regiéq (l);
El(r,t).'_ | | S '
4 corrente de condugdo em r=232 é:. .
1= ppE. (R.,t),  txt
=P~P l( 2! ), ) SO

A carga que escoa até um ingtante ts'tSO pela placa R2 qg”

tém-se de
t .
q= f pPEl(Rz,t) at,
. tso | | _

onde pela substituigBo da express@o de El(Rz,t) vem,

q-_-.-—eg-f Pedt
t
8o
Ora P..——E%E;% a mesma densidade_no condensador plano, -
g o | |

para dE.O, pois P independe de geometrias.
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Portanto, vem para qg:

2 | ) |
P'PORQ t F'Po.t
1="3¢ Jﬁ 1+ = at,

tso

cuja integragi@o & imediata, resultando
p R

0 2 ( L 1
3 pots°+-l L+pt

—
-

), 'tﬁ'tso

Como a carga no dielétrico ndo destaca da placa Rl, enche

portanto todo o dielétrico quando 2 tg,, ocupando entZo
4 R3

um volume constante 3

A carga no dielétrico, para t&‘tso tem por expreesao

3
4Ry
3

a(t)=p(t) .+

e 86 se tem g(t) =0 guando P(t)= 0O e como isto sé ocorre
vara t=w, conclui-gse, consequentemente, que o escoamento
de toda a carge espacial pela placa R2, a partir de T=tgys
s se completard em t= w.

B portanto, na expressdo de ¢, para t=2 tso’ fazendo-se

t=m, vem o
Polto 1
3 1+-potso

%o

Substituindo-se nesta expressao o fator

R% - sg
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e depois:efetuando-se_algumas redugGes, resulta,

3
q Poo
. N
_332

Sendo esta-éargg a que descarrega por unidade de 4rea
pois resulta da integrag¢fo da densidade de corrénte, con

clui-se que a descarga por toda a érea'dé‘placa,4ﬂm Rg ,
deve ser, '

2. :
QO(.>=:4‘WR2 q, » ou

4 &3 | : S
O I

= q = carga espacial inicial -+ '
Po= 9%

_Qoo =3

‘Toda a carga descarrega entdo pela placa Ré,o:yze sig
nifica que n&o hé descarga pela placa R, 0 que estd cor-

~ reto pois em (O,ro) ndo héd carga deade que r +0.

~ RESUMO DOS RESULTADOS -

(1) A distribui¢Bo em caixa é solugBo do problema, a den

sidade de carga variando de acordo ¢om a relagﬁc,"

Bo
1+ pot

(2) A densidade de carga, p, independe de geometrias. ¥
a mesme nos condensadores planos,vesféficos ou cilig
dricos desde que as condigles fisicas sejam as mes —

mags.

(3) 0 ponto de campo nulo depende do #empo. -



(4)

(5)

(6)

(9)

com exce¢dao do item 3 porque para R

-102~ . -
O campo na regifo sem cargas, para t= Cte, decai com
2 te ”
1/r° e para r=C é fungio de e e s e portanto do

tempo.

A frente da’ nuvem g6 pode deslocar-se para a placaR2

pois o campo na regifio sem cargas & sempre positivo.

A descarga se verifica pelas duas placas, pois

E < . 4 j
l(Rl,t) 0 e El(Rz,t) 3 0. Na placa Rl’ a partir d

t= 0, e na placa R, a partir do tempo de trinsito que

2

¢ o tempo que a frente de nuvem leva para alcan¢ar e

ta placa.

A4 descarga s6 se completa em t=m.

O ponto de campo nulo 8é tem exist@neia concreta quan
do ocorre na regifo de carga espacial; no nosso caso
isto significa Rlé roé s(t).

4 condigdo de curto-circuito implica na exist2nciad

um ponto de campo nulo na distribuigdo de cargas.

- CASO PARTICULAR EX QUE R, +0 -

T'zste caso os resultados sdo os mesmos do caso geral

l-yO, ro-'rO, e do

item 6 porque agora a descarga se verifica apenas par uma

dag placas, a placa externa.

Jutra distingf@o entre os dois casos é que na  placa

Rl 0 h€ agora um campo de altissima intensidade

R ,t) 4.
El('l’) o
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SINETRIA DO CONDENSADOR ESFZRICO. C
ABERTO COM vo;! O e o040

CONDICX0 DE  CIRCUITO

As grandezas utilizadas s@o reduzidas e as demonstra.

¢Oes de sua obteng3o sHo deixadas para o ap&ndice

Figura 24

En virtude de ser o circuito aberto, eatfo J= O. En

(2% vem 3E2

como esta é a regiéo sem cargas,

P:O . .
OHo

esta é uma equag¢Bo diferencial linear de coeficientes ans

tantes cuja soluglo &



-105-

Da equagdo de Foisson,

‘ 1 d 2
verifica-se que
r2E2= constante em relagdo a r.

¥a regifio com carga espacial,

2}/

_ 2

1 a |
v. B = 2 ar (rE)) =p

Iz

integrada esta expressio, obtém-se

3
2 by
r El==9§— + G,

onde por um procedimento andlogo ac empregado quando o=C
chega-se a

3
E b ¢
= + =
2 332 ,-r2
Tzra t= 0, tem—ge
€% (o) _
s -Ut r f
. = 3 - 3 T =X
gue substituida en Ey=Eyy y d
P53
0 9 C({C -0t
E2=( 2 + (2 ) e
3r

L obtengBo de C{0) realiza-se da geguinte forma: empregan
domse a condiglo de contorno

R

R, E (r,0)dr = vo =1,

em t= 0, obtém-se

){il‘:;;, :
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cuja integrag3o dd para C{(0):
r 3 2 2
Poso lOoso PoEl
C(O) = 1+ R IR s € consequentemen-
-t E

te vem que

3 3 2 2
- o%o py (1 Po®0 Lo PoRl ) { -0t .
By=| — 5+ YRR ot T "e (VI-1)
3r iy ' 2 ’

tag

. . 2 .
decai com 1/r° e exponencialmente com t.

- OBTENCAO DA DENSIDADE -

Da equag@o da continuidade

gi v. (pm + 08 ) = 0, =admitida a exatidio da

distribuicdo em caixa, P(r,t)::e(t), vem

. ¥ >
e da equagao de Poisson, V.5 = o, obtém-se

--+ (p+o’)P

Esta equagido jd foi obtida no caso do condensador pla.

noe obtendo-~ge
dpoe"dt
= : - ({VI-1')

o po(l- e_gt )

- CALCULO DE E_(r,t) -

Ba (1), tem-se

J::.PJ‘.': +O"El Bt
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td

1 +

pI‘
3

E
by
ok

A equagio J

vilineo, quer o= 20

l o

C(t) = c(o},
o)

onde por substituicBo de C(Q) obitém-se,

©

3 2
c(+) fL - poSo Poso poRl
=P L+ — +

~ CALCULO DE s{t) =-

Para se determinar s(t) utilizas-se a relagio

ds -

a5 = Ep(s)s

oriunda do concelto de mobilidade.

Q-!QJ
et iR

1= O quer o condensador seja plano ou cur

ou o£ 0, leva sempre & relacio:

Fazendo na equagdo (VI-1), r=s, vem para a relagZoacl

3
x |
=-——-12 l: °3°+ c(o):)e‘”
] A

Verifica-se entZo que a velocidade de deslocamento da

frente da nuvem decal exponencialmente com o tempo.

_Integrando 5 3

< 0
0

P8 +t ;
2 0 0 -0%
[sfas= (2w oo [ e ar



resulta -
Po5s t
3 33 ,P% -
57 = 87 f > ( 3 f c(0)) (1-e )’
r 3 “1/3
S = ls3 + 3 (POSO + ¢(0)) (l-e-dw) i (VI-3)
._! ot g 3 . J K]
|-
~ 0 3 ~1/3
S 13, 3 /oo
Para t=w, §_, = {__So + 5 ( 3 c(o))

V8-se que S 4y é, em princivio, sempre finito, diver-
samente do caso em que O= O em que 8 4y é infinito, ando

ser para s =1 .
o) o)

~ CALCULO DO PONTO DE CANPO NULO -

Qbtém-ce o ponto de campo nulo de forma usual, resul-

tando

~ 2 2 3 1/3
p s It P S
z 3 ( O 0 o 1 o O ‘i (VI—- 4)

° 1P

r
o
N

.

Verificou-ge enitfo que rb independe do tempo, resulta
Go este obtido até agora em todas as geometrias sob con

dicdo de circuito aberto.
Das relagldes (VI-1) e (VI-2), equagles de Ez(r,t) e
E {(r,t) e da equagdo (VI-4), expressBo de T s & féeil

achar-se El e EZ como fungZo do raio de campo nulo.

e
B =—5 (r’-1)), (VI-5)



Com a obtengfo de C(0) em fungldo de T

0Ts
C(0) = - ?3 , vem
nara Eg’ o
| E == (s2-13) " (VI-6)
: 2 3r2 0

A condic¢Bo de existBneia do raio de campo nulo é gque

»
' ro esteja situado nos limites da carga espacial, iste é,

no caso de circuito aberto,

R.£r s
1 o] s}

IN

isto para carga que nao destaca da placa'Rl, pois quando
a carga destaca esta condigéo toma a forma

£r £ 8

$10° 0= P20

Isto para circuito aberto, em que ro=.0te no ‘tempo.

Em curto-circuito como T, depende de t, se deslocando en
t30, a condigBo de exisi®necia é:

er ()€ s(t
R &x (t)€8(t)
para carga que nio destaca da placsa Rl e

£ <
NOPEROEENE

para carga flutuante.

-~ Sinais 4d0s campos -

(a) Pararozaroé-Rl, verifica-se da eqguacdo (VI-H) que

o

¢ continuo conm B e nao mi-

da de sinal, também E_> 0 e os campos sdo positi-

El(r,t)a.o e como E2

2
VoS,

'
1
]



(v)

(a)
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Para Rl‘:ro < 8, conclui-se, pela equaglo (VI-5)que

\

bara (R 0);

T Eléo, para (ro,s )y B. 30 e como além

1

de s, temwse E2, ten~se para este E_a Q. Cs campos

iy

rno

sfo negativos até r, e positivos além.

Para r 8, como El(r,t) gé existe no intervalo (&,,s),
ade
ten~ce que Eléia e por consegudncia E2470, istc é, os

campos s&0 negativos.

e .3
' . . foa 13
Parsg _{‘O.d O, I'O-_-,—. [I'OE . » ﬂ.rl'_': 5 (I' + lrol ))O e
3r
P
32=-—£% Sg+ ]ro]3 )20, os campos sBo positivos. i

sicamente o ponto de campo nulo ndo existe nos casos
)
(CU’ (C) e (d.)-

Para r imagindrio terianos tambénm El e E2 inaginérice

Da relagdo (VI-3), vem

ir' 0 -1/3
o '¢3 ‘o c'3 3 -0t
o= iuo + o ('-'0 - ro) (l"" 1 1 (XII_'?)
- -
1_44’& t:m, vemn f_' j1/3
s , = |8+ Co (s = 3y |
max { o o ‘o ) J

8 . =8 = (Cte
max 0

¢ a frente da nuvem nZo se desloca, 0 gue ocorre também pa
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ra 0 cago em que o= Q.
Para 8 %ZT_, 8 £ s e finito diferentemente de
o" "o méx )
o= C em gue, nas mesmas condigles, sméxyfso porém infi-
nito.

Isto significa que para o= 0, quando soiaro, a fren-
te da nuvem sempre alcanga as placas a0 passo que nas meg
nas condigdes, s = r , para o£ 0 como s & finito

o) o} _ max
pode~ce ter s a R ou 8 <R ¢ a frente da nuvenm
méx~ "2 méx 1 > ‘
alcanga as placas mas pode também ocorrer que Sméx" R

2

ou Sméx:iRl ndo aleangando, neste caso, a frente da nu

vem, ag placas.

Isto ocorre devido & condutividade que mobiliza car -
gas de sinal contrédrioc ao da carga espacial contridbuindo
para neutralizagfo da mesma; em escala tanto maior quan-
to maior é o,

R a nuvem se detém antes de

.
Fara S néx RZ © Sméx; 1

alcang¢ar as placas, mas neste instante nZo hé mais car-

gas no dielétrico pois para t=w, p=0.

1=

~ CARGA QUE ESCQOA PrLA PLACA R

Sendo ERl 0 campo na placa interna, a corrente de con

ducdo nesta placa é
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Da exyressac da corrente total em R

l’
J i s 0
. = 1 - TS o=
By R, . 0%
Vel
Eﬁl
i =
T
Rl 0

FPara gue haja corrente para a placa interna i._. deve
L

L
ger negatvlva, porsanto
. BERl
- 11:) l = e o
J.Lli ab
- I
integrando, vemn
t 5 ~ -
‘ l
i dt = Ay = (B (R, ,t) -2 (R.,0
f z Rll f LR Ll(*l’ ) —Jl( _
o
- Y
Q. =2 (R.,t) - Z.{(R.C
2, = B (R0) 2, (7, 0)
i
Qﬁl ¢ a carga que escoa por unidade de drea da placa

interna, por provir da integragio de uma densidade de
corrente.

Da equagdo (VI -4}, podemos achar

: e
S = —= (R3_.r3) - = (RB_ r3), e Tinalmente
R 2 1 0 2 L 0 _
1 3Rl 3Rl

ou, em fun¢Zo do temyo
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(I'3— RB) O,P e—O“l? .
% 2__.9._.5._}__. o, - — , (VI-8)
1 3R] T+ po (1o )

Consideremos novamente a corrente de condugdo

i = O’) E
! P R’

Fazendo r= R, na equagao (VI-4) e substituindo na re-

1
lacdo acima, venm 3 3 |
(RY - x7)
ip -—A7?2-9(9+GW} ou
1 o
(r2-r)
. : 0 1 ,
ip =- 7 elp+ o)
1 | 3Rl
Para que a placa Rl receba cargas -é necesslrio apenas
que i_ <0, o que ocorre para r A R_, isto é, que o pon-
Rl o i

to de campo nulo esteja situado em qualquer posic@o além

da armadura interna.

DESCARGA NAS PLACAS NAS SITUACOES EM QUE

8 =T , 8 &Y € B AT
o "o’ o o o~ "o

(&) s =T

Neste caso o escoamento se verifica sob a condigio
8= ro; isto é, com o ponto de campo nulo coincidindo com

a Ifrente inicial de nuvem.
Quando 8 =T , verifica-se da equagd@o (VI-T)



1.3 P, 3 3 ~t |
;;_.{QO-I-O_, Sow—.s. )(l-—-e ,'% [
- ol

que s{t) = 8. = congtante no vempo e portanto a frente

wven nao se Gesloca e concequenteomente o volume 0GR

gidede se reduzlr a zero o gue 86 ge verifica para i=

da

3.

o gue ge pode concluir facilmente da observagdo da equa

¢to (“2-1'}.

Da equagdo (VI-8), equacgfo de ¢

- s Dara s, = kR Como
Iu G
1
¢ esccamento total pela placa interna se vevifica en
t=w, chega-se &
' ;2 3y
p {7 -27)
Q. = o' 0 1
i :r2
.
-1
& carga escoada por todae a 4rez da placa seri
2
qu“lRl {:r:‘ ? e,
EYY
1
A,,’n' -
“r 2
Q= = (E’J"R'T‘> P = a0
3 0 1 0 ¢!
n toda a carga espacial escoz pela rlaca interna,
() § ¢
e} ¢
Feste caso a Irente da nuvem caminha pera a placa R,

o gue ge ve de

asg O ’ 3 \ -0t
as . 2 Yo7 "o’



Apdés algumas modificagles em QR vem
_ X

| (rg- Ri) P, (T+ po) (1- e 7Y

Qg = _
R, 3R§ -0ty

o+ po(l- )

Agora sera determinada a carga que a placae interna re

cebe enquanto a frente da nuvem se desloca até s= Rl

Seja tR o tempo em Que isto se verifica.

L

Da expressao de 8 se tira

3 3

-Utﬂi o Rl"?o.
l-e =

PO 83-—1'3

(o] (o)

que substitufda em QRl e aps algumas redugdes conduz a:

3

3
(o'+ po) (so- Rl

— 1
%, 2

3Rl

Para toda a placa, por razdes jé& expostas, resulta,

Q= =3~ (52 - Ri) (o+ Po) , ou, desdobrando,

4T

4T, 3 .3 4T 3 _3
= (So"Rl) Po T3 (so,ﬂ Rl) o

Q=3

Constata-se ent@o que, no caso sot,ro, descarrega pela

vlaca R, mais carga que a carga espacial inicial, fendne

1
no este explicado de forma anéloga équele observado no.
condensador plano, na secgao II, e que consistia em con-

siderar que o excosso de cargag de mesmo ginal que a car
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A descarga se verificard. entBo pelas duas placas, pg“

is o campo na placa Rl & negativo, El(th)A.O.

Sejam %o © as cargas situadas em (Rl,-ro) e

20

(ro,so), respectivamente. Entao'qlo = q = carga eg

* 20
pacial inicial.

Do item (a), caso em que 8 =T , sabe-se que a des—-
' carga, na placa Rl, da carga localizada entfe e} ponto:b-
campo nulo, X0 e esta placa, & igual & carga situada
nesta regilo, (rO,Rl), ¢ como, na situag¢Bo atual, a5 é

a carga nesta regifio, a descarga em R, & igual a

%0

VamosAdeterminar a descarga da carga g20 na plaga R

1
2'
Suponhamos gque uma carge espacial fiéticia ocupd a re
~gido (ro, R2) e seja on esta carga, em t= Q. |

Seja QlO a carga espacial, também ficticia, inicial~
mente enm (so,Rz).

Portanto, Q

20'Q

10 = %20
Como a fronteira da carga QlO marcha para a placa R2
tem-se gque a sua descarga‘obedece a um processo semelhgp_

te ao do caso 904:r°; item b, e portanto pbde-se esScrem-:

«ver para'a sua descarga, na placa R2,Q2,g#

so.)c'-

oo Aa 3
2= Qo+ 3 (B; -

0 escoamento de Q.. situado na regifo (ro;Rz) obede

20

ce a um processo andlogoe ao analisado no item (a), caso

27 é entdo Q

s°==r°, e g sua descarga na placa R 20
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d
e}

zents do cédlculo da carga que



Do exame de

4 (3 pdy o AT g3 3y
Q=3 (so-Rl) Po="3 o'(RZ-so), verifica-se

que, neste caso,_soahro, a carga total é menor gue a car-
ga‘espacial inicial, devido & condutividade que neutrali-
za parte da carga espacial.

Esta ocorréncié tem explicagzo semelhante a0 caso coX-
respondenté do condensador plano com condutividade,secgaoc
I1I, através do conceito de mobilidade 'das cargas oriﬁndas
da.condutividade e.dalevasﬁo_ou penetragdo destas cargas'

no volume da carga espacial

- IZEPO DE DESCARGA -

Para s =T @ descarga se completa em t=0, pela placa

Rl.

Quando sodzro, diversamente do caso em que o= Ono qual
o escoamento verifica-ge sempre em tempo finito, podem
ocorrer duas situagOes:  escoamento em tempo infinito se

8 >R, e deslocamento em tempo finito se s <R
méx 1 : ‘ m

dx L.
l'

Quando so-Lro, distintamente da situagBo em que o= o,

O escoamento agui também se verifica sé pela placa R
S

quando a frente da nuvem sempre alcanga a placa Rz, podem

ocorrer dois casos: a frente da nuvem alcanga a placa R2
se s 3R, e nao a atinge se s <R,.
méx "~ "2 - g, méx 2
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Ha condiggo sméx"a 0 escoamento se completa em tT=w

2

sem que a frente da nuvem alcanga a placa R Neste ca-

2!
so a transfer&ncia de cargas se realiza pelag duasg pla.-
cas.

Quando s AR a frente da nuvem alcanga a placa R

midx "~ T2 _ 2
. em tempo finito, mas a descarga sl se completa em tempo
infinito pois as cargas no dielétrico tendo por expres—

S5303 q(t)==p(t)..v,como V= Cte, sé virao a se anular pa-

ra P(t): 0, 0 que 86 se verifica para t=w.

- RESULIO DOS RESULTADOS -

(1) A distribuigBo em caixa ainda é solugZ@o para  qual-

guer tempo.

(2) A densidade de carga independendo da geometria do con
densador é a mesma do condensador plano na condiggo

of 0.

(3) O ponto de campo nulo é independente do tempo e tem

a mesma expressdoc que a do caso em que o= Q.

(4) O campo na regifio sem cargas varia com r segundo >
' iy

e ainda decal exponencialmente com o tempo.

(5) A velocidade da frente da nuvem decal exponencialmepn

te com 0 tempo.



(6)

" pela placa R

(7)

(8)

(9)

(10)

121l
Nos casos so= ro e 304 ro 0 escoamento se verifica

, € quando so-\ :;'o pelas duas placas.

A descarga se completa em t=m em todas as gituagdes,
com apenas a excecgdo do caso em que sendo saé:r-Q tem-

"a

-Se sméx‘ Rl'

Apenas no caso em que a°= ro, a carga total escoada

~iguala & carga espacial inicial pois nas outras condi

goes ora § maior ora menor de acordo com as suas Come

binagOes com as cargas oriundas de condutividade.

O escoamento oriundo sd da carga espacial & gempre in

ferior & carge espacial inicial.

Quando 0« r & R, os campos s30 positivos. Quando

1

| R -cro 08 campos podem ser positivos e negativ'os ge

1

r.£r 4 g
o

1l

Quendo r < 0, 08 oampos sao 86 positivos.

e 86 negativos se I S8 .
o! g | o 0
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- SECCAO VII -

Demonstrag@o de gque o modelo da caixa & solugfo exata para

o condensador em simetria esférica

Esta demonstracdo faz-se por meio da confrontagio en-
. 89 ps 13 -
tre as expressoes de at obtidas utilizando-se dois pro

cegsos diversos.

12 Processo: Desenvolvimento pela equagdo ¢a continuida-

de que & uma expressio geral, independente de modelos.

Pela equa¢do da continuidade

3f >
3t ’
vem
g‘e':-v.?, ou
dat
ap 1l 4
at = " 3 ar (£
T
Integrando, vem
R R
L ‘f‘2 av = : L 4 (r2')dv
at pav = A +
1 2
R

2
dv = q@ = carga espacial contida nodie
P _ e

1
1étrico.
Ry
dg _~f 14 ,.2. a2
3% = | Za (r®i) . 49 r“ar
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R

1 | T
%% = 4‘ITf | d(r?i), portanto_%% = 4T E:'2:L:l , e
- R2. . _ ' . 7 R2 :

d 2. 2. o
'd‘%a 4T [Rll(rl,t) - 321(122,1;)] _ :

e R, sdo:

‘As correntes de condugdo nos pontos R, 2

ARy = p(R,8) By (R, 8) ¢ 0 By (R ),
'_ 1.(122,1;) P(Rz,if) E2(R2,t) +_' o E.2(R2.,.t) , '_
_....Como p,(Rz,t); 0, vem que | |
. i(Rz,t)= o’Ez(R2,‘c)

E portanto apbs substitui¢Boc das expressces das éor—_

~ rentes de condugBo, tem-se para,%% :

- | ggh . 2 . 2 . .
ae= 4T R (p+ ) EICRl.t)_-4‘1TR%o*E2(Rz,t), (4)

Esta expressdo obtida partindo-se da equaqﬁd da cone
tinuidade serd denominada expresaﬁq (4) para que seja fa
cilitada a sua localizagBo quando se fizer necessério o
- seu confronto, com a expressio obtida pelo .22 processo.

%% ser4 determinada pelo modelo da caixa (caixa esféri-

™

ca, neste cago). -
‘q(t)= P(t)",v(t)'

:'Esta;é a expressdo ‘da carga contida no dielétrico em

4
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um tempo gualguer, pelo modelo da caixa, isto é, P(rnﬂ =

L= P(t). .

_Como a distribuigHo §é esférica tem-se para V,

4 <N

V(1) = £ (s7(1) - &)

Derivando a express3o de q(t), tem-se

dg _ 4P av
at = at |t P oay

ap P g aa ap. . »
at obtém-se da equacio délcontlnuldade, Tl P(P*fd)‘
av 2ds , dq
B — = 4] g =5 5 s
como = 4 s at vem entZo para at
%%:-P(P-b-d) V4 4T Psz %g .

wioo 98 l P dg : =
Mas I% = E2(S)’ e dai que dt-:-p(efcﬁ V+i4qTq5u2(S) (B)
(B) serd entio a déﬁaminagﬁo desta expressfo obtida pelo

modelo da caizxa.

Vamos provar que (A) e (B) se equivalem e para tanto
serd demonsirado que (B) se reduz a (4).

Sejam as expressdes de‘El e E2,

3
g o, o)

Para r::Rl, tem—selpara E

1!
PRy o4y
3 + P2 y €

B, (R),%) =



-~ Como
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.' 2 I
o(r) By B(RpY) emp
= - y
2T 2 T
- donde viré para Eaz' '
| 302 3
,E : ps ) l l(Rl,t) . PRl
2 31‘2 ) r2. g2
 Para Ta g, vem
| _ s V8 3
: R
2, 4 P£% 0 PH o 5
.B_.E2(S)= 3 - 3 + Rl El 1!13)

R L N N B T
& Bpls)= 3 (s "er”,r"_‘lEl (Ryot)
E (s> R3') n - .:'vem '.
K ; .

- 92}':‘. (a)-.:_—q*-+ R E (Rl,t)

. que substitﬁ:’.da ‘em dq/dt dé
.g'g'n— p(?-r-c‘) V4 4"ITp [ + R E (Rl,t)]
4 . - pd - O°q + pq_'+ 4mPR1El(Rl't)’i e dai

dg o
FE=- e ma R} _El(R;,t) e

. _Pelo teorema de Gagés:

q=f E,ds=) V, Eav .°,
87y BT
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Q= 4‘"'[' d(r 8), donde
Rl'

q= 4‘“[ 2 2(32,1:)-. = (Rlvt)]

cuja substituicdo em -g-% dé_oomo r.esultado,

Y4 __sqy R2

e 2 (7
a6 _ 5 2(R2,t)+4 o’R 1(R1’#)f

5 |
+.4‘TT o Rl.— El(Rl’.t,)' ou

2

5 Ep(Ry)t)

g _ 2.
d,c..4-‘lT(P+'o’) Rl'.E ’G)-fl-‘lT o R

I'.'Iéts egta & jus:tamente_a g:'c.press'élo (4) e obtida agui
a parsir da express‘éé (B). - (4) e (B) portanto seequi
valem o gque gignifica que o iﬁodelo de caixa é exato,
pois (A) provém de-uma‘expre%s'éo independente de mode-
los e é tanto mais exato quanto esta eguivaléﬁcia foi

obtida sem aproximagdes.
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- SECCAC VIIT -

SIVETRTA DO CONDENSADOR CILINDRICO
COWDICAQ DE CIRCUITQ ABERTO COM Vo;!O e 00

Em (2), regifio livre de cargas, tem-se P(r,t) =0, epe

'7'1a condig8o de circuito aberto, a densidade de corrente

. 'nesta regifio, deve ger

bEz(r;t)
ot

J2= O’Ez(r,‘t)-i-. = 0 .

- donde por ‘separagBo de '_'variéveis, 'v_em_ o

dE,
'-ﬁ-.g' = b O’dt,

2

" =']!!‘i'gura-éti-_ L I
" integrando, obtém-se | EETIR S
o R
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Ainda nesta regi3o, tem-se para a equagao de Poisson

B _
Ve By=T o (FE) =0, e

rE2= constante em r.

Na camada ocupada;pela carga espécial,
P(I‘,t) P!O

e da equag&o de Poigson para esta regiZo,

= 1 4
pr2
r El==,§__+ C

Devido A continuidade dos canpos na fronteira, r=s, en

tre as regiles (1) e (2), tem-se

sEl(é?z sEz(g), e

a
N  ——— o =
Sul(S) , + Q sE2(s) rE

2 2

em virtude de ser rE, independente de .

2

Resultando portanto para B. e E.:

1l 2
T 4
Elg-g-f ;‘;
. e,
E2=;2r T

Para t= 0, tem-se para E20

2
_%%  c(o)
20 2»  r ?

portanto



wl29=

. 0% g ot
- E2= “op 'I' r ..8 _ o

~ Da cbndigﬁo'de-cbntorno

R

0 (2 R
f El'(r,o)dr +f _Ez('r,O)d_r = 1,

R

g | _ 8

-0

. obtém-se C(0).

| ie:; _Com a substituigﬁo~das;expree§898 dos campos, vem

so- ox c(o). = B, 0 o2 "0(0) . _E'fﬂ;; s
f (5= + Spar + f (e Baren,

B T

" donde

1

c(0)m By [1-H

vindo para Eé,f

P 8 ”p 32 -p Ré .p 52' R : <
illl00 roo0 ol 'oo.,_ 2 -0t

e Determinagdo de El(r,t).f'

' '__.Na obteh930'de c(t) parte-se de .
o ' ; '. ; ,f':f--'- S _i ‘“ ;-
oE

T T
PR IR O

' utilizahdosae ainda.



e a eguagao da continuidade
dp ‘ '
3t p(eqto’) =0

Chega-se entfo da mesma forma gque no condensador pla

no, seccdo II, a

= O o.o
6(t) = 5= c(0)

, o
R s2 . 2 "
c(4) = .?__J; [_ P%{ o, _P(’fl - Po2sc2> 1 EE.:]
Po ‘o R 5o

e daf obtém-se para G(t)

2 2 2
pr PRy PoSe  Pof1  Po% _ R |

~ RAIO DE CANPO WULO -

Izualando-se a zero a eQuagﬁo (VITII-2), vem para o raio

de campo nulo, ro,

2 2 2 A1/2
row |- E-R—l (1 Po% + Polty - Po% L E% ) (VIII-3)
0 £ 4 .4 k 2 8, ! :

A expressao de ro confirma mais uma vez gque sob a condi -
¢io de circuito aberto ¥, independe do tempo qualguer que
seja a geometria utilizada.

Campos em funcfo do raio de campo nulo

E, em fun¢lo de x -

1 .
Seja E.=—«+ M



L Vindo portanto para B,

“._4E2,como fungao Qe ro

e a0 2

131,

- © Para r-rc"-,‘-.,vem

e PP o(t) . o
Tzt =0

: . o 7o

. donde se tira -

K
"’Io [

ot = -
= (rz_rz) » L (vimmay
By TR o TR

e o,
eﬁﬂﬂriﬁw,vm_
o P .
r -2 _L_l | *";5
Po " o ‘

)

- By= 2r

Sinais dos campos, p: 0
| (a) Para 0< r <R, , da‘equag"éo (VIII-4) conc_li:.i—se -que -

-E (ry,t) >0, pois E (r,t)- tem 'v'alidade 86 no interv_q__'

' 4

"‘rlo (Rl,s), sendo s Rl

Como E2 é continuo com E (r,t) e ndo se anula no ipn

tervalo (Rl R ), ou melhor, (s,R ) resulta q_ua E2>O :
‘.e 08 oampoa sao positivoa. el |

S

B c(o)... g =, donde resulta para E.2,= e

2 (lDe 0t s



(o)

(c)

(a)
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¥4 £ R & T
Para Rl ro so, entre 1 © ro, El 0, e entre ro e

8, E12>O e por . consequ®necia como além de s tem-ge

Eyy E

E, > 0.

Os campos sao negativos até ro e positivos'de rozﬂé

R2.

Para r a s
0 0

Como a frente de nuvem neste caso desloca-ge para a

placa interna, placa R tem-se que s« Sb e roh-s.

l’
Para este caso El(r,t)é O pols o intervalo de exis-
t8ncia de El é (Rl,s)'e r 8. Por razdes jad ex-

postas, também E2¢:O._ Os campos sao negativos.

Nos casos (a), (b) e (c) r foi considerado real e
positivo, mas como r0 é igual a umé raiz quadradaggr
de-se considerar o caso em que seja imaginério pura.
Para esta cqndig%o Ve ro=»ib, que substituido na

equagdo (VIII-4), d4 para El(r,t):

(r24-b2) > 0, e para E

B, =37 27
E,> 0.

Os campos sdo entd@o positivos para r imagindrio.

Nos itens (a) e (d) a carga destaca da placa Rl e

nos itens (b) e (e¢) a carga n3o destaca pois os campos

na placa R

1 sao negativos. Apenas no item (b) ocorre a

existéncia concreta do ponto de campo nulo, nos outros
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se tira

OIIOJ
28 { &3]

Para que ocorra corrente para a placa Rl deve~ge ter

ic=- Iic[_éO, e dai

11=5

T 9t
cuja integragao dé, considerando-se a corrente na placa

interna, isto &, r==Rl,

. |
.QR; { liclat=2 (R ,%) - B (R ,0)

Com a substituig¥o da equagBo (VIIT-4),do campo El(r,t)

para r=Rl g, T=0,t = t, wvenm

1L .2 2 -
QRl=-2-§I (R, - ro)(p-po) (VIII-T)

Esta é entd@o a expressio da carga que ge transfere para

a placa Rl em un teﬁpo qualquer 1%,

~ DESCARGA NAS PLACAS -

dt)

0 2 2\ - -
De 8 =g -i-.c,(so-ro)(l-e ,

verifica-se que, como
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IOO ~ . _d’t - .
— a2 0, i Z >0, para v 0, guindo oz Lo
o2
s >r , ven
O 4
(= U) S 3 ¥
o}
conciuindo-se porvanto gue, neste caso, a frents da
nuvem caminha para a placa externa.
! !
{
! :
i
|
e bR
1 L2
|
!
%
i
!
|
!
}
i
s
: |
Figura 27 i
- |
(L) Chlculo da desczrga na placa 22
Azora gerd determinada a deccarca pela placa 32,
da cargza inlcialuente situada entre r e £, 2
0
cuja frente dirige-ge nara 32.
Seja €. 0 vempo que & Irents da nuven lava para

2

alcangar a placa Bﬁ.

[(V2N

O campo en R aunds T
i 2"“... .R’

2
> ~Y P [-\2 rz\
2 il oz N il -
1 et E g M T g
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pois a distribuiglfo dos campos no dieldtrico para

t 2 o é a mesma de El(r,t) 0 que pode ser prova-
2

do calculando~se os campos dentro das novas coandi
¢Oes de contorno.

4 descarga na armadura R, entre t. e 5, &,
2

a= | (p+0) E (Ry,t)at

L
RE

Cor a substituig¢io da expressio de El(Re,t), ven
Rg—rirt ]
q=—-'2'§2-— ‘:{ e d‘t+cff Pd'l: I
L R, 32 J
Da equa¢@o da continuidade ven
2
e dt= = dpdt-dp
cuja substituicfo na expressdo de g e consequen—

te integrag@o resulta em,

R2

...I‘2
2 .
g= T S [P(tﬁz)_i)(t) ,t 2 s,

Para t2 t_ o volume ocupado pela carga espacial

R
2 3 o3,

a partir de T é sempre o mesmo,V(t}_ (R
= Cte, dai que de

Qlt) = p() . V(%)
carga entre r e 32, verificar-se qﬁe Q(%) =0, sé

se P(t): 0 o que ocorre para t=w. Entio a des-



- £t e 4 U n s meo meieme e
cirga pela placa X se sfetua en T=m, e & suz exurecsic

e

é entio,

a eguacfo (III-6) exprecsio de =(%), ra

£o
4
[ 3
O
w
Gl
n
3Y]
o0

KR
V]

t. , obtendo-se
Il

2

2 2
-t A -~ g
S Rp g’ 2 0
l-e =5 oS e
Po g a1
) 0
. o )
- Ty Rh-— -
Rp 2 o 8,

Q
-0
o
@
i}
Q
-0
o
i
Q

cuja substituigZo na expressfo da densidade, equacio{Ti-2),
d4;
2 2 2 2\
P (8" 2™) 0o (352 &7
p 0 0 0 2 Q
\'t ).:’-
P R, 22
27 7o

~ -
1| 2 W2 200

Tom T (e 1r7) - f:u--s

© 2k, L_Po( o™ Yo’ T o{j

~ ]

Como esta € descarga por unidade de drea, pois venm da in-

—~

tegracao de uma densidzde de correnie tenese gue, rara =

]

descarga por toda a drea da armadura externa, de sliturah,

‘& expressio acima deve ger mulbvislica

[o

2 por Z9lR h.

Ubtén-se entlo para a descarga por vods a

Tin
Lt
[¢H]
49
(o)
o
o
F
'Qé
jol
S!:’.

rg Rz,
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2 2 2 2+,
= ‘Tf(so- rb)hpo-—"ﬁ (RZ— SO)HG’ . (1)

~Teorema alfaw.

€3]

4
[N

Este resultado pode sar generalizado sob a forma de
um enunciado geral: "A descarga, de uma cuargae esya-
cial localizada entre um ponto de campo nulo, ro, e
a frente de nuvem original, so, na placa R, para on

de a frente s(t) se dirige & igual i:

Q“-‘-‘- qé) - V(SOsR)

onde qé: carga inicial em (ro,so),

V(SO,R) = volume entre s e a placa R, e, o= condu-
tividade intrinseca".

Vamos chamar este teorema de teorema o {(alfa).

8l

Céleulo da descarga na armadura Rl

A carga que val descarregar na placa Rl & aguela s

,rD) e a esta podemos aplicar o

I

tuada na regiao (Rl

teorema o desde gque consideremos a superficie da az

ca espacial junto & plzea Rl como uma frente de nu~

vem, que no tempo t=0, representaremos por sé::Rl.

Aplicando agora ¢ beorema «, teremos que a descarga

(1328

pela placa R, da carga situada enm (s' l,r )

1

= 1 1
Q =, - V(sl =R ,R) .0

sendo 94, & carga espacial original enm (Rl,ro).

10

Como ' V(s' ,R, ) 0, vem gue

l



-~

o'

S

~ ,..-( 2 1-12\~ ~3
G = qp =7 {r_~Z)ngp (2}

) o
z -- - -y = ke P e S
€ a carga gue descarrega na placa L., 2z & 4uds 2

carsza esnacial da resifio {Rl,r ). Para a descarg
total nas duas placas vem, sowando as exvrezzoes{l)

e (2),

5 5 5
Q= Q, =M {e -20np -q(2°-=T)ne
4 descarga total é ent3o menor que a cersa szhacial
& d i

inicial.
A explicagZo deste resultsdo 4 a mesia gue Ioi utiw

-

+izada para explicar resuliodo semelhanse no conden

Q

£ 0.

19

tdeste caso, pela equag8o (VIII-6), expre s2o d2 ' s(1t),

ke

483

verifica-se cue: g(t) = s = conslante.
3 portanto a frente da nuven n
lune V{t) ocuvado nsla carga espacial serd cemvre o

Tnesmno, em qualquer ingtanie, e portanito se

a(t)=p(t) . V{0)

-

representa a carga en cada ingtante no dielétrico,
verifica-se que sendo V{(O) = Cte, o(t) sd se znulari

quanco p(%) o fizer, e como

o p, eIt

p(t) = o

T o O (k=g
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5é se anula rara t=w, entio se conclui que, nara

sozzro, a carga escoa pela placa Rl em t=c.

Como s(t)= SO: ro & carga espacial se enconira en—
tre o ponto de campo nulo,ro s € a placa Rl’ e entdo, aeg
te caso, podemos aplicar o teorema & desde que, co
mo no item (2) do caso S, consideremcs a fren-
te de nuvem desta disiribuicfo, nZo inicialmente en
so= ro= ve e sim na placa Rl’ cihamando-a Sé==Rl’

entao tem-se que por aplicagldo do teorema X, a des-~

=

carga na placa R, deve ser:

L
— - LI .
Como

V{ig'= R =

I(”o 1,31) 0, vemn
3

. LM, 3-R7)

Q= q_0=**§— (rg 17

isto &, toda a carga espacial inicial descarrega pe

la vplaca Rl'

Iste resultado coincide com o obtido através de cdlL

culo,

3 £y
o} 0

Da expressdo de s, eguagio (VIII-6)

-

2

2 ot
S =8 <+ )
o

0 2 2 -
-— (8 -T l-e
o ( 0 o)( !
verifica-ge gue, como

Po

—~= 3 0, 1- ¢
o

>0 para t>0, guando soz ro,‘cenuae

s(t) < S0
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-

concluindo~-se poritanto que, neste caso, & frznte da

nuvenm caminha para a wlaca interna.

A ot e b . e e

L

- Céleuio da descarga pela placa R

wegta gituagdo vanos conglderar uwma carga espacial ini-
cial ficticia, ocupando o volume (rO;Rl), ST e uma
AW,

outrez também ficticia, ocupando o volume {ro,s Y, Q

Pecrtanto se a4, ¢ a carga espacial inicial em (R.,s J,

Ten~-ce

= ( -0
4,= U= g

Como j& se viu pela aniicacfo do teorera &« =20 item

(2} do caso em gue soézr e 80 caso s =T , a descare

[e]
@]

ga de uma carga gue vai do »noanto de campo nuelo atd wna

- .

vlaca, por esta placa, é igual & esta carga, mesno com
/ o~
O U

Fortanto coro Q2O pDreenche estas caracteristicas,ocg

Da o volume_(ro,R , a sua descarga na pleca R, & 4. ..

1
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Como a carga QlO encerra um ponto de campo nulo, melhor,
tem sua origem em um ponto de campo nulo, ro, e a sua

frente se encaminha para a placa R entio a sua descar-

l’
ga nesta placa segundo o teorema «, &:
= -V R .

Como esta descarga 8 ficticia e estd incluida na deg-

carga oriunda da carga da regifio (Rl,ro), Q a descar-

20!
ga devido & regiZo onde existe realmente uma carga espa-

¢cial inicial,_(Rl,so}, deve ser

- - T .
U= Qo= Qo+ V(s WRy) . T e
Q= q0+_ V(so,Rl) . o
Como Vis ,R )= qT(s2-R2)h donde
o1 T o "1/

2 2 2 2
Q:"T(so-. Rl)hpo * o (so_ Rl) ho

Lsve resultado concorda com aguele obtido por desen —
volvimento matemético. Da observagio de § verifica-se
que o primeiro termo representa a carga espacial inicial

e o segundo, a descarga, pela placa R, de cargas, do meg

1
ne sinal que a carga espacial, oriundas da condutividade.

A explicacgdo deste efeito é inteiramente andloga & que
foi arquitetada para o caso do condensador plano, quando

g L .
R O£ 0

- TENPO DE DESCARGA -

Os resultados considerados agui s3o os mesmos que Jé
foram obtidos para os casos em que OF O nos condensado~

res plano e esférico, isto é, a descarza se complesa pa-



<
-
¥
2
[t
o
.'\
[ ]
w
v
4
6]
5.
™
9
o
o)

&
cdas as outras situacles ge corsista en t=w

Dado gue todus as

c u
szdas 4 foram avordadas snteriornente,sncerranssapi e

choervacno: 0 teorema K Jdeduzidd com elenci tos 20 £O0N-

densador cilindrico & vaAZido para condenzaltorns oiferi -

-~ RESUIIC DOS RIS ULTADES -

(1} A distridvuigBo em caixa ainde & solugZo para pulaquer
tTendo.

{27 4 dencidade de carga & a mesma do corndensclior plano

para o caso em que G O.

P
Ll

) O ponto de campo mulo independe Go Teuno.

{4) 4 velocidade da frenbte de nuven decal ex
T2 com O tempo.

D coapo na regifo sew cargag Gecsi con 1/ e oxponern
cialuente com o Tem>do.

Pt
LA
S

£ o~ ~ = g ~ amad [ R 1 s m ol
(2) ip descargag se verificam nels vloca 2, _ave & =7
. . “ ’ QO 9]
AT T T, -
e s £&X e Peirig GUMLE DLLCLS C“L\/_Lnlltnu oD .

fe7 L. o
7)) A deescar
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uendo ¢ ponto de campo nulo & real os camnos noden
zer negativos e pomitivos ou g6 vositivos ou 58 ne-
sotivog. 'Quando o vonto de campo nulo € imagindrio
o8 campos sao sé vositivos.

egultados para p.s 0.

Os campos decaem mais rapidamente que no caso e

que 0= 0, devido & condutividade.

Em igualdade de condigles iniciaig ro(d= o) e

ro(o’;! 0) szo iguais.



CARGA ESPACTAL Z DIELETRICO INPINITO

SIISTRIA ESFARICA COM 0 0

Como a distribuigio é esfericamente siméirica, tem-se

era R

L =0

v a3

R

I

FPigura 29

Guando a carga se expande tem-se movimento de cargas,

mas como este deslocanento nac forma circuito fechado

temw—se obviamente um casc de circuito aberto e, portanto,

no ponto Rl’ temn-se -
Bl
- i —
J(th)- (p+ o) B, +37 =0,
L
iato em virtude de EH = 0 e portanto em gualguer .
1

Como a corrente totzl oé depende de t e nao de r,

.
ial
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cualguer outro ponto deve-se ter

>E
S
023+ 3% = O

Tezta mesma regifo

1a , 2. .
T 5. = — = (r°B =0
32 @ (x 3/ =Y

2
r Z.= congtante en r.

3

Cunsideremos a expressio

o

[
B4 = O
6;-.13-!" a_t = U,

v 2 ;
multivlicando. anbos membros por r- obitéme-se,

B(rZE }
d(rzE )+ SIS o}
37 9t -
2 3(r233)
T E3 independe de r e portanto em 3 podenoc
. [
tuir jL or il ortanto
o5t PO §gr P :
d(rgE )
2 3
o(r"B,) + —— = 0,
> . L
dai tira-se Tacilmente
e 2 ~ g%
r B.= (r = e
3( 3)0



a9
..-_,'_!{-7...

“u repizo (2):
J = pR, + 03, + ==
2% PEp IS Ty

> 1 a2
Ve Z =—— =— T )=
2 r2 G (z o’ P

- L] 3
- ...43 S)= ~y +

2 .

. 2 54
mendo r Z, independente de r, ven

3

r°E_ = 53 (s) = + C
.u:j—- = _.:3\.3 = b -
S =0, 0 <3
2 Ouo .
T o - = G Y
( ..43)0 3 + (6)
suwstituindoe em
2 2 -5
r®&)=(r =z e
(x°8,) = (x°2,),
temn~-se 03
2 0 0 ) 0%
r B, = + C(C)) e

e resifo (2), de



332
J__...._"?+ E T =
pF Py + O, v 5T C

aue depols da substituicio pela expressio de E2 e de ar-

ranjos nos termos, conduz

dp A
r o, 2 N (p+o)C 1 4&Cc .
3 (P +oprp )+ e T oz e
) : Ir r i
o

s . ~
cceficiente de E ¢ nulo por ser a squacio da continui
Jdade, e daf

ac
at = ©

ZIsta expressdo jé fol resolvida para o case dos condengg

[

(P+ o) C +

p
C("G):'F')— C(O)r
o)
Pr  c(4)
vortanto em E2==?r + ré s ten—-ge
pr ¢ P
D o= 4 = — C(O)
2 3 r2 o
LGS,
E (R ,%) = El(Rl,t)- 0

wortanto para r=Ry, ven



pit &
—= 4+ —c0) =0
;3 'Ri Co
o3 :
" .
C(O) = - s € i
3 :
3
PRy
-t — o, —
o(t) = -
Dai vem para E2 e E3,
e 3 03
B, === (r°-R7), R4r £ g
2 3r2 1 1
P : o .
E3=-—0-2- (sg-Ri)e d“, > g
3r
Deslocamento s= s(%)
: s .
De i _3(5),
ven )
as  Po ., 3 _3, -
ar = 5 \s - RJe
38
2 Po , 3 3y -0t ..
s ds = 3 (so—Rl)e at,
cuja integral é
- 1
43,8, 3 3 -Gt
5= 5o+ (80-31)(1- ) |
L -

Fara t=e, ven
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1/3

-

[ I OV]

EQ ( 53 , 3y
o o~ 1’

r
b

A frente da nuvem neste caso é limitada, mesmo porgue og
ra t=w j& nfio hd meis carga espacial, ¢ que ce Tode Ve

-

ificar de

Po 3 3. ot

\=E S) = ™ J—?. -
/ ( ) \SO'Ll)e

COIo

carga edgpacial inicial

11
o)
!

3

~§-'P(s ,.Ri)= g = carga espacial no instante b

-t
= ;0 e ]

¢ para t=w, g= 0, guer dizer toda a carga espacial foinen

tralizada por cargas oriundas da condutividade.

Para o= 0

a=q
o

¢ & carga espacial ge conserva.
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Qbservaczo:
4 diferenca bésica entre uma distribuicio esfericamen

te simétrica em dielétrico infinito e uma segunda distri

buicBo, também esfericamente simétrica, agora emn dielé-
trico finito, limitado por armaduras esféricas de ralcs
submetidas a uma diferenca de potencial Voeéque

Leni-

R e R
i 2’
o campo na placa Rl’ no primeiro casgo, infinito, &
= Q, e 0 canpo Eq no dieidtrico finito,é
A

pre nulo, ER
i 1 1
de ura maneira geral diferente de zero, B £ 0.
1
de condi-

-~

I'ag como, no caso finito, o campo é fungdo
¢Oes inieciais, inclusive do potencial Vo, que poderm ger
modificadas de forma a obiter-se un valor predeterminado,

é seunpre possivel ajustar-se v, de tal forma a oblter— se

E =Oo
i
1
Obtido ER = 0 no caso do dielétrico finito, iiuita-
L ' .
do por placas, em circuitc aberto, verifica-se entio que
540

todos os resultados obtidos, campos, deslocamentos,

izuals aos do casc infinito.

Pode-se entf@o concluir gue o caso da distribuigldo es-
fericamente simétrica em dielétrico infinito é un caso

particular da distribuic¢Bo esfericamente siméirica enm

dielétrico finito, em circuito aberto, desde cue o campo

E C.
Rl

na placa Rl seja anulado,



(1)

(2)

(6) 1

(9)

(10)

]
fmb}

SULC  DOS HESULTADCS

-

A distribuigdo em caixa é soluglo exata do proble
N2,

A densidade decai como P(t): : - _

¥a regizo (O,Rl) 0o campo é sempre nulo

Ha regiZo (s, @) o campo varia com 1/r2 e decai
exponencialmente com o %emno.

-& frente da carga, suﬁerfi01e g, tem unm desloca —

mento limitado, pois para t=w ela tem raio s ,
o5 os w
LINICO.

extinta por neu —

(D~

Zm t=w toda a carga espacial
tralizagles provocadas por cargas de sinal contré
rio oriundas da condutividade e que se moven en

sentido contrdrio ao da nuvem espacial.

Da carga espacial inicial apenas a superficie ex—

Serior, =(%), se expande,a superficie interna, de

r&io Rl ficando imobilizada.

3

sste € um caso natural de circuiso aberto.

N

C ponto de campo nulo & constante e igual a R,

r0=jR1. A regiZo interna A Rl & também um volume

de campo nulo.

A carga espacial. decal exponencialmente com o ten

?0. Para o= 0 ela se cornservaria constante e %0

.seriag ilimitado.
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- APTINDICE -

Com a finalidade de elinminar das e

H

xpressdes cervas cong
das.

tantes sao ubtilizadag unidades resduzi

Representadas as unidades reduzidas por 3, x, P’ etc..

tem-ce
o3
%‘;:P, e
s g . OB O =+ t
=P:.~,+.ot, at-i-v.l_:O, \gwixnl.

As relagles entre as unidades reduzidas e as n%0 redu-
zidas, representadas por B!, P', x', etec... 880 repregen-~

tadas pelas relagles:

E= ak', X = bx'

P

]

t:ft', =]

It
o
-0

J = JJ7

Substituindo estas relagles nas equagdes reduzidas,vor

axenplo, en

QF _
ox e
Ovtém-se
ade
b oox = °f
cono
[ 35
a:%,vem
a P .
5 £~ °p» e daf
a= ¢£Ebe

Cow substituig¢les semelhantes nas outras relagles ob-

Vém~se unm sistema de 4 equagdes a 5 incognitas:



50 a .
a = Ebe, = = “— =€ ¢ abV = 1

Aropltrando o:-a, que savisiaz 0 segundo limite da ine
. ~ - S . . e 4

1
[ Baz= 1,
o)
y!
verifica~-ge que, como X varia de O a 1, tomando-sz X= ==
3
quando x' veriar de O a d, x h& de variar de 0 a 1, pox
e e 1 1. A s bt = - S h ~ - n
vENTO =TT @ uma rels¢ao congequente com a btransforna -
d
520 de x' en X.

Resolvendo agora as quatro eguacoes, encontramos para
ag resiagdes entre as unidades reduzidas e ag nio reduzi-
dag:

";‘__.C_E. Tt
-.‘-l-—-‘v, el
o
1t
. x! - rIO “
L= U= T u .
a’ 2
d
.2 23
S S & T o et T
trev P .
Py

Vanog conslderar agsora a situaglo no condensador NLA-
no em que o 0. As férmulas gque vermitem obbter as emres
stes de conversdo entre as unidades reduzidas e as nfio re
duzidas sdo

[ B o - 1 P+ I A oot
e u-fdu + & s J J“PMT gH o+ 3
d 1
fa'dx' = V! f@@x.—.l
0
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Tomamos B e € como constantes caracterfisticas do dig
1étrico, mas seupre diferentes de zero, pois og termos en

que elas aparecem s&0 sempre considerados, isto &, RpZE e

eI
£ 2= |
ot
Portanto, em geral
heyo
5t Z 0, E£ O

Decorre dai gue o méximo gue se pode fazer é tomar ud
dades para p e & tais que estes aparegam com o valor
1 mas nfo O pois eles sBo constantes que ndo podem - ser
nulas.

J& com o ndo pode ocorrer O LGSO pois estdo em con-
sideragZo dielétricos que podem ou nBo ter condutividade,
“isto é, o pode ou nBo ser nulo. '

Se fizéssemos o= 1, terfamos reduzido o* a um valor de
finitivamente diferente de zero ¢ ao serem estabelecidas
as equagdes em fungBo das unidades reduzidas parawm o=l

ter{amos obtido grandezas E s, etc... a partir das

1? E2’
quais n3o seria possivel obter o caso particular o= O.

Portanto para se evitar isto toma-se o1l possibili-
tando obter-se diretamente o caso particular o= O.

Substituindo-se as relacdes

ag', X= bx', p= cP'

o i
I

= ft', Jd= fdJ', = mo' ,

nas equagoes reduzidas, obtém-se 5 equagBes porém arbi —

trando-~sge b::% tem~se um sistena de 5 equagbes e

cognitas que solucionadoc 44 as ezpressdes de a, ¢, £,Le

in-

\J

m, obtendo-se entdo a partir dai as fdérmulas de conver .

SZ0: 5
a x! d .
E= T E‘.’ X= 3 P = _g““f""" P



~ SILIETRIA DO CONDZIBADOR RESFERICO -

L dd ke

g unidades reduzidas nz si-

2 0=0.

Serzo congideradas agora a

metriz do condensador esiérico no caso em que V4 O

Fornma da ecua -

"

S0 condensador esférico wmuda apenas

b
&
0
m

¢E0 de Poigson,
Pi
' B —
\ T S )= )
£
ficando ag outras equagdes cow a mesma Torma:
kel

21
' 2
J'::“.lP'E‘ + €35+ e f Stdrt = v,
: R

suvstituindo~se as relacles

T= 26 e J = -QJ',

naz eguagdes reduzidas

2
. a 2 - am . .
“‘a“_{"l',' (r"3) =P, <J=E)E+:-(§';‘_' e f LZdr= 1
rt_ b3 H_I

verificamos que nac hd nenhuna iwnogigio para a escolhra
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d
de b como no caso do condensador rlano j’E'dx'=‘V' e
O -

-1

f Zdx = 1, mas pode-se arbitrar um b que envolva a capa~
o

cit@neia do condensador esférico

&
.. 49 Rle
- : ]
: R2- Rl
R _~-R R.R_
L 2 1 4T E 12 . -
tomando szR 2 = o onde R - R tem a dimenszo

1 2 2 1
de um comprimento.

Arbitrado b fica-se com um sistema de quatro equagles
com quatro incognitas que resolvido d4 as expressdes de
a, ¢, £ e { obtendo~-se para as relagoes de conversio en-

tre as unidades reduzidas e as comuns:

RI :.Rl . . | Rl — Ri

12 2" "1
E= TR p E', I'= P
(R} Rl)V R{ B}
(R1RL)Z ’ p(R: - R! ) ey
12 . 2- 1 .
P=&(R' R! 2v'P ' o (R R!)® ’
271 12
(RyR1)7
d= 2 J?t

p &Ry~ R
Vamos considerar agora a simetria do condensador esféri-—
co nas condigbes V£O0 e o 0.

As relagles entre as unidades reduzidas ¢ as n3o reduzi-

das para este caso sao

E= al', : r= br', = CP'_

t= £, Jadd' e o= mo!



a= Ebe, T:p, — = @ abV= 1
Agora mara 0 casgo en gue o@{O 88 se tem um Sermo a
naig, en JY oou J aue & o' I' su % e da relacZo en~
b ’]

i)

~
hiad

7 =5

Ticando-se voritanto com cinco eguacbes e

}
!

(93
l_}-
=
(9]
o

(2
v
)
ct
(W]
[43]
-

q
o

e am devermninde
das no item antberior, caso en que o= 0 e portanto n3o
néd nccessidade de se calcular a, b, ¢, £ e L neste caso

de o 0 j& cue s¥0 os mesmos de o= O.

-
2
Saeta apenas calculor m=-. A parsir portanto das
&
expressles conhecidag de 4 e a cirefga-~-ge Tacilmente 2

:\2
2/

P

—
—

t
*‘l .R

™= >
i e(Ré-R.‘l) !

" ~

4 relagBes de conversic sfo as mesmas do iten ante

rior (o= Q) com apenas mais uwna:

l/.,_Ji \. \9

- \_u._l .I.L?n_j-‘_
T poe(R - RH2Y

1 277

T
o condensador esférico quando V=0 e o= O,

R! R
2 e
B' dr' = f  Edr= O
4! : A
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ndo conduzem a uma nova relaglio e que portanto digple-se
apenas de 3 relagdes ligando a, b, ¢, £ ed e gque por-
tanto é necessério ‘se arbitrar a expressdo de duas des.

tas varidveis.

Estas treés relag¢Ges como é f4cil verificar, sBo

a= ¢&be, %_9-:. 1 e f-i:&

Como trata-se de um condensador esférico vamos arbi —
" trar b da mesma forma que j4 feito nos casos anteriores

R2-Rl

5,

Como neste caso ndo se tem a relaglo abV=1, en virtu

de condensador esférico, isto &, b=

de de ser V=0 & necessério arbitrar mais um Tator de

conversao.

Arbitra-se ¢, tomando-se

oo

Po
,

obtendo-ge P: E,L
o)

Agora com um sistema de tr2s equagBes a tres incogni-

tas, obtém-se a, £ e £ e daf as relagdes de conversao:

1 ' ' Pt : '
o E(Rz- Rl) o § R2- Rl " 0 ..Fl..
= p p ' = . N =
poRl 32 ' Rl RZ Po
pp g(Ry - R!)
t:“'P"t' e J= 2 L J!



STTTPDT A T ’\'v'r—\'-"'q ~T e H ety -
- SIVEIRTA DD CC MIADOR OTLIEIDLTCO .

Fara o condensador cilindrico, no célculo dog Talores

[
[0
¢
C)
<
(]
-3
o
fot
(&
&3]
4]
[4]s]
e
ED
i
oy
[
o
(3%
le]
(]
D
[
mn
<

H i 5.2 ) e
¢ gemelhantes zos g 200r”

Temds aqul, apenas apresentando os resultados, disto £,

s -~ pon o om .
ag formulas de conversio entre as unidades redugidacs &

C fator de conversZo arbitrado para b em r= or! Toi

o]

- nr
Férmulas de coaversio para o caso em que TL 0 e Vi O,
i
i - “
Ry L=~
l _'-tt
i 1‘ 1 T“
,fJ:' }:.4 L] I‘-:T.

=3
) ot
(30N
b3
-
k-
;t-_‘_-; b
H-. SR

I.,.,J -

i
}__l -
-

at

i
P‘ T _2_
1Y Rl
4

Tt
i -
\ _E_L.d:
EN
J! e O = e o!
pev!
T - v - 4 b
Sara a slvaagad em gque 9= 0, ag foérmulas de conver -
,-n-u . P v . e ' . . . .
SUG L GHpXeral Lug 0 cinco priseilnaf roelacilonudog: ool

.
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Irova de gue o campo, no dielétrico, apnds a frents dz nu

vem ter alcancado a placa X=1, tem a mesma expressao gue

o campo El(x,t), da regido com carga esvacial.

Caso em simetria plana com o= 0 ]

X=0

E(x,t)

|

Antes que a freﬁte da nuvem alcance a placa ¥=1,tem-
~ge dois campos El(x,t) na regiﬁo com carga espacial e
E2(x,t) na regifo sem cargas; Depois que a frente da nu
vem alcanga a placa X=1, tem-se novas condic¢des de con-
torno. . Vamos calcular o campo de acordo com estas atuzis

condicdes de fronteira.

Como a carga espacial'ocupa todo o dieléirico tenm-se

ent8@o para todo o espago do'dielétrico,'

3E _
ax - P
portanto
En?x+c

Seja t= tl o tempo que & frente da nuvem levou  para

/

alcancar & placa X= 1.

KNeste instante, tl, temos a transigf@o entreiuma dis-

ppreanty A0S Materlals
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l(z
PC+B+ O

Da equac¢do da continuidade, vem

Pdt:— gi’ ’

P

e da equagdo diferencial em C, tem-se,

3¢

c-_-.—Pdt

donde por comparagZo das duas dltimas expressdes,resulta

ac _ &
¢
c(t) o(t)
dc ae s
A= -, & dai,

o(s) ¢ Jols) P

p(t) B

C(t) = c(t ) P(t )

coiLo C(tl) = - xo?(tl)’ ven

c(t) = - xoP(t)

Como este X, & ponto de campo nulo da distriduicdo ante-
rior pois origina-se da expressido de V(t) calculada com

oS campos E1 e Ez da distridbuisgBo 1n101al, a sua exXpres-

sao é conhecida, sendo

1 So-
%™ o, E'*-%(?" l)]

resultado encontrado na secgio I.

| P
Portanto tem-se para CG(t), C(t)==§_ L.+ qo( > - l{j,vinﬂo
o |
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-~ CONCLUSXO -

(a) Para comparagBo, com o caso sobre a carga flutuante,
vamos congiderar um trabalho de I.P. Batra, K. Xeiji
Kanazawa, B.H. Schechtman, e H.Seki publicado no
Journal of Applied Physies, 42, 3, (1971)

Neste trabalho intitulado "Charge-Carrier Dymamics
following pulsed photo-injection & considerada uma
carga flutuante em condensador plano sendo esta car-
ga depositada em um dos eletrodos por fotoinjecZo.

Considera-se em t= 0, a carga depositada soba for
ma de uma camada tao fina que apresentava apenas den
sidade superficial, sobre a placa adjacente,tendo por
tanto, neste instante, densidade volumétrica aula,po
dendo-se portanto escrever, para t= 0, n(x,0) =0, xa0,
sendo n(x,t) o némero de transportadores por unidade
de volume.

Isto é, no volume do dielétrico ndoc hé ainda uma
distribui¢Bo volumétrica de carga espacial.

Esta condig&o faz com que o campo & frente da car
ga espacial geja, v ‘
0
E3_ 1
A proporgdo que a frente da nuvem f8r avangando,
como ¢ campo na regizao & frente da carga €& constante,

teréd ainda por expressdo Vo/L. O campo é constante
no tempo pois o ecircuito é aberto.

Para o campo Ej(x,t), atrds da carga, tem<se, de
Poigson,

L L

OE. (x,t)
f —li——- dx = iﬂ?‘_ﬂ.f n(x,t)dx
0. x X%

4T ,
4QTLQO
com p_ = ~m——
0 KVO
Como 0s campes nas regiles sem carga s3o constantes

no espago e no tempo, tem-se que em qualter 1,0 cam-
po atrds da carga espacial §, El(x,t)z (1-90)V0/1;
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pressoes dos campos surgiram bem mais complexas e a expreg
sao dos tempos de trdnsito também, daf nfo ter sido _possi-
vel apresentar expressoes simples para V(t) em fungao de

tT e tF como Batra determinou.

Os limites da carga flutuante, nas condigbes do proble-
ma analisado por Batra
yV
xl(t) =1 = Po)}lvo/t't e X, =T— % eram expreg

soes de movimentos uniformes lineares em t, enguanto que
as expressoes, obtides dentro das nossas condigoes inici-
ais,

E

10

8. = 8, . + = (l;- e-d%
o

- 30 (1 _ o~

s 8, = 8,0 + ™ (1 -e 77) eram

mais complexas, apresentando frentes que se moviam com ve-

locidades que decaiam exponencialmente com t.

10 = 850 = 0» obtén-se 8% Elt e S2=E3O t

que s8dap egs. de movimento uniforme tals como as de Batra,
Batra obteve para os campos expressoes bastante SImples,

V

((1 ~ Fo L, x/ut, Q/ L ) enquanto que na nossa andli-

Para > 0 e 8

se os campos obtidos foram:
ﬂ

. P | ot
B, =4 1+ 5 (8,4~ 8,,) (814 f'820)_- 2ile,
» Po 2 | -dt
E3 =1 1+ 5 (820 -8 0) L e, .e
E,.=0x +—-1 + fg (s 2 ) - 28 mais com-
2 2 20 20 ’

0

plicados. Néo fizemos uma andlise de V(t) dada a complexi-
dade que a éxpressao

Sﬁl J§2 L
'V(t) = A Eldx ) EZGXLQ' E3dx apre
1 2

sentou depois de integrada, e com a substituigdo de s e

1
s, pelas suas expressoes .,



a2t Y
G

ol

o
B
o3
B

P
CongLae

oa

20

12T70U08,

)
Nz

0]

S, o sl s Ay
N R A

¥]

Pt i
i

7.0

GEinoinn

A
T w2LD

vy

]
I

coT

VAR
AR

et
W ::' .r‘u\.r L
5380

E

G
G

&
=
=3

e
L
i 5m T

bEowan

o
) <2

o
de
v

]
L
\L"),

e

vwizlli el

b

L]

laX o als
b
(0341
Lol -
)

-
i
j

&
ols
a

o

=

~
D

ey T T Y

[

GO

to

|

M N
SLvVoLlvinen

Lk

o4
P}

o
—
o
ey

T
lalnAll

e COY

-
I8
h
!
L

o3

a2
Q0

sy e

PR



=169.-

expressoes, como se v& do tempo reduzido

P25 o P o
= - T dt , onde 9=—=~ , Pe Pt concentragoes
a(1+0"") Py

de curgas livre e trapped" simplificou ag expressdes des
grandezas radicalmente, como no caso da corrente ftotal

0T 2T
#(0) =7 3% TT

onde T é o campo reduzido e X, a distfncia reduzida

Da velocidade reduzida

ou o

T~ "n
surgiu uma equagdo diferencial de onde foi determinada s
expressao de n, expressac reduzida da frente de nuvem,ob
tendo-se para a equagdo reduzida do deslocamento

2/n . ez/ho
1+ 27 no(2—nO)J L

J

rente total, Z = - 273 (1_n)/n2. Para n=1, £=0.
=1, a frente de carga espacial alcanga a placa
e como @=0, verifica-se que a corrente total se anu

Como se demonstra gque a corrente para as placas, a
tir de n=1, é igual, estd justificado o fato de no ex
rior nAo ocorrer corrente (net current).

£

jo ]
eom
Ca
¢y

o
lj ',5

i
o

o
0

}i'

cb 2
]

Wintle calculou a fra¢Zo f da carga iniecial que & de-
“tectada no circuito externo e também a razdo g da carga
perdida, para a carga inicial. Conclui gue a perda é
ten grande devido & corrente de deslocamento que se opoe
& corrente de conducg3o.

este trabalho consideramos uma condigZo de curto-cir
caito, mas em condensador esférico, sem "trapping", en
temperatura constante.

Oz campos, devido & curvatura, jé nZo glo maisc linea-
reg, nemw constantes, mas a densidade € a mesma do caso
»ianc equivalente, isto &, aquele em que o%= Q.

Verificou-se que a descarga ocorria nas duas placas

e a Zrente da nuvem deslocava-se sewmpre para a segunda
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placa., Como n3o foi possivel determinar ume expres
g8o explfcita para s(%), e para que o problema apre-
gentasse solug¢fio simples tomou-se 0 cago em que R1+0
Todos os resultados desta simplificagBo encontram-se
na secgzo IV. '

Vamos congiderar agora o trabalho de G.F.L. Ferreira
e B.Gross, intitulado: "Currents and Charges inRadio
electrets”.

0 travalho de G.P.L. Ferreira e B.Gross discute a
corrente de descarga produzida pelo "detrapping" dos
transportadores de carga de una digstribuicio de car-

- ga monopolar localigada profundamente no dielétrico.

to 4 o tempo gue uma ou outra frente da carga le-
vam para alcancar primeiro ¢ eletrodo corregspondente.

Considerando a mobilidade fungdo da temperatura e

~esta fung¢do do tempo,

P(T(t)) ]
determina—-ge um tempo reduszido T , gque inclua as va-

riagBes de temperatura, definido por,

1 _oap{T(t))
7(2(t)) " ead

5
Encontrando~se J{t) = Jo{ 1/T )expfds/'r, 0 t= to,com
0

J, = aE(Ed(O)-q/Ze_) prova-se entlo gue a depend?n -

cia no tempo e na temperatura, da corrente,cresce no
intervalo de tempo Q£ 1t £ ty e & independente da
forma da distribui¢Bo da carga espacial. Obtém-se de
pois de algumas consideragdes

J %
0 U ,1 1 as v, 1 1
J(t)*""{, exp( X (7 - E)) exp (f —'ca)eXPE(_T -—-T')--
' 0 [} 0

Eata & a corrente transiente inicial produzida pela
liberagido térmica dos eletrons das armadilhas supon-
do n%o "retrapping" ou "retrapping" rédpido em um ni-
vel de "trapping" simges. Desde que a corrente to-
tal J(%) & conhecida, & possivel escrever a solugao
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completa do nosso problema, isto &, encontrar também
P(X,t)

Isto & obtido pelo método das caracterfcticas ami
cado & continuidade e & equagao de Pois son, ag quais
Torcan un sistema de equagdes diferenciais parciais,
dando como salugio

.)

3

dat’

J(E") at" + P(TO)E(XO)t +X s &

P(t): }1(1‘0) .
€ P(Xom

-

o
T

o artigo "Theory of Transient = 3b
- ed Currents in Solids in the presen
Travping", de A, llany e G. Rakavy, na Phys. Hev.

P

ste trabvalho o problema das 2
ig condutores e igolantes Lo
e. Com um certo nuUmero de h

s foram deduzidas solugdes dep es

a a corrente e a distridbuiclo de car ga esnaci-

As hipbte

eses sgimplificadoras feitas por lany e kg
kavy foram: des e

prezar a cootrlbulgao de difusZo

wor o enchimento dos niveis de trapping em qualguer
tenpo pequenos comparados aocg niveis vazios, em equl
1Zurwo térmico. Solu;des analiticas exatas zfo Jadas
sara os dois casos limites: ndo "trapping" e "fags
trapping". :
As equagdes de fluxo gfo: lei da condugdo, cgua-
¢%c da continuidade, equagfo de Poisson e wm sistema
¥ Lo

a
elacionando as cargas livres e og transporvadores
trapped". Tazendo a redugio das unidades de acordo

4-.

com as férmulas:

<! H Et = . ?2
Z= T, t::_t-o , T= to’ €= o r P:qn/xiVo/fr’lh, Ye



-172~
j.é(X,t) = P(xst) | € (X!t) ]

- % [}(x,t) + pt(x,‘c)J

08 (x,8)/0x = p(x,8) + py(x,8) - p_

3:]0(}{,13)/5}{

.

- Pto

dp, (x,%) /0t = EJ(:-: t) -6 p, (x, t)]

Qualquer método conveniente para o fluxo uni-dimensional
de um fluido compressivel em hidrodinfmica pode ser apli
cado ao fluxo da carga espacial. Este & o método das ca
racter{sticas., A equagio das linhas de fluxo dos trans-
portadores, x(%), é, em unidades reduzidas,

.@%tl)_ = €(x,t).

Apés uma combinagBo desta com as equagles bésicas che

ga-8e a
" ap(x(t),t) - .
dat == P(P+ Pt-Po - Pto) - T (P"' eOP‘t)’ e,
dg (;:(t).t) = j(t) + (pt-pto - py) E(x(%),%)

E da solugfo destas equagdes diferenciasis vem a soluw
¢&o dos problemas propostos, por exemplo, para '"no tfag

ping",

TwhCO 4
e as equagdes bornam-gse
o, &

Como para um cristal isolante P =0, vem (%)=

I"‘F’a.l}’""f’a(“" t )] -
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Na secggo sobre carga flutuante verificou-se que esia
decaia exponencialmente com o tempo segundo expressao,
& 7
a(t) = a8 » quando entre as placas.
No aftigo de Many-Rakavy constata-se gue um pulso de
transportadores, oticamente gerados, tem por exprea-

[nd

sa0

Ao = APae-Po(t - ta)

en um cristal condutor sendo Po ligado & condqtividade
" deste Py = po(d) e t_, um fempo in%cial.

A expressdo de Many-Rakavy € entfo uma confirmagdo do
nosso resultado de gue a condutividade opera na carza
flutuante um "decay" exponencial com o-tempo.

0 pulso de transportadores apresenta disperséo pofém
resultado do qual discordamos pois pelo modelo de cai-
xa o0 pulso deveria diminuir para o = 0, pordm conser-

vando as dimensoes de uma caixa retangular.
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