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RESUMO

Usando uma thansfonmacdo de dualidade generalizada, consideragoes — de
simetria e supondo que as superficies criticas sejam contlnuas, obtivemos o dia
grama de fase para sdistemas de spins Z(N) bidimensionais e sistemas com Linva
nianga de calibre Z(N) a quatro dimensoes.

Caracterizamos as divernsas fases dos sistemas de spins pelo valor es
perado das potencias dos operadones de ondem e desondem. No sistema com invarian
ca de calibnre, pon outno fado, estas fases foram caracterizadas pelo comportamen
to do valon esperado das potencias das algas de Wilson e de't Hoogt.

Obtivemos para ambos o0s sistemas fases moles em que no caso de  Apins
20 (calibre 4D) todas as potencias dos pardmetros de orndem e desordem (fodas as
potencias das aleas de Wilson e 't Hooft) sao nulas (exibem decaimento com o pe
nimetrno da alea).

Enquanto no sistema com invarianca de calibre todas as combinagoes de
decaimento (area ou perimetro) das aleas de Wilson e 't Hoogt sdo permitidas, as
nelacoes de comutagdo no sistema de spins proibe a existencia de fases em que
tanto o pardmetro de ordem como o de desondem sao nao nulos (excefo quando  es
tes operadones comutam).

Apresentamos por completeza as helagoes de dualidade para sistemas de

calibre Z(N) com campos de Higgs a trnes dimensces.




ABSTRACT

Using a generalized duality transformation, symetry condiderations and
assuming that cuiticality is continuous in the system's parameters, we obtain
the phase diagram fon two-dimensional Z(N) spin system's and gourn-dimensional
gauge Z(N) system's.

Forn spins systems we characterize the various phases by the expecta
tion value of powers of the orden and disorder operatons. Forn gauge sysiems, on
the other hand, the characterization {4 via the decay Law of powers 04 WiLson
and 't Hooft Loops.

We obtain so0ft phases for both systems, with the folowing, behavioun:

fon spin systems all powerns of onder and disornder parameters vanish, whereas
for gauge Aystems all powers of Wilson and 't Hooft Loops decay Like the
peruimeten.

Whereas all combinations of area and perimeter decay are allowed  for
Wikson's and 'zt Hoogt's Loops, the Z(N) commutation relations forn spin  systems
fonbid the simultaneous non-vanishing of onder and disonder parameters  (except
when these operatons commute).

For completness we include the duality nelations for three-dimensional
gauge plus Higgs Z(N) systems.
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CAPTTULO |

INTRODUGAO

0 ghande interesse em §isica teorica pelo estudo de teonias de calibre
(gauge) se deve ao fato destas darem ornigem aos mais promissones modelos para
as interagoes entre as particulas elementares. 0 prototipo destas teonias ¢  a
eletrodinamica classica. A simetrnia de calibre vale tanto para a teoria classica
como para seu analogo quantico (QED).

Existe hoje um modelo que unifica as interacoes eletromagneticas e fra

cas. Este modelo ¢ baseado numa Lagrangeana Vang-ML&&( 1)

para o0 gotons e me
sons vetoniais mediadones das interagoes. Tal Lagrangeana possul uma simetria de
calibre ndao obeliana, devido a existéencia de comrentes carregadas nas interagoes
gracas.

No caso das interacoes fortes a teoria mais aceita presentemente ¢ a

(2] (QCD). Nesta teonia as particulas fundamentais  saoc

cromodindmica quantica
0s chamados quarks. 08 hadrons sao estadoyLigados dos quarks. 0s quarks carregam
numeros quanticos (ndo observaveis) de con e de sabor. As interagoes fortes en
the 08 quarks colonidos sao mediadas por um octeto de campos vetoriais colornidos
(possuem o nimero quantico de cor) chamados "gluons" mas que ndo possuem 0  nume
no quantico de saber (insipedos). A QCD 2 uma teonia henonmalizavel com simetria
de calibre Local SU(3) para a cor e simetrnia global SU(N) (N = 2,3.ypara o sabox.

Por meio de espalhamentos de protons e neuthons de alta energia verdigi
cou-se que a pequenas distancias os quarks devem comportar-se como se gosdem LL

wres. Aliado ao fato "experimental" dos quarks ndo terem sido observados ate o

presente acredita-se que uma boa teornia para as interagoes gontes deve  satisfa



zen duas exigencias:

a) Liberdade assintotica - se rnegularizamos a teoria com um cortefs pa
na momentos altos obtemos a constante de acoplamento g(A) da teoria. Se  gdzer
mos A An a infinito g(n ) vai a zero, isto e, a teonia ¢ Livne a pequenas dis
tancias .

b) Confinamento - todos 0s observaveis §isicos (hadrons) sao singletos
de con (ndo colonidos) e ndo possuem o0s nimeros quanticos de sabor carregados
por um quark {solado; isto e, os quarks devem estar permanentemente conginados.

0 primeino nequisito (Liberdade assintotica) e satisgeito pela QCD
(3)

»

pois teonias de calibre ndo abelianas sdo assintoticamente Livres
(&)

. Desta ma
neina, teornia de perturnbagdo ording pode ser aplicada neste regime gorne
cendo-nos informacoes explicitaada §isica a pequenas distancias. Contudo, a veri
ficacdo do conginamento dos quarks envofve o comportamento da QCD para  grandes
distancias. Devido ardivergencias ingravermelhas, o problema do confinamento dos
quarks ¢ ainda um problema em aberto na teoria quantica de campos. |

Em geral, no estudo de teornias de campos nenormalizaveds, devido a
presenca das divergéncias ultravioletas, € necessaria a introdugdo de um  conte
A pora momentos grandes. Uma maneira possivel de se introduzin este cornte  con
siste em definin os campos numa rede (D + 1) dimensional (perde-se invarianga
por. transformacoes de Lonentz). Existe um mapeamento entre modefos de teorias de
campo e de mecdnica estatistica. 0 formalismo das integrais funcionais de
Feynman & o que mais de presta para estabefecer a conexdo com mecanica estatisti

(6,7 ) ~ .
ca Le temos as cornrespondencias:

1 - 0 nimero de dimensoes do modefo de mecanica estatistica e D+ 1. A
teonia de campos (D dimensional) e formulada num espago Euclidiano com tempo 4ima
génanio. 05 nesuttados para tempo neak sdo obtidos por continuagdo analitica.

7 - A integrnal de trajetonia de Feynman sobre todos os caminhos — espa



co-temponais possiveis comresponde a fungdo de partigdo da mec@nica estatistica.
A parntin destasquantidades,acoplando-se aos campos uma fonte externa, podemos ge
nan as fungoes de Green, por exemplo, o propagador na teoria de campos correspon
de @ funcdo de comrelagdo de dois pontos na mecdanica estatistica.

3 - Deve sen possivel fazer o espagamento da nede ir a zero mantendo-
se as propriedades §isicas (recuperando-se a invarianca porn transformagao * de

le ). Este Limite

Lonentz). Este procedimento & dado pefo grupo de renormakizacao
de se fazer o espacamento da rede in a zero & obtido no ponto eritico (referente
a transicdo de segunda ondem ou superion) do modefo de mecdnica estatistica,pois
neste ponto o comprimento de correlagao diverge (expresso em teamos do espagamen

to da nrede).

Assim, deginida a teonia de campos na rede, o problema se torna um pro
blema de mecdnica estatistica. Em particwlar os pontos cniticos serdo de interes
se pois eles ditam as propriedades da feoria de campos originalk.

Teonias de calibre na nede, embora ja estudadas anterionmente | pon

(&)

Wegner' em 1971, foram introduzidas com o intuito de se nesolver as questoes

a) e b) em 1974 ponr K. witson' 1

. E simples (ao contrario da teonia no  contl
nuo) estabelecen que teonias de calibre na nede exibem confinamento para acopla
mentos 60nteA(1m43). Desta maneirna, o problema de se obter uma teonia de calibre
para as interagoes fontes consiste no seguinte: provar a existencia de £iberdade
assintotica na nede para acoplamentos gracos e modtrarn que a teoria nao tem tran
sicdo de fase , coexistindo na mesma fase Liberdade assintotica e confinamento .
Resultados por simulagao de Monte Carlo sugerem que tak gato ocorra para sdme
tia de calibre SU(Z)(44).

Em modeLos cuja simetria de calibre @ SU(N) o centro do grupo Z(N} de

(V5-17)

sempenha papel importante no mecanismo de confinamento . Existem desigualda

des que garantem o confinamento em teorias SU(N) caso a teoria Z(N) conresponden
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te sefa conéinamﬁe“s"” . Desta forma, como passo preliminan ao estudo de teo
rias de calibre ndo abelianas SU(N) € interessante o estudo de feornias mais sdim
ples com simetrnia abeliana Z(N).

Resultados obtidos pon nelagoes de nrecornencias de M/Lgda,e(m)

mostram
nelagoes bastante profundas entre teordias de calibre a quatho dimensoes e siste-
mas de spins bidimensionais. Dentro deste contexto e portanto tambem ALmpontante
o estudo de sistemas bidimensionais com simetria global Z(N). Estes sao modelos
de mecanica estatistica extremamente interessantes por senem generalizagoes  do
modelo de Ising e englobarem modelos bastante estudados tais como:modelo Potts ‘M),
VLUZain‘w ), efe.

Estudaremos e obteremos no presente trabalho os diagramas de gase tan
to para sistemas com simetria global Z(N) bidimensionais como para teorias de ca
Libre Z(N) a quatro dimensoes.

0 conceito de dualidade em mecdnica estatistica tem sido  fLargamente
(27)

wsado* %

) desde sua introdugao em 1941 porn Krnamers e Wannien'™ . Tal tonced
to ¢ Aimportante na aferi¢do das fases e pontos crnilticos de modelos autoduais.Usa
Hemos bana a obtencdo dos diagramas de fase dos modelos em estudo, alem de consi
deragoes de simetria, um conceito generalizado de dualidade.

ImpLementaremos uma aproximagdo de campo medio e obteremos, tanto para
o sistema de spins Z(N) como para o de calibre Z(N), informagoes acerca do nume
rno de fases dos sistemas.

Utilizanemos, na confeccdo dos diagramas de fase, a hipotese de senem
continuas as superficies calticas no espago de pardmetros. Esta hipotese embora
bastante plausivel para o sistema de Ap&'m(za) ¢ na nealidade bastante fonte pa
na sistemas com simetria RLocal. Isto se deve ao fato de modefos com simetria '

global ndo exibirnem transig¢ao de fase com parametro de ordem Kocal(zq'ao) . Em adi

cdo 04 nesultados obtidos por tecnica de Monte Carlo indicam transicoes de  pri



f
meina ondem para alguns destes modez(m(3 ).

0 presente trabatho ¢ onganizado da seguinte forma. No capitulo 11 es
tudaremos os sistemas bidimensionais com simetria global Z(N). No capltubo 111

’

estudarnemos 08 sdistemas a quatro dimensoes com simetria LocakZ(N) e pon fim  no
capltulo 1V faremos uma comparacdo entre 0s nesultados obtidos para 05 dois s4s-
temas. Por completeza exibimos no apendice D a nossa autodualidade geral para

c . S ) ) -, (32-34)
sdistemas tridimensionais com invarianga Local Z(N) contendo campos de materia



CAPTTULO 11

SISTEMAS DE SPINS BIDIMENSIONAIS COM

SIMETRIA GLOBAL Z(N)

Il .A ~ Consideragoes Gerais

Consideremos a nede quadrada mostrada na gigura 1 e denotamos 08 pon

tos da nede pon pares inteirnos

M= (Y‘\)Y\z) (11.7)

0 modelo com simetria global mais simples que Ae conhece & o modelo
de Ising, em que colocamos em cada ponto da rede uma variavel "spin" o(n)ﬁvanié
vel 7 (2) ) que pode tomarn apenas valores oln) = +1 ("spin" para cima) oln)=-1

("spin" para baixo). A energia ou agdo para este modelo e dada pon:

A=-J %Tm T(nrpr) (11.2)

onde u representa um dos vetores unitarios mostrados na gigura 1. A constante
de acoplamento J € positiva de maneira a favorecer o alinhamento das variavedis.
Vemos claramente que a agdo (11.2) possul simetria global 7 (2}, 48
to ¢, A ¢ invarniante pela thansfomnmagac o + -o. Tendo em vista a generalizagao
para Z(N), N > 2 podemos dizern que se giranmos todos 0b spins de um angulo —Z;—
a agao nao varid.
Este modefo tem Aido um dos modelos nao triviais mais estudado em

(35)

Mecanica Estatistica desde sua proposicac por 1sing em 1925. Sua sofugdo e

xata para o caso bidimensional 4oi apresentada apenas em 1944 por OnAagen(sé).



Desde entdo muitos thabalhos tem sido feitos no sentido de simpligd

(31-39)

can sua 508ugdo , obtern explicitamente as fungoes de correlagoes , a

Lem de testarn aproximacoes para serem aplicadas em modelos cufa sofugdo — exata
se dexsconhece( a0 ).

Para se obter um sistema mais nico e interessante generalizar o mode
Lo de 1sing, o que pode sen feito de varias maneiras. Uma defas e considerar va
rniavels que podem assumin mais que dois valones, pon exemplo 04 modelos Z(N)
Para isto colocamos uma varniavel S(n) em cada ponto da nede que pode tomar 04
esima

valores da N naiz da unidade, isto e,

N V2
- . = N
S=1 ;8=¢ N=0,L, e, N-L (11.3)

27T
Consideraremos neste trabalho a agdo ferromagnetica mais geral possL

(25)

vel com simetria global Z(N) e interagdo apenas com vizinhod prOXAmos:

_Z&Z Sa_ X-(S(V\\Sm*w)Jc (S(mﬂmwﬁ z}§ (711,4,
"M

0112

onde N significa o maion inteiro menor ou Lgual a ——g— e "+" 2 wsado para deno

tan confjugacdo complexa. A maion potencia que aparece nod produtos das — varia
veis S ¢ N porque para poténcias maiones, devido a (11.3) temos nepetigoes das
potencias anterionres.

potts' ™) om 1952 propos o modelo descrito vela agao (modefo Poits):

--eZ8

onde as variaveis tem enerngia de interagdo -€ se alinhadas e zero caso  contra

Stn) ,Snap) (11.5)

nio. Pela propriedade

N-\ . o
dz_‘ \_S(MS (“V*{—X = N 65(\/\)) S(wr},) (11.6)
=0



vemos que o modelo Potts e o caso particwlan da agao geral — (11.4) em  que

3= 3,-= ..o—_[3+2<'>“}3ﬁ=l§—

Outrno modelo com invaridncdia global Z(N) bastante estudado ¢ o modelo
(43)

Potts vetoniat , tambem chamado modefo nelogio ("clock model") cuja a

¢ao e dada pon:

A - - _%_ “Z)_\P (-S(‘V\\) Stm}n 4 Stw) S(YH/A)}

que ¢ claramente 0 caso particular em que JQ( =J§

(I1.7)

oL

I1.B - Matriz de Transferencia

Um dos metodos usados na solucdo de modelos em mecanica estatistica e

o da matrniz de thansferencia (39)

. Decompomos o modelo d - dimensional em (um
numerno muito grande) subsistemas (d-1) dimensionais. 0 peso estatistico de  um
determinado estado do modelo pode sern escnito como um produto de fatores, cada
qual #ephebentando a adicao de um subsistema ao modelo.

Nos sistemas bidimensionais em estudo temos em cada ponto da rede qua
drnada uma varniavel S{ni,nz) que pode tomar N valones. A nede possui M,  Linhas
e My colunas (M, My = M). Neste caso 04 subsistemas sao formados pelo conjunto
de variaveis ao Longo de uma coluna. 0 estado da cofuna n, e descrito pelo con
funto ‘/Awlg (g(whf%g(“”l))__u 3(“|F\z3> , existindo (N)MZ estados po8sL
veis para cada coluna. Usando-se condig¢oes periodicas de contoro, a energia E

do sdistema pode sen escrita como

C - 2:;; EC (Vv\\)}r,\w)



e (F‘ )I"“' ) € a enengia neferente tanto as interagies entre as cofunas my e
ny + 1 como as Anteracoes dentro da coluna ny. Ao escreven a fungdo de particdo
podemos decompor o faton de Boltzmann exp(-BE) em fatonres ex/> -3 Ec(/“y") que cha
mamos T ( Ky /1')

/= ZZ ZT(MQ()«) X()*
e

Podemos pensar que T (/1)/,\') sefa o elemento da matriz quadrada de

(N)MZUnhaA. Consequentemente podemos escrever I como um produto de matrizes

Z: LZHJ Z T(y)aﬂwk‘*) T(rx 5P
ZIIT (}LL')*> TrT

onde T & chamada matriz de transferéncia. Como o trago de uma matriz e igual a
soma de seus autovalores podemos ainda escrever

My

7 =) ()

=}
sendo Ny 08 autovalores de T. No Limite ternmodinamico em que o numero de &4
nhas e de colunas vai para infinito (Mz,My + =) apenas o maion autovalor Ny (de
generado no ponto critico) e relevante ao caleulo da energia Livie por particu
La

A WA R) 2) = Q\fwx - Q_%A W
S(F)-_M/Q'—)oo MM, QWZ(G’“'M> W00 (SM M)

M,_-—) oD
Chamando a diregao honizontal de dinecao temporal, podemos pensarn que
num particular tempo t = to 04 N possiveis valores da variavel S(to,4)  conres

pondem aos autoestados do operadorn S ()
1200y

g(i3\“(0>: e N D>
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0 estado da coluna e descrito porn um vetor no espago de Hitbert H, ge

rado pon:

M2
In>= TYL \ncry>

A matniz de trhansferencia serd pois um operador (T) neste espaco H de
dimensao (N)Mz. Consequentemente o problema de determinarn o maion autovalor A
da matniz T ¢ identico ao da determinacdo da energia do estado gfundamental  Eo
do Hamiltoniano quintico unidimensional H,, deginido por:
~  -ol,
T il A
onde & ¢ o espagamento da rede na diregao temporal.
De uma maneira geral, modelos classicos numa rede d - dimensional sdo
equivalentes a modelos quanticos a (d-1) dimensoes.
Obteremos inicialmente, pon simplicidade, a matriz de  transgerencia

para o modelo Is4ing.

I1.B.1 - Matriz de Transferencia para o Modelo de Ising

Considenemos a acao (11.2) definida com acoplamentos diferentes  nas
dinecoes verntical e hornizontal
M, Ml

A - _ Z Z i;\ TR TG k) « 3, G‘(S)MBT(3+L,k)] | (11.8)
AR

e condigoes periodicas de contorno

Tt Q=T 5 TCG,MN) =T(,L) (11.9)
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Denotando o estado da coluna ny como /u.”': (@ (M,1), TN 2),.--,C @,M,))
podemos escrever a funcac de )oa/z/tégéio

Z ZJ L Z . €x’§> \@ L U TCjHe) O ert) +
+ j G‘(\))\L)G\(Jﬂ k)]k T {Ter (11.70)

onde Ldentificamos a matriz de transferencia T. 0 elemento de matrniz T( falla )

sendo p e p' configuracoes de colunas adjacentes, e dado pon

T(/*)/k‘B:—YQ(}A,[A)—\‘l(}A,}A‘) (11.11)

com

(11.12)

Tuppor- P FRRGOLY 5 Ty e RPN

sendo que Ty Liga as duas colunas enquanto que T, envolve interagoes dentro da
propria cofuna, de maneira que podemos estendern T,

T(W)—exﬂ(ﬂ IRy Nk“ 5! (11.13)
Como T2 e diagonal, podemos considerar T ==+4

como autovalonres do
*
operadon  §7¢o)

e thocanmos na expressac (11.13)autovalores pon operadores

il
gindo no espago produto, isto e,
2 z
T%H-1010...0 0 ®1®...0L
{ 0
e em cada ponto da rede temos um espaco gérado pelos vetonres <O> e <1> . Assdim
Zemos :

1= ex‘D Q’ﬂl% Q‘fqﬁ > (11.14)



Para expressaunos Ty em tewmos de operadonres, observemos que:

p3,GG B3 %
= € 66'-

R A Y
‘))Wd G-.);G-A

Por outno Lado, os elementos de matriz dos operadores I e o* a0

dos pon:

T AT )= G\ H= 6

AW |

‘ % \ _ \
<G\ T \T] )= <)o) = b !
onde o sdo operadones que rodam 0%, ou sefa
X 3o, x 3
B’G‘E=ez¢ﬁ"‘=;>{¢,n“13=o (11.
Podemos entdo eschrevern
3L ¢! % %
2z (gle Tre q \Tj‘> (11.

e vemos entdo de (I1.12) que

‘ P32 ’\”“SL NS \
TP = T§<Q’j\e T+e T \GJ->.~.<)L\\\}L> (11,

com

A (C@Szl +},(SSZG';> ® Qemz L+ éﬁxzq\:)@‘“

® (ee’:zl ¥ é{ssz@: )-.-T} (e\an( Q-\_;«g&’:&) (11.

2

como ng =1 podemos escrevenr:

* 3. -
¢ ST ptogr P

(11.

(11.

12

15)

16)

17)

18)

19)

20)

.21)
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donde Aidentificamos

)
+ 2
{3, D%ﬂw H‘(ﬁz , Q= (2sh 2(532§ (11.22)
consequentemente podemos escrever
SR *LQ*
T (2 SV\Z(sS) e (11.23)

Juntando-se Ty e To 0 operador matniz de trhansfernencia para o modelo

de 1sing sera entao

T- (zshz@g eanLtv yﬁ?—*ﬁ’ B3, Lq'ﬂl (11.24)

I1.B.2 - Matriz de Transferencia para o Modelo Z{(N)

Procedemos de maneirna analoga ao que §izemos no modelo de 1sing. Sendo
u e u' as configuracoes das variaveis Z(N) em colunas adjacentes, obtemos  para
a agao geral (I11.4) (em que as constantes de acoplamento Ado iguais em ambas as

diregoes) a matniz:

Tppr=1, ([«,)*\Tﬂp,)ﬂ (11.25)

com

Tz(T*' p) = exb \Z i Y%d K(Sc\'sgth\)\)x* (S Stsuﬂd- Zyx

) o=t (11.26)
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N
N + \A
S [(skisa) + (55 9p) 21
\

o=

T,‘ (p,)u‘\ = ex\’ %jo—l

L 2w .
Como T ¢ diagonal podemos considerarn S(&) = ¢ N ri4] nid) = 0,1...
N-1 como autovalor do operador S(i) e trocamos em (I1.26) autovalores por operd

dores que agem no espago produto, isto e:
A A
()= L®1®.©5S®...1T

e em cada ponto da rede temos um espago gerado pelos vetonres

(o]
b \ °
-. 0 *

. ) f A , ¢ podemos escrever
0 5 6
. 1

ZZ"; Wh/o.oh &gy 4 % (11.28)
TZ: 6%\”\ : OH@—Z- Y(Stpﬁtsﬂ)) X (S(})Sq“)\ -7—1§

onde "*" significa que o hermitiano conjugado do operadon deve ser fomado .
Para obtermos uma expressdo para Ti em termos de operadonres, observa
mos que: - T
el 5 B [ L) = S+ TP
N (11.29)
x 8\“i'v‘j\)l 4 oee - x Qx‘?-\dZ:ll(ﬂd[ws%o((N-\) -l]]{.sh\‘__ \‘-\)N-l

Assim, necessitamos operadores que generalizem ox, isto e, que Zenham
elementos ndo nulos entre autoestados diferentes de S(j). Tais operadornes devem
nodan os autoestados de S, ou seja, sendo |n> um autoestado de S com autovalor

exp (@NL——) temos:

w \/\\2“ \V\> = 6v\‘)'v\-eo( (wiod.N) (11.30)



0 que Lmplica

A A A NoOOA
R = neety cmatn) 5 Ry =R &, R, Ry,

e assdim

Na representagdo em que S ¢ diagonal temos

A oooi O Oo 1
l N-\ LI.'-O

K ( > -(O'Ziho )

Da deginicao do operador R segue-se que:

o>
c
1]
=3 >
n °
{/!

/\

\__,/’
7U>

LIT Y
S(\) R(\) 'V\(\)> S(\) 12 1€9) -\.l> e N ( * 3

20 (meyet) A
eV T ROIneS = =N R 3w \mawy

M)+

ou sefa os operadones S(L), R(f) satisgazem a algebra:

Egm)gtp—l:YQ(‘))\%(D}‘-B(U,Q(';)_FO Se {#]
\7-“ ~

gmkm = e N R® ()

Usando-se (11.29) e (11.30) podemos entao escrevern Ty como:

Tx T %JOV\UQX \ifﬁj"dcos%w\*qx

15

(11.31)

(11.32)

(11.33)

(11.34)

(11.35)

(11.36)
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E mais conveniente escrever T como exponenciak de um operador. Para 44

to usamos a Adentidade

N-L N N
), \'5\ ex ‘)S\Z (3, (LosWatn- Qk ex Z Fu 3,0 (R R*d)k (11.37)
V\zo 0l=0 2

que ¢ sempre valida devido a (11.32) e 0 fato das interagoes serem do ipo cosse

no (fernomagneticas). No apendice A mostramos como se caleulam as fungdes f, ¢

oxibimos 04 nesultados para N = 2, 3, 4 ¢ 5. Pela Adentidade (11.37) segue-se que

X I
+
T- T ex &L Ts RL‘HRL'\] (11.38)
1 J ? a=0Q 2( ! 3>
Usando-se (11.28) e (11.38) obtemos ginalmente a seguinte expressao pa
aa T

N
— Ta NN YiySe \ d;
T _ ex? \Z Z_-;,l?’_.z_ K_(SL\)S(Y(\)) x (S(\)Stp )) 21& (,11‘39)
. exb { L2 5 [Rpa R o ()

onde daqui em diante omitiremos o chapeu dos operadores.

11.C - Formulacdo para tempos continuos - Formulagao Hamiltoniana

0 problema de se determinan o maion autovalorn da matriz de trnansfenren

cla, conforme discutido na seqao (11.B), & idéntico ao da determinagdo do estado

fundamental do Hamilioniano qu&nticokpq)

t :—.L—Q,’V\%
I

(11.40)
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sendo G, como antes, o espagamento da rede na dirnegao temporal (horizontal).
De uma maneira geral o operadon T e composto pon produtos de exponen

clals de operadores que nao comutam (veja eq. 11.39). Pelo fato de

e (R) exb(B) =exp (R+B+L1AB)4..) (11.41)

H, ¢ em geral complicado. Contudo ao inves da fommulacdo simetrica (acoplamentos
Lguais na honizontal e ventical) dos modelos Z(N) feita na secdo anterion, pode

- ;o (Y
mos fazer uma formulagdo altamente a/.sAuneﬂuca( 443]

. 0thamos para o Limite de
tempo continuo (Limite em que o espacamento na horizontal vai a zero). Neste 2L
mite 05 termos [A, B) +... tornam-se despreziveise temos o Hamiltoniano  (mwito

mais sdmplLes) para tempos continuos (espacamento espacial discreto):

A

Qiwwn Ho = (11.42)

G0 O

Para que a mesma §isica (para grandes distincias) do caso discreto se
ja obtida, o processo de Limite para tempos continuos nos Leva a relagoes alta
mente anisotropicas entre os acoplamentos espaciais e temporais.

Obteremos inicialmente, por simplicidade, o Hamiltoniano para o modelo
de Tsing em seguida o Hamiltoniano para o sistema geral de spins com sAdmetrnia .

Z(N).

11.C.1 - Hamiltoniano do modelo de Ising

Partimos da matrniz T com acoplamentos J, e J, nas dirnegoes espacial e
Lemponal, nespectivamente

T (23\«\2(53 " ex\>(\§5374(§* d*‘k ex%iL(sgz,wﬂs (11.24)
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sendo Jf dado pon (11.22).

Queremos tomar o Limite G~ 0 de maneira que H definido pon

A A
T =ep (- H) (11.43)
sefa finito. Para isto ¢ necessario que simultaneamente Jp + e Jy >0, ou 42
ja
(S-S\ ~ G e
* (11.44)
(S—SZ = - -‘5: XA&(&»\PSZB ~ e%? (—Z(s-32> NZ;
0 que nos diz que BJ, e exp(-28J2) devem sexn proporclonais
(S-SL: A Qx? ("Z(& -Iz) (11.45)
Tdentigicando o espagamento temporal
G= QX‘? (‘2F31> (11 .46a)
temos (3,= 20 (I .46b)
Assim de (11.24), (11.43) @ o fato de em (11.41) [A 8] = O°() te
mos :

A

W= ~>\5;10’%¢% ~Z T (11.47)
¢ )

‘L

que ¢ o Hamiltoniano {tempos continuos) do modelo de IALngw’l’b—) .

E intenessante entender o significado das nelagoes de (11.45) e(I1.46)
mais intuitivamente %)

OLhemos para a funcdo de conrelagdo para o caso em que Ji = Jo
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T(n) = < o%(n) o°{0) >. Como a nede & invariante por hotagoes de _IZL_ a funcao de
connelacio tambem send. Mostrnamos na figura 2a cuwas em que T (n) e constante.Pa
na grande | n | elas sdo aproximadamente cireulares (J1=Jz). Se fizermos Jo>J,en
tdo conrnelacoes na direcdo temporal serdo maiones, de maneira que as curvas T (n)
constante sendo elipses com edixo maion na direcao femporal, como por exemplo,mos
tha a Fig. 2b. Mas como queremos ter a mesma §isica envolvida nas duas  formula
ces devemos compensan a anisotropia J2>Jy distoncendo a nede, isto &, fazendo
T< a de maneira que 04 contornos de T (n) permanegam os mesmos, como  mostramos
na Fig. 2c. Assim,vemos claramente que 0 processo de se fazer Jp + =, faz com
que tenhamos o espagamento G na direcdo temporal indo a zero (tempo continuo) e
a netacdo de escala G = exp(-2BJz) € a relagdo que garante que a mesma fisica '

(para grandes distancias) seja extralda das diferentes formulagoes.

[1.C.2 - Hamiltoniano para Z(N) geral

Analogamente ao caso Z(2) partimos da matniz de transferencia  obiida

em (11.39) -
= €><\> &@X\ idl %1%( ‘-(S:“&X"‘)y& ’"'("—;Q *
b
o |2 3t [Kioedo)
\ =0

sendo agora ﬂa funcoes dos acopfamentos na diregao temporal (hornizontal) Ki, Ka,
ooy Kgoe que satisgazem (11.37).

E conveniente definin os pesos estatisticos

- éo(/{“ ~
X =¢e :ex?{@\(,%: Kn (Cos %0“\- 1)15) (11.48)

4 v Ky

XO( = XN’O{ (MDA. N)
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onde €y & a energia de interagdo de dois spins que fazem entre 84 um angulo de

—zg—a 0s 4, (K1, Kz, ... Kg) entdo satisfazem a equacdo (veja apendice A).

X 12y

&O{C,os ZS“—V\O( = QN\ X\Z_\ X C g')V\:o).L)...)_ﬁ (A.6)

Como um dos panes de constantes K ,J ¢ arnbitranio para caracterizan '

=0

um particular modelo, € suficiente fixar as razoes

, —
'd:};x_ , =38 A=23,..N (11.49)
¥y \I

Para que permanecamos no mesmo modelo durante o Limite & » 0, devemos
mm&n%e]&meMuemmMoh+weJl+mIuoadwmmaﬂMMJle
Ky apropriadamente neste Limite para obtermos T = e facil vermos que  as

s4m como no modelo de Ising devemos texr:

R, ~ G (11.50)

Contudo a Ldentificacdo de G com 0 § nao ¢ imediata pelo gato dos
§,, serem de ondens diferentes no Limite Ky + =. Neste Limite temos que x << e

consequentemente a equacao (A.6) pode sen escrita

w \2“'\/\0\
it cOsg‘R_x\o(z ,le\pfz_\ X e \ (11.571)

N
| - ) _
~ é (2 - dN/)X Cos 2T N=0,...)N

0 que Amplica que neste Limite ftemos:

f, = (2- sd)n/z)xd =12 .. N (11.52)
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Devemos entao oflhar para (11.48) e procuwran para dado modelo (conjunto

A6y §éxo) quak a nos dard o maion x,» 4sto e:

XJ = SUP S\X_\)Xz)...)X‘\;‘\

e fazemos a Ldentigicacao:

- - 5~ X~ .
G= (2 %oi)N/Z\B B (11.53)

e assim de (11.50) temos:

33,z AG = X(2- SQ')N/ZSX&' (11.54)

~ RZ
desta maneira o0s 5a (ol #el ) sendo de ondem superion, isto ¢; 6~ G /X,” e

temos o Hamiltoniano para tempos continuos

N o |
W=-x Lo 2 g&&.‘(&(p S)'(&u)}qw\.c. -2] -2 L(R"‘+ ) s
) odz) 2 i 2

Onde vemos que o Hamiltoniano 40 contem uma poiencia do operador R ao
contrarnio da matniz de thansferencia que possui todas as potencias de R. Esta di
ferenca sena impontante quando estudarmos as transfonmagoes de dualidade  (veja

secao D).

Pana o caso do modelo Potts vetorial em que Ja = J(Soz :Ltemws de(11.48)
’

que o = 1 e o Hamiltoniano ¢ dado ponr:

H = —)Z A ‘_S(\')s*m\)»f \"'C'Z_X —-_‘_Z\ (Ruwfm} (11.56a)
i 2 2
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B3 =202 5 )%= (-8 epp (sl - O] e

Para o modelo Potts escalarn temos:

3}: - [:3 - (- ):}JN 5 1=¥2

1l
i
X

F4|

de maneina que ftemos o Hamiltoniano:

:_%ZZ L(1-s dw/)g\%(‘)“‘*‘»*\”‘ 24 [Run\wc]\gm 57)

1 o=y

11.D - Transformagao Dual

Thans formagoes de dualidade em geral, mapeiam um modelo de mecanica
eAtaiiAtha om um outho. Existem contudo modelos cuja transformagao dual conduz
ao mesmo modelo numa temperatura diferente. Estes modelos, entre 0s quais se in

clui o modelo de 1sing, a0 chamados autoduaab(u 21)

e exibem uma grande  sdime
tia entrne o0s comportamento a baixas e altas temperaturas.

Mostrharemos nesta secdo que nosso modelo com simetria global Z(N) (11,
6) & autodual num sentido gerak. Para a introdugdo da transfornmagdao dual necesssi
tamos da rede dual @ nede direta. A nede dual de uma rede quadrada & também qua
drada com pontos Localizados nos centros das celulas da rede direta. Para o nod
50 caso em que temos um Aistema quantico a 1 - dimensao (11.39, 11.55) os pontos
da nede dual Localizam-se nas Ligagoes da rede oniginal (veja §ig. 3). Nos pon-

tos da nede dual podemos definir o openadoneb(zs ).
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~ * N
T(Y)= SWYSGL+) =4y M TTOM) = S(M)

(11.56)
() =|T R‘”Q)XR*(L) i=12 . M,

X8

0s operadones o(7 ) descrevem 0s estados de dois operadores S vizinhos
enquanto que pl 1) € um operadon nao Local (chamado operador de deéondem(46))que
"noda" de —ZE— todos o6 operadores S(f) a esquenda do ponto 1 (veja figura 4).

Observemos que o0s operadores duais o,p satisfazem a mesma algebra que

0s operadones S, R, isto e:

A2 .
PINT W) =€ ") QR (11.59b)]
Da deginicao dos operadones duais (I11.58) temos:
+, ~ ~ t, .
o) P(T+1) = R(1+1) (11.60)

assim podemos escrever a matriz de transfgerencia (11.39) ou o Hamiltoniano (I1.

55) em tenmos dos operadores duads:

Tk R

o ol
Bl fo(p+ 07 - 2 |
v 2 (11.61)

{2 1 B [l elprethd
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o X
- Ja [0‘(3’) \.q"h') -~ 2_] 7} (11.62)

Tp e fy sd0 na realidade as representacoes duais da parte volumetrica de T e H
obtidos em (11.39) e (11.55). Terfamos ainda temmos de superngficie, por exemplo,

para o Hamiltoniano teriamos a expressdo completa:
He W= A {lz- (S(TY+5'(F) )+ Z[@(MZ) ?(M{L)) +\1.c,“ (11.63)

0 efeito §isico imporntante dos temwmos de superficie ¢ que eles quebram

a N - degenenescencia do vacuo na regiao de A g/umda(”)

, mas nao afetardo o ca
naten das thansicoes de fase para uma rede grande. Daqui porn diante, como  esta
mos internessados em diaghamas de fase, esqueceremos os teqmos de Aupenﬁzae(37).
Assim de (11.61) e (I1.39) vemos que T e Tp tem a mesma forma em Lermos de opera

dones 'S, R e p,o, hespectivamente. Podemos entao escrevern, Lembrando de (I11.10):
)
d} = Ay ) (11.64)
ZAQITARTAD BN CTRRISAN

sendo e' uma constante furelevante.

Vemos assim, que a thansformagao dual S,R » p,o Leva pontos do espago
de parametrnos ”33 a{\ a pontos {{dx alnda pertencentes ao mesmo espago. Por
tanto, a thansformacao dual de nosso modelo geral Z{N} (11.6) com acoplamentos '

{(SX 41& nos Leva ao mesmo modelo com constantes de acoplamento Hg\

Modelos em mecanica estatistica que possuem uma A0 constante de acopla
mento ¢ nos quais a transformacac dual corrnesponde a uma mudanga na temperatura
(27 )

sda0 chamados autoduais . Chama-Lo-emos modelos autoduais no sentido de
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Kramens e Wannien (K-W). Neste sentido o que temos em (I1.64) ¢ que a agao ge
ral com Aimetrnia global Z(N), deginida por (11.6) ¢ autodual num sentido geral.
A trhansformacdo dual promove simplLesmente uma mudanga dos acoplamentos onigh
nais {(530(\& para {5(1\! . Obsenvemos que fal 48 ) =BJ, o =1,..., N pois
o modelo netorna ao modelo original ao fazermos uma nova trhans 5omag&0.dua,(’_.
Vemos contudo que a formubacdo Hamilioniana (11.62) nao nos fornece
tal auto-dualidade geral. Veremos mais adiante, que certos modelos que nao 4ao
autoduais (no sentido Kramens-Wannier| numa formubagdo Euclidiana, ftornam-se au

toduais na formulacao Hamiltoniana.

I1.E - Parametro de ordem, desordem - Condensagao de kinks e desordem

(28

Como ¢ bem sabido na Literatura ) modeLos com simetria global dis

cneta, como 04 modelos que estamos tratando aqui, possuem pelo menos duas $a
se4. As suas fases sdo caracterizadas por parametros de ondem e desordem ez .Na
fase de baixas temperaturas o sistema esta totalmente ordenado. Toda a simethia

global esta quebrada e o sistema estd magnetizado

<S(i\> # e ‘_%QSC de \pa\y\as ‘Lem\u-} (11.65a)

A abtas temperaturas toda a simetria global e necuperada e o Adistema

¢ nao magnetizado.

sy =o [&ss«z de Atas {ew\}-_l (11.65b)

Pelo fato de < S(L,) > sen nao nulo na fase ordenada e nulo na  fase
desondenada, ele ¢ denominado parametro de oadem(“) do sdistema.

0 valon esperado do operadorn dual p(Z), congorme deginimos em(I1.58a)
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{9 (V)= <{§i Repp) \Z*m> (11.66)

2 nulo na fase de baixas temperaturas e diferente de zero na fase de altas tem
peraturas (por isto o chamamos parametro de desordem). Podemos vern isfo Lntuiti

vamente. Observe que na fase de baixas temperaturas, quando aplicamos o opera

-

don plZ) a um estado na nepresentagdo em que S & diagonal, o efeito e nodan de

27
N

Fig. 4). Assim, inverntemos um numero inginito de "spins", obtendo um estado on

8

todos 04 auto estados de S(f) ("spins") a esquerda do ponto () (Vesa

togonal ao estado orniginal, isto e:

{¢>=0 (fase baixa temperatura) (11.67)

Mas se o sistema ¢ suficientemente desorndenado ele nao se Limporta com
as condicoes de contorno. 0 estado resultante da rotacao de infinitos  "spins"

pode ter uma projegdo no estado original, isto e:

(11.68)
(¢> #£0 (altas temperaturas)

As configuragoes de spin crladas pela agao do operador oM (4) (n=1,2..
., N) num estado completamente orndenado (T = 0; S14) | 0 >T=0=l 0 >T=0;U,é)chg

mamos "kinks":

N
sk = Q00> (11.69)

Como tais configuragoes sao orntogonais ao estado gundamental (veja



27

11.67) na fase de baixas temperaturas ndo temos kinks isolados. A medida que a
temperatura cresce a partin de T=0 comegam a surgirn congiguragoes em que se tem

ALhas de spins nodados de n T Podemos pensarn nestas configuragoes de spins

como sendo pares de kink e an,gé-k,énk do tipo n distanciados por uma  distdncia
Lgual ao do tamanho da itha (vefa Fig. 5).

Assim, a fase de baixas temperaturas para nossos modelos Z(N) pode '
sen vista como uma fase em que a simetria global Z(N) & totafmente quebrada.Nao
existem kinks isolfados, apenas pares de kink-anti-kink de todos 08 Tipos, 4isto

e:

. n _—
") (S“>#O ) <§) >:O Y\;i)z)...)N (11.70)

A medida que a temperatura cresce,a disitancia entre 04 pares kink-an
ti-kink diminul. Na temperatura critica temos um genomeno de condensagao de
kinks, isto ¢, eles se tornam nao massivos e os pares sdo "Lonizados" sem  gas
tarn enengda.

Para a caracterizacdao das varias fases dos modelos Z(N) e 4interessan
te 0 uso da algebra dos operadones de ondem e desondem. Usando-se (11.58a), se
L < { obtemos:

R 1200 vy wn

S’ P S )y = NoSw %’cp (11.71)

como consequencia, no Limite (i-§) + o teremos a nelagao entre 04 valores espe

nados:

'\1_“.9.\«/\

<§> ) D m> — <ﬁq>><3 “)> e" <3v?”><ﬁqtj)> (11.72)

\-aoO

Como a nossa acao (I1.6) @ bastante geral, varios tipos de fases  po
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dem ocornen dependendo dos acoplamentos §3;ﬁg .

a) Pode acontecer que o kink do tipo £ # 1 ﬂ€=2,3)...)ﬁ} e divison de N
possua energia menor do que 0s outros tipos de kinks. Teremos entao uma fase
massiva que ¢ um condensado de kinks do tipo £, com pares de kink-  anti-kink

dos outros tipos. Nesta fase valenra:

<ge>#o ) (?“>= o) (n,£ = primos entre s4) (171.73)

Pela Eq. (11.72) vemos que <8™> =0 n # N/&. Como esta fase 2 massi-

N/e, #0 (caso contrarnio tenlamos excitacoes nao massivas, e

va devemos ten <S
esta seria uma fase do tipo (1v) abaixo descrita). Este tipo de fase, ¢ entdo '

caracterizada pon:

1) (9D #0,<Q"> =0 (n,£ = primos entre 44) (11.74)
' (SN/‘L> £0, (gw> =0 £.m#N

Como a potencia mais baixa de S com valon esperado diferente de  zero

2 N/Z esta fase possui simetria Z(N/Z).

b) Mas se ocorren que o kink do tipo 1 (ou do tipo £ em que £ e N sao
primos entrne AL) tiver menon enengia tenemos < p > # 0. Pela equagdo (11.72)
isto implica < S">=0n=1, 2, 3, N , Ao e, toda a simetria ¢ hecupe
nada de maneina que devemos tern um condensado de todos os tipos de kinks  (esta

¢ a fase tipica para altas temperaturas):

Z|

A1) (?M>7€o W42,

<SS =0 w=1,2 ..,N

2

(I1.75)
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c) Considernemos agora a sdituagao em que temos uma  Admetnia Z{N/n)

N/n £

>#0) eque <pt>=<S > =0 com LN .

0 gato de termos simetrndia Z(N/n) implica < S[' > = 0. Pensaniamos deste modo nu

(isto &, <S">=0m<N/ne<S$

ma gase desondenada com kinks massivos do tipo n (L.n # N) que desordenam a fa

se de maneira que o sistema nao se Amporta com as condigoes de contorno. Isto
contudo, nos Levaria a uma fase do tipo (if) com < o > # 0. Para ternmos
< SI' > =0 e < pn > =0 confecturamos que nesta fase devemos tern excitagoes de mas

sa zero (04 kinks sdo nao massivos). 0 comprimento de cornelacdao das  variavedls
ondemat desondem sa0 infinitos de modo que as fungoes de correlagaoc das varia
veds orndem ou desondem tem decaimento polinomial com a distancia. Em  sintese;

Lemos a possibilidades:

RZ
) {STS#0  simetria ZIN/n) fase "moge" (11.75)

o er =
{8 >=<S>=O com £.n # N m=0

d) Uma wltima caracterizacao que poderlamos ter serdia:

Vi (sTH#o )(?Q>#O Com LN#N (11.77)

mas vemos diretamente de (11.72) que tal fase inexiste a nao sern que £.n =N

neste caso o que teriamos ¢ uma fase do tipo (LL).

I1.F - Informagoes Gerais sobre a superficie critica

0 modelo geral Z(N) tem um espago de parametros N dimensional. Cada
modelo particularn definido por um confunto HA yR=42 ., N descreve neste

espago uma thafjetornia bem definida a medida que a temperatura varia. Tal  traje



30

toria e denominada caminho termodinamico do particular modelo.

Conforme vimos na secao D (veja Eq. 11.64) o nosso modelo geral  Z(N)
¢ autodual num sentido genaﬁfﬁk trans formacdo dual Leva pontos {@3&\ do espa-
¢o de pardmetrnos para pontos {%;\ ainda contidos no mesmo espago. 0 conjunto
de pontos invariantes pela trnansgormagao dual (pontos §ixos) formam uma superfZ
éée 0 qual chamamos superficie autodual. Esta supernficie e corntada por caminhos
termodinamicos comnespondentes a modelos com acoplamentos Ja. Se 05 modelos
que cortam a AQpehéZcLe autodual tiverem apenas duas fases, como a transformacdo
dual trhoca a variavel ondem por desondem ( < S > <> < p >}, os pontos de interse
¢ao dos caminhos tenmodinamicos do modelo com a superficie autodual sdo seus pon
tos enlticos. Assim a superngicie autodual codncide com a superficie cnltica na
negdiao do espago de pardmetrnos em que esta ¢ cortada por caminhos — termodinamd
cos correspondentes a modelos que exibem apenas uma unica transi¢do de fase. Nes
ta negido a superficie autodual separa fases do tipo i) e iil) (veja secgdo ante
nion).

Na negiao em que sobrevivem 04 caminhos teamodinamicos que possuem '
mais qﬁe duas fases a superficie ciiltica nao pode sen determinada pela transgor
magao dual. Neste caso ela apenas nelaciona o4 hramos da supergicie crltica.

A equagao que relaciona os acoplamentos antes e apos a  transfomagdo

dual e dada pon (11.37). Esta equagdo ¢ convenientemente expressa em termos dos

pesos estatisticos.

N
K= ex\f ,,\ %@SW(QOS 2—:—\0“\43}5 X=X Imod. N} (11.75a)
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|\

IR % y\(cos 2 oW - L)

Ny (Mod W) (11.78b)
Y\:\

4% )

Como R ¢ ciclica (RN=1) seus auto-valores' sa0 exp (4 —-Zﬁr— n)yn= 0,

» N (veja apendice A), de maneira que (11.37) pode ser escrita como:

N-L

czT:_,,\
%_‘«)E X»\ ex\’ég\sgbk Z—{W\COS "'\0(\&

(11.79)

= Xy .ex‘; Z!g 0(:0)1'2)...)\\1
\'\ o
Como Xo = xo = 1, 0 conjunto de equagoes que relacionam x, com iu =

D(x,) e dado pox:

=D = Y_,]Z- e"\’(‘m’\"‘ﬂ/x- ‘X (’11.80)

d = l12 N

) >

Assim 08 pontos §4ixos sdo dados por (11.80) onde fazemos ia=xa= D(xa).

Somando-se as equacoes (11.80) resulta:

), %= | N%{"ni b (o) / [2,)

N-L

Como L ex\: ((Z‘lV\o():N% (mod N) obtemos:
ol = 0

ENURRNES
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Assdm, para todo N, o hiperplano.

N-§
0, Xy = \'N (11.52)
d=o

¢ fixolem geral diferente da superficie autodual) com respeito a thansformagdo

dual. Pontos no hiperplano permanecem no mesmo apos a transformagdo de dualidade.
A supergicie autodual € a superficie contida no hiperplano { [N - 1]  dimensio
nat) (I1.82) gormada pelos pontos que peamanecem §ixos em refagdo @  transforma
¢ao de dualidade (que sao s0fugoes da equagdo X, * Dix,} ). Assdim, usando-se(I1.

82) as equagoes que determinam os pontos §ixos tornam-se Lineares.

N-L
T Xo( - ) L exb ({?_Ntlv\o(> X.,{ =142, N (11.83a)
=0 ‘
Pelo fato de Xy = XN podemos escrever as equagoes acima como(%)
;l_ .
X, = % Do(y\X,\ = 1,2, ... N (11.83b)
=0

onde

Y,
DdV\: 2N cos (2“°3Y)/N3 JV\#O)N/Z

- oL -
DDK,O = N‘/‘2 )—D = (-) N ¢ (I1.83¢)

o, N/Q

Se gizermos uma nova thansformacao dual retornamos ao modelo orniginal
e consequentemente D* = 1. 05 autovalores de D serdo portanto +1 e -1. Resolven

as Eq. (11.83a) & portanto encontran os autovetores conrespondentes ao autovalon

+1. E 4acil veamos que

N
_\,.rD _ LD@(‘* _ [1 Se N pan
ol=0



33

como o thago e igual a soma dos autovalones, vemos que o autovalorn + 1 de D deve
sen | [;%i] + 1) degenerado | [;%&JE malon inteiro menorn ou igual a —%—).Pontqg
to a superficie autodual & [;gj]chwnAionaﬂ. Para 4 < N < 7 a supernficie sera
unidimensional, bidimensional para § < N < 12, ete.

l1.G - Casos Particulares

11.G.1 - Modelo Potts Escalar

A agao para este modelo & dada porn (11.4). Em tewmos do nosso  modelo

N
geral (11.6) este modelo € o caso particular Jy = Jp =...= “éiiil""JN = —éfi

ou em termos dos pesos estatisticos definidos em (11.78a)

X=Xy =Xy == Xy )x:ex‘:-(se (11.84)

(50). Para N = 3

(53-5¢)

05 modelos Potts possuem apenas duas fases para N # 3

- - . (5152
nesultados de expansao em senie PP

» ghupo de renormalizagao no espago real
e sdmubagao por teenica de Monte Carfo indicam a existéncia de uma dnica transi
¢ao de fase. Quanto as ondens das transigoes, sabemos que a transicdo € contl
nua para N < 4 e de primeira ondem para N > 4(57).

Pela transformagao dual vemos substituindo (11.84) em (I1.80) que o4
novos paranetrnos sao:

Y=Yy =¥, = =Yg =20 (11. 85)

L (N-L)X
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Como as novas variaveis iu tambem sdo iguais entrne s4, o modelo Potts
vai nele mesmo pela trhansformacdo e ¢ entdo autodual no sentido de K-W para qual
quer N. Assim, como a transigdo de fase € unica para estes modelos, o ponto el
tico ¢ dado pelo ponto fixo da transformagdo de dualidade, que pode ser deten-
ménado por (11.85) ou (11.82) '

-\
% = (\mat) ) pee = S (40 (17.86)

E interessante observarmos que esta autodualidade se preserva na formu
Lagao Hamiltoniana (vefa secgao C). Temos a partin de (11.57), wsando-se as  va

riaveis duais definidas em (11.58a), que:

H (s R») = AR (9,0 XY) (11.87)

em que A, = 1 nos daria o ponto cltico nesta formulagdo.

Na Linguagem, em temo¥hinks (veja seccdo T1.E), nestes modelos todos
04 tipéb de kinks custam a mesma energia para serem criados. Estes modelos — exd
bem pontanto duas fases. A fase de baixa temperatura, em que ftoda a simetria &
quebrada e somente existem pares kink-anti-kink (fase do tipo L) e a fase de al
ta temperatuna, em que temos um condensado de todos os tipos de kRinks e toda a

simetrnia Z(N) e necuperada.

i1.G.2 - Modelos Potts vetorial

( L - 58
Tem-se feito varnios estudos destes modelos, definidos pon (11.7)(+” )
ELes sao internessantes pois constituem a versao com simetrnia discreta do modelo

noton plano (modelo xy). Para N = 2,3, estes modelos se confundem com os  Potts

escalanes connespondentes, sendo porntanto autoduais. Para N = 4, os pesos defind
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dos em (11.78a) sao:
X, = ex\'» ('P5> y X, = ex% (’7-(533 = *i (11.58a)

e 08 seus duais sao

’7\('/1 L CV=-X0) vaxy

o 2X\ ¥ %y V4 X (11.88b)
~ 2 ~ 2
)(Z - \-2%, + X2 - (\—7‘\) - )(\

VH2x, 4 X, (\+x\32 _
Assdm, vemos que para N = 4 o modelo Potts vetornial e autodual no sen

tido K-W. Este fato esta nelacionado ao cancelamento de §2 na equagdo (11.38) '
(veja A-9 no apendice A.). Veremos mais adiante que o 4- Potts vetorial nada
mais € que um modelo de Ising dobrado {(veja seccdo TI.H) e consequentemente au
todual. Este modelo exibe uma unica transicdo de fase (pois ¢ um Ising dobrado)
com ponto crltico dado pelo ponto §ixo da transformacdo dual. Usando-se (11.88b)

ou (I1.85) obtemos

Xz V2-L 5 R 32w (V2 ) (11.89)

Para N % 5 nao temos mais a autodualidade exibida pelos N anteaionei5q)
devido ao fato de nao ocorrerem cancelamentos dos b @ =2,..., N ) {veja
Apendice A). Contudo na versdo de tempos continuos (veja secedo C) o Hamiltonia

no e dado porn (11.56a):
.\_
\,\ :_Q; ) [5(&) S & l's.c.] - Z_, L (R +R*u>> (11.90a)
™ 2 i 2
Usando-se as variavedis duais definidas em (I1.58a) temos:

TR WD {gmg‘?mmh.c.} ) (6 + (Y*(t))} (11.906)
i A2 ¥ 2
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de maneira que:

\"\ (S,V\'}>\> = An (§)¢5XL> (11.90c)

0 que nos diz que na versao HamiLtoniana o modelo Potts vetorial e

autodual para todo N. ELitzur, Pearnson e Sh/égmi/au(sg)

estudarnam estes  modelos
nesta versdao por meio de expansoes em serie de alta temperatura. Obtiveram — que
para N » 5 ocorre uma singularidade essencial no "gap de massa" (mass gap!. A
singularidade oconre num ponto desfocado do ponto autoduat (h = 1), o que ndica
a existencia de uma fase intewmediarnia mole do Ltipo {44} (veja segdo E) paL

N > 5.

11.6.3 - Modelos Villain

Com o objetivo de se estudar o modefo Potts ue/toh,(a!i,ViMa,én( 20) pro
pos um modelo diferente que se aproxima ao Potts vetorial para tempejta/tun@ bai
xas. Consideraremos neste trabalho uma versao generalizada do modelo Villain. Pa
na defini-Lo Lembramos que nossa variavel Z(N) ¢ S(i) = e ”WU"“',? N3z 01, k. O
modelo Villain consiste em substituin o fatorn de Gibbs para um dado modelo  que

possua apenas um dos J, nao nulo (cosseno puro); 4isto e, exvﬂgws (:._rly\m )15
N

W=t 2, .., N, por uma funcdo Gaussiana periodica (veja Fig. 6).

N-1
Z\;(VUF) = Z T}}kex‘v % &h%(“m-“(weﬁﬂ) (11.91a)

Nni}=0 )
nN-y oo Y

onde N )...)N
o

exp §bo = 3:;'0:4\: K— %(5 (><~-2“W\52] (11.91b)



37

Estes modelos sao autoduais no sentido K-W como mostrado no  apendice

B, 4isto e:
Z (np) = Z Q) [s)
_ (11.92a)
onde ) - imterro

2nM V) m
Caso % nao seja inteino (veja apendice B) temos que Zz (1,8)=Z;(n,8)
assim N . Na nealidade apenas o estudo de % (1,8) = Z. (B) & e
N N =

Kevan/te pois se —— = Anteino (veja apendice B):

ZVN(“)@ :@:\—-S« Z\;_((S) (11.92b)

0 modelo Villain Z (B) tem sido estudado extemsivamente. A versdo '

(41) exibe as mesmas

Villain para o modelo Xy ( Asco (B))estudada por Jose et al
fases obtidas porn Kosterlitz e Thoutess ') para o modefo xy. Alem de uma  fase
massiva para altas temperaturas (fase do tipo (Lil) na se¢do E) uma fase mole pa
na temperaturas baixas (fase do tipo (iv) na secdo E).

ElLitzun et w@‘gg) mostraram que as funcoes de cornrelagao para 04 mode
208 Z(N) e xy na versao Villain satisfazem a uma especie de desigualdade de

Griffiths.

v
< Cos [%(%(o)-wci\>]> >/ Cos Y_Q(O) -ea;x> (11.93)
N

N — oo

onde temos do Lado esquerndo a fungao de correlagao do modelo Villain para N find
to e do RLado dineito a fungdo de cornrelagao para a versao Villain do modelo x,y.
Ambas calculadas na mesma temperatura.

Se 0 modelo Villain exibe apenas duas gases, como o modelo e autodual
no sentido K-W, a temperatura crnitica deve senr:
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20

~
-~

A
¢

B N
Assim, sendo T, a temperatura onltica para a versdo Vilkain do modelo

X,y, se tivermos um modelo Villain com N > Zn/Tk entdo e possivel que o sdstema
se encontrne numa temperatura T tak que:
ZN[‘_ < T Ty

Se o modelo exibe apenas duas gases, o modelo estaria em sua fase de
sondenada (massiva). Nesta mesma temperatura o  Villain x,y estaria na sua fa
se mole, pontanto mais correlacionado que Z; (B), o que contrania a  desigualda
de (11.93). Devemos pontanto, ter pelo mencs uma fase intermediarnia entre as fa
ses de altas e baixas temperaturas. Pela desigualdade (11.93) esta fase Ainterme
diania pode sen uma fase mole desondenada ou uma fase massiva ordenada. ~ Neste
@etimo caso o Lado esquerdo da desigualdade tende a uma constante quando (L-0)-e.
ELitzun et a£(58) mostram que a segunda possibilidade ¢ impossivel provando  ou
trha desigualdade (andloga a 11.93) envolvendo as funcoes de correlagdo das varia
veis duais para N §inito e N > =, Com base ao exposto na segao E podemos  enten
dern este fato da seguinte maneina:

Como o modelo Villain ¢ autodual no sentido K-W esta fase  intermedia
rnia deve sen autodual. Se o modelo se encontrarn nesta fase ele permanece nela a
pos a transfommacdo de dualidade. Como a transfommagao de dualidade thoca a  va
nidvel ondem pon desondem ¢ vice-versa (< S > +> < o' >), esta fase intermedid
nia deve tern os parametros de ondem e desordem (< st >, < o m=1,..., N 54
multaneamente nulos ou nao nulos. Como mostramos na se¢do E, uma fase do tipo(V)

em que 05 parametros de ondem e desondem sdo ndo nufos simultaneamente (<§"> 40,
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< "> # 0 comn? # N), ndo pode existin. Esta fase intermediaria ¢ entdo uma fa
se do tipo (iv) (<S>0, <p">=0n=1,2,..., W) ou sefa (veja secdo E) e
uma fase mole.

Usando-se como estimativa o valon le = 1,35 obtido por Jose et a,(’,(‘H )
temos que o modelo Villain deve exibir pelo menos uma fase intermediania para
N > 5.

Sabemos que o modelo Villain para baixas temperaturas se aproxima  do
Poits vetonial (cosseno puno) (e1) g Anternessante determinarmos o caminho termo
dinamico do modelo Villain para inferinmos acerca de fases da nossa agdo  gerak
(11.6). Para isto precisamos decompor a a¢do de (11.91a) em termos das poténcias
dos cossenos e obter 04 pardmetnos {Joz\ ou {xa\ .

Podemos escrever a funcao de partigao (I1.91a) como

Z (n,p) = Z 0 etho){i.S(\wu)-vuuc,»\,o)ﬂ_*\’_ﬂ’i‘_z‘g‘)x

n=0 '\) QXP‘,(D) (11.94)

6 (Wwynergo\ )+ ... v exb 50N %)(\V\(\)-V\(we,,\\ N)
Ex‘; £(0)

de modo que ddentificando 0s pesos x, definidos em (11.78a) temos:

XV 0n,p) = exb 031 (11.95a)
% exb £Lo)

Usando a equagao (I1.91b) que degine §(n) obtemos:
OO
exb L?‘“ @(V\d Nw ) }
thw B = *“=-°<> (11.95b)
2z
z exp 203 w")

L ETTN

Observamos aqui que o modelo Villain ndo e um modefo normal de mecdnd
ca estatistica ja que o4 acoplamentos -{ Ja\I sa0 dependentes da tempe)zaiu/ca{]a}=
{JQ(T)} . A medida que a temperatura varia o modelo transiciona para outros mo
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delos, e ¢ esta caracteristica que garante sua autodualidade. No caso de Z(2) e
Z(3) em que 05 anicos modelos (um 50 parametro) sao os Potts escalares {ou vetc
rlals), o modelo Villain pmeonﬁe 0 mesmo caminho termodinamico que o© modelo
Potts cornrnespondente, mas com velocdidade digerente.

Observemos de (11.95b) que 04 pesos do modelo Villain descrito por
Zz (1,8) satisgazem para todo N

XS X > S Xy (11.96)

Consequentemente, pela discussao feita na secac E, podemos  caracterd

zarn as fases do modelo. Fase de baixas temperaturas (L), em que nao temos kinks
is0kados, apenas pares de kinks-anti-kinks do mesmo tipo {(toda a simetria e que
brada). Fase de altas temperaturas (L&) em que temos um condensado de todos o4
tipos de kinks (toda a simetria e necuperada). Para N > 5 temos uma fase Linterme
diaria que devido a (I1.96) e pelas discussoes da se¢ao E, nao pode sern do  Zipo
(ii), mas sim do tipo (IV). Nesta fase as massas de kinks sao nulas (fase mole )
acarvetando comprimentos de connelagdo inginitos para variaveis ondem e deson

dem.

|{1.H - Diagramas de Fase

Usando-se todas as discussoes e informagoes das segoes anteriores cons
tulinemos o diaghamas de fases para o modelo Z(N) cuja acao e déscrita por

(11.4). Para isto usamos a h,épc?te/se(m'u)

plausivel de serem continuas as superfd
cies calticas no espago de parametros. Ao inves de construwinmos os diaghamas em
termos dos acoplamentos {JOL\S da agdo (I1.6) utifizar-nos-emos dos pesos {xo& de

§inidos em (11.78).
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11.H.1 - 2(2) e Z(3)

Para N = 2,3 nosso espaco de parametrnos e unidimensional e os modelos
mais gerais 430 0 Potts escalares 2(2) (modelo de Ising) e Z(3). Pela  superfd
cie §ixa (11.82), que nestes casos se confunde com a supergficie autodual, tere

mos para o ponto crnitico do modelo Z(2)

f+x=VZ , Xx=exp(-2pI)=V2-4 (11.97a)

e supondo unica a temperatura crltica do modefo Z(3) temos:

142x=\3  ; x= exp (-3R3) - ‘ﬁél (11.97b)

Estes dois modelos possuem duas fases separadas por uma trhansieao  de
22 ondwn(57). Fase de baixas temperaturas (fase do tipo (L), veja secao E)  em
que a simetria global ¢ quebrada e nao temos kinks isolados, apenas pares  de
kinks-anti-kinks (para estes modelos 50 existe um tipo de kink, veja secao E)

Esta fase e caracterizada pon

(s)#0 ,<Le>=0 (11.98a)

Fase de altas temperaturas (fase do tipo (iidl), veja segao E) em que toda

a simetrnia e nrecuperada e temos um condensado de kinks:

(§>=0 , (§>#0 (11.98b)

- . 5
Ambas as fases sac mazsuva»s( 45)

, Asto e, o comprimento de comrelagao
das variaveis ondem e desorndem e finito, (as funcoes de correlagdo caem exponen

cialmente) a nao sern na temperatura cultica onde o decaimento das fungoes de cor
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nelacdo e polinomial.

11.H.2 - Z(L)

0 diagrama para o modelo Z(4) na reatidade ja e conhecido‘éa), por Aen

6
um caso especial do Modelo 4-AAhin-Te££e&( q)'
0 espaco de pardmetros neste caso ¢ bidimensionak com pesos {xd\ (ve

fja Eq. (11.78)) dados pon:

X = eb-p(3r2T) , X,=exp-2f3 (11.99a)

Neste caso, conforme discussoes feitas na segdo F, a superficie  fixa
(11.82) se confunde com a superficie autodual, que e unidimensional. Pela equa

edo (11.827) temos entao:

A 2%+ X = N4 (reta autodual) (11.996)

Na §ig. 7 esta neta Liga o pontos A e M. Dado o4 acoplamentos Ji, J.

de um modelo 2(4) este seguird o caminho termodinamico:

vy 2
K= )Al' ; YV =

) = (11.100)
14 23,/3,

Assim, (veja secdo F) se o modelo exibin uma tnica transig¢ac de fase,
o ponto crltico send dado pefa intenseedo de (I1.99b) com (11.100), isto e, 0
ponto critico (X1, X2) satisfaz:
Y,
\

v
X, ¥2%.-3=0 ) Xa = 2 (11.101)

-~
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0 modelo 4- Potts escalar (Jy =2J;) Zem v = 1 de maneira que seu cami
nho termodinamico e uma reta que vai de (0,0) a (1,1) {neta (a) na Fig. 7). Como

(50)

¢ sabido , este modelo exibe uma anica transicdo de fase de 2% ondem com por

to cultico dado porn (conforme Eq. (11.101)):
A=Kz =

L
3 (11.102)

Para o modelo 4 - Potts vetorial (Jo = 0) v = 2, de modo que seu cami
nho termodinamico e a parabola x, = x§ lecwwva (b) na Fig. 7). Este modelo exibe
uma inica transicdo de fase (2% ondem), pois como veremos a seguin, este modelo
e um modefo de 1sing dobrado. Seu ponto crltico ¢ dado pela equacdo (I1.101).

2-2>(-1:.O , }/:ex\a-@cxzﬁ-L (11.103)

<

~

Para entendermos melhon o diagrama para a agdo geral Z(4) (Eq. 11.4 )

colocamos em cada ponto da rede bidimensional duas varniaveis Z{(2). A variavel '

2(4) (S = exp {4 —Zg—-n), n=20,1,2,3) pode ser posta em termos das variaveis

2(2) (0,6 ; o® = T2=1) conforme a tabela abaixo:

3 1 ei /2 L e1,3'1T/2

E 4acil nos convencermos que

n I
S(i):_}__iezw“c\‘) 4 € C(f)} (11.104)
\B
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A acdo geral (11.4) para N = 4 pode entao sern escrnita:

- \}
A--T “r L [T niy + Ten Timapy)

(11.105)
TWVHTW T
- 35 Z’;A ) ) ('V\i—/.A)Z;(va)
Vemos claramente, conforme ja antecipado, que ne caso em que Jp=0 !
(Potts vetornial), temos dois modelos de T1sing nao interagentes com a mesma COnd

tante de acoplamento. A fungdo de partigao entac satisfaz

- L
Zd&SZ‘vO) = \Zz‘\ 3‘/23] (1T.106)

de maneira que temos uma unica transdi¢ao de fase (2% ondem) com temperatura J.74

tica dada porn (11.103).

Consideremos o caso Limite em que J1=0 (x2=1); entdo a agao (I1.105)44

ca:
A3=0)= -7, 2:) TEOTONCy) Tnap)  (11.107)
Esta acdo ¢ invariante pela trhansformagao de calibre Local de segunda
especie:
{Q\(V\W X @ (w) )1
i ~ T (11.108)
Pelo fato que uma simetrnia Local nac pode ser espontaneamente  quebra
da(w), este modelo tena em todas as fases:

{eH =0, LTP=0 = (D=0 (11.109)
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Se gizemos em (I1.107) a transformagao oln) G (n) + o' (n) temos que a

funcao de particao satisfaz

M |
24(3\=0) = 2 ZZUQ (11.110)

Assim vemos que este modelo se comporta como um modelo de Ising na va
niavel o' = 82, exibindo uma transicdo de fase de 2% ondem em 1, = (x1, x2) =
V7 -1, 1) (veja Fig.7). A fase de baixas temperaturas & caracterizada por
<0o'>#0 = <8%2> %0 ¢ ade altas temperaturas < 82 > = 0,

No caso Limite J, » = (x1=0) as configuragoes de spin obedecem a condi
edo

0oy € npd = CONTMip) (11.111)

pois gastariamos enerngia infinita para vioka-La. A agdo (I1.105) gica portanto e

quivalente a um modelo de 15.4ng.
A(x{aw) =~ 3, 2. TN T = - 3 %}:m Clwr/u\ (11.112)
W
)f* )

exibindo uma transicio de gase de 2% ondem em 1, = (0, VT~ -1) (veja Fig.7).

A fase de baixa temperatura e caracterizada por < o > # 0, <T > # 0=>
<S># 0 e ade alta temperatura porn < g > = <G > = 0 mas de (IT.111) <oc> #0
> <8S>=0 <8%>F#0.

A nossa hipotese de continuidade da supergicie critica implica que a
neta autodual (11.99b) (Linha A-M na Fig.7) deve se bifurcar indo para os pontos
I, e I,. A bifurcagdo se da no ponto P, ponto crdltico do modelo de Potté(és), de

maneina que temos as fases exibidas na Fig.7. A Linha (c) comresponde ao caminho

termodinamico do modelo Viklain ZZ(B) obtido pela equagao (I11.95b).
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Para um modelo geral 2(4) com acoplamentos (Jy, J2) temos dois Lipos
de kinks {veja secao E). 0 modelo seguira um caminho termodinamico dado pefa e
quagdo (11.100). Para baixas temperaturas exibina uma fase (fase 1 na Figura 7 )
em que toda a simetria Z(4) @ quebrada de modo que nao ftemos kinks isofados 50
mente pares de kink-anti-kink do mesmo tipo (fase do tipo ({) da se¢ao E). Se
J2 < J1 (x2 < x1) <; kink do tipo 1 custa menos energia para sern criado, e pelas
discussoes da secdo E, uma vez ele sendo Liberado 0s outres tambem o sao. A medi
&a que a tempeﬁaiuna aumenta as massas dos kinks diminuem, fownande-se nulas na
temperatuna cnltica. 0 sistema passa entao pera a gase de aftas tempesaforas (4a
se 2 na §4g. 7).onde temos um condensado de kinks e toda a simetnia 1(4) e necu
perada (fase do tipo (LiL) na segao E).

Caso Jy < J, entao o kink do tipo 2 custa menos energia para ser crid
do do que do tipo 1. Pelas discussdes da segdo E, o sistema passara da fase de
baixas temperaturas (gfase 1 na §4g.7), em que temos somente pares hink-anti -
kink, para uma fase intermediarnia (fase 3 na §4g.7). Temos nesta fase um -conden
sado de hinks do tipo 2 e pares de kink-anti-kink do Zipo 1 de modo que Lemos
uma A/L;nw,éa 2(2) nesta fase (fase do tipo (IV) na segdo E). A alias  temperatu
nas toda a simetria Z(4) e necuperada (fase 2 na §4ig.7) e temos um condendado de
todos o0s tipos de kinks.

Convem salientar que todas as fases exibidas na gigura 7 sao massivas.
04 compnimentos de conrelacdo sdo todos §initos exceto na superficie criltica. A
presentamos na tabela abaixo, de maneira resumida, a caracterizacao das fases em

termos de parametros de ondem e desondem.
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Fase 1 . Fase 3 ' Fase 2

<S> 40, <p>-=0 <8>=<p>=0 <8>=0,<p>#0
< 8% > #0, < p2> =0 < 82> 40, <p?>#0 |<8%>=0,<p*>#0
sdmetria quebrada simetria 1(2) simetria Z(4)

mi# 0 m¢ 0 m# 0

Tabela (1) Caracterizagao das Fases da Fig.7

E interessante observar que na gase 3 apesar de termos < S > =0,
< p > =0, esta fase ndo e mole. 0 fato de < S > e < p > serem nulos Segue-se
da simetria 71(2) desta fase, enquanto que os operadones S e p sdo Z(4) 4Lnvarian
tes. Esta fase ¢ uma fase tipica do tipo (i) discutido na se¢ao Eeo fato de

termos < S? > #0 Aimultaneamente com < p? > #0 se deve ao fato de (S*, p?) =0

A1.H.3 - 2(5)

0 espaco de parametros neste caso ainda ¢ bidimensional com pesos \xaH
(veja equagao 11.78) dados ponr:
X, exY~P{3‘ (cos%\_-iy JZCLos‘%-xﬂ (11.113a)

XQ_: ex\)_(s {I\(_UOS‘%‘_ - \) A %((os%—lﬂ

Conforme discussdo feita na segdo F a superficie fixa (I1.82) se con

funde com a supernficie autodual e temos:

1+2><l+2x2_=f5' (reta autodual) (11.113b)
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Na figura 8 esta neta e nepresentada pela neta A-M. 05 modefos com 54
metria Z(5) com acoplamentos (J1, J2) seguirnao o caminho termodinamico:

T, Ccos4% -1) + I, (Cos 2% -1)
com V= -85 )+ Jafos (11.113¢)

3‘((.0523- V) + Il((,osisg _4)

X, = X

2y
A

Se 04 modelos exibem uma anica trhansicdo de fase, ¢ ponto caltice deve
sen dado pela intersecedo do caminho temmodindmice com a neta autodual (T11.113c).
As curvas (a), (b) e (c) na figura § nepresentam, nespectivamente, o4  caminhos
termodinamicos dos modelos Potts escalar, Potts vetornial e modelfo Villain. Sabe

5057 de primei

mos que o modelo Potts escalar exibe apenas uma transig¢ao de gase
na ondem, para N > 5. Assim, a neta autodual deve sern parte da superficie criti
ca nas vizdnhangas do ponto citico (ponto P na Fig. 8) do modefo Potts. Confor
me discutimos na se¢ao (I11.G.3) o modelo Villain (curva (¢) na §ig. 8)exibe para
N =5 alem das fases de baixas temperaturas e de altas temperaturas, uma fase in
termediania nao massiva, isto 2, com comprimento de correlacdo infinito em toda
a 5aAe‘(decaiment0 poLinomial das fungoes de correlagdo). Assim, o caminho termo
dinamico do modelo Villain deve cortar a superficie critica em dois pontos. Pela
hipotese da superficie critica sen continua a reta autodual deve bifurcar-se em
algum ponto, dando origem a fase intermediaria ndo massiva. Como o4 comprimentos
de conrelagao(das varidveis ondem e desondem) sdo infinitos em toda a fase inter
mediaria, esta fase deve estar circundada por Linhas de transi¢do de segunda on
dem ou de ordem Aupenion, pois somente transicoes continuas exibem  comprimentod
de cornrelagao Ainfinitos.

Como o modelo Potts exibe uma thansi¢ao de fase de 1% ondem ¢ os namos
da bifurcagao da neta autodual sac Linhas de transicdo de fase continuas, a  bi

furcagao deve ocorrern em algum ponto E.
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Acreditamos que este ponto (veja figura §) deva sern o ponto em que a
Linha cniltica muda de primeira ondem para ondem superion. Distanciando-se do pon
to enitico P do modelo Potts (veja fig. §) ao Longo da reta autodual, o calor fa
tente diminui, o ponto E ¢ o ponto em que o calor Latente se anula. Este fato foi
confiumado por uma aproximagdo de campo medio que exibiremos na seedo (I1.1). A
plicamos esta aproximagao de campo medio para modelos que contam a reta autodual
nas imediagoes do ponto criltico do modelo Potts e observamos sempre uma thansi
cao de fase de.pnimeina ondem. Quando nos afastamos ao Longo da neta autodual en
contramos o ponto E em que o sistema exibe duas transigoes de fase (veja §4ig.§).
Acreditamos que a matriz S exata com simetrnia Z(N) obtida por KBberle e Swiecgs)
corrnesponda a este ponto E.

A bifurcagao deve ocorren tambem em um ponto simetrico com nela¢do 4
reta x» = x1, aparecendo outra fase mofe (veja §ig. &), como consequineia da 54

metriia

Z (kX2 ) = Z (X2, %y ) (11.114)

mostrada no apendice C.
A caracterizagao das fases em termos de parametros de ondem e desondem

apresentamos na tabela abaixo
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Fase 1 Fase 3 Fase 2
<S>#0, <p>=0 <8S>=<p>=0 <8 > =0, <p>#0 .
< 8% > 40, < p? > =0 < 82> =<p%> =0 < 825> =0,< p2 > #0
Simetrnia quebnrada Simetnia Z(5) Simetrnia Z(5)
m# 0 m= 0 m # 0

Tabela 2. Caracterizagao das fases exibidas na Fig. &

FHH. G = 2(6)

Temos agora um espago tridimensional de parametros para nodsa agao ge

nal em que 04 pesos {xa\deﬂin,édo»s pela equagao (11.78) sao:
37 - - J.
¥pe b (e an] Yepp[Bagn] = opoplinl o ans
Conforme obtivemos em (11.82) a superficie fixa ¢ dada pon:

L+ 2%+ 2%« X5 = N6 (11.115a)

A supernficie autodual conforme discutimos na secdo F e g] dimensio
nal,ou sefa, unidimensional para o caso em pauta. Como a Aupmﬁzai autodual es
14 contida na superficie fixa (I1.115a) as equagdes que determinam a Asuperficeie s
autodual tornam-se Lineares (veja Eq. 11.83). Assim, a superficie autodual deve
sen obtida porn interseccdo de planos, de maneira que no presente caso esta deve

sen uma reta. 0 modelo Potts (veja secao I1.G.1) e autodual no sentido K-W,  as

s4im esta neta deve conten seu ponto fixo (veja Eq. I11.86):
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(Xbx XS) (\r‘u T+l \V+> (11.116)

Conforme demonstramos no apéndice B, o modelo V.illain e tambem auto
dual no sentido K-W, de modo que a reta autodual do modelo Z(6) geral deve con
tern o ponto de autodualidade do modelo Villain. Usando-se a temperatura de auto
Mdade B = 6/2m na equacdo (I1.95b) que nos da os pesos X, do modelo V.ilLain,
obtemos para o ponto autodual do modelo Villain:

Qx:)y\; ))(‘é> = < 592384940;.1231447110 .0/7%6582) (11.117)

Como a reta autodual deve passar pelos pontos de autodualidade dos
modelos Potts e Villain, a equagdo da reta dual e:

2 .
\((—Xf _ Xa=%a _ X3 'Y-g (neta autodual) (11.118)

— -

WP Xt X
Na Figura 9, a neta A-M ¢ a reta autodual. O caminho termodinamico do
modelo Potts ¢ a neta que vai de (0,0,0) a (1,1,7).
Para simplifican a analise do diagrama de fase para o modelo Z{6) ge
nal colocamos em cada ponto da rede uma variavel Z(2) (o = 11) e uma varidvet
Z(3) ( 2 :e%ﬁn ,M=g42 ). A variavet Z(6) ( S'= ey/b(iz_ﬂn)}- N=04,..5 )

pode ser expressa em termos das variavedls Z(2) e Z(3) conforme tabela abaixo:

S 1 Q&ﬂ/S e421r/3 o e&4ﬂ/3 e&5n/3
G T +1 /3, A3 _1 +e&4n/3 _QLZH/3
SERVICO Di BIBLIOTECA L A SEOTTFQSC
FISICA
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Onde vemos facilmente que:

Stn) = Tn) 22(n) (11.119a)

Podemos entdo escrever a agao geral (11.4) para N = 6:

A Y Z \IE)) G\(Y\Jf}u) Y_Z(mj*m*w‘v“ ]

M (11.119b)
-3, 2 (i(v\)ﬁ*(m )*c.c.) - Oy 2 Gy §ntp)
?7/2\!\'r }‘A M’}A, }A

Considenemos o0 seguintes casos Limites:

a) Jy = Js =0 (x1 = x2, x3 =1) e a agdo (I1.119b) féca analoga a um
1 1

modeLo Potts 1(3) com ponto erltico P2 = | ) , 1)
V341 Y 341
b) J1 = J2 =0 (x1 = x3, X2 =1) e a agdo (11.119b) torna-se andloga a um

1 1
» 1 )

V7+1 VZ+1

modeLo de 1sing com ponto crnltico dado porn: Iz = |

¢) Js » o (x1 = x3 =0), as variaveis 2(2) se congelam (ol&) =1}, pois
custa enengia infinita para viran um dado o(d), de maneira que a acdo fica analo

ga a de um modelo Z(3):

A(S -—9(1)> = - ”\*SQL k ZCV\31+(V\+)0 + c.c.>
3 > .,\)/u

¢ temos entdo o ponto critico (vefa Eq. {(11.97b)): Py = (0, !

+]

) 0)

d) Jo » o (x; = xo =0), as varidveis 2(3) se congelam (L(&) =1) e te

mos um modelo Z(2):

Px(S[—a OO> = - (3+3%3) Z_\ T TC‘M}A)
mM
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).
V7 + 1
Existe uma superngicie especial (que contem os pontos, I., I., Py e P3)

tendo o ponto cnitico (vefa Eq,(11.97a)) I, = (0,0,

em que a analise do diagrama de fase tridimensional do modefo em questdo e  44m
plificada. Esta superficie corresponde a regido do diagrama em que temos um mode
EovZ(Z) e um Z(3) deAacopﬂadoA; Efa ¢ obtida fazendo-se J1=0 de maneira que 05

pontos nesta superficie satisfazem a equagdo:

Xy = Xy X3 (11.120)

A agdo (11.119b)restrita a esta superficie e dada pon

A=-220 (Zeny STy cc) -3 ) oy SO (11.721)

2 ™ M
Consequentemente a fungao de parti¢ao para o modelo Z(6), nesta super
ficie, nada mais ¢ do que o produto entrne as fungoes de particdo de um modglo‘ '

2(2) e de um modelo 21(3).
M M
Zé(si:o) -2 Zb\lz) .3 Zl(?rs) (11.122)

onde M 2 o nimero de pontos da nede. Vemos entdao que nesta superngicie temos
duas Linhas crniticas. Uma Linha (x3= v 2  -1) comrespondente a trhansigao do mo-
deto 2(2) e outra Linha (xp =4/¢/3 +1))connespondente @ transicdo do  modelo
2(3). Mostnamos na figura 10 a profecdo da superficie (11.120) no plano x1 = 0 .

Nesta supengicie como os modelo Z{Z) e Z(3) estao desacoplados temos:

()= <¢><Z >\ (11.123)

3,-0
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Conforme mosina a Fig. 10, na fase 4 05 modelos Z(2) e Z(3) estdo onde
nados, isto e, < o > #0, < L > # 0 de maneina que de (I1.123) < S > #0. Na fase
5 ambos 04 modelLos estdo desondenados, isto &, < o > =0, < I > =0 o que implica
<S8>=<8>=<8> -0, ¢a fase tem simetria 2(6). Na fase 1 o modelo  de
184ng desondena-se enquamto o modelo Z(3) permanece ordenado, isto e, < ¢ > = 0,
<L>#0demaneira que de (11.123) < 8> =0,<S2 >4 0, <S8 >=0, ¢ca fase
tem simetria 1(2). Na gase 2 o modelo Z(3) desondenou-se enguanto o modelfo de
1s4ng con,ténua'ondenado, istoe, <o ># 0, <I>=0 de modo que < §> = 0
<82 >=0, <8 >70ca fase tem simetrnia 2(3).

, Pela transformagdo de dualidade desenvolvida neste trabatho (veja se
goes D e F) a transformacdo dual Leva pontos da negido 5 para 4 e vice-versa, e
ponta da regiao 1 para 2 e vice-versa. Como a transformacdo dual thoca varidveis
ondem e desondem (< o > <« < p" >) temos que na fase 4i< p > = < p? > = <p? >=0
; fase 5.’<§’>#0)<§‘)fol<&>3>,{o , fase 1:<9>:o,<gl>=o)<93);!oe fase 2:<p>=0
(9> +#0,<e3>=0.

| E interessante observarmos que os comprimentos de corvelagao sao 6Ln£.
tos em Zodas estas fases (a ndo ser na superficie eritica) pois tanto 2(2) como
Z(3) nao possuem fases moles.

Na Fig. 9 a Linha curva que vai de (0,0,0) a (1,1,1) & 0 caminho termo
dinamico do modelo Villain. Conforme discutimos na se¢ao (11.G.3) o modelo
‘ Vu’la,m exibe alem das fases de baixas temperaturas (fase 5 e a de altas tempe
natunas (fase 4) uma fase intermediaria mole (comprimentos de comrelacdo infini
tos em toda a fase). Repetindo ipsis Literis a discussdo feita para Z(5), acredi
tamos que deve haver uma bifurcagdo da neta autodual no ponto E onde o calonr La
tente se anula. Novamente este fato e confirmado por uma aproximagao de campo me
dio que exporemos na secac (I1.1).

Na Linguagem de kinks, as divernsas fases da Fig. 9 podem sen entends
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das de maneira simples. Conforme discutimos na segdo E femos para o caso N =6
thes tipos de kinks. Na fase 4, que e a fase de baixas temperaturas (gase do L
po (4) na se¢ao E) nao temos kinks isolados, somente pares de kink-anti-kink (do
mesmo tipo) de modo que toda a simetria e Quebnada. Na fase 5§, que ¢ a fase de
altas temperatunas (fase do tipo ({LL) na secao E}, temos um condensado de todos
08 tipos de kinks, de maneina que o sistema possul foda a simetria 1(6). Na  {fa
se 1 (x3 > x1, x2) temos um condensado do tipo 3 e 04 outrhos kinks apanécem 50
mente aos pares, de maneira que a simetria ¢ 2(2) (fase do tipo (id) na Segdo E)
Na fase 2 {(x, > x1, x3) temos um condensado de kinks do tipo 2, 04 outros hkinks
aparecendo somente aocs pares, e a simetria da fase ¢ Z(3) (fase (i) na segao E).
A fase nao massiva 3 pode sen vista como uma fase em que temos um condensado de
kinks nao massivos (fase do tipo (iv) na Secao E).

Apresentamos na tabela 3, de maneira resumida, a caracterizagao  das

dases do modelo Z2(6) geral (veja Fig. 9).

I.H.5 - 2(7)

0 espago de parametros para nossa agdo geral e ainda — tridimensional

com 08 pesos X, (veja Eq. 11.78) dados pon:

X, = exp -B[3,3,43,5,433) %, = exb-Bl,3433,43,5, )
e Xy= exb-6 33, 237,43, (11.124a)

sendo

A = ((Cos2T =\ .
\)*QOSW ‘> y 3T 2% (11.124b)
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A equagdo da superflcie §ixa (T71.82) e neste caso

L+ 2% +2%, + 2%5 =\T (11.125)

A superficie autodual, conforme discutimos na segdo F & [1}—] dimen
sional sendo porntanto unidimensional para este caso. Como a cwwva autodual esta
contida na superngicie gixa (11.125), as equagoes que detewminam a curva autodual
tornam-se Lineares (veja Eq. 11.83). A curva autodual & cbtida por interseccac '
de planos, sendo portanto uma heta.

De maneira analoga ao que vimos no caso N = 6, como o modelo Potts e
Villain sao autoduais no sentido K-W, a neta autodual deve passar pelos  pontos
de autodualidade destes modelos.

0 ponto de autodualidade do modelo Potts e dado por (veja Eq. 11.86):

SR SN 4 ) \ \
(x] %5 %5)= <‘F7u T L ’mﬂ (11.126)

0 ponto de autodualidade do modelo Villain e obtido colocando-se '
T = 21/7 na equacao (I1.95b):

VoY oY 3 . ..01837279 11.127
(XL,XZ,XQ:<.c,303‘1q53o),u0u08331) 018372794 ) ( )

Assim como a neta autodual passa pelos pontos dados (11.127) e(I1.12s),

temos que Aua equdgdo e:

(neta autodual) (11.128)

14 L4 P
Xy~ Xy X, - X5 Xz -X3

N ¢

¥
>(\ 'x\

WY v oy
>(2_’>(z X3 X3
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Na Fig. 11 a neta A1-My nepresenta a neta (11.728). 0 caminho termodi
namico do modeLo Potts ¢ a neta que vai de (0,0,0) a {1,1,1). O modelo Potts pos
sul uma anica thansicdo, sendo esta de 1% ondem (veja secao 11.G.1). 0. caminho
termodinamico do modelo Viflain € nepresentado na Fig.11 pefa Linha curva  que
val de (0,0,0) a (1,1,1).

Na se¢ao (I11.G.3) vimos que o modeLo V.illain exibe uma fase Antermedia
ria nao massiva. De maneira analoga ao discutido nos casos N = 5,6 concluimos
que a reta autodual deve bigurcar-se no ponto Ey, onde a transicdo muda de ondem
{0 calon Latente vai a zero), dando ornigem a fase ndo massiva. Este gato, como
nos casos N = 5,6 foi confirmado pela aproximagdo de campo medio que exporemos
na seedo (11.1). |

0 fato da Fig. 11 exibir bifurcacoes nos pontos E,, E; alem do ponto
E: (dando onigem a fases ndo massivas) ¢ consequineia da simetria clclica do mo

delo 2{7) (veja apéndice C):

Z (X')Xz>¥3> = Z (XS)XL )Y7_> :Z(Xz,X3)Xl> (11.129)

Como N = 7 ¢ um numero primo, assim como no caso Z(5), nio haverd {a
se4 com subsimetrias. Em sintesy, temos a fase de baixas temperaturas, altas tem
peraturas e a fase ndo massiva. Apresentamos na tabela 4 abaixo a caracterizacgdao

destas tnes fases em termos dos pardmetrnos de ondem e desondem.
Tabela 4. Caracterizacao das fases do modelo Z(7)

Fase Baixas Temp. Fase Intermediaria Fase ALtas Temp.

<S> #0, <8%> 40, <83> #0[<S> = <8%> = <8%> = 0 <S> = <82> = <825 =¢

<p> = <p?> = <p?> =0 <p> = <p?> =<p?> = 0 |<p> #0,<p?>$0,<p3>#0
Simetria quebrada Simetria 2(7) Simetrnia Z(7)
m# 0 m=0 m #0
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Il.H.6 - Fases para N > 8

Para N > § o espaco de pardmetros ¢ de dimensao (N dimensionakl) maion
que tn2s. Consideracoes acenca de fases podem contudo serem geitas com base — ao
estudado nos modelos com N menones.

No caso de N sern primo, como ndo temos subsimetrias, o sisiema exibina
somente thes tipos de fases: 1 - fase de baixas temperatunas (nenhuma simetrial,
2 - fase de altas temperatunas (simetnia Z{N)le 3 - fase mole {simeinda Z{MN} com
excitagoes de massa nula) .

Para o caso de N nao prnimo, decompomo-Lo em gafones primos, e suponha-
mos que cada §ator ocorra uma anica vez. Para cada fator £ < 5, temos alem  das
fases 1,2,3 acima mencionadas, um outro Lipo de fase com simetrnia 1(L). Fase es-
ta que corresponde a um condensado de hinks massivos do tipo N/&. Para cada 4a-
ton primo m » 5, aparecerdo dois outros tipos de fase com simetnia Z(m). Amb o
connespondendo a um condensado de kinks do tipo N/m, sendo em uma delas 04 hinks
massivos e na outhd nao massivos.

Em genal o diaghama de fase 2 bastante complicado quando na decomposd-
cdo de N em fatones primos, estes aparecem com potencias maiones que 1.

No Limite Noco a simetnia Z(N) toana-se continua (U(1)) e pelo teore-
ma de Mermin & Wagnejt(%) ela ndo pode sen quebrada espontaneamente a duas dimen
s0es. Assim, as fases com subsimetrias desaparecem no Limite Nsoo , pers s tindo
apenas a fase de alta temperatura e a fase mole, pois esta fase nao ¢ associada

a uma quebra de simetria globak (5,45 ) .

1.1 - Aproximacao de campo medio

Uma das simplificaces possiveis no entendimento de modefos de mecant

. . - e
ca estatistica consiste na aproximagao de campe medio D ou campe meleculak.
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Nesta aproximagdo, as interagoes sentidas por determinada variavel sdo simuladas
por uma intera¢do com um campo efetivo (medio), determinado de maneira a minimi
zarn a enengda Livre do sistema. Pelo fato da aproximacdo de campo medio  despre
zar flutuagoes, efa e tanto meLhon quanto maion a dimensdo (ou nimero de  vizd
nhos proximos) do sistema .

Consideremos a fungao de particdo cornespondente a agao geral (11.6) ,

7. )

S5,

2 > m=d

N
o} \EZ 2, T | (575 +6i5]) }X (11.130)

sendo M o nimero de pontos da rede. -

Um dado S; interage com %SS} , onde f(4) denota 04 2d vizinhos ao
ponto L. Poderdamos considerar a media 2_“; )ji‘) S;n como um campo efetivo agen
te no ponto L. De maneira equivalente podemos obter a aproximagdo de campo medio
wsando a desigualdade de Pelenls (68) da exponencial.

Para <isto consideramos a medida
. M M
" »
’D‘(Si) = T‘.Lex\:[%(sﬁsi)} /[-‘(&; ex\,\\};(gi*gi)ﬂ (11.1371)

onde vemos que todas as variaveis estao desacopladas, e interagem com um  campo
efetivo H (campo medio), que deve ser determinado.

Usando-se a medida acima para o caleulo de medias, temos a desigualda
de de Peionts?).

(op B 3 exp(B)

Podemos entao escrever
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(8T 5:. T 65T e D lsashyy
(11.132)

le { < & Z, NZ S\M K(S’{S-;)V\K.c] - ‘Z 52..(3; +S,-+)>%

2 <“))) AN

donde obtemos que:

‘MM'N v
. + om « AN :
e > exf %% %, J _<(S\.sj) -\-CC->” gz’;w%‘ <3;+f"»>} {17.133)
M
x [Z exp & L cs;»,s?)]
5‘~ e

sendo fy a enengia Livre por ponto da nede para o modelo Z(N).

Definindo-se

3:/(”) = In {Z ex})_’_“_(sl’J,Sf)} =

(11.134)

{ Z_ e,x](; (l+ wsl”n )}
e as medias

Z Cos _N_m(vn ) tx\f {\'\ (s Tgmi+ Cos T “4)—]

‘E <(S{ S*y\/\* C'C-> =

2. ‘exp [u(wszﬂv\ + Cos Thw; )}
A7 \

pelo fato de "

z

20wy 2.\ -
Sem -\JM“\ ex‘)(\* oS ﬁ“‘> =0

b4

(=° (11.135)
obteremos que

i\ cos JgmN; exp (H Cos2y ‘}
’(;(H\

\

(
z

—;— ((S(S]*) 1. H=

{n

-
N s
3— gx}, [ M cos %‘:%{ j\;
| LN\ -

E<S\+S\ >:‘ki(\+)
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Tomando-se o Logarltmo de (I11.132) e tendo em vista que temos M pontos
na nede e Md Ligacoes de vizinhos proximos, teremos:

N
—(38 ;G}N(@J“); 3‘:(H)+(3cl X tz(H) - Hi,(H)
N m=t m

(11.136)

AtZ agona H pode assumin qualquer valon. Devido a desiguakdade acima,
a aproximagdo de campo medio consiste em considenan a enerngia Livre como  4endo

o miximo de Gy (B, H), isto z:

-FJ(N ~ Su}: %C\N((S,H)lg (11.137)

Assim, para cada temperatura, o campo efetivo H ¢ determinado de mane
na a maximizan Gy (B, H) e a enengia Livne send dada pelo valon do maximo de
Gy (B, ). Para temperaturas aftas o maximo de Gy (H) dar-se-a para o campo efe
tivo nubo. A medida que a temperatura diminué o campo medio torna-se nao nulo nu
ma cernta temperaturna Tc’ ocornendo assim uma thansicao de fase. Se o campb egets
tornase ndo nulo continuamente a transigdo e de 22 ou ondem superion lveja Fig.
12). Caso o campo efetivo se torne nao nulo de maneira descontinua, temos entao
uma thansigao de 1% ondem (vefa Fig. 12), pois esta descontinuidade acarnretara
descontinuidade nas dernivadas da energia Livre e consdequentemente havena  calon
Latente.

Aplicando a aproximagdo de campo medio para 04 modelos Polts esea
lan(éq), obtivemos uma transiedo de primeira ondem para todo N exceto N = 2 onde
a thansicdo ¢ continua. Verificamos que a medida que N aumenta a femperatura el
tica se aproxima do valor exato dado pela Eq. (11.86). Pana N > 5 aplicamos nos
sa aproximagdo para modefos que cruzam a reta autodual. Para modelos que a

zam nas vizinhancas do ponto critico P do modefo Potts obiivemos apenas uma and

ca transicdo de fase de 1% ondem. X medida que nos afastamos do modelo Potts, 44
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to ¢, tomando modelos que cruzam a reta autodual em pontos mais distantes do pon
to edtico P, o calon Latente da transiclo diminui. Para modelos que cruzam a re
ta autodual, abaixo de cento ponto E, a apaoxima¢&o de campo medio, comega a e
xibirn akem da transicdo de primeira ordem, outrna trhansicao de 2% ondem (ou de on
dem superion) d temperatura B.d = 1.0 (para todo N > 5) {veja Fig. 12). Este ne
sultado estd em conconddncia com a conjectura da existencia de um ponto de bifur
cacdo da reta autodual, aparecendo uma gase intermediania. 0 fato de uma das
?nan4i¢52A Aen‘de 1% ondem e ndo contlnua (vefa se¢do J) deve-se ao fato da apro
ximagcdo de campo medio desprezan ﬂﬂuiuagaeb(smvo). 0 modelo Poilts vetorial, como
cruza a reta autodual num ponto abaixo do ponto E, exibird duas transigoes, uma
de 2% ondem d temperatura Bc.d = 1.0 {para todo N # 3) e outra de 1% ondem a
una temperatura bem mais baixa (para N > 5).

Podeniamos ao inves de wsar a medida (11.131) em nossa aproximagao de

campo medio usar a medida:

] W= i \
D(si) = = = (11.138)
' "
I\ BT NS
\!\ %\J MT My N SAAe >

que de certa forma parece se aproximar mais de (11.130). Mas esta medida nac mu
dania nossos resultados anteriones. 0 unico efeito seria tornar o8 maximos de

GN(H) mais pronunciados.
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CAPTTULO 111

SISTEMAS COM SIMETRIA LOCAL Z(N)

A QUATRO DIMENSJES

I11.A - Consideragoes Gerais

0 modeLo mais simples com Aimetnia Local & o modelo de Taing com
simetria de calibre ("gauge") que neste trabalho chamaremos simpLesmente de
modelo 1sing-calibre. Este modelo fod Lnventado em 1971 por F.Wegner (8) que
Anspinado no notorn plano bidimensional desejava formular modelos que exibissem
diagramas de fase ndo triviais sem magnetizagdo espontanea (sem parametro de
ondem Local). Wegnen penrcebeu que um ghupo de Lnvariancia Local proibia a  o-
comnencia de magnetizagao espontanea pois uma simeitrnia Local nao pode ser que
bnada’eépontaneamente. Este fato fod provado mais tarnde por ELLtzur (2%) na
formulacao Euclidiana e por LU shen (30] na gormubagao Hamiltoniana. 0 trhabalho
de Wegner, embora pouco citado ¢ um dos mais significantes no estudo de  teo-
nias de calibre na rede.

Considenemos uma rede hipercubica quadrimensional, indexamos as
Ligagoes como (n, u) ou (n + u,- u). Colocamos spins (c{r ,u)=t 1) em cada £i-
gacdo da nede. Definimos a transformagdo de calibre G(r) como a operagdao que a-
plicada no ponto n Ainveste todos 04 spins que emanam deste ponto (veja Fig.13)
A acdao do modelo T1sing-calibre ¢ dada pela soma do produto de spins ao redon de

uadrados primitivos ou "plaquetas" da rede (veja Fig. 14)
q

A -_3 Z G‘Crw\ﬁ‘(ﬁﬂ;xﬂG(H}AN;WSF(H\’,-V) (111.1)
v))rv ‘
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A invarianca Local da acdo e evidente. Ao aplicarmos G(n) um nimero
par de spins (0 ou 2) sdo invertidos (veja Fig. 14) de tal modo que a agdo &
invarniante pela trhansfommagao Local de calibre. Em geral qualquen produto  de
oln,u) ao Longo de uma curva gechada tem Lnvarianga por transformacac  Local
de catibre ! ) .

Pelo teonema de ELitzur (29 ), conforme mencionado acima, o sistema
desenito pela acao (I11.1) ndo possul um parametro de ondem Local (como a mag-

netizacdo no modefo Ising global). Wegnenr (8)

para estudar as fases da teornia
Tsing-calibre, inventou e estudou a fungdo de comrelagae {nvariante por thans
formagdo de calibre. Esta fungdo consiste no produto das £igagoes que  formam

uma curva fechada (veja Fig. 15a):

N ) = Wee) (111.2)

Led
A funcdo de comrelagdo acima e conhecida na Literatura como alea
de Wilson (9] (Wilson Loop) apesar do piloneirismo de Wegnern. Wegnen (8] mos-
twou que para alitas temperaturas temos
(W(c)> ~ e"\’ (—ACO) (111.3a)

onde por Alc) subentende-se a area minima delimitada pon C, enquanto para bai

xas temperatunas temos

{W(EC) > ~ ex\: (- Yco) (111.3b)

onde P{c) e o perimetro da curva C.
Assim vemos que para temperaturas afias a fungdo de correfagas cal

napidamente conforme se aumenta o tamanho da al¢a enquanto que para baixas tem
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peraturas a fungao de cormrelagdo cai mais devagar. Portanto a alea de Wilson tem
comportamento distinto nas duas fases.

A alga de Wilson tem uma interpretagdo fisica interessante. Considere
mos uma alea formando um retangulo de Lado R numa direcdo espacial e Lado T na
dirnegao temporal (veja Fig. 15b). A enengia potencial necessaria para separar du

as cargas externas estaticas a uma distiancia R ¢ dada pon (veja Kogu,t(s ))

V(R = - & J_\_QV\ <\Nc<)> (111.4)

To co

Assim a Led de area significa que:

V(R) ~ R (111.5)

isto e, gasta-se enengia infinita para separar as cargas, este fato ¢ o que  Ae

chama por confinamento. A Lei perimetro em contrapartida nos da:

V(R) ~ const. (111.5b)

0 que nos diz que as cargas externas podem sern facilmente separadas '

nesta fase.
Da mesma maneira que no modelo de 1sing global, generalizacoes do mo-

(26

delo 1s4ing-calibre para modelos com simetrnia de alibre Z(N) foram estudadas )

Colocamos em cada Ligagao da rede quadriimensional uma variavelf Z(N):

S (r;/u): Sy \-)A‘)—)J); ax?(\'%v\(v,y\\) VM) 20N (111.6)

A trans formagao de calibre G(n) consiste em nodar de 2w ( - 2w ) as
N N
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Ligacoes que emanam do ponto r, paralelas {antiparalelas) aos vetores da base.

0 termo mais simples com esia simetrnia, analogamente ao caso Z(Z) '
consiste naplagueta" definida como o produto orientado das Ligagoes num qua-
drado elementarn (vefa Fig. 14):

. +
AE: S(f-,fx\ S(f-y):;v) S(Hrﬂ’;—){)g (T+)’j“v) (111.7)

A agdo mais simples com simetria Local Z(N) ¢ a chamada a¢ao de Wik-
(9)

son

2

A:_l% (Al’*—% \) (111.8)

onde % significa soma sobre as plaquetas. Sistemas descritos pela acao (I11.8)

tem sido estudados {ntensivamente tanto na forma Euclidiana L

como na  forma
Hamietoniana ¥ .

Propomos neste trabalho, da mesma maneira que no caso de simetria
globat Z(N) (veja Eq. 11.4), a agdo mais geral possivel do tipo feromagnetica

com invarianca Local Z(N) 26V

N
o
A:—;Z%%A;(TA; -zg (111.9)
P odst

A acdao de Wilson (111.8) consiste no caso particular Jd > JSdL .

A acdo para o modefo Potts-calibre P ¢ deginida por
A:-Q Z_l 6A N (111.10)
Y-)).«\) P>

Pelo fato de (Ap)N =1 e de (11.6) esta acdo consiste no caso parii-

cutan em que J1=Ta=...=( 3+(:)N ) To -2 e
7 N
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I11.B - Matriz de Transferencia

Chamemos uma das diregoes da rede quadni-dimensional de direcao tem-
poral (por exemplo a diregdo Z) . Como a agdao geral (111.9) e invariante por
thans formagao de calibre, ¢ facil ver que qualquen configuracdo das variaveis '
Z(N) 2 equivalente pon transfornmacdo de calibre a uma congiguragdo em que todas
as variaveis na diregao temporal assumem valor 1. Pelo fato do nosso interesse
nesidin no caleulo de medias de funcdes invariantes pela trhansformagdo de cali-
bre, podemos ao inves de cakeubarmos com todas as congiguracoes, escolher o ca-

Libre temponral:
A
ra)=L (171.11)

Assim a agdo geral (T111.9) sena composta de plaquetas espacials e

plagquetas e/.spago-tempona,(/s :

), ). il o
; _{{(S(X W X3 X L>S(X|X1Y3Xq+lst)>

z|

Xq——L “"‘1)(3 A oodzy 2 (T11.12)
+cC.C. 2] Z_\ Z Sol \:(S(V £) S(rad- BXS(H‘\)\)SU\\\)-‘(CC 2]3
,3 L=y 2
‘\,(A

onde L ¢ o nimero de espagamentos da nrede na dinegao temporal. Usando as condi-
coes periodicas de contornno na dinegdo temporal, obtemos de maneira analoga ao

caso do sistema de Ap/CM a matniz de thansferencia

1= TiT ex S\Z (222 [(5“ P SR 5. \35”’)’)*M 1}
&
X “F\GKI?XZ %d KR(r,ﬁ+\A C\}?S

Onde agora S(n;7) e R{n; T} sao operadones definidos nas Ligagoes,sen

(111.13)

do R(#;7) operadones que nodam 08 operadones S(n;7); isto &, satisfazem d  dl-
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gebna:
s"=R1 | T(s)=T,(RY=0 |
RXRE - R (omostv ) (111.14)
2"1,'/N
Rszf

S R (caso contrario)

SR l(para R e S na mesma Ligagdo)
As funcoes fo ( Jo ) satisfazem a equagao (veja 11.37):
5, el > > (e
T (Losznm -y }: S\ 2 [pR oY \S o,
Y]wR ede:i[&d( 0 -4 )= by _2_(2 WY (111.78)

e mostramos no apendice A como se caleulam as funcoes fo e exibimos 08 resul-

tados para N=2,3,4 ¢ 5.
[11.C - Formulagao para Tempo Continuo - Hamiltoniano Z(N)

De maneira analoga ao que fizemos secdo (I1.C) podemos obter o Limi-

te para tempos continuos da agao geral (111.9), o que resulta no seguinte Hamif

toniano: S
o
H T - >‘i‘ Z-‘ §i {(“‘;M"a(rww) S.\-(r*}l*\’)-/w) S+(r,-v)) +h-c_z]
GpY a=t 2 (111.16)
- \ < +°T ]

onde as plaquetas agora sdo puramente espaciais (sistema quantico tridimensio-
nat) . Do mesmo modo que em (11.55) o e defénido por Xy = Sup { Xa } com o0s pe-
s08 X dados pon (11.48).

Convem salientan que o Hamiltoniano possui apenas uma potencia do o
peradon R em contraposiedo com a matrniz de transferencia que exibe todas as po

tencias de R. Esta diferenca send importante no estudo das transformagoes  de



69

dualidade (veja secdo (111.D). Alguns casos particulares de (I11.16) sao  Ante-

nessantes. 0 Hamiltoniano correspondente a agao de Wilson 471 seaa dado ponr:
N D | St s S rapays-p) s he -2
- - P h}x)v\ (Cpad);-p (69) +h.c -2 (111.17)
e
Z ER(V )x) +h.C ]

(1)

e para o modelo Pom calibre Lernemos :

H' ~>‘ ryva L2 (L > 8o(N )(\US”WS(W‘J v)s' (eepty) f‘)5+((5")>
* \"-C'Z} % {R(v)p’r\ﬁﬁ]g (1I1. 18)

I11.D -~ Transformagao Dual

o

Reparemos que o calibre temporal S(n,%) = 1 nao fixa completamente !
uma configuracdo representativa de uma escolha de calibre. Para ver isto proce-
denemos da seguinte maneira. Fazemos uma transformagao de calibre numa Linha de
pontos na diregdo X, (temporal). Como cada Ligagdo na diredo temporal ¢ uma '
vez nodada de +27 e outra de -2w S(n,3) = 1. Contudo as Ligagoes espacia-

TN TN
is, que emanam da Linha de pontos, mudaram pelo fato de tenem sido nodadas uma
unica vez (veja Fig. 16).

Restningindo-nos ao subespago invariante por Trhans formagoes de cali-

bre, isto e,

Gyl >=1 > (111.19)

podemos a §im de eliminar operadores dependentes, usar a identidade

Goy = RGHR, HREDVD R (D R = L (111.20)
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Escolhemos R(n,3) como dependente e obtemos:

2
~ . 7
R+(X;,X2’X3)'/3\): ;1;’;0 :,.Z' 'Q(Xf,)‘z,xa'n)'f)k (X:,Xz)‘fr’)"' ) (111.21)

Assim, sendo R(x,3) dependente, todos 08 termos da matrniz de transfe
nencia (ou Hamiltoniano) comutam com S(x,3). Podemos consequentemente §ixar com
pletamente as configuracoes representativas de calibre, escolhendo o calibre a-
xial: |

~
Sce3y=1 (111.22)

Desta maneira 04 operadones independentes senao {S (n,7); S (n,2)
R (n,T); R(n,2)}.

Pana efetuarmos a transformacao dual associamos a nrede oniginal uma

nede dual obtida unindo-se 04 centros dos cubos da rede oniginal, isto e, (veja
Fig. 17).

r—s v = Cx (3,5,3) (111.23)

Podemos associan ao produto de operadores fommando a plaqueta (2-sim

plex) uma variavel numa Ligagac {3-2 simpfex) da nede dual (veja Fig. 17):
~ N A + A D ~ + "
G, 0)= Sterds]) St} s R) STtk P ST0rd; &) (111.24)

sendo 1,5,k permutagoes clclicas de 1,2,3.
Definimos o operadon de desordem nao Local na rede dual:
-\.
0(¥.1)= TR %, Xgm32)
’ mzo (1T1.25)
9( 2)= Al R(XUYZH’)XB—Y\')L')
) lv\ao

=<
N3
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No seton em que trabalhamos (G (n) = 1) temos a Lidentidade (I11.21).
Deste modo podemos associar ao operadon R, Localizado numa Ligagao (1-simplex )

da nede oniginal, uma plaqueta (3-1 sdimplex) da rede dual (veja Fig. 18).

RH3) = Pi-3, 1) p(F3,2) TR 1) phed; 2) 111.26)

As expressies andlogas para RT (n,1) e R’ (#,7) 480 no cakibre axial

para as variaveis duais p (i,3) =

RY(r,4) < p(7-3,-8) §U7-253)

(111.27)

RY(r,3) = 07(F-35-1) pd; 1)

de maneina que podemos escrever a matrniz de transferencia (I111.13) e o Hamilito-

niano (I11.16) em tefumm da variaveds duais:

o= 0 Ned >, Bu (o, ) the-2]}
r

e (111.28)
X ‘; au\a\?p% Y(?(\r «)?(rn)pg(rﬂjﬂ y*c D)+ h.c.~]§

~ A -~ ~ ~ ;\L’ |
Hy= -2 x o Z‘ US’“MS’“*}*P’) S’J'(”%M‘S‘*“N)) t ""C] (111.29)

! Z,l ?1 % [ C(mﬁ \

A menos dos tenmos de superficie !

, que analogamente ao caso de
spins  sdo  iwelevantes quando o obfetivo e o estudo dos dia-
gramas de fase.

E facil vermos que os operadores duais (111.24), (I11.25) e (I111.27)

satisfazem d mesma algebra que 0s operadores originais,isto e:
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(111.30)
S, M U_("fq;)f) =

T (v, ) 1 MY caso contravio
Asaim como (T e TD| possuem a mesma forma em termos dos operadores '

(S,R)e (p, o) nespectivamente, podemos escrever Lembrando de (IT.10]):

7 (et )= € L () —_

onde €' ¢ uma constante {relevante.

Vemos entdo que a thansformagao dual S,R + p, o Leva pontos do espa-
co de parametrnos {8 Ja} a pontos {6a} pertencentes ainda ao mesmo espago. Conse
quentemente a trhans formagao dual simplesmente muda as constantes de acoplamento
da acdo geral (111.9). Como no caso de spins a 2 dimensGes a agdo (I11.9) & au-
todual em um sentido geral.

Contudo na formubacdo Hamiltoniana ndo temos em geral esta autoduali
dade. (Eni/w,tan,to, conforme veremos mais adiante, existem modelos que apesar de
ndo senem autoduais no sentido K-W (veja segdo 11.0) numa formulagao Eucudéana,

tornam-se autoduais na gormulacao Hamiltonlana.
II1.E - Alga de Wilson, Alga de 't Hooft - Caracterizagao de fases

Conforme discutimos em 1T1.A 05 modefos com simetrnia Locak nao exi-
bem pardmetro de ondem Local, pelo fato da simetria Local ndo poder ser quebra

@2 podemos contudo caracterizan as varias fases dos modelos

eApontaneamente
pelo comportamento de fungoes de correlagao invariantes por trans gormagac  de

calibre. Uma destas fungoes de comrelagdo e a akea de Wikson, definida pelo '



73

produto onientado (veja Fig. 19) dos operadores S (n,nl ao Longo de um  contor-

no C.

Weay= W S(1) (111.32a)

OY\ev\t

e d
Por um produto ondientado deve se entender o seguinte: se a dinegao do
contorno em determinada Ligagdo £ fon paralela (antiparalela) aos vetonres basi
cos colocamos S(2] (ST(£])na formagao de W(el.
De maneina analoga, introduzémos a alea de 't Hooft, formada pelo pro
duto onientado dos operadones p (%, Hl ao Longo de um contorno gechado T na rede

dual..

~ ‘“ »
W) = ovmﬁtﬂ (111.32b)
Zed
A impontancia destes operadones pode ser entendida mais facifmente na

Linguagem de supercondutores. Nielsen e OLesen (73)

observaram que um supéicondu
ton (relativistico] e um exemplo de um sistema de monopolos magneticos perumanen-
temente conginados. Se pusemmos um par de monopolos magneticos em tal s4istema e-
Les Ligan-se-ao por tubos de §Luxos magneticos, devido ao efeito Me/(/.sAne/L(W) .
Na QCD o0s quarks estao acopfados de maneira minimal ao campo de gau-
92(7—“1 e devem pontanto sen considerados como particulas eletnicas e ndo magne-
ticas. Portanto a atea de Wilson & nekacionada com a energia potencial necessa-
ria para sepanar um par de cargas eletricas extennas (Veja Eq. (I11.41), e o de
caimento area (perimetro] implica no confinamento (ndo conginamento] das cargas
elztrnicas. Na situagdo oposta (situagac dual) teremos um supercondutorn magneti-
co(75l em que as cargas eletrnicas estao permanentemente confinadas. A alga de
't Hooft (76), (Eq. (117.32b))estana relacionada com a energia potencial neces-

saria para separar um par de mongpolos magneticos externos (veja Eq. I11.4). O
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decaimento com a area (perimetrno) da alea de 't Hoodt implica no confinamento '
(ndo conginamento) da/.s carngas magneticas.

Para a caracterizagao das fases do nosso modelo descrnito pela agdo ge
nal (111.9) precisamos oLhar para o valon esperado de potencias da alea de Wil-
son e de 't Hoogft. 0 valor esperads <w{c)> (< @3)> ) nelaciona-se com a enern
gia potencial necessaria para manter afastadas um conjunto de N cangas eletricas
(magneticas) externas de suas antiparticulas .

Porn meio de expansoes de baixa {alta) temperatura na rede dineta (du-
at) podemos caracterizarn a fase de baixa temperatura para a nossa agao — geral
(111.9). Teremos um decaimento com o perimetro para todas as potencias da  alga
de WiLson, enquanto que o decaimento e com a area para todas as potencias da al-
ca de 't Hoogt. Em sintese, temos a fase do tipo (1):

- ~Pco ~a —A) _
(1) <W'@HY~e AN @ he n=42,, N (111.330)

Que ¢ chamada fase supercondutora eletrica. Todos 05 mtl(’/tép!,o»s'da carn
ga magnetica sdo confinados enquanto que todos o4 multiplos da carga efetrica
400 n&é conginados. Dizemos que temos, nesta fase, um condensado de cargas ele -
tuicas .

Como nosso modelo € autodual, ¢ como a transformagao de duakidade trho
ca 0s operadones ondem e desordem (S <> P ), a alea de Wilson e de 't Hoogt trho
cam de comportaments pon esta thansfonmagdo. A fase dual a fase (1) 2 a fase de
altas temperatwws, em que o decaimento e com a area (perimetw) para todas — as

potencias da aloa de Wikson ('t Hoodt), isto e, temos a gase do tipo (1)

" ’A(C) ~N —E<€) ~N
1) W o> ~e 5 AW )y ~e W= 42, N (111, 33b)
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6951 Todos 08  multi-

Que ¢ a chamada fase supercondutora magnetica
plos da carga el_’,e',méca 530 confinados enquanto que 08 miltiplLos da carga magneti
ca sao nao confinados. Dizemos que femos, nesia fase, um condensado de cangas '
magneticas.

Pelo fato de nossa agdo (TI1.9) sen suficientemente geral teremos fa-
ses em que tanto as cargas efetricas fundamentais como as magneticas estao confl
nadas mas um miltipLo n (n divison de N) de cargas efetricas e N de carngas mag-

n

neticas Ado ndo confinadas; isto ¢, teremos uma fase do tipo (iii):

~ ~ - ACC)
W)Y ~e ) ; (N@ )~e

1i1) " .
(WD~ e 5 (\1}/{\@ 3>~/e

Acc
(111.33¢)

Temos portanto um condensado de n cargas eletrnicas e N cargas magneti
cas 0 que ocasiona o confinamento das cargas eletricas e magne‘,té:;lazs fundamentals .

Uma Gltima fase possivel de ocorrer ¢ uma em que femos o decaimento '
perimetro tanto para o valorn esperado da potencia n da alga de Wilson como para
0 valor esperado da potencia £ da akga de 't Hooft, com n.t # N; isto e, a fase
do tipo (IV):

- Py gl ¥
V) (W CO>~e -) (W (C3>~e N L#N  (111.33d)

E facif nos convencermos que ad algas de Wikson e de 't Hoo4t em vin-

tude de (I111.74), (111.25] e (I11.30) satisgazem a algebra:
. ~ X ~ L \,\rc ) 5
W ey W @)= W <) e"\’ﬂ@-“ﬁ'—ﬂ‘“%c)\ (111.34)

onde Y(c,2) ¢ o nimero de vezes (com sinal apropriado] que 04 contornos c e [
Antenceptam.

G. 't Hoogt (7¢] angumentou que em virtude de (I11.34) a fase do tipo
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(1V) oconre somente se o sistema exibin parnticulas de massa nula. Esta fase cor-
nesponde @ versdo na rede da PQED (Efetrodindmica quintica perlodical com sime -

tria Z(N) de calibre e com o foton nao massivo.
[[1.F - iInformagoes Gerais sobre a Superficie Critica

Conforme vimos na se¢do (111.D) nosso modelo gerak (I11.9] e autodu-
al num sentido geral. O confunto de pontos invariantes pela trans formagao  dual
formam a superflcie autodual (vefa segdo ITF]. Esta superficie e corntada por ca
minhos termodinamicos de modelos com acopamentos {J }. A supenficie autodual '
deve coincidin com a superficie crltica na regiao em que e contada porn modelos
que exibam apenas duas fases. Isto se deve ao fato de, peka transformagao duak,
o5 compontamentos das afeas de Wikson de 't Hooft se Lnvertferem.

A equagao que hege a transformacao de duatidade do sistema com sime-
thia Local ¢ a mesma que rege a transformacdo para o caso com simetria global !
(veja T11.75) o (11.37)).A supergicie fixa (veja segio (11 F))E dada pela equa-
cao (I1.82] e a superficie autodual Bﬂ dimensional e obtida nesofvendo-se as

equagoes (I1.83a).
i11.G - Modelos Particulares
[[1.G.] - Modelo de Potts~-calibre

Este modefo o o caso particular da agao (111.9]) em que temos Ji=Jz=...
=‘ 3+(—)N] J- = 2 ou em termos das variaveis definidas em (I1.78al
N N

Xyz K== Ry oy X= exp-Pe (111.35a)
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Pouco se conhece sobre estes modelos. Para N=2,3 eles sac  ALdenticos
aos modelos descritos pela agao de Wilson (Eq. I11.8] e o0s resultados "expe/u’meﬁ

tais" de simulagdo por tecnicas de Monte Canto 32!

Andicam que tais modelos exi-
bem uma anica thansicao de fase de la. ondem.

Resultados (v2] de. expansac 1 4indicam que 05 modelos Potts exibem '
thansicao de fase de primeira ondem pa%g todo N > 1.

Pela trhans formagaoc dual temos: (Xoc -> Xoc)

i: X":XZZ :XN:___J.‘.:.BS-.___ (111.35b)
L+ DY

E vemos que a igualdade original (I111.35a) se preserva apos a trans -
fonmacao dual. Assim estes modelfos sao autoduais no sentido (K-W) (veja segao 11

(72.)

C). Consequentemente supondo que a trhansicdo sefa unica , fanemos esta suposd

cdo para delinearmos o diagrama de fase, esta sera dada pon (I1.82):
-1
XC:(\IR*L) ; (SCG = Q‘V\QW‘VL} (111.35¢)

E intenessante observarmos que os modefos Potts, como no caso de Spins
Z(N) bidimensionais, sao autoduais no sentido K-W tambem na formulagao Hamiltonia
na. Usando-se as variaveis duals deginidas em (111.24) e (111.25) em (II1.18) ob-

Lernemos
HE(S) X, >\3 = A \V\P_(g)qﬂ')xl> (111.36)

e X, =1 nos darnia o ponto crdtico na formulagao Hamiltoniana.
Estes modelos (veja secao II1.E)} possuem duas fases. Para baixas tem
peraturas exibem uma fase supercondutora efetrica (fase do tipo (i))e para altas

temperatunas exibem uma fase Aupercondutora magnetica (gase do tipo (ii]).
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I111.G.2 - Modelos de Wilson

Esfes modelos, definidos pela equagdo (I11.8), tem sido Largamente e
tudados tanto na forma Euelidiana ”‘“como na foxrma HwniLton/éanam’%) . Comnespon-
dem ao caso particular da agao geral (I111.9) em que Jy = JGa,j' Para N= 2,3 04
modefos de Wilson confundem-se com 08 Potts-calibre, sendo portanto autoduais no
sentido K-W, da mesma maneira que no caso de spins (veja I11.88a-b). Para N = 4

2

X, = X] > 5(2- = 7(? 0 modelo ¢ ainda autodual (531 no sentido K-W. A temperatu-

na enltica, se supusermos uma Gnica transicdo de fase, ¢ dada pela Eq. (11.82).

xy=\N2-1 [563:&«/\ (Z +L) (111.37)

Para N > 5 08 modelos nao sao mais autoduais no sentido K-W (veja a-
pendice A). Contudo na versao para tempos continuos (veja Eq. 111.17) de maneira

andloga ao caso de spins, o modelo ¢ autodual para todo N, isto &

qu(g)R')XB:%\A‘W(S,G')X\) (111.38)

Resultados goram obtidos para estes modelos porn simulacao Monte Carlo
(31 . Para N < 4 exibem uma unica transi¢dao de fase de primeira ondem.  Contudo
para N > 5 alem das fases de altas e baixas temperaturas o sistema possui uma fa
se intermediania separada por transicoes de gase de 2a. ondem (ou ondem superion).
Pela nossa transformagao dual, se esta fase intermediarnia existin, ela deve Aen
autodual (04 pontos no espago de pardmetros pertencentes a esta fase, permanecem
neka apos a transformagao de dualidade). Consequentemente as aleas de Wilson e
de 't Hooft exibem o mesmo tipo de decaimento. Pelas discussoes feitas na secao

(TT1.E] esta ¢ uma fase do tipo (IV] em que as duas aleas caem com o perlmetro '

da alea. Temos entao, nesta fase intermediania, excitagbes de massa nula (foton
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nao massivo) .
I11.6.3 - Modelo Villain

0 modelo Villain (20] (Gaussiano periodico), para teorias de ealibre,

(2477) JEste modelo foi introduzido como uma mane

§od estudado porn diversos autonres
ina de ten d mao um modelo mais sdmples que se aproxima ao de Wilson para Lempe-
raturas baixas-

Lembrando-se que em cada £igagdo da rede quadii-dimensional fLemos uma
variavel Z(N) : S(n; nl = exp [ %T,mr;;.\)} , a funcdo de parnticao para o mode-
Lo Viklain e dada pon:

N-Y
vV
ZN((S) ) %ﬁ)zjzys'x\a %(ENEY\W> - (171, 39a)

onde

ex’\>,§CX): DM:SSXF [{é(x—znw\)z] (111.39b)

ﬂ[ﬁ) = V(o) -Hr\(r+/n3v)-“/\(r+\))}u)-y\(‘fp)) (111.39¢]

Modelos generalizados Villain podem sen definidos de maneira anatoga
aos definidos na segao (I1.G.3]. Contudo, como no caso de spins, eles nao trazem
nenhuma informagdo adicional aquela prestada pelo modelo definido pelas Eqs.(I11
39 a-c].

Por meio de calculos inteiramente andlogos aos realizados no apendice

B mostna-se que o modefo ViLlain & autodual (7)o sentido K-W, isto e:
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SN | N _ )

ZN(G) = Z\‘E\Cﬂ e ;(—?‘73_}\%— (111.40)

0 modelo Villain com simetria de calibre U(1) & obtido tomando-se o

timite N + = do modeto 2) (8). Este modelo exibe duas fases A¥8) A attas tempe-

hatunas pozvso;'“ uma fase massiva supercondutora magnetica. A baixas temperaturas

possul uma fase mole com decaimento tipo perimetro para as algas de Wilson e de

"2 Hoodt e foncas Coulombianas de Longo aleance entre cargas externas (vensao '
discreta da PQED).

Egitzun ot ap ¥

mostharam que 04 valores esperados da alga de Wil-
son para 04 modelos Villain com simetria de Cakibre Z(N) e U(1) satisfazem a de-

sigualdade

<\!\l (C)gt\\ > <\I\J(Q)>\;(D ' (1711.4«1)

Onde do fado esquerdo temos o valon esperado da alea de Wilson para o
modelo (111.39] enquanto do Lado dineito femos a mesma media para o modelo U(1),
ambas caleuladas na mesma ftemperatura.

Como o modelo Villain Z(N) ¢ autodual, se este modelo exibir apenas '
duas fases a temperatura critica deve sen

2N

T et

Tl
B N
Sendo Tg a temperatura crltica para a vensdo Viklain da teoria U (1)

temos que se T < Tg o valon esperado da akga de Wikson para a teoria U(T) tena

um decaimento com o perlmetro da alga. Pela desigualdade (IT1.41) obtemos entao,

que para todo Z(N] na vernsao Villain, a alga de WiLson tera um decaimento com o
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perdmetrw para T < Tg. Consideremos um modelo com simetria Local Z(N) com

N > -~2n/'l"g. E possivel entao encontran este modelo numa temperatura T tal que:
N

Se este modefo exibe apenas duas fases (Te = 2m | entao ele deve es-
tan na fase em que W(c) cal com a area (pois T > Zm |. —(;g_n;udo como T < Tg a de
sigualdade (I11.41) nos diz de W(c) deve cain co:nﬁ:pelzzmew da al¢a. Concluli-
mos entao que para N > 2m/Tg os modelos Villain devem exibin pelo menos tres §a
se5.

Pela desigualdade (I11.41) tak fase intermediaria deve ter um decai-
mento com o perimetro da alea para W(e). Pela autodualidade do moddo Villain '
esta fase intenmediania deve sen autodual, o que implicaria que @(c) deva ten '
tambem um decaimento com o perimetro da alga. Conforme discutimos na segao (IT1
E) uma fase em que tanto W(c) como W(c) decaem com o perimetro da alga, somente
2 possivel se a fase fon mole. Assim a fase intermediarnia deve sen uma 6a/§e com
fotons. ndo massivos, que senia a vernsao discreta para uma PQED com simetria '
Z(N}).

Usando-4e a estimativa ) grwosseina Tg = 1.9, obteremos para N > 3°
pelo menos tnes fases. Contudo os nesultados pon simubagao de Monte Canto 1)
nos nevelam apenas duas fases para o modefo de Wilson com N = 4. Pelo fato dos
caminhos termodinamicos dos modelos de Wilson e Villain serem proximos, acredi-
tamos que a fase intermediaria surfa a partin de N = 5. Usaremos esta estimati-
va quando esquematizarmos os diagramas de fase para 04 modelo Z(N) com simetria
ocar!?®)

Para temperaturas baixas o modefo Villain se aproxima do modefo des-

(61 )

enito pela agao de Wilson . Da mesma maneira que no caso de Apins, e interes

sante determinarmos o caminho termodinamico do modelo Villain para inferirmos a

e AT 1

O

FAVALGTR I PRTEN Y (IR AV AN N
FISICA

oo e sisT——

e e RS AT e S
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conca das fases da agdo geral 111.9. Porn medo de um procedimento analogo ao que
§izemos na secdo (11.G.3) obtemos que 05 pesos )a(\){ (B) (vefa Eq. 11.78a) que defi-

nem o caminho termodindmico do modelo Villain sdo dados pon:

(5) { <"—’>< ’——ﬁ’@ NW\)‘X/Z\ e? 20w (111.42)

W\-—w

1l1.H - Diagramas de Fase

Usando-se todas as informacoes das segoes anteriores construiremos 0s

diagnamas de §ase para a agdo geral (I11.9) de modelos com simetrnia Locak Z(N).
Da mesma maneina que fizemos no capitulo 1T usaremos a hipotese de continuidade
da superficie critica na confecedo dos diagramas de fase. Esta hipotese & um tan
to fonte para o ca/so‘de simetrias Locais, pois existem modelos que possuem Than-

(34)

sicao de la. ondem sem um pardmetro de ordem Locak.

[11.H.1 - 2(2) e 2(3)

Para N = 2,3 nossa acdo geral (I111.9) coincide com a agdo de Wilson,
pois existe apenas uma constante de acoplamento. Caleulos de Monte Ca)zﬁo(m) e
argumentos heunisticos indicam que temos neste caso duas fases massivas (uma fa-
se om que as caxrgas magnZticas estdo confinadas e outra em que as cargas eletrni-
cas estdo confinadas) separadas por uma transicdo de primeira ondem. Usando-se '
nossa dualidade, obtemos pela Eq. (11.82) as temperatunas criticas:
N=2 « A+ Y = VZ 5 B3 =1 Uw (A4V2)
2 (111.43)
Nz=3 @ t+2%=V3 | BRI, %—- R (143

Na fase de baixas (altas) temperaturas o valor esperado da  alea de

Wilson tem um decaimento com o perimetro (wwea minima) da alga e comportamento o

posto para o valon esperado da alga de '% Hoodt.
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I11.H.2 - z(4)

Para N = 4 nosso espaco de pardmetros e bidimensional com a Linha au-

todual dada ponr:

La2xyt %= V4 5 x=op-pa42s,) (111.44)
Xy = exh 33y

Se um dado modelo (X], Xz) 40 fne apenas uma thansigao de fase, o pon-
to erltico ¢ obtido pela intensecgdo da Eq. (111.44) com o caminho termodinamico
T do modefo.

A 4im de desenhawmos o diaghama de fase e interessante olhaxmos para
casos Limites, da mesma maneira que §izemos no caso de spins. A variavel Z(4] co
Locada nas Ligacoes da nede pode sen escrita como o produto de duas variaveis !
2(2) colocadas na mesma Ligacao (veja Eq. 11.104).

AL Y]
S(f)‘rﬂ =4 &6 46‘(,\!.)};) *G‘\-avj}‘% ‘)W?:CZZ L (111.45)
N2

Em teamos das variaveis 2(2) a agdo e escrnita:

A4: - %_ %4% [y Ty g3 54 + 6edTQ) 603 T4

— 6T TI TE@) T TDTT L"ﬂ'\' [ae C]H (111.46)

U3, 200 Sy g T E W) THY T TG TY)
?

L i

E evidente que para J; > 0 (X, > 1) temos um modelo Z{2) Local  pa-
na a variavel S=IC  com temperatura critica X‘,l - V7-1. Neste Eimite <W’(c)> mu.
da o decaimento com a area para perimetrno na transi¢ao.

0 modelo obtido pefa transformagdo dual deste modelo J,> (%, =0) '
deve sen um modelo do tipo Z(2) Local com ponto crltico X;' = VZ-1. Pela nossa hi
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_potese de continuidade da supernflcie erltica prolongamos estes dois pontos cnlth
cos para o interion do diaghama de fase. A estabilidade destes pontos ,quando nos
agastamos das Linhas X; =0 've X, = 1, bem como a caracterizagao das fases mosina
das abaixo, podem sen testadas por expansdo de altas e baixas temperaturas (Lsto
pode sen geito para qualquer N). Expansoes T/n Andicam (r2) que todos modelos '

Potts-calibre (veja secdo (I111.G.1)) exibem uma transi¢do de gase de primeira or

dem. Usaremos a hipotese desta transido sen unica (Localizada em X? = X; = ...
= X; = (W +l,).$na confecedo dos diaghamas de fase. "Experiencias"de simulagao

por tZenicas de Monte Carlo nos mostram uma nica transigao de primeira ordem pa
na o modelo de Wikson Z(4). Concluimos que uma bifurcagdo deve ocorren e Locald-
zamos esta bifuwicagdo no ponto cltico do modefo de Poits  em analogia com 0
caso de spins. 0 diagrama de fase para o modelo Z(4) geral que conjecturamos 2o

mosthado na Fig. 7, onde as fases sao caracterizadas por:

Fase 1: <w{c)>~ e P . -,
3) > e -A n=1,2 (conginamento magnetico)
Fase 2: <W(c)>~ e A ‘ o
@G- e T n=1,2 (conginamento demcq)
Fase 3: <W(c)> ~ e A .
) _p (cargas fundamentais confinadas)
<wl(c)>~ e
@@ -e A _ .
9 _p Nao existem particulas de massa nula
<W(c)>~ e

Pelo gato de [wz,w2]= 0 o argumento de 't Hooft em favor de  uma
fase mole (m=0) ndo se aplica a fase 3. De fato seria basitante diflcil  imaginan
uma fase mole Limitada por Linhas crlticas referentes a trhansicoes de primeinra '
ondem. Em transicdes de primeira ondem ndo existem efeitos de ghande afeance, 0
que gatalmente existe numa fase com excitacoes ndo massivas. Na fase 3 as cargas

elitnicas e magneticas fundamentais sdo confinadas, enquanto que estados crniados
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por SZ e pzapanecem assintoticamente.

L >
. I11.H.3 - Z(5)

Para N = 5 temos um espago de parametros bidimensional com a Linha

autodual :
L+ 2% +2%,=N5

Como no caso de spins, a existencia de 3 fases no modelo Villain {ve
fa secao (I11.G.3)) Amplica que a nreta autodual deve bifurcar-se no ponto E di-
fenente do ponto crnitico do modelo Potts. Devido ao seu carater ndo massivo es-
ta fase deve estan circundada porn Linhas de transicao de fase de segunda ondem
ou ondem superion, enquanto em EP a transicao ¢ de primeira ondem. Mostramos o
diagnama de gase na Fig. &, onde as fases sao caractenizadas da seguinte forma:

- %_ -
Fase 1: WHe) - e, <@(@)> - m# 0
- K -
Fase 2: w"(c)~eA , <W(c)> ~ e P m# 0
Fase 3: W'(c) - e P , <Wiec)> -~ e P m= 0
nk = 1,2
111.H.4 - Z2(6)

2(6) 2 um exemplo bastante instrutivo para analisar possiveis situ-

acoes que podem ocorren para um Z{(N) geral. 0 espaco de pardmetros e tridimensi
v onal com:
» X,z exp B3 43T, 4235\ , X :ex\bi 3143,
\ \? {?’(2 2 3 2 P (111.47)

e >(3: 6%‘2 vZV}(Iﬁ']})



&6

A neta autodual passa pelos pontos eriticos do modelo Potts-calibre
e Vilkain (vefa Fig. 9).

Como no caso do modelo com simetria global escrevemos a variavel Z(6)
situada na Ligagdo em termos do produto de uma variavel Z(2) por uma Z(3) ambas
situadas na mesma Ligagao:

S (M) = G—(r-)y\\ z (r,-/.a\ ) G%v;y\);z‘g(r-,y) = A

A acdo geral Z(6) toma entdo a seguinte forma:

3 ¥
A=- % &lw_ T C2)T(3) TL) Y_imicz) S 2wyt
>

+ + (111.48)
+ T2 YZC\)ZL?.)ZG)ZW) _\.c.ctx 2 T, 0O TRHITBD s-cq)g
2

0 mesmo desacoplamento que £inhamos no caso de spins femos agora  na
superfleie X, = XXy (I = 0). Nesta superficie temos um modelo Z(2) ¢  outw
2(3) desacoplados. Mostramos a projecdo desta superficie no plano X; = 0 na gigu
na 10. As Rinhas cilticas 1,1, ¢ PP, conrespondem neste caso a Linhas de
thansicdo de primeina ondem dos modelos 2(2) e Z(3). Em termos do valor esperado
das aleas de WiLson e 't Hooft das variaveis 2(2) e Z(3) as fases nesta superfi-

cie (veja Fig. 10) sdo caracterizadas congorme tabela abaixo:

Fases 1 2 4 5
< T0(L)> e~A P P (’,_A
Lee i
< T r(e)> P e_A P e'A
Lee

Nesta superflcie o valor esperado da akga de Wikson em termos das va-
nidveis 2(6) pode sen escrita como o produto dos valores esperados das aleas de

Wilson para as vaaveis 2(2) e Z(3), 4. e:

< E‘HS(Q\> - < QU(_CG‘(Q3> <Y§ecj_(u> \J,=o (111.48")

Por meio da tabela acima e da nefagdo (I11.48')podemos caracterizar '
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as fases em termos das variaveis oniginais, conforme mostramos na tabela 5.De ma
neina analoga ao caso de spins, pon informacdo do modelo Villain que exibe — uma
fase intermediarnia, a neta autodual deve bifurcar-se no ponto E (veja Fig. 9)dan
do onigem a uma fase mole, cuja caracterizacdo e mostrada na tabela 5.

Na Linguagem de "supercondutores™ podemos dizer o seguinte. Na  fase
4 (fase 5) temos um condensado de todos tipos de cargas eletricas (magneticas )
que conginam os monopolos magneticos (eletrnicos). Na gase 1 (fase 2) o condensa-
do consiste de duplas (trnincas) de cangas eletricas e trincas (duplas) de monopo
Los magneticos, pelo fato de at(e)> (< wile)>)e <@3(2)> (<@ (E)>) decainem com
0 perdmetro da alea. Estes condensados conginam as outras cargas. Para sabern se
0 mecanismo dinamico ¢ realmente confinamento ou dubotamento(ao) se deve !
oLhar para a funcdo de correlagao a pequenas distiancias ou acoplar numeros quan-
ticos adicionais cujo aparecimento em estados assintoticos possa ser verigicado.
Na Fig. 10 mostrnamos de modo pictornio o8 condensados, onde as bolas vazias (che-

ias) representam as carngas eletricas (magneticas).
11.H.5 - 2(7)

Para este caso temos ainda um espaco de parametros tridimensional e
a superficie autodual ¢ a neta que passa pelos pontos clticos do modelo Potts-
calibre e do modelo Villain. De maneira analoga ao exposto no modelo Z(5), Zte-
mos tnes tipos de fase. Uma fase supercondutora eletrnica (baixas temperaturas),
uma fase supercondutora magnetica (altas temperaturas) e uma fase mofe {com ex-
citacoes ndo massivas) que ¢ a versdo discreta da PQED com simetrnia 2(7). 0 dia

grama de fase ¢ essencialmente o desenhado na Fig. 11.

I1l.H.6 - Fases para N > 8
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As mesmas consideracies feitas na secdo (I1.H.6) para o caso de spind
se aplicam para o caso de teonias de calibre a 4 dimensoes .

Pana N primo temos tnes tipos de fases: 1 - fase supencondutora ele -
trica (baixas temperatunas), 2 - fase supercondutora magnetica (altas temperatu-
nas) e 3 - fase ndo massiva ("PQED" - Z(N)).

Para o caso de N nao paimo, decompomo-£o em fatores primos, e suponha
mos un.2 cada fatorn ocorrna uma unica vez. Para cada fator £ <'5, temos alem  das
fases 1,2,3 acima, um outro Aipo de fase connespondendo a um condensado de £ car
gas ebetnicas e N/L cangas magneticas. Para cada fator primo m » 5 aparecerdo do
A5 outhos tipos de fase; uma fase massiva que ¢ un condensado de m cargas elLetri
cas e N/m cangas magneticas e a outra ndao massiva (PQED-Z(m)) .

No Limite de N » = as fases caracterizadas por condensados de cangas
eletrnicas desaparecem. Temos apenas a fase massiva supercondutora magnetica

e a fase ndo massiva que € a versdo discreta da PQED.
I11.1 - Aproximagao de Campo Medio

A aproximacdo de campo medio, em gerak, (veja segao (IT1.1)) neduz o5
calewlos de um sistema de muitos corpos para os de 1‘ conpo. Isto ¢ geito pela in
trodugdo de um campo efetivo H associado ao pardmetro de ondem Local do sdiste-
ma. Como teonias de calibne ndo exibem pardmetro de ondem Koca,(i(zq}o), a aplicacao
da aproximagdo de campo medio € problematica neste caso.

Considenemos a funcdo de partigdo para a agdo gerak | 111.9)

Z : éMMNz Z Al ex?&% %K?j;?w<l\;-\-€-(.5}& (111.49)

r
S\Y)- N ’P‘
onde M ¢ o numerw de pontos da rede.

Da mesma maneird que fizemos no caso de spins (veja secao {I1.K)) in
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troduzimos a aproximagdo de campo medio via desigualdade de Pe/ée/bu(“) .

{ “\’B> > exb (B (111.50)

0 problema reside na escotha, dentre as medidas que desacople o s4i8%e
ma, aquefa que mais se aproxima da situagdo §isica real.
Como a §isica envolvida & invariante pon transfonmagoes de calibre, u

ma escolha natural ¢ usar a medida invariante pon transformagao de calibre:

ex\> &\; Zﬁ [56\) (DS (3)% () +c. ¢ ‘U{

D {S(r}r’\-—

(111.51)

W L ex \E-Z[Smyus(s?% w)tc. C_V‘(
M osuw v

Onde P* denota o subconjunto das plaquetas fal que cada variavel '
S(n,n) pentenca apenas a uma plaqueta. Desita maneira as plaquetas P* sd0 ndo con
nelacionadas. Na Figura (20) mostramos o subconjunto p* para o caso d =

Se aplicamos a medida D, (S{n,u)) na deséguakdade (I11.50) a aphoxima
cdo de campo mzdio resultante exibina apenas uma unica fase. I18to esta de acondo
com o fato de uma simetria Local nao poder ser quebrada upontaneamente(zq ) .

Podenlamos usar uma aproximagdo de campo medio andloga @ usada  por
Balian et a,ﬂm‘) e Druougge et a!,(gi), que seria consideran uma medida que viola

nwarianca de calibre para todos o4 pontos da rede:

T gx\, \ (Str. ISR (rw\)]
D, Sty == (111.52)

Trjs:d ex [ (5050 4560

Procedendo de maneira analoga ao caso de spins (veja secao (I1.1)) obterlamos u-

ma inica transicdo de fase, sendo esta de primeira ordem para fodo N. Na Fig.(21)
mostnamos um resultado tipico para o modelo de Wikson Z(6) (I, = J5 = 0).

Em face a este dilema escolhemos uma sifuagao intermediania. Introduzi
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mos uma medida que quebna invarianga de calibre em apenas metade dos pontos  da

nede:

ex\; &“ {5(.(\3 W)+ )53 4 c.c. ]}
D (S(r)rﬂ_x (111.53)

Z ex Z B fsw Stq)* S(I)S‘Z 3) +C.Cy
¥
' SU',A\ pr 2

Procedendo de maneira andloga ao caso de spins, e Lembrando que o ni

meno de plaguetas P* ¢ Md/, obtemos:

_MN: Sup S\GN(p,\n\S (111 .54a)
onde

G\NLQ,\‘\):%—xQ’\AN F - ) +ﬁ dt;cu))}

> ol=| (T11.54b)

sendo Fn(H) e JCOL(H) definidas em (11.125) e (I11.126). Vemos que (I11.54b) possui

a5 mesmas caracteristicas que (11.127). Consequentemente a medida (II11.53)  nos

fornece uma aproximagdo de campo medio, para as teornias com simetria Local Z(N),
que ex;ébe 0 mesmo nimero de fases que a teornia com simetria global Z(N) cornrespon
dente.

Pelo fato desta iltima medida possuirn ainda invarianga Local em meta-
de dos pontos da nede e pefa relagao bastante p}wéunda“e) enthe s4stemas de
spins a duas dimensoes e sistemas com simetria de calibre a quatro dimensoes a-
creditamos que esta Ltima medida nos da uma aproximacdo melhon @ situagdo §TAL-

ca rneal.
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CAPTTULO IV

CONCLUSAOQ

Obtivemos em nosso trabatho diagramas bastante plausiveis para siste
mas bidimensionais de spins com simetra global Z(N) e para sistemas quadrnidi -
mensionais com invarianga de calibre Z(N). 0s diagramas de fase obtidos para
ambos 03 sistemas sao similanes, diferindo em essencia apenas nas ondens das
thansicoes, o que vem enfatizan a nelacdo profunda, ja salientada por  diversos

auioneA(18)

, entne 04 dods sdstemas.

Enquanto a caracterizacao das fases para o Aistema de spins se  da
por meio das poténcias dos pardametros de orndem e de desondem, no sistema com s4-
metriia Local as fases sao caracterizadas pelos valones esperados das potencias

das aleas de Wilson e de 't Hoogt, existindo a cornrespondencia grosseirna:

<> 40 <uwte)> -eF
<S”>=0<—><wn(c)>~e-A
< pn > # 0 > < @HE)> - e-P
<ot> =0 < @) - oA

A connespondencia acima e errada em detalhes importantes. Embora ndo

£

sefa possivel encontrarmos fases no sistema de spin em que < st 4 0, <p~ > #0

A

»

com n.£ # N temos fases para o sistema com invarianca Local em que <W'(c)>-e”
<i%(E)> -~ e-A com n.£# N. Enquanto as fases nao massivas para o sistema de spins

sd0 caracterizadas pon <S> = <p£

> = 0 com n.L#N, as fases nao massivas para 0b
, . . ~ . n -P wﬂ -P
sistemas com invarianga Local sac caracterizadas por <w (e)> ~ e, <W(c)>~e .
Para N3»5 tanto o sistema com invarian¢a global com o sistema com An-

varianga Local Z(N) exibe pelo menos uma fase nac massiva, com cornrelacoes Anfi-

nitas, sendo porntanto delimitada porn Linhas criticas neferentes a thansicoes de
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2a. ondem (ou ondem superion).

ImpLementamos uma aproximagao de campo medio para o0s dois tipo de 848
temas que confirmou a existencia da gfase intermediania (nao massiva) para  N25 o
que se origina no ponto de bifurcagaoc E da supenflcie autodual.

Para N»5 primo temos ines tipos de fases para o sisfema com simetrnia
global (Local).1- Fase de baixas temperaturas <" 40, <p">=0 (condensado de %o
dos 08 maltiplos da carga eletrica), 2- Fase de altas temperaturas <s">=0,<p>#0
(condensado de todos os multiplos de monopolos magneticos) e 3- Fase moLe<S">=0
<p™> = 0 (4ase PQED - Z(N)).Para um N>5 nao primo decompo-mo-£Lo em fatores pri -
mos, e Auponhamos que cada fator ocorra uma inica vez. Para cada fatorn primo £<5
alem das fases 1,2,3 o sistema com invarianga global (Locaf) exibe um outno tipo
de fase com simetrnia Z(£) (condensado de £ cargas eletnicas e N/E cargas mag-
neticas) . Para cada gaton primo m > 5 sungindo.outnos dois tipos de fase;uma fa
se massiva com simetria Z(m) (condensado de m cargas eletricas e N/m cargas mag-
neticas) e outra fase ndo massiva com Aimetria Z(m) (PQED-Z(m}).

Senia interessante, em estudos futuwws da teoria de calibre ge/ial Z{N),
entenden 06 mecanismos reais que resultam nos decaimentos Lipo area parna as po -
toncias das akeas de Wilson e de 't Hooft nas diversas fases. Acreditamos que L8
to possa sen feito acoplando-se numeros quinticos adicionais cuja emergencia pos
sa sen verd ficada.

Pouco Ae sabe sobre o diagrama de fase de teonias de calibre Z.(N) quan
do acoplLamos campos de materia. Consequentemente ¢ intenessante o estudo das di-
vernsas fasewda teonia geral Z(N) de calibre com campoos de maternia (veja apendice

D).
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APENDICE A

Neste apendice mostraremos como se caleulam as funcoes 5a(11, Joyeenn,

I 85 N) que satisfazem a equacdo:
N-1 " N N < o
%;O R ‘ex\vx%&ﬁx(coﬂﬁw\-i)&—_ ex?&% ‘%(P\ + )X (A.1)

onde R (na nepresentagdo que S e diagonal) ¢ a matrniz clclica N X N:

0!
o
R_ (A.2)
= .. l
o O
to O
Voneya(SQ) nesolveu uma equagdo similar a (A.1) usando um metodo ele

gante e artificioso, mas que e pouco adequado para N > 5. 0 metodo que apresenta
mos aqui e bastante simples e toda a dificuldade se nesume em caleuwlar as nalzes

de um sistema de N equacies Lineanes.

Porn sdmplicidade definimos as variaveis:
_ v
’X/o( = 6%‘) i% F-Sf\ ((_053‘\_()10”\ - l>\kj Y Xolsz-a( (M&J.N) _ (A.3)

Assim (A1) pode sen posta na forma:

N

Z: RY ¥, = =P ‘\ Ti\ d (R Rﬂ)l (A.4)

-0 2
"= =0

- - 12y
Observemos que a matriiz R e ciclica, tendo entdo autovalores )mf en

N=04,. N-1 - Assim temos Aimediatfamente que:
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" N
7, e ol D g 1o

ou seja, 08 § sdo dados pefa solugdo do sdistema de equagoes Lineares:

%&dCos 2“v\o( = ,Q,’V\,{Zl 'X e ”]"(-g n=o42, -

08 nesultados para N = 2 sao:

= s w(i-e'®y | g fi=-t o (thes)

Para N = 3
-3 33T,
oot n [e 2D (- 0T ]
4= 2 I [(H 2 B/ZM)]
1 3 (/— -3%63)
Para N = 4:

for 20 [0 2 @O (3 (e, 20

- ~-R(T+23 2R3
14 ZG\S ‘ 2).* e (S‘
L

_2 éb(‘x\+23'z)+ e-z]ﬂ'\

(3 \ [53\ 2 'ZP(-J -\'231) '2[53\ VL
R [raze TR SR Y PO, >]
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(A.5)

(A.6)

(A.7)

(A.8)

(A.9)
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observemos que se J; = 0 (Modelo Potts vetornial) temos §.=0, este fato esta rela
clonado com a auto-dualidade do modelo (vefa secao 11.G.2)

Para N = 5 temos:

_ b (% 4+2%,3 +2%b) (Xo+2X{b +24,3)
0~La;___; Q'v\,[ ot <Xt 2) { 2 }“.Qm (x°+2)ﬁ* zxz)
@y~ Cb-1) (ot 2%+ sz\z : (A.10)

@-0 Y*"*z*‘e* 2‘7'\"& - (b-1) Yot b + 2,Y~7,3.X

Yo + 2%, 4 2%, Yo+ 2% £2X2

@-) -~ b-)?
-9 Qw ><o+1%\b+zx1:;] 2 f xotex @ 20b
’82= Xat 28, 2R, Xo r2X+ 22Xy
onde @02 = (b-1)?

a-= C,osfsﬂ 5 b= Cos‘-‘sﬁ 5 Xo= b = QKHS YS\(Q-\) +32_(b-.\)1

(A.11)
X, = exb(® [3ice-2) + T,(3-13)
Notemos que o modelo Potts vetornial nao e mais autodual para N = 5 ja

que f§2#0 mesmo para J,=0.

TR T T -

St e e . poe o ;
. / ~ i B -
R D T e . ok
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APENDICE B

Mostrhanemos neste apendice a auto-dualidade dos modelos Villain — cuja
funcao de particaoc ¢ definida pon:

N-
N
Z N(V\SF> - %OT‘S}‘ U\j %v\% (w"_“i*e/"\) NE1Z, N

(B.1)

onde ex\7 fo) = %-_::_wex? [-@i (x-m"m)l] (B.2)

A funcao em (B.2) tem a Aeguinte representacao de Fournden

exb {00 = ), exp (—,2%>.ax\> (%) ~ (B.3)

]
\ ?—“(5 L=-co

Assim. deginimos em cada Ligagdo uma variavel Ku(i) e temos:
N-L

ZVNN@: Y T ) e (L}i—’>

Mi)=0 “)[“ \J)n(s SL),}0=—-Q>

(B.4)

x ex¥> {ig#ﬂ%“(“i'v\iﬂ»euﬂ

evidenciando-se a dependencia em n(i) teremos:

ZVNw.p) - L T2 %(}ﬁ”ﬂz“ﬁ " (8.5)

NWHY= O {’H ﬂ/x“'\'—vco

x Cx\) &1\7"_3_7\ ned [Q‘(f) —Q"(() + 22(()-2’1(5)]}
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somando-se sobre n(i) temos a restricao | ka )/AU) = Z- (Q)Am- 11/4“0 }

e, Nom (8.6)

onde, como £ e inteino, —’i—m deve sen intelno. Se —%—= inteino, entao m= -

ee, -1, 0, 1,...o, mas se $ inteino, entdo m= -o... -n, 0, n,...o.
Supondo —%— inteino, a condigao (B.6) pode sern nesolvida deginindo-se
variaveis duais £(1) (Ligada aos pontos da rede dual) e mv(z) (Ligada as Liga

¢oes da rede dual) tak que:
L.y €, VYV ARY + Nw (“{)‘\
Ia M ( o
Comn &FU): O)l,...)N'*l , oo (B.7)
de maneina que podemos escrevern

Z'N(vx‘(g) = Z U Z €><\> -E?S(V#Q(TH_E’\.MVG))Z]

L =z0 "t WM,Re-cp (B.§)

L3 TS, o [ (]|

2®=0 T w200

Comparando esta expressao com (B.1) e (B.2) vemos que a fungao de par

ticdo apos a thansformacao dual tem a mesma forma orniginal com temperatura é:

Z\INW'[”) = 'Z\N(V‘;(EB (B.9a)

N° .
(5 _ L, s imkere (B.9b)
{% (2nm) A%
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sendo portanto auto-dual o modelo Villain com —%—-Lnteéno.

Para o caso —%— # Anteino, a condigao (B.6) seria nesolvida pon:
Luey= €, TV, 20« Nww | (8.10)

e obtenlamos:

N Y ~ 3
. ) ~ _ N
/i ) - 7 1) onde B- oy (8.11)

mas de (B.9) temos que (—#—~= inteino)
v - v
ZN(‘,/’)) = ZNU,F) (B.12)
ou sefa, se —%— nao 4on inteino temos:

v :
ZN(M,(ﬂ :Z:’( 4}{3) EZ:([S> (—ﬁ— # inteino) (B.13)

N_)
n

De (B.1) e (B.2) pela periodicidade de exp §(x) temos no caso del

Anteino:

. y
Z/N(”;(S) =(%>M Zﬁ(ﬁ> (- = inteino) (B.14)

sendo M o numerno de pontos da nede. Vemos assim, de (B.13) e (B.14) que se conhe

cermos o comportamento de Z; (1, B) = Z; (B) %odos 04 outrnos modelos Villain se

nao conhecidos.
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APENDICE C

SIMETRIA "CTCLICA'PARA Z(N) GLOBAL COM N PRIMO

Considenemos a funcdo de particdo conrespondente a agdo global (I1.6),
N-1

sendo N primo (N = —

ZNQP"I"L"“’S‘T\): %_‘ ex*:» Z (S%Sl cosé& (V\;—V\p +

WM G (c.1)
3, cos 5&(\«\--“;) ¥ T cos 3'% ;,‘(y,'._y,}.) }
onde M ¢ o numeno de pontos da rede e ng=0,1,2, ..., N-1
Considenemos a seguinte mudanga de variavel:
- '
n = Zn&. se n, gon par (C.2)

2n' - N se n. for impar
L L

assim nz assume 04 valores conforme a tabela abaixo:

", 0 1l e 3 4 5 6 N-T

A

n' o | N p | M3 g | Mg R . 1
73 7 7 7 7

E 4acik observarmos que, para k inteiro:

Cos k21 (m;-7)) = cos 4TE (np-n)
N N J
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assim temos:

Z (53« 2, ,33 Z lx’)z (7){3‘0054_&(%,\4 )+

mmo <GP (c.3)
) . - TNInh_n!
Izcas%!(w,_n;)-* 4+ J5 C"SW’V(", nﬁ}

mas

Cos i%\_jiz (A7—M)A‘n} = ¢os {:"N’I (1+2~m)Anz

de maneira que

Z(F Mdzy 3> Z(S R 3&2. N3, a3y 4

em particular, temos a simetria clclica para 1(5) e Z(7)

ZS(L,JZ) =/ 3,5) (c.5)

27(1,,52,33): Zv(:n,rs,a'\)s Z7(13)J,)Jl) c.6)

Para N > 11 temos simetrias adicionais a exibida em (C.4) que  podem

sen obtidas escolhendo-se outras transformacoes diferentes de (C.7).
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APENDICE D

DUALIDADE PARA TEORIA DE GAUGE COM

CAMPO DE MATERIA EM TRES DIMENSOES

Como em thes dimensoes a thansfommacao de dualidade fLeva a plaqueta
(2-simpLex) i una Ligacio (1-4implex) temos que adicionan campos de materia '
(campos de Higgs) f (1) deginidos em pontos da rede a §4im de obten um modelo
autodual. A acio "ferromagnitica” mais geral com simetria Local Z(N) &  dada

pon (vefa I1.6 e 111.9):

N
A:-%EL%E(%>°(+ cc. -2
X A
- Z Z \iﬁ {(d{r(r) S(r)-‘\\d‘xrp\ )>+C.c.—2]
L odzy Z

Onde Ap 430 as varidveis plaquetas deginidas em (111.7) e f(n) sdo

(D.1)

campos de materia que satisgazem:

[ L&(n}\*: L

Chamamos a déirecdo 3 na nede de Ligagao temporal e escolhendo ¢ ca-

Libre temporal
A
S(r-)‘s):ﬁ_ (D.2)

por procedimento analogo ao nealizado nas secoes (11.B e (I111.B] obtemos a ma-

trhiz de thansferencias
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N
ol
T: \ GX‘D &G < j—— ?d [(5“’ DS+ K)SYNJ;’{\S?QS\\ '\"f\.c."Z]

LY \-<J52d:
N
o6 2 e [(Foserpde 1 he -2l -
2 ; F
x 11 ex‘> %(3 %;o %(24((52)1»\4.() +p %O%_[BLO:)-\—\A,C.—KE

Onde agora S(x,T) e R (n; 1) sdo operadones que satisfazem a algebnra

(111.14] e ﬂ (n) e Bla] sdo operadones que satisfazem o mesmo tipo de algebra
que (111.14] isto e;
[ b dur)= [Buo, E(v)} o
\3md;cv>e N r=e! (0.3)

¢(T)B(Y‘) =
Ry dev) e ¥# v’

As gungoes §, que aparecem em (D.2] sao deginidas em (I11.15) - e g,

sdo definidas de maneira analoga por

2_;) B‘*ex‘? &(3 ;Z:‘\(v‘((,os%‘v\o( —l]i = CX\»{%% {Bd}( c.c.]\ (0. 4)

A agdo genal D.1 ¢ invariante pela transformagao G(nl que quando apfi

cada ao ponto x noda a varidvel ¢(n) de Zm e noda de Zm (-Zm ) as variavels
N N K

S(n,n) que emanam do ponto n em diregoes paralelas {antiparalelas) aos vetores da

base. Em temmos de operadones femos:

Eon = RiGHRYe-DRID R, 5y BOr (0.5)
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Se nos hesirninginmos ao subespago invariante porn rans gormacao de ca
Libre (G| > =] >) , podemos usar a Adentidade G(n) = 1. Neste subespago te-

mos entao:
R(xy;2)= 'ZZ,ORQXIQM)?) R(x,yn;-1) B+(X,(7—n) (.6)

Assim como Rz, 1) € dependente entdo ndo existira temmo na — mataiz
de thans ferencia que nao comute com S(x,1) de maneira que podemos fixar o gau-

ge axiak:

A
S(r2y=1 (0.7)

de maneina que no subespago em questao os operadores independentes sao {S(n,1],
Rin,1), ¢ln), Bla)}
Para efeturnmos a transformagdo dual deginimos operadones na rede dol

(R =n+ (1, % }). 0 operadon dual a plaqueta (2-simpfex) 2 o operadon defginido
- 2
nos pontos da nede dual

~ A A A + A A
M6 = SrV) Srad3) $(es2, 1) 3+(TJZ) (D. §)

¢ 06 operadones duais aos operadores S definidos nas Ligacoes da nede oniginal
500
iy
}A\(Tﬁ\ = Ci)(v(?‘.) Sl‘(+3-')/4‘) d}(w’\\é)
(D.9)
/U\(?)-R) = C\?Jr(rd\) 3(\(@;27 ‘XNHR £2)

que vivem nas Ligagoes da rede dual. 04 operadones de desondem sao dados por

FSERVICO DE Eioticvree. 7

15" [ . A AP T
l ] PRl T - i TQSC
-‘umnm-—:‘u-uuna.u e Ty Sy, L :A‘ ' C ;‘\
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N?’('YV) = ,-E\‘;DR(X)\J’Y\3'\\)

- (9.10)
Mo (T3 = T BOxit yn)
2o
Usando-se (D.10) em (D.6) obtemos
A ~ -\- ~ A A ~ A
Y. = 1. -
R(r;2) '/“3‘”/“3(‘r M L) (0.11)
e para teamos uma expressao analoga
A ~ ~ NS T A
Rv A= M, (¥ )43U-2)z))\;3 (€-2) (D.12)

devemos estar no calibre axial das variaveis duais (como deveria sern pela Eq.D.

7]
A
Mylr;2y=1 (D.13)
Usando-se D.10 e D.12 ¢ 4acil verificar que

+ ~AAN A -~ A ‘. 5
B0r) = oy (F32,60) py(@3 WS ER HMTER-D) (0.14]

Em termos dos operadones duais a matniz de trans ferencia (0.2)  pode

Aen escniita
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T ‘> {ii%()ﬂ\(vn\ac-z) i’_‘\z‘%(}lfﬁmw.c.—z)}
? PP 2, 2 LA he ] o

+ Z\ Z Yo \‘ /4‘3(v \>}“3(T“)JB}'A3(”3)0}‘3 (. J))-\.\«\C]X

\.(J<2 d=p 2
E facil verigicar que 0 operadores duais satisfazem a mesma algebra

que 05 operadores originais, e comparando-se (0.2) e (D.15) temos a nefagdo de

Z CRATLI A >\%AQS>‘€‘Z UG&&\)\?&\)\\Q\,\X&\> (0.16)

onde 8) ¢ uma constante {irnelevante.

Nossa trans fonmagao de dualidade 0: J , K, > g, §, torna-se s4m

ples em tenmos das ua)z,é&ue/(/s

= ex Z 3 %7—“d8 -1 (woc\..N>
\7 (5 g[ ] s el °{ (0.17)
Nu= szx\: %ﬁu% feoszlag -3 ] ) Yo y= ¥y Cmedin)
diagonakizando-se as matrizes ciclicas R e B (vefa apendice A), obtemos de
(111.15) e (D.4)
ij
X5 exp (20id§/n)
Ky zep & Z M%[‘”Sm % 1)< - (0.18)
s
S=o
N > Xg exp (V27E/N)
N exp (V2RE/N
¥ zep P 2§ - | $=o (0.19)
\(& = zx\o e [cos R - ] =
X

LS
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Onde vemos que pela trhansformagdo de dualidade 04 campos de gauge
e de matenia sao trocados.

Somando-se sobnre o em (D.18) e (D.19) obtemos

N :<N1 )LL\(&>=(§‘?& éx“ (9.20)

od=0 1%

que nos mosira que a superficie
N-A
(36.) (Lo%e)=N
W=o

¢ uma superflcie fixa pela transformagdo duak, £sto e, pontos nesta supengicie
permanecem nela apos a transformagao dual.
Para obtermos a superficie autodual (veja secdo I.F] devemos nesol

vern a equacao (D.18) ou (D.19) para Za =x, @ 90‘ =y,
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LEGENDA DAS FIGURAS

05 vetornes unitarios na rede quadrada bidimensional.

Curvas onde T(n) e constante.

2a - Quando 04 acoplamentos na diregdo espacial e temporal sao Lguatis (J=k).

2b - Quando o acoplamento na direcdo temporal € maior que na diregdao espa
cial (kR > J).

2¢ - Mesmo que (2b) mas com o espagamento na diregdo temporal menor qu na di

needo espacial (G < a).
Trans formacdo dual na rede espacial unidimensional.
Representagdo do vacuo a T=0 (| >;_,) e do kink.
A itha de spins nodados pode ser pensada como um pan de kink e anti-kink.
Funcdo gaussiana periodica §(x), usada na definicao do modelo Villain.’

Diagrama esquematico do modelo 2(4). A Linha A-M ¢ a reta autodual. As  cur
vas a, b e c representam o5 caminhos termodinamicos do modelo Potts escalar
(J1 = 2J,), Potts vetonial (J, = 0) e modefo Villain nespectivamente. P e o
ponto enltico do modelo 4-Potts e 11, Jo e Iy sdo pontos eiticos de modelos

de Tsing.

Diagnama esquematico do modelo Z(5). A neta A-M ¢ a reta autodual. As cur
vas a, b e c representam 04 caminhos termodinamicos do modefo Poits escalar
(J, = J2), Potts vetonial (J,=0) e modelo Villain respectivamente. P & o
ponto enltico do modelo 5-Potts e Ei, E» sd0 04 pontos de bigurcacao da reta

autodual onde se orniginam as fases moles.

9 - Diagrama esquemdtico do modeo Z(6). A reta A-M € a reta autodual. A Linha
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neta e a curwa que vao de (0,0,0) a (1,1,7) 400 nespectivamente 04 caminhos

 termodinimicos do modeko. 6-Potts e Villain. P € o ponto crdtico do 6-Potts ;

10-

11-

12-

13-

14-

15-

16-

17-

18-

19-

I, e 1, sdo pontos calticos de modelos de Tsing e P1 e P2 sd0 pontos AL

cos de modelos 3-Potts. No ponto E se ornigina a gase nao massiva.

Projecdo da supergficie em que estdo desacoplados os modefos 2(2) e Z(3)  no

plano x1=0.

Diaghama esquematico do modelo Z(7). As refas Ai-My, Ar-My e Aj-Ms 8do netas
autoduais. A Linha neta e a curva que vao de (0,0,0) a (1,1,1) sa0 nespectd
vamente o4 caminhos tenmodindmécos do modeo 7-Potts e do Vikkain. P 2 o pon
to crdtico do modelo 7-Potts e Eq,Ex, Ej 4d0 05 pontos de bifurcacao onde se

oniginam as fgase mofes.

0 maximo da fungdo Gg(H) nos da para cada B a energia Livhe por paticula '
(- B§) na aproximagao de campo medio. As cuwvas correspondem a Jy =1 e
J, = .45. As cuwas de (a) a (g) correspondem a gd igual a .90, .99, 1.01 ,
1.02, 1.026, 1.028 e 1.030 respectivamente. Uma thansicdo de segunda  ordem

oconne em Bid ~ 1.000 e outra de primeira ondem em Bpd ~ 1.0Z8.
Trans formacdo Local na teonia 1sing-calibre em thes dimensoes.
Plaqueta de spins.

ALca de Wikson no caso Z(2):
15a - Alga geral
15b - Alca espago-temporal retangular

Thans formagao de gauge em que sdo mudadas apenas as Ligagoes espaciais.
Rede dual em tnes dimensoes.
Representacdo da plaqueta das varidveis duais.

Produto orientado das varidveis S formando a alea Wikson para o modelo Z(N).
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20- Conjunto &Eﬂg de plaquetas para o caso tridimensional. Cada Eigagao per

tence somente a uma plagueta.

21- G, (H) em funcdo do campo efetivo para o modelo de Wilson Z(6) (J2=J3=0) com
a medida(r11.52). As curvas de (a) a (e) conrespondem a BJy(d-1) igual a
1.0, 1.3, 1.4, 1.6 e 1.7 nespectivamente. Vemos que o modelo exibe uma tran

s4i¢do de primeira ordem para Bch(d~1) ~ 1.6.
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