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LISTA DE SMBOLOS

area

capacitincia

campo elétrico

densidade de corrente de condugio

densidade de corrente total

corrente total (J = Aj)

constante de Boltzmann (8.617X107°eV/K)

rotulo de linha no método das caracteristicas ou indice para a coordenada
espacial no método das diferengas finitas

espessura

Gltimo rotulo das linhas caracteristicas emitidas de x =0 em t = 0

(ver apéndice B)

carga

tempo

temperatura

a5

voltagem ou diferenga de potencial

variavel espacial

ver Capitulo IV, pag. 95 ou Capitulo V, pag. 117

incremento do tempo

distincia entre as coordenadas espaciais dos pontos da rede retangular,
usada nos métodos das diferengas finitas

permissividade dielétrica

mobilidade dos portadores

frequéncia de tentativa de escape das armadilhas

densidade volumétrica de cargas livres

densidade volumétrica de cargas presas nas armadilhas

densidade superficial de cargas

tempo de captura ou, melhor, inverso da probabilidade de captura

tempo de liberagSo ou, melhor, inverso da probabilidade de liberagi3o das
cargas das armadilhas

energia de ativag:ﬁo das armadilhas




RESIMO

Apresentamos alguns métodos numéricos para a resolugdo das ecmag’c'ies
hiperbolicas que regem problemas de transporte de cargas elétricas em isolantes,
aplicando-0s a quatro problemas especificos: injegdo de corrente por um contato
Shmico em uma amostra com voltagem constante aplicada; transporte de um pulso de
cargas através de uma amostra em circuito aberto; transporte de um pulso de
cargas através de uma amostra submetida a uma diferenga de potencial constante
(tempo de vbo);, e, finalmente, descarga termo-estimulada em circuito aberto.
Empresamos, basicamente, dois tipos de métodos: caracteristicas e diferengas
finitas. Concluimos que, quando as descontinuidades s3o importantes, & mais
conveniente usar o método das caracteristicas; porém, quando n3o houver
descontinuidades ou se estas n3o forem importantes, alguns métodos de diferengas
finitas podem ser utilizados com boa precisio e menores tempos de computag3o do
que aqueles gastos pelos métodos das caracteristicas.

ABSTRACT

Numerical methods for solving partial differential equations of the
hiperbolic tupe, governing some problems of transport of electric charge in
dielectrics are presented and then applied to four specific problems: injection of
charge via an ohmic contact into a sample with a constant applied voltaae;
transport of a pulse of charge through a sample in the open circuit mode;
transport of a pulse of charge through a sample subjected to a constant voltaoe;
and finally, thermally stimulated discharge in open circuit. Essentially two kinds
of methods are employed: the method of characteristics and finite-difference
methods. It is concluded that when discontinuities are important, the method of
characteristics is the most convenient; otherwise, appropriate finite-difference
schemes can be used with sufficient precision and less time expenses in
computers.
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CAPITULD 1

INTRODUGAD

1.1 Introdugio Geral

No estudo do transporte de cargas elétricas em meios
isolantes procura-se sempre realizar as experiéncias usando a
geometria mais simples possivel. Em particular, quando as
amostras s8o filmes, a geometria plana &€ a escolha ideal. pois
simplificam a analise intuitiva dos resultados e também
simplificam ao maximo as equagBes que descrevem os fenbmenos de
transporte elétrico. Mesmo assim, estas equagdes s3o, na sua
grande maioria, de resolugido dificil ou impossivel em termos de
solugﬁo analitica. Face a este problema, faz-se necessario
recorrer a elaboragdo de modelos simplificados que refletem a
enaenhosidade e a compreensio dos aspectos importantes da
fisica envolvida nos fenbdmenos por parte de seus autores. N3o
ha duvida de que esta mecBnica de trabalho & de grande
importincia para a compreens3oc do problema; entretanto tem-se,
as wvezes, davidas quanto ao fato de o modelo proposto se
aproximar daquilo gque realmente esta acontecendo no interior da
amostra, ou se ha uma compensagdo de fatores dando um resultado
final que se assemelha muito a fenomenologia observada. Dutras
vezes um modelo simplificado descreve bem o comportamento
observado, mas apenas num leque muito limitado de experiéncias,
havendo necessidade de modificagBes para estendé-lo a outros
fendmenos. Face a esta situagdo & desejavel conhecer a solugio

exata, mesmo que seja numérica, das equagdes do problema.

Neste trabalho fazemos um estudo de algumas técnicas

numéricas para a resolug3o dos sistemas de equagBes a derivadas




parciais que aparecem nos problemas de transporte de cargas
elétricas nos isolantes, para dar apoio ao trabalho do grupo de
Eletretos na analise teodrica de resultados experimentais. Estes
s30 sistemas hiperbolicos e, por isso, qualquer descontinuidade
nas condigﬁes iniciais se propaga como descontinuidade ao

longo das diregdes caracteristicas £131, t21}. Muitos dos

problemas de transporte de cargas nos isolantes tem condigﬁes
iniciais descontinuas. S3o0 exemplos: uma densidade de carga
colocada na superficie de uma amostra por descarga corona ou
no interior desta por um feixe eletrdnico e experiéncias de
tempo de vbo em que, numa amostra submetida a uma d.d.p.
constante, pares elétrons-buracos s3o criados por um flash de
luz ou por iluminagio continua. Os métodos numéricos que
tradicionalmente t&m sido empregados na resolugio destes
problemas - Métodos de Diferengas Finitas - n3o mantém estas
descontinuidades, pelo contrario, introduzem um efeito
artificial de difus3o. Por este motivo desenvolvemos o emprego
numérico do método das Caracteristicas (que & o método natural
para se resolver equagBes hiperbolicas) nestes problemas de
transporte nos isolantes, de uma maneira simples mas que ainda

ndo vimos na literatura e que, em todos os testes gue fizemos

1>

com problemas gue tem solu;in exata, mostrou-se muito bom. Este

método se constitui, portanto, numa poderosa ferramenta para as

solugdes numéricas.

Queremos salientar que procuramos apresentar o assunto de
forma que este trabalho possa ser GUtil as pessoas que,
porventura, se iniciarem nos métodos de solugﬁo deste tipo de

equagio.




12. Equagbes

Trataremos somente de problemas de transporte de excesso
de cargas em isolantes com simetria planar usando o modelo de

bandas, nos quais se aplicam as equagﬁes de Poisson e da

continuidade. Se considerarmos os defeitos do material, ou
armadilhas, precisaremos, também, de equagﬁes que descrevam a
cinética de troca de cargas entre a banda de condugdo e estas.
Como o objetivo desta tese é& trabalhar com as técnicas

numericas, s6 trataremos do caso mais simples de um nivel de

armadilhas n3o saturaveis; é claro que, no tratamento de

LY

problemas reais, mais niveis podem ser necesssarios e, as
vezes, até distribuigBes destas em energia e/ou espaciais; além
disso & comum a necessidade de considerar a saturagdo das
armadilhas. Discussdes das equagBes usadas aqui, dos conceitos

envolvidos e de casos mais gerais, podem ser encontrados, por

exemplo, nas referéncias [3] e [4).

No caso de s6 um tipo de portadores moveis {(consideraremos
os positivos) e sO60 um nivel de armadilhas de volume, estas

equagdes se escrevem:

Equagdo de Poisson: c%% =0 + 0y (1.2.1)
o - . 8ic ) —
Eouagao da Continuidade : Bx + 5{(.0+ pt) =0 (1.2.2)
Cinética de troca: Wy _ 2 _ (1.2.3)
t T Ty T T4 e
Corrente de condugdo: ic = WpE (1.2.4)

onde E representa o campo elétrico, p a densidade volumétrica
de carga 1livre, p; a densidade volumétrica de carga nas
armadilhas, ic a corrente de condugd3o, # a mobilidade dos
portadores, € a permissividade do material, Ty © tempo de
captura e 74 o de soltura, sendo que E, p, #y e ig sdo fungles

da coordenada espacial, x, e do tempo, t, isto é, E = E(x.t),




L = p(x,t), Dt = Dt(x,t) e ic = ic(x,t).

Devemos observar que, ao escrever a equagso (1.2.4), ja
desprezamos a corrente de difus3o, o que €& comum fazer quando
se trabalha com isolantes sendo esta aproximag3o boa quando a
voltagem aplicada é majior do qgue muitos kT/e, onde k é& a
constante de Boltzmann, T a temperatura e e a carga eletrdnica
(ver, por exemplo, [4], pag. 150 e referéncias 14 indicadas, as

referéncias de n2 7 e 8 de [S51 e [61).

Neste trabalho, como & feito comumente, em vez de usar a
equagao da continuidade usamos a equagdo da corrente total que
pode ser obtida da seguinte maneira: substitui-se (p+0,) da
equagdo de Poisson, eq. (1.2.1), na equag3o da continuidade,

eq. (1.2.2) o que da

dic 3 { 8E} _

=S+ 2(eE) =0 (1.2.5)
Inverte-se a ordem de derivagdo do segundo termo e integra-se a

equagdo inteira com relagdo a x, obtendo-se, ent3o, a equagao

desejada

I(t) = i + €55 (1.2.6)

Quando se trabalha com estas equagﬁes & comum usar
unidades adimensionais ou reduzidas, as quais permitem escrevé-
las de maneira simplificada, isto €&, sem usar € e 4. A
transformag3o das grandezas em unidades normais para as

reduzidas & feita de forma que as equagBes anteriores se

escrevam:

ax = Pt Ay (1.2.17)
aic a — 24
Wy _ 0 _ B
a3t = i T4 (1.2.3)




. -‘. ok . 2.6%)
i(t) ic + 3% (1.2.6

ieg = POE (1.2.4)

As relagbes entre as grandezas com dimens3io e aquelas
adimensionais, serio apresentadas na colocagﬁo de cada problema
pois, embora muito parecidas, dependem das cohdigﬁes de

contorno.

-

E possivel eliminar a densidade de caraga livre das

equagdes anteriores, obtendo, nas unidades reais, as equagdes

i= uE(e.-—-—pt) + ‘at (1.2.7)
A = T_t( -pt) - d (1.2.8)
a0y 1 (. .2 Py

ou F I Ttus("‘a—ﬂ i 1.2.9)

e, nas unidades adimensionais,

i =€eBE-0,) + E (1.2.7%)
30y 1 {3E

3t = =5 pt)——d (1.2.8)
30y 1 (.. 8 Py

Nos problemas cuja condigﬁo de contorno é a de circuito

aberto a corrente externa, e consequentemente a densidade de
corrente j, é& nula. Naqueles em circuito Fechado,vcom voltagem
externa aplicada ou em curto circuito, i(t) é& calculada
integrando-se os dois membros da equagao da correnté total

sobre a espessura do isolante

1 1 ;
I i(t)dx = I UPEdxXx + e—- de (1.2.10)
o ° dt

Como I;de € a voltagem externa aqaue, nos problemas que

trataremos é& constante, o segundo termo do segundo membro é

nulo. Ent3o




1
itt) =%Iupde (1.2.11)
[+]

Quando se elimina 0 do sistema de equagBes & preciso usar

1
' = Befe2 -E2 - &
it = B(EFa, 0 -0, b)) letde (1.2.12)

Nas unidades reduzidas estas equagbes se escrevem

1
itt) = I otEdx (1.2.11%)
3]

b

o Edx (1.2.42%)
o

2 2
i) = B0 EN0.6) J‘

Como ja foi dito, estas s3o0 as equagdes para os casos mais
simples. Alguns problemas relatados neste trabalho tém algumas
complicagBes adicionais que envolvem, no entanto, apenas
complementagBes a estas equagdes. Por isso, na descrig3o dos
métodos numéricos que faremos no Capitulo I, usaremos as
equagbes acima, deixando as particularidades de cada problema

para o capitulo correspondente.

Todos os calculos numéricos deste trabalho foram feitos no
computador VAX 11/780 do Departamento de Fisica e Ci8ncia dos

Materiais.

HBLIOTECA L0 NSITUTO BE FISICA E QUIMICA GE SAD Crinsa s -
1 FISICA




cAPiTULD 11
SOLUCAD NUMERICA DE SISTEMA DE EQUAGDES DIFERENCIAIS

HIPERBOL 1CAS

2.1. Classificag3o das Equagbes

Para resolver numericamente as equagBes apresentadas na
segdo 1.2, usamos os métodos de diferengas finitas (explicito e
implicito) e das caracteristicas. Em todos eles & importante o
fato de as equagBes serem hiperbdlicas; por isso, antes de
falar sobre os métodos, apresentamos um resumo introduzindo a
classificagio das equagBes e o conceito de caracteristicas,
para o que usamos as referéncias [11, [2]1, [71, [81, [9]1, [101.
Isto pode ser feito para uma Unica equag3o diferencial parcial
de ordem maior do Qque um ou para um sistema de equagﬁes
diferenciais parciais de primeira ordem - equagﬁes
diferenciais, ordinarias e parciais de ordem superior sempre
podem ser transformadas em sistemas equivalentes de equagdes de
primeira ordem; o inverso nem sempre e possivel para equagﬁes

parciais, sO para ordinarias ({11, pag. 6 e 7).

No caso de equagbes de ordem maior do que dois, e mesmo em
integragBes numéricas das equagBes de segunda ordem, € mais
facil trabalhar com o sistema de equagBes de primeira ordem
correspondente do que com a equagdo Unica. As referéncias [1] e
[11] tratam de sistemas de n equagBes a varias variaveis

independentes; n6s nos limitaremos ao caso de apenas duas

variaveis independentes.

Seja o sistema de equagles diferenciais parciais a duas

variaveis do tipo




n - - '

Z (a’ s’y + d =0, v =1, 2, ..., n (2.1.1)

=1
onde os coeficientes a"l, ! e d” podem ser fungﬁes de x, y e
qualquer ul. mas n3o das suas derivadas. Um sistema deste
tipo e chamado quase-linear. Se os coeficientes n3o forem
fungdes nem de ul, o sistema é linear - a hipotese de quase-
linearidade n3o €& wuma restrigd3o geral, pois sistemas nio

lineares podem ser transformados em quase-lineares com um
niumero maior de equagfes e incoéanitas ({71 pag. 174, [11] paqa.
43) .

Em notag3o matricial este sistema se escreve

Aux+ Buy,+ d = O (2.1.2)
onde A = [a¥Y1, B =?l}, d =1r1d¥]1, u = [ul].

Submete-se o sistema a uma transformagdo linear tal que,
em cada equagdo sO6 aparegam derivadas ao longo de uma Unica
diregdo, isto &, tal que todas as fungdes ui, i=1,2, ..., n,
de wuma mesma equagdo, sejam derivadas ao lonao da mesma
diregdo' (que ser8o as direg8es caracteristicas). Diz-se, ent3o,
qQue o0 sistema esta na forma normal. Seja T ==[t”ﬁ a matriz de

transformagﬁes, de maneira que o sistema fica

TAux + TBuy + Td = 0O (2.14.3)

Para que todas as fungles u' , i =1, ..., n, de uma mesma
equagdo (v fixo) sejam derivadas ao longo da mesma diregdo,

precisamos ter

TA = ATB (2.1.4)

onde A é uma matriz diagonal cujos elementos X", v =1, ..., n,

1A combinagio linear af, + bf, das duas derivadas de uma fungdo fix,u),

significa derivagio de f numa diregio dada por dx/dt = a/b, que & a diregiio do

vetor de componentes (ab). Se x(o) e ylo) representam uma curva com g;;zg = a/b,

ent3o af.+bfy & uma derivada de f ao longo desta curva (8] pag 40).




s3o as caracteristicas das equagbes. Isto pode ser visto

substituindo (2.1.4) em (2.1.3) e chamando B* = TB e d* = Td,

com o qQque a v-ésima eguagido deste sistema se escreve
n 3 I3 -
E p*rOYui+uly + d* = 0 (2.1.5)
=1

e, portanto, em cada equagido todas as fungBes s3o derivadas ao
lonao da diregido dx/dt =3, que sdo as diregdes
caracteristicas ou, simplesmente, as caracteristicas do

sistema. Estas s3o os elementos Y de A que s3o calculadas

observando que a v-ésima linha da equagio (2.1.4) se escreve

n .
pUR R Dot g, (2.1.6)
=1 =1
n . .
ou t A wptly o0 i =1, ..., n. (2.1.7)
=1

Este € um sistema linear e homogéneo de n equagBes alagébricas

para t”i, t”z, e e tY" de maneira que devemos ter

det(A-)\YB) = 0 (2.1.8)

se esta equaglo tiver n raizes reais e distintas, o sistema &
chamado de totalmente hiperbdlico ou, simplesmente,
hiperbolico. Se todas as solugBes s3o imaginarias, o sistema é&
eliptico. Se as raizes s3o0 reais mas algumas coincidem o

sistema pode ser parabolico ou hiperbdlico ([11] pag. 423).

O sistema (2.1.5) estd, como se desejava, na forma normal,
sendo N calculados da eq. (2.1.8) e os elementos b*! e d* das
matrizes B* = TB e df = Td, respectivame{nte, obtidos a partir
da resolugdo do sistema algébrico (2.1.7) para os elementos da

matriz de transformagio T.

Quando o numero de equagBes é pegueno (como no nosso caso
em que n =2 ou 3), este processo de encontrar as diregﬁes
caracteristicas e escrever o sistema na forma normal pode ser

feito mais simplesmente sem usar notagdo matricial, se bem que
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o que se faz é, obviamente, a mesma coisa: uma transformagido

linear no sistema. Posteriormente, ilustraremos este

procedimento aplicando-o as nossas equagbes.

Se det B = 0, a equagdo acima tera menos do que n raizes
mas, em alguns casos €& possivel reescrever o sistema de

maneira que det B # 0, o aque também sera ilustrado a seguir com

as nossas equagdes

Embora um pouco cansativo e aparentemente repetitivo, o
que se segue €& uma ilustragido interessante do procedimento
descrito anteriormente para transformar um sistema hiperbolico
para a forma normal. Veremos que, trabalhando com variagdes do
sistema de trés equagdes - para E, 0 e £y - aque foram
apresentadas no capitulo anterior, obtém-se diferentes formas
normais, talvez porque temos somente duas diregodes

caracteristicas. Ja no caso em que usamos apenas duas equagdes

- para E e oy - esta ambiguidade n3o0 aparece. Para maior
clareza separaremos em 5!.ens, um para cada uma das var‘iagﬁes
citadas acima. Em todos eles X4x, y-t, u‘aE, uz4p, uaapt, com
excegao do ultimo no qual ulaE, u24pt.
a) Usando as equagﬁes na forma:
8E _ - -
€3x o oy =0 (2.1.9)
a0 8E , 30 , %0y
uEax + uoax + 3t +'-_F =0 (2.1.10)
Wy o, %
3T ?I + ;a = 0 (2.1 .11)
temos
seo] oo L[]
A = 4o RE O B = 0 1 1 ' d = 0
0 0 O 0 0 1 J —D/Ty+0y /Ty
det B = 0 e det (A—)‘B).= - X (pRE-)\) = 0 tem apenacs duas raizes:

M =0, Xz =U{E, embora tenhamos trés equagBes (decorréncia do
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fato de det B = 0).

b) Por outro lado se no lugar da primeira equagﬁo do

sistema acima usarmos

(g

euEQE + ca

S v eSf - 3 - HEs = 0O (2.4.12)

obtida daquela pela substituigdo:

L = E%ii—eg%]

teremos
[ewE 0 0 e 0 O —i-REp,
o 0 0 0 0 1 —p/1t+ot/7d

- eX(RE-2)2 = 0 tem

Agora det B # 0 e a equagd3o det (A-2\B)

trés raizes, embora duas sejam iguais: A\ = Xz = RE, X3 = O.
Usando o procedimento descrito anteriormente para
encontrar a matriz de transformagﬁo, eq. (2.14.7), e assim

escrever o sistema na forma normal, obtém-se

a 0 1] i

T = g 0 0O
0o 0o v |
L J

onde a, 8 e 7T sioc arbitrarios. Aplicando esta transformagﬁo ao

sistema, obtem-se:

a{e.u-EaE at, -3 HE.Ot} = 0
E{GMEBE+ag% J'—H-Eﬂt} = 0

Py_0 Pt
e Tit7 d}_o

Como a, B e 7 s83o arbitrarios, s3o as express8es dentro das
chaves que devem se anular. Assim, as duas primeiras equagdes
"~ Y A s : nr .

sac identicas e a combinagdo das derivadas que nelas aparecem
representa a derivada de E na direg3o dx/dt = uE. A terceira

equagdo & a propria equag3o de cinética entre a banda de
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condugdo e as armadilhas, e a derivada esta na diregdo
x = cte., ou dx/dt = 0. ODObserve-se que n3o se obtém nenhuma

equagdo para calcular p.

c) Ainda, se no lugar da eq. (2.1.9) usassemos

c.a% - § + woE = 0, (2.4.13)
teriamos
0 O 0] 3 ] [ —§+uoE |
]
A = o pE 0O | B O 1 i I d =
| i} 0 0 | L 0 o 1 | 0/7t+0t/7

Novamente, det(B) # 0 e a equagdo det(A-XB) = eX*(RE-)) = 0 tem
trés raizes mas as raizes iguais s3o, agora, » = 0 ao contrario
da forma anterior em que eram \ = fgE.

Usando as eq. (2.1.7) obtém-se:

a 0 8§ ]
T = B8 o ¥
TeE
Y 2 O

com a, B, 7T, e ¥ arbitrarios. A transformagdo T aplicada ao

sistema resulta em: @

8E _ ___o_ A
ae.at J+u.pE} + & 'rt+7d} =0

Py _o Pt
ﬁé—t—J*’ﬂﬁE} + —a—t-—-’,rt ,rd} = D

8E  _8E € 30,30 0 Py _
7&#E +eat J+u0E+JquEax 8t+ Tt 7d» =0

Analogamente aoc caso anterior, s3o os termos dentro das

chaves gue devem se anular. Obtém-se, assim, o sistema:
e.g%— i+ WoE =0 (2.14.14)

¥ _ o, % _ g4

ol R o (2.1.15)

8E 8E _ W 0 Py _
ewEE + &3 o+ poE 4 E(“Eax+a—t.+f 7’&) =0 (2.1.16)

onde as derivadas das duas primeiras equagles estio na diregso
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x = cte. e a terceira contém as derivadas de E e de 90 na

diregdo dx/dt = pE.

d) Usando as equagbes (2.1.12) e (2.4.11) e uma variagdo

da eq. (2.1.10) onde substituimos 8E/ax por (p+pt)/e, obtém-se

gE O O 1 0O O -i/e-uEp; /e
A = 0 8 O B = 0 1 i d = | R0(D+D ) /e
0 0 0 0 0 i 'p/Tt*pt/Td
det (A-2AB) = - YQRE-2)2 = 0 = Ay = Xz = HE, X3 = 0,
a -8
T = v &8 -8
0 P

coma, B, ¥, 8§ e $ arbitrarios.

A aplicagdo de T ao sistema da:

i MED o
a{uEaE +8E_J t} a{uEa"' g‘: ""’(p+pt)+—%——§ =0

ax at € T
8E ,BE _j KES 3 o 2 _
YueSE B8 I "t 5{uedl 30 B0 ppy )+ f } 0

Wr_2.%% _ g
at —72+Td} -

que, pelo fato de a, 8, 7, § e ¥ serem arbitrarios resulta em:

; UEp
HE%—E+%%-%'“—eT—t=° (2.1.47)
3 . B , uo o _ Py _
3
By _ 2 P _ g (2.1.19)

t Tt 74

A primeira destas equagdes so6 tem derivadas do campo
elétrico E, a segunda sO6 da densidade de carga livre o, ambas
na diregdo dx/dt = ME; a terceira equag3o & a que apareceu em
todos o0s casos e que ja estava no sistema original, eq.
(2.1.11), e s6 contém a derivada de Py na diregao dx/dt = 0.
Esta &€ a forma mais adequada para as intearagfies numéricas

quando se quer usar as trés fungbes E, o e Py - E comum
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escrever este sistema da seguinte maneira:

; \
itt) | _
Bexctr, ) - 12 - Bexctr, trppxctr, ) = 0 (2.1.20)

dpix(t),t) + uo(x(t),tﬂp(x(t),t)+0£(x(t),tn +

dt €

(x(t),t)

PLE 19 DI S R =0 (2.1.21)
t Td
3 p(x,t) pt(x,t)_

§T0t(x’t) - T + 5 = (2.14.22)

t d
E%x(t) = BME(x(t),t) (2.1.23)
Ha ainda outras variagbes possiveis como usar
(0/7t - ptlvd) no lugar de apt/at da eaq. {(Z2.1.10), ou usar

edfE /9x - hy ou (j - ed3E/3t)/UE no lugar do 0 que aparece na eq.
(2.1.11), mas as que fizemos s3o suficientes para o fim a que

nos propusemos: ilustrar o método.

e) Quando nd3o usamos ¢ nosso sistema e somente de duas

equagdes: as equagfes (1.2.7) e (1.2.8) ou (1.2.7) e (1.2.9),

aue repetimos aqui:

ot 8E _ _ i =
euEax + ﬁat uptE i =0

ﬁ Tt Tt T
ou
8E 8E _ _ —
euEax + 5% o E i=20
8y . _& BE i %t o
at RET, 8t RET T4
0 seqgundo sistema ja esta na forma normal com as

caracteristicas A\ = fE e Xz = 0. Ao primeiro podemos aplicar o

procedimento matricial:

Com u*aE, uzﬂpt, temos

1
!

r e
| —kOyE-]

rcﬁE 1 ] { e O }

A = k B = | 0 1 d i /LE y
-3 Ty +P T

| | I/RETy 04 /Ty
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As raizes da equagdo det(A-AB) = e¢(UE-X\)X\ = 0 s3o0 )\, = UE e

A2 = 0. A matriz de transformag3o, com a e 8 arbitrarios, é:
a 0
| B BuET,

a qual, aplicada ao sistema resulta em

oE oE - iy -

3o T
8_E _t' - 3 -—t' =
eat + uETtat I+ uEpt Td} 0

Novamente, porque a e 8 s3o arbitrarios, devemos ter

enEBE 4 8 _upE - 5 =0 (2.1.24)
ap j o
el £_9E J = =0 (2.1.25)

8t ¥ mE7,at ~ mEr, * Ty
que é idéntico ao segundo sistema eaq. (1.2.7) e (1.2.9). Neste
caso em que usamos somente duas fungBes e duas equagBes, n3o

temos a ambiguidade do caso com trés.

Como dissemos no 1item anterior, € comum escrever a
derivada na direg3o dx/dt = #E na forma de uma derivada total.

Com isto, este sistema seria escrito da seguinte maneira:

e SECX(L), ) — §(t) - RE(x(t), )0, (x(t),t) = O (2.1.26)
_a_ - ___1_—_ . _ _ah pt(xlt) _
Lopx,ty uTtE(x,“(:(t) edE(x,t)) + = =0 (z.1.27)

Muitas vezes o objetivo da intearag3o numérica é calcular
somente a corrente ou a voltagem, pois estas s3o as grandezas
experimentalmente mensuraveis. Nestes casos esta & a forma mais
indicada para o sistema, ja que estas duas grandezas podem ser
calculadas usando apenas E e Oy e, evidentemente, & mais
rapido integrar duas equagBes no computador do que trés. Quando

se deseja o perfil de cargas, 0 vs.x, temos trés alternativas:
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1 - integrar o sistema de eq.(2.1.17), (2.1.18), (2.1.19),

obtido no item (d) acima;

2 - integrar o sistema de eq. (2.1.24) e (2.1.25) obtido

neste item para obter E e by e a eq. (2.1.18) para obter p;

3 - analogo ao anterior mas em vez de integrar a eq.

(2.1.18) para p, calcula-lo da equagﬁo de Poisson

ou da equagdo da corrente total

= L f;_e9E
o = geli-e§f)
fazendo derivagdo numérica.

Como ja dissemos, todas estas transformagﬁes podem ser

feitas sem usar matrizes, sendo até mais simples no nosso caso.

Embora ja esteja demonstrado que nosso sistema de equagdes
€ hiperbolico com caracteristicas x = constante e dx/dt = uE,
repetiremos esta demonstrag8o trabalhando com uma Gnica equagdo
diferencial parcial de seaqunda ordem. A raz3o disto & que, no
caso de equagles de segunda ordem, alguns autores trabalham com
a equagdo de ordem superior e n3o com o sistema equivalente
(por exemplo [2] e [(9]). Para aqgueles que preferem fazer assim,
pode-se mostrar o cariater hiperbélico das equagbes que usamos,
através de uma equagd3o diferencial de segunda ordem para o

campo elétrico, obtida do sistema de equagﬁes para 0, o, e E:

o°E E _ g@E) |, (L, 1)E , J3E ,
‘or: ¥ “Ezax - Elar) + elF 8T ¢ 5% ¢ wAE

G’Iw
xim
1

dj 1.4} _
-4 - ("'E+"_ i=0 (2.1.28)

Consideremos equagdes parciais de segunda ordem com duas

variaveis independentes, do tipo

8%u 8%u 8%u -
aax2 + baxag + cagz + e=0 (2.1.29)
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Se os coeficientes a, b, c e e forem fungles de x, W, u, du/dx
5 'y ofu .
e du/dy, mas nao de ax?' axdy ax?’

quase-linear; se forem constantes, linear; e se forem fungﬁes

tal equag3o & chamada de

também das derivadas segundas, n3o0 linear. O que ¢é feito a

seguir se refere apenas a equagdes lineares ou quase-lineares.

Consideremos a integragdo desta equagi3o ao longo de uma

curva ' no plano x-y. Seja ds um elemento de arco desta curva e

d/ds a representagdo de uma derivada ao longo de I'. Entio

d§y) = gx‘z“j;@,g‘gg;‘ ds (2.1.30)
d(gﬁ) = {3355;3; g;a'g;'}d (2.1.31)
e
2 2 2L
a%d%‘)+°%‘§d(%)={(ag‘f§+ci%)%‘f L(a(3) +o(dX)Pas  «2.1.32)
Substituindo aei% + Cgi% da equagdo diferencial e dividindo
ax 8y

a equagdo assim obtida por (dx/ds)®> supondo, obviamente, que

dx/ds # 0 obtém-se
335’,{@;’3 (ag) M edx = axag{a(gg) b } (2.1.33)

Escolhendo a curva I' de maneira que o segundo membro desta

equagﬁo se anule teremos

2
g‘;’) ‘bg$+°=0 (2.1.34)
agdy ddu d (3u dy _
dxdx(a ) cdx(ag) +eg =0 (2.1.35)

A equagdo original, eq. (2.1.29) é chamada hiperbélica se
as duas raizes da eq. (2.1.34) s3o reais, isto &, se (b%-
4ac)>0; parabdlica se sSo iguais, (b®-4ac) = 0; e eliptica se
s8o complexas, (b°-4ac) ¢ O. No caso de equagdes hiperbdlicas,
portanto, em cada ponto do plano x-y ha duas diregdes nas
quais a inteoragio da equaglo diferencial se reduz a integragio

de duas equagdes envolvendo s6 derivadas ordinarias,
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eq.(2.1.33) para as duas raizes dy/dx da eq.(2.1.34) a duas

incognitas: 8u/3x e Bdu/du.

De acordoc com estas definigBes e fazendo as equivaléncias
u4E, x-t, u-x, nossa equagdo de segunda ordem para o campo
elétrico eq.(2.14.28) € quase linear, com a =€, b = el e c=0.
Portanto (b%-4ac) = (euE)a, que e sempre positivo o que
significa que a equagio e sempre hiperbolica com

caracteristicas dadas por

dx _ 0 = x = constante
dt
e AN
dx E
_— =
dt = #
que, naturalmente, s30 as mesmas que obt ivemos Quando
trabalhamos com o sistema.
Vamos terminar esta parte com duas observagbes, ou
inFormagSes, adicionais:
1- Equagdes elipticas est3o, geralmente, associadas com

problemas de equilibrio ou estado estacionirio. Problemas que

envolvem o tempo como uma das variaveis independentes d3o

origem, geralmente, a equag¢des hiperbolicas ou parabdlicas.

2- As solugBes de equagBes elipticas e parabdlicas s3o
analiticas mesmo guando as condigbes de contorno ou iniciais
s30 descontinuas. Entretanto, nas equagbes hip‘erbélicas
descontinuidades nas condigBes iniciais s8o propagadas como
descontinuidades no dominio de sclugfes, a propagag3o sendso

feita ao longo das caracteristicas.

22. Métodos Para as Integragbes Numéricas

Na apresentagdo dos métodos numéricos, feita a seguir, ja
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teremos em mente o fato de que nosso sistema de equagles é
hiperbélico e, como &€ o nosso caso, usaremos x e t como
variaveis independentes e E(x,t) e pt(x,t) como as dependentes.

As referéncias usadas aqui foram [11, [2], [7), [10) e [12].

22.1. Méetodo das Diferengas Finitas

Nos métodos de diferengas fiﬁitas, o plano x-t e coberto
por uma rede retangular formada por dois conjuntos de linhas
igualmente espagadas: um paralelo ao eixo dos X com
espagamentos At e o outro paralelo ao eixo dos t com
espagamentos Ax, encontrando-se ent3o, solugdes aproximadas
para as equagles diferenciais nos pontos de intersecgdo destas
linhas, chamados pontos da rede. Usaremos os indices K e J para
designar os pontos da rede com coordenadas xy = KAx e t; = JAt
de maneira que E(K,J), o0(K,J) e p(K,J) representario os
valores destas Fungﬁes num ponto com coordenadas Xy s tJ. As
solugbes aproximadas s3o obtidas pela substituigio de cada
derivada da equagdo diferencial, num ponto da rede, por
guocientes entre diferengas envolvendo os valores das fungdes
neste ponto e em pontos vizinhos. Este processo resulta em
equagbes algébricas para as fungdes nos pontos da rede, que
propagam a solugﬁo de uma linha do tempo para a proxima. Usando
espagamentos suficientemente pequenos e obedecendo a certas
condigbes obtém-se uma boa aproximagdo para a solug3o das

equagﬁes diferenciais nos pontos da rede.

Para exemplificar wusaremos as equagdes apresentadas
anteriormente, ia na forma adimensional, eq. (1.2.6°) com

(1.2.4) e a eq. (1.2.3)

aa—tE(x,t) = j(t) - plx,tIE(x,t)

’



_plx,t) Pypix,t)
ot(x,t) = 7(, - "'d

8
ot
Nestas equagdes 0(x,t) serd obtida da equagdo de Poisson,

eaq. (1.2.1")

= 9 -
p(x,t) = axE(x,t) Ppx,t)

Queremos, agora, escrever estas equagbes sob a forma de
diferengas finitas. Para isto desenhamos a rede da maneira
descrita anteriormente, Fig. 2.1, e escrevemos as derivadas
como razdes entre duas diferengas finitas em vez de
infinitesimais, o que resulta nas equagbes de diferengas, que

s3o alaébricas, no lugar das eguagdes diferenciais.

t 4 | “ladét +1) MK+ I (KR, I 1)
'y (X-2,d) Nx-1,J) JIx,d) J(K+1,9) [ixee,9)

'
at
[
poo— X ol
toz O
Xot O
° g2 -1 g g+l Ex+p Xyt !

Figura 2.1. Rede de Pontos Usada nos Métodos de Diferengas Finitas.

Como exemplo, vamos escrever estas equagﬁes sob a forma
explicita que consiste em usar somente valores ja conhecidos
para as fungdes que aparecem no segundo membro das equagdes:

E(K'J“A’t"':”"“ = i(I) - P(K,TIE(K,T); K=0,M (2.2.1)

0 (K, T+1)=p (K, T)  pek,T)  PpK, )
At = ——-,-i.—t——— - Tl K-_—’D:H (2.2.2)

am s e

IIUUOHO\ U0 INSTITUTO DE FISICA € QUIMICA DE SAO CARL®S i:'
FISICA
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onde p2(K,J) pode, em principio, ser escrita em uma das trés

formas seguintes para os pontos centrais (1<{K{M-1):

AT = M———‘%K:L'{) - K. ) (diferenga para tras) (223
_ EK+4,D-EK-1,D .
K = S A% - HKJ) (diferenga central) (22.4)
o = BEALDERD A (diferenca para frente) 225
AT ("", ! /’f/»“"‘:
Para K = M s6 da para usar a diﬁgggggqmpapg”tré%/éUpara7K_= 0 -
s6 a diferenga para a frente. Como sera visto depois, as

caracteristicas v3op determinar qual forma deve ser usada.

Sendo conhecidos E e Oy em todos os pontos 0<K<M da

linha J, estas equagbes permitem sua determinagdo na linha J+1.

A densidade de corrente, j, & obtida da eg. (1.2.11') ou
da (1.2.12'), sendo que as integrais s3o calculadas usando a

regra de Simpson "extendida®” (apéndice A, eq. (A.Z2.)).

Observe-se que a solugdo do problema &, agora obtida da
resolugd3o deste sistema alaébrico de equagdes, ndo acopladas.
Dutra maneira de escrever as equagles de diferengas, chamada de
diferengas finitas implicito, seria coleocar no segundo membro
das equagbes, as fungbes no instante t;,,, em vez de t; como
no explicito; isto resulta num sistema algébrico de equagﬁes
acopladas; mais complicado de resolver do que o outro mas com
uma vantagem: os métodos implicitos s3c0 incondicionalmente
estaveis enquante os explicitos nSc. Isto significa que a
relagido At/Ax é arbitraria nos metédos implicitos mas n3o nos
explicitos. No final desta segdo falaremos a respeito da

condig3c At/Ax nos métodos explicitos.

Para mostrar que, nos metodos explicitos, n3o0 é
indiferente usar diferengas “para tras”, “central” ou ”para a
frente”, pelo contrario, que hd uma diregio preferencial,

usaremos o argumento dado em ({i{]1 pag. 49-53).




Consideremos os pontos mostrados na Fig. (2.2). P, Q, @ e
Q" s30 pontos da rede e @ e Q os pontos onde as
caracteristicas A\, e )z, respectivamente, que passam por P,
cruzam a linha de Q. Conforme j& dissemos na nota de rodapé da
pagina 8, a relagido

MPIu(P) + u(P), v =1 ou 2,

t
’
!
1
Q' o 1o Q 1o >
f—a —+ ax
Figura 22

que aparece na forma normal do sistema, representa a derivada
da fungdo u na diregdo caracteristica definida pelo vetor de

componentes (3, 1).

Seja:
Dyucp) = MPIUP) + u(P) (2.2 6)
41+X5
Entio,
M (PIux(P) + Ug(P) = {1423 Dyu(P) (2.2.7)
Da Fig. (2.2) vé-se que
AP) ot =B, 5 (2.2.8)
Y Q/Qa t ,
e

_—
J10E ~ Y (2.2.9)
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Usando (2.2.9) e escrevendo Dyu(P) na forma de diferengas

finitas, isto e,

Dyu(p) = 4P -ul@y) (2.2.40)
PQy
obtém-se
192 DyuP) = &F’_’T-:_(Bg_’ (2.2.11)

Assim, a igualdade (2.2.7) sO sera satisfeita, na forma de

diferengas finitas, se ur e us forem escritos como

u(P) = u(Q)-u(Qy)

(2.2.12)
Q/Q

U (P) = WP -u(@) (2.2.13)

PQ
u, @, geralmente, escrito assim mesmo. O problema esta com uy:
no método das diferengas finitas s6 podemos usar os pontos da

rede; como @y n3o é& necessariamente um ponto . da rede,

precisamos, ent3o, substitui-lo por um destes. No caso de Q; o

erro € menor se escolhemos o ponto @ e no caso de Q: , o ponto
Q”. Em outras palavras, se a caracteristica for positiva
precisamos usar diferengas ”para tras” e se for negativa, “para

a frente”.

Vejamos, agora, que restrigido deve ser imposta a razio

At/Ax nos métodos explicitos. Para isto precisamos, antes,
definir o que é intervalo de dependéncia: a solugd3o do problema

diferencial num ponto (x5,ty) depende somente dos valores
inieciais no segmento do eixo dos x limitado pelas
caracteristicas que passam por (xg,%t5) - este segmento @ chamado
de intervalo de dependéncia. Em outras palavras, o intervalo de
‘dependéncia de um pontoe (x9,t3) € ©0 conjunto dos valores
iniciais que influenciam a solug¢3o em (xo,to).

2

E preciso garantir que o intervalo de dependéncia da
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equagdo das diferengas n3o seja menor do que aquele da eguagdo
diferencial. Sen3o, uma mudanga nas condigﬁes iniciais em
regites proéximas aos extremos do intervalo de dependéncia da
equagdo diferencial mudaria a solugdo desta, mas n3o a da

equagdo das diferengas. Isto significa que

At o 1 __ (2.2.14)
Bx " mMax WY
Observe-se que esta condig3o depende da solugdo,

desconhecida, do problema diferencial. Uma maneira de enfrentar
esta situagdo & testar o critério de maneira aproximada, depois
que o calculo numérico for feito, usando a solugdo da eguagido

das diferengas em vez da solugdo da equagdo diferencial.

222 Método das Caracteristicas

DiFerenciagSo numérica, usada no método de diferengas
finitas, € um processo que deve ser evitado sempre que
possivel . MNa resolug3c numérica de equagBes hiperbélicas isto
pode ser feito integrando-se as equagbes diferenciais ao lonao
das caracteristicas obtendo-se, geralmente, resultados mais
precisos do gue com os métodos de diferengas finitas. Porém, a
grande vantagem das caracteristicas sobre as diferengas finitas
& que descontinuidades nos valores iniciais propagam-se ao
longo das caracteristicas enguanto os métodos de diferengas
finitas introduzem efeitos artificiais de difus3o0 arredondando,
ou suavizando, as descontinuidades. Em problemas onde tais
descontinuidades s3o importantes é& essencial calcular a soluglo

pelas caracteristicas.

Para o caso de equagles de segunda ordem ou,

equivalentemente, sistemas de duas equagbes, com duas variaveis

independentes, duas caracteristicas se cruzam em cada ponto do

9D

N
,/




plano x-t. Em geral elas s3o curvas mas, como caracteristicas
da mesma familia n3o se interceptam, elas podem ser usadas como
uma base para se construir uma rede de coordenadas (ver Fig.
2.3). No casc de equagBes lineares, as caracteristicas n3o
dependem da solugdo do problema e a rede pode ser construida
desde o0 principio; mas no caso de equagles n3o lineares as
caracteristicas dependem da solugdo e a rede sb6 pode ser

construida a medida que o calculo é feito.

Figura 2.3. Rede de Caracteristicas

0 procedimente para usar este método é o seguinte:
suponhamos que a solugd3o seja conhecida em dois pontos tais
como P e Q (Fig.2.3). A intersecgdo da caracteristica de uma
das familias, que passa por P, com a da outra familia, que
passa por Q, determina o ponto R onde sera calculada a solugdo.
Cada equagdo do sistema na forma normal s6 contém derivadas ao
longo de uma das diregdes caracteristicas e, quando cada

equagdo @ integrada ao longo desta, obtém-se a solugdo no ponto R.

Embora preciso e sem restrigfes para garantir estabilidade
e convergéncia, este método tem também uma grande desvantagem:
a rede & muito irregular o que faz com que (a) o problema
geométrico de acompanhar as linhas seja complicado e (b) seja

necessario fazer muitas interpolagﬁes para obter os resultados

nos valores de t desejados.
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Para evitar este problema, Hartree ([9] e ([71), sugeriu
usar as caracteristicas numa rede regular como a das diferengas
finitas, procedendo da seguinte maneira (Fig. 2.4): suponhamos
que a solugdo seja conhecida nos pontos da rede regular até a
linha t = t;. A solug3o num novo ponto (R), cujas coordenadas
(xy,t;341) s83o conhecidas (pois a rede é& regular), é calculada
tragando as duas caracteristicas gque passam por R, as quais
cruzam a linha t; nos pontos P e Q. Se as equagbes s3o lineares
as caracteristicas ndo dependem da solugﬁo e estes pontos P e Q
s30 facilmente obtidos. Porém, se as eauagdes n3o sdo lineares,
as caracteristicas que se cruzam em R n3o sio conhecidas, sendo
necessario aproxima-las pelos valores no ponto S, por exemplo,
ou usar algum processo iterativo para determina-las juntamente
com a solug8o. Quando se usa este método, as incognitas sdo
x(P), x(Q) e as fungBes (solugdo) no ponto R. As fungdes nos
pontos P e Q s3o0 obtidas por interpolagdo, usando os valores ja

conhecidos nos pontos da rede (tipo S, & e S").

thet L
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Figura 2.4

A vantagem deste método sobre o anterior, cuja rede de
pontos é& determinada exclusivamente pelas caracteristicas, é
que a solugdo é obtida diretamente em pontos escolhidos por
quem faz o calculo enguanto que no outro s3o as caracteristicas
que "escolhem” os pontos da rede. No entanto, assim como nos

métodos de Diferengas Finitas, as descontinuidades ndo sio




mantidas.

Cabe aqui observar que o nome dado por Hartree para este
método, que ele descreve no seu livro “MNumerical Analysis” [9]
@ "Uso de Intervalos Fixos em uma das Variaveis Independentes”,
mas na verdade ele trabalha com intervalos fixos nas duas
variaveis independentes. Ames [7) e Walsh [10] também entendem
e descrevem o método de Hartree com a rede fixa nas duas

variaveis.

D "Método das Caracteristicas” que usamos na resolugﬁo dos
problemas deste trabalho é intermediario entre os dois métodos
descritos anteriormente: o de integragdo na rede das
caracteristicas e o de Hartree que usa as caracteristicas numa
rede fixa. Fixamos a rede somente em wuma das variaveis, o
tempo, e avangamos o calculo acompanhando uma das familias de
caracteristicas. Com isso evitamos as dificuldades e ficamos

com as vantagens dos dois metodos, pois:

a) fixando a rede na variavel tempo, os resultados si3io
obtidos a intervalos de tempo que est3o completamente sob nosso

controle;

b) como a rede e parcialmente determinada pelas
caracteristicas, se acompanharmos a familia de caracteristicas

que contém aquela ao longo da qual ocorre a descontinuidade,

esta @ mantida.

Para usar qualguer um dos métodos descritos acima o
sistema de equagbes a ser integrado deve estar na forma normal
que, como ja vimos, & a forma em que cada equagio s6 contém
derivadas ao 1longo da mesma direg3o, que & a diregdo
(caracteristica daquela equagdo) ao longo da qual ela deve ser
integrada. Isto ficou bem claro no método que usava a rede

determinada unicamente pelas caracteristicas. Mas, tambem nos




métodos de Hartree e naquele usado neste trabalho (que sera
descrito com mais detalhes a seguir) tambéem se integra ao longo

das caracteristicas. A diferenga entre os trés é a rede usada.

'}

Figura 2.5

O método que usamos consiste no seguinte: suponhamos que a
solugdo seja conhecida até o instante t = t; nos pontos Py, Py,

P,,...,P; (Fig. 2.5). Levantamos as caracteristicas da familia

indicada pelas 1linhas continuas, partindo destes pontos. ateé

que elas encontrem a 1linha t;,=t;+At. Estas intersecgdes
determinam os pontos onde sera calculada a solugdo no instante
tivs- Uma das equagles sera integrada ao longo destas
caracteristicas, para o que usamos os pontos P, e R;-: A outra,
ao longo das caracteristicas indicadas por linhas pontilhadas

e, para ela, usamos os pontos Q; e R;.

No caso em que as duas familias de caracteristicas
dependem das fungbes procuradas, isto &, da solugd3o do
problema, elas v3o sendo calculadas juntamente com estas
fungBes. O primeiro passo (levar as caracteristicas com linhas

continuas até o tempo t;+1 ) tanto pode ser feito usando os

valores ja conhecidos no tempo t; , como usando uma média entre
os valores em ¢t; e t;;s , para o que é& preciso usar algum
processo iterativo. Para o segundo passo (descer, pelas

caracteristicas pontilhadas, dos pontos R; até o8 Q;) o uso de




processo iterativo pode n3o ser optativo mas necesssario.

Nas equagdes que usaremos as caracteristicas sdo dadas por

= fE e g% = 0 (x constante) e as descontinuidades propagadas

longo das caracteristicas g% = UE. Por isso escolhemos esta

W n.|a
0 erix

familia para determinar os pontos tipo R. Sendo a outra familia
dada por x = constante, o processo de encontrar os pontos tipo

Q e, obviamente, grandemente simplificada e preciso pois

x(Q;) = x(R;) (ver Fig. 2.6).
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Por exemplo as equagdes (2.1.24) e (2.1.25), que
reescrevemos:
aE aE _ - § =
e.uEax + e5% @oE i =20
ap j Y
—t , _¢€ 8E J -t _ o

at ¥ mEr,at ~ @ET, ' T4

estao na forma normal pois %% +uEéLE é a derivada de E na
diregdo g% = #E, indicada por dE/dt. Precisamos, entdo,

integrar numericamente as equagbes

dx _
gt = ME (2.2.15)
sg% - UME - § =0 : (2.2.16)
a0y e OE i Py

lembrando que as derivadas das eq. (2.2.15) e (2.2.16) s30 na

diregio :’—’-’-‘ = UE e as da eq. (Z2.2.17) na diregdo x = constante.

[ aad




A forma mais simples para a integragdo numérica @ usar o

método de Euler (ver Fig. 2.6 para identificar os pontos):

cdE(R:)-E(P;)

AL - “pt(P")E(P") - J(tj) = 0 (2.2.18)
Py (R;) -0, (Q,) e E(R;)-E(Q,) itt) Py (Q)
At * ouT R At T wmE@y Y Trg =0 (2249

x(R;)-x(P;)

AT = RE(P;) (2.2.20)

sendo E(R;) e p,(Q;) obtidos por interpolagdo usando os valores
conhecidos de E e #, nos pontos tipo P. Como os pontos precisam
estar proximos, pois eles serio usados para fazer as integrais
numéricas que calcular3o j e V, é suficiente usar interpolagso
linear: wverificamos isto usando interpolagdo lagrangeana com

cinco, sete e nove pontos em um dos problemas (o mesmo do

Capitulo 3) mas os resultados s30 o0s mesmos que com a

interpolagdo linear que, por sua vez, €& mais rapido no
computador.
Pode-se melhorar a solugﬁo, mesmo sem usar processos

iterativos da seguinte maneira:

i1i- calcula-se E(R;) pela eq. (2.2.18);

Z2— usa-se EiEL%ggigi? em vez de E(P;) na eq. (2.2.20) para

calcular x(R;);

3- usa-se Elgi%ggigi? no lugar dos E(Q;) que aparecem nos

denominadores da eq. (2.2.19) para calcular £, (R;). Pode-se,

Py Q)+ (R;)

ainda, wusar = no lugar do 0,.(Q;) do ultimo termo

desta equagdo.

Observe-se que estes métodos gque temos chamado de métodos
das caracteristicas, aproximam as derivadas por quocientes
entre diferengas finitas, de forma que também s3o “"métodos de
diferengas finitas”. Estas diferengas, porém, s3o tomadas ao

longo das diregBes caracteristicas, enquanto gue nos métodos
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chamados simplesmente de métodos de diferengas finitas, elas
s3oc tomadas ao longo das diregSes fixas de uma rede retangular.
Continuaremos a usar esta terminologia, isto é, chamaremos de
métodos de diferengas finitas agueles gue usam as diferengas
finitas nas diregSes determinadas por uma rede retangular, e de
métodos das caracteristicas aqueles que usam as diferengas

finitas ao longo das diregﬁes caracteristicas.




CAPITULD 111
INJEGAD DE CORRENTE POR UM CONTATO OHMICO EM UM ISOLANTE

SUBMETIDO A UMA D.D.P. CONSTANTE

3.1. Introdugdo

[:Este problema foi resolvido pela primeira vez em 1962 por
A. Many e G. Rakavy [5] com solugdo analitica usando o método
das caracteristicas para o caso de isolante perfeito, isto e,
sem armadilhas, e solugdo numérica usando o método das diferen-
¢as finitas, para o caso de isolante com armadilhas. Poste-
riormente (19735), L. MNunes Oliveira e G. F. Leal Ferreira [(13]
apresentaram expressdes explicitas para a densidade volumétrica
de cargas como fungdo do tempo e da posig30, o que o primeiro
artigo n3o tem. Na verdade a solugio analitica so existe até o
instante t = 1.514 (nas wunidades adimensionais que serio
apresentadas posteriormente), ap6és o que a solugd3o é numérica,
consistindo na resolugﬁo de um sistema de equagﬁes diferenciais

ordinarias, a qual tambem & limitada ateée t = 2.847.]

Nossa intengﬁo oriainal, ao resolver este problema, era
somente testar os métodos numéricos, mas resultou em mais do
que isso: no caso de isolante com armadilhas, nossa solugﬁo é
melhor do que aquela apresentada na referéncia [5] pois usamos
0 método das caracteristicas enquanto 134 se emprega o das
diferengas finitas (a refer@ncia [13] s& trata do caso de

isolante perfeito).

Sendo este o primeiro dos quatro problemas resolvidos
nesta tese, pretendemos apresentar os calculos com bastante

cuidado pressupondo que, se este for bem entendido, os outros




poderdo ser menos minuciosos.

3.2. Colocagao do Problema

Contato dhmico

T+FT+3FT

iI

T

Fiousxa 3.1

A situag;'a"o fisica considerada neste problema esta
esquematizada 'na figura 3.1: uma amostra de isolante com um
contato injetor Ohmico em x = 0 (o que significa que x = 0 & um
reservatorio infinito de portadores disponiveis para injegdo)

estd submetida a uma d.d.p. constante V, o0 que imple as

seguintes condigﬁes de contorno:
P(0,t') = o0 ou E(O,t’) = 0O, t’'20
(3.2.1)

1 :
IE'(x',t')dx' =V =cte., 20
o

P¥0,0) =0 (3.2.2)

(o campo elétrico se anula em x = 0 pois, mesmo com a densidade

de cargas infinitas, a corrente de' condugdo é finita). 7




0O isolante esta inicialmente descarregado e a voltagem e
aplicada no instante t’ = 0 quando, ent3o, a carga em x’ =0
comega a ser injetada. Neste instante, embora a voltagem ja

esteja aplicada, nenhuma carga entrou ainda no isclante, de

maneira que podemos escrever

E‘(x’,0) = ‘{ x’>0 (3.2.3)

pPi{x’,0) = 't(x',D) = 0, x>0 (3.2.4)

Lembrando que E‘(0,0) = 0 vé-se que, no instante inicial,

ha um plano de cargas com densidade superficial eV/1 em x’ = O,

0 qual & responsavel ‘pela descontinuidade do campo elétrico.
" Esta carga superficial da origem a uma distr‘ibuig:'é'o de carga

livre (tipo "caixa”, isto &, uniforme, no caso de isolante per-

feito) que sempre precede a nuvem de carga espacial formada

pelas cargas que s3o emitidas pelo eletrodo em t.enypd’ls

posteriores. Z R

Para calcular a corrente inicial,

1
0y = ij uo (x’,0)E (x’,0)dx’,

11e
escrevemos a de\nsidade volumétrica de carga em ¢t = 0O como
oEx,0) = %’S(x’), (3.2.5)
onde &§(x) & a fungdo delta. Precisaremos, ent3o, do campo

elétrico sobre o plano de cargas, que pode ser obtido tirando-
se a média entre os valores na frente (V/1) e atras (zero)

deste. Enti3o

0 = tu(g)(4Y) = L5 (3.2.6)

Como o potencial é constante, as arandezas em unidades
reduzidas ou adimensionais mais adequadas para este problema
s3o as que se relacionam com aguelas em unidades reais Sg;

grandezas com linha est3o em unidades reais e aquelas sem linha




em unidades adimensionais) por:

L7

P v o - -~ B
XT% £ z\///i: / 2 ’,,/ ) 2. <
I 4 r 4 4
=¥ m=gBy s vt RE—F L = s YA & HL
T V71 i°7uv evV/1l ¢ [ITAVEY &1

onde V @& o potencial aplicado e 1 a espessura da amostra, ambos
em unidades reais. De agora em diante, neste capitulo, usaremos
todas as equagdes na forma adimensional.

Nestas wunidades, as condigﬁes de contorno e 1iniciais
ficam:

£(0,t) = o0 ou E(O,t) =0, t20

(3.2.1)

1

JE(x,t)dx =1, t20

4]
py(0,0) = O (3.2.2%)
E(x,0) = 1, x>0 (3.2.3)
py(x,0) = p(x,0) =0, x>0 (3.2.4)
; _ 1 .
itoy =2 (3.2.6")

A condigdo I;de =1, f(ou I;Eﬁhﬂ = V) & garantida nos
proagramas, calculando-se a cada passo (incremento At) esta
integral e dividindo os valores de E por este resultado. Tanto
esta integral quanto a da corrente (quando necessaria) foi
calculada usando a reara do trapézio nos calculos com o método
das caracteristicas e a reara de Simpson naqueles com
diferengas finitas (apéndice A, ea. (A.1) e (A.2), respecti-

vamente).

Como na referéncia [51], consideraremos os casos de
isolante perfeito, isto e, sem armadilhas, e isolante com um

nivel discreto de armadilhas.
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3.3. Isolante Perfeito

3.3.1. Equagdes

Sendo 0 = 0, as equagﬁes (1.2.1°)y, (1.2.2°), (1.2.6') e

(1.2.4) se simplificam para:

3E _ , (3.3.1)
ax
%{C+g‘-€=o (3.3.2)
i) =i¢+g—% (3.3.3)
ic = 0E (3.3.4)

A expressio para a corrente, eg. (1.2.12’), neste caso

em que oy = 0 e E(D0,t) = 0, da simplesmente

2
j = EE44.t) (3.3.5)
2
Assim, para calcular a corrente, precisamos apenas do

campo eleétrico; como ja vimos & facil eliminar o do sistema de

equagBes acima, trabalhando apenas com E:

) 3 . .
E(x,t)axE(x,t) + at.E(x,t) = j{t) (3.3.6)

Esta equagdo para E(x,t) ja estd na forma normal. Podemos

escrevé-la como:

de¢ s ) . _E%1,t)
SEMxtr, ) = () ity = =430 (3.3.7)
com . é%x(t) = E(x(t),t) (3.3.8)

A forma normal para o sistema, sem eliminar p, é

g—tE(x(t),t) = j(t) (3.3.9)

ad—t-o(x(t).t) = -p2(x(t),t) (3.3.10)




(—%x(t) = E(x(t),t) (3.3.11)

Estes dois sistemas, eq. (3.3.7) e (3.3.8) e eq. (3.3.9),
(3.3.10) e (3.3.11) s3o ordinarios, pois todas as derivadas que
aparecem neles est3o ao longo da mesma diregdo (dada por
dx/dt = E), de modo que podemos empregar os méetodos usuais de

integrag3o de sistemas de equagbes diferenciais ordinarias.

Devido ao fato de p(0,t) ser infinita, ni3o é possivel

integrar a eq. (3.3.10) na forma como esta. Usamos, ent3o, uma
fungdo auxiliar u(x,t) = 1/0(x,t), com o que a eq. (3.3.10) é

substituida por

= 1 (3.3.12)

I:.IQ.
iC

cuja condigdo de contorno é

u(o,t) =0 (3.3.13)

De agora em diante, neste capitulo, sempre que nos referir-
mos a integragdo de 0 estara implicito que, para isso, foi usa-

da a fungdo u(x,t) a partir da aqual o é calculada por 0=1/u.

3.32. Resultados das Integragbes Numéricas com o Método das Caracteristicas

Podemos separar as linhas caracteristicas, ou linhas de
corrente, em dois grupos: as que foram emitidas de x = 0 no

instante inicial (que constituem a distribuigdeo de caraa

espacial tipo ”caixa” a que nos referimos antes) e as que
foram emitidas, também de x = 0, em tempos posteriores (que
constituem a "nuvem” de carga espacial). Rigorosamente,

deveriamos também falar de um terceiro tipo: o das linhas que
nascem em x>0 no instante inicial; porém elas n3o s30 usadas

pois n3o levam consigo nenhuma carga, ou seja, o = 0 sobre




elas. Estes trés conjuntos de linhas cobrem totalmente o plano
x-t na regifo x>0 e t20, mas para o calculo numérico este
"continuo” precisa ser discretizado: acompanhamos apenas
algumas das linhas emitidas de x = 0 em t = 0, cujos campos no
instante da emiss3o variam de 1 (ou V/1 em unidades reais) ate
0, e as linhas que nascem e#m X = 0 a cada incremento do tempo

usado na integragido numérica.

Para que pudéssemos acompanhar as linhas, elas receberam
rotulos numéricos: a linha de numero zero representa a primeira
linha da "caixa” de carga espacial, isto e, aquela que foi
emitida de x =0 em t =0 com campo unitario; a linha de
nimero ME (ver apéndice B) representa a ultima da ”"caixa” de
carga espacial, isto &, aquela que foi emitida de x = 0 em
t = 0 com campo nulo; entre elas esti3o as linhas emitidas com
campos entre 1 e 0: o campo com que a linha de roétulo K foi

emitida e escrito como

(3.3.14)

Depois destas, vém aquelaé linhas emitidas de x = 0 em
t>0: a linha de nimero M = ME + J & a que foi emitida no
instante t; = JAt (At & o incremento). Observe-se que, tanto a
ultima 1linha da "caixa” de carga espacial quanto estas, si3o
emitidas com campo nulo e, consegquentemente, com velocidade

nula ja que g% = fE. Mas, porque tem corrente, a aceleragﬁo nao

se anula:

df(d = 4 = pd = i
L(Exw) = Sileecxctr, ) = e SExtr,t) = pitt) (3.3.15)

A figura 3.2 mostra algumas das linhas que foram usadas na
integragdo numérica do sistema de eq. (3.3.7) e (3.3.8) (usando
o método explicado posteriormente ao qual chamamos de RK quarta

ordem). Para a construgio desta figura usamos, na verdade, 201




linhas da ”"caixa” de carga espacial (ME = 200) e At = 0.005, o
que significa que, entre cada 1linha marcada pelo campo de
emissio, que aparece na figura, usamos 40 outras linhas e,
entre cada uma rotulada pelo tempo de emiss3o, 50 outras
linhas. Isto é&, as linhas marcadas com E = 1.0, 0.8, 0.6, 0.4,

D.2 e 0.0 tém K = 0, 40, 80, 120, 160 e 200, respectivamente, e

aquelas marcadas por t = 0.25, 0.50, 0.75,...,3.0 tém K = 250,
300, 350, ..., 800, respectivamente.
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Figura 32. Linhas caracteristicas para o caso de isolante sem armadilhas. E: cam-
po elétrico, que rotula as linhas emitidas no instante inicial, t =0. t,: tempo de
emiss3o, que rotula as linhas emitidas em t >0 com E =0. Método RK guarta ordem,
i=§—2‘21—"’,5t=0.m5,|-£=zm.
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Para fazer a integragﬁo numérica com o método das
caracteristicas (lembrando sempre que as derivadas est3o ao

longo das linhas caracteristicas dadas por dx/dt = E) usamos:

a) o procedimento indicado na segﬁo 2.2.2, eq. (2.2.18) e

(2.2.20) que @€ o método de Euler, e que corresponde a fazer:

Enovo — Evamo _ (3.3.16)

At = Jvema

ﬁEﬁL&fﬁ!!E = Eoemno (3.3.47)

b) o mesmo procedimento com o melhoramento sugerido no
final desta mesma segido, isto &, o campo calculado como em (a)

mas, aproveitando este resultado, Xpowe © calculado por

Xnovo =~ Xvemo _ Evemo + Enovo

AT 5 (3.3.18)

c) formulas de Runge-Kutté de quarta ordem (apéndice A,

eq. A.4);

d) uma subrotina da biblioteca de programa da IMSL
(International Mathematical and Statistical Libraries), chamada
DVERK, aque usa formulas de Runge-Kutta de quinta ou sexta

ordem, dependendo da precis3o requerida.

Para identificar cada um destes procedimentos, chamaremos
o primeiro de Euler, o segundo de “Euler” ({(com aspas), o

terceiro de RK quarta ordem e o quarto de RK DVERK.

Para cada um destes procedimentos temos ainda duas opgdes:

_E%(4,t)
= 2

eq.(3.3.7) e (3.3.8) para calcular x e E, ou usar j = I;pde em

calcular a corrente usando J e o sistema de

cujo caso precisamos, necessariamente, integrar a equagio para
0, isto é, a eq. (3.3.10) ou, equivalentemente, a eq. (3.3.12).
Quando se usa poucas linhas no calculo numérico (ME peguenoc ou
At orande ou ambos), esta segunda maneira, apesar de ﬁais

demorada, di resultados melhores. Isto acontece pelo seguinte
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motivo: até o instante t;, em que a linha de rétulo zero (que é
a linha emitida de x = 0 em t = 0 com campo maximo) chega no
eletrodo de saida, E(1,t) e igual ao campo desta linha. Mas
para tempos posteriores, t>t,, precisamos fazer extrapolagio
para calcula-lo pois, das linhas que estamos acompanhando e,
por conseguinte, calculando o campo, nio ocorre necessariamente
que uma delas esteja exatamente em x = 1 no instante em que
queremos a corrente; e a extrapolagﬁo sO0 & boa quando os pontos
est3o proximos. Fizemos o0 calculo tante com extrapolagdo
linear (usando as duas linhas mais proximas de x = 1), quanto
com parabdlica (usando as trés linhas mais proximas de x = 1),
os resul tados tendo sido muito parecidos. Quando usamos
i= I;pde, a integral precisa ser calculada numericamente e
embora o calculo numérico da integral também seja melhor quando
se tem mais pontos, este efeito ni3o é& t3o acentuado quanto na

extrapolagio.

Todas as figuras a seguir contém a curva exata como
referéncia para as numéricas. Ela foi obtida de expresses
analiticas até o instante t, = 1.514 (que & o instante em que a
Gltima linha da "caixa” de caraa espacial chega em x = 1) e da
intearagdo de um sistema de equagdes diferenciais ordinarias de
t = 1.514 até t = 2.847 ([S5] e [131). Para tempos maiores do

aque este nd3o é possivel calcular a corrente exatamente.

Pode-se explicar a forma da curva de corrente em fungﬁo do

tempo com base em argumentagGes fisicas [51: ja foi colocado
(segdo 3.2, eq. 3.2.6) que a corrente inicial é dada por ﬁ;ﬁf
(a qual, nas unidades reduzidas que estamos usando da %). Este

valor resulta do fato de que, no instante inicial, a carga

injetada na amostra pelo contato Ohmico & apenas aquela
necessaria para manter nulo o campo elétrico em x=0 apds a

aplicagio da voltagem. Para t>0, mais carga é& injetada,
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penetrando na amostra, e a corrente aumenta. Este processo
continua até que a frente de cargas atinge o eletrodo em x=1,
quando, ent3o, a amostra contém mais carga do gque no estado
estacionario, devido ao centrdide de cargas estar mais préximo
de x=1 em t=t, do que no estado estacionario (a carga total na

amostra pode ser obtida da integragdo da equag3o de Poisson

usando a condigdo I’de =V: Qit) = [ A(i x ( t) ))J , onde
I’ pdx °
x
(x(t)):—%r—~— € o centréide de cargas). Como em t=t; a amostra

contém carga demais, para tempos maiores do que este a distri-
buigdo de cargas relaxa para seu valor estacionario saindo mais
carga por x=1 do que entrando em x=0 e a corrente decai
abaixo do seu valor estacionario (jg,=9/8=1.125) fazendo com
que em t = Z2t; haja um pouco menos de carga na amostra do que no
estado estacionario. A corrente tem um comportamento oscilaté-
rio com amplitude fortemente amortecida. Schilling e Schachter
[14] fizeram um estudo quantitativo destas oscilagdes usando um
esquema de perturbag3o aplicada a solug3o do estado estacio-
nario.

As figuras 3.3 e 3.4 mostram a corrente calculada com
Ei%'—“ com At = 0.01, 0.05 e 0.1 e ME = 200, a 3.3 usando
"Euler” e a 3.4 usando RK quarta ordem (preferimos usar este do
que o RK DVERK pois nesta subrotina o incremento para a
integragdo numérica do sistema nd3o fica sob o controle do
usuario, embora ainda controlemos as linhas que nascem). A
figura 3.5 mostra a corrente calculada com I;pde para At = 0.1
(que no caso anterior ja estava ruim) para o ”"Euler” e o RK
guarta ordem, confirmando o que foi dito no paragrafo anterior.
Finalmente, a figura 3.6 mostra um exemplo em que o numero de

linhas da "caixa” de caraa espacial é pegueno (ME = 10): temos,
nela, a corrente calculada das duas formas e os procedimentos

"Euler” e RK quarta ordem. Novamente a corrente calculada com a
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Figura 35. Comparagdo entre a corrente exata e aquela calculada numericamente
com o método das caracteristicas - (2 “Euler”, @) RK quarta ordem. j= I;ode :
At =01, ME = 200.

integral da os melhores resultados.

!
Obviamente pode-se usar incrementos maiores com Runge-

Kutta do que com Euler. Vé-se nas figuras 3.3 e 3.4, feitas com
ME = 200 e diferentes At, que, aproximadamente até o tempo de
trinsito da Gltima 1linha da “caixa” de caraa espacial,
tz = 1.514, o Runge-Kutta ainda da bons resultados coﬁ At = 0.1
(a diferenga que se vé entre a curva exata e a dos Runge-Kutta
nio & devida a erro de calculo mas sim ao fato de que o pico

exato ocorre em t; ~ 0.787 mas com o0 incremento de 0.1 s6 o

podemos ver em t = 0.8), enquanto gque no “Euler”, o maior
incremento que ainda deu bem foi At = 0.04. Como nestas figuras
us . E2(4,t) . . .

amos j = =——>5—, mesmo o Runge-Kutta fica ruim depois de t;

quando o At é& arande, pelo motivo ja explicado anteriormente.

Quando, porém, o numero de linhas é& grande é& praticamente

indiferente usar qualquer das duas formas, como se nota nas

figuras 3.7.b, 3.8 e tabela Il (falaremos sobre a figura 3.7.a
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At =0.005, ME = 10.
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(a) Euler, () "Euler”. Nas figuras (a’) e ") a escala da corrente foi aumentada de

25 vezes. At = 0.005, ME = 200.
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Na () a escala da corrente foi aumentada de 25 vezes em relagao a (a).

posteriormente).

A tabela I mostra os wvalores do tempo e da corrente
correspondentes ao pico para os procedimentos descritos
anteriormente e varios valores do incremento At. O valor exato

Y2, . D.78694 e a

do tempo em que ocorre o pico é t; = 2(i-e
corrente correspondente é j(t;) = e/2 ~ 1.35914 ([S] e [131)

mas, de acordo com o At usado, o valor de t; é arredondado.

Para que se possa fazer comparagdes, a legenda da tabela contém

0os valores da corrente exata nestes valores arredondados.

Vé-se que o0s melhores resﬁltados s3o0 aqueles com Runge-
Kutta e j = J:ode, e que com o numero de linhas grande
(ME = 200 e At = 0.001 ou 0.005) a diferenga no valor da
E%(1,t)

2

corrente no pico com j§j = ou j =‘E?de esta na quinta

casa decimal para o Runge-Kutta e na terceira para o Euler, o
que @ imperceptivel nos oraficos nas escalas que estamos
usando. A tabela mostra também os tempos de CPU para rodar cada

programa de t = 0 ate t = 3.




TABELA |

Tempo e corrente no pico, corrente em t = 30 e tempo de CPU para
diferentes procedimentos com o método das caracteristicas (ME = 200
Valores exatos nos tempos arredondados:
¥0.787) = 1359044, K0.79) = 1355425, ¥08) = 1343644
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METODO at tpico | Ipico i(3.0) tepy
0D.004 | 0.787 | 1.358162 | 1.124588 3'50.3"
Euler 0.005 | 0.790 | 1.355079 |1.122121 0°13.2”
0.040 [0.79 |1.354747 | 1.119033 0'05.1"
j=§i£%4£3 0.05 |0.80 |1.334597 | 1.099080 0’01.5”"
0.1 0.8 1.288372 | 1.073995 0'D1.2"
0.001 | 0.787 | 1.359350 | 1. 125224 4'08.4"
"Euler” 0.005 | 0.790 | 1.356753 | 1.125245 | 0°14.0"
0.00 |0.79 |1.358077 |1.125274 0'05.2"
j=§i£%433 0.05 |0.80 |1.357143 | 1.128929 0'01.5"
0.1 0.8 1.372059 |1.131573 | o0'01.2”
0.004 | 0.787 | 1.358975 | 1.125228 4'34_ 4"
"Euler” 0.005 | 0.790 | 1.354929 | 1.125229 0°'15.2"
, 0.040 |0.79 |1.354414 |1 125242 0’'05.7"
j=f‘ade 0.05 | 0.80 | 1.338632z | 1. 127466 6'0L.6"
° 0.1 0.8 1.334060 | 1.129587 0'0L.2"
RK guarta 0.001 | 0.787 | 1.359096 | 4. 125223 8’41 9"
ordem 0.005 | 0.790 | 1.355469 | 1.125239 | 0’'27.9”
6.01 |0.7 1.355507 | 1.125256 6'0s.7"
j=§ii%433 0.05 |0.80 |1.344723 |1.128791 0'02.1"
0.1 0.8 1.346350 | 1.131322 0'01.5"
RK quarta 0.00f | 0.787 | 1.359069 | 1.125218 | 15'38.2"
ordem 0.005 | 0.790 | 1.355448 | 1.125239 | 0'47.7"
. 0.01 |0.79 |1.355449 |1.125285 | 0’1S.9”
j=1-pde 0.05 |0.80 |1.343639 | 1.127632 0’'02.9”
° 0.1 0.8 1.343685 | 1.129709 0'01.9"
0.0014 | 0.787 | 1.359097 | 1.125220 | 43'13.8"
RK DVERK 0.005 | 0.790 | 1.355463 | 1.125237 | 2'14. 9~
0.04 |[0.79 |1.355475 | 1.125257 1'54. 1"
j=§ii%4£3 0.05 |0.80 |1.343979 |1.428980 | 0°'31.6"
0.1 0.8 1.344898 |1.130772 | 0'16.4"
N
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Lembramos que este ”“Euler” a que nos referimos atée agora e

dx Evemo + Enove

aquele melhorado, isto é, aquele em que at = >
figura 3.7.a mostra o Euler tradicional, isto &, com g{ = Evemo:

vé-se com bastante nitidez quando a escala da corrente é
aumentada de 25 vezes que este n3o & tio bom. No entanto, a
figura 3.7.b reforga o que foi visto até agora ou seja que o

"Euler” é muito bom, quase tanto quanto o Runge-Kutta.

A seaquir, mostramos os perfis de carga, isto e, os
garaficos da densidade de carga em fungdo da posigd3o. Esta pode
ser calculada a partir da integrapﬁo da equagﬁo diferencial

para ¢ (na verdade para u = 1/p) ou a partir de p = 8E a

ax ’
derivada feita numericamente. Na figura 3.9 est3o os perfis de
carga, calculados da gprimeira forma, nos instantes t = 0.4,
t =ty =2 0.787, t =1.2 e t = t; =~ 1.514, onde t; e t; s3o,
respectivamente, os instantes de chegada da primeira e da
ultima linha da ”caixa” de cargaa espacial. MNesta figura, cada
arafico tem duas curvas: uma exata e uma calculada com ”“Euler”.
N3o mostramos as curvas correspondentes a estas calculadas com

Runge-Kutta e com Euler, nem aquelas calculadas com p = g%, por

. A . - .
serem identicas a estas. Mas, para confirmar o fato de que a

dx _ Evemo + Enovo

melhor usar at = > , mostramos, em escala aumentada, um
pedago das curvas com Euler e com "Euler” para t =0.4 e
t =1.2, figura 3.10. As curvas com a escala aumentada para o
Runge-Kutta e para ¢ calculado por %% sdo também graficamente

idénticas agquelas para o "Euler” com 0=

Cl~

e, portanto, muito

boas.
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Figura 39. Comparagdo entre a densidade volumétrica de carga livre 0 exata com
aguelas calculadas numericamente com o método das caracteristicas - “Euler” -
usando j=I;pde e j=gi;'-'9 » sendo P, nos dois casos, calculada pela intearagao
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333. Resultados das Integragbes Numéricas com Métodos das Diferengas Finitas

Montar wum programa para resolver um problema usando
métodos de diferengas finitas &, em geral, mais simples do que
com o método das caracteristicas, pois a rede de pontos para a
integragdo numérica no primeiro caso €& regular e fixada
previamente, engquanto qgque no segundo caso ela é& irregular e
determinada pela propria solugdo do problema. Talvez seja por
este motivo que, mesmo sendo melhores as solugdes numéricas
obtidas com o métecdo das caracteristicas do que com diferengas
Fihitas, estes uGltimos ainda sejam largamente utilizados e,
embora ndo tenhamos pesguisado muito sobre este assunto,
percebemos que muito esforgo tem sido feito com o objetivo de
melhora-los (ver, por exemplo, as referéncias [151, [161, [17]
e as referéncias contidas nestes artigos). Por isso e também
para fins de comparag3o com o método das caracteristicas, n3o
poderiamos deixar de empregar algumas de suas formas nas
solugaes dos nossos problemas.

Como na segdo anterior, aqui também poderemos calcular a

E2(1,t) 1
corrente por ———54—— ou por Iopde. Mas como, agora, a rede de
pontos €& regular nd3oc sera preciso fazer extrapolag3o para
calcular E(1,t) e a intearal seri calculada usando a reara de
Simpson (apéndice A, eaq. (A.2)). Quando usarmos a integral,
precisaremos do produto da densidade de carga {(0) pelo campo

elétrico (E) em x = 0, para O gque usaremos
PO, LIE(O,t) = j(t)

jd que E(D,t) = 0O sempre e, portanto é%E(D,t) = 0.

A figura 2.1 mostra a rede de pontos usada em todos os

problemas resolvidos com métodos de diferengas finitas. 0

primeiro indice do ponto corresponde a coordenada x e o segundo

a coordenada t. Todas as fungbes s3o conhecidas em todos os




pontos da linha J = 0 (condigBes iniciais) e da coluna K =0
(condigﬁes de contorno); a partir destes elas s3o calculadas
nos outros pontos da rede da maneira como sera descrita em cada

sub-item desta segdo.

3.33.1 - Método das Diferengas Finitas Explicito - Euler

Resolvemos o problema em questao com o meétodo de
diferengas finitas explicito, usando trés formas diferentes
para o sistema, todas, obviamente, equivalentes do ponto de
vista analitico mas n8o necessariamente do numérico. Na sepﬁo
2.2.1, quando apresentamos os metodos de diferengas finitas,
mostramos sO6 a primeira forma, pois sera ela que usaremos nos
outros problemas por ser mais simples e porque os resultados
obtidos com ela, quando nd3oco s3o melhores s3o, pelo mencs,

iguais aos obtidos com as outras duas.

A o . -
Acs trés formacs qQue usamos para 0 csistema diferencial com
as respectivas equagfes de diferengas e condigdes iniciais e de
contorno foram:

8t _ ; _ g8k
(a) 55 = § - EES (3.3.149)

E(K,J+1;;XE(K,J>=j(J)__E(K.JJE(K,J)]EfK—i,J) (3.3.20)
E(K,0) =1, 1<K<M
ECD,3) =0, 320 (3.3.21)
5(0) = 0.5
(b) %% = §j - JE
(3.3.22)

8 _ _ 8
3t - T ax B




O(K I+ID(K,T)_ (0K, TIECK,T)-p(K-1,T)E(K=1, TN (3 3 23

At Ax
_EU4,00-E€0,0) _ 4
p(1.,0) = Ax = Ax

P(K,0) =0, 1<K<M

it0) = 0.5 (3.3.24)
E(0,3) =0, 730
£(0,I)ECO,3) = i(I), 320
(c) g% = - &)
(3.3.25)
& -

0(K.J+1)—0(K.J)=_{0(K,J)E(K.J)—0(K—1,J)E(K—i,Jq

At Ax
(3.3.26)
E(K,J+1)-E(K~-1,J+1) = p(K,J)
Ax
_ E(4,0)-E(0,0) _ 31
p(1,0) = Ax = Ax
P(K,0) = 0, 1<K<M
i{0) = 0.5 (3.3.27)
E(0,7) = 0, J20
0(0,J)E(0,J) = §(J), J20

Observe-se que usamos somente diferengas para tras para as

derivadas espaciais pois com diferengas centrais, de segunda ou

quarta ordem (como na eq. (3.3.31)) a solugd3o é& instavel e com

diferengas para a frente a carga ndo avanga.

O critério de estabilidade do método de diferengas finitas




explicito para equagbes hiperbdlicas, apresentado na segao

2.2.1, eq.(2.2.14), aplicado a este problema é

<Ei (3.3.28)
max

g o
w ler

Conhecemos a solugdo exata e sabemos que, para um instante t,

qualaquer, E(x,tys) & uma fung3ao de x monotonamente crescente

para D<{x<1 e, portanto, seu valor maximo é em x = 1; sabemos
AL
tambéem que o -,
__ 2 e
2 } . ‘
R yle
\
e que , ;'
Vb
i . =8
max z2’
onde ra? e a base dos logaritmos naturais. Assim, a

estabilidade esti garantida para

At .1 _
Ax<JE o~ 0.6063 (3.3.29)
Apresentaremos, agora, os resultados obtidos com este

método. Como fizemos na segﬁo anterior, em todas as figuras
colocamos a curva exata junto com aquela obtida com o meéetodo

numérico a fim de facilitar a comparagdo dos dois.

A figura 3.11 mostra as curvas de corrente vs. tempo
2
(corrente calculada por E;L%AEJ) para alguns valores de Ax e At,

usando a forma (a) acima para o sistema. 0O wvaleor maximo da
corrente calculada com o método de diferengas finitas é& sempre
menor do que o exato; por isso as curvas ainda s3o estaveis
para At um pouco maiores do que aqueles permitidos com o
critério de estabilidade acima. Mostramos na tabela II, com o
nome “Explicito Euler (a)”, os valores do tempo e corrente
correspondentes ao maximo, a corrente em t = 3.0 (para o qual o
valor exato ja @ muito proximo da corrente estacionaria,
Jast = 9/8 = 1.125) e o tempo de CPU, o0s quais devem ser

comparados com os da tabela I para o método dac oaractaeristiocas




e com os valores exatos indicados na sua legenda. Vé-se, tanto
na figura quanto na tabela que, quanto maior a raz3o At/Ax
(obedecendo, obviamente, ao critério de estabilidade), mais o

resultado numérico se aproxima do exato; isto se deve a difusio

numérica produzida pelos métodos de diferengas finitas, que é
® 2
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Figura 3.11. Comparag8io entre a corrente exata e aguela calculada numericamente
com o método das diferengas finitas explicito - Euler, forma (@) com j=E2—-i2——m .
(@ Ax=0005, At=00034;, ® Ax=00035 At=00025 (c) Ax=0001, At=0.00061;

() Ax =0.004, At =0.0005 .
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tanto maior quanto menor a razi3o At/Ax. As figuras 3.12 e 3.13
mostram os perfis de carga (p obtida da equag:'éo de Poisson,
p = 3E/dx, usando diferengas para tras) para os instantes 0.4,

0.787, 1.2, 1.514; percebe-se claramente a difus3o a que nos

referimos acima, a qual n3o ocorre no método das
caracteristicas.
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Figura 3.12. Colmar‘ag:So entre 0 exato e aquele calculado numericamente com o
método das diferengas finitas explicito - Euler, forma (a) com j=E___2(21__,t_) . &x = 0.005,
At = 0.0025.
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Figura 3.13. Comparag:'éo entre p exato e aguele calculado numericamente com o
2,

método das diferengas finitas explicito - Euler, forma (@ com j= 50  Ax=0004,

At = 0.0005.

As outras duas formas para o sistema, itens (b) e (c), dio

curvas semelhantes aquelas da forma (a). Por isso n8o vamos

mostrar as figuras correspondentes a elas, mas apenas alguns

valores na tabela Il com os nomes Explicito Euler (b)) e (o).
Chamamos a atengdo para as condigBes iniciais destes dois

itens, mais especificamente para o fato de termos considerado




_ E(1,0)-E(D,0) _ 1
p(1,0) = Ax = Ax’
onde p(1,0) @€ a densidade de cargas no ponto x = Ax e t = 0 (no

item (a) ela também é& usada mas n3o explicitamente). A condig3do

inicial exata para ¢ esta na segido 3.2: p(0,0) = e
p(x,0) = 0, x>0, de maneira que poderia parecer mais natural,
ou mais correto, considerar p(1,0) = 0; mas, fazendo assim, a

corrente cresce muito lentamente siagnificando que esta entrando
pouca carga, O que gocorre porgue o computador n3o tem a
informag3o de que havia uma densidade superficial de cargas em
x = 0 no instante t = 0. Como a condigdo inicial ndo e a exata,
devido a incapacidade de este metodo tratar a delta de cargas,
as densidades calculadas nos primeiros passos ndo s3o boas, mas
logo se ajeitam, o que pode ser comprovado na figura 3.14 em
que a corrente foi calculada com I;pde (que usa o). Vé-se nas
duas curvas desta figura que a corrente da um pulo no inicio

mas logo reproduz 0s resul tados obtidos com a corrente

2
calculada por E—L%LLJ {(figura 3.11).
8 t:l
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Figura 314.Camxvepﬁo|aﬂre a corrente exata e aouela calculada numericamente
com o método das diferengas finitas explicito - Euler, forma (2) com j=I;pde .
(a) Ax = 0.003, At = 0.0025; () Ax = 0,004, At = 0.0005.
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3.3.32. Método das Diferengas Finitas Explicito - Runge-Kutta Quarta Ordem para

a Variavel Tempo

Para aplicar as fo6rmulas de Runge-Kutta, tratamos o siste-
ma (forma (a) da segﬁo anterior) como se fosse ordinario na
variavel temporal, escrevendo as derivadas espaciais com

diferengas finitas de duas maneiras diferentes:

_ f(x.)—?(x,_i)
I X=Xy Ax

(a) (3.3.30)

n.|n.
i

que @ a diferenga para tras e tem precis3o de primeira ordem em
Ax .

(b) gi-‘ _ f(x*_z)—B‘F(x._1)+8f(x,.u)—-f(x,+2)

a x=x,— 17A% (3.3.31)

que & central e tem precis3o de quarta ordem em Ax.

A primeira n3o resultou melhor do gque o metodo de Euler

para a integragdo temporal (segido anterior), a n3o ser pelo

fato de que pudemos usar At/Ax maiores do que 134, embora n3o
© €
€3 E::_
p] ]
& &
8 8
P T T : o T T ]
¢.ee 1.0¢ T 2.00 30 e.ee 1.7 1 2.%0 3.00

(o) (b)

Figura 3.15. Comparagdo entre a corrente exata e aguela calculada numericamente

com o método das diferengas finitas explicito - RK quarta ordem com derivadas
2

espaciais de primeira ordem (‘para trés") usando i==o (@ Ax=0005,

At = 0.0025; (b) Ax = 0001, At = 0.0005.
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Figura 3.16. Comparagdo entre a corrente exata e aguela calculada numericamente
com o método das diferengas finitas explicito - RK quarta ordem com derivadas
2
espaciais de quarta ordem usando j=E34  (a) Ax = 0.005, At = 0.0025; © Ax = 0.005,

2
At = 0.005; (o) Ax = 0.004, At = 0.0005; (& Ax = 0.004, At = 0.001.

fossem incondicionalmente estaveis como acontecera com os
métodos implicitos que faremos a seguir. Mostramos na figura
3.15 duas curvas obtidas com este método, com a corrente

E2(1,t)

calculada por 5 (com a corrente calculada pela integral

também dd o pulo que vimos na figura 3.14).
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A segunda forma, no entanto é bem superior, como mostra a

figura 3.16 para a corrente e a figura 3.17 para os perfis de
carga (a figura 3.17 deve ser comparada com a 3.12 feita com o
A

método da segﬁo anterior e os mesmos Ax e At que a 3.17). Ve-se

gque, agora, a difus3o numérica e bem atenuada, mas que aparece
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Figura 3.17. Compar‘agﬁo entre 0 exato e aguele calculado numericamente com o
método das diferengas finitas explicito - RK gquarta ordem com derivadas espaciais

i _ . EXLL
de guarta ordem usando j= 3 . &x = 0.005, At = 0.0025.




uma pequena invers3o na frente do perfil do instante t = 0.4 (e

para todo instante anterior ao tempo de trinsito), resultados

estes parecidos com aqueles obtidos na ref. [15].

Para fazer as curvas da figura 3.17, a densidade de carga
foi calculada pela derivagdo numérica do campo elétrico em
relagdo a x (equagdo de Poisson) usando a equagdo (3.3.31).
Quando se usa a eaq. (3.3.30) as curvas de 0 vs. x oscilam em

torno do valor exato.

Calcular a corrente pela integral também d3& um pules no
inicio, mas muito peaqueno e imperceptivel nos graficos com as

escalas que estamos usando.

3.3.3.3. Métodos das Diferengas Finitas Implicito

Nos métodos das diferengas finitas explicitos, sempre se
usa os valores velhos (no tempo ty) no segundo membro das
equagdes usadas para calcular os valores novos (no tempo tyi1?)-
Os métodos de diferengas finitas implicitos consistem em usar
os valores novos, ainda desconhecidos, no segundo membro destas
equagdes o que faz com que as equagbes algébricas assim obtidas

sejam, muitas vezes, acopladas.

Aplicamos os meéetodos implicitos somente a forma (a) da

segdo 3.3.3.1., isto &, a equagdo (3.3.19)

8E _ ; _ g8t
at e T

Como esta equagdo n3o é 1linear, usar os valores ainda
desconhecidos no segundo membro resulta, obviamente, num
sistema algébrico que também nSo é linear. Para simplificar sua
resolugdo usamos a sugest8o dada na refer@ncia [12] pag. 464:
substituimos E8E/ax por (E)8E/8x e fizemos o calculo em duas

etapas: consideramos primeiro
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(E(K)) = E(K,J) (3.3.32)

o que resulta em Em(K,J+1) e, depois,

> (3.3.33)

() ]

(E(K)) = [E(K,J)+E (K,J+1)_]'

resultando num E(Z](K,J+1). Este procedimento pode ser repetido
guantas vezes se quiser ou se fizer necessario; nos nossos

calculos sO usamos estes dois passos para cada incremento do

tempo, considerando E(K,J+1) = Em(K,J+1).

Também é conveniente usar este processo iterativo para a

densidade de corrente (j), por raztes obvias nos casos em que
. 1 ~

usamos J = Iopde, e para desacoplar as equagOes nos casos em

2
que usamos j = E—(—é—i—)

Como nas duas segBes anteriores, a derivada espacial pode
ser escrita com diferengas centrais, para tras ou para a
frente. Fizemos os calculos apenas de duas maneiras: com
diferengas para tras e central de segunda ordem. N3o usamos
diferengas para a frente porgue as caracteristicas indicam
diferengas para tras, nem central de quarta ordem porque
resultaria num sistema algébrico mais complicado e dificil de
resolver. Nas figuras e na tabela 11 chamamos de Implicitoc (a)
ao caso com diferengas para tras e Implicito (b) aquele com

diferengas centrais de segunda ordem.
»

Usando diferengas para tras, a eqguagdo de diferengas se

escreve

E(K,J+1A)t—E(K.J) = (j) - (E(K))[E(K,J-i-i)—AE(K—1.3+1

’] (3.3.34)

e, portanto

E(K,J)+(i)At+g—t-'(E(K))E(K—1,J+1)
E(K,J+1) = Axt (3.3.39)
1+K§(E(K))
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Figura 3.18. Cotmar‘ag:ﬁo entre a corrente exata e aquela calculada numericamente
2

5‘7—1'” . (@ Ax=0005,

At =0.0025; ) Ax=0.005, At =0.05; () Ax=0.004, At =0.0005; (d) Ax=0.001, At=001.

com o método das diferengas finitas implicito (a) com j=

como, em x=0, o campo elétrico e nulo, comegando de K=1,
podemos calculid-lo em todos os pdntos da linha ty,4., isto é,
desde K=1 até M. A figura 3.18 mostra curvas de corrente

obtidas assim; sé6 tém uma vantagem com relag8o aos métodos de

diferengas finitas explicitos: é incondicionalmente estavel,
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isto &, podemos usar qualguer At/Ax, mesmo gque sejam maiores

que um.
Se usamos diferenga central de segunda ordem a equagdo de

diferengas se escreve:

E(K,J+1)-E(K,J)
At

s E(K+1,J4+1)-E(K-1,7+4
= {J) - (E(K))[ Ax

’] (3.3.36)

Para K = M nio podemos usar diferenga central e, portanto,

s6 para ele usamos diferenga para tras:

TABELA 1T

Tempo e corrente no pico, corrente em t = 3.0 e tempo de CPU
para as diferentes formas dos metodos de diferengas finitas

METODO Ax at thico | Ipico ®30 tepu
0001 |[000061 |[0.78141 |1341103 |1.129399 199"
Explicitc {0001 {00005 (07825 (1336160 |1.129350 4'06 0"
Euler (a) 000S (00034 (07616 (41342721 |1.141333 0’08 5"
0005 (00025 |07700 |41322455 |[1.141340 0'11.3”
Explicito D004 |0O0005 |0.7830 |4.334729 |[1.127767 507.5”
Euler ) 0005 |00025 |[07700 |[1316153 |1.134601 0152”7
Explicito 0001 |0000S |0.7830 |1.335049 |1.128733 4'45 5"
Euler (c) 000S 00025 (07700 |4318217 |1.438578 0'13.0”
Explicito 00041 [0O000S |07860 1321267 |4.129395 |13'299"
RK @ 0005 (00025 |0.7825 |1293058 |1.141357 338"
0001 (00005 |0.7855 (1357262 |1.126166 |22°202”
Explicito |0001 |0004 0.786 1356972 |1.1426168 |11157”
RK @) D00S |00025 |07825 |41.351101 |1.129894 0535
0005 |[000S 0.785 1349895 |1.129894 o'27.8"
0004 [00005 (07865 |4.312531 [4.129391 6’38.3"
Implicito 0004 |DO4 0.79 1253218 |1.429340 0'24.3”
@ 0005 |0D025 |07825 |1278663 |4.141336 0'17.5"
0005 |005 085 1198884 |1.141106 o0L.7”
0001 |(00005 |07890 |1326030 |1.126447 |23'100”
Implicito 0001 |0O4 084 1246984 |1.126399 1*10.8"
®©) 0005 |00025 |07925 |[1294796 |1.131121 os5.0”
0005 (005 0.90 1181735 |1.130900 oa3.7”




EM,J+1)-E(M,])
At

= (i) - (E(H»[E‘”'“"fx‘”‘i'““] (3.3.37)

Como E(0,2) = 0 podemos escrever as equagbes anteriores da

seguinte maneira:

1 [(2¢D)) _ £,
M'E(i.,.'l+1.) + SAx EQI+D =)+ At (3.3.38
(EXK) 1 {EX) _ E®. D
- —ZEE(K—1'3+1) + KiEG('J+D + oAy EK+4,J+D = (D + At (3.3.39
(ECD) i (EMD _ EM.D -
- ——!E(H-LJ+D + (E—£+ A )E(MJ+.D =D+ At (3340

onde K na segunda equagio, assume valores 1<K<M. A matriz dos
coeficientes deste sistema €& tridiagonal, de maneira que ele
pode ser resolvido facilmente com o método de eliminag:'io de
Gauss (ref. [12] pag. ‘270 e pag. 441 ou aqui, no Apéndice A,

item 3).

Os resultados da integragiao feita com este método, que
est3o na figura 3.19, s83o bem melhores do que agueles obtidos
com o de diferengas finitas explicito -Euler, explicito-Runge
Kutta com derivadas para tras e o implicito com derivadas para
tras além de, como este Ultimo, também ser incondicionalmente
estavel. Mas n3o sdo melhores do que aqueles resultados obtidos
com diferengas finitas explicito - Runge Kutta com derivada

espacial de quarta ordem.
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Fioura 3.19. Comparagﬁo entre a corrente exata e aguela calculada numericamente

com o método das diferengas finitas implicito ® com j=

EX1,L

> . (@) Ax=0.005,

At = 0.0025; @ Ax = 0.005, At = 0.05; () Ax = 0.001, At = 0.0005; (d) Ax=0.001, At =0.01.




3.4. Isolante com Armadilhas

3.4.1. Equagdes

Mesmo considerando as armadilhas podemos, como no caso de
isolante perfeito, optar por usar ou nio a densidade de carga
livre (). No caso em que usamos 0, as equagﬁes que regem o
problema s3o aquelas apresentadas na segdo 1.2: eq. (1.2.6")

com (1.2 4), eq.(1.2.3) e eq. (1.2.1°):

as quais na forma normal, gue é& a forma usada no método das
caracteristicas, ficam (as equagles abaixo s3o0 as eq. (2.1.20),

(2.1 .21), (2.1.22) e (2.1.25) escritas nas unidades reduzidas):

dE _ . .
90 _ _ 2 _p - £ 4 %% (2.2.21)
dt t Ty T4 s
Wy _ 0 _ M .
5t =% - (2.1.229)
el 3 1 (.. 3 Py ,
ou 3t = reli-5) - (2.1.290

sendo que podemos calcular a corrente por
1
i= I OEdx
o

ou por

2 ) §
_ E2(4,t) I"tde

J =
2 [s)

Se eliminarmos 0 devemos usar as eq. (1.2.7°) e (1.2.8%)

8t = 3 - E(E-0y
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@

Oy _ 4 (aE by
3t = 60 -
80y 1 (._8E Py

au ' I T—ts("zﬁ) - T

que na forma normal ficam (como no caso anterior, as equapﬁes
abaixo s3o equagbes da segdo 2.1 escritas em unidades

reduzidas):

aE _ ’
g =9+ o E (2.1.26")
304 1 ¢ aE) Py " ’
a3t = ;IE(;-sz - 74 (2.14.25) ou (2.14.27)

sendo que, agora, sbé podemos calcular a corrente por

2 1
i = ER, ) I o Edx

< o

Lembramos que as derivadas que aparecem nas eq. (2.1.20°),
(2.14.21’) e (2.1.26') s3o ao longo da diregdo dada por dx/dt = E

e nas eq. (2.1.22"), (Z2.1.25") e (2.1.27) ao longao de

x = constante.

GQuando eliminamos p do sistema de equagﬁes e queremos o
perfil de carga livre, isto &, p wversus x, este precisa ser

calculado da equagﬁo de Poisson

onde a derivada & feita numericamente.

Pelo mesmo motivo que no caso de isolante perfeito, isto
&, porque p é infinito em x = 0, precisamos usar a fungio
auxiliar u = 1/0 para integrar a eq. (2.1.21’), com o gue esta

equagdo fica

d uioy
au _ L R
dt 1+ uoy + e T3 (3.4.1)
e a equagﬁo (2.1.22') seria substituida por
Wy _ 1 _ M

No entanto, n3o usamos esta ultima equagio, preferindo usar a




eq.(2.4.2%) para calcular p; mesmo quando estivermos calculando
u. O motivo para isto é simples e é consequéncia do método de
integragdo (o raciocinio a seguir & feito com base na figura
2.6): para calcular p; nos pontos tipo R precisamos dos valores
de todas as fungBes que aparecem no segundo membro da equagdo
para 8p,;/8t nos pontos tipo Q. Quando os pontos tipo Q estdo

entre dois pontos tipo P estes valores s3ao obtidos por

interpolagdo linear; mas, enqguanto a frente de cargas nido
chegar em x = i, teremos pontos Q que ficarido entre Pg e x =1,
regido em que p =0 e, consequentemente, u e infinito,

impossibilitando © tratamento numérico direto deste termo.
Obviamente, isto poderia ser contornado colocando uma condigdo
nos programas: se x{(R)>x(Py) este termo é nulo, sendo faz-se a

interpolagido.

Antes de apresentar os resultados, devemos salientar duas
dificuldades na aplicagdo do método das caracteristicas a este
problema. A primeira delas, que aparece tanto no caso em que
usamos 9 (ou u) guanto no casoc em que ¢ & eliminado do sistema
de equagles, consiste na integragdo da equag3o para o campo

elétrico que deve ser feita na diregdo dx/dt = RE, eq. (2.1.20)

ou (2.1 .26°). Sabemos que todas as linhas nascem na origem e
que E<O,t) =0 para t20 (e, portanto, é%E(D,t) = 0),
pt(D,t)-omu t>0 e P(O,LXE(D,t) = j{(t). MHas, para calcular o

campo elétrico num instante t + At de uma linha gue nasceu num

instante t, precisa-se do produto pt(D,t)E(D,t). Para calcula-

lo usamos o seguinte procedimento: multiplicamos a eg. (1.2.3)
por E(x,t); como o que estamos procurando & o produto ptE, no
apt B(DtE) 3E .
lugar de E?ﬁf colocamos -3t - ptﬁ{ e, usando as eq. (1.2.6°) e
(1.2.4), substituimos B8E/3t por (j-pE). Obtém-se, ent3o, a

seguinte equag¢3do diferencial:
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O LMEXL)

2 (o, xVEXY) - oKV KX EGLY] = ""‘":;f"‘"’ - (3.4.3)
que, para x = 0, fica (lembramos que 0(0,t)E(D,t) = j(L)):
S{oyo,E0, L) + pt(o’t,):(o'“ = j'('t) (3.4.4)
cuja solugﬁo e
o YT /Ty
P (0, L)IECD, b)Y = ——?E—-lz;(t')e dt’ (3.4.5)

onde a integral deve ser calculada numericamente a medida que

i(t) e calculado.

A outra dificuldade s6 aparece no caso em que se deseja
integrar a equagd3o (3.4.1) e também ocorre para a posigdo
x = 0: como u(0,t) =0 (tx0) e

p.(0,¢t) = 0O, t =0

£4€0,t) = o0, t>0
o produto u(0,t)p(0,t) para t>0 é, aparentemente, indeter-
minado. Usando, porém, um procedimento analogo aguele feito
para calcular 0,;(0,t)E(0,t) ou, mais simplesmente, usando
p(0,t) = j(L)/E(D,t), obtém-se

Py(0,t)  PL(0,LIE(D, L)
p(0, 4y ity

ul0,t)0,(0,t) = (3.4.6)

onde pt(D,t)E(D,t) & dado pela eg. (3.4.5).

3.42. Integragio Numérica com o Método das Caracteristicas

No caso de isolante perfeito, so havia um tipo ou familia

de linhas caracteristicas: aquelas dadas por dx/dt = E e, por
isso, o sistema na forma normal era ordinario. Agora,
considerando as armadilhas, as equagbes na forma normal

envolvem as duas familias: as equagfes de E e de u contém
derivadas ao longo das diregfes dx/dt = E devendo, portanto,

ser integradas ao longo delas, enquanto a equagio de o, sb
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contém derivadas ao longo das linhas da familia dx/dt = D ou
x = cte. e, portanto, sua integragdo deve ser feita ao longo de

uma diregdo diferente daguela das equagOes para E e para u.

Para fazer, como necessirio, a integragio simultinea
nestas duas diregdes diferentes, usaremos o método descrito no
final da segdo (2.2.2) de duas maneiras diferentes: a primeira,
a qual chamaremos de Euler, consiste em usar o método de Euler

na intearagdo destas equagdes (semelhantemente ao que chamamos

de "Euler” - com aspas - no caso de 1isolante perfeito, segﬁo
. . Evemg + Enovo .
3.3.2, aqui tambem usaremos g% = __;LTT_—___)' e a segunda, a

qual chamaremos de Runge-Kutta ou, mais simplesmente, RK, usa
as foérmulas de Runge-Kutta de quarta ordem (apéndice A, eq.
(A.4)) para as integragfes ao longo de dx/dt = E e o método de
Euler para calcular o oy necessario em cada passo do processo
Runge-Kutta - pois, quando se aplica as férmulas de Runge-Kutta
as intearagtes de x, E e u, cada passo deste processo leva uma
determinada linha caracteristica a posigbes ligeiramente
diferentes na mesma linha do tempo. Como a integrag3o da
equagdo para oy é feita ao 1longo de x = cte., uma nova

intearag3o deve ser feita para cada uma destas posigles.

Obviamente, n3o se deve esperar gque o "Runge-Kutta” daqui
seja t3o preciso quanto o foi no caso de isolante perfeito;
isto ndo ocorrera devido ao fato de usarmos o método de Euler
para a integragdo de py, mesmo quando usamos o método de Runge-
Kutta para a integragdo de x, E e u. Mas, ainda assim, deve dar
resultados mais precisos do que aqueles obtidos com a aplicagido

do método de Euler a todas as equagﬁes, pois, para o mesmo

incremento no tempo (At), o0 caminho ac longo das caracte-
risticas da familia dx/dt = E & maior do que aquele ao longo da
familia x = cte.. Isto & mais acentuado quanto mais forte for o

aprisionamento, como pode ser visto na figura 3.20, que mostra




algumas das 1linhas caracteristicas da familia dx/dt = E para

Ty Ho0 e para T = 0.125, ambos os casos com Tg >, isto e, sem

- Lo - A -
liberagdao das cargas das armadilhas. Como se ve nesta figura,

com excegdao das linhas rotuladas por E 1, atée x ~ 0.5 as
linhas com Ty pequenos tém inclinag;ﬁo menor do que as
correspondentes (mesmo rotulo) com Ty grandes e que a situag:So

se inverte para x>0.6. Assim a inclinag'é'o pequena, que origina

os caminhos mais longos, prejudica mais o calculo de x, E e 0

quando Ty @ pegueno, pois, neste caso, um erro maior do gue
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Figura 3.20. Linhas caracteristicas para Ty do e 7, =0.125, sempre com Ty 4o
(ryg= 10*%. Para Ty 4o as curvas foram calculadas numericamente com o metodo
das caracteristicas - RK quarta ordem e para 74 =0.125 com o método das
caracteristicas - Euler e RK (as curvas coincidem) . j=§3§iﬁ-‘[;otde. At = 0.005,
ME = 200.
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aquele para 7 grande se faz sentir logo no inicio do percurso
das linhas através da amostra e s3o carregados até o final, ao
passo que este erro s6 é maior para 7; grande do que para T,
pequeno quando as linhas ja estio mais perto da saida. Quando
se tem liberag3o, e aquanto maior for esta, a forma das
caracteristicas se assemelha a daquelas com aprisionamento

fraco, figura 3.21.
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Figura 3.21. Linhas caract.er'isticas para Ty —+ o0 ('rd= 10°% e 'rd=0.125, sempre com
Ty = 0.175 feitas numericamente com o método das caracteristicas - RK.
. E'a _ _
=50 [loFdx . AL =0.005, ME = 200.

Assim, em termos de precisdo, mesmo aqui o Runge-Kutta e
superior ao Euler. Na pratica, porém, € preciso levar em conta
também os tempos de calculo. Para calcular a corrente desde
t =0 até t = 3.0, os programas Qque usam 0 Método de Runge-

Kutta demoram cerca de quatro vezes mais do que aqueles que



usam © Método de Euler com o mesmo incremento do tempo. Em
sistemas de equagBes diferenciais ordinarios, quando se usa as
formulas de Runge-Kutta os incrementos podem ser maiores do que
com o método de Euler de forma que, mesmo com mais calculos, o
primeiro compensa com grande vantagem o segundo, como aconteceu
no caso de isolante perfeito, segﬁo 3.3.2. Mas, no nosso caso
em que o sistema nd3o & ordinirio e em que o numero de linhas
gque acompanhamos esta diretamente relacionado com o incremento
At (nasce uma linha em x = 0 a cada At), o Runge-Kutta n3o e
t3o superior ao Euler, pois se At for muito garande tem-se
poucas linhas e estas muito separadas o que n3oc é& bom para o
processo de interpolagd3o; além disso & preciso lembrar sempre
que a equagao diferencial para oy @ integrada com o método de
Euler. Mesmo assim podemos usar incrementos maiores com Runge-
Kutta do que com Euler ainda com vantaaem no tempo de calculo,

como se pode ver na Tabela 111, onde a corrente foi calculada

E2(1,t)

com I;gdx. Com a corrente calculada por >

- I;ptde' os
tempos de CPU s3oc um pouco menores, pois, naeste caso, nio e
preciso integrar a equagdo para u; 7y e 74 também t&m uma
pequena influéncia nos tempos de CPU: por exemplo, para Tg
quanto maior 74, mais tempo as linhas demoram para sair da
amostra (ver figura 3.20) e, conseguentemente, o calculo demora
mais. A tabela 11l foi colocada aqui apenas para que se possa
ter uma idéia da precisio e velocidade (esta comparativa, ja
que os tempos de calculo dependem do computador) dos dois
métodos que estamos usando. Talvez, ao escolher o método que
sera utilizado numa aplicag8o pratica, seja importante
considerar também o fato de que, neste caso em que temos
integragdes ao longo de duas diregdes diferentes, fazer um

programa para usar o método de Euler é bem mais simples do que

para o de Runge-Kutta.




~

TABELA
Comparagido entre os métodos de Euler e RK com diferentes incrementos.
Ty = 0425, T4 4+, ME =200

METODO At |topy: 0430 im 3.0

0.001 1hS57'34" |S5e5x107™* |792x107%

Euler 0.005 207" |746x107* |zz25x107°
0.04 35" (102x107° |624x107°
0.001 8h57'05” |5.43x10™* |524x107'*
0.005 939" |529x107* |e6ezx107'

RK 001 2’327 |559x107* |804x107't
0.05 i5* |890xi0™* [446xio™”
01 7" {171%10° |350x107°

MNos dois paragrafos anteriores, quando falamos de

precisdo, estamos tomando como referéncia o valor para o qual
tende a solugdo a medida que At diminui, pois n3o temos solugio
exata para este problema com armadilhas. A Unica coisa que
podemos calcular exatamente, para conferir nossos resultados, é
o valor da densidade de carga livre na frente da “caixa” de
- A N
carga espacial, para tempos menores qQque o tempo de trinsito
desta. Este calculo é& possivel porgue oy = 0 na frente, de

maneira que a eq. (2.1.21°) fica:

dp 2 F4)
—‘d'%z = Dfrente -—-‘,—,'E;‘—“ (3.4.7)

e pode ser integrada independentemente das outras equagbes,

resultando em

-1
t/"'t
O¢rente = [‘rt(e —1)] (3.4.8)

Como a eq. (3.4.7) é ordinaria e n3o depende de Py, € o6bvio que
os valores obtidos para fgente com o método de Runge-Kutta s3o

melhores, isto &, mais préximos dos exatos dados pela eq.




(3.4.8) do que aqueles obtidos com o metodo de Euler. Mas séb
isto nao seria suficiente para garantir que a corrente
calculada com o método de Runge-Kutta seja melhor do que aqguela

calculada com o método de Euler.

Como n3o estamos considerando a saturag3o das armadilhas,
Nos casos em que Ty e P, # o, a corrente deve tender para
zero, para tempos grandes. Isto realmente acontece em nossos

calculos, exceto nos casos em gue a densidade de carga livre

fica muito pequena (como, por exemplo, quando Ty = 0.125 e
Td-+MH e nos quais a corrente e calculada por
. E2(1,t) 1 L .

i o= —5 - c"otdeA Nestes, ao ‘inves de cair sempre como

deveria, a corrente fica constante a partir de um determinado
instante que depende do incremento At usado mas n3o do fato de
usarmos precis3o simples ou dupla; para o mesmo At, isto
acontece para tempos menores com o método de Euler do que com o
de Runge-Kutta. Por sua vez, a corrente calculada com
] = I;pde tem o comportamento esperado, mesmo com £ muito
pequenc. Também relacionado com este, estid o fato de que a
densidade de carga livre calculada com a equagdo de Poisson
(0 =:%% - Py, a8 derivada feita numericamente), n3o di bem para
este mesmo caso (Tt muito pequenoc e T4 9rande), nem quando a
corrente e calculada por I;pde, enquanto que a densidade de

carga livre calculada pela integragﬁo da eq. (3.4.1) & boa,

qualquer que seja a maneira de calcular a corrente. Para que se

tenha idéia da diferenga, mostramos, na figura 3.22, a
densidade de carga livre calculada das duas maneiras - da
integragdo da eq. (3.4.1) e da equagdo de Poisson - para
Tg * o e 7, = 3.0, 0.5 e 0.125: somente no caso em que Ty é

muito pequeno a diferenga @ pronunciada. Esta figura foi feita

2
com j = E—L%LE) - I;otde; com a corrente calculada da outra

forma, o resultado & analogo a este.
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A figura 3.23 mostra a corrente em fungdo do tempo para o
caso de armadilhas profundas (rqg + ) com diferentes Ty. As
curvas da figura 3.23(a) foram feitas com o método de Euler com
a corrente calculada por j = I:pde; a figura 3.23(b) contém
quatro curvas para cada Ty: duas com o método de Euler e duas
com o de Runge-Kutta, cada método, por sua vez, tendo a

corrente calculada com as duas formas. No caso de T¢'S 9arandes

| %M QI B0 WSTIIUTG BE FISiiA £ OUIMICH e SAG (A . 88 §
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Figura 3.23. Corrente calculada com o método das caracteristicas para Ty -
(rg= 10%%. "A” significa corrente calculada por I;pde e "B” por —E-f%'—t‘-) - I;ptde.
(@) Euler A ; () comparagido entre Euler A, Euler B, RK A e RK B; () erro percentual
caloulado por I8y 400, onde & pode se referir a Euler A (EA), Euler B €B) ou
RK B (RKB). At = 0.005, ME = 200.




(representados nesta figura por Ty = S) as quatro curvas

coincidem muito bem; para valores intermediarios (representados

por T, = 1) ha uma pequena diferenga enire elas; para Tt'S

pequenos (representados por Ty = 0.125) as curvas feitas com
2

] = E—L%LE) - I;ptde apresentam aquele problema que ja

comentamos: a corrente fica constante a partir de um certo
instante quando deveria cair sempre. Observe-se, porém, que
todas as curvas foram feitas com o mesmo incremento do tempo
(At = 0.005); com At's menores, as diferengas também s3o meno-
res mas os calculos ficam muito demorados sendo impraticaveis

em casos de tentativa de ajuste de resultados experimentais.

As Figs. 3.24, 3.25 e 3.26 contém graficos de p vs. x,

Py vs. x e E vs. x, respectivamente, para os instantes t = 0.4
(antes de as frentes chegarem no eletrodo em x = 1), t, = 0.79
(instante em que a frente para Ty + » chega em x = 1), t = 1.2
(um instante intermediario) e t, = 1.515 (instante em que, para
Ty + ©, a ultima linha emitida de x = 0 em t =0 chega em
x = 1). Nestas trés figuras, as curvas foram feitas com os dois

métodos (Euler e Runge-Kutta), n3o sendo perceptivel a dife-
renga entre os dois. Para a figura 3.24 usamos j =:Izode e p
foi calculado a partir da integrag3c da eq. (3.4.1); para as
Figs. 3.25 e 3.26 usamos j = EiL%LEJ - I;ptde. Estas curvas de
o, by e E vs. x, mesmo com Ty Pequenos, n3io dependem da maneira
como a corrente foi calculada. Também, como ja dissemos com
referéncia 4 figura 3.22, as curvas de 9§ vs. x para 7¢'s nio
muite pequenos n3o dependem da forma como 9 & calculada (da

eq.(3.4.1) ou da equagdo de Poisson), mas para Ty Ppequeno elas

s3ao diferentes.
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Figura 3.24. Comparagdo entre 0 (0 =1 calculado numericamente com o método das
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A figura 3.27 mostra a corrente em fungSo do tempo para

7y = 1 e diferentes 74'’s: a figura 3.27(a) foi feita com o
método de Euler e a corrente calculada com
I = EiL%LL) - I;ptde; a figura 3.27(b) contém curvas feitas com
o método de Euler e com o de Runge-Kutta, tambem com
} = Efiéiij - I;ptde' As Fias. 3.28, 3.29 e 3.30 mostram os
perfis de carga livre, presa e o campo elétrico,
respectivamente, sendo que todas estas curvas também foram

feitas com os métodos de Euler e de Runge-Kutta e em todas elas

E2(1,t)
2

observar que o valor de POgeme N30 depende de T4 eqg.(3.4.8),

a corrente foi calculada por - I:otde. E interessante

mas, embora n3o seja perceptivel nos graficos, a posipso da

frente depende de 74, sendo Xgente maior quando 74y € menor.
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Figura 327. Corrente calculada numericamente com o método das caracteristicas

2
com j=E—(2—1’t')-I;0tde. (@) Euler, (b) comparagdo entre Euler e RK. Ty =10,

At = 0.005, ME = 200.
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3.4 3. Integrag3o Numérica com Métodos das Diferengas Finitas

As integragbes com métodos das diferengas finitas foram
feitas com o objetivo de comparar seus resultados com aqueles
obtidos com o méetodo das caracteristicas. Usamos somente duas

formas:

(a) diferengas finitas explicito com o método de Euler
para as integragdes no tempo e diferengas ”para tras” para as
derivadas espaciais, anadlogo ao método descrito na segso
3.3.3.14, item (a), para isolante sem armadilhas. Esta & a
maneira mais simples de fazer a integragdo numérica mas €& pouco

precisa;

(b) diferengas finitas explicito com © método de Runge-
Kutta de quarta ordem para as integragﬁes temporais e deriwvadas
espaciais de quarta ordem, analogo ao da segﬁo 3.3.3.2, item

{b). Esta @€ a forma com diferengas finitas que da os melhores

resul tados.

As Figs. 3.31 (a) e (b) e 3.32 (a. 1), (a.2), (b.1) e (b.2)
mostram as curvas obtidas com estes métodos comparadas com
aquelas obtidas com o método das caracteristicas usando o
método de Euler com j = szde e At = 0.005 e ME = 200. A figura

3.34 (a) contém as curvas de corrente em fungﬁo do tempo feitas

com a forma (a) para as duas maneiras de calcular a corrente (a
tabela IV mostra alguns valores correspondentes a esta figura
para que se possa identificar as curvas). Analogamente, a
figura 3.31 (b) contém as curvas de corrente vs. tempo feitas
com a forma (b), também para as duas maneiras de calcular a
corrente. E evidente a superioridade da forma (b) sobre a (a),

0 que se confirma nos arificos da figura 3.32.
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(Ax = 0.005, At =0.0029), (b) RK com derivadas espaciais de quarta ordem (Ax = 0.005,
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TABELA IV
Alguns valores das curvas da figura 3.31 (a.1)
s 1 i _EB*fun
A j= [oEdx  Bii==o3 - [l Eox

Tt METODO  |tpnico  |ipico | 34O 3.0
@ A 0762 |1.167 0.988 0.639
5 (@ B 0765 |1.160 0.380 0631
Car. RK A |0.795 |1.1487 0.980 0.624
(@ A 0745 |0685 0.463 607 x107¢
1 (2 B 0747 (0675 0.453 5.48x1072
Car. RK A|0810 |0671 0.461 575x107°
@ A — — 473x107* | 124 %107
0425 [(@ B — — |-209%x107% |-191x107°
Car. RK A| — — 529x10™* | 662x107**

Os tempos de CPU s30, agora, bem menores do que aqgueles

com os métodos das caracteristicas; por exemplo, para
2
Ty = 0.125, Tg+ ® e i calculada por ELL%AEJ - I;otde, desde

t = 0 até t =3, a forma (a) com Ax = D.005 e At = 0.0025 da
tCPU = 27", a forma (b) com Ax = 0.005 e At = 0.005 da

tcpy = 1°20” & com Ax = D.005 e At = 0.D025 da tcopy = 2°38”.

Dois pontos devem ser destacados com relagd3o as Figs. 3.31
e 3.32. 0O primeiro se refere ao "pulo” inicial nas curvas da
figura 3.31(a) para as correntes calculadas por I:pde que
ocorrem aqui pelo mesmo motivo que no caso de isolante perfeito
(ver final da segﬁo 3.3.3.14). 0 seaundo, que também tem o seu
anadlogo no caso do isolante perfeito, refere-se a pequena
inversi3o de 9 perto da frente de cargas na figura 3.32 (a.1) e
ocorre devido & maneira como o € calculado, isto &, por

diferenciagdo numérica.

' URIOTECA RO INSTITUTO DE FISICA € QUIMIA DE SAQ CARLOS - BBP
FISICA
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35. Conclus3o

Confirmando o que discemos no Capitulo 11, o método das
caracteristicas foi O mais preciso na resolugﬁo deste problema

e 0 unico capaz de manter as descontinuidades - todos os

métodos de diferengas finitas apresentaram difus3o numérica.

Mo caso de isolante perfeito (em que o sistema de equagdes
na forma normal €& ordiniario), como se pode ver na tabela Il e
nas figuras de 3.41 a 3.19, os melhores resultados obtidos com
os métodos de diferengas finitas gastaram tempos de CPU da
ordem de minutos (o melhor que registramos aqui gastou
11'57.7"). Por sua vez, como mostra a tabela | e as figuras de
3.3 a 3.10, com o método das caracteristicas temos resultados
melhores do que o melhor com diferengas finitas, com tempos de

CPU bem menores: da ordem de segundos.

Porém, quando consideramos as armadilhas, os tempos de CPU
com os métodos de diferengas finitas aumentam pouco em relagdo
aos dos metodos correspondentes no caso de isolante perfeito,
enquanto que, com o método das caracteristicas aumentam muito
mais. E inegavel o fatoc de que, em termos de precis3o, o método
das caracteristicas é superior aos de diferengas finitas, mas
com tempos de CPU t3c pequenos, seria aconselhavel, numa

aplicag3o pratica, usar diferengas finitas para os primeiros

ajustes e deixar caracteristicas para a fase de refinamento.

36. Observagao

No caso de isolante perfeito comparamos as solugbes

numéricas com a solugﬁo exata, analitica, do problema. J3 no




caso do isolante com armadilhas as solugles numéricas so6

-

puderam ser comparadas entre si; a confianga nestas
estabelecida com base no fato, empirico, de que, quando diferen-
tes métodos de intearaglo numérica aplicados a uma determinada
equagSO, d3io os mesmos resultados, pode-se ter por certo que

estes est3o corretos.




CAPITULO IV

TRANSPORTE DE UM PULSD DE CARGA ATRAVES DE UM ISOLANTE EM CIRCUITO ABERTO

4 1. Colocagdo do Problema

No capitulo anterior so foi possivel comparar as soluges
numéricas com uma solugdo exata, analitica, para o caso de
ispolante sem armadilhas. Apresentaremos neste capitulo, um
problema que tem solugﬁo analitica para o isolante com
armadilhas profundas (isto e, qQque aprisionam as cargas mas nio
as liberam); o que possibilita tal solugdo analitica, obtida
por A. 1. Rudenko [18] usando o método das caracteristicas, & a
condigdo de contorno: circuito aberto, o aque implica em
corrente total nula. Este problema, assim como o anterior, foi

resolvido com o proposito de testar os méetodos numéricos.

—Eo

A situagio fisica considerada neste problema esta

ilustrada na figura 4.1 e consiste no seguinte: uma fatia de

isolante com um nivel de armadilhas profundas, & colocada numa
regido com campo eleétrico Eg, erpendicular &as superficies
maiores da amostra e recebe, no instante inicial (t = 0), um

pulso de carga com densidade superficial o6, numa das
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superficies, x* = 0-. A carga se desloca em diregﬁo a superficie
oposta, x/ = 1, sob a ag3o do campo elétrico externo; durante o
percurso, parte das cargas cai nas armadilhas.

%o

A frente do pulso sente o campo Eg + Te e a parte de tras,
O . Op
- — o pulso entra totalmente no volume da
Eqo Fe - Assim, se 26(Eo , p
amostra,; se %§>Eo somente uma parte dele entra e a traseira da
. o

parte que entra fica grudada em x = 0; se ig = Eg; o pulso entra
totalmente mas a parte de tras fica grudada em x = 0.

/ . s e
kA OB S 0 e A e /,9/*-3_/”// o~

L Problema semelhante a este mas com condigﬁes mais reais no
sentido de se aplicarem mais diretamente as montagens
experimentais comumente utilizadas, esta resolvido na
referéncia [19): consiste numa amostra de isolante tendo numa
das superficies um eletrodo ligado a terra e a outra livre;
esta Ultima recebe um pulso de carga o qual induz uma densidade
superficial iaqual e oposta no eletrodo; uma parte da carga do
pulso penetra na amostra movimentando-se sob a agdo do campo

& Y R
eletrico resultant;; as condigbBes iniciais e de contorno usadas
ali s3oc praticamente as mesmas que as de Rudenko. A referé&ncia
[Z0) também traz um problema parecido mas com uma hipbdtese
adicional: as cargas colocadas na superficie livre no instante
inicial, depositam-se em armadilhas da superficie as quais
liberam as cargas exponencialmente (o(t) =:ooe_tﬁk). 0 problema
da referéncia [19)] foi resolvido analiticamente considerando,
assim como Rudenko, somente armadilhas profundas; o da
referéncia [20] considera a liberagdo das cargas das armadilhas
e foi resolvido numericamente com o método de diferengas
finitas explicito. 0 procedimento para resolver numericamente
estes problemas, com os métodos das caracteristicas ou

diferengas finitas que usamos no capitulo anterior, é muito

parecido com o que sera usado neste capitulo. Limitar-nos-emos,

portanto, apenas a resoluglo numérica do problema proposto na
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referncia [18] acrescentando somente a liberagdo das cargas

das armadilhas.

As equagﬁes que regem este problema s3o as mesmas daquele
do capitulo anterior e que foram apresentadas no Capitulo 1. A

diferenga esta nas condigfes iniciais e de contorno que, agora,

sdo:
o (x’,0) = ogb{x’) 0D<x’'K1
Px’,0) = 0~ D<£x'£1
E‘(x’,0) = Eg + gg D<x’ <1
E‘(0,t) = Ep - 30 t’>0
i{t")y =0 t'20
As unidades reduzidas sio introduzidas usando
x =%, E= éi R Egﬁt' . Ty = 9§§71 . T = —%éfh ,
o = E%;”' . Py = E%}” . a 2:%0

Nestas wunidades as condigBes iniciais e de contorno se

escrevem:

0(x,0) = 2aB(x) 0<x<4
py(x,0) =0 0<x<1 A
Y
E(x,0) =1 + a 0<x<1
E(D,t) =41 -a t>0
ittr =0 t20 -

Como no capitulo anterior, estas condigfes d3o origem a

duas dificuldade numéricas (por causa dos infinitos) e

novamente elas foram superadas com tratamentos analiticos. Em

primeiro lugar, para integrar a equagﬁo




-
GE = J + 04F = 0E ,
precisamos do valor de oE em x = 0. Ja sabemos qQue
E(D,t) =1 - @, mas precisamos de 0,(0,t). Para obté-lo
substituimos
olx,t) = - E—(—]t_i:n:—tE(x,t) = - B 1nE(x, 1)

na eq. (1.2.3’), resultando na equagﬁo diferencial:

8 - _ 4138 _ Aptx V)
o) = - A InE(x,t) 5
cuja solugdo e
—Y/Tar vy L [t t/7g 1
pt(x,t)="eq_ e lnE(x,t)-lnE(x,D)-—;— e InE{(x,t')dt’
t L dlo J
Como E(O,t) = (1 - a) que & constante,
—t/Td E(D.0) —t/Td s
_ e » _ e +a
€0, 4) = B —Inprptey = & 1n(12g) (4.1.1)

que n3o apresenta nenhum problema para a<i, mas que e infinito
para @ = 1 (s0 usaremos a€i, qQque s3ao 0s casos em que O pulso
entra totalmente) . Como precisamos apenas do produto
E(D,t)p,(0,t) e, neste caso de a =1, E((DO,t) = 0, podemos
calcular o limite deste produto para a—+1, obtendo

E(O,t)0(0,t) = 0.

Em segundo lugar, se quisermos integrar a equagﬁo (2.1.21)
para calcular 0 e, assim, obter o perfil de carga livre, preci-

saremos tambem de p(0,t), t>0. Primeiramente queremos chamar a

atengﬁu para o fato de que, quando a« = 1, embora se possa
considerar o nascimento de linhas em x = 0 para t3>0, elas ni3o
s3o0 emitidas, isto &, n3o conseguem sair da origem, porgue

E(O,t) = 0O, itt) =0 e pt(D.t)E(D.t) =0 {eq. (2.1.23) e
(2.1.26)). Por isso, tanto com Tgo>™® quanto com Tq # ™, se
a = 1 n3o se precisa de p(D,t), t>0, para calcular p(x,t) em

pontos com x>0 usando a eq. (2.1.21). Mesmo sem precisar, para
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Tg>® pode-se obté-1o0 da expressio dada na referéncia [18]
tomando o limite para a-+1, que da p(0,t) = 0; para T4 # n3o

pudemos calcula-lo.

Quando a<1, E(D,t) = 1 - a que & constante e positiveo e,
portanto, no caso em que Tg o, p(0,t) & obviamente nulo; para

Tq # o, isto ndo & t3o Obvio mas como

= - 8
p(0,t) = at'lnE(Cl,t.)
podemos concluir que p(0,t) = 0 para t>0, também no caso em que

'Td #£ 00

Em qualquer dos casos acima, wusamos a fungdo auxiliar
u=141/p , que e nula em x =0 para t = 0, para calcular a
densidade de carga livre nas linhas emitidas em t=0. No caso
de a {1, para as linhas emitidas em t >0, usamos 0 mesmo, pois,
neste caso p(0,t), t>0, @ nulo. Para a=4, n3o sio emitidas

linhas de x=0 em t >0.

juando n3o se desejar integrar a eq. (2.1.21) para obter
p(x,t) aquerendo-se trabalhar apenas com E e by, o perfil de

carga livre pode ser obtido de

Pix,t) = j%E(x,t) - Pypix,t) (4.4.2)

ou de

p(x,t) =-—§3E1nE(x,t) (4.1.3)
entendendo-se que as derivadas devem ser feitas numericamente.
A segunda forma da resultados muito bons, semelhantes aqueles
obtidos a partir da integragﬁo da equagﬁo diferencial para »
(ou u); a primeira €& um pouco pior mas ainda assim da

resultados aceitaveis aquando se usa o método das caracte-

risticas.
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4 2. Resultados

Como ja dissemos no inicio, este problema foi resolvido
com a finalidade de testar o processo de integragiao ao longo
das duas familias de caracteristicas - no capitulo anterior o
teste com o resultado exato so6 foi poss'ivel para o caso em que
todas as integragdes eram feitas ao longo de uma Unica familia
de linhas caracteristicas (isolante sem armadilhas). Por isso
mostraremos somente os resultados obtidos com a aplicagd3o do
metodo de Euler para as integrag:'o"es ao longo das duas dir‘eg:ﬁes
caracteristicas, tomando sempre o cuidado de usar incrementes
pequenos. Usar o método‘ de Runge-Kutta para as integr‘agﬁes ao

longo das caracteristicas =E tem o mesmo efeito que se

O.IQ
i

verificou no capitulo anterior, ou seja, quando se usa o mesmo
incremento At que no método de Euler, os resultados sio mais
proximos do exato; além disso pode-se obter ainda boa precisao
com incrementos maiores do que aqueles necessarios auando se

usa somente o metodo de Euler.

Os casos com a<i1, em que o0 pulsp de cargas desgruda de

x = 0, nao apresentam novidades em r‘elagﬁo ao problema do
Capitulo mM: como 1la, consideraremos um “pacote” de linhas
emitidas de x = 0 em t = 0 rotuladas pelo campo elétrico, que
varia de 1 + @ (linha da frente) até 1 - a (ultima linha), e as
linhas emitidas de x =0 a cada At. Como a<i, e portanto
E(O,t)>0, todas estas linhas saem de x = 0 sendo nula a

densidade inicial de carga livre sobre elas; se nio houver
liberagd3o de cargas das armadilhas elas seguem sempre com
o = 0; se houver liberagdo, estas linhas recebem as cargas que
s80 liberadas. Neste caso de a<i, portanto sé se precisa tomar
0 cuidado de usar incrementos temporais pequenos para que o

método de Euler funcione bem.
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No caso de @ =1, o0 pacote nio desgruda de x = 0.
Numericamente isto significa que a ultima 1linha do pacote
inicial n3o sai de x = 0, pois o campo sobre ela & sempre nulo.
Além disso, mesmo se considerarmos o nascimento de novas linhas
em x = 0 para t3>0, elas n3o s3o emitidas pois o campo sobre
elas também & sempre nulo. Porém a penultima linha do pacote
inicial & emitida e avanga sempre em diregSO a x = 1 o que faz
com que a regido compreendida entre x = 0 e a posigdo dela
fique destituida de linhas. Para que isto n3o prejudique os
resultados é necessario que esta pendltima 1linha ainda nao
esteja muito afastada de x = 0 até o tempo maximo de calculo, o
que pode ser obtido considerando muitas 1linhas no pacote
inicial. lLembramos aque, em geral, consideramos que este pacote
contém ME linhas (ver apéndice B) cujos campos elétricos variam
linearmente do valor do campo na frente do pulso até seu valor
na parte de tras deste. S5e quisermos continuar fazendo assim
mesmo quando @ = 1 & preciso usar muitaé linhas no inicio o que
torna o calculo demasiadamente demorado. Uma alternativa seria
considerar uma densidade maior de linhas com campos pequenos do
que com campos garandes; outra ainda seria interpolar uma linha
entre x = 0 e a pDSigSD da linha mais proxima de x = 0 a cada

incremento do tempo.

Passemos, agora, a apresentagdo das figuras: a figura 4.2
mostra a bomparagﬁo de alguns perfis de carga livre e presa e
de campo elétrico obtidos a partir da integragio numérica com o
método das caracteristicas - Euler - com o0s correspondentes
exatos. As curvas exatas foram feitas usando as expressies
analiticas da referéncia I[18] que envolvem intearais expo-

nenciais

-u
Eix) = - _x-e—n—du (x>0)
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as quais foram calculadas usando uma subrotina da IBM (1130
Scientific Subroutine Package (1968)) chamada EXPI. As curvas
para o, assim como todas as deste capitulo feitas com o meétodo
das caracteristicas, foram feitas a partir da integrag3o da
equagﬁo diferencial para u, para as linhas emitidas em t=0, e

para 0, para as linhas emitidas em t>0. Pelo fato de termos

usado incrementos bem pequenos (At = 0.001) os resultados para
a = 0.5 estdo muito bons: n3o se percebe diferenga entre as
curvas exatas e as numéricas. Para a« = 1 também est3o bem, mas

como estas figuras foram feitas com apenas 201 linhas no pacote

inicial (a linha da frente tem rotulo zero e a Gltima, que é a

que fica grudada em x = 0, tem rotulo 200) percebe-se, para o
perfil de carga livre em t = 0.9, que a Ultima linha emitida ja
esti visivelmente afastada de x = 0O, e gque o valor de p nestas

ultimas linhas n3o esta muito bom. Além disso, para o calculo
da voltagem, o campo elétrico nesta regifio é tomado como a
meédia entre seus valores na origem e na linha mais proxima
desta (regra do trapézio), ©o que €& ruim quando esta linha
eétiver muito afastada da origem e o campo nesta regilo n3o for
nulo. Fizemos outros calculos cujos resultados n3o mostramos
aqui, onde preenchemos a regido entre x =0 e a posigdo da
linha de ndmero 199 com mais linhas (300, 800 e 1200): quanto
maior o numero de linhas maior o tempo maximo para o gual os
resultados ainda d3o bem. E interessante observar que, quanto
menos cargas ficarem presas perto da origem, menor seria a
velocidade destas Gltimas linhas; no caso extremo em que Ty Hoo,
ndo tem nenhuma importincia que esta regiao fique vazia de

linhas, ja que o campo elétrico atras do pacote é igual ao da

origem que & nulo.

As figuras 4.3, 4.4 e 4.5 mostram alguns perfis de carga

livre e presa e do campo elétrico para o caso em que ha libera-
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¢3o de cargas das armadilhas, perto dos correspondentes para o
caso em que as armadilhas s3o profundas, para que se possa
comparar os dois casos. Observe-se que, em instantes menores do
que o tempo de trinsito da frente do pulso, tanto a posipﬁo da
frente quanto a densidade de carga livre e o campo elétrico ai
s30 os mesmos, tendo ou nd3o liberagd3o. A posigdo é a mesma
porque em qualquer caso o valor do campo elétrico na frente é

(1 + a) e, portanto, esta caminha com a mesma velocidade dada

dXF

por 4§t

= (1 + a); e a densidade de carga livre &€ a mesma, com
ou sem liberagd3o. poraue seu valor s6 depende do tempo de

captura.

’

E interessante ver também alguns resultados de integragﬁo
com o método das diferengas finitas - usamos somente o método
das diferengas finitas explicito com derivadas "para tras”.
Embora os perfis de carga livre fiquem muito deformados, e os
de campo elétrico e de carga presa também se deformem um pouco
(figura 4.6), a voltagem, que & a grandeza que se mede experi-
mentalmente é praticamente insensivel ao método usado, desde
que se use Ax e At adequados, isto é&, que obedegam a condigi3o

(2.2.14), que aqul fica:

C»
-

< ——i"“‘ ]

¢« "1 + a

=4

e que sejam suficientemente pequenos para que as derivagfes

numéricas ndo causem muito erro (figura 4.7).

Na figura 4.8 mostramos a derivada temporal da voltagem

- av
at ptde ’

_ E2(4,t)-E*(0,t) _ I‘
= Z

1]

que também & uma grandeza que pode ser medida experimental-
mente: esta & mais sensivel do que a voltagem e os resultados,
agora, s3o semelhantes aqueles obtidos no capitulu anterior

para a corrente: o método das diferengas finitas explicito

- A 2
suaviza a curva. Ve-se porem que, usando Ax e At adequados, a
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Fiqura 4.6. Comparagio de densidavdes de carga livre & presa e
de campos elétricos calculados com o método dac diferencas finitas explicits
(Ax = 0.0025, At=0001), com os correspondentes calculados com o método das
caracteristicas (para a=05: At =0.001, ME = 200; para a = 10: At =0.005, ME = 200,
ME’ = 500). 7, = 1.0, 7y=10%°.
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Figura 47. Comparagio entre voltagens calculadas com o metodo das diferengas
finitas explicito (Ax e At nas figuras) e as correspondentes calculadas com o
método das caracteristicas (para a = 05: At = 0.005, ME = 200; para a = 1.0: At = 0.005,

ME = 200, ME‘ = 500). 7 = 10, 74 = 10%°.
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Figura 48. Comparagdo entre derivadas temporais da voltagem obtidas com o
método das diferengas finitas explicito (Ax e At nas proprias figuras) e as
correspondentes obtidas com o método das caracteristicas (para a =05: At = 0.005,
ME = 200; para @ = 1.0: At = 0.005, ME = 200, ME’ = 500). 7 = 1.0, 74 = 10°°.
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menos do arredondamento da curva no instante de chegada da
frente em x = 1, pode-se obter boas curvas para a voltagem e

para sua derivada.

Nas figuras 4.6, 4.7 e 4.8, cada curva feita com o metodo

das diferengas finitas tem junto a correspondente feita com o
método das caracteristicas. Como se vé& na legenda destas
figuras, no caso de a = i, tomamos o cuidado de preencher o

espago entre x = 0O e a posigSo da linha de rotulo ME -1 com

mais 300 linhas (ME‘ = ME + numero de linhas adicionais). Estas

curvas foram feitas para 7 = 1.0 e T4 ?%; no caso de Ty = 0.5
{cujas curvas n3o mostramos aqui para n3o alongar demais esta
parte) & necessario usar mais linhas ai (aproximadamente 1000

linhas alem das ME+ 1 iniciais) sen3dao, para tempos da ordem de

1.0, os resultados ja se afastam dos exatos.
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CAPITULD V
MOVIMENTO DE UM PULSO DE CARGA EM UM ISOLANTE SUBMETIDO A UMA

D.D.P. CONSTANTE

5.4. Introdugio

0 principal objetivo dos problemas resolvidos nos dois
capitulos anteriores foi testar os metodos numericos. MNeste
capitule, e também no proximo, o objetivo serid aplica-los a

situagﬁes experimentais.

Contato Bloqueante

luz —™»

THTFIFIFI+ -1+

|

[+]

-

<

Figura 5.1

O problema deste capitulo teve origem na necessidade de se saber a
influéncia da carga espacial nos modelos tedricos empregados em ajustes de
medidas de tempo de vio [21]. Uma experiéncia de tempo de vlo, que esta
esquematizada na figura 5.1, consiste no seguinte: uma amostra de isolante com
eletrodos blogueantes, sendo um deles transparente, & submetida a uma diferenga
de potercial constante V. No instante t = 0, através do eletrodo transparente que
suporemos estar em x =0, a amostra é iluminada por um flash de luz que é
fortemente absorvida na superficie, provocando a criag3o de pares elétrons-

buracos somente numa regido muito proxima da superficie. Os portadores de sinal
[ ]
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oposto ao deste eletrodo sdo imediatamente recolhidos por ele e os de mesmo sinal
30 se dirigir ao outro eletrodo. Cria-se, assim, uma camada muito fina - 13mina -
de caragas, que podemos representar por uma fungdo delta, e cuja carga total Q &,

no maximo, igual a CV onde C é a capacidade da amostra.

Estes modelos teoricos tém solugdo analitica somente nos casos em que o
campo elétrico devido as cargas colocadas no material é desprezivel frente ao
campo elétrico aplicado. Quando o campo da carga espacial nio pode ser

desprezado sO se pode obter solugbes numericas.

Iniciaremos com o modelo mais simples, de contmg:ﬁo com mobilidade uniforme
(como temos feito até aqui). Mostraremos depois como obter a solugdo numérica do
modelo proposto na referéncia [21]1 que melhor ajustou seus resultados

5.2. Condugdo Através de um Unico Canal de Mobilidade Constante

52.1. Colocagdo do Problema

Este problema tem solug'é'u exata, analitica, somente para o
caso de isolante livre de armadilhas [21], [22]1. No caso mais
geral, as equagdes pertinentes ao problema 5'55 as mesmas que
usamos até aqui: equag3o de Poisson, (1.2.1), equagdo da
continuidade, (1.2.2) com a (1.2.4), e a equagdo de cinética de
troca de cargas entre a banda de condugdo e as armadilhas,

. (1.2.3). As condigbes de contorno para ele s3o:

1
j E(x,t)dx* =V , t20
o

(0, ) = p%(0,t") =0 , t'>0

(esta Gltima decorre do fato de o eletrodo n3o injetar cargas e

o pulso ser criado ja no interior da amostra, x = 0%); as condi-
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¢Oes iniciais sdo:
o (x,0) = %’su'-o") , x>0
pex,0) =0 , x>0

. =y _ T
E‘(0,0) = § - &

E(x,0) =

i
»
~
v
(]

onde A é& a area. Observe-se gue E’(D,0)20 pois Ac’{CV = ("—IA w oo
= §%$¥ . A corrente inicial é obtida da equagdo da corrente
total, lembrando gque a voltagem é& constante e considerando que

o campo elétrico na posigd3o da camada de cargas @ a média entre

seu valor na frente e atras desta. Entdo

1
1¥7(0) = A[ o' (x* ,0)E’(x’,0)dx’ = u@'E’(0*,0)

3°(0) = L‘i‘l'(

=

AQ-;) (5.2.1)

Nl

Como nos outros problemas, €& conveniente trabalhar com a
forma adimensional das equagBes. As relagBes entre as grandezas

com dimens80 e as correspondentes adimensionais s3o

z ’ Ty T
= X = Y = = .d - _E’
=1 t=1 0 v, TeTT, 0 EEam
= Al = Al - i = Joaj = Tog.
=850 . Py =8y, B=pgp . §=gdAir, T =227

2
onde Tg = %V , C %é e as grandezas com linha tém dimens3o e
agquelas sem linha s3o adimensionais (observe-se que, nestas

unidades, j = J).

Nas wunidades reduzidas as condigaes de contorno e

iniciais ficam

J-LE(x,t)dx =1 , t>0
[3)
0(0,t) = p(0,t) =0, t>0
p(x,0) = Q8(x-0%) , x20
£y(x,0) =0 , x20

E(D,0) =1 - @
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E(x,0) = 1 , x>0

J0) = j(O) = Q(i—%) .

Como p4(0,t) = 0 para t20, e p(0,t) = 0 para t3>»0 ndo
temos, neste problema, as dificuldades que tivemos nos dois
capitulos anteriores, de calcular o produto ptE e a densidade

de carga livre na origem. S0 temos um infinito no instante

inicial: para 9 em x = 0, onde nascem todas as linhas, o qual
pode ser evitado usando, como ja fizemos antes, a fungso u = %
para calcular © sobre as linhas que nascem em x = 0 em t = 0.

Para as linhas que nascem em tempos posteriores, deve-se usar @0

mesmo, pois p(0,t) = 0.

522 Resultados

Da mesma forma que nos problemas anteriores, os meéetodos de
diferencas finitas introduzem um efeito artificial de difus3io.
Como nas experiéncias de tempo de vbo a descontinuidade &

importante, 50 mostraremos os resultados com o método das

caracteristicas.

Ndo entraremos em detalhes sobre a maneira como foram
feitas as integragfes numéricas para este problema, pois seria
mera repetigd3o do que ji foi dito nos capitulos anteriores. E
interessante notar, porem, que: (a) mesmo quando o campo
elétrico na origem é inicialmente nulo (o que acontece gquando
Q@ = CV), ele se torna diferente de zero em tempos posteriores
(variando sempre) de maneira que, além das linhas emitidas de
x =0 em t = 0 que s83o rotuladas pelo campo elétrico E, linhas
caracteristicas s3o continuamente emitidas de x = 0, todas com

densidade de carga livre inicialmente nula; (b) se o isolante

nio tem armadilhas ('rt—bno) ou se suas armadilhas sio profundas
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(Tt % 00 mas Td-omﬂ, estas linhas continuam sempre com o = 0,
embora no segundo caso elas tenham 0, # 0; porém, se as
armadilhas puderem liberar as cargas que aprisionam, as l1inhas
que nasceram com p =0 s3p alimentadas por estas cargas

liberadas.

Semelhantemente ao que aconteceu no problema do Capitulo
m, nos casos em que o aprisionamento das cargas pelas

armadilhas é muito forte (7 peaueno e 74 arande), n3o é bom

2 2

calcular a corrente por j = E (1't)£E (0,t) _ I;ptde. sendo,
nestes casos, mais preciso calcula-las por j = I;ode. Porém
para tempos de captura da ordem do tempo de trinsito, ou

maiores, as duas formas d3o bons resultados.

Embora este problema tenha solugdo exata (analitica até o
tempo de trinsito da frente do pulso e numérica para tempos
maiores) para o caso de isolante sem armadilhas, n3o e nosso
objetivo mostrar mais comparagﬁes de resultados numéricos com
exatos, subentendendo que os capitulos anteriores ja tenham
incutido suficiente confianga. Limitar-nos-emos, portanto, a
afirmar gque © método das caracteristicas novamente da resul-

’

tados muito bons.

Trabalhamos, como sempre, com as equagﬁes nas unidades
reduzidas, mas as entradas e saidas dos programas foram em
unidades reais. Em todas as figuras apresentadas nesta segio
usamos:

e = 4xB.854x107* F/cem, 1=0.22cm, A=1.1 cm®

que s3o0 valores tipicos das amostras de monocristais de enxofre

ortorrbmbico usadas na referéncia [213;
b = 3.6xX10™* em?/vs,

que é, aproximadamente, a mobilidade dos eléitrons nas mesmas
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amostras a temperatura de 29°C (a mobilidade dos buracos é

maior: aproximadamente 3.5 cm®/Vs & mesma temperatura); e a

voltagem

V = 2500 Volts.
Desta forma, obtém-se
~ 0.0538 s
C = "—1‘3 o~ 1.77X1072 F
CV =~ 4.425x107° C

A figura 5.2. mostra curvas de corrente em fungﬁo do
com trés valores diferentes da carga inicial do pulso,
para os casos de isolante sem armadilhas (74 +o) e com
armadilhas (vt = 1.0 e 7d-400) - a referéncia [22] contém estas
curvas para Ty 4. Para que todas as curvas pudessem ser

colocadas juntas, em vez de colocar J'(t) na ordenada como

faremos nas outras figuras, colocamos g:gg; onde J'(0) é a
corrente 1inicial correspondente a cada uma, dada pela eq.
. . £’ 12
(5.2.1). No eixo das abcissas colocamos T onde Tg = v’ como
o
faremos tambem nas outras figuras. Observe-se gque Q = faé ia se

aproxima bem da condigﬁo de sinal fraco, isto e, daguela em que
o campo elétrico das cargas do pulsoc & desprezivel frente ao
campo das proprias cargas. Ateée aqui tudo foi feito com precisio
simples (sete algarismos significativos); quando se quer usar
cargas muito pequenas, de = 10°2CV até = 1078Ccy, é necessario
usar precisio dupla (dezessete algarismos significativos). Isto
porque o campo inicial sobre as linhas que nascem em t =0 e

dado por (em unidades reduzidas):

=1 - K &
Ex =1 - &£ &5 . 0<K<ME,

de maneira que, se &g’\'i for muito pequeno, o programa “n3o vé” as
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dandn correntse nula nos casps extremos de 410 'OV com

precis3o simples e o107 Y'CV com precis3o dupla. Nestes casos

deve-se usar a solug:ﬁo analitica obtida com a aproximag:'é'o de

sinal fraco, referéncia [211 e [231. Na verdade, como a
corrente para Q:i—C'JyT_. ja se aproxima bem da condigio de sinal

fraco, como observamos acima com r‘elag:ﬁo as curvas da figura

5.2, para Q<10°3CV ja se pode usar com seguranga a solugdo

aproximada.

As figuras 5.3 e 5.4 mostram curvas de corrente e de

densidades de carga livre no instante ' = %f para T4t e
2
varios 7y’'s e para T} = 1—:29 e diferentes 74's (Tg = ‘%}). As

curvas para a densidade de carga livre foram feitas a partir da
integragdo da eq. (3.4.1) para as linhas do pacote inicial e da

eq. (2.1.21') para as linhas emitidas em tempos posteriores.
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5.3. Condugdo Através de Dois “Canais”

D modélo resolvido numericamente nesta segﬁo foi proposto

na referéncia [21]. Neste modélo supBe-se que o isolante possui

dois processos de condugﬁo ocorrendo simultaneamente através de
dois "canais”: um em que um pacote de portadores caminha com
mobilidade constante, interagindo com um nivel de armadilhas
profundas, e outro em que outro pacote caminha com uma
mobilidade que decai exponencialmente com a distfncia x a
superficie de injeg8o e que interage com outro nivel de
armadilhas profundas. DO canal onde a mobilidade & constante é
chamado de canal de condugdo normal ou canal normal, e o outro
de canal de condug3o andmala ou canal andmalo. Este dltimo foi
justificado supondo que estados de superficie se estendem para
o volume do material com sua concentragdo diminuindo a partir
da superficie. D caso de sinal fraco tem solugao analitica mas,
para Os casos em Que 0 campo elétrico das cargas do pulso ni3o é
desprezivel em relagio ao campo aplicado, fei importante a
solugd3o numérica para os ajustes tedricos dos resultados experi-
mentais. Indicaremos com o indice ”"1" as garandezas referentes

ao canal normal e com indice "2” aquelas referentes ao canal

A
anomalo.

Este problema pode ser colocado da seguinte maneira: o
flash de luz cria um pulso com carga total q; no canal normal,
cuja mobilidade €& i;, e outro pulso de carga total q; no canal

A . g - . —ax
anomalo, cuja mobilidade é& p;(x) = lge : Mg 8 @ constantes. As
equagBes que regem este problema s3o0 semelhantes aquelas
apresentadas no Capitulo I; porém, como agora temos dois canais

de condugio, devemos usar (considerando profundas as

armadilhas):

3y _ _ 3 - A
3t = T ax mAE) -~ (5.3.1)
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80, _ _ 3 - P2 (5.3.2)
Bt = &z (H2R2B) - 70 -3

Wy, _ by (5.3.3)

at Tt

804, 7
P2 (5.3.4)

Bt = th
itt) =u101E+u202E+cg% (5.3.5)
6%—5 =01 +02 +pt1 +0t2 {(5.3.6)

As condigBes de contorno e iniciais s3o semelhantes

aquelas da segdo anterior:

1
IE(x,t)dx:V , t20
[+
Py (0,t) = pp(D,t) = P, (D, t) = p,,(0,t) =0 , t>0
py(x,0) = %S(X—DH) , x>0
02(x,0) = %S(x-o*) , x20
py.(x,0) = o, (x,0) =0 , x>0
_V (q;+aqz)
E0,0) =Y -
E(x,0) =¥ , x>0

onde consideramos que {i;>iig de maneira que © pulso de cargas no
canal noﬁmal. mesmo no instante inicial, ja esta um pouco a
frente (x = oY) do pulso de cargas do canal andmalo (x = o*.
Esta condig3ao foi colocada para evitar um “pulo” inicial na
corrente calculada numericamente (para cima ou para baixo,
dependendo de {; ser maior ou menor que {; e de q; ser maior ou
menor qQue qz), qQue aparece quando consideramos os dois pulsos
na mesma posigSo no instante inicial. Com excegﬁo deste pulo,
n3o faz diferenga coloca-los na mesma posig8o ou deslocados da

maneira como estamos considerando.

A corrente inicial é, ent3o, obtida por:
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1
1J(0) = AI (RgPy(x,0)E(x,0)+4(x)p2(x,0)E(Xx,0))dx
o

— A, Q1 ++ Qz +
I = i( (REWOY, 00+ P2ECD ,0))

onde E(0*',0) e E (0',0) s30 os campos elétricos nas posigles
iniciais dos pulsos dos canais normal e andomalo,
respectivamente, e que podem ser obtidos tirando a média entre
os valores do campo na frente e atrds de cada um. Obtem-se,

ent3o,

Jca)

_ u;lcu(v ( 6)) “’0%((\1} 23 (\{2 (cu+az)))

1 Ae 2Ac

_ﬂxﬂzv ﬂonV 0; Qz
J(0) = ; ZAJ +

O sistema de egs. (5.3.1) a (5.3.6) é& hiperbdlico com

caracteristicas 9% = o, dx _ WE e

dx _
o gt = fioE. As eaqs. (5.3.3),

dt

(5.3.4) e (5.3.5) ja estio na forma normal com derivadas ao

longo da dire¢ao dada por %% =0; as eaqs. (5.3.1) e (5.3.2)

podem ser facilmente colocadas na forma normal usando a eq.

oE

(5.3.6) para escrever a5 o que faz com que a (5.3.1) sb
contenha a derivada de 0, ao longo da diregdo dada por g{ = {4F,

e a (5.3.2) a derivada de 9 ao longo da diregﬁo determinada

por g! = {E. Ha, pelo menos, outras duas maneiras de escrever

P

0o sistema em forma normal: usar a eq. (95.3.6) para substituir

Py ou P, da eqg. (5.3.5), obtendo assim a equagﬁo para E na

diregdo

aa
e lx

= {4E ou g— iE, respectivamente.

Novamente, temos wuma dificuldade na integragiao das
equagles pois P, e P, s3o infinitos na origem em t = 0; e aqui
1

ndo adianta usar u; = %: e u; = e pois isto faz aparecer termos

. u - . . .
do tipo ﬁé e g% que sao indeterminados. Para evitar este

problema, usamos um artificio matematico que possibilitou
eliminar p; e P do sistema de equagdes; ainda assim
precisaremos deles para calcular a corrente, para o© que

usaremos derivagdo numérica (o motivo para isto sera explicado
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posteriormente).

O artificio que usamos foi o0 sequinte: separamos 0 campo
elétrico e a corrente devidos as cargas tipo “1"” (aos quais
chamamos de F e de j;) daqueles devidos as cargas do tipo "2”

(aos quais chamamos de G e de jz), para poder escrever:

eBF = o, + 0y, (5.3.7)
28 = p, + 0y, (5.3.8)
is = w0E + 3% (5.3.9)
ip = lplE + eg—? (5.3.10)
de maneira que
F+G=E (5.3.11)
iy + G = 3 (5.3.12)
obtendo,assim,
e(g'—zﬁ»uxeg—';) = dy + R0y E (5.3.13)
aG aG) _ ;
e(88+1E30) = iz + waoyE (5.3.14)
ou
d,F .
"c;_t = Jy + W40y ,E (5.3.13")
G .
E‘% = dp + Wby E (5.3.147)
entendendo-se que %’{ representa a derivada de F na diregao
dx G .
dada por E—t—‘ = iE, e % a derivada de G na diregl8o dada por
dX2
CIa

Podemos, assim, integrar a eq. (5.3.143’') para F ao longo
de linhas da familia de caracteristicas %ﬁf = f,F, a eq.
(5.3.14’) para G ao longo de linhas da familia c_:’_a%, = jF e as
eqs. (5.3.3) e (5.3.4) para p, e #y, ao longo das diregtes

x = constante, sendo j; e j, calculados por
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1
is =”—1-‘j p;Edx (5.3.45)
o

1
ip = ‘_‘1.‘31 e % Xp.Edx . (5.3.16)
[+

Devemos, agora, fazer trés observagBes:

i - Estamos supondo que I;Fdx e I;de s3o constantes por
ser mais simples. De outra forma, as correntes parciais j; e j;
seriam diferentes destas, mas a corrente total j=j;+ jz, que é
a que interessa, seria a mesma, isto &, igual agquela obtida com

as formas 59.3.15 e 5.3.16.

2 - Precisamos do campo eletrico total (E = F + G) sobre
as posigﬁes tipo 1 e tipo 2 determinadas, respectivamente,
pelas caracteristicas %’% = f,F e %’% = UxE, para o que

precisamos de F e de G nos dois tipos de linhas. Calculamos F
nas posigﬁes tipo 14, e G nas posigﬁes tipo Z2; para obter F nas

posigBes 2 e G nas posigdes { usamos interpolagdo linear;

3 - Neste problema de condugﬁo através destes dois canais,
n3o pudemos escrever a densidade de corrente total (j) nem as
parciais (j; e j;) somente em fung3o do(s) campo(s) elétrico(s)
e das cargas nas armadilhas. Também n3o foi possivel integrar

as equagdes para 0; e 03

d,0 £
C;tl = = W30 {03 +0240y ,+04,) - F—:—i (5.3.47)
D

".a%Tz = = W02 (03402404 +04,) - % (5.3.18)

nem mesmo usando u; = I S U, = 3l— ; 0O qQue daria
oy 2

divy _ 1 Biu0, ) + (5.3.19)

gt = Mallagp iUy tule) + o5 "3

Galtz _ 0, (%241 hum0,, +up0,,) 2 (5.3.20)

dat =~ 0, UaPra+Uzfi,? + 700 -2
pois, sobre as linhas que nascem em t = 0 em x = 0, 0, e P, s3o

infinitos, de maneira que n3o podemos usar as eqs. (5.3.17) e

(5.3.18) e, pelo fato de aparecer gi na eq. (5.3.19) e 53 na
1
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eq. (5.3.20), também n3o pudemos usa-las. Por isso o, e p,, que
sdo necessarios para calcular j, e j,, eaqas. (5.3.15) e

(5.3.16), foram calculados por
by = €ax ~ Pt

— a6
hy = €3x Pz

sendo as derivadas feitas numericamente.

As condigﬁes iniciais para F e G podem ser escritas de
qualquer maneira desde que a soma das duas dé o campo total
inicial, E(x,0), correto. Preferimos escrevé-las de uma forma
simétrica, embora tenhamos também feito de outra forma obtendo
exatamente os mesmos resultados. Para escrevé-las, consideremos
a figura 5.5, onde exageramos as distincias entre a superficie,
x = 0, a pnsigﬁo da lamina de cargas do canal anﬁmalo, X = D+,
ott.

e a posigdo da 18mina de cargas do canal normal, x =

L)

t+++++++++0
H

t++++++++4+0
L}

xz0 x:0* x=zo** x=t

n
4]!
v
Figura 55. Esquema (fora de escala) da distr‘ibuigﬁo de carga inicial, mostrando as
regifes I, I e Il que estdo, respectivamente, compreendidas entre o eletrodo em
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Para a regifo ], usamos:

FIBGIEZI:
para a regil3o II:
Vv ay v .
Fi =31 ~Ae + ©Om =31
e, para a regiio I:
=V _ 4 =V _ %
Fim = 21 Ac '’ G 21 Ac

Em termos praticos, isto e, do programa, as linhas tipo 1
nascem no pulso q, e, analogamente, as linhas tipo 2 nascem no
pulso aq,. Assim, chamando
Fy: campo devido as cargas tipo 1 nas linhas tipo 1,

Fz: campo devido as caragas tipo i1 nas linhas tipo 2,

G;: campo devido as cargas tipo 2 nas linhas tipo 1§,

Gz: campo devido as cargas tipo 2 nas linhas tipo 2,

E;: campo total nas linhas tipo 1,

E;: campo total nas linhas tipo 2,

e considerando ME1 linhas no pacote q; e MEZ linhas no pacote

gz, devemos escrever, para uma linha de rotulo K, no instante

inicial:
Fi(K) = zyi - H—'ézi'—é FolK) = % - 2_2_
G (K) = % Gp(K) = £ - K22
de maneira que
Eik) =¥ - Ko Eatk) = ¥ -t K B2

Com isto, as correntes parciais iniciais s3o:
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A figura 5.6 mostra trés curvas extraidas da referéncia
{21); as arandezas referentes a amostra e os parimetros usados
para o ajuste estl3o indicados na legenda. E preciso observar

que, embora estejam atribuidos separadamente valores a a, i; e

q; (que foram os valores efetivamente usados na confecgdo das
curvas teodriecas), o que realmente importa para os ajustes si3o
os produtos lza e [l;q,. Além disso, nos ajustes das curvas de
sinal fraco (exemplificados pelas curvas (a) e (b)), a relapﬁo

gﬁ sempre resultou ser aproximadamente 1, enquanto que, para

sinal forte (exemplificado pela curva (c)) Q era aproximada-

Gz’
mente 0.45. Nesta figura, os pontos correspondem aos valores
medidos e as linhas continuas aos resultados numéricos.
Obvserva-se que o0 ajuste s0 n3o & bom na regido do tempo de
triansito; esta falha, conforme esta dito na referéncia [211,
"indica que © pacote de portadores sofre uma abertura maior do
que aguela prevista teoricamente, causando uma dispers3o no
tempo de transito”. Com o método das diferengas finitas, os
ajustes pareceram melhores, pois as curvas experimentais também
tém os "cantos” arredondados; preferiu-se, no entanto, usar a
solugdo com o método das caracteristicas, porgue o
arredondamento provocado pelo das diferengas finitas & de
origem numérica e n3o fisica. Tentou-se também considerar a
corrente de difusio, mas para dar conta dos arredondamentos
observados experimentalmente era preciso considerar coefici-
entes de difus3o muito grandes, incompativeis com as mobilida;

des observadas. Estad-se analisando, atualmente, a possibilidade

de explicar estes arredondamentos com outros modelos.
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(a)
1(1071%)

0 0,1 0,2 0,3 0,4 t(s)

I1(10 "A) (b)

_ )
1(10”°4) (e

12

0 ] ] | 1 S Y S —

) 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 t(s)
Figura 56. Figuras 48.a, 48b e S0 da referéncia [21]1. 1=02Zcm, A=1.1cm*,
€= 4XBESAX10 M F/om, 7y, =7,,=045s, @, =363x104om®/Vs,  a=100cm™,
iy =58Xx10"° cm?/Vs. (@) V=-500V: q, =33x10711C, g, =46x107 C; & v =-2000V:

ay =52x107"'C, az =6.0Xx107** C; (© V=- 1600V: q; = 1.0X107°C, q; = 0.42x107° C.
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CAPITULO VI

DESCARGA TERMO-ESTIMULADA EM CIRCUITO ABERTO

6.1. Introdugao

Métodos! de corrente termo-estimulada (TSC?) s3o0 utiliza-
dos na investigag:so de varias propriedades dos dielétricos. Em
particular, eles podem dar informag:ﬁes sobre a presenga de
armadilhas e dos parametros referentes a elas, "embora sua
interpretagﬁo seja ambigua em vista das estruturas complexas

dos picos frequentemente observados” [Z241]1.

Nosso objetivo neste Capitulo é experimentar os métodos
numéricos, ja utilizados, para resolver este tipo de problema
que e diferente dos anteriores no sentido de aque, aqui, a
descontinuidade n3o sera importante porque as escalas de tempo
envolvidas s3oc muito maiores do que o tempo de transito dos

portadores.

D modelo fisico que resolvemos & bastante simplificado:
isclante contendo apenas um nivel de armadilhas no volume e um
na super‘{‘icie. Muito provavelmente, em aplicagbes a resultados
experimentais, o modelo deve ser mais elaborado. Porém,
considerar saturagd3o das armadilhas, mobilidade dependente da
temperatura e mais do que um nivel de armadilhas na super‘f‘icie
e no volume (desde que estes sejam discretos), ndo tem

dificuldades numéricas maiores do que as do modelo simplifi-

Usamos o plural referindo-nos ao fato de que medidas s3oc feitas tanto em

circuito fechado - em curto circuito ou com voltagem aplicada - quanto em circuito
aberto.

2Thermally Stimulated Currents.
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cado, embora o numero de parametros aumente muito.

6.2. Colocagdo do Problema

7“)

-+

+

+

H

+ ——4“

+

+

+

+

% —> X

o |
Figura 6.4

Uma amostra de isolante contendo numa das superficies um
eletrodo ligado a terra e na outra, sem eletrodo, uma densidade
superficial de carga (ver figura 6.1), @ submetida a um
aquecimento controlado, em geral com a temperatura (T) variando

linearmente com o tempo, como consideraremos aqui:
TL') = T + 'L, (6.2.1)
onde Ty, € a temperatura inicial e b’ a razio de aquecimento.

As cargas est3ao inicialmente presas em armadilhas da
superficie, e tém uma probabilidade (p) de entrar no volume da
amostra, que aumenta exponencialmente com a temperatura (depen-
déncia do tipo Arrhenius)

—$g

PITCE)) = 742 (T(E)) = wigpekT () (6.2.2)

onde 74 € O parimetro que temos chamado de tempo de liberagao
das cargas das armadilhas, V%, & a frequéncia de tentativa de

escape das armadilhas de superficie, ¢s5 a energia de ativagao
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destas armadilhas e k a constante de Boltzmann.

Alem destas armadilhas na superFicie a amostra contém
armadilhas distribuidas uniformemente no volume. Supde-se que
tanto a mobilidade dos portadores quanto o tempo de captura
destas armadilhas n3o dependem da temperatura, mas que o tempo
de liberagdo tem uma dependéncia do mesmo tipo que aquele das

armadilhas de superFicie:

%
~1 KT (E)

TglT(t)) = wp (6.2.3)

Pl . . - - .
os parametros tendo o mesmo sianificado que acima, referindo-ce

agora, obviamente, as armadilhas de volume.

As equagdes que regem este problema s3o0, novamente,
aquelas apresentadas no Capitulo 1, acrescida de uma equagﬁo

para a entrada dos portadores da superficie para o volume:

d 0y _ _ o7(t)
o7 (t) = e (6.2.4)

onde o'(t’) & a densidade superficial de cargas no instante t‘ e
Tas 't & dado pela eq. (6.2.2). Em wvez de usar a densidade
superficial de cargas no instante inicial, o que talvez fosse
mais natural num tratamento tedrico, usaremos o potencial ini-
cial da superficie da amostra, Vo, que & uma terminologia mais

usual, de maneira que a condigdo inicial para esta equag3o é:

o*(0) = &Yo
1
Como esta carga é colocada na superficie
(x* = 07) temos que
E‘(D,t") = €L, t20 ,
o qual, juntamente com a condipﬁo de circuito aberto
it = 0, t'20, determina as condigﬁes de contorno.

As condigdes iniciais para as equagdes do volume s3o:

E(x',0) = ‘119 , x>0
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0 (x,0) = p(x’,0) =0 , x20

0 potencial da superficie livre da amostra, chamado mais

frequentemente de potencial de super‘ficie, & obtido de

1
Wt =J.E’(x’,t')dx’ (6.2.5)
o

sendo V(0) = V,

Experimentalmente, tem-se mais interesse na "corrente” de
circuito aberto, a qual & proporcional a derivada temporal do
potencial de super‘f‘icie. Isto porgue as curvas do potencial,
geralmente, tém pouca estrutura enquanto a sua derivada
apresenta picos que podem ser relacionados com propriedades do
material em estudo. Integrando a equag3o da corrente total, eq.
(1.2.6), sobre a espessura da amostra e usando a condigdo de

contorneo j‘(t’) = 0, esta derivada pode ser escrita como

1
d‘:,\/"(t’) = - %I O (x L IYE (x?, ¢ )dx’ (6.2.6)
o
e, se usarmos a equag:ﬁo de Poisson, eq. (1. 2.14), podemos

escrevé-la também como

d ry E'z(l,t')—Elz(Dpt') i ! . F z ’ z -
TV () =~ pf . )+E'Lp’t(x,t)E(x,t)dx (6.2.7)

que s3o analogas as expressdes da densidade de corrente total,

eas. (1.2.11) e (1.2 .12).

As relagﬁes entre as garandezas nas unidades normais e

reduzidas si3o:

- x =V N

*=1 V=% E=mgim
b 12 12

t ’ T = ) v = ==y , b = b’
(12/099) (12/uV,) Ko Ve
o’ o pt’
G =  —— , = ——— N D =
(&7 1) (eVe/12) U ever1®)

(a temperatura e a energia de ativagdo das armadilhas serfo

usadas nas unidades normais) .

Nestas unidades, as eas. (6.2.1) a (6.2.7) se escrevem
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T(t) = Ty + bt (6.2.17)
¢s
Tge(T(L)) = pgdekT (L) (6.2.2")
¢
T(TC)) = pgtekTCE) (6.2.3")
__d_ I o(t) »
Socty = Y (6.2.4")
1
Vit) = | E(x,trdx (6.2.5")
[3]
1
%V(t) =—Ip(x,t)E(x,t)dx (6.2.6")
d o

2 2 1
iv(t)=_(5‘1'“‘5‘0'“)+ Py (X, t)E(x,t)dx (6.2.7")
at 7 0

e as condigBes iniciais e de contorno

E(O,t) = U(t)‘. tzo
itt) =0, t20
E(x,0) =1 , x>0
pix,0) = pe(x,0) =0 , x20

Quando se usa o método das caracteristicas e se deseja

integrar a eq. (2.1.21) para a densidade de carga livre,
precisa-se de 2(0,t) que é facilmente obtida usando a eq.
(1.2 6) com j =0, e a condigd3o de contorno ~para o campo
eletrico, procedimento que resulta em

00, L") = ‘%T,dS(Ti(t,)) (6.2.8)
ou, nas unidades adimensionais

£(0,t) = ;d—sz————#(“_) (6.2.8")

6.3. Resultados

Apresentaremos numa mesma se¢do os resultados obtidos com

0s dois tipos de métodos que usamos em todo este trabalho (o me-
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todo das caracteristicas e o das diferengas finitas) porque a
maneira de aplica-los & a mesma que nos outros problemas, a
menos de uma dificuldade adicional na composigido do programa
que usa o método das caracteristicas. Porém, antes de falar
nela vale a pena fazer um comentario a respeito das linhas
caracteristicas: neste problema n3oc temos, como aconteceu nocs
trés anteriores, o pacote inicial das linhas caracteristicas
rotuladas pelo campo elétrico. Isto decorre do fato de qQque os
portadores colocados na superficie se alojam em armadilhas e
s8o emitidos com probabilidade dada pela eq. (6.2.2) que a
temperatura inicial é& praticamente nula (no problema da referén

cia [20], que citamos no Capitulo 1V, também n3oc se tem este

pacote) .

A dificuldade que mencionamps acima é consequéncia do fato
de que os tempos envolvidos neste tipo de problema s3o0 muito
longos, muito maiores do que os tempos de trinsito dos
portadores, de maneira que se deixassemos nascer uma linha em
x = 0 a cada incremento do tempo At teriamos no final (isto &,
quando o campo elétrico em x = 0O se aproximasse de zero) um
actmulo muito grande de linhas, o que consumiria muita memoria
do computador. Por isso, fixamos um valor tal que, quando o
numero de linhas dentro da amostra atingia pela primeira vez
este valor, em vez de nascer uma linha a cada At, passava a
nascer wuma a cada 2At; a seaunda wvez que este valor era

atingido, uma a cada 3At, e assim por diante.

Todas as figuras deste capitulo foram feitas considerando:

- ¥

1 = 25x107%cm, o = 6.25x107* cn®/Vs, 74 = 100s
Voo = vf = 10°s7', 4. = 1.0eV, ¢ =116V, b = 2°%/min

Como estamos usando ¢$>¢; , obtemos dois picos: o primeiro

{ it S0 WaSITUTG B FISICA £ OUIMICA DE SAQ CAtee mj
Flsica
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Figura 62. gtv,' em fungdo da temperatura, calculados com o método das
caracteristicas. (a) e t): comparagdo entre g\{: calculado (1) com a expressio (6.2.7)
e (2 pela derivagio numérica de W(b), eq. (6.3.1); (@) At =004, @ At = 0.025. (o) 4
calculado somente com a derivagdo numérica mas com trés diferentes At's: D01

(tepy = 14°), D005 (top, = 1h B8, 0.0025 (topy = 9N 50, Vo =500 V.

(temperatura mais baixa) correspondente a liberag3o das caragas
das armadilhas da superficie e o segundo correspondente a
liberagd3o das cargas das armadilhas do volume. Se tivéssemos

usado ¢ menor que $5 Oou mesmo maior mas bem proximos, teriamos

somente um pico.

Nas figuras 6.2, 6.3 e 6.4 a derivada do potencial de

superficie (g\{:) foi calculada de duas maneiras diferentes:
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(c)

~dV/dt’ (V/s)
o

o
o T =
70. 170. 270.
T (°C)

Figua 63. c!" em ﬂnq,ao da temperatura calculados com o método das diferengas
finitas explicito - Euler. @ e connparag:ao entre dv-

dtl
expressio (62.7) e (@ pela derivagio numérica de \t)

, ea. (631 (@ Ax =001,
At =0005, & Ax=0005, At=00025. (0 @ caloulade somente com a derivagio

numérica, mas com trés diferentes pares Ax, At: Ax = 002 At=D01 ¢

calculado (1) com a

ceu & 137);
ax =0.014, At = 0.005 (tep, =+ 40”); Ax = 0.005, At = 0.0025 gy, s 2°27). Vo=500V.

(1) usando a expressio (6.2.7)

(2) por derivag8o numérica de V(t), usando

9_51 - V(t4288)-8V(t+8L)+BV(L-AL) -V (Lt - 2At) (6.3.1)
dt T
t

12At

As figuras 6.2 (a) e (b), 6.3 (a) e (b)) e 6.4 (a) e (b)

contém a comparag3o destas duas formas, e as 6.2(c), 6.3(c) e

€.4(c) curvas feitas com a forma (2) para diferentes valores de
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Figura €.4. g\tf’l em fungdo da temperatura calculados com o método das diferengas
finitas implicito. (@) e ®): comparagdo entre g% calculado com a express3o (62.7) e
pela derivagdo numérica de WU, ea. 63.0). @ Ax=001, At=0.005; & Ax=0.005,

At =00025. (o gt.l" calculado somente com a derivag3oc numérica, mas com trés
diferentes pares Ax, At: Ax=002, At=001 ey = 53");, Ax=004, At=0005
(topy = 3'117); Ax = 0.005, At = 0.0025 (tep, as 12'21"). Vg = 500 V.

At e Ax (este Gltimo, obviamente, somente nos casos de diferen-
gas finitas). E importante dizer que os (%{)’s calculados da
segunda maneira, nos trés métodos, d3o curvas coincidentes.
Além disso, a medida que diminuimos os incrementos, as curvas
calculadas pela forma (1) tendem aquelas da forma (2).

Concluimos assim que é vantajoso usar a forma (2) com a qual

podemos wusar incrementos maiores sem perda de precis3o. Por

isso, nas figuras 6.5, 6.6 e 6.7 s6 usamos a segunda forma.
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T |
732.00 176.00 273.00
T°C)
wl

Figura 65. gr; ©m fung3o da temperatura calculado somente com a derivagio

numérica, mas com quatro métodos diferentes: caracteristicas (At = D.00S,
tepy = 1h8'55"),  diferengas finitas explicito Euler (Ax=0.00S, At =0.0025,
tepy =2'27"), diferengas finitas implicito (Ax=0.01, At=0005, tgp, =117, e
diferengas finitas explicito Runge-Kutta (Ax = 0.04, At = 0.005, top, = 443",

As figuras 6.2, 6.3 e 6.4 mostram curvas feitas com o
método das caracteristicas (usando Euler para as integragdes
temporais, ao qual chamaremos simplesmente de caracteristicas),
das diferengas finitas explicito (também usando Euler para as
integragbes temporais e derivadas espaciais “"para tras”, ao
qual chamaremos somente de diferengas finitas Euler) e das
diferengas finitas implicito (semelhante ao que chamamos de
"implicito (b)” na segdo 3.3.3. 3, pag. 64, isto &, usando Euler
para as intearagdes temporais e derivadas espaciais "centrais”,
ao qual chamaremos simplesmente de implicito), respectivamente.
A Fig. 6.5 contém curvas calculadas com os trés métodos ja
apresentados (Fig. 6.2, 6.3 e 6.4) e mais uma calculada com o
método das diferengas finitas explicito usando Runge-Kutta
quarta ordem para as integragdes temporais e derivadas
espaciais de quarta ordem. Nas legendas destas figuras estio
indicados alguns tempos de CPU. Como se pode ver, curvas muito

boas foram obtidas com o método das diferengas finitas
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Figura 66. SV

gtz em fung3o da temperatura para trés valores diferentes do potencial
inicial. Método: diferengas finitas implicito. Ax = 0.04, At = 0.005.

implicito e com o das diferengas finitas explicite Runage Kutta com tempos de
calculo bem menores do que os qQue s30 necessarios no método das caracteristicas.
Nio se wstifica, portanto, o uso do método das car-acberisticas neste problema, a

ndo ser, eventualmente, como um teste para os metodos das diferencas finitas.

As figuras 6.6 e 6.7 pretendem simular resultados experi-

mentais: na 6.6 wvariamos o potencial inicial (Vp) € na 6.7

fizemos uma ”limpeza de pico” [25]. Com relagdo &4 6.6 é interes-
sante observar que a temperatura em que ocorre o pico devido as

armadilhas da superficie é& praticamente insensivel & variagdc

do potencial de carga, Vo, enquanto o outro pico se desloca

bastante para o lado das temperaturas menores & medida que se

aumenta o potencial.
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Figura 6.7. () Limpeza do segundo pico para Vo=300V. A interrupgdo do primeiro
aquecimento foi feita em T =190°C. Método: diferengas finitas implicito. Ax =001,
At = 0.005.

A limpeza de pico mostrada na figura 6.7(a) € um
procedimento usual e consiste em resfriar a amostra apots um
pico, ”"congelando” assim a distribuigd3o de cargas, e reiniciar
O processo de aquecimento. Esta limpeza é& feita com o objetivo
de usar o método da subida inicial, [25] e [26], para a determi-
nagdo da energia de ativagdo das armadilhas responsaveis pelo
pico. Este método consiste em langar em grafico o logaritmo da
corrente inicial em fungio de Ei-.—r » Que deve dar uma reta cuja
inclinagdo, em valor absoluto, é a energia de ativagdo procu-
rada. E um grafico deste tipo que mostramos na figura 6.7(b),
do qual obtivemos ¢m= 1.003eV e ¢w= 1.106 eV que sdo, realmen-
te, as energias wusadas na construgio destes graficos
(¢ = 1 . 0eV e ¢ = 1.4eV). Devemos observar que a corrente no
inicio do reaquecimento, figura 6.7(a), apresenta um valor
grande por causa da carga livre que também foi congelada. E
claro que numa experincia real isto n3o acontece porque 13 o .

resfriamento nio & instantineo como no cadlculo tedrico.
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Figura 68. Densidades de cargas nas armadilhas em (a) T=190°, ® T=270°C.
Método: diferencas finitas implicito. Ax =001, At =0005S. As curvas s8o rotuladas

por Vo .

Finalmente,

a titule de curiosidade,

mostramos

na figura

6.8 as distribuigﬁes de carga nas armadilhas as temperaturas de

190°C (apds o primeiro pico) e 270°C (apbés o segundo pico).
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CONCLUSAD

A conclusio do trabalho aqui apresentado pode ser resumida
numa recomendag3o: na resolugio numérica dos problemas de
transporte de cargas nos isolantes governados por equagﬁes
hiperb6dlicas, que tiverem descontinuidades e elas forem de inte-
resse, convém que se use o metodo das caracteristicas; naqueles
que n3o tém descontinuidades ou em que elas ndo sdo importantes
@ mais conveniente usar métodos de diferengas finitas que sdo
de execugdo mais rapida do que o método das caracteristicas.
Isto foi ilustrado nos dois ultimos capitulcs: no problema
resolvido no Capitulo V, de movimento de um pulso de carga, a
aplicag3oc do método das caracteristicas n3o serviu apenas de
referéncia para a solug3o com o método das diferengas finitas,
como também, e principalmente, auxiliou na interpretagio dos
resultados do modelo sem carga espacial (pensava-se que toda a
abertura do pacote era devida a carga espacial; com a solugdo
obtida quando se incluiu a carga espacial, viu-se que ela é
responsavel s6 por parte desta abertura, indicando a neces-
sidade de o modelo fisico ser aperfeigoado). Por outro lado, no
problema de descarga termo-estimulada, Capitulo VI, em que a
descontinuidade da carga espacial s6 persiste durante um tempo
curto em comparag3o com o tempo de calculo, pbde-se ver que a
utilizagd3o do método das caracteristicas s6 foi importante para
confirmar os resultados obtidos com os métodos de diferengas
finitas, sendo t3op mais demorado que estes Gltimos que n3o vale
a pena usa-los na pratica, isto &€, em ajustes de resultados

experimentais deste tipo.

Sabemos nao ter esgotado o assunto proposto, nem

matematicamente nem ao nivel de aplicag3o imediata, no sentido
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de n3o termos resolvido todos os problemas que poderdo surgir
na resolug3o das equagles pertinentes a modelos fisicos desti-
nados ao ajuste de resultados experimentais. Isto poraue cada
problema ¢é praticamente um ”"novo problema”.Um prolongamento

imediato deste trabalho seria:

1 - resolver problemas cuja condigio de contorno €& de

. . 1 .
curto circuito (V = Iode = 0), em particular problemas de cor-
rente termo-estimulada em curto circuito, uma técnica ampla-

mente utilizada em trabalhos experimentais;

2 - incluir a corrente de difus8o cuja contribuig%o para o
transporte de cargas em isolantes deve realmente ser pequena,
como se conclui na referéncia [6] por exemplo. Mas, pode-se

aproveitar os calculos numéricos para estimar seu efeito.

3 - resolver problemas em que os dois tipos de portadores

(positivos e negativos) estejam presentes.
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APENDICE A

FORMUALAS NUMERICAS USADAS

Xn
lntegr*ag:So Numerica I £(x)ctx .
xg

a) Reara do Trapezio [(27).

xn rotfe(x,)+ f(x,-ﬂ))
f(x)dx = 5 (X;41—X%) (A. 1)
*0 i=0

b) Reara de Simpson (I28] pag. 886)

X2n
I F(0dx = %l‘(fo+ A(F 4 Fat . +Fan )+ 2(Fp+fat. . 4820 ) +F2) (A.2)
xg

Formulas de Runge - Kutta de guarta ordem para a integrag3o de equagdes dife-

renciais ordinarias (28] paga. 897, [27] pag. 251).

= = f(t,y,2)

g—-i = ot :HJZ)

Upss = Ya + -jé(a,+232+233+a.)

(A.3)
Zpty = Zn + %(bx+2b2+2b3+b4)
onde

ag = Atf(tnothzﬂ)

b,_ = Atgtn:‘.-!n:zn)

a b
a; = At f(ta+éi!'.9n+—2%.2a+-2-‘)
b, = at a, b,
= At o(ta+ > s Ya+ 5 ,z,,+—-2)

as = At f(ta+Bl, uas 3P vzt 3D

b; = At 9(t.+92-!',9n+92—2,z,.+%2)
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a, = At f(ta+At ,un+8;3,2a+by)

be = Bt olty+At ,Ya+ag, Za+by)

As formulas acima estio na forma em que s3o normalmente encontradas nos li-

vros de calculo numérico. Podemos escreve-las, também na seguinte forma:

(1) {2) {3) 4)
Upt1+2Upss+24p4 1+ Ynss

Yat+r — '3
(A.4)
{1 (2) (3) {4)
2 _ n+)1+22n+1*22¢u+2n+1
s+l = 6
onde

QB = us + BLE(La,un,Za)

zs.ﬂ)l = Zp + Bt o(ta,Un,2za)

95»2-21 - us + M,(t#tm’uﬁ;ﬁx,zﬂgﬂx)
Zsﬂx = za + Mg(twtm,uﬂzuf.h,znu%
9(::1 = un + Atf(tn+t,.“‘9n+;u;'2n+zﬂ1
Zohy = za + At g(t”*zf"”‘.g";ﬂ‘.z”;ﬂ‘)
Hﬂx = Ya + ﬁtf(tnx»‘dﬂuzﬂx
Zﬂx = za + At Q(tn-uv‘-!ﬂuzﬂx)

3 - Método de eliminag3o de Gauss para resolugdo de um sistema algébrico tridia-
gonal do seguinte tipo [12] pag. 444):

b‘Vl + Cgva = d1
azvy + bavy + Cavy = d2

agvz + bgvs + Cgva = d5

...............................................

@p-1Va-2 + Dp-yVa-1 + Cp-gVa = G-y

8aVa-3 + bava = da
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Solugdo:

Va = 70

v, = T, - 2 i =n-4, n-2, ..., 1
B;

onde

51 = by

_ 9

Ty = B,

s" = b‘ a‘.ci—l 1 = 2; 3' , N
B.-s

7 = d"'Z"_"" i =2, 3, . n
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APENDICE B

DETALHES GERA1S DOS PROGRAMAS DE INTEGRACZO NUMERICA

COM O METODO DAS CARACTERISTICAS

1 - As linhas de corrente ou caracteristicas da familia g—’é = MNE
s3o0 rotuladas por um indice inteiro K, DEK<M, sendo K = 0 a

primeira linha que nasceu e K = M a que acaba de nascer.

2 - E e o, tém dois indices (EK,7) e p4(K,J7), onde K é o rdtulo
da linha e J, que s6 assume os valores i1 ou 2, corresponde a
variavel tempo: J = i quando s3o os valores ja conhecidos no
tempo anterior (que chamamos velhos) e J = 2 quando s3o o0s
valores que est3o sendo calculados (novos). Também a posigdo

das linhas & dada por uma variavel indexada da mesma maneira,

XK, J).

3 - Como as linhas que ja sairam da amostra n3o contribuem mais
para a corrente e para a voltagem, precisamos identifica-las.
Chamamos de IX o menor rotulo de linha dentro da amostra; em
outras palavras, a linha IX - 1 foi a dltima que saiu, de

maneira que 11X é o menor valor de K para o qual X(K,2)<{i.

4 - Para fazer as interpolagles lineares, que s3o necessarias
para calcular E e p; no tempo velho mas nas posigBes novas,
precisamos antes localizar o ponto, isto é, encontrar as linhas
que, no tempo velho, estavam mais proximas desta posigdo para a
qual ser8o feitas as interpolagles. Para isto usamos um indice
auxiliar que chamamos de NK tal que X(NK,1)SX(K,2)<X(NK-1,1). Os

valores procurados do campo elétrico e da densidade de cargas

nas arma_dilhas aos quais, nos programas, chamamos de EI(K) e
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RTI(K), respectivamente, sido entio obtidos das foérmulas de

interpolagdo linear:

EIK) = [X(K,2)- XINK, 1) JEMNK-1,1) - [X(K,2)- X(NK-1,1)JE(NK,1)
- [X('«'ipi) = X(f‘.(,i)]

RTINO = [XK2)- XKD IRTINK-1,4) - [X(K,2)- XK- L1 IRTOK,A)
[X(NK-1,1) - X(NK, 1))

Se acontecer de NK = IX fazemos extrapolag3o, em vez de
interpolag3o, usando as linhas IX e IX + 1.
Obs.: s6 usamos um indice para EI e RTl pois eles so6 tém

sentido no tempo velho.

5 - Como os pontos onde a solugdo é calculada em cada instante
nio s3o igualmente espagados, ndo podemos wusar a regra de
Simpson para fazer numericamente as integrais da voltagem e da
corrente, como se faz nos métodos de diferengas finitas. Estas
integrais s3o, ent3o, feitas usando a “regra do trapézio” (ver

figura B.1& para facilitar o entendimento dos termos das

expressoes abaixo):

FIGURA B 1
R ek, 20+ Eke 1, 2EXK
V= z[ (K,2)+E(K+1, )%X( 2 -X(K+1,2)] (E(Ix,22)+E1):1_x“x'2)]
K=1X 2 '
j = B2 - EC° L‘,tgdx

onde EO é o campo elétrico na posigdo X =0 o qual e,
geralmente, conhecido, E1 é o campo elétrico na posigdo X =1
Que é igual ao campo da linha IX se IX = 0 ou & calculada por

extrapolagdo linear usando as linhas IX e IX + 1 se IX # 0 e

onde
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. M-
I p\Edx = ZIE(K.ZRT(K.Z)+E(K+1,2R12’(K+1.2)](X(K.Z)-X(KA.Z)]' I
o K=IX

. Z'H [E(K.2RT(K,2)+E(K+1,2RT(K+1,2)J X(K.2) - X(K+1,2)]
0tEdX = 5 +
0 K=IX

. [E(lx,z)RT(IX,Z)+E21 RT1][1—X(IX.2)]' e IX # O.

Lembramos que IX =0 significa que o pacote de cargas ainda ndo chegou em X =
1, E1 tem o mesmo significado gque acima e RT1 e a densidade de carga presa na

posigao X = 4, também calculada por extrapolagio.

6 - Para a integragio numérica os incrementos no tempo precisam ser
relativamente pequenos. Mas isto resulta num nimero muito orande de pares
corrente versus tempo que podem ser armazenados. Como nao precisamos de
tantos, ségJardamosjvs.taintervalosdetermoA't:tméxim/N,ondeNéo
nuomero de pontos gue queremos guardar. Para isto usamos nos programas uma

arandeza que chamamos de IDEL TAT, definida como:

t
= -Mmaximo
IDELTAT = N A

e um contador que chamamos de ITCONT gue no instante inicial € zero e que &
acrescido de 1 a cada At, de maneira gue sO guardamos j vs. t se a parte inteira
de ITCONT/IDELTAT multiplicada por IDELTAT for igual a ITCONT. Obviamente existem
outras maneiras de fazer isto, mas descrevemos aqui apenas aguela gue usamos nos

NOSS0OS programas.
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