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RESUMO

VELOSO, J. D. N. Simulacao de escoamentos em meios porosos utilizando o método dos
volumes finitos em malhas quadtree. 2024. 73 p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias —
Ciéncias de Computacdo e Matemética Computacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas e
de Computacao, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos — SP, 2024.

A exploracdo e extracdo de petréleo em meios porosos € uma drea de grande importancia no
contexto global, motivando estudos de diversas naturezas, sejam tecnoldgicos, experimentais,
tedricos ou numéricos/computacionais. Esta dissertagdo aborda uma metodologia para simu-
lacdo numérica de escoamentos em meios porosos, descritos por modelos simplificados de
reservatorios de petréleo. A resolugdo deste tipo de escoamento usando as ferramentas numéri-
cas/computacionais € bastante custosa, sendo que grande parte das pesquisas atuais nesta area
se dedicam a reduc@o do tempo computacional de simulacdo. A proposta desta dissertacao é
utilizar malhas hierdrquicas do tipo Quadtree para engrossar a discretizagdo apenas nas regides
menos importantes do escoamento, mantendo-se intactas as partes mais importantes, com o
objetivo de acelerar a resolucdo computacional do modelo. Para tanto, foram utilizadas técnicas
de discretizacdes de volumes finitos em malhas Quadtree, e algoritmos de homogeneizacao
localizada. Resultados foram produzidos com o cddigo gerado durante esta pesquisa, ilustrando
que a combinacao destas técnicas € bastante promissora para reducdo de custo computacional,

mantendo-se a precisdo do problema original.

Palavras-chave: Meios porosos, Volumes Finitos, Lei de Darcy, Quadtree.






ABSTRACT

VELOSO, J. D. N. Simulation of subsurface flows using finite volume methods in quadtree
meshes. 2024. 73 p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Ciéncias de Computacao e Matematica
Computacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao
Paulo, Sao Carlos — SP, 2024.

The exploration and extraction of petroleum in porous media are of great global importance,
motivating different studies, such as technological, experimental, theoretical, or numerical/com-
putational. This dissertation addresses a methodology for the numerical simulation of flows in
porous media described by simplified models of petroleum reservoirs. Solving this type of flow
using numerical/computational tools is quite expensive, and much of the current research in this
area is dedicated to reducing the computational simulation time. This dissertation proposes using
hierarchical Quadtree meshes to coarsen the discretization only in the least important regions
of the flow, keeping the most critical parts intact to accelerate the computational resolution
of the model. To this end, finite volume discretization techniques in Quadtree meshes and
localized homogenization algorithms were used. Results were produced with the code generated
during this research, illustrating that combining these techniques is very promising for reducing

computational costs while maintaining the accuracy of the original problem.

Keywords: Porous media, Finite volumes, Darcy’s law, Quadtree.
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CAPITULO

INTRODUCAO

A extracao de petréleo em meios porosos € um processo complexo que envolve a re-
cuperacgdo de hidrocarbonetos retidos nas rochas subterraneas, conhecidas como reservatorios.
Esses reservatorios, muitas vezes situados a grande profundidades, sdo constituidos por uma
matriz porosa de rochas sedimentares, onde o petréleo é armazenado nas cavidades interconec-
tadas. E essencial compreender e modelar o comportamento dos fluidos nesses meios porosos,
principalmente da industria petrolifera, a fim de maximizar a produgdo de petréleo, minimizar

desperdicios e impactos ambientais associado a essa atividade.

Nas préximas se¢des, os principais aspectos da modelagem de reservatérios de petréleo

serdo discutidos mais detalhadamente.

1.1 Processos para a recuperacao do petréleo

A recuperacdo do petréleo contido no subsolo € um processo complexo que envolve a
extracdo dos hidrocarbonetos a partir de reservatdrios subterraneos. Esse processo é conhecido

como exploracao e produgdo de petroleo.

O processo de recuperacao do petréleo comega com a exploracio, que inclui a busca por
areas geologicamente propicias para a existéncia de reservatorios de petrdleo. Isso € realizado
por meio de estudos geoldgicos, geofisicos e perfuragdes de pogos de exploragdo. Apds a
identificacdo das dreas de interesses, os po¢os de exploracao sdo perfurados para confirmar a

presenca de petrdleo e determinar a profundidade e as caracteristicas do reservatorio.

A préxima etapa envolve a avaliagdo do reservatorio, isso inclui a coleta de informagdes
sobre a pressao, a temperatura e as demais propriedades dos fluidos. Também sao realizados
testes de produgdo para determinar a vazao de petréleo e gds, e se a quantidade encontrada é

comercialmente viavel.

Apoés todas essas etapas, existem trés formas principais de recuperar o petréleo que
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estd contido neste meio poroso, que sdo: recuperacdes primdria, secunddria e tercidria (CHEN;
HUAN; MA, 2006).

Inicialmente, um reservatério de hidrocarboneto estd em equilibrio e contém gés, 6leo
e dgua (HASLE; LIE; QUAK, 2007). Ao perfurar a rocha, este equilibrio ¢ imediatamente
perturbado, a diferenca de pressao entre o fluido e a superficie contribui para que parte do dleo
seja extraido do reservatdrio, sem utilizar qualquer outro artificio. Cerca de 15% do 6leo presente
sdo extraidos até que um novo equilibrio seja alcangado, este € o processo de recuperacio
primdria.

Devido a queda de pressdo no reservatdrio, menos petrdleo e gas sio extraidos e, portanto,
a producdo primdria ndo é mais economicamente sustentavel. Deste modo, inicia-se 0 processo
secunddrio, que consiste em perfurar a rocha em mais lugares e injetar 4gua ou gis no pogo
injetor e, com isso, parte da pressao € reconstruida (ou até aumentada), sendo capaz de empurrar o
6leo para fora por meio de outros pogos, conhecidos como pogos produtores. A grande vantagem
desta técnica € o baixo custo. No processo secundario ainda ndo € possivel realizar a extragao
total do 6leo, e um terceiro processo € necessario.

No processo secundario podem aparecer grandes dificuldades pois a 4gua possui visco-
sidade muito menor que o 6leo podendo se infiltra nele dando origem a formacgao de “dedos”
e, quando isso ocorre, a d4gua chega mais rapido ao poco produtor. Um simulador numérico é
uma ferramenta indispensavel no estudo de recuperagdo secunddria, pois € capaz de prever o
comportamento do escoamento no interior de rochas reservatérios com bastante precisdo, a fim
de guiar decisOes para aumentar a producgdo de petréleo (ROSA; CARVALHO; XAVIER, 2006).

Esta ferramenta € importante em todas as fases, desde a descoberta do campo até o seu abandono.

Para realizar a terceira etapa, utilizam-se mecanismos mais complexos, como o aqueci-
mento do reservatorio ou injecao de substincias sofisticadas como solventes ou espuma. Estas
técnicas sdo consideradas muito caras para uso comercial em grande escala e por isso sd@o pouco

utilizadas.

1.2 Simulacao numérica nos reservatoérios de petroleo

Para otimizar todos esses processos complexos descrito anteriormente, a utilizagio de

métodos numéricos tornou-se indispensavel.

A Lei de Darcy, que descreve o fluxo de fluidos em meios porosos, desempenha um
papel critico na modelagem do fluxo de fluidos nos meios porosos. Ela estabelece uma relagdo
fundamental entre a velocidade do fluxo e o gradiente de pressdo. A compreensao da Lei de
Darcy € fundamental para calibrar os modelos numéricos e otimizar a extra¢do de petréleo, uma

vez que a permeabilidade pode variar consideravelmente dentro do reservatorio.

Ao longo dos anos, vérias metodologias foram propostas para obter métodos numéricos
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capazes de resolverem as equacdes que governam o escoamento bifdsico em reservatdrios de
petrdleo. Dentre os métodos classicos da literatura, pode-se citar o Método de Diferencas Finitas
(MDF) (PEACEMAN, 1977), Método dos Volumes Finitos (MVF), Método dos Elementos
Finitos (MEF) e o Método dos Elementos Finitos Mistos (MEFM). Métodos como o dos
volumes finitos e dos elementos finitos foram desenvolvidos visando a aplicagdo de malhas
nao-estruturadas, permitindo uma melhor modelagem de caracteristicas fisicas e geométricas

complexas.

O Método dos Volumes Finitos vem sendo utilizado por grande partes dos cientistas do
mundo inteiro na drea de simulacio de escoamento em reservatério. Isso se deve ao fato do MVF
conseguir tratar dominios com geometrias complexas e a conservagdo tanto do nivel local quanto
do nivel global de suas propriedades fisicas; massa, energia e momento (MALISKA, 2017). Ele
oferece uma maneira flexivel e robusta de resolver problemas complexos que envolvem equacdes

diferenciais parciais em dominios discretizados.

1.3 Importancia e técnicas para a reduciao do tempo

computacional

A reducgio do tempo computacional desempenha um papel significativo na produgdo e
extracdo de petréleo, contribuindo para a eficiéncia, a seguranca e a lucratividade, pois a industria
de petrdleo e gis € altamente dependente de simulagdes in silico (computacionais) complexas e

andlises de dados para otimizar suas operacoes.

Tomada de decisdes mais rapidas, modelagem de reservatdrios mais precisa, controle em
tempo real, reducdo de custos, sdo alguns pilares importantes para estudar e obter a reducao do
tempo computacional, pois deste modo, é possivel melhorar a eficiéncia, a seguranca e a lucrati-
vidade das operagdes. Para atender tais necessidades, os cientistas desenvolvem constantemente
técnicas para otimizar algoritmos, explorar novas abordagens, como a computagdo paralela e
distribuida (SERPA et al., ). Portanto, com o uso de tecnologias avancadas de computagdo, as
empresas podem tomar decisdes mais precisas, otimizar as operagdes e responder rapidamente

as mudancas nas condicdes tanto do mercado quanto dos reservatorios.

A fim de superar a complexidade algoritmica, foram introduzidos alguns métodos. Por
exemplo, o método multiescala, que € utilizado em vadrias areas da ci€ncia e engenharia para
lidar com sistemas complexos ou fendmenos que ocorrem em diferentes escalas de tamanho
(ROCHA; PEREIRA; SOUSA, 2020).

E possivel utilizar o método multiescala na simulacdo e modelagem de fluxos de fluidos
em meios porosos. Ele € projetado para capturar caracteristicas complexas que ocorrem em
escalas diferentes dentro desses meios. A principal ideia por trds deste método € que meios

porosos s@o geralmente caracterizados por uma hierarquia de escalas de heterogeneidade. Por-
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tanto, o método divide o problema em escalas distintas e aborda cada escala separadamente,
ou seja, os métodos multiescala possuem duas medidas de malha, a malha grossa e a malha
fina (ARBOGAST et al., 2007). Deste modo, o método multiescala permite que pesquisadores
consigam realizar simula¢des em diferentes escalas sem a necessidade de realizar simulacdes
extremamente detalhadas em todas as escalas. Isso torna as simulacdes mais eficientes e muitas
vezes, mais precisas em comparagdo com a abordagem de uma unica escala. Existe também a

vantagem do método multiescala em relacao a redug@o do custo computacional.

Outra técnica que existe na simulacdo de reservatorios é o método de homogeneizacdo
upscaling. E utilizada para estimar propriedades efetivas do reservatério em uma escala maior do
que a escala do modelo de simulagdo original. O método de homogeneizacdo upscaling envolve
a média das propriedades do reservatorio (permeabilidade e porosidade) em uma determinada
regido da célula para obter valores médios em uma escala mais grossa. Este método é bem eficaz
quando deseja-se obter uma representagdo mais precisa do comportamento do reservatério em
escalas maiores, porém nao deseja-se aumentar significativamente a carga computacional da
simulacao (QI; HESKETH, 2005).

A Quadtree € uma estrutura de dados espacial ou drvore na qual cada n6 interno tem
quatro filhos (FINKEL; BENTLEY, 1974). A constru¢do da arvore € realizada por meio da
divisado recursiva de um espago bidimensional retangular em quatro regides ou quadrantes de
igual tamanho. Cada né da quadtree corresponde a um quadrante. Um dos critérios para a divisdo
€ normalmente baseado em variagOes locais de modo que as sub-regidoes contidas em cada
quadrante apresentam valores semelhantes. O intuito dessa estratégia visa capturar a redundancia
de informacao de modo a reduzir o nimero operagdes computacionais aplicadas no espacgo de
entrada. A técnica tem sido empregada em diversas aplicagdes como processamento de imagens,

compressao de imagens e simulacdo em reservatorios de petréleo (LINARES et al., 2017).

Neste projeto de mestrado, estamos aplicando a técnica de divisdo do espago baseada em
Quadtree como um processo de pré-processamento. Essa abordagem visa capturar a redundancia
de informacdes presentes nos campos de permeabilidade, com o objetivo de reduzir o nimero
de operacdes computacionais necessarias para resolver o modelo matematico proposto. Essa
reducao se reflete em uma significativa melhoria no tempo computacional quando comparado

com o método tradicional.

Para as simulacdes foi utilizado um laptop da marca Dell, Ubuntu 18.04.6, Intel i7-
4810MQ (8) 3.800GHz, 4th Gen Core Processor com memoria de 8Gb.

O presente trabalho estd organizado da seguinte maneira:

 Capitulo 2, apresenta as caracteristicas de um meio poroso, as propriedades dos fluidos e

das rochas;

* Capitulo 3, s@o apresentadas as equagdes fundamentais para a modelagem do escoamento
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€m meios porosos;

* Capitulo 4 descreve-se a estrutura Quadtree, suas propriedades e algoritmos utilizados

para o desenvolvimento da sua implementacao utilizando a linguagem(...);

* Capitulo 5 estao detalhadas as discretizagdes das equacdes do modelo matematico, base-
adas nos métodos TPFA (Two-Point Flux Approximation) e o MPFA (Multi-Point Flux

Approximation);
* Capitulo 6 apresenta-se os resultados numéricos obtidos nesta pesquisa;

» Capitulo 7 todas as conclusdes obtidas.
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CAPITULO

ESCOAMENTOS EM MEIOS POROSOS

Quanto maior for o conhecimento sobre as propriedades existentes nos reservatorios de
petréleo, mais confidvel serd a previsdo do seu comportamento. Portanto, neste capitulo serdo
definidas as principais propriedades e conceitos dos fluidos e das rochas em um reservatorio de

petréleo. Tais definicdes sao importantes para a construcdo do modelo matematico.

2.1 Propriedades dos fluidos e das rochas

Um meio poroso € um sé6lido com espagos vazios, que sao chamados de poros, tipica-
mente os poros sdao preenchidos por fluidos e/ou gases. Reservatdrios de petréleo sdo meios
porosos naturais constituidos por rochas sedimentares, nos quais petréleo e gis sdo encontrados.
A distribui¢@o e a frag@o de volume desses poros sdo responsaveis por determinar as propriedades
da rocha, que governam o fluido de hidrocarbonetos (composto organico formado apenas por
atomos de carbono e hidrogénio), no reservatério (HASLE; LIE; QUAK, 2007). A Figura 1

ilustra um meio poroso.

Figura 1 — Representagcdo de um meio poroso.

Meio poroso

Fase 6leo

Matriz sélida

Fase agua

Fonte: SINMEC (2019).
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2.1.1 Propriedades dos fluidos

A matéria pode apresentar-se sob diferentes formas: sélida, liquida, gasosa e plasma. Os
fluidos compreendem as fases liquidas e gasosa da matéria. O sélidos diferem-se dos fluidos
no que diz respeito a resisténcia as tensdes de cisalhamento. O fluido é uma substancia que
deforma-se continuamente sob a aplicacdo de uma tensdo de cisalhamento (SEDANO, 2013), ja
alguns solido deformam-se também quando uma tensdo de cisalhamento lhe € aplicada, porém, a
sua deformagdo ndo aumenta continuamente com o tempo (FOX; PRITCHARD, 2006). Fluidos
escoam de formas diferentes, isto ocorre devido uma propriedade, a viscosidade. Na literatura, a
viscosidade normalmente é representada pela letra grega u e definida como a resisténcia sofrida

por um fluido ao escoar.
A densidade (p), € a relagdo entre a massa do fluido (m), e o volume da fase (V). O seu
célculo € feito pela seguinte expressao:

p=7 2.1)

Outra propriedade importante € a incompressibilidade de um fluido. Diz-se que um fluido
€ incompressivel quando sua densidade € constante ou sua varia¢ao ao longo do escoamento é
desprezivel. Vale ressaltar que nesta dissertacdo consideramos o fluido incompressivel no modelo

matematico utilizado.

2.1.2 Propriedades da rocha

Informagdes sobre as propriedades das rochas, constituem-se em fatores decisivos para o

estudo do comportamento dos reservatorios petroliferos.

A porosidade € uma das mais importantes propriedades das rochas, pois mede a capa-
cidade de armazenamento de fluidos (ROSA; CARVALHO; XAVIER, 2006). A porosidade é

definida como sendo a relagdo entre o volume vazio de uma rocha e o seu volume total, ou seja,
(2.2)

onde ¢ € a porosidade, V,, o volume vazio e V; o volume total. O volume vazio € normalmente
denominado volume poroso da rocha, V,, e o V; é dado pela soma do volume poroso e do volume
com matéria sélida da rocha, V, ou seja (RENHA, 2015)

V=V, + Vi, (2.3)
portanto pode-se reescrever (2.2) como,
V
p=—"—. (2.4)
Vy 4+ Vs

Existem varios métodos para determinar a porosidade da rocha, tais como amostragem,

perfilagem do poco ou andlise de teste de pressdo em algumas situagdes especiais. O método
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mais comum, ho entanto, € o que usa pequenas amostras da rocha-reservatério. O valor da
porosidade de grandes por¢des da rocha € obtido estatisticamente a partir dos resultados de
analises de numerosas amostras (ROSA; CARVALHO; XAVIER, 2000).

Outra propriedade de extrema importancia € a permeabilidade. A permeabilidade de um
meio poroso € a capacidade de deixar-se atravessar por fluidos, denotada por um tensor K , ou
seja, a permeabilidade é a medida da capacidade da rocha de transmitir fluidos através dos poros
interconectados. Quando o meio transmite um tnico fluido, a permeabilidade é chamada de
permeabilidade absoluta e quando a rocha esté saturada por dois ou mais fluidos a capacidade de

transmissao de um desses fluidos chama-se permeabilidade efetiva, &; (do fluido 7).

Como K € um tensor, a permeabilidade nas suas diferentes direcoes depende da perme-
abilidade nas outras direcdes (HASLE; LIE; QUAK, 2007). Portanto, se as componentes nao
diagonais do tensor s@o nulas e as componentes diagonais do tensor sdo iguais, entdo diz-se que

0 meio poroso € isotrépico. Caso contrdrio, o meio € anisotropico.

Vale ressaltar que a permeabilidade ndo deve ser confundida com a porosidade, pois em
um meio com alta porosidade pode ndo ser capaz de permitir o escoamento dos fluidos em todas

as dire¢des (TEIXEIRA et al., 2011). A Figura 2 ilustra a relacdo da porosidade e permeabilidade.

Figura 2 — Relagdo entre porosidade e permeabilidade.

QL/
t:z%é

Permeabilidadecrescente

IC G

Porosidade crescente
<A> Ma porosidade e boa permeabilidade
(B) Boa porosidade e boa permeabilidade
Cg Ma porosidade e mé permeabilidade
(D) Boa porosidade e ma permeabiidade

Fonte: ALEMDASAULAS’S BLOG (2015).
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Os fluidos sdo considerados misciveis quando dois ou mais fluidos entre si, misturados
em quaisquer proporcdes formam uma mistura homogénea (ROSA; CARVALHO; XAVIER,
2006). A miscibilidade entre os fluidos depende das suas composi¢des e das condi¢cdes de

temperatura e pressio as quais encontra-se o sistema submetido.

O fendmeno da capilaridade que ocorre no interior dos meios porosos, que constituem os
reservatorios de petréleo, deve-se ao fato de que as jazidas petroliferas, em geral, contém dois ou
mais fluidos imisciveis. Por exemplo, nos reservatdrios de 6leo encontram-se em contato pelo

menos dois fluidos imisciveis, 4gua e 6leo.

Quando fluidos imisciveis sdo colocados em um recipiente, o mais denso escoa para
baixo do menos denso, constituindo superficies de separagdo entre os fluidos. Isso ndo ocorre em
um meio poroso formado por capilaridade de diferentes didmetros, pois a superficie de separa¢ao
neste caso ndo € brusca, existindo uma zona de transi¢do devida aos fendmenos capilares, que

sdo resultados das atracdes entre as moléculas da massa fluida.

Portanto, quando duas fases entram em contato e ndo se misturam, cada uma exerce uma

pressdo sobre a outra. A pressao capilar (p,) € a diferenca entre essas pressoes, ou seja,

Pc = Po — Pw, (2.5)

onde p, € a pressao do 6leo e p,, a pressao da dgua. Nesta dissertagcdo os efeitos capilares foram
desprezados para simplificar o modelo matemadtico, portanto, a relacao entre pressdes das fases é

considerada na equagdo abaixo:

Pw = Do = Pc- (2.6)

Os espacos vazios de um meio poroso podem estar parcialmente preenchidos por um
determinado liquido e os espagos remanescentes por dgua. Ou ainda, dois ou trés liquidos

imisciveis podem preencher todo o espago vazio.

Define-se satura¢do de um determinado fluido em um meio poroso como sendo a fragao

ou a porcentagem do volume de poros ocupados pelo fluido, ou seja,
Si=— (2.7)

onde §; € a saturagdo da fase i ( fase dgua (w), 6leo (0) ou gés (g)) e V), 0 volume poroso. Como

consequéncia da equagao da hipétese anterior, tem-se

Y si=1. (2.8)

Portanto, para o fluxo bifdsico em um meio poroso saturado, considerando que o meio € preen-
chido por dgua e 6leo, obtém-se,
Sw+S,=1. (2.9)

A vazdo de uma fase em um meio poroso saturado com dois ou mais fluidos € sempre

menor que a vazao de uma fase quando somente ela satura o meio poroso. A capacidade de
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transmissao de um fluido que satura cem porcento de um meio poroso ja foi definida como sendo
a permeabilidade absoluta. Portanto, define-se permeabilidade relativa sendo a razio entre a
permeabilidade efetiva e a permeabilidade absoluta. Assim, a permeabilidade relativa representa
o quanto uma fase influéncia o comportamento da outra fase (FERNANDES, 2013). Mesmo que
as fases realmente ndo se misturam para a modelagem em macroescala, assumimos que todas as
fases podem estar presentes no mesmo local (HASLE; LIE; QUAK, 2007).

Para determinar as permeabilidades relativas, os modelos mais comuns sdo Brooks-
Cory e Van Genuchten (HELMIG, 1997). Em um escoamento bifésico saturado, normalmente

escolhe-se as permeabilidades relativas

2 2
S = Swr 1—5—s5u,
k() = (2757 ) ()= (L) 2.10
W(S) (l_swr_sor) O(S) (1_Swr_sor) ( )

onde s é a saturacdo da dgua, s, € 5, s80 saturacoes relativas da dgua (w) e dleo (o), respectiva-
mente.
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CAPITULO

MODELAGEM MATEMATICA

Neste capitulo, apresentamos as equagdes que modelam o escoamento bifasico e incom-
pressivel de 4gua e 6leo em um meio poroso, que podem ser representadas por um sistema de
equacdes diferenciais parciais ndo-lineares, formado por uma equacao eliptica de pressao e uma
equagdo hiperbdlica de saturacio (PEACEMAN, 1977).

Para formular matematicamente o problema, considera-se o escoamento imiscivel de
um fluido incompressivel que ocupa todos os espagos vazios do meio poroso isotropico. Dessa

forma, as leis e equagdes utilizadas sdo:

Lei de conservagao da massa;

Lei de Darcy;

* Equacdo eliptica para a de pressao;

Equacao hiperbdlica para a saturagao.

A partir das equagdes bdsicas de estudo do fluxo em meios porosos, podem ser de-
senvolvidos modelos matematicos com os quais procura-se obter informagdes do reservatorio,
tais como, pressao e vazao de producgdo. Esse estudo pode ser complexo ou um pouco mais
simples, dependendo do grau de simplificacdes utilizadas para o modelo matematico (ROSA;
CARVALHO; XAVIER, 2006).

3.1 Equacoes governantes

Afim de obter as leis de conservacdo, considera-se um volume de controle V, com o
contorno sendo dV = S, onde a superficie é orientada com vetor normal apontando do interior
para o exterior do volume de controle. Para esse problema, a descri¢do das propriedades do

escoamento € dada em termos de grandezas macroscopicas.
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3.1.1 Lei de conservacao da massa

De acordo com a lei de conservagdo da massa, s6 hd variacdo de massa em um volume de
controle quando existe diferenca na quantidade de fluxo de entrada e saida, ou seja, na auséncia
de fontes ou sorvedouros, toda massa que entra em um volume de controle deve sair e/ou se

acumular neste mesmo volume de controle (FORTUNA, 2000).

Pode-se expressar a equacdo que rege esta lei como

d
— dV—i—/ -ndS =0, 3.1
d;/vp [ pun 3.1)

onde p é a massa especifica, i é o campo de velocidades do escoamento e 1 0 vetor normal.

Aplicando o Teorema da Divergéncia na Equagdo (3.1), pode-se obter a integral de
volume. Portanto, utilizando o Teorema da Divergéncia e reescrevendo a Equacao (3.1), chega-se

N

a
/‘/[8tp +V-(pu)ldV = 0. (3.2)

A massa especifica ndo se altera com o tempo pois, para cada fase, a viscosidade e a
massa especifica sdo constantes. No dominio como um todo s6 ha variacao destas propriedades
ao mudar de uma fase para outra, ou seja, ocorre um salto nessas propriedades apenas na interface.
Logo, pode-se concluir que

Dp

o =0, (3.3)

onde DD—’; ¢ a derivada material de p, que € dada por

Dp

Como V € um volume arbitrario, tem-se da Equagdo (3.2) que
[ 100+ - (pwlaV = 3p +V - (pu) =0, (3.5)

Da Equagdo (3.5), obtém-se

aa—lt)—f—u~Vp—|—pV~u:O. (3.6)

Usando a defini¢do de derivada material, Equacgdo (3.4), pode-se reescrever a equagao
anterior como
Dp

—+pV-u=0. 3.7
D TPV-u (3.7)

D . P ~ ~
Como F’; = (0 e a massa especifica € diferente de zero, a equacdo de conservacio da

massa resume-se a

V.ou=0. (3.8)

A Equacdo (3.8) é conhecida como condicao de incompressibilidade.



3.1. Equacgdes governantes 35

3.1.2 Lei de Darcy

A Lei de Darcy descreve o fluxo de fluidos em meios porosos, como solos e rochas. Em
1856, observando resultados de experiéncias que tinham como objetivo a purificagdo da dgua
através da utilizacdo de filtros de areia, Henry Darcy concluiu que existia uma relagdo direta
entre a vazao que atravessava o leito de areia e a diferenga de carga associada a essa vazao
(ROSA; CARVALHO; XAVIER, 2006).

Darcy descobriu que a velocidade de filtracdo é proporcional a uma combinacdo do
gradiente da pressdo do fluido do experimento. A proporcionalidade depende do meio onde o

fluido escoa, através da permeabilidade absoluta.

A Lei de Darcy (ou velocidade de Darcy) em sua forma diferencial em trés dimensdes é
dada por

K
u= —E(VerngZ), (3.9)

onde

u ¢é a velocidade;

* K(x,y,z) é a permeabilidade absoluta do meio poroso;
* Vp é o vetor gradiente da pressao;

* U € a viscosidade do fluido;

* g ¢ a constante gravitacional;

* p é a massa especifica do fluido;

Z = (0,0,z(x,y,z)) é o vetor profundidade.

3.1.3 Escoamentos monofasicos

Escoamentos monofasicos em meios porosos sdo induzidos devido a aplicag¢do de pressao

ou devido a imposicao de fluxo nas fronteiras do dominio que contém um fluido em seu interior.

Por conveniéncia computacional e expositiva, representa-se 0s po¢os como termos
fontes g(x,7). A fungdo g pode descrever tanto pogos injetores como pogos produtores em um

reservatorio.

Sabe-se que a conservagdo da massa afirma que

2 (0p) V- (p) =g (3.10)
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Substituindo a Lei de Darcy (3.9) na equacgdo da conservacao da massa (3.10), tem-se
d K
5,(9P)=V: (PE(Vp—ngZ)) =q. (3.11)

Considerando as hipéteses simplificadoras ja mencionadas anteriormente, a equacao

(3.11) reduz-se a
K q
V. —Vp) =1, (3.12)
(li p

que € a equacdo que descreve um escoamento monofésico.

3.1.4 Equacao da pressao

Considere-se escoamento bifdsico em meios porosos onde a fluxo de dois fluidos, neste
caso, dgua e 6leo. Apresentaremos a formulagdo cldssica da modelagem matemadtica para o fluxo

bifdsico incompressivel de fluidos imisciveis em meios porosos.

Como visto na se¢do anterior, a Lei de Darcy € definida para escoamentos monofasicos.
A sua utilizagdo para escoamento bifésico € a partir da suposi¢do de que a Lei de Darcy € vélida

para cada fase (dgua e dleo) que escoam, deste modo, pode-se reescrever a Lei da seguinte forma

K:
u = —j(VpH—p,-sz), (3.13)

1

onde i representa ou a fase dgua (w) ou fase 6leo (0).

Portanto, a Lei de Darcy modificada para escoamento bifésico € dada por
u; = —AKi(Vpi+pigVz), (3.14)

no qual A; = A;(S;) é a mobilidade (facilidade com que uma fase escoa no meio) da fase i, dada

kyi(S; o .
por A; = ”(. ) , tal que k,;(S;) é a permeabilidade relativa a fase i, portanto, para as outras fases,
tem-se l
A,W — kVW<SW) e A, — kVO(SO)
Hyy ’ Ho

Desta forma, considerando todas as nossas hipéteses simplificadoras e escrevendo u =

u,, + u,, a equacgdo (3.14) pode ser reescrita como
u=—AKVp, (3.15)

onde A = A, + A, é a mobilidade total e p = p,, = p, é a pressdo global do sistema.

Escrevendo a vazao volumétrica total como g, = aw + @, tem-se
w o
~V-(AKVp) =g, (3.16)
ou
—V.u=gq, (3.17)

obtendo-se assim a equacdo eliptica de pressao.
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CAPITULO

QUADTREE

Neste capitulo sdo introduzidos os conceitos necessarios para a compreensao de estrutura
de dados espacial Quadtree e algumas das terminologias relacionadas. Tais estruturas sio
amplamente utilizadas, como em processamento de imagens, simulacdes fisicas, computacao
gréfica, andlise de algoritmos, robdtica, CFD e geracdo de malhas nao uniformes (LINARES et
al., 2017). Diante do elevado custo computacional requerido para simulacdes de reservatorios, a
estratégia do uso da quadtree para geracdo de malhas se destaca pelo atrativo de permitir o uso

de regides menos refinadas onde ndo necessitam de um alto detalhamento.

Ao resolver um sistema de equagdes diferenciais parciais, alguns fendmenos, como
descontinuidades e singularidades, precisam ser capturados e a utilizacao de malhas uniformes
ndo € uma escolha vidvel computacionalmente. O uso de uma malha menos refinada levard a
resultados insatisfatdrios a respeito dos fendmenos a serem capturados, enquanto o uso de malhas
mais finas ndo € econdmico em termos computacionais. Para obter uma melhor precisdo, usa-se
da estratégia de refinamento adaptativo, que tem como objetivo ajustar a resolu¢ao de malhas
automaticamente nas regides onde elas sdo mais necessarias (GHOLINEZHAD; JAMSHIDI;
HAJIZADEH, 2015; RASAEIL; SAHIMI, 2009).

4.1 Quadtree

A definicdo de Arvore € necessaria para a compreensao da Quadtree. Uma arvore € um
grafo conexo aciclico, composta por elementos, chamados de nés. A Figura 3 ilustra uma 4rvore,

o né raiz que ndo tem pai da drvore € representado pelo nd A e cresce de cima para baixo.

E importante observar que todos os nds da drvore estdao associados a sua raiz, portanto, o
acesso a qualquer n6 pode ser feito a partir da raiz. Na Figura 3 o conjunto de nds representados
pelas letras A, B, C, D, E, F, G, H e I s@o conectados através de arestas que indicam como os nds

estdo relacionados.
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Figura 3 — Representagdo de uma arvore.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Pode-se entdo definir a drvore Quadtree como uma estrutura de dados hierdrquica
dimensional e espacial que permite a geracdo malhas quadrangulares, que foi proposta por
FINKEL; BENTLEY em 1974. A estrutura é construida por meio da divisdo recursiva do espaco
em quatro quadrantes iguais como € ilustrado na Figura 4, no qual, cada n6 interno (nao folha)
contem exatamente quatro filhos. O conjunto de quatro quadrantes, chamaremos de bloco. Cada
quadrante, n6s filhos e nds folhas, sao nomeados considerando a sua localizagc@o: noroeste (NO),
nordeste (NE), sudoeste (SW) e sudeste (SE) . E, a partir dai, sdo associados com a arvore,

respeitando a seguinte ordem : NE-NW-SW-SE, como ilustrado na Figura 4.

Figura 4 — Representacdo de um bloco da quadtree.

NW NE

SW SE

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.1.1 Construcao da quadtree

A Quadtree pode ser implementada por meio de duas estruturas, Quadtree (Algoritmo
2) e Node (Algoritmo 1). Observe que na estrutura Quadtree apenas o né raiz (root) é definido,
enquanto que na estrutura Node sio definidos os quatro filhos e uma matriz M que contem o
respectivo quadrante de tal forma que a unido das respectivas matrizes M de cada um dos quatro
nds vizinhos devem formar a matriz M do né pai. Observe também que a matriz M do no raiz

contem a matriz de entrada sem nenhuma divisao.
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Algoritmo 1 — Estrutura N6
struct NODE

matrix M > Matriz m X n
> Quatro nos filhos

Node NE
Node NW
Node SW
Node SE
end struct

Algoritmo 2 — Estrutura Quadtree

struct QUADTREE
Node Root > NO raiz
end struct

A construcdo da Quadtree € normalmente realizada em apenas uma execugao recursiva
onde o dado de entrada € a matriz M que € inicialmente atribuida ao nd raiz. Iterativamente a
matriz M € dividida em quatro novos elementos retangulares até o critério de parada, normalmente
um limiar ser atendido. Quatro novos nés filhos sao criados e contem um quadrante da matriz M.

No algoritmo 3 € detalhado processo de constru¢do da arvore.

Algoritmo 3 — BuildQuadtree

Requer: Node > A primeira chamada deve ser com o n6 raiz contendo a matriz de entrada M
Assegure: Built Quadtree
se Node == NULL entao

Return
fim se
[NE, NW, SW, SE] = NULL
para todo i € Node.M faca > M is a m X n matriz

se i <threshold entao
> Divir a matriz e criar 4 novos nés filhos que contem o respetivo quadrante da matriz
[NE, NW, SW, SE] = Split(Node, M)
Break
fim se
fim para
> Chamada recursiva para cada uns dos 4 nds
BuildQuadtree(NE)

BuildQuadtree(NW)
BuildQuadtree(SE)

BuildQuadtree(SE)

Observe que € possivel representar graficamente a Quadtree de duas formas, uma em

formato de arvore (Figura 5.a) e outra desenhando a malha resultante das divisdes recursivas da
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matriz de entrada M (Figura 5.b). E importante notar que a malha gerada pela Quadtree tem a
propriedade de capturar a redundancia de informacao no dado de entrada, ou seja, regides com
baixa variacao (definida por um limiar) sdo representadas por quadrantes maiores de modo que

todos os elementos contidos na mesma regido podem ser considerados iguais ou equivalentes.

A capacidade de captura de informacao redundante da Quadtree € sua caracteristica mais
importante que neste trabalho propomos para reduzir a quantidade de calculos normalmente

realizados usando uma malha regular.

Figura 5 — Representag@o grafica da Quadtree. Lado esquerdo € a representacdo em formato de arvore e o
lado direito, representacdo em formato de malha

NE NW SW SE

Fonte: Gholinezhad, Jamshidi e Hajizadeh (2015).

4.1.2 Balanceamento da quadtree

Uma definicao relevante é o nivel de um né. Sabe-se que os nds estdo conectados por
arestas, e o numero de conexdes de um nodo com outro até a raiz da arvore acrescido de 1 é
definido como o nivel deste né. Portanto, o nivel de um elemento € o nimero de decomposicoes
necessdrias para obter esse elemento. Analisando a Figura 3, percebe-se que existe um caminho
da raiz até cada n6 folha que, neste caso, sdo F,G,H e I, constituido de 2 arestas, portanto,
acrescido de 1, obtém-se o nivel do n6 que, para esse caso, € o nivel 3, onde a raiz serd sempre o

primeiro nivel (nivel zero).

Se a malha for quadrada uniforme de nivel m, tem-se 4™~ nodos gerados com um

m . m
nimero total de ¥ 4! = % nodos na drvore, gerando uma malha mxm com espacamento
i=1

dy=dx= 2rr+—1

Para evitar formulagdes complexas e aumentar a estabilidade do método em geral,
nenhuma célula pode ter uma vizinha adjacente e uma célula vizinha diagonal com uma diferenca
de nivel de refinamento maior que um, ver Greaves e Borthwick (1998) [22] e [45]. O nivel entre
os nos adjacentes ndo pode exceder 2 pois, caso contrario, a implementagdo das equagdes se

tornam muito complexas ou impossiveis, dificultando deste modo a convergéncia. Quando esse
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critério € satisfeito, diz-se que se trata de uma quadtree balanceada, onde um exemplo € ilustrado

na Figura 6, e o processo € conhecido como balanceamento.

Figura 6 — A esquerda uma quadtree ndo balanceada e 4 direita apés o balanceamento

1 1

09 L%}

[1:3 [T

[ 1 a7

L1:] L]

as as

04 1 L)

03 3

[+ 1 [}

a1 [}

o 02 04 0.6 LF] 1 L] 0z 04 0.6 08 1

Fonte: Gholinezhad, Jamshidi e Hajizadeh (2015).

Se o nimero de quadrantes vizinhos for maior que 2, ele € subdividido em 4 quadrantes
mais finos. Este processo continua até que todos os quadrantes ndo tenham mais de 2 quadrantes
vizinhos. Esta técnica aumenta o nimero de blocos da grade, porém simplifica a discretizacdo e

a implementacdo de equagdes.

Cada n6 ou quadrante possuem, no maximo, quatro vizinhos de aresta e quatro vizinhos
de vértice. Tem-se interesse em saber quais s@o os vizinhos de aresta, pois estes serdo usados na
discretizacdo das equacoes.

Ao selecionar uma célula, existem nove permutagdes diferentes, considerando tamanhos
dos vizinhos leste e oeste desta célula. Na Figura 7, tem-se a ilustracdo de todos estes casos. E
possivel notar que, somente oito dos nove sdo vidveis na grade quadtree balanceada, uma vez
que, na Figura 71, as células vizinhas leste e oeste sao ramos diferentes em uma guadtree. Para

norte e sul, os casos sdo andlogos em relacdo a célula escolhida.



42 Capitulo 4. Quadtree

Figura 7 — (a)-(h) Possiveis casos de configuracdes de estrutura quadtree; (i) caso onde nao é possivel
ser uma configuracdo de uma quadtree devido os ramos diferentes tanto ao leste e ao oeste
considerando a estrutura quadtree.

(a) (b) (©
(d) (e) ®)
(€9) () ®

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Apresenta-se um teste da implementagdo da estrutura de dados quadtree para o campo
realistico do projeto SPE10, camada 36, (disponivel em: <http://www.spe.org/web/csp>), forne-
cido pela Sociendade de Engenheiros de Petrdleo (Society of Petroleum Engineers-SPE) para a
realizacdo de simulagdes em reservatérios de petréleo. O benchmark SPE10 fornece dados de
permeabilidade em uma amostra 3D representada em células 60 x 220 x 85. A Figura 8 ilustra o
campo de permeabilidade considerado. A Figura 9 ilustra a representagdo da malha quadtree para

a camada 36. Os refinamentos de malha capturam perfeitamente o canal de alta permeabilidade.

Figura 8 — Campo de permeabilidade.

K(darcy)

3
2
1
0
-1
2
05 1.0 15 2.0 25 3.0 35
Fonte: Elaborada pelo autor.
Figura 9 — Malha quadtree camada 36 do SPEI0
1.0 T
I I
0.5
05 1.0 15 2.0 25 3.0 35

Fonte: Elaborada pelo autor.
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CAPITULO

METODO NUMERICO

Muitos fendmenos fisicos podem ser descritos por sistemas de equagdes diferenciais, mas
nem todos possuem soluc¢des analiticas. Assim, surge a necessidade da discretizacao numérica,
cujo objetivo, € obter uma solugdo aproximada para o problema, que resultam em expressoes

algébricas discretas que envolvem as grandezas fisicas do modelo matematico.

O problema proposto nesta dissertacdo exige muitas restricdes para que se obtenha sua
solu¢do analitica, isto € invidvel em um reservatério de petréleo, desse modo, torna-se necessdrio

utilizar uma formulacao numérica (CHEN, 2007).

Neste capitulo apresenta-se a forma discreta das equagdes diferenciais responsaveis por
modelar o escoamento em reservatdrios de petrdleo. A caracteristica de conservacao de grandezas

fisicas pelo o Método dos Volumes Finitos o torna-se atrativo para para o nosso estudo.

5.1 Meétodo dos Volumes Finitos

O método dos Volumes Finitos, foi introduzido em 1971 por McDonalt e estendido por
MackCormark e Pauli em 1972 para o caso bidimensional. O MVF tem como base a utiliza¢do
de uma formulagdo integral das leis de conserva¢ao no dominio fisico do problema em questao
(CARVALHO, 2005; SOUZA, 2015).

Uma vantagem do MVF € possuir a caracteristica de conservagao das propriedades fisicas
em nivel discreto, isto é, suas expressoes algébricas representam o balango da grandeza em um
volume de controle (MALISKA, 2017). Outra vantagem € a de ser flexivel para trabalhar com
diversos tipos de volume de controle, produzindo boas aproximac¢des em malhas estruturadas ou

em malhas nao-estruturadas.

A inicializacdo do MVF ¢ feita utilizando a forma integral das equagdes de conservacao
(MALISKA, 2017), o dominio € subdividido em volumes de controle contiguos e as equagdes de

conservacao sdo aplicadas a cada volume de controle. A etapa principal do método €, portanto,
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calcular os fluxos destas propriedades nas interfaces dos volumes de controle (AMBRUS et al.,
2012).

Ha duas técnicas mais utilizadas de volumes finitos: centrados nos vértices (node-
centered) e centrados em células (cell-centered), que dependem de como os volumes elementares
sao definidos, ambos sdao capazes de lidar com malhas ndo ortogonais. Nos volumes finitos
centrados em vértices, as varidveis sio definidas nos nds da malha e os volumes de controle sdo
formados ao seu redor. Na técnica dos volumes finitos centrado na célula, os nds sdo posiciona-
dos nos centroides dos elementos da malha, sendo o volume de controle definido pelo préprio
elemento da malha, ao qual estd associada as varidveis do problemas. Outra vantagem do MVF
¢ a de ser flexivel para trabalhar com diversos tipos de volume de controle, produzindo boas

aproximagoes em malhas ndo-estruturadas.

De forma geral, o método é composto pelas seguintes etapas:

* decompor o dominio do problema em volumes de controle;
» formular as equacdes integrais de conservagao para cada volume de controle;

* aplicar o Teorema da Divergéncia de Gauss (as integrais do dominio sdo transformadas

em integrais de superficie);
* aplicar algum procedimento de discretizagdo nas equacdes do modelo matemaético;

* construir e resolver o sistema algébrico obtido.

Para um caso de malha estruturada, considere-se que o dominio Q C R2 é um retangulo
la,b] X [c,d] discretizado por uma grade uniforme com espagamento Ax e Ay, como ilustrado na

Figura 10.

Desde modo, a fim de discretizar o problema proposto para uma malha estruturada,

utiliza-se 0o MVF centrado na célula, esta discretizacdo € ilustrada na Figura 11.
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Figura 10 — Discretiza¢do do dominio.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
Figura 11 — Malha centrada na célula.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2 Esquema de discretizacao malhas quadtree

Para a discretizacdo da equacdo serd utilizado o MVF, a saber, TPFA (Two-Point Flux

Approximation) e o MPFA (Multi-Point Flux Approximation) para obter o resultado desejado.

5.2.1 TPFA

O TPFA é um esquema numérico simples, com baixo custo computacional e robustez
comprovada (PEACEMAN, 2000; ERTEKIN; ABOU-KASSEM; KING, 2001; SOUZA, 2015),
utilizados em simuladores comerciais voltados para a industria petrolifera (SOUZA, 2015).
Porém, algumas restri¢cdes sao observadas quando a aplicabilidade desse método. Entre elas,

o fato de o método nao ser capaz de lidar com malhas ndo estruturadas e com tensores de
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permeabilidade que ndo estejam alinhados com a malha (SOUZA, 2015). S6 € possivel garantir
a convergéncia do método TPFA na simulagdo de reservatorios, utilizando malhas K-ortogonais,
que sdo malhas cartesianas alinhadas as direcdes principais do tensor de permeabilidade (SOUZA,
2015). A utilizacao de malhas nao K-ortogonais e/ou tensores complexos em métodos TPFA,
produzem resultados inconsistentes para o fluxo aproximado nas superficies de controle e con-
vergird para uma solucao errada, obtendo erros de primeira ordem, € mesmo com o refinamento
da malha, esses erros nao desaparecem (EDWARDS, 2006; CONTRERAS, 2017).

Com o intuito de diminuir os efeitos de orientacdo da malha e com isso melhorar a

acurécia da solugdo, utiliza-se o método MPFA, que ¢ uma generalizacdo do método TPFA.

5.2.2 MPFA

Nos anos 90 surgiu uma nova familia de métodos: os Multi-Point Flux Approximation,
cujo os pioneiros foram Aavatsmark e al. (1998), Edwards e Rogers (1998). A concepg¢ao
do MPFA implica em flexibilidade para lidar com tensores e malhas arbitrarias, corrigindo
as deficiéncias do esquema TPFA. O método MPFA possui duas caracteristicas fundamentais,
aproximacao de fluxos nas superficies de controle e a imposi¢ao da continuidade dos fluxos nas

superficies de controle.

O método MPFA é um MVF centrados na célula, pois as suas incognitas sdo armazenadas
no interior dos volumes de controle e suas propriedades sdo conservadas tanto no nivel local
quanto no global. O MPFA surgiu em contraste com o método TPFA, no qual os fluxos sdao
calculados por meio de apenas dois pontos, € 0 MPFA usa um esténcil com mais pontos (nove

considerando um dominio bidimensional em malhas estruturadas quadrilaterais).

A discretizagdo MPFA, resulta em um erro de truncamento local de ordem O(1/h)
quando aplicada a grades ndo uniformes adaptativas (RASAEIL; SAHIMI, 2009; EDWARDS,
1996). Edwards (1996), apresentou uma abordagem com a finalidade de eliminar tais erros,
tornando O(h).

Para um exemplo, considere a configuragdo de blocos apresentadas na Figura 12 .
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Figura 12 — Configuracdo de blocos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Deseja-se que a pressdo e o fluxo sejam continuos nas faces 1 e 2 e isto € obtido através
da introdugdo de pressdes médias em 1 e 2, aplicando uma aproximacdo linear por partes da
pressao sobre o tridngulo resultante /A 41,. Conforme visto anteriormente, considerando as faces
1 e 2, os fluxos no lado esquerdo sao equivalentes ao fluxo do lado direito, portanto, obtém-se

duas equacdes para as duas pressdes de face média p; e p,, respectivamente,

Pa—(p1—p2)/2 P1— DB
K =Kp—— 5.1
A ] B 2 (5.1)
Pa—(P1—p2)/2 P2 —Pc
K =K, 5.2
A ] c 2 (5.2)

onde / € a distancia entre os centros dos blocos e K4,Kp e K¢ representam a permeabilidade

horizontal das células A, B e C, respectivamente.

Eliminando p; e p; em func¢do de py, pp € pc, obtém-se o fluxo,

f

_ 4K, KpKc _re—pc\l (5.3)
4K, K+ KcKp + KoKy 2 I .
Se forem considerados apenas dois pontos, a aproximacao do fluxo dada pela equacao
(5.3) sereduz a

2KBKC PB — PcC
= 5.4
f K+ K¢ < [ ’ >-4)

que é o método TPFA. Vale ressaltar que o fluxo através da fronteira de blocos de grade ndo estru-
turados ndo podem ser aproximados pelo TPFA, devido a diferenga de tamanho entre os blocos
vizinhos e por isso é usada uma aproximacao de fluxo multipontos (MPFA) (GHOLINEZHAD:;
JAMSHIDI; HAJIZADEH, 2015) .
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5.2.3 Renormalizacao da permeabilidade (upscaling)

O engrossamento da malha quadtree € baseado em um campo de permeabilidade apre-
sentado em uma resolucdo refinada. O engrossamento utilizado aqui combina 4 células vizinhas,

folhas de mesmo nivel na quadtree, para que se tornem apenas uma.

Na literatura, sdo usadas vérias técnicas para realizar essa nova distribui¢cdo, como, por
exemplo, média harmonica, média aritmética, e média geométrica, entre outras. Cada técnica pos-
sui caracteristicas especificas para cada aplicagdo (GHOLINEZHAD; JAMSHIDI; HAJIZADEH,
2015). Para este trabalho, utilizaremos uma técnica de renormalizac¢do para o upscaling, que vem
sendo utilizada com grande aceitacdo em diversos trabalhos (GHOLINEZHAD; JAMSHIDI;
HAJIZADEH, 2015; RASAEI; SAHIMI, 2009).

Para essa renormalizagdo, dadas as permeabilidades K;, K>, K3 e K4 da malha mais

refinada, a permeabilidade efetiva da célula grossa formada pela unido dessas quatro células, é

dada por
N
K = — .
D’ (5.5)
tal que,
N = 4(Ki+K3)(K>+ Ks)(K1K3(K2 + K4) + K2 K4 (K7 + K3)), (5.6)
D = (Kl—I-Kl+K3+K4>(K1K3(K2+K4)+K2K4(K1+K3))
+ 3(Ki + K2) (K3 + Kq) (K1 + K3) (K2 + Ka). (5.7)

5.3 Discretizacao

Com efeito de ilustrar a discretizacdo, considera-se a seguinte configuragdo de malha,

dada na Figura 13.

Figura 13 — Malha quadtree.
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Substituindo a equacdo (4) em (5) tem-se
V. (-=KVp)=gq. (5.8)
Usando volumes finitos precisa-se resolver,

//VV-(—KVp) dV:/quV. (5.9)

Para resolver usa-se o Teorema da Divergéncia, logo,

V. (=KVp)dV = | —KVp-ii ds. (5.10)
J/al J

Tem-se que calcular Vp que € avaliado nas faces das células, uma vez que p é avaliado em centro

de célula. Assim,
u=—-KVp, (5.11)
calculando a integral de superficie,

/ —u-nds. (5.12)
Y

A permeabilidade K na face vai ser a média harmdnica da permeabilidade da célula que

toca a face.

O primeiro caso a ser resolvido serd a célula a. Para esse caso, tem-se o esquema ilustrado

na Figura 14.

(0,1)

(~1,0) .CL » (1,0)
P, P,
(0,-1)
P.

Figura 14 — Célula a da malha quadtree.

/ —u-ﬁdSz—(/ u-ﬁds+/u-ﬁds+/u-ﬁds+/u-ﬁds>. (5.13)
PA% w N S E

Resolvendo para cada face, tem-se
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e Fluxo sul:

/u R dS = /KpdS ( P“_pc/ds>, (5.14)
S Ay Js

Ax KK,

— ! —p). 1
AyKa“l_KC(pa pC) (5 5)

onde K; = K,K. /K, + K. é a média harmdnica e Ay e Ax € a distincia entre os centros.

e Fluxo Leste:

u-iids = K—dS Pb—Pa [ 45 (5.16)
fowas= [ 5 as= (ke [as)

Ay KaKb

=2— — Pa)- 5.17

¢ Fluxo Oeste:

Na fronteira oeste, serd imposta a condi¢c@o de contorno tipo Neumann, ou seja,

u-n=—1.

Portanto,

/u B ds = / Kap ds ~ / (5.18)
w
= —Ay.

(5.19)

¢ Fluxo Norte:

Como no caso oeste, para todas as fronteiras do dominio serd imposta a condi¢ao de

contorno tipo Neumann. Para o fluxo norte serd considerada nula, portanto

u-n=0,

/Nu-ﬁdS:/N— —dSN/OdS (5.20)
) (5.21)

A integral de g(x,y) é aproximada pela a Regra do Ponto Médio para integrais, portanto,

/V g(x,y) dV ~ Axhy q(x,y). (5.22)

Deste modo,

/ u-ﬁdS:/q(x,y) dv, (5.23)
v v
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logo,

/q(x,y)dV - —(/ u-ﬁdS+/u-ﬁdS+/u-ﬁdS+/u~ﬁdS), (5.24)
\% w N S E

AxAyq(x,y) = Ay—0+ (22—; Klj‘f;(c (Pa —pc)) +
- (2% Kf‘ﬁb (py - pa)) , (5.25)
Adygley) = By 25 (pamp) <2y p), (526)
1) = it aa g PP~ a g (e p). (52D
WD) 3e = g (PP~ g (= pa) (5.28)

Agora, vamos calcular o fluxo para a célula b. Para esse caso, temos o esquema da
Figura 15. Entdo,

(0,1)

»(1,0)

Figura 15 — Célula b da malha quadtree.

/ —u-ﬁdS:—(/ u-ﬁds+/u-ﬁds+/u-ﬁds+/u-ﬁds). (5.29)
’A% w N S E

Resolvendo para cada face, tem-se

¢ Fluxo Sul: MPFA

Para resolver a face sul, precisamos usar o MPFA e para esse caso, consideramos também

as células d e e e a média harmonica para esse caso € dada pela expressao

B 4K K> K5
- 4K K> + K (Kz —|—K3) '

(5.30)

o
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Precisa-se também determinar a pressdo no ponto »’, indicado na figura. A pressio neste

ponto (py) ¢ a média das pressdes nas células d e e,

Pd + DPe

> (5.31)

Py =

Calculando, tem-se

/Su B dS = / KS&” dSN—( pb’/ds) (5.32)

4KpK 4K, — BdZPe
_ AR Pb Ax|, (5.33)
4KdKe + K} (Kd —{—Ke) Ayn
Ax K, K K,
Ayn 4KdKe —|— Kb (Kd —|— Ke) 2
¢ Fluxo Oeste: TPFA
P _
/u-ﬁdS:/ —Kw—pdS%—(Kpr p“/ dS), (5.35)
114 w dx Ax Jw
Ay KbKa
=—|2— - . 5.36
* Fluxo Norte: Para esse caso, norte continua sendo fronteira, portanto,
u-n=0
/u B dS — / K—pdSN/OdS (5.37)
N
=0. (5.38)

e Fluxo Leste:

Novamente € um caso de fronteira, e impondo a condi¢ao de contorno tipo Neumann,

tem-se
u-n=
/u R dS = /K—dSN/ 1 ds, (5.39)
W
— Ay, (5.40)

Entao, tem-se

/q(x,y)dV = —(/ u-ﬁdS+/u-ﬁdS+/u-ﬁdS+/u-ﬁdS), (5.41)
1% w N S E

Ay K K
y_KKe <pb—pa>)—o+

qgAxAy = (2—
Ax KyK K Pa+p

Ax K, + K,
Ay 4K, K, + Kp, (Kd -+ Ke) 2
1 2 KK,

4 KpK. K, (pd + Pe )
+—2 —Pp |-
Ay* 4K K, + K, (Ky + K, 2

(5.43)
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Agora serd calculado o fluxo para a célula d, onde tem-se o esquema da Figura 16.

=
=
-

d
(-1,0) d/ 1L,y e

__________ of

Figura 16 — Célula d da malha quadtree.

¢ Fluxo Leste: TFPA

0 _
/u-ﬁdS:/KE—p s ~ (KEM/ dS), (5.44)
E E  Ox Ax  JE
Ay KdKe
=|2—= — . 5.45
¢ Fluxo Sul : TPFA
a _
/u-ﬁdS:/—K—p ds ~ <Kspd Pr dS), (5.46)
s s dy Ay Js
Ax KdKf
— — ). 5.47
Ay Ky + K7 (pa—py) (5.47)

¢ Fluxo Norte: MPFA

A pressdo no ponto d’, denotada por (py), € a média das pressoes nas células d € e, ou

seja,
Py = p";pe. (5.48)
Calculando, tem-se
a ;) — /
/u-ﬁdS:/KN—p S ~ (KNM/dS), (5.49)
N N dy Ay N
4K KpK Pafpe
= dZh e 2P Ay (5.50)
4KbKe + Ky (Kb + Ke) Ay

Ax K.KpKe .
:_[4 d2b (p"“’ —pd”. (5.51)

Ay4KyK, +Kq(Kp+Ko) \ 2
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¢ Fluxo Oeste: MPFA

A pressdo no ponto d”, denotada por (py), é a média das pressdes nas células d e f, ou

seja,
DPd+Pp
Do = Tf (5.52)
Calculando, tem-se
a —_ "
/u-ﬁdS:/ k2L as ~ (—KWM dS), (5.53)
W W dy Ax Jw
4K K K w
=— Ayl . (5.54)
4KCKf+Kd(KC+Kf) Ax
A K KK
_ {4_y dBcly (pd+pf —pd>:| _ (5.55)
AX4KCKf+Kd(KC+Kf> 2

Entao, tem-se

/q(x,y)dV = —(/ u-ﬁdS+/u-ﬁdS+/u-ﬁdS+/u~ﬁdS), (5.56)
\% w N S E

A K;K.K +
Ay — [4_y 1K Ky <Pd I?f_pd”Jr
Ax4KCKf+Kd(KC—|—Kf) 2
Ax K.KpK. Pd + Pe
-4 ~pa) |+
Ay 4Ky K. + Ky (Kp + Ke) 2
Ax KdKf Ay KdKe :|
— — —|12—= e — , 5.57
AyKd+Kf(pd pr) { Ade+Ke(p Pa) (5.57)
4 K K. K pa+p
q = 2 s f_pd +
4 K4KyK, (Pd + Pe )
e —Pd |+
Ay 4KbKe + K, (Kb —+ Ke) 2
2 KdKf 2 K K,
— — _— — . 5.58

Para as demais células, o raciocinio € andlogo, sempre observando se existe um ou dois

vizinhos por face.



57

CAPITULO

RESULTADOS

Neste capitulo apresentamos os resultados obtidos com o método descrito nesta dis-
sertacdo, gerados por cédigo implementado em linguagem MATLAB/Octave. Os testes foram

realizados considerando o modelo de Darcy

u=—KVp (6.1)
Viu=qg em QCR? (6.2)
un=g em JIQ (6.3)

para casos homogéneos (K = 1) e heterogéneos, a partir de uma malhas uniformes com discretiza-
coes de volumes finitos padrao (TPFA) e ndo uniformes (estrutura quadtree) com discretizagoes
baseadas em MPFA.

6.1 Testes de convergéncia com solucao manufaturada

6.1.1 Primeiro teste

Neste primeiro teste, consideramos o caso homogéneo (K = 1) de forma que a solugdo

para pressao € dada por
p(x,y) =x+y.

Para tanto, € necessdrio impor um termo fonte dado por
q(x,y) =V (~KVp) = —V’p=0.

A velocidade de Darcy é dada por

u=—-KVp=
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Figura 17 — Malhas uniforme e quadtree.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Por se tratar de um problema de Neumann, as condi¢cdes de contorno sao impostas diretamente
do campo u, de forma que

un=g em JQ.

Desta forma basta impor em cada fronteira:

Leste: n=[1,0],g=—1

Oeste: n=[—1,0],g=1

* Norte: i =1[0,1], g=—1

Sul: i =1[0,—1],g=1

Sabe-se que um problema de Neumann puro admite infinitas solucdes pois nao € um
problema bem posto. O resultado serd um sistema linear singular. Para tratar a singularidade do
problema, é necessdrio impor ainda um valor de pressdo fixo, que serd calculado como sendo
a presséo da célula inferior esquerda [xg,x1] X [yo,y1], onde xg = 0 = yp, x; = Axe y; = Ay. A

pressao nesta célula € calculada a partir da solugdo analitica:

X

1 1 1 1 V1
P:—/ xy)dV=——1[ x+ dV:—/ xa’x+/ d
¢ |Vk| Vkp( 2 AxAy Jv, Y AxAy Jx Yo Yy

! {X_Z‘Ax yz‘Ay]_ 1 [Ai A_yz] A | &y

2

“ady |2l T2l | Taay | 2 T2 T oAy T oar

As malhas iniciais consideradas neste teste de convergéncia podem ser vistas na Figura 26,
para os casos de malha uniforme e malha quadtree. Estas malhas foram refinadas e o erro relativo

com relagdo a solucdo analitica foi calculado. As pressdes obtidas podem ser vistas na Figura 18
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Figura 18 — Pressao TPFA, exata e aproximada.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 19 — Pressao MPFA, exata e aproximada.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

para o caso uniforme e Figura 19 para a malha quadtree. Foram selecionadas malhas refinadas
para apresentacdo destes resultados.

A convergéncia do problema usando malha guadtree € evidenciada na Figura 20 e na
Tabela 1. A estimativa da ordem de convergéncia € facilmente calculada pela expressdao dado
em LeVeque et al. (2002). Pode-se notar que a convergéncia do problema com discretizacdo de
volumes finitos MPFA na malha quadtree obteve ordem assint6tica O(h), que é o esperado para
esta discretizacao.
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Tabela 1 — Convergéncia da pressdo com malha quadtree.

Elementos h Erro Ordem | Tempo (segundos)
49 7.3750 | 0.084222 0,027969
196 3.6875 | 0.042042 | 1.0024 0,10278
784 1.8438 | 0.021813 | 0.9466 0,49832
3136 0.92188 | 0.010505 | 1.0541 2,2984
12544 0.46094 | 0.0052525 | 1.00000 18,396

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 20 — Convergéncia do problema p(x,y) = x+y utilizando malha quadtree.

Fonte: Elaborada pelo autor.

6.1.2 Segundo teste
Considere agora o mesmo problema anterior, mas com uma solucdo analitica dada por

)C3+ 3
plry) == (6.4)

Realizando de forma andloga os passos anteriores para o primeiro teste, verifica-se que o termo

fonte que resulta nesta solucao é dado por
q(x,y) = 2x+2y, (6.5)

sendo as condicdes de contorno e dessingularizacio do sistema feitos de forma andloga ao caso

anterior.

Os erros para a pressao e a taxas de convergéncia da solucdo numérica sao apresentadas
nas Tabela 2 e Figura 21 para os resultados obtidos com malha guadtree e discretizacdo por
volumes finitos MPFA, enquanto os resultados para malhas uniformes e discretizacdao por

volumes finitos TPFA podem ser vistos nas Tabela 5 e Figura 22.
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Tabela 2 — Convergéncia da pressdo com malha quadtree.

Elementos h Erro Ordem | Tempo (segundos)
49 7.3750 | 0.13696 0,029335
196 3.6875 | 0.064496 | 1.0865 0,10916
784 1.8438 | 0.031853 | 1.0178 0,51020
3136 0.92188 | 0.015900 | 1.0024 2,6518
12544 0.46094 | 0.0079522 | 0.9996 18,364

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 21 — Convergéncia do problema p(x,y) = # utilizando malha guadtree.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 3 — Convergéncia da pressdo com malha uniforme.

Elementos h Erro Ordem | Tempo (segundos)
64 7.3750 | 0,0052579 | —— 0,035843
256 3.6875 | 0,0014752 | 1.8336 0,13617
1024 1.8438 | 0,00038980 | 1,9201 0,65585
4096 0.92188 | 0,00010014 | 1,9607 3,5008
16384 0.46094 | 0,00002537 | 1,9806 27,965

Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que enquanto a ordem de convergéncia estimada a partir dos resultados para a
discretizagio em malha uniforme foi O(h?), a estimativa para a discretizacdo por volumes finitos
MPFA foi novamente de O(%), ambos de acordo com o esperado, jd que a ordem de convergéncia

méaxima do MPFA ¢ linear.
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Figura 22 — Convergéncia do problema p(x,y) = ’@ utilizando malha uniforme.

Fonte: Elaborada pelo autor.

6.2 Simulacao SPE10

O préximo exemplo considera um campo de permeabilidade realistico obtido do projeto
SPE10, que € fornecido pela Sociedade de Engenheiros de Petréleo (Society of Petroleum
Engineers-SPE). O SPE10 fornece dados de 85 camadas de permeabilidade em uma amostra 3D
do tamanho 60 x 220 x 85.

Para esse problema usa-se a camada 36 do SPE10 que, originalmente ¢ dividida em 60 X
220 células. Utiliza-se os dados mencionados para as condi¢des de contorno. Na Figura 23 pode-
se observar o campo original e na Figura 24 tem-se o resultado do processo de renormalizacao
da permeabilidade para as células da decomposi¢do quadtree, onde nota-se que os refinamentos
de malha capturam satisfatoriamente o canal de alta permeabilidade.

A solugdo para o campo de pressdo sdo mostradas na Figura 25 considerando primeira-

mente apenas um refinamento e depois trés refinamentos, com um total final de 3520 células.

Figura 23 — Campo de permeabilidade.

K(darcy)
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 24 — Campo de permeabilidade renormalizado.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 25 — Pressdo inicial e pressdo apds trés refinamentos.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

6.2.1 Exemplo 02

Neste exemplo agora, considera novamente uma parte do campo de permeabilidade
SPE10, a camada 36, porém s6 uma parte da camada, a parte central no tamanho 60 x 60. Na
Figura 26 abaixo tem-se o campo de permeabilidade tanto para o caso uniforme como para a

malha quadtree:
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Figura 26 — Campo de permeabilidade malha uniforme e quadtree.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 27 — Malha inicial uniforme e quadtree.

Fonte: Elaborada pelo autor.

E nas Figura 27 e Figura 28 ilustram a malha utilizada inicialmente, a esquerda tem-se
a malha uniforme e a direita a quadtree, para o nivel inicial e o segundo nivel de refinamento,
respectivamente. Percebe-se que na quadtree teve o engrossamento nos locais com baixa permea-

bilidade, conforme esperado.
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Figura 28 — Malhas uniforme e quadtree no segundo nivel.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 29 — Estrutura das matrizes do TPFA e MPFA, respectivamente.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura 29 ilustra a estrutura das matrizes geradas pelo TPFA e MPFA. Nota-se que a
malha ndo estruturada tem impacto na estrutura da matriz do MPFA quando comparada com a
matriz do TPFA.

O erro para a pressdo e o custo computacional sdo apresentados na Tabela 4 para os

resultados obtidos com malha a malha 60 x 60. O ganho computacional é calculo por

Trpra/ Tupra-

E possivel observar que para o primeiro nivel de refinamento consegue-se reduzir o tempo
computacional até 4 vezes. E também observa-se que em todas as etapas o método utilizando
malha quadtree o custo computacional foi menor quando comparado com a malha uniforme,

corroborando a hipétese almejada por este trabalho.
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Tabela 4 — Custo computacional. O ganho é calculado por Ty ppa /Typra-

N°TPFA | N° MPFA Erro Ganho Solver (s) | Ganho total (s)
64 46 0,1217021 4,0852 —

256 184 0,0630208 2,7253 2,20877
1024 736 0,0314632 2,0160 1,5905
4096 2944 0,01579986 1,1422 1,4067
16384 11776 | 0,00792683 1,8877 1,8193

Figura 30 — Campo de permeabilidade malha uniforme e quadtree.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

6.2.2 Exemplo 03

Agora utiliza-se a mesma idéia do exemplo anterior, porém considerando a parte inicial
do campo de permeabilidade do SPE10, camada 36. Novamente o tamanho do campo é 60 x 60.
Tem-se na Figura 30 o campo de permeabilidade considerado neste caso e na Figura 31 a
estrutura das matrizes. Observa-se que para o caso TPFA a matriz possui a mesma estrutura do
exemplo anterior, conforme esperado e para a matriz utilizando MPFA novamente € possivel ver

alteracdes nesta estrutura.
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Figura 31 — Spy das matrizes do TPFA e MPFA, respectivamente.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 5 — Custo computacional. O ganho é calculado por Trpga/Thpra

N°TPFA | N° MPFA Erro Ganho Solver (s) | Ganho total (s)
64 58 0,0715583 1,0431 —

256 232 0,0378753 1,2071 1,0232
1024 928 0,0206978 1,1697 1,5612
4096 3712 0,000758476 1,8638 1,1367
16384 14848 | 0,0000051779 1,7413 1,1325

Para este caso, também foi possivel obter ganho computacional utilizando malhas quad-
tree, a razao foi menor devido o fato do campo possuir muitos locais com alta permeabilidade
porém mesmo com uma malha menos grossa ainda houve ganho computacional. Desta forma,
conclui-se que utilizar malhas quadtree uma alternativa que apresenta vantagens, pois € possivel
reduzir o tempo computacional mantendo-se um erro aceitavel para o campo de pressdo, ndo

prejudicando o resultado final.
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CAPITULO

CONCLUSAO

Esta dissertagdo de mestrado apresenta uma metodologia para solu¢do numérica de
escoamentos em meios porosos, baseada em discretizagdes de volumes finitos em malhas

hierarquicas do tipo guadtree.

Primeiramente utiliza-se uma combinac¢do de técnicas de upscaling e renormalizagdo de
permeabilidades com a geracdo da malha guadtree, de forma a obter uma malha com menos
elementos que a original, mantendo-se uma resolu¢do menor nas regides de alta permeabilidade,

ou seja, nas regides onde o fluxo tem maior magnitude.

Utilizando uma técnica de discretizacdo baseada no MPFA (Multi Point Flux Approxi-
mation), € possivel reconstruir o fluxo entre células de tamanhos distintos, de forma a obter um

método de volumes finitos capaz de aproximar o problema em malhas guadtree balanceadas.

Resultados obtidos com cddigo desenvolvido em OCTAVE/MATLAB demonstram que
esta técnica pode ser aplicada para simulacdo de escoamentos em meios porosos modelados
por Darcy. As ordens de convergéncia observadas foram compativeis com as esperadas para

problemas homogéneos com solugio manufaturada, sendo O(h?) para as malhas uniformes e

Por fim, simulacdes com campos heterogéneos realistas demonstram que € possivel
reduzir o custo computacional devido ao engrossamento da malha em regides menos importantes
em até quatro vezes, mantendo-se uma precisao satisfatdria, devido a boa resolucao mantida nas

regides de alta permeabilidade, onde o fluxo no meio poroso é dominante.
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