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Resumo

O enchimento de reservatorios hidrelétricos provoca impactos ambientais, interferindo
nos ecossistemas e nos modos de vida das populacoes envolvidas, pois durante este processo
a biomassa terrestre é decomposta lancando substancias que se concentram nos volumes
dos diferentes compartimentos do reservatorio. Nestas condigoes, algumas regioes do re-
servatorio passam por periodos em que os teores de oxigénio dissolvido e a concentracao
de matéria organica comprometem o equilibrio da flora e fauna locais, afetando tanto a
qualidade das dguas como também os ecotonos vizinhos. Neste trabalho, sera tratado o
problema do transporte das concentragoes das espécies constituintes, da temperatura e da
turbuléncia, 2D e 2DH, durante o enchimento de compartimentos de reservatorios.

Palavras-chave: Temperatura. Espécies Constituintes. Semi-Lagrangeano. Método de
Elementos Finitos
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Abstract

The wadding of hidroelectric reservoirs provokes ambient impacts, intervening with the
ecosystems and the ways of life of the involved populations, because during this process
the terrestrial biomass is decomposed launching substances that stay concentrated in the
volumes of the different compartments of the reservoir. In these conditions, some regions
of the reservoir pass for periods where the texts of dissolved oxygen and the concentration
of organic substance compromise the balance of the local flora and fauna, affecting as much
the quality of waters as the neighboring ecotones. In this work, will be treated the problem
of the transport of the concentrations of the constituent species, of the temperature and
the turbulence, 2D and 2DH, during the wadding of compartments of reservoirs.

Key-Words: Temperature. Constituent Species. Semi-Lagrangian. Method of Finite
Elements



vi



2.1

2.2

2.3
3.1
6.1
7.1

8.1

8.2
8.3

8.4

8.5
8.6
8.7
8.8
8.9

8.10
8.11
8.12
8.13
8.14
8.15
8.16
8.17
8.18
8.19

Lista de Figuras

Um elemento finito €2, no plano x — y obtido como a imagem de 7. do
correspondente elemento mestre Q no plano £ —n. O mapeamento inverso
também ¢ indicado. . . . . ... Lo
Mapeamento linear do elemento €2, para o elemento mestre Qeo mapea-
mento INVErSO. . . . . . . . . . . i e e e
Areas dos subtriangulos e as coordenadas de area. . . . . . ... .. ... ..

Esquema da formulagao Semi-Lagrangeana. . . . . . . . .. .. ... .. ...
Profundidade (h), elevacao (1) e superficie de referéncia. . . . . . .. .. ..
Escoamento de um fluido entre duas placas planas e paralelas. . . . . . . ..

Comparacao entre os resultados numéricos e a solucao analitica da tempera-
tura na saida de fluidodocanal . . . . . . ... ..o
Solugao numérica em todoocanal . . . . . . . ...
Teste de convergéncia para a temperatura com, At = 0,01, At = 0,001 e
At =0,0001. . . . ..
Comparacao entre os resultados numéricos e a solugao analitica no meio do
canal e na direcao do escoamento. . . . . . . .. ... L
Solugao numérica em todo o canal paraa DBO. . . . ... ... .. ... ..
Solu¢ao numérica em todo o canal parao OD. . . . . ... .. ... ... ..
Mancha de DBO nocanal. . . . . ... ... ... ... ... L.
Comportamento do OD. . . . . . . . . ... . ... ...
Geometria utilizada na simula¢ao do problema com saida de fluido em regiao
CUIVA.  + + v v v v e e e e e e e e e
Malha da geometria curva gerada pelo Fasymesh. . . . . . . . .. ... ...
Velocidade com saida de fluido na curva da geometria. . . . .. .. ... ..
Temperatura com saida de fluido na curva da geometria. . . . . .. ... ..
Temperatura com saida de fluido na curva da geometria. . . . . .. ... ..
Transporte de DBO na geometria curva. . . . . . . .. .. ... ... ....
Transporte de OD na geometria curva. . . . . . . . .. ... ... ... ...
Mancha de DBO na entrada de fluido da geometria curva em ¢ ~ 60s
Mancha de DBO na entrada de fluido da geometria curva em ¢t ~ 24h . . . .
Mancha de OD na entrada de fluido da geometria curva em ¢t ~ 60s . . . . .
Mancha de OD na entrada de fluido da geometria curva em ¢t ~ 24h . . . . .

vil

29



Lista de Figuras

8.20
8.21
8.22
8.23
8.24
8.25
8.26
8.27
8.28
8.29
8.30
8.31
8.32
8.33
8.34
8.3
8.36
8.37
8.38
8.39
8.40
8.41
8.42
8.43
8.44
8.45
8.46
8.47
8.48
8.49
8.50
8.51
8.52
8.53
8.54
8.59
8.56
8.57
8.58
8.59
8.60
8.61
8.62

8.63
8.64
8.65

Geometria utilizada na simulacao do problema em uma placa com contragao.
Malha gerada pelo Fasymesh. . . . . . . . .. . .. L.
Velocidade na placa com contracao. . . . . . . . . .. ... ... ...
Transporte da temperatura na placa com contragao. . . . . . . ... .. ...
DBOemta~60s . .. ... . .. . . e
DBOemt~240s . . . . . . . . . e
DBOemta1h . . . . . . e
DBOemt=a8h . . . . . . . . e
DBO emt=a12h . . . . . . . e
DBO em t=a24h . . . . . . . e
ODemt=a30s .. .. . . . . . e
ODemta240s . . . . . . . o v e e
ODemtax1h . . . . . . e
ODemta8h . . . . . . . . e
ODemt=12h . . . . . . . . e
ODemt=a24h . . . . . . . . .
Geometria utilizada para a simulacao do problema numa expansao brusca.
Malha nao estruturada gerada pelo Fasymesh. . . . . . . . . . .. ... ...
Transporte da temperatura numa expansao brusca. . . .. .. ... ... ..
Transporte de DBO numa expansao brusca. . . . . .. .. ... .......
Transporte de OD numa expansao brusca. . . . .. .. ... ... ......
Malha nao estruturada gerada pelo Fasymesh. . . . . . . . . . ... ... ..
Transporte de temperatura. . . . . . . .. ... .. ... ...
Transporte de duas manchas de DBOemt~60s . .. ............
Transporte de duas manchas de DBOem t~240s . . . .. .. .. ... ...
Transporte de duas manchas de DBOemt=~1h . . . . . . . ... ... ...
Transporte de duas manchas de DBOemt~8h . . .. .. .. ... .....
Transporte de duas manchas de DBOemt~12h . . . .. .. .. ... ...
Transporte de duas manchas de DBOem t~24h . .. .. .. ... .. ...
Transporte de uma mancha de OD em t~60s . . . . . ... ... ......
Transporte de uma mancha de OD em t ~240s . . . . .. ... .. .. ...
Transporte de uma mancha de ODemt~1h . . . . . .. .. . ... ....
Transporte de uma mancha de ODemt~8h . .. ... ... ... .....
Transporte de uma mancha de ODemt~12h . . . . . . . . . .. ... ...
Transporte de uma mancha de OD em t ~24h . . . . . . . .. .. ... ...
Malha representando um terreno a ser alagado: Caledonia. . . . . . . .. ..
Entradas e saida de fluido na malha da Caledonia. . . . . . .. ... .. ...
Velocidade em toda a Caledonia. . . . . . .. ... . ... ... .......
Transporte de temperatura em toda a Caledoénia. . . . .. .. ... .. ...
Transporte de DBO em toda a Caledonia. . . . .. ... ... ........
Transporte de OD em toda a Caledoénia. . . . . .. ... ... ........
Geometria do canal 2DH. . . . ... ... Lo
Comparacao entre a solucao numérica e a analitica para a temperatura 2DH
na saida de fluidodo canal. . . . . .. .. .. ... ... L.
Solucao numérica para a temperatura 2DH em todo o Canal. . . . . . . . ..
Comparacao entre a solucao numérica e a analitica do Modelo OD-DBO.
Solugao para DBO em todoocanal. . . . . . . ... ... ... ... ...

viii

60

64



Lista de Figuras

8.66
8.67
8.68
8.69
8.70
8.71
8.72
8.73
8.74
8.75

Solugao OD em todoocanal. . . . . . .. ... ... 76
Geometria Cocho 2DH. . . . . . .. . . ... 76
Solugao numérica para a temperatura 2DH na geometria Cocho. . . . . . . . 76
Solugao numérica para a DBO na geometria cocho. . . . . . ... ... ... 7
Solugao numérica para o OD na geometria cocho. . . . . . .. ... .. ... 77
Escalade cores. . . . . . . . ... 7
Geometria para o problema. . . . . . . ... L L 78
Valores de x1 para Reynolds 100 e 200. . . . . . . . . . . ... ... ..... 79
Valores de x1 para Reynolds 400, 600 e 800. . . . . . . ... .. ... .... 79
Comparacao entre resultados numéricos e experimentais. . . . . . . .. . .. 80



Lista de Figuras




1.1

8.1

8.2

Lista de Tabelas

Relacao de algumas das espécies constituintes citadas na literatura. . . . . . 12

Atribuigoes para cada parametro da equacao geral do transporte das con-
centracoes de espécies constituintes de acordo com o modelo de cinética de
reacao quimica OD-DBO. . . . . . .. ... o oo 54
Estimativas para @y . . . . . . . .. 78

x1



Lista de Tabelas

xii



Sumario

Introducao

1 Equagoes Governantes

1.1 Introducao . . . . . . . . o L
1.2 Equagoes de Navier-Stokes . . . . . . . . . ... .o
1.3 Equacao do transporte da Temperatura . . . . . . . ... ... ... .....
1.4 Equacao do transporte das Concentracoes de Espécies Constituintes . . . . .
1.4.1 Modelo Cinético para duas Concentracoes de Espécies Constituintes .
1.4.2  Modelo Cinético para trés Concentracoes de Espécies Constituintes

Método de Elementos Finitos

2.1 Introducao . . . . . . . . .

2.2  Conceitos Béasicos de Elementos Finitos . . . . . . . . . . .. .. ... ....

2.3 Calculo Sobre o Elemento Mestre . . . . . . . . .. ... ... ... .....
2.3.1 Elementos Triangulares . . . . . . . .. .. ... .. ... ... ..

Formulacao Semi-Lagrangeana
3.1 Imtroducao . . . . . . . .
3.2 Esquema da Formulacao . . . . . . .. . ... ... oL

Discretizagcao das Equagoes dos Transportes

4.1 Introducao . . . . . . . ..

4.2 Discretizagao da Equacao do Transporte da Temperatura . . . . . . . . . ..
4.2.1 Formulacao Variacional da Equacao do Transporte da Temperatura .
4.2.2 Meétodo de Galerkin para a Equacao do Transporte da Temperatura .

4.3 Discretizacao da Equacao do Transporte das Concentragoes de Espécies Cons-
tituintes . . . . . . L

4.3.1 Linearizacao . . . . . . . . . ...

4.3.2 Formulacao Variacional da Equacao do Transporte das Concentracoes
de Espécies Constituintes . . . . . . . . . . .. .. ... . ... ..

4.3.3 Meétodo de Galerkin para a Equacao do Transporte das Concentracoes
de Espécies Constituintes . . . . . . ... ... ... ... ...,

13
13
13
14
17

21
21
21

23
23
23
24
25



Sumério

5 Modelo de Turbuléncia 35
5.1 Incorporacao de um Modelo de Turbuléncia as Equacoes de Navier-Stokes . . 35
5.2 Modelo Algébrico . . . . . . . . 38

6 Modelo 2DH 39
6.1 Introducao . . . . . . . . . . 39
6.2 Modelo Baseado na Média Vertical . . . . .. . ... ... ... ... ... 41
6.3 Modelo 2DH para o Transporte da Temperatura . . . . .. .. ... ... .. 42

6.4 Modelo 2DH para o Transporte das Concentracoes de Espécies Constituintes 42

7 Problemas-teste para o Transporte da Temperatura e das Concentragoes

de Espécies Constituintes 45
7.1 Introducao . . . . . . . . 45
7.2 Transporte da Temperatura . . . . . . . . .. ... L 45
7.3 Transporte de Concentracoes de Espécies Constituintes . . . . . . . .. . .. 47
7.4 Modelo de Cinética de Reacao Quimica . . . . . . . . . ... ... ... ... 48
7.4.1 Modelo OD-DBO . . . . .. ... ... ... . 48

8 Resultados Numéricos e Validagao 51
8.1 Imntroducao . . . . . . . . . o1
8.2 Simulagao do Escoamento em um Canal . . . . ... ... ... ... .... 51
8.2.1 Temperatura . . . . . . . . . .. 51
8.2.2 Espécies Constituintes . . . . . .. . . .. ... ... ... ... .. 23

8.3 Simulagao em Dominio com Geometria Curva . . . . . ... ... ... ... 56
8.3.1 Temperatura . . . . . . .. . .. L o7
8.3.2 Espécies Constituintes . . . . . . . . . .. ... .. ... ..., 28
8.3.3 Simulagao de uma mancha de DBO e OD na geometria curva . . . . 58

8.4 Simulagao de uma Placa com Contracao . . . . .. .. .. ... ... .... 60
8.4.1 Temperatura . . . . . . . . . . .. 61
8.4.2 Espécies Constituintes . . . . . . . . . .. .. ... ... 62

8.5 Simulagao numa Expansao Brusca . . . . . .. . ... ... L. 64
8.5.1 Temperatura . . . . . . . . . . ... 64
8.5.2 Espécies Constituintes . . . . . . . . ... ... ... ... 65

8.6 Resultados com uma geometria complexa . . . . . . . . .. . ... L. 66
8.6.1 Temperatura . . . . . . . . . . ... 66
8.6.2 Espécies Constituintes . . . . . .. . . .. .. ... ... 67

8.7 Simulagdo em uma geometria de um terreno: Caledénia . . . . . . . .. . .. 70
87.1 Velocidade . . . . . . . . . . ... 71
8.7.2 Transporte da Temperatura . . . . . .. ... .. ... ... .. .. 71
8.7.3 Transporte dos constituintes OD-DBO . . . ... ... ... ..... 71

8.8 Resultados para o Modelo 2DH . . . . .. .. ... ... ... .. ...... 74
8.8.1 Simulacao no Canal 2DH . . . . . . .. . ... ... 74
8.8.2 Temperatura 2DH . . . .. . . ..o o o 74
8.8.3 Espécies Constituintes 2DH . . . . . .. ... ... ... ... ..., 74

8.9 Simulagao na Geometria Cocho . . . . . . ... ... ... ... ... ... 76
8.9.1 Temperatura . . . . . . .. . . L 76
8.9.2 Espécies Constituintes 2DH . . . . . .. ... .. ... ... ..., 7

Xiv



Sumério

8.10 Resultados para o Modelo de Turbuléncia

Consideragoes Finais

XV



Sumério

XVi



Introducao

Neste trabalho sao apresentadas as equacoes que governam o transporte de proprieda-
des, temperatura e espécies constituintes, consideradas durante o enchimento de compar-
timentos de reservatorios, que sao terrenos a serem alagados na construcao de uma Usina
Hidrelétrica.

O objetivo deste trabalho é resolver numericamente estas equacoes dadas de uma forma
geral, mas que podem ser aplicadas a diferentes modelos e diversos niimeros de escalares. A
equacao do transporte de espécies constituintes é dada e resolvida numericamente de uma
forma geral, isto é, considerando n espécies e diferentes reacoes cinéticas entre elas e tem
a flexibilidade de se adaptar a diversos modelos cinéticos de reagoes quimicas de espécies
constituintes, como é o caso do modelo OD-DBO aqui considerado.

O presente trabalho é parte integrante de um conjunto de modulos que tem por objetivo
final gerar um software capaz de simular diversos cenarios, relacionados a fatores que possam
vir a afetar a qualidade da 4gua, durante o enchimento de compartimentos de reservatorios.

Mais especificamente, este trabalho pertence ao modulo que compoem os simuladores,
sao eles: Hydro e Transport. Onde o simulador Hydro resolve as equacoes de Navier-Stokes
e o simulador Transport que é composto pelos simuladores Thermo e Species resolvem as
equacoes do transporte da temperatura e das espécies constituintes respectivamente.

A resolucgao das equacoes do transporte segue uma abordagem euleriana e depende da so-
lugao das equacgoes de Navier-Stokes, isto é, com as velocidades fornecidas por Navier-Stokes,
utiliza-se a formulagao Semi-Lagrangeana e os escalares no tempo anterior para calcular os
mesmos no tempo (n + 1).

O foco deste trabalho foi desenvolver os simuladores do transporte, Thermo e Species,
e também o simulador da turbuléncia através da introducao de um modelo de turbuléncia
as equagoes de Navier-Stokes, construindo assim o simulador 7urb utilizando o simulador
Hydro ja existente.

Dentre os escoamentos que usualmente ocorrem no ambito de interesse da engenharia,
praticamente todos sao turbulentos, tais como em canais, condutos forcados, lagos, estua-
rios, oceanos, entre outros. Muitos dos problemas classicos da engenharia relacionados
a turbuléncia ainda nao foram satisfatoriamente resolvidos devido ao nivel de complexi-
dade apresentado pela turbuléncia, entretanto, modelos simplificados dessa realidade tem
sido propostos como forma de se analisar alguns problemas [Eiger, 1981]. Neste trabalho é
adotado um modelo Algébrico para a turbuléncia.

As questoes voltadas a disponibilidade e ao uso da 4dgua no planeta, comecaram por
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volta do século XX e tém gerado preocupacoes, despertando assim a necessidade de se
realizar estudos e projetos voltados as questoes ambientais.

As evidéncias de que a dgua nao é um recurso inesgotavel, sobretudo a sua porcao de-
nominada aguas doces ou continentais geram preocupacoes quanto ao Uso e a ocupacao
das bacias e/ou microbacias hidrograficas, pois esses agentes sao capazes de alterar a quali-
dade da adgua, mesmo que estes efeitos e impactos ambientais possam vir a acontecer daqui
a dezenas de anos, como é o caso da construcao de barragens hidrelétricas, onde com o
enchimento dos compartimentos, a qualidade da dgua pode ser comprometida devido a va-
rios fatores tais como detritos organicos e inorganicos a serem incorporados no reservatorio
[Soares, 2003].

Sendo assim, faz-se necessario o estudo da qualidade dessa dgua, para tanto, a simula-
cao do transporte das propriedades ¢ importante para que possa ser diagnosticado como
ficard a qualidade da &gua dos reservatorios levando-se em consideracao a distribuicao da
temperatura, oxigénio dissolvido, a biomassa e as concentragoes presentes.

Isso é possivel gracas ao avanco da tecnologia e da informatizacao, devido a sua capaci-
dade em armazenar uma grande quantidade de dados, permitindo a geracao de prognésticos
sobre as questoes relativas aos sistemas aquaticos, podendo assim, antever os diversos ce-
narios decorrentes das alteracoes das condicoes hidrodinamicas.

O principal parametro de caracterizacao dos efeitos da poluicao das dguas por despejos
organicos, é o oxigénio, sendo este um dos principais indicadores de qualidade da agua.
Isto é, a presenca de poluentes tais como os de origem organica provocam a diminuicao da
concentragao de oxigénio. Os modelos de qualidade da agua tém sido usados para monito-
ramento e principalmente controle de poluicao de corpos de agua. Estes modelos consistem
em simular as concentracoes de substancias que podem estar dissolvidas ou em suspen-
sao. O modelo de cinética de reagdo quimica OD-DBO (Oxigénio Dissolvido e Demanda
Bioquimica de Oxigénio), considerado neste trabalho, descreve o langamento de uma fonte
pontual de DBO em um corpo de agua |Rosman, 2006].

A simulacao de escoamento de fluidos é uma &area de fundamental importancia nas si-
mulagoes numéricas. A modelagem matemaética das leis de conservacao, no estudo dos
escoamentos de fluidos incompressiveis, ¢ estabelecida pelas equagoes de conservacao de
massa e de Navier-Stokes [Landau, 1959, que serd utilizada aqui como uma ferramenta
fundamental juntamente com a formulacao Semi-Lagrangeana para a simulacao dos trans-
portes térmicos e de espécies constituintes. Serd utilizada também uma estrutura de dados
topologica para manipulagao das equagoes e demais dados do problema. Foram resolvidos
aqui problemas considerando as abordagens 2D e 2DH.

O presente trabalho esta organizado da seguinte maneira:

No capitulo 1 apresenta-se as equagoes governantes para o problema;

No capitulo 2 é apresentado o método de Elementos Finitos utilizado na discretizagao
das equacoes;

No capitulo 3 é apresentada a Formulagao Semi-Lagrangeana;

No capitulo 4 as equacoes utilizadas sao discretizadas;

No capitulo 5 apresenta-se um modelo de turbuléncia;
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e No capitulo 6 apresenta-se o modelo 2DH;
e No capitulo 7 sao apresentados os problemas-teste utilizados na validacao numérica;
e No capitulo 8 tem-se a validacao e os resultados das simulacoes para 2D e 2DH;

e Finalmente, tem-se as conclusoes e contribuicoes deste trabalho;






CAPITULO

Equacées Governantes

1.1 Introducao

A simulacao de escoamento de fluidos é uma area de fundamental importancia nas
simulagoes numéricas. A modelagem matematica das leis de conservacao, no estudo dos
escoamentos de fluidos incompressiveis, é estabelecida pelas equagoes de conservacao de
massa, quantidade de movimento e energia.

Para resolver problemas de escoamento de fluidos deve-se definir o que é um fluido e
classificar o tipo de escoamento. Um fluido pode ser definido como uma substancia, que
normalmente encontra-se nos estados liquido ou gasoso sendo estes incapazes de resistir as
forcas que causam tensoes. Um escoamento pode ser definido como laminar ou turbulento,
em que:

Escoamentos Laminares: é um tipo de escoamento ordenado e bem comportado.

Escoamentos Turbulentos: quando ocorre um aumento da vazao o escoamento sofre
transicao para um regime desordenado e caodtico, dando origem a um escoamento mais
complexo.

4

A dinamica dos fluidos é a ciéncia que descreve o movimento de fluidos e estuda os
fenomenos que envolvem fluidos em movimento. Suas leis sao conhecidas como Leis de
Conservacao, pois durante a evolugao temporal de um escoamento, propriedades como
massa, movimento e energia sao consideradas.

As varidveis que identificam o estado de um fluido incompressivel e isotérmico sao: a
velocidade u em cada ponto e a pressao p, sendo estas variaveis agrupadas em equagoes
conhecidas como equacgoes de Navier-Stokes.

Para se especificar o movimento de um fluido em uma dada regiao do espaco, sao
encontradas na literatura dois tipos de abordagens: a descricao Euleriana e a descricao
Lagrangeana.

Na formulacao Lagrangeana, define-se uma regiao material formada por um conjunto

de particulas de fluido denominada de volume de controle Lagrangeano, ou ainda regiao
material. Conforme as particulas se movimentam no escoamento, esta regiao se deforma, e
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nao ha fluxo de massa através de suas fronteiras.

Na formulagao Euleriana, define-se uma regiao fixa no espaco, que nao se deforma
com relacao ao tempo, onde o comportamento do fluido serd estudado. Nesse caso, héa
fluxo de massa pelas faces desse volume de controle, e as equacoes para o escoamento sao
determinadas a partir do balango de fluxos neste volume de controle.

Neste trabalho serd considerada a formulacao Euleriana.

Serao apresentadas aqui as equacgoes de Navier-Stokes, do transporte da temperatura e
as equacoes de transporte das concentracoes de espécies constituintes.

1.2 Equacoes de Navier-Stokes

As equacgoes de Navier-Stokes sao apresentadas neste trabalho, pois possui uma funda-
mental importancia na discretizacao e resolucao das equacoes do transporte da temperatura
e das espécies constituintes, que serao descritas com mais detalhes no Capitulo 4.

As equagoes de Navier-Stokes adimensional escrita na formulagao Euleriana sao dadas
por:
V-u=0, (1.1)
Dpu 1 T 1
=TT i v — 1.2
D Vp+ ooV [V + Vud)l + 509 (1.2)

que sao as equacoes de conservacao de massa e da conservacao de quantidade de movimento
respectivamente. Onde,

u = (u,v) é o vetor velocidade,
p é a massa especifica;

1 é a viscosidade;

P: Pressao;

g: ¢ a gravidade;

D

% é a derivada material dada por:
Dpu  Opu
b s 1.
D1 5 uVpu (1.3)

onde u = (u,v), com u e v sendo as velocidades nas dire¢oes z e y respectivamente.

Niamero de Reynolds (Re): é a razdo entre as forcas viscosas no escoamento, dado

por

Mo 140

Re

(1.4)

em que os valores de referéncia sao a massa especifica (pg), comprimento (L), velocidade (U)
e as viscosidades g e 1y, onde pg é a viscosidade dinamica e vy é a viscosidade cinemaética.

Numero de Froude (Fr): é a razdo entre as forgas inerciais e as forgas gravitacionais,
isto é,

Fr=— (1.5)

No Capitulo 5 sera descrito e introduzido um modelo de turbuléncia a essas equacgoes.
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1.3 Equacao do transporte da Temperatura

Do ponto de vista da engenharia do meio ambiente, o conhecimento da variacao da
temperatura no corpo de agua é particularmente importante por trés razoes: as descar-
gas de efluentes em diferentes temperaturas podem causar efeitos negativos no ecossistema
aquatico, a temperatura influencia as reacoes quimicas e bioldgicas e a variacao da tempe-
ratura afeta a densidade da agua, e como consequéncia, altera os processos de transporte
|[Rosman, 2006].

A forma geral da equacao do transporte da temperatura aqui considerada é dada por

[Sabatini, 2002]

DT
D = V- (aVT) (1.6)

que ¢é a equacao de conservacao de energia, na qual,

T: é a temperatura,

a = =-: & o coeficiente de difusividade térmica do fluido, onde:

N
k: é o coeficiente de condutividade térmica,
Cp: 0 calor especifico a pressao constante, e

p: ¢ a densidade do fluido.

1.4 Equacao do transporte das Concentracoes de Es-
pécies Constituintes

Em relagao aos mecanismos de transporte de um constituinte em um corpo de adgua, o
processo advectivo é dominante, surgindo assim uma enorme dependéncia entre a simulacao
hidrodinamica e o processo de transporte. No entanto, os processos difusivos também sao
muito importantes para a definicao do transporte.

Segundo |Eiger, 1981|, um determinado constituinte é transportado de acordo com a

seguinte equagao:
De _rvreqts (1.7)
— = c . .
Dt

onde ¢ é o valor instantaneo da concentracao do constituinte, I' é o coeficiente de difusao
molecular desta concentracao, e S, é o termo fonte-sumidouro de c.

A forma geral da equacao do transporte das concentracoes de espécies constituintes
considerada neste trabalho é dada por:

DC Nmazx NPy, n NP, n P
1 Qi iy e g
5r =V Qo Ve) + ) ( i [T emn™ = cZ”u;;Hcm;“) +S, (18
A=1 j=1 p=1 j=1 p=1
WjEHﬁ ﬂ'jeﬂﬁ

na qual

e ¢;: sao as concentracoes de espécies constituintes, onde ¢ varia de acordo com o niimero
de constituintes;

e \p,: serd um escalar;
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® ;e it sao as constantes cinéticas;

® jri s ﬂﬂjpj e 7, sao os expoentes que aparecem nas concentragoes de espécies cons-
tituintes;

e NP;: é o nimero de termos no somatoério, dado por:

NPn:<n;1): (n—1)! (1.9)

nl((n—1) —n)!

em que
n: é o nimero de concentragoes de espécies constituintes.
n: é o nimero de concentracoes de espécies constituintes a serem combinadas nos
produtorios.

® N, € 0 numero maximo de espécies constituintes que podem ser combinadas nos
produtorios.

Assim, para n espécies constituintes tem-se,
Nmaz =N — 1

en=1{1,..., imaz }-
e S; ¢ o termo fonte e serd baseado na massa do elemento e terd a seguinte forma

na qual

M;: é a massa a ser considerada, e

dM -
S8 = kM,
dt

ki = ki(T,u,v,w) T: éa temperatura

e [[;: é um conjunto cujos elementos sao todas as possiveis combinagoes de I =
{1,..,n}, conjunto dos indices das espécies constituintes consideradas, a menos de
um elemento 7 que corresponde ao indice da espécie constituinte ¢; que estiver sendo
calculada. Assim,

Hﬁ = {ﬂ-j ‘j: 1,...,Npﬁ}
com

7Tj:{7ij |p:1,...,ﬁ}, j:17,NPfL

De posse da equagao geral (1.8) pode-se obter equagoes especificas para modelos de
cinética de reacao quimica das espécies constituintes, considerando duas ou mais espécies
constituintes.

Para ilustrar os procedimentos descritos acima para n espécies constituintes, seguem os
calculos e consideracoes para dois e trés constituintes.
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1.4.1 Modelo Cinético para duas Concentracdes de Espécies Cons-
tituintes

Considerando os calculos para duas concentracoes de espécies constituintes, tem-se:

Sejam c; e ¢y duas espécies constituintes a serem consideradas, logo n = 2 e como
N = Nmaz = 1, tem-se:

n—1 1!
NP1:< - ):mzl. (1.11)

Logo, NP, = 1.

Assim, a equacgao geral (1.8) serd escrita

1 1 1 1 1
Dc; Qi e
Dct =V - (Ap, V) + E ( E i ch;p“’ - E ¢ H i;p]) + S; (1.12)
n=1 j=1 p=1 j=1 p=1
5 E 1 wi€ll;

Comon=2n=1e NP, =1 tem-se [ = {1,2}

I, = {n;}, onde
1 2{7711}

Calculando 7, para cada espécie constituinte tem-se:
Espécie Constituinte ¢,

Considerando a concentracao de espécie constituinte c¢; o indice 1 deve ser eliminado de
I, restando apenas o indice 2, isto &, I = {2}. Logo

™ = {2}

Espécie Constituinte c;

Procedendo da mesma forma para a concentragao c,, tem-se:

T = {1}

Entao, para i =1

Dc

7; =V (\p,Ver) — pl e + 5, (1.13)
e para 1 = 2

D

FC; =V (/\DQVCQ) u210321cf11 + SQ (114)

Estas sao as duas equacoes para um modelo de reacao cinética entre duas concentra-
coes de espécies constituintes considerando a forma geral. Para se obter uma formulagao

especifica, basta especificar cada um dos parametros que aparecem nas equagoes (1.13) e
(1.14).
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1.4.2 Modelo Cinético para trés Concentracdoes de Espécies Cons-
tituintes

Sejam c1, ¢y e c3 trés espécies constituintes a serem consideradas, logo

o [ ={1,23},
o n =23,
L ﬁJma:zc:2,

o n=1{1,2}
Calculando NP, e NP,, tem-se

NP1 - 2
e
NPQ = 1
Assim,
e Para NP, =2en =1, tem-se
II; = {Wz,@}
7T1={7T11}
7T2:{7T21}

Calculando II; para cada espécie constituinte tem-se:

Espécie Constituinte ¢,

Considerando a espécie constituinte c¢; o indice 1 deve ser eliminado de [ e as combina-
¢oes deverao ser feitas com os indices restantes, isto é, I = {2,3}. Assim

™ = {2}
Tg = {3}

Espécie Constituinte c;

Procedendo da mesma forma para o constituinte ¢y o indice 2 deve ser eliminado de [
e as combinagoes deverao ser feitas com os indices restantes, isto é, I = {1,3}. Logo,

T = {1}
T = {3}

10



1.4 Equacao do transporte das Concentracdes de Espécies Constituintes

Espécie Constituinte c3

De maneira andloga para o constituinte c3 o indice 3 deve ser eliminado de [ e as

combinagoes deverao ser feitas com os indices restantes, isto é, [ = {1,2}. Assim
m = {1}
m = {2}
e Para NP, =1en =2, tem-se
Iy = {m;}
™ = {7T11;7T12}
Calculando II, para cada espécie constituinte tem-se:

Espécie Constituinte c;

Considerando a concentracao de espécie constituinte ¢; o indice 1 deve ser eliminado de
I e as combinagoes deverao ser feitas com os indices restantes, isto ¢, I = {2,3}. Assim

™ = {2, 3}

Espécie Constituinte c;

Procedendo da mesma forma para o constituinte ¢y o indice 2 deve ser eliminado de [
e as combinacoes deverao ser feitas com os indices restantes, isto é, I = {1,3}. Assim

m = {1,3}.

Espécie Constituinte c3

De maneira andloga para o constituinte c3 o indice 3 deve ser eliminado de I e as

combinagoes deverao ser feitas com os indices restantes, isto é, I = {1,2}. Assim
™ = {1, 2}

Logo, a equagdo (1.8) sera escrita

De 2 NPy, n NP, n P
i § : / Yjmip § : Yij M 7 ipJ
Dt =V- ()\DZVCZ) + § ( luij Cmjp ™ — G luij Crjp + SZ
A=1 N j=1 p=1 j=1 p=1
Wjeﬂﬁ WjEHﬁ

Portanto,

2 1 2 1
DCZ g ij ﬁﬂ" j
v o)+ (i T - 30 @ T[4

j:1 p:l ]:1 p:l
5 H1 ﬂjeﬂl
1 2 1 2 3
/ YT ip Yij ipd
+ ( § Hij | | Crjp — § Ci "My | | Tjp + 87«
J=1 p=1 J=1 p=1
m;E€lly mi€ll

(1.15)

(1.16)
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Entao,
para i =1

D¢y 71 P21 12 B31 I Q12,013 Y11 P21 B31

Tt:v'()‘mvcl) pielt e — el e 4 pyy e a3t — pfiet e g™ + 51 (1.17)
para i = 2

DCQ Y21 P11 Y22 331 11 0413 Y21 B11 531

Di V- (Ap,Vea) — e M — pugpes®™ 5™ + gy cf — pp 63y +5; (1.18)
para i =3

DC3 31 P11 Y32 B22 PRacE! a12 v31 511 521

Dt =V - (A\p,Ve3) — N3lc3 €y N32C3 Cy + N31 N3103 C + 53 (1.19)

Estas sao as trés equacoes para um modelo de cinética de reacao quimica para trés
concentragoes de espécies constituintes, considerando a forma geral. Para se obter uma
formulacao especifica, basta especificar cada um dos parametros que aparecem nas equagoes
(1.17), (1.18) e (1.19).

Aumentando o ntimero de constituintes segue-se de maneira anéloga com os procedi-
mentos anteriores e sua forma geral de obtencao.

Sendo assim, dado o modelo de cinética de reagao quimica, obtido de forma geral para
o numero de espécies constituintes desejado, existem na literatura modelos para reacoes
cinéticas envolvidas nos processos de transformacao considerados para cada substancia mo-
delada e podem ser encontrados em [Schladow, 1997|, sendo que algumas delas sdo expostas
na Tabela (1.1).

Espécie Constituinte Simbolo
Amonia c
Nitrato Co
Fosforo total C3
Biomassa de Fitoplancton Cy
DBO: Demanda Bioquimica de Oxigénio | c5
OD: Oxigénio Dissolvido Ce
Nitrogénio Organico cr
Fostoro Organico cs
Clorofila Coy

Tabela 1.1: Relacao de algumas das espécies constituintes citadas na literatura.

Portanto, com a definicao da obordagem adotada para as equagoes governantes e com
as informagoes citadas pode-se determinar o caminho de obtencao do modelo cinético de
reacao quimica desejado.
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CAPITULO

2

Meétodo de Elementos Finitos

2.1 Introducao

Nesse capitulo é apresentado o método de Elementos Finitos. Este método estabelece
que os valores das varidveis podem ser aproximados localmente por interpolacao dentro
de uma malha computacional, sendo sua aplicagao mais vantajosa em problemas de domi-
nios com geometrias complexas, que demandam malhas nao estruturadas para aumentar a
precisao das variaveis de interesse nas regioes mais irregulares.

2.2 Conceitos Basicos de Elementos Finitos

O método de Elementos Finitos (MEF) é uma técnica geral para construir solugoes
aproximadas para problemas de valor de contorno. FEste método envolve a divisao do
dominio de solucao em um nimero de subdominios simples, os elementos finitos, e usa
conceitos variacionais para construir uma aproximacao da solucao sobre uma colecao de
elementos finitos [Becker, 1981].

Os procedimentos essenciais para resolver um problema utilizando o método de Elemen-
tos Finitos sao:

1. Escrever o problema em sua formulacao variacional na qual o espaco apropriado H
de fungoes admissiveis é identificado.

2. Discretizar o dominio, no qual se pretende resolver o problema, em elementos finitos
poligonais regulares, construindo assim uma malha e gerando um subespacgo de dimensao
finita H".

3. Construcao de uma aproximacao da formulagao variacional do problema em elementos
finitos no subespaco H" de H. Calculo das matrizes dos elementos e a geracao de um sistema
esparso de equacoes algébricas lineares e os valores das solu¢oes aproximadas nos pontos
nodais da malha.

4. Solugao algébrica do sistema resultante.

5. Exame das caracteristicas da solucao aproximada e, se possivel, a estimativa dos

13
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erros inerentes a aproximacao.

Estes passos formam a base do método de Elementos Finitos para problemas de valor
de contorno em uma, duas ou trés dimensoes.

O elemento mestre ¢ o principal conceito usado na técnica de aproximagao por elementos

finitos. Este, escrito nas coordenadas (£,7), vai mapear qualquer elemento escrito nas
coordenadas (x,y). Isto sera possivel desde que exista uma transformacao linear

Te :w = x(éu 77) (2 1)
y=y(&n)
e sua transformacao inversa
T =E(r,y) (2.2)
n=n(z,y),

como mostra a Figura (2.1)

x=x(£1)
T lyEyED

c

5
x=x(L1)
«  y=ydLmnp

s 1. £=5(xy)
I

,’)\
\ 1=l (1,1)

(-1.-1)

Figura 2.1: Um elemento finito €2, no plano x — y obtido como a imagem de T, do corres-
pondente elemento mestre €2 no plano & — 7. O mapeamento inverso também é indicado.

2.3 Calculo Sobre o Elemento Mestre

Primeiramente escolhe-se um elemento mestre {2 com coordenadas & e 7. Neste estagio
é decidido o tipo de elemento a ser usado na aproximacao. A geometria de €2 é escolhida

14
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de maneira mais simples possivel para facilitar os calculos no elemento. Com a escolha de
(2, tem-se um correspondente conjunto de fungoes de forma 1); no elemento mestre.

Selecionado €2 e 1;, sao seguidos os passos:

1. Mapear o elemento: As coordenadas do elemento mapeado, sao construidas através
de

Ne
Te :x = Z%%(fﬂ?)
o (2.3)
Y= Zyjz/;j(éa 77)
j=1

O elemento original {2, para o qual T, mapeia Q6 completamente determinado especificando-se
as coordenadas (z;,y;) para os pontos nodais de €2..

2. Transformacao das fungoes de forma: Seja g uma fungao de x e y definida em
um elemento €2.. Entao, pode-se converter g para uma funcao ¢ de £ e 1 definida em €2 por

g(x,y) = g(z(&n),y(&n) = a(&,n), (2.4)

na qual z(£,71) e y(&,7) sdo dadas por (2.3). Similarmente, se §(£,7) é dado em €, define-se
a transformagao de (£,n) em (z,y) por

9(&;m) = 9(&(z,y),n(x,y)) = 9(z,y). (2.5)

Assim, as fungoes de forma do elemento, ¢f = ¥%(x, y) para (2. sdo simplesmente obtidas

de 1);(¢&,m) por ) )
¢f($,y) = wj(f(%y):ﬁ(%y))» .7 = 1727 -'-7Ne- (26)

As derivadas de ¢$ sdo obtidas pela regra da cadeia

005 _ 0y 08 0y 0n
ox o0& Ox  On O

> ! (2.7)
v _ 0,06 0,00
dy 069y Ondy
De acordo com (2.3),
Ne » Ne
g_-fﬂ :Zxka¢k§§,0)7 &U Zx Oy (f 77)
6 k=1 5 k=1 (28)
dy <~ Ovl&n) S, Q& m)
8_5 = ;yk € ) a Z Ye—F an

Como,
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dg | dx
[dn]_ {dy] 29
em que
Ordy Ox0dy
—d A 2.1
|J| tJ %D o0 O com |J|#0 (2.10)
e

o6 _ 1oy of_ _10r
ox  |J|on’ oy |J|on

oy_ 1oy on_ 1o .
ox — |J]0¢" Oy |J]O¢
Utilizando-se (2.11) em (2.8), a equagao (2.7) torna-se
oy 1 A oS Oy, (‘9% b
dx  |J( { Z on Zy ¢ }
(2.12)

ops 1 {a% ok zwk aw] Al a_gﬁk}
dy  [JEn)] Z “an "t on Zx’f o€ |’

na qual |J(§,n)| é o Jacobiano da transformagdo 7¢. Note que, as derivadas parciais de 9§
com respeito a ¥ e y sao completamente determinadas pelos calculos definidos somente no
elemento mestre €.

3. Integracgao: Seja g e g as fungoes definidas em (2.5). Logo,

[ atem o dy= [ gl de an (2.13)

A integral das fungoes sobre o elemento original ). pode ser avaliada sobre o
elemento mestre. Note que, g e |J(£,n)| podem ser determinados nas coordenadas do
elemento mapeado, assim,

9(&m) :Q(Zflfﬂﬁj(ﬁ,n),zyﬂﬁj(é,77))- (2.14)

Para se calcular (2.13), sdo usadas as formulas de quadratura como por exem-
plo quadratura Gaussiana. As regras de quadratura sao tipicamente definidas por regioes
padrao de integracao, tal como no elemento mestre.

Em geral, algumas férmulas de quadratura (Gaussiana ou outras) sao definidas
especificando-se as coordenadas (&,17;) de um niamero N, de pontos de integragao no do-
minio, o qual a integral estda sendo avaliada, bem como um conjunto de N; ntimeros wy
chamados de pesos da formula de quadratura (I = 1,2, ..., N;). Deste modo, se

G(&m) = §(&m)|I(&n)l (2.15)

16



2.3 Célculo Sobre o Elemento Mestre

for integrada em Q, utiliza-se a formula

N,

/Q §(z,y) dr dy = /ﬂ G(e,m) de dn =S Cenmyw + B (2.16)

=1

onde E ¢ o erro de quadratura.
4. Matriz de Rigidez e Vetor de Carga no elemento:

Matriz de rigidez ¢ uma matriz que indica relagoes entre propriedades do elemento. As
entradas kf; e fj; na matriz de rigidez e vetor de carga do elemento definidas de acordo com
o problema a ser considerado, podem ser calculadas diretamente usando (2.15) e a regra de
integracao (2.16).

Somente os valores dos integrandos nos pontos de integracao em () necessitam ser usados
em todos os calculos.

Assim, como
k:ijuij = Fj (217)

Encontra-se u;; resolvendo esse sistema linear.

2.3.1 Elementos Triangulares

Dado um triangulo {2, descrito em um sistema de coordenadas cartesianas, este pode
ser mapeado, através de uma transformacao linear para um sistema assimétrico, por um
elemento mestre Q, como mostra a Figura (2.2). Desde que o mapeamento seja linear e
inversivel, 0 mapeamento inverso de €2, para Q) existe e é6 também linear. Esta linearidade
implica também que bases polinomiais no plano x — y serao transformadas para bases
polinomiais no plano & — 7 e vice-versa.

A transformacao linear de €2, para €) pode ser derivada diretamente impondo o mapea-
mento das faces de 2. Consequentemente, é natural usar-se o mapeamento paramétrico do
elemento mestre.

x=x(0/
y=yO0mf§ T

(%.y3) x=x((, 0)

3 Y:)“(QOJ}\

(1.0)

T =

©.0)

Figura 2.2: Mapeamento linear do elemento {2, para o elemento mestre {2 e 0 mapeamento
inverso.
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As trés fungoes de forma lineares para o elemento mestre €2, geralmente um triangulo
isosceles, podem ser escritas de modo que cada funcao assuma um valor dado no vértice
correspondente e zero nos demais vértices, isto é,

) =1-E—n, bEn) =6 s(&n) =mn, (2.18)

para os nos 1,2 e 3 respectivamente. As coordenadas mapeadas pela transformacao 7. sao
definidas por

3 3
=Y w(&m), y=>_ y(&m), (2.19)
J=1 j=1
em que (z;,y;), j = 1,2,3 sao as coordenadas x — y dos vértices em um sistema local.

Introduzindo (2.18) em (2.19) e invertendo, obtém-se para o mapeamento inverso 7. !
as seguintes relacoes

1

£ = 2Ae[(y3 —y)(r —21) — (23 — 21)(y — 1)) (2.20)
n= 226 [(y2 —y1)(z — 1) — (22 — 21)(y — 1)) (2.21)

na qual A, é a area de .. O lado direito das equagoes (2.20) e (2.21) sdo reorganizadas
como func¢oes de forma linear das equagoes

Vil y) = oo (s — 2592) + (12 = ys)2 + (5 — 22)1]
Vil y) = oo (s — 21ys) + (s — )2+ (21— 23)y] (2.22)
Ui(ey) = s — o) + (0 =)o+ (22— 20))
Assim,
§=v5(zy), n=v5xy), 1-&—n=1vi(zy) (2.23)

Com estes resultados, pode-se determinar as derivadas 9¢/0z, 0§/0y, dn/ox, On/dy
das fungoes coordenadas £ e 1, o Jacobiano |J|, e consequentemente a matriz de rigidez e
o vetor de carga.

Coordenadas de area: As expressoes £, ne 1 — ¢ —n em (2.23) podem ser conveni-
entemente interpretadas em termos das proporcoes de area. Isso conduz a introducao das
coordenadas de area que facilitam o desenvolvimento de familias de funcoes de forma com
grau mais elevado e também a derivagao das formulas de integragao.

Seja (£,m) as coordenadas de um ponto arbitrario em Qe (z,y) o ponto correspondente
em .. Suponha que seja construido linhas retas ligando (§,7) e (r,y) para os vértices, e

denotadas por a; e a; as areas dos subtriangulos opostos ao né ¢ em € e ()., respectivamente.
Os termos 1 — & —n, £ e n em (5.16) sao facilmente mostrados ser as propor¢des de area

a;/A, na qual A = 3 é a area do elemento mestre. Define-se as coordenadas de area em (2
como

¢ = aZ i=1,2,3 (2.24)
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2.3 Célculo Sobre o Elemento Mestre

ou

G=1=-8-n G=¢& G=1 (2.25)

Visto que, a transformagao T, ¢ linear, o Jacobiano |J| é constante e as areas de €. e
sao proporcionais. Isso implica que o mapeamento distorce as areas uniformente. Assim, o
significado das coordenadas de area é preservado pela transformacao linear e tem-se:

a;  a ,
G=—=—, i=1,2,3. (2.26)
A A

Os subtriangulos e as linhas coordenadas sao indicados na Figura (2.3). Esta proprie-

dade nao é preservada se o mapeamento 7, nao for linear.

Figura 2.3: Areas dos subtriangulos e as coordenadas de area.

Com relacdo as areas de subtriangulos e linhas coordenadas na Figura (2.3), pode-se
observar:

1. Sejam as coordenadas (; de um ponto interior arbitrario P, (ay, s, a3). A linha
coordenada (; = a; = constante é paralela ao lado do triangulo oposto ao vértice i: (1 = oy
¢ uma linha paralela ao lado 2 — 3, (o = a é paralela a 1 — 3, e (3 = a3 é paralela a 1 — 2.

2. A linha coordenada ¢; = 0 define a fronteira do triangulo: (; = 0 é o lado 2 — 3 oposto
ao vértice 1, (o = 0 é o lado 1 — 3 oposto ao vértice 2 e (3 = 0 é o lado 1 — 2 oposto ao
vértice 3.
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Capitulo 2 Método de Elementos Finitos

3. As coordenadas triangulares dos vértices 1, 2 e 3 sao (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1),
respectivamente.

Estas propriedades sao muito usadas na construcao das fun¢oes de forma de alta ordem
em triangulos.

Assim, pode-se escrever (2.15) em termos de coordenadas de area, como

/QG(CICQCZ&) dQ, (G =1-G6—G). (2.27)

Logo da formula de quadratura, tem-se

NI
/QG(Q@CS) 2~ " wG((), (2.28)
=1

em que G = ((G1)1, (G, (C3)) sdo as coordenadas de drea dos pontos de quadratura em .
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CAPITULO

3

Formulacdo Semi-Lagrangeana

3.1 Introducao

A formulagao Semi-Lagrangeana foi introduzida no inicio dos anos 80 por Robert,
(1981) e Pironneau, (1982) e a idéia basica procedia na discretizacao da solucao da derivada
Lagrangeana no tempo ao invés da derivada Euleriana. Como exemplo pode-se citar uma
equacao do tipo conveccao difusao qualquer que obedeca ao esquema Semi-Lagrangeano,
onde apenas o termo responsavel pela conveccao é considerado, desprezando assim o termo
difusivo.

3.2 Esquema da Formulacao

A formulagao Semi-Lagrangeana é utilizada aqui para discretizar o termo convectivo
ou derivada material, que aparecem nas equagoes (1.6) e (1.8) dada por:
Dy;  Ody;

= : 1

onde u = (u,v), com u e v sendo as velocidades nas dire¢oes z e y respectivamente.

Através da formulagdo Semi-Lagengeana, discretiza-se (3.1) no tempo para cada ponto
p do dominio utilizando um esquema implicito de primeira ordem, ou seja:

n+1 n
I .
Dt At ’ .
em que
%(ZH): é a variavel ¢ no ponto p no tempo (n + 1);

gogz*): ¢ a variavel ¢ no ponto p* no tempo (n);

p* = p — At u, com u, sendo a velocidade no ponto p. Onde u, é obtida da resolugao
das equacoes de Navier-Stokes.

gogg*) = i (2p, ") e xp« & chamado de ponto de saida.
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Capitulo 3 Formulacdo Semi-Lagrangeana

dominio

tl1e—2

n+1

Figura 3.1: Esquema da formulacao Semi-Lagrangeana.

Na forma forte, a derivada material é calculada ao longo do trajeto caracteristico,
determinando-se o ponto z,« e resolvendo a equagao %‘ii = @ para tras no tempo t"*! >
t > t" usando a condigao inicial z(t"*!) = x,+. Este esquema ¢ mostrado na Figura (3.1)
a esquerda. Um método de integracao deve ser utilizado para se encontrar a posi¢ao do
ponto do passo anterior na malha. Utilizando-se um esquema de discretizacao de primeira
ordem, a trajetoria é aproximada por uma reta. Dependendo da trajetoria, trés situacoes
podem ocorrer, as quais sdo mostradas na Figura (3.1), a direita, pelos pontos 1, 2 e 3. Na
trajetoria 1, o ponto do passo anterior ¢, se encontra proximo ao ponto do passo atual ¢, 1
e dentro do dominio do problema. Depois de identificado o elemento que contém o ponto 1,
uma interpolacao entre os n6s do elemento é necessaria para se conhecer seu valor. No caso
do ponto 2, o ponto do passo anterior ¢, se encontra distante do ponto do passo atual ¢, e
dentro do dominio do problema. A diferenca entre os pontos 1 e 2 estd no comprimento da
trajetoria. No ponto 2, a trajetéria também serd aproximada por reta e no caso do ponto
3, o valor de origem ¢ calculado utilizando as condigoes de contorno.
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CAPITULO

4

Discretizacdo das Equacées dos Transportes

4.1 Introducao

A solugao numérica de um problema de escoamento de fluidos pode ser obtida através
das seguintes etapas: dado um problema fisico, utiliza-se modelagem matemaética através
de equagoes governantes e em seguida obtém-se uma solucao aproximada aplicando um
processo de discretizacao.

No presente trabalho utiliza-se o método de Elementos Finitos na discretizacao espacial,
e a Formulagao Semi-Lagrangeana na discretizacao temporal das equagoes.

A malha utilizada é triangularizada podendo ser regular estruturada ou nao-estruturada.

4.2 Discretizacao da Equacao do Transporte da Tem-
peratura

A solucao da equacao do transporte da tempertatura obedece os seguintes procedimen-
tos de resolucao:

e Substituir a derivada material presente na equagao, pela formulagao Semi-Lagrangeana;

e Discretizar a equagao através do método de Elementos Finitos, isto é, escrevé-la na
formulacao variacional e resolvé-la pelo Método de Galerkin;

e Resolver o sistema linear resultante.

Utilizando a formulacao Semi-Lagrangeana para discretizar a derivada material presente
na equagao (1.6), tem-se

Ty -

=V (v (4.1)
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Capitulo 4 Discretizacdo das Equacées dos Transportes

4.2.1 Formulacdao Variacional da Equacdao do Transporte da Tem-
peratura

Considere a equacao do transporte da temperatura, escrita em sua formulacao Semi
-Lagrangeana (4.1) valida num dominio Q de dimensao m, sujeita as condi¢oes de contorno

T=g, em I} (4.2)
or
a—n = O, em FQ (43)

onde I' = 02 é o bordode 2, com I' =11 @Iy, istoé, ' =T1Ulel1 NIy, =T en
é o vetor normal a I'y. Note que (4.2) representa a condigao de Dirichlet em I'y e (4.3)
representa a condicao de Neumann, ou condicao natural em I'.

Considere o espaco de dimensao infinita,

L*(Q) = {v 1 Q— R,/Qv2dﬂ < oo} (4.4)

e o espaco de Sobolev,

H'(Q) = {'U € L¥(Q) : g—; € L2(Q),i = 1, m} (4.5)

Pode-se definir os subespacos
Vi ={veH (Q):v=T em I} (4.6)
e em particular, para Tr = 0,
Vo={veH' (Q):v=0 em I} (4.7)

Para obter a formulagao variacional do problema dado pelas equagoes (4.1)-(4.3), basta
multiplicar (4.1) por uma fungao teste v € V arbitraria e integrar o resultado no dominio.
Assim, o problema agora consiste em obter uma solugao 7' € V.. de forma que

/ [~AtV - (VT D) 4 T 0] 4 dQ = / Ty do (4.8)
Q Q
Yv € VTF-
Aplicando a primeira forma de Green na integral acima, tem-se
/ aVT" . Vu  dQ— / v(aVT™Y) - n dl — / Ty d2 =0 (4.9)
Q r Q
como
/v(aVT"H) ndl = / v(aVT" ) - n dI' +/ v(@VT™ ) - n dl' (4.10)
I Fl FZ

Utilizando as condi¢oes de contorno (4.2) e (4.3), segue que,

veVo=v=0 em I} (4.11)
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4.2 Discretizacdo da Equacdo do Transporte da Temperatura

e pelas condi¢oes naturais, (V1) -n =0 em T's.

Segue,

p

/ [—AtV - (aVTD) + T D] v dQ — / T\ d =0 (4.12)
Q Q

Assim, define-se as seguintes formas:

K(o,T,v) = / [—AtV - (VT ) + T v dQ (4.13)
Q
m(f,v) = / 7y dQ (4.14)
Q

A formulag¢ao variacional do problema de transporte da temperatura dado por (4.1)-(4.3)
pode ser reescrito da seguinte maneira:

Encontrar T' € V. tal que

K(a,T,v) =m(f,v) (4.15)

Esta formulacao também é conhecida como forma fraca. Observe que as funcoes de
peso v satisfazem a condicao de Dirichlet em I'y, onde é imposta a condicao de Dirichlet
do problema. As condigoes de Neumann aparecem naturalmente, por isso sao chamadas de
condicoes de contorno naturais.

4.2.2 Meétodo de Galerkin para a Equacao do Transporte da Tem-
peratura

Considere a equagao do transporte da temperatura, dada por (1.6) e sua respectiva
formulacao variacional dada por (4.12). Suponha que {2 seja discretizado por uma malha
de elementos €2° aos quais estao associadas familias de funcoes de interpolacao lineares.

Considere ainda que em cada elemento e da malha esta definida uma familia de funcoes

¥° = [¥F, - ] (4.16)

onde s é o nimero de nos que definem o elemento (s = 3 no caso de elemento triangular
linear). Para representar a numera¢ao dos nods localmente em um elemento e qualquer,
serao utilizadas as letras ¢,j, com ¢ = 7 = 1,..., s e para representar a numeracao global
dos nos serao utilizadas as letras m, N com m, N = 1,..., M, onde M é o nimero total de
noés na malha. Deste modo, se uma funcao de interpolacao é referenciada como v¢,, isto
significa que ¢, = ¢, onde 7 é a numeracgao local do n6 m no elemento e.

Define-se funcao de interpolacao nodal no n6 m como sendo a soma de todas as fun¢oes
de interpolacao definidas em m, isto é,

wm: Z e (4.17)
)

ecS(m

onde S(m) é o conjunto de todos os elementos que contém o n6 m. Assim, se uy é o valor
nodal da variavel avaliada no n6 N, a aproximacao da varidvel v pode ser expressa em
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Capitulo 4 Discretizacdo das Equacées dos Transportes

funcao de uma combinacao linear de funcoes de interpolacao nodais, como segue

ry) =Y Un(z,y)uy (4.18)

Tal aproximagao pode ser escrita em funcao da numeracao local dos nés, isto é,

=) S,y (4.19)

e jEe

e em cada elemento e da malha, U(z,y) restrito a um elemento é dado por

zy) = U5,y (4.20)

j€e

No método de Galerkin, a discretizacdo da forma fraca da equacdo (4.12) é feita subs-
tituindo-se o espaco H' por um espaco de dimensao finita (H')", gerado pelas funcoes de
interpolacao v,,. Na pratica tal procedimento se resume na substituicao da fungao peso v
pelas fungoes de interpolacao nodais ,,.

Utilizando-se o método de Galerkin para a equagao (4.12), isto é, substituindo-se v por
Uy, € T por U™ dadas em (4.17) e (4.18) respectivamente, tem-se

/ —At oV unTE ) Vi, dQ+ / > ey Ty e, d = / T, dQ (4.21)
Q N QN

Q

que define uma equacao para cada no livre da malha, isto é m = 1,....,M. Como ) é
discretizado por uma malha de elementos €2, e como a integral de um elemento e nao tem
contribuicao nas integrais dos outros elementos da malha, pode-se escrever

S [ 28t aV T ) Vi 03 [ ST a= 3 [ 1 a0
e N e N e

(4.22)
onde as integrais sao agora avaliadas em cada elemento €2°. Note que v, restrito ao elemento

‘ e e mn+1 : ' eqmn+1
e & exatamente ¢r,, e que >y ¢p T restrito ao elemento e é Y. ¢5T;"", resultando

Z/ S At aVEET"Y) - Vi, dQ+Z/ S syl do = Z/ T, dQ
~ " (4.23)

Note que em (4.23) o indice j agora varia localmente dentro do elemento (j = 1,2, 3)
pois nesse caso serd utilizado o elemento triangular linear, e que o indice m ainda varia glo-
balmente (m = 1, ..., M). Mantendo-se uma correspondéncia biunivoca entre a numeragao
local (¢¢) e a numeragao global (¢¢,), a equacao (4.23) pode ainda ser escrita como

Z/ > At aVyEv (T ) dQ+Z/ > e ys d = Z/ STy

i,j€e i,j€e i€e

(4.24)
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4.2 Discretizacdo da Equacdo do Transporte da Temperatura

Assim,
ZZ {/ < At aN s - V(45) + 1 ¢e> dQ]TW“ ZZ/ Traps dQ (4.25)

Logo a equagao (4.25) define um sistema linear

Z kl]uj - z

onde, Ne ¢ o nimero de elementos, assim

ki = / e ( — At a5 - V(7)) + wfw;f) ds (4.26)

fi= [ Tpusao (1.27)

O dominio sera discretizado em elementos triangulares linear, onde sao conhecidos os
valores das velocidades nos vértices. Estes elementos sao mapeados por um elemento mestre
triangular linear como descrito no Capitulo 2 para o qual estao definidas as seguintes fungoes
de forma:

hiEn)=1-€6—1n

(&) =€ (4.28)
es(&m) =1
Fazendo os céalculos sobre o elemento mestre, segue
O 05 9 0 (., y)
Qn o J J
g _/e { A a<3x oz oy 8’y) Wﬁj] e | (429
onde ow,y)| |zdy 0x0
T,y T oy T oy
=|l==-=—= 4.30
aEm)| ~ |acan ~ an o (4:30)

A integral resultante é resolvida através da regra de Quadratura Gaussiana, isto é
Ne
| Gtends dn =Y Gigmu (431)
@ =1

Apos calcular kzy ,comi,7 =12 3en=1,.. Ne tem-se uma matriz de massa local
para cada elemento. A matriz de massa global é calculada como sendo a contribuicao da
matriz de massa de cada elemento.

De forma andloga, calcula-se o vetor de carga fiQ” para cada elemento, localmente, e
sua respectiva contribuicao global.

Finalmente, obtém-se o seguinte sistema linear:
global _ rglobal
k7 g = (4.32)

Resolvendo-se o sistema linear (4.32) encontra-se os valores de u; que correspondem a

+1
encontrar 7."Y.
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4.3 Discretizacao da Equacao do Transporte das Con-
centracoes de Espécies Constituintes

Os procedimentos de resolucao da equacao do transporte das concentracoes de espécies
constituintes sao os mesmos descritos para a equacao do transporte da temperatura.

Sera discretizada aqui a equacao do transporte das espécies constituintes dada de forma
geral, isto é, para n constituintes.

Considere a equagao do transporte das concentracoes de espécies constituintes (1.8).
Utilizando a formulacao Semi-Lagrangeana para a derivada material, tem-se

(nt1) _ (n)
D 1 G G
o T " (4.33)
Dt At
Substituindo-se (4.33) em (1.8), tem-se
(n+1) C(n) ﬁmaz P n NP’ﬁ n
=V 0ava . ( PN | CASD DT )4, 43
A=1 N\ j=1  p=1 j=1 p=1
7r elln mi€ll;

Como a resolucao sera de forma desacoplada, segue que a concentracao de interesse no
ponto p serd dada no tempo n + 1 e as outras concentragoes no tempo n, isto é

ip N A v ()\ vc(nJrl) +Z ( Z Iugj H(ij‘;j)n_ Z (C’Ylj)(nJrl)M;;H WJ;w)_i_S“
n= j=1 p=1 Jj=1 p=1
i€l mi€ll;

(4.35)

4.3.1 Linearizacao

Note que na equagao (4.35), o termo ( i )(”“) pode ser nao linear, o que torna a equacao
(4.35) complicada de se resolver, para isso, adota—se o processo de linearizacao, que consiste
em escrever a expressao do termo a ser calculado, que esta apresentando um comportamento
nao linear, em um termo linear, mais simples de ser resolvido, isto é, escrevendo-o como
sendo o termo de interesse no tempo anterior, que é conhecido, subtraindo 1 de sua poténcia
atual, multiplicando o mesmo pelo termo no tempo n + 1 que é a incognita de interesse,
que agora passa a ser considerada linear eliminando-se a poténcia que a tornava nao linear.
Isto &, o termo (¢, )™+ sera escrito como:

(C"}/ij)(n+l) _ (C%]‘—l)n(cip)wrl (4.36)

p p
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o . . ~ : +1 A
Assim, linearizando e isolando a concentracao de interesse cgg ) em (4.35) obtém-se

Nmax NPy n
— V' (Ap, V(i) "Y) + ( +Z(Z ST cf:;"’)):

p=1
TrJGHn

(4.37)

n fmaz ; NPa 7 _
(52 (X IIenr) +s)
n=1

4.3.2 Formulacao Variacional da Equacao do Transporte das Con-
centracoes de Espécies Constituintes
O primeiro passo para a aproximacao por Elementos Finitos é escrever a equagao (4.37)

em sua formulacao variacional, que consiste em projetar essa equacao em um espaco cuja
base é conhecida e integra-la sobre todo o dominio.

Considere a equacao do transporte das concentracoes de espécies (4.37) valida num
dominio €2 de dimensao m, sujeita as seguintes condi¢oes de contorno

¢ =g¢g;, em Iy (4.38)

aCZ‘

o 0, em Iy (4.39)
com ¢ = 1,...,n e n o numero de concetracbes. Onde I' = 02 é o bordo de {2, com

r=nr,o FQ, 1sto e, '=TI1uUlyel’1 NIy = & en é o vetor normal a [';. Note que (4 38)
representa a condigdo de Dirichlet em I'; e (4.39) representa a condi¢gdo de Neumann, ou
condicao natural em I's.

Considere os mesmos espacos adotados na secao anterior, isto é, um espaco de dimensao
infinita (4.4) e o espago de Sobolev (4.5)

Pode-se definir os subespacos
Ve ={veH Q) :v=cr em T} (4.40)
e em particular, para ¢;r = 0,

:{UEHI(Q)ZU:O em F1} (4'41)

Para obter a formulagao variacional do problema dado pelas equagoes (4.37)-(4.39),
basta multiplicar (4.37) por uma fungao teste v € V. . arbitraria e integrar o resultado no
dominio. Assim, o problema agora consiste em obter uma solugao ¢; € V.. de forma que

Fomas NP5 n
. n ij—1\n 5"ij
/Q SV (A V(e) +1))+C§p+l)(At+Z(Z P ] Lews ))]‘m

) ﬂJEHn =t
- n fmaz ; NP 7
= v oo 20 i ITen ) +50) v e 1.42
= A Hij | | Cmi i ||v (4.42)
ol =1 N j=1 p=1
m;€lln
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Vv € V.
Aplicando a primeira forma do teorema de Green na integral
/Q —V - (Ap,V(cyp) ™) a0 (4.43)
tem-se,
/Q —V - (Ap,V(eyp)" ) dQ
= /ﬂ Ap,V(cip) "IV dQ + /F v(Ap,V(cip) ™) - n dl (4.44)
onde

[ 200,96 - m ar
N

= / v(Ap,V(cyy) ™) - n dT +/ v(Ap,V(ciyy) ™) - n dT (4.45)
'y

T
Utilizando as condigdes de contorno (4.38) e (4.39), segue que,
veVo=—=0v=0 em I, (4.46)

e pelas condi¢oes naturais, (V¢;) -n =0 em I's.

Logo,
/ o(An,V(c,) ™) - n dT' = 0 (4.47)
I
Assim,

- n N P n
N n 1 max n ZJ_ n
AR CED M O SICRR R

j=1 p=1

cﬁjgpj) )] vdS)
mi€ll;

— /Q( %(%%Hc;”) )]vcm (4.48)

ﬂ']EHn

Portanto, define-se as seguintes formas:

a NPr n
n 1 mar 2 R Tind
Klaeor) = [ |90 F@ e (o2 (3 @ g [[) ) oo
n=1

j=1 p=1
mi€ll;
n maz , NP noo
mtro = [ (52 (X wIIé) +s)]o o (1.9
= odenm T



4.3 Discretizacdo da Equacdo do Transporte das Concentracdes de Espécies Constituintes

a formulacao variacional do problema de transporte das concentracoes de espécies dado por
(4.37)-(4.39) pode ser reescrito da seguinte maneira:

Encontrar ¢; € V.. tal que

K(a,c;,v) =m(f,v) (4.50)

para ¢ = 1,....,n, onde n é o nimero de concentracoes consideradas.

4.3.3 Meétodo de Galerkin para a Equacao do Transporte das Con-
centracoes de Espécies Constituintes

Utilizando o método de Galerkin para a equagao (1.8), pode-se proceder da mesma
forma que na equacao do transporte da temperatura, isto é, substituindo-se v por v, e
1 por U™ dadas em (4.37), tem-se

N
1 Nomazx N Py n ﬁ
[ w5+ 3 (@ IL ) ) ao
QN =1 \ j=1 p=1 (4.51)
mi€lly
oo Mmaz o NP 7
:/Q<—’t ( Z u;jH( Wj;%) )—FS)Qﬁm d)
=1 N j=1 p=1
ﬂ'jEH*

que define uma equacao para cada né livre da malha, isto ¢ m = 1,..., M. Como  é
discretizado por uma malha de elementos €2, e como a integral de um elemento e nao tem
contribuicao nas integrais dos outros elementos da malha, pode-se escrever

Z/ Z (ADiv(z/}ch(]T\L/Jrl)) ’ Vwm"i_
e N
(0 (n+1) i ISy Yii—I\n 1 - P jpi
NCN  Ym N Z Z (c;” ) Nz’jHCﬂjp ds2
n=1

j=1 p=1
c o

(4.52)

NPr n

1135 H(Cij:jp)n) + Sz') Y d§2
7j=1 p=1
ﬂ'jeﬂﬁ
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onde as integrais sao agora avaliadas em cada elemento €2°. Note que 1, restrito ao elemento
e (n+1) e (n+1)
e & exatamente ¥y, e que >y Yp.cyy  restrito ao elemento e & i WSey; 7, resultando

Z/ > (A V(s ™) - Vs +

j€e
Nmazx N Py, n
At ‘ i L1 Cr
e (4.53)
ﬂ'JEHn
n nmaw NP n
T/ (&X <z Ly ) 5o a0
" ﬂjeﬂn

Note que em (4.53) o indice j agora varia localmente dentro do elemento (j = 1,2,3
pois nesse caso serd utilizado o elemento triangular linear), e que o indice m ainda varia glo-
balmente (m = 1, ..., M). Mantendo-se uma correspondéncia biunivoca entre a numeragao
local (¢f) e a numeragao global (¢,), a equagao (4.53) pode ainda ser escrita como

Z/ > (Vs - el )+

. . i,j€e 1 ]
il & (& el
W]Gﬂn
o NP; fi
:Z/QZQ—ZZ(ZM’U (cxn) )+Si)z/zfd9
e i€e =1 ﬂ]eHn —1
Assim,
S| [ v v
Momaz N Py, el e n p
e %j— n, " Wﬁjpj dQ:| n-+1
o ( Z ( Z | wa 16” >) Clj (4.55)
WJEHH
nma,z NPy n
—ZZ/ ( ( Z u”H ) )+Si)¢§ 0
e 1ce =1
WJEHn

Logo a equagao (4.55) define um sistema linear

Z kzyu] - z

onde, Ne é o nimero de elementos, portanto

Nmaz NPy n
kij = /Q Ap, Vi§ - V (¥5) + 45 @De( Z < > (el H W)) Q) (4.56)

7=1
mi€lly
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n fimaz , NPp 7i
fi = /Q e (E ) < Z iy [T (emy) ) +si>wf Q. (4.57)
a=1 = p=1
ﬂJGHn

O dominio sera discretizado em elementos triangulares linear, onde sao conhecidos os
valores das velocidades nos vértices, estes elementos serao mapeados por um elemento
mestre triangular linear para o qual estd definida as seguintes fun¢oes de forma:

bi(Em)=1-€—n
ha(&m) =€ (4.58)
&3(5”7) =1

Fazendo os calculos sobre o elemento mestre, tem-se

O Dby Dy Oy
Qn J J
i _/Q()\Dl(ax e oy ay))+

Nmax NPn ’Y’L n j Y y) (459)
(a2 (X @) ) G e
J=1 =1 ’
m;€ll;
d
onde ‘8(9@,3;)‘: %@_@@ (4.60)

(&)

A integral resultante sera resolvida através da regra de Quadratura Gaussiana, isto é

o0& dn  On o€

Ne
/Qé(faﬁ)df dn = Zé(flvm)wl- (4.61)
=1

Apos calcular k:%”, comi,j =1,2,3en=1,..., Ne teremos uma matriz de massa local
para cada elemento. A matriz de massa global é calculada como sendo a contribuicao da
matriz de massa de cada elemento.

De forma andloga, calcula-se o vetor de carga fZQ” para cada elemento, localmente, e
sua respectiva contribuicao global.

Finalmente, obtém-se o seguinte sistema linear:
global _ pglobal
ki us = f (4.62)

Resolvendo-se o sistema linear (4.62) encontra-se os valores de u; que correspondem a

(n+1)

encontrar os valores de c¢; para cadat=1,2,...,n
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CAPITULO

5

Modelo de Turbuléncia

5.1 Incorporacao de um Modelo de Turbuléncia as Equa-
coes de Navier-Stokes

Na formulagao Euleriana, as equacoes de Navier-Stokes sao escritas da seguinte forma
V-u=0, (5.1)

Dpu
Dt

O objetivo aqui é incorporar um modelo de turbuléncia a essas equagoes.

= —Vp+ V[u(Vu+ Vu®)] + pg. (5.2)

Existem poucas maneiras de se simular numericamente escoamentos incompressiveis no
regime turbulento e dentre elas destacam-se trés metodologias principais:

- DNS ("Direct Numerical Simulation")
- LES ("Large-Eddy Simulation")
- RANS ("Reynolds-Average Navier-Stokes")

Em DNS: as escalas de turbuléncia sao calculadas numericamente a partir de Navier-Stokes
sem levar em conta as caracteristicas fisicas diferentes dessas escalas.

Em LES: calcula as escalas maiores ("grid-scale") da turbuléncia e os efeitos das estru-
turas de pequenas escalas sao modeladas.

Em RANS: informagoes sobre flutuagoes turbulentas sao obtidas do tensor de Reynolds.

A metodologia RANS adota uma familia de modelos baseados no conceito de viscosidade
turbulenta por Boussinesq.

Seja ¢(z,t) a média de tempo T da variavel instantanea ¢(z,y) definida por:

_ 1 t-‘rT _
6=7 / far)dr  Ty<<T<<T. (5:3)
t
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Capitulo 5 Modelo de Turbuléncia

Sendo ¢'(x,t) o desvio de média zero em ¢(x,t), a decomposigao de escalas de Reynolds
é definida por

oz, t) = o(x,t) + ¢ (,t). (5.4)

A primeira tentativa de modelar fenémenos turbulentos foi proposta por Boussinesq
(1877).

Para escoamentos uni-direcionais, tipicos de Camada Limite, Boussinesq propds que a
tensao de Reynolds fosse modelada por

7_T

de tal forma que a tensao total passa a ser dada pela soma das tensoes devido a difusao
molecular e turbulenta do momento:

= (" +7") = p(v+vp) Vi (5.6)
Frequentemente a soma dos coeficientes de difusao é denominado por viscosidade efetiva
Vesf =V +ur (5.7)

assim,

T = I/effVﬁ. (58)

Focalizando no modelo para a tensao de Reynolds (5.5), tem-se,

—puu = prrVu. (5.9)

Boussinesq pressupos que a tensao turbulenta ocorre quando ha gradiente de velocidade
no campo médio.

Assim, com a separacao das escalas de Reynolds, as equacdes de Navier-Stokes para o
escoamento médio podem ser escritas como

V-u=0, (5.10)

Dpu

Dt
em que uu ¢ chamado de tensor de tensoes de Reynolds ou tensoes turbulentas que re-
sulta das nao linearidades presentes nas equagoes do movimento e representa os efeitos da
turbuléncia sobre o escoamento médio.

= —Vp+ V[u(Vu + Vu') — puu] + pg (5.11)

Como, —puu = prr(Vu + Val), segue que

Dpu

D = VP Vip(Va+ va’) + ur(Va + Vua)] + pg (5.12)

e, como na formulacao Euleriana

36



5.1 Incorporacdo de um Modelo de Turbuléncia as Equacées de Navier-Stokes

Dpu _ 9(pu)
D = g T V)(pu), (5.13)
segue que a equagao (5.12) sera dada por
0
(gtu) + (u-V)(pu) = —=Vp + V[u(Vu + Vu') + pz(Vu + Vu)| + pg. (5.14)

Adimensionalizando a equagao (5.14) através dos parametros admensionais e conside-
rando a adimensionalizacao da viscosidade turbulenta dada por

fr = Hopy (5.15)

d(pu)
ot

Substituindo-se os termos adimensionais tem-se

+(u-V)(pu) = =Vp + V[u(Vu + Vu') + poppVu + Va' ) + pg.  (5.16)

p=rpop"  p=popt  p=pUp’
9= gog" u="Uu".
E para os operadores diferenciais,
o U0 1
L

5 = e V==V

ot* L

U2 8(p*u*) U2 * * * ok U2 * sk
TPt fﬂo(u V) (p'u*) = —fﬂoV p

U *[ % * % P * %
+ﬁﬂ0v (W + (Vi + V(")) + pogop*y”

(5.17)

Logo,
U2 a(p*U*) U2 * * E U2 *, %
TP o + Tpo(u -V5)(p'a") = _TPOV P+ (5.18)

U * * * * * * * k%
ﬁuov [ + (Vi + V*(a))] + pogop” g™

L
Multiplicando (5.18) por ——, tem-se
poU

8 * ook
) s (- 9 r) =
ot*
s I (5.19)
*[ % * * % * *\T i * %
pOULV "+ (ViU + V) )]+ 590079

I LU U . .
Substituindo Re = al e F'r = ——, tem-se, eliminando os asteristicos

Ho V9oL
Jd(pu 1
% +u-V(pu)=-Vp+ EV[’U + pr(Vu + Vu)] +
na qual pr ¢ a viscosidade turbulenta e diferentemente da viscosidade molecular (laminar)
ela é uma propriedade do escoamento e nao do fluido, dependendo dos mecanismos de
transporte turbulento e portanto deve ser modelada.

72Pd (5.20)
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Capitulo 5 Modelo de Turbuléncia

5.2 Modelo Algébrico

O modelo algébrico adotado neste trabalho provém de um modelo de turbuléncia ba-
seado na técnica de filtragem que é um modelo 2DH, proposto por Rosman e Gobbi (1990)
tal que as tensoes turbulentas serao sempre dissipativas e é dado por:

ou;|oU;  oU; | 0U; oU; 8Uj>
_|_

ng Ai
ok D D

onde i,j = 1,2 e k = 1,2 e 3, com k = 3 correspondendo ao tempo t. Os parametros
Ay = apAxy sdo as escalas de largura de filtragem local na dimensao xy, sendo ay, constantes
de calibragao.

(5.21)

Dy é o coeficiente de viscosidade turbulenta e Dy é um coeficiente de dispersao. Onde
(D + Dy) = Segu*H (5.22)

COo11

ur = \é—gx/UQ YV? (5.23)
h

onde H é a altura da coluna de adgua, k = 0.404 é a constante de Von Karman e S, é uma
escala de calibragem. Valores usuais de S, variam de 0.25 a 4.0, e na maioria das vezes o
valor 1.0 fornece bons resultados. Alguns modelos de tensoes turbulentas sem termos de
filtragem ou semelhantes chegam a usar S, > 10.

Rosman em (|[Rosman, 2006]), utilizou-se dos termos de filtragem do modelo algébrico
(5.21) com a finalidade de que as tensoes turbulentas fossem sempre dissipativas. Entretanto
no problema aqui considerado nao é necessaria muita dissipacao com relacao as tensoes
turbulentas, sendo assim, neste trabalho adotou-se o mesmo modelo algébrico, desprezando,
contudo, os termos de filtragem. Visto que o fato de desprezar estes termos, além de
nao afetar a solugao do problema aqui proposto, tem a vantagem de minimizar os custos
computacionais.

Logo sera considerado o modelo (5.21), sem os termos de filtragem, que também é um
modelo dissipativo, e é dado por:

Ty ou; U,
o (Du + Dy) <8xj + a7, (5.24)

onde, de acordo com (5.5) Dy + Dy = fsure-
g é a gravidade e C}, é o coeficiente de Chazy, dado por:
H1/6
Ch = (5.25)

n

onde n é o coeficiente de Manning. A definigao do coeficiente de Chazy a partir do coeficiente

de Manning apesar de muito utilizado, nao é recomendével, pois n é um coeficiente mais
global (JRosman, 2006]).
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CAPITULO

6

Modelo 2DH

6.1 Introducao

A modelagem utilizada na discretizacao das equagoes de dguas rasas em duas dimensoes,
também é denominada de modelagem baseada na média vertical, ou modelo 2DH. Este mo-
delo é obtido a partir da integracao vertical das equagoes tridimensionais de Navier-Stokes
para escoamentos incompressiveis com condig¢oes de contorno de fundo e de superficie. A
principal limitacao da modelagem 2DH é que ela nao considera os efeitos da variacao da
velocidade e densidade na direcao vertical. O modelo 2DH pode ser adequado, pois o esco-
amento da camada compreendida entre o fundo e a superficie livre comporta-se de forma
homogénea, sendo predominante as velocidades horizontais. Por isso o escoamento pode
ser aproximado em duas dimensoes.

Considerando o escoamento isotérmico e incompressivel em trés dimensoes, as compo-
nentes da equacao de quantidade de movimento e a equacao da continuidade sao dadas
por:

= (e e ) e o1
Dl()ptv) - —g—z + (85? + a(;;y + 88722) + fu (6.2)
= (o e ) e 9

% + g—z + g—f =0 (6.4)

onde u, v e w sao as componentes do vetor velocidade nas direcoes x, y e z respectivamente.
A direcao vertical z é positiva para cima e sua origem pode ser convenientemente definida
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no nivel médio da superficie da agua, p é a densidade local do fluido, f é o fator de Coriolis,
T sao as tensoes cisalhantes e ¢ é o tempo.

As tensoes podem ser eliminadas das relagoes utilizando a relacao constitutiva:
7= u(Vu+ Vul) (6.5)

onde p é a viscosidade dinamica do fluido. Logo, tem-se um sistema de quatro equacoes e
quatro incognitas: u, v, w e p.

Escoamentos em grande escala, nos quais as escalas dos movimentos horizontais sao pelo
menos 20 vezes maiores que a profundidade, podem ser considerados como quase horizontais
ou escoamentos em aguas razas. Em tais situacoes as equagoes governantes do movimento
sao as chamadas Fquacoes de dguas Razas. Desta forma, ondas onde o comprimento é maior
que a altura, sao levadas em consideracao. Neste caso, as aceleracoes e tensoes verticais
podem ser desprezadas, reduzindo a equacao da quantidade de movimento na direcao z a:

oP
5 = Y (6.6)

Esta é a simplificacao que fundamenta as equacoes de aguas razas. Uma vez que o
escoamento horizontal é independente da altura, a incompressibilidade implica que a velo-
cidade vertical é linear em z. Isso pode ser obtido integrando a equacao da quantidade de
movimento na direcao z ao longo da profundidade:

ry= "
—dz = —/ pg dz (6.7)

Seja (z,y) € w C R? definido como sendo os pontos no plano horizontal z = 0 represen-
tando a superficie de referéncia e seja z € [—h,n] o ponto na dire¢ao vertical onde h(x,y)
representa a profundidade e n(x,y,t) a elevacao da superficie de referéncia como visto na
Figura (6.1).

Superficie de Referéncia

Figura 6.1: Profundidade (h), elevagao (1) e superficie de referéncia.

O dominio de interesse é a camada de largura H = h + n confinada entre a superficie
livre, descrito pela fungao z = n(x,y,t) e o fundo, dado pela fungao z = —h(z,y).

No caso de tratamento de reservatorios despreza-se os fatores de Coriolis, assim, apli-
cando estes resultados as equagoes de quantidade de movimento nas direcoes = e y tem-se:

D(pu) — Op N (afm N OTay N 57'm)

Dt — Ox Ox oy 0z (6:8)
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Dt oy

_ 6.9

ox oy 0z (6.9)

As equagoes (6.8) e (6.9) juntamente com a equagdo da continuidade formam um sis-

tema de trés equagoes e quatro incognitas (u,v,w,n). Sendo assim, uma quarta equagao

é necessaria para resolver este sistema. A escolha usual para essa equacao é a equacao da
continuidade integrada ao longo da coluna d’ d4gua. Dada por:

on o [7 a [ B
E_'—%/ dz—i—a—y/vdZ—O (6.10)

D(pv) op <87yx N OTyy N 67y2>

Portanto, o modelo de dguas razas em trés dimensoes ¢ representado por duas equagoes
de quantidade de movimento (6.8) e (6.9), a equacao da continuidade (6.4) e a equagao
representativa da superficie livre (6.10). Comparando com o modelo tridimensional com-
pleto, nota-se que se o escoamento for considerado quase horizontal, a pressao p pode ser
substituida pela elevacao h, e ao invés da equacao da quantidade de movimento na direcao
z tem-se a equacao representativa da superficie livre.

6.2 Modelo Baseado na Média Vertical

O modelo 2DH é obtido pela integracao vertical das equagdes de movimento (6.8) e
(6.9), e da equagao da continuidade (6.4). Para cada intervalo de tempo o médulo 2DH
determina as componentes das velocidades médias ao longo da vertical na direcao x e v,
U(z,y,t) e V(x,y, z) respectivamente, e as eleva¢oes da superficie z = n(z,y, z). Pode-se
entao definir as componentes horizontais da velocidade baseada na média vertical como
sendo:

U(z,y,t) H/ u(zx,y, z,t)d (6.11)
V(x,y,t H/ (x,y,2,t)d (6.12)
Considerando esta definigdo e supondo que z = —h(x,y), a equacao da continuidade,

ou imposigao da condi¢ao de escoamento incompressivel, dada em (6.10), pode ser reescrita
para um escoamento 2DH integrado ao longo da vertical. Portanto:
on OUH OVH
- + +——=
ot ox dy

0 (6.13)

Considerando as condigoes de contorno cineméticas no fundo e na superficie como sendo
zero, e aplicando a regra de Leibnitz, pode-se integrar as equacgoes de quantidade de movi-
mento 3D (6.8) e (6.9), para obter:

DU o 1 (a(HTm)+a(HTxy>>+ 1

Lov o on b L s __B
Dt e +pH Ox dy pH(Tz ™) (6.14)

DV on 1 (0(Hty) O(HTy) 1, g B
— =—g—+4+ — — (7 — 6.15

Dt g@y + pH ( ox + Jy + pH( ™) (6.15)

Estas sao as equacoes da quantidade de movimento 2DH para um escoamento integrado

na vertical nas dire¢oes = e y respectivamente. Onde 7% é a tensao de atrito na superficie

livre e 77 ¢ a tensao de atrito no fundo.
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6.3 Modelo 2DH para o Transporte da Temperatura
A equacao do transporte da temperatura considerando o modelo 2DH é dada por:

DT 1

onde os parametros desta equag¢ao sao os mesmos descritos na equagao (1.6).

6.4 Modelo 2DH para o Transporte das Concentracoes
de Espécies Constituintes

Devido as caracteristicas hidrodinamicas de muitos corpos de agua de interesse em
uma bacia hidrografica, um modelo 2DH de transporte é bem adequado para a simulacao
da distribuicao de espécies constituintes bem dissolvidas na coluna de agua.

A equagao do transporte das espécies constituintes para o modelo 2DH, isto é, integrada
em uma camada de espessura H que vai do fundo até a superficie é dada por:

Nmaz N Py, n N P- 7

D¢ 1 " . . .

e — gV HAnVea)+ > ( Sl e = > C?”Mé’chﬂj;’”> +S;, (6.17)
WjEHﬁ WjEHﬁ

onde os parametros presentes nessa equacao sao os mesmos definidos para a equacao das
espécies constituintes (1.8).

Para simplificar a notagao considera-se:

Nmaz NPy, n NPy, n
e (X Il - 3 eIl ) s 6

n=1 j=1 p=1 j=1 p=1
m€lln mi€ll;

que reprenta as reacoes cinéticas para cada concentracao de espécie constituinte a ser con-
siderada e o termo fonte.

Assim, a equacao (6.17) sera escrita:

DCi 1
==V ; E E .
i HV ()\TDchl) R (6.19)
onde Ap, = HAp, que poderda ser um escalar ou tensor, dependendo do modelo mais

especificamente a ser considerado.

O modelo 2DH das equacoes dos transportes serd utilizado para o calculo do transporte
em corpos de dgua razos, enquanto que o modelo 2D calcula o transporte na superficie da
agua.

Um dos principais indicadores da qualidade da agua é o oxigénio dissolvido indispenséavel
para a manutengao dos organismos aer6bios [Mota, 2003] e para o equilibrio ambiental
como um todo. Em condi¢oes normais, as dguas constituem ambientes bastante pobres em
oxigénio, devido é baixa solubilidade. A presenca de certos poluentes, principalmente os
de origem organica, diminui ainda mais a concentracao de OD, podendo levar a extin¢ao
dos organismos aquaticos aerobios que ajudam a decompor a matéria organica a partir do
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consumo do oxigénio dissolvido. O que pode provocar o surgimento de outras formas de
vida no meio anaer6bio produzindo residuos toxicos.

As discretizacoes das equacoes do transporte da temperatura e das espécies constituintes
2DH seguem os mesmos procedimentos das equagoes em 2D descritos no Capitulo 4.
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CAPITULO

/

Problemas-teste para o Transporte da
Temperatura e das Concentracées de Espécies
Constituintes

7.1 Introducao

Sao apresentados neste capitulo dois problemas-teste com solucao analitica, um para
o transporte da temperatura e o outro para o transporte das concentracoes de espécies
constituintes.

7.2 Transporte da Temperatura

Considera-se o seguinte problema:

Um liquido viscoso escoa entre duas placas paralelas horizontais (Canal). Sendo que
uma delas € mantida a temperatura I'l e a outra € temperatura T2, como mostra a Figura
(7.1):

As equagoes da continuidade, de Navier-Stokes e da temperatura aplicaveis ao problema
tomam a forma:

%@-Z 0 (7.1)
u%—kv%z—%%—kl/(%—kgi;) (7.2)
u%+vg—;:—%%+v(%+%> (7.3)

ug—z + vg—z = a(% + 227{) (7.4)

45



Capitulo 7 Problemas-teste para o Transporte da Temperatura e das Concentracées de Espécies Constituintes

T1

Figura 7.1: Escoamento de um fluido entre duas placas planas e paralelas.

ou . ov .
Como — = 0 temos, pela equacao da continuidade que — = 0, isto é, v é constante

ox oy

ao longo da direcao y. Como v = 0 junto com as placas conclui-se que esta componente da
velocidade é identicamente nula. Em consequéncia as equacoes do problema reduzem-se a :

O*u  1dp
a_y2 — ;%. (7-5)
aT o?’T  0°T

d
onde £ ¢ gradiente de pressao que é constante ao longo do escoamento. A equacdo da

componente da velocidade u é desacoplada da equacao da temperatura, entao tem-se:

i _ 1oy .
oy pox’ '
1 [L? 9
A vazdo em massa ¢ dada por:
. dp/dx
=—p———L°. )
=, (7.9)

Para obter a expressao de B utiliza-se a expressao que relaciona o balanco de energia

x
dada por,
oT
ne,— = 9 1
ey q (7.10)
dT
Como o # f(y), obtemos:
T 2
8— = —q (7.11)
dr e,
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Sendo assim, a dependéncia da temperatura ao longo de = é dada por pela seguinte
equagao:

24pq
T =T, 7.12
' e, L (—dpjdz) " (712)
Dessa forma, o perfil da temperatura é portanto:
21 qL 24uq 3¢ (L* , y!
T=T ——— —y° - = 7.13
64k pch?’(—dp/dx)m i P\ 27 3 (7.13)
onde g é o fluxo de calor e é dado por:
kA
9= 7 (Ty —Th) (7.14)

A é a area das faces das placas e k é a condutividade térmica do fluido.

Maiores detalhes sobre o desenvolvimento desse problema pode ser encontrado em
[Pontes, 2003].

7.3 Transporte de Concentracoes de Espécies Consti-
tuintes

Para que se conheca e controle a qualidade da agua sao utilizados modelos capazes de
expressar as complexas interagoes ocorridas dentro do corpo d’agua receptor. A utilizacao
de modelo de qualidade de ambientes naturais ou canais artificiais envolve o uso de para-
metros fisicos, quimicos e biolégicos, que precisam ser bem avaliados para que o modelo
forneca resultados confiaveis [Rosman, 2006].

Toda formulacao que se desenvolve é consequéncia da aplicacao do balanco de massa
sobre a por¢ao do fluido pelo qual particulas sao transportadas.

Os poluentes sao alterados devido aos processos fisicos de adveccao e difusao e processos
bioquimicos e fisicos de convecgao.

Com a introducao de matéria organica em um dado curso de agua, esta é degradada
pelas bactérias presentes no meio, ocasionando um consumo de oxigénio e acarretando
uma diminuicao do oxigénio dissolvido na agua. Ao se distanciar do ponto de descarga
da matéria organica, considerando como constante a taxa de degradacao, esta passa a
diminuir a jusante, regiao compreendida entre o observador e a foz de um curso d’agua, do
ponto de descarga, ocasionando a diminuicao da atividade das bactérias e consequentemente
minimizando o consumo de oxigénio.

Os modelos de qualidade de dgua tentam simular a evolugao da degradacao do nivel de
oxigénio dissolvido na agua, auxiliam na compreensao destes problemas e na tomada de
decisoes.

O modelo pioneiro no desenvolvimento desta modelagem foi desenvolvido em 1925 e
¢ conhecido como Modelo Streeter-Phelps que relaciona o Oxigénio Dissolvido (OD) e os
valores da Demanda Bioquimica de Oxigénio (DBO) e descreve o aumento e decréscimo
seguinte do déficit de oxigénio & jusante de uma fonte de material organico. Este modelo foi
posteriormente estendido para processos de nitrogénio, detalhados pelo modelo EPA com
nitrificagdo, o QUAL1 [Orlob, 1982]. Finalmente o ciclo do fosforo e algas foi adicionado
na formulag¢do do modelo QUAL2 [Brown, 1982|. Hoje varias versoes do estado-da-arte do
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modelo QUAL2 estao disponiveis dependendo da proposta do usuario. A escolha do modelo
depende de muitos fatores, tais como: os objetivos da andlise, a disponibilidade de dados e
o tempo de resposta.

7.4 Modelo de Cinética de Reacao Quimica

O modelo de cinética de reacao quimica, que compoem um modelo de qualidade de
agua, aqui descrito segue uma obordagem euleriana, portanto considera-se a mesma malha
de elementos finitos do modelo hidrodinamico, permitindo assim que as componentes da
velocidade calculadas pelo modelo hidrodinamico possam ser usadas diretamente.

Os modelos de qualidade de 4dgua permitem o estudo de descargas de efluentes com
diferentes temperaturas, além do estudo da influéncia da temperatura nas reacoes quimicas
e biologicas para cada reacao especifica [Rosman, 2006].

Neste trabalho considera-se o modelo de cinética de reacao quimica das espécies consti-
tuintes OD-DBO.

7.4.1 Modelo OD-DBO

Para simular numericamente o transporte das espécies constituintes, dados pelas equa-
¢oes (1.13) e (1.14), foi considerado um modelo matematico com duas concentragoes OD-DBO
(Oxigeénio Dissolvido e Demanda Bioquimica de Oxigénio), com solugdes analiticas conhe-
cidas, que consideram apenas a oxidacao da matéria organica, como consumo e a reaeracao
atmosférica, como producao de oxigénio. Este modelo descreve o langamento de uma fonte
pontual de DBO em um corpo de agua e é dado por:

DC5 6205
2 Dk 7.15
Dt axz TCy ( )
Dc d%c
F: = D:m8726 —+ ka(cs — Cﬁ) — kpes (7'16)

onde, c5 ¢ a demanda bioquimica de oxigénio, cg é a concentracao de oxigénio dissolvido,
kr & uma taxa de decaimento da matéria organica, kp é o coeficiente de desoxigenacao, k,
é o coeficiente de reaeracao e cs ¢ a concentracao de saturagao de oxigénio dissolvido e é
dada por:

s = 14.6244 — 0.364134T + 0.0044972T* + S(—0.0966 + 0.00205T + 0.00027397%) (7.17)

onde T' é a temperatura e S é a salinidade.

Este modelo, dado pelas equagoes (7.15) e (7.16), além de ser um modelo de transporte
de concentracoes de espécies constituintes, ¢ também um modelo de transporte e reacao
de constituintes, pois além dos constituintes serem transportados, ocorre uma reacao entre
eles, isto é, a DBO reage com o OD, fazendo com que o OD desapareca em uma reac¢ao
quimica e apareca novamente em uma reaeracao.

As solugoes analiticas para o oxigénio dissolvido (OD) e a demanda bioquimica de
oxigénio (DBO) sao dadas respectivamente por:

cs = caoexp{ (1- ar)x] (7.18)
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k exp [ﬁ(l - ar)x} exp {ﬁ(l - aa)x}
D

Ce = C6,0
ko — kK, o

_ o
| 4k.D,, [+, 4kaDayy
a, =4/1+ e ag =1/1+ iE (7.20)

Valores na literatura mostram que kp pode variar entre 0,5/dia, para 4guas com grande
concetracao de matéria organica, e 0,09/dia para rios com aguas limpas; o coeficiente de
reaeracao varia com a profundidade e com a velocidade do curso de dgua, podendo assumir
valores entre 0,20/dia, para rios profundos e lentos, e 1,20/dia para rios rapidos e rasos.
Para este trabalho foi considerada taxas de consumo menores e maiores taxas de fontes
de OD, isto é, menores coeficientes de desoxigenacao e decaimento da matéria organica e
maior coeficiente de reaeracao, de acordo com os valores que foram adotados no trabalho
de |Cunha, 2003].

(7.19)

onde
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CAPITULO

o]

Resultados Numéricos e Validacdo

8.1 Introducao

Neste Capitulo sao apresentados os resultados obtidos para o transporte da tempe-
ratura, o transporte das espécies constituintes e para o modelo de turbuléncia. Todas as
simulagoes foram realizadas considerando escoamentos de fluidos incompressiveis na pre-
senca de contornos rigidos e a validacao considera os problemas-teste descritos no Capitulo
7 para 2D e 2DH.

A validagao do codigo computacional foi feita comparando os resultados numéricos,
obtidos para cada modelo, com valores exatos de solugoes analiticas e com valores expe-
rimentais como é o caso do modelo de turbuléncia. Foram desenvolvidos testes para os
modelos de transporte de temperatura, do transporte das espécies constituintes e para o
modelo de turbuléncia.

As simulagoes foram feitas considerando os seguintes problemas: escoamento em um
canal, simulacao em dominio com geometria curva, simulacao de uma placa com contra-
¢ao, escoamento em uma expansao brusca e simulagao em uma geometria de um terreno:
Caledonia, para o caso 2D. Simulacao no canal e na geometria cocho para o caso 2DH e
simulacao em uma expansao brusca para o modelo de turbuléncia.

8.2 Simulacao do Escoamento em um Canal

8.2.1 Temperatura

Para o estudo e validacao dos resultados aqui apresentados, considera-se o escoamento
de um fluido entre duas placas paralelas, como mostrado na Figura (7.2), onde o escoamento
¢ da esquerda para a direita.

Foi feita uma simulacao considerando as placas T1 e T2 mantidas a uma temperatu-
ra constante de 30°C. Os resultados dessa simulagao podem ser vistos nas Figuras (8.1)
e (8.2),onde, na Figura (8.1) é apresentado o perfil da temperatura, na saida de fluido
do canal, da solugdo numérica juntamente com a solu¢ao analitica e na Figura (8.2) é
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apresentada a solugao em todo o canal. Na Figura (8.2), nota-se que ao entrar no canal, a
temperatura das camadas de fluido mais proximas das paredes sobem mais do que as das
camadas proximas ao eixo do escoamento que se encontram distantes da fonte de calor.

30
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Figura 8.1: Comparacao entre os resultados numéricos e a solucao analitica da temperatura
na safda de fluido do canal

29.9

29.9 29.9 299 299 299 30.0 30.0

Figura 8.2: Solugao numérica em todo o canal

O modelo utilizado para os dois problemas é descrito a seguir:

Dimensao do dominio: 3,0m x1,0 m;

Diametro do injetor (L): 1,0m;

Velocidade de inje¢ao (U): parabolica;

Coeficiente de viscosidade cinemética (v): 1,0 m?s™!;

Parametros de escala: L =1,0me U =1,0 ms™};

Nuamero de Reynolds (Re = UL/v): 1,0;
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e Densidade: p=1,0;
e Coeficiente de condutividade térmica do fluido «: 1, 0;

e Calor especifico ¢,: 1,0.

Para o transporte da temperatura observa-se que o método utilizado fornece bons resul-
tados, visto que a solucao numérica apresenta uma excelente concordancia com a solugao
analitica. Nessa simulacao o erro absoluto foi da ordem de 1075 para o exemplo considerado.

Na Figura (8.3) sdo mostrados os resultados obtdos em um teste de convergéncia deste
problema para diversos valores de At, considerando uma malha computacional com 3000
nos.

30 T
T exata
T dt=0.0001  x
29.99 T dt=0.001  * 1
T% Tdt=001 =

29.98 \%%ﬁ f
29.97 %{iﬁ f
29.96 s 5

[o]
5
ﬁ vy A
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X¥a 2%X
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29.91
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Figura 8.3: Teste de convergéncia para a temperatura com, At = 0,01, At = 0,001 e
At = 0,0001.

Observa-se que diminuindo o valor de At, a solucdo numérica se aproxima mais da
solucao analitica. Mostrando portanto a convergéncia do método.

8.2.2 Espécies Constituintes

Para simular numericamente o transporte das concentragoes de espécies constituintes
foi considerado o modelo de cinética de reacao quimica das espécies constituintes OD-DBO,
apresentado no Capitulo 7, que descreve o lancamento de uma fonte pontual de DBO em
um corpo de agua.

Para obter as equagoes que modelam o ciclo OD-DBO das equagoes (1.13) e (1.14),
foram feitas atribuigoes a cada termo presente nas equagoes (1.13) e (1.14) aos termos
correspondentes em (7.15) e (7.16), como mostra a tabela abaixo:

Para o problema considerado, adotou-se os seguintes parametros:

e Dimensao do dominio: 0,2m x 23,4m
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equagao (1.13) equacgao (1.14)
C1 = Cj Cy = Cg

>\D1 - Dazas )\Dg - Dxx
piy = kr fiy = ka

M1 =2 Vo1 = 2

P21 =0 Bi1 =10
S1=0 So =ka ¢, — kr cs

Tabela 8.1: Atribuicoes para cada parametro da equagao geral do transporte das concen-
tracoes de espécies constituintes de acordo com o modelo de cinética de reacao quimica
OD-DBO.

e Velocidade U = 0,03ms ™!

e Temperatura da agua T = 25°C

e Coeficiente de desoxigenagao Kp = 0,50/dia

e Coeficiente de reaeracao K, = 0,90/dia

e Taxa de decaimento da matéria organica K, = 0,30/dia
e Condigao inicial para DBO Cs = 10, 0mg/!

e Condigao inicial para OD Cgo = 8,3mg/I

e Densidade: p=1,0;

e Coeficiente de condutividade térmica do fluido «: 1,0;

e (Calor especifico ¢, = 1,0;

e Salinidade S = 1,0.

Para este modelo foram obtidos os seguintes resultados:

A Figura (8.4) mostra a comparagao entre os resultados numéricos e a solugao analitica
para o Oxigénio Dissolvido e a Demanda Bioquimica de Oxigénio no meio do canal, na
dire¢ao do escoamento (x). Pode-se observar através desse grafico que ha uma excelente
concordancia entre os resultados fornecidos pelo método e a solucao analitica tanto para a
DBO como para o OD. O erro absoluto para este problema foi da ordem de 1074,

As Figuras (8.5) e (8.6) mostram a solu¢ao em todo o canal para a DBO e o OD res-
pectivamente. Observa-se na Figura (8.6), que representa o consumo de oxigénio dissolvido
ao longo do corpo de adgua onde se processa a decomposicao da matéria organica, qual é o
trecho que sofre as consequéncias da poluicao e em qual regiao o curso de adgua volta a res-
tabelecer as condigoes anteriores, podendo assim ter uma previsao da qualidade da 4gua.
Entretanto, tais conclusoes s6 sao possiveis com a especificacao correta dos coeficientes
utilizados para descrever as reacoes cinéticas.
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I DBO numerica JE—
DBO andlitica ——
OD numerica -

concentracoes

0 50 100 150 200 250 300
X

Figura 8.4: Comparacao entre os resultados numeéricos e a solucao analitica no meio do
canal e na direcao do escoamento.

0.600 1.94 3.2 8.66 10.0

7.31

9 4.63 5.97

Figura 8.5: Solucao numérica em todo o canal para a DBO.

666 689 7.13 7.36 7.60

7.83 8.07 830

Figura 8.6: Solugao numérica em todo o canal para o OD.

8.2.2.1 Simulacao de uma mancha de DBO no canal

A simulacao seguinte foi realizada considerando uma mancha de DBO na entrada do
canal, com condicao inicial C5 = 10,0mg/l para a DBO e Cgo = 0,0mg/l para o OD.
Para as quais foram obtidos os seguintes resultados:

Observa-se na Figura (8.7) que a mancha de DBO, colocada na entrada de fluido do
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-1.286.08 -2.71e-09 7.41e-09 1.75¢-08 2.76e-08 3 78e-08 4.79e-08 5.80e-08

Figura 8.7: Mancha de DBO no canal.

0.00 0.000103 0.000207 0.000310 0.000413 0.000517 0.000620 0.000723

Figura 8.8: Comportamento do OD.

canal, é transportada em direcao a saida de fluido do canal, diminuindo a cada instante de
tempo sua concentracao inicial.

Na Figura (8.8), observa-se um aumento gradativo na concentragao de OD, isso devido
a reaeracao atmosférica.

8.3 Simulacao em Dominio com Geometria Curva

Nesta secao serao apresentas as simulacoes numéricas de um problema bidimensional
num dominio com geometria curva. A Figura (8.9) mostra o dominio e a Figura (8.10)
mostra a malha discretizada em elementos finitos gerada pelo Fasymesh.

saidade fluido

Figura 8.9: Geometria utilizada na simulacao do problema com saida de fluido em regiao
curva.

Para uma simulacao do problema em questao, o seguinte modelo foi empregado:
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Figura 8.10: Malha da geometria curva gerada pelo Easymesh.

e Velocidade de injecao: U = 0,03ms!;
e Parametros de escala U = 1,0ms ! e L = 1,0m;

e Numero de Reynolds: Re=100.

Considerando as entradas de fluido a esquerda e a direita da parte superior da geometria
e a saida de fluido na parte curva da geometria, como mostra a Figura (8.9) obteve-se,
através do modulo Hydro, o seguinte resultado para a velocidade:

R —
| — | —

Q.60 0.00565 G.0113 0.0170 0.0226 0.0283 0.0339 0.0396

Figura 8.11: Velocidade com saida de fluido na curva da geometria.

=

8.3.1 Temperatura

Para simular o transporte da temperatura considerando a mesma geometria, foram
obtidos os seguintes resultados:

Nas Figuras (8.12) e (8.13), sao mostrados os resultados obtidos em um certo intervalo
de tempo até a sua convergéncia, mostrada na Figura (8.13).

Para o problema considerado, foram adotados os seguintes parametros:

e Densidade: p =1,0;
o Coeficiente de condutividade térmica do fluido x: 1,0;
e Calor especifico ¢,: 1,0.

e Temperatura nos contornos rigidos: 7' = 25°C.
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‘am

24.2 243 244 245 246 248 249 250

Figura 8.12: Temperatura com saida de fluido na curva da geometria.

25.0 25.0 250 25.0 250 25.0 25.0 250

Figura 8.13: Temperatura com saida de fluido na curva da geometria.

Observa-se através das figuras acima que os resultados fornecidos sao condizentes com os
resultados obtidos com o problema teste, isto é, a temperatura do fluido fica mais elevada
proxima as paredes da geometria e diminui proximo a saida de fluido, até atingir sua
convergeéncia.

8.3.2 Espécies Constituintes

Para simular numericamente o transporte das espécies constituintes na mesma geome-
tria foram obtidos os seguintes resultados para os constituintes OD e DBO:

O modelo aqui empregado é o mesmo utilizado na simulacao considerando o escoamento
no canal.

Observa-se através da Figura (8.14) que o comportamento da DBO é o mesmo obtido
na simula¢ao do canal. O mesmo acontece com o OD como mostra a Figura (8.15). Isto
é, 0 OD decai devido a reagao com a DBO e volta a restabelecer as condicoes anteriores
devido a reaeracao atmosférica.

8.3.3 Simulagcdao de uma mancha de DBO e OD na geometria curva

Para essa simulacgao, foi considerada uma mancha de DBO na entrada de fluido a es-
querda na geometria com condi¢ao inicial ¢5 g = 10, 0mg/l e uma mancha de OD na entrada
de fluido & direita na geometria com condigao inicial ¢go = 8,3mg/l, e com condi¢oes de
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399 485 570 656 742 828 9.14 10.0

Figura 8.14: Transporte de DBO na geometria curva.

8.30

&

7.84 7.91 797 8.04 8.10 8.17

Figura 8.15: Transporte de OD na geometria curva.

contorno ¢s o = 0,0mg/l para a DBO e ¢g¢ = 0,0mg/l para o OD.

Nas Figuras (8.16), (8.17), (8.18) e (8.19) observa-se que o comportamento dos consti-
tuintes OD e DBO sao os mesmos apresentados nas simulagoes anteriores.
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3.01e23 0.0702 0.140 0.211 0.281 0.351 0421 0.492

Figura 8.16: Mancha de DBO na entrada de
fluido da geometria curva em ¢ ~ 60s

0449 0516

0.583 0.649 0.716

0.783 0850 0.917

Figura 8.18: Mancha de OD na entrada de
fluido da geometria curva em ¢ ~ 60s

[eX 00920 0.00958  (1.00996 D 0103 0.0107 0.0111

0. 0115 0.0118

Figura 8.17: Mancha de DBO na entrada de
fluido da geometria curva em ¢ ~ 24h

870 870 870 870 870 870 870 871

Figura 8.19: Mancha de OD na entrada de
fluido da geometria curva em ¢ ~ 24h

8.4 Simulaciao de uma Placa com Contracao

O problema da contracao caracteriza-se pelo escoamento de um fluido através de um
canal de diametro L que passa a escoar em um canal de didmetro menor L/4. O dominio
do escoamento para o problema é apresentado na Figura (8.20) e a malha computacional
para essa geometria discretizada em elementos finitos ¢ mostrada na Figura (8.21).

<o
-
I ——

2L

Figura 8.20: Geometria utilizada na simulacao do problema em uma placa com contragao.

Para uma simulacao do problema em questao, o seguinte modelo foi empregado:

e Diametro das cavidades:
e Parametros de escala U = 1,0ms ™!

e Numero de Reynolds: Re=100.

D1 =8,0cm e D2 =2,0cm
e L=1,0m;
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LA LFa TR LFuTaTu R LFo T, A Lo TuRLFoTuT AL TR LA L T LTy ALRLFT LT, LR LT LALFATLMLNLFaT AL
LaTLA L aTa Ty aTuT LN TR AL T T W T AT AL aTL AL AT e LA e TUA AL aT LT

LraTLARLT LraTPaRL LT

Figura 8.21: Malha gerada pelo Easymesh.

Para a simulacao da velocidade através do moédulo Hydro, obteve-se o seguinte resultado,
mostrado na Figura (8.22).

-0.000273 0.0248 004049 0.0750 o 100 a1as 0.150 0175

Figura 8.22: Velocidade na placa com contragao.

Observa-se uma recirculacao nas regioes dos cantos superiores e inferiores da primeira
cavidade.

8.4.1 Temperatura

Utilizando a mesma malha para simular o transporte da temperatura e considerando o
seguinte modelo:

e Densidade: p=1,0;

e Coeficiente de condutividade térmica do fluido x: 1,0;
e Calor especifico ¢,: 1,0.

e Temperatura nos contornos rigidos: T = 25°C.

obteve-se o seguinte resultado:
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oy
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24.6

24.8 249 25.0

24.2 243 244 24.5

Figura 8.23: Transporte da temperatura na placa com contracao.

8.4.2 Espécies Constituintes

Para simular o transporte das espécies constituintes na mesma geometria para o modelo
de cinética de reacao quimica OD-DBO, foi considerada a simulacao de uma mancha de
DBO no canto a esquerda na parte superior da geometria e uma mancha de OD a esquerda
na parte inferior da geometria, adotando os seguintes parametros:

e Temperatura da agua T' = 25°C

e Coeficiente de desoxigenagao Kp = 0,50/dia

e Coeficiente de reaeragao K, = 0,90/dia

e Taxa de decaimento da matéria organica K, = 0,30/dia
e Condigao inicial para DBO Cs = 10,0mg/!

e Condigao inicial para OD Cgo = 8,3myg/!

e Densidade: p=1,0;

e Coeficiente de condutividade térmica do fluido «: 1,0;

e Calor especifico ¢,: 1,0.

Para esta simulacao foram obtidos os resultados, mostrados nas figuras seguintes, onde
sao apresentadas as solugoes em varios intervalos de tempo até a solucao se tornar estavel.

Observa-se nas Figuras (8.30), (8.31), (8.32), (8.33), (8.34) e (8.35) que a taxa de OD
é alta no comeco da simulacao, decai depois de um certo intervalo de tempo e em seguida
volta a aumentar, ou seja ela diminui devido a uma reacao quimica com a DBO e aparece
novamente devido a uma reaeracao. A mancha de DBO colocada na entrada de fluido
movimenta-se em direcao a saida de fluido da geometria, se espalhando gradativamente por
toda a geometria, no entanto, com uma taxa de concentracao cada vez menor, como pode
ser observado nas Figuras (8.24), (8.25), (8.26), (8.27), (8.28) e (8.29). O que ocorre neste
fendomeno é que além de existir um transporte das concentracoes de espécies constituintes,
também ocorre uma reagao quimica entre os constituintes a serem transportados.
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[X-1-] 0.0369 0.0738 0111 . 0.185

8.57 10.0

0.258

Figura 8.24: DBO em ¢ ~ 60s Figura 8.25: DBO em t ~ 240s

0.0146 0.0292 0.0439 0.0585 0.0731 0.0877 0.102

0.0105 0.0210 0.0315 0.0420 0.0526 0.0631 0.0736

Figura 8.26: DBO em t ~ 1h Figura 8.27: DBO em t ~ 8h

0.00133 0.00267 ©.00400 0.00533 0.00667 ©0.00800 0.00934

3.69e-08 73808 1.11e07 14807 18507 221e07 258007

Figura 8.28: DBO em t ~ 12h Figura 8.29: DBO em t ~ 24h

1

0.00 0.126 0.253 0.379 0.505 0.631 0.758 0.884

Figura 8.30: OD em t ~ 30s Figura 8.31: OD em t ~ 240s

@
!

0.00 0.138 0.277 0.415 0.554 0.692 0.831 0.969

 # . : 0.00 0.185 0.369 0.554 0. 739 0.923 1.11 1.29
I i N

Figura 8.32: OD em t = 1h Figura 8.33: OD em ¢ =~ 8h
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0.00 0.370 0.739 1.11 1.48 1.85 2.22 2.59 0.00 0.433 0.867 1.30 1.73 2.17 2.60 3.03

g | - ; | i i
Figura 8.34: OD em t = 12h Figura 8.35: OD em t ~ 24h

8.5 Simulacdao numa Expansao Brusca

Considerando o problema bidimensional numa expansao brusca [Stuart, 1991]| foi reali-
zada uma simulagao para o transporte da temperatura e uma simulacao para o transporte
das concentracoes.

A geometria do problema é mostrada na Figura (8.36), em que a altura da expansao
brusca ¢ a metade da largura do canal e a malha utilizada é mostrada na Figura (8.37).

Figura 8.36: Geometria utilizada para a simulacao do problema numa expansao brusca.

ATATATATATATATATATS
T

Figura 8.37: Malha nao estruturada gerada pelo Easymesh.

8.5.1 Temperatura

Para simular o transporte da temperatura considerando a geometria (8.36) e o modelo
descrito abaixo:

e Densidade: p =1,0 ;
e (Coeficiente de condutividade térmica do fluido «: 1,0;
e Calor especifico ¢,: 1,0;

e Temperatura nos contornos rigidos: T = 25°C.

obteve-se o seguinte resultado:
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24.8

24.2 24.2 24.4 24.5 24.6 24.9 25.0

Figura 8.38: Transporte da temperatura numa expansao brusca.

Observa-se na Figura (8.38) que as camadas de fluido préximas ao contorno rigido
apresentam uma temperatura mais elevada do que a das regioes que apresentam uma re-
circulacao.

8.5.2 Espécies Constituintes

Para simular o transporte das espécies constituintes na mesma geometria e considerando
o modelo descrito abaixo:

e Temperatura da agua T = 25°C

e Coeficiente de desoxigenagao Kp = 0,50/dia

e Coeficiente de reaeracao K, = 0,90/dia

e Taxa de decaimento da matéria organica K, = 0,30/dia
e Condic¢ao inicial para DBO Cjs = 10,0mg/!

e Condic¢ao inicial para OD Cgo = 8,3mg/!

e Densidade: p=1,0;

e Coeficiente de condutividade térmica do fluido x: 1,0;

e Calor especifico c,: 1,0.

foram obtidos os seguintes resultados:

S
0.878 2.18 3.48 4.79 6.09 7.39

8.70 10.0

Figura 8.39: Transporte de DBO numa expansao brusca.

65



Capitulo 8 Resultados Numéricos e Validacdo

8.21 8.30

Figura 8.40: Transporte de OD numa expansao brusca.

8.6 Resultados com uma geometria complexa

Foi considerada a seguinte malha nao estruturada, gerada no Fasymesh:

Figura 8.41: Malha nao estruturada gerada pelo Easymesh.

A simulacao foi realizada considerando o fluido se movendo da esquerda para a direita,
sendo a saida de fluido na parte superior & direita na geometria.

8.6.1 Temperatura

Para simular o transporte da temperatura considerando essa geometria e o modelo
descrito abaixo:

e Densidade: p=1,0;

e Coeficiente de condutividade térmica do fluido x: 1,0;
e (Calor especifico ¢,: 1,0;

e Temperatura nos contornos rigidos: T = 25°C.

obteve-se o seguinte resultado:

Observa-se na Figura (8.42) que as camadas de fluido proximas aos contornos rigidos que
estao & uma temperatura constante de 7' = 25°C' apresentam um aumento na temperatura
em relacao ao fluido que se encontra distante dessa fonte de calor.
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Figura 8.42: Transporte de temperatura.

8.6.2 Espécies Constituintes

Para simular o transporte das espécies constituintes na mesma geometria e considerando
o modelo descrito abaixo:

e Temperatura da dgua T = 25°C

e Coeficiente de desoxigenagao Kp = 0,50/dia

e Coeficiente de reaeracao K, = 0,90/dia

e Taxa de decaimento da matéria organica K, = 0,30/dia
e Condic¢ao inicial para DBO Cjs = 10,0mg/!

e Condicao inicial para OD Cgo = 8,3mg/!

e Densidade: p=1,0;

e Coeficiente de condutividade térmica do fluido «: 1,0;

e Calor especifico c,: 1,0.

obteve-se os seguintes resultados:

Para a simulagao do transporte da DBO, foram colocadas duas manchas desse consti-
tuinte na entrada de fluido da geometria, uma delas na parte superior e a outra na parte
inferior, com uma condigao inicial c5¢o = 10,0mg/l. Para o OD foi colocada uma man-
cha desse constituinte entre as duas manchas de DBO, na entrada da geometria, com uma
condicao inicial g9 = 8,3mg/I.

Observa-se através dos resultados obtidos, em determinados intervalos de tempo, mos-
trados nas figuras seguintes, que as duas manchas de DBO que sao transportadas em dire¢ao
a saida de fluido da geometria, se encontram apés ¢t ~ 60s e vao se espalhando gradativa-
mente por toda a geometria, entretanto com uma taxa de concentragao cada vez menor.

Quanto ao OD, observa-se que a taxa de OD é alta no comeco da simulagao, decai
ap6s um certo intervalo de tempo e em seguida volta a aumentar, ou seja, ela diminui
devido a uma reacao quimica com a DBO e aparece novamente devido a uma reaeracao.
O que ocorre neste fendomeno é que além de existir um transporte das concentracoes de
espécies constituintes, também ocorre uma reacao quimica entre os constituintes a serem
transportados.
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8.18¢-13  0.00316 0.00633 0.00949 0.0127 00158 0.01%0 0.0221 -12%09 0000612  0.00132 0.00184 0.00245 0.00306 0.00367 0.00428

Figura 8.43: Transporte de duas manchas  Figura 8.44: Transporte de duas manchas

de DBO em t ~ 60s de DBO em t ~ 240s
-3 73e-10 0.000277 0.000553 0.000830 0.00111 0.00138 0.00166 0.00194
0.00 0.000160 0.000321 0.000481 0.000641 0.000802 0.000962 0.00112

Figura 8.45: Transporte de duas manchas  Figura 8.46: Transporte de duas manchas
de DBO em t = 1h de DBO em t =~ 8h

0.00 8.10e-07 1.62¢-06 24306 324006 405606 4.86e-06  5.67e-06 o0 1.81¢08 36108 542¢08 723208 9.03-08 1.08¢07 126007

‘\’[I|

Figura 8.47: Transporte de duas manchas  Figura 8.48: Transporte de duas manchas
de DBO em t =~ 12h de DBO em t ~ 24h
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0.00 0.105 0.210 0315 0421 0526 0.631 0.736

0.00 0.00813 0.0163 0.0244 0.0325 0.0406 0.0488 0.0569

Figura 8.49: Transporte de uma mancha de  Figura 8.50: Transporte de uma mancha de
OD em t ~ 60s OD em t = 240s

0.00 000798 00160 00239 00319 00399 00479  0.0559 0.00 0.00039 00188 00282 00376  0.0469  0.0563  0.0657

Figura 8.51: Transporte de uma mancha de  Figura 8.52: Transporte de uma mancha de
OD em t = 1h OD em t =~ 8h

0.00 00189 0.0378 0.0568 00757 0.0946 0114  0.152 0.00 00458 0.0916 0.137 0183 0229 0275 0321

Figura 8.53: Transporte de uma mancha de  Figura 8.54: Transporte de uma mancha de
OD em t =~ 12h OD em t =~ 24h
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8.7 Simulacdao em uma geometria de um terreno: Ca-
led6nia

Nesta secao sao apresentados os resultados numéricos da simulagao em uma geometria
representando uma regiao a ser alagada: Caledonia. Para esta regiao, foi gerada, através
do moédulo responsavel pela geracao de malha, uma malha computacional triangularizada,
com triangularizacao de Delaunay, mostrada na Figura (8.55), que possui 4379 nos e 14268
elementos.

Figura 8.55: Malha representando um terreno a ser alagado: Caledonia.

Considera-se nesta geometria algumas regioes como sendo entrada de fluido e uma regiao
como sendo saida de fluido. As entradas de fluido, estao apresentadas em azul, nas regices
1, 2 e 3, e a saida em vermelho, na regiao 7 da Figura (8.56).

Figura 8.56: Entradas e saida de fluido na malha da Caledonia.
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Para essa geometria foram realizadas simulacoes para os campos de velocidade, tempe-
ratura e para o modelo de reacao quimica dos constituintes OD-DBO.

Foram considerados os mesmos parametros utilizados nas simulacoes anteriores. Para
os quais foram obtidos os seguintes resultados:

8.7.1 Velocidade

ivdocidade (m/s) -

-0.655 -0.0349 0.585 1.20 1.82 2.44 3.06 3.68

Figura 8.57: Velocidade em toda a Caledonia.

A Figura (8.57) mostra o comportamento da velocidade em toda a geometria. Observa-se
ao longo de alguns trechos das regioes 4, 5 e 6 que a velocidade u é negativa, ou seja, nestas
regioes estd havendo uma recirculacao do fluido.

8.7.2 Transporte da Temperatura

Para a simulagao do transporte da temperatura, foi obtido o seguinte resultado:

Observa-se na Figura (8.58) que a temperatura é a mesma em qualquer regiao da geo-
metria.

8.7.3 Transporte dos constituintes OD-DBO

Para a simulacao do transporte de dois constituintes, considerando o Modelo Cinético
de Reagao Quimica OD-DBO, foi considerada uma condi¢ao inicial ¢59 = 10,0mg/l para
a DBO e 9 = 8,3mg/l para o OD, nas trés entradas de fluido da geometria. Para essa
simulagao foram obtidos os seguintes resultados:

Observa-se na Figura (8.59), como a DBO é transportada ao longo da geometria em
direcao ao escoamento, nota-se que as regioes proximas as entradas de fluido estao sujeitas
a maiores taxas de concentragao desse constituinte do que as regioes 6 e 7 que encontram-se
distantes dessas fontes, onde a concentracao de DBO chega a ser nula.

Observa-se também no caso do transporte de OD mostrado na Figura (8.60) quais os
trechos que apresentam um decaimento desse constituinte e em quais regioes o curso d’agua
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P

250 25.0 25.0 250 25.0 250 250

Figura 8.58: Transporte de temperatura em toda a Caledonia.

Y

8.21e-10 143

Figura 8.59: Transporte de DBO em toda a Caledonia.

volta a restabelecer as condicoes anteriores. Ou seja, as regioes proximas as entradas de
fluido apresentam menores taxas de concentracao de OD, onde existe uma baixa concen-
tracao desse constituinte, isso devido a reacao quimica com a DBO, que faz com que o
OD diminua onde a presenca de DBO é maior. Nas regioes 6 e 7 a taxa de concentracao
de OD volta a aumentar devido a uma reaeragao e também devido ao fato dessa regiao
encontrar-se longe das fontes de DBO.

Observa-se através destes resultados, que a metodologia utilizada juntamente com o
codigo computacional desenvolvido, sao capazes de simular os fené6menos de interesse em
diversas geometrias e condicoes de contorno, visto que, em todas as geometrias utilizadas,
obteve-se comportamentos semelhantes ao obtido na simulacao com o canal, o qual foi utili-
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e

-

0.00 1.19 237 356 4.74 593 7.11 8.30

Figura 8.60: Transporte de OD em toda a Caledonia.

zado para a validacao dos modelos de transporte de temperatura e de espécies constituintes
aqui considerados.
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8.8 Resultados para o Modelo 2DH
8.8.1 Simulacdo no Canal 2DH

Para o estudo e validacao dos resultados apresentados nesta secao, tanto para o trans-
porte da temperatura, como para o transporte das espécies constituintes, foi considerada
a mesma geometria apresentada na Figura (8.61), isto &, considera-se o escoamento de um
fluido em um canal de altura H, onde o escoamento é da esquerda para a direita, vari-
ando apenas o comprimento do canal, que para a temperatura foi 9L e para as espécies
constituintes 24L, com H =1,0m e L = 1,0m.

J h 1
B A

L

9L

Figura 8.61: Geometria do canal 2DH.

8.8.2 Temperatura 2DH

Para o problema do transporte da temperatura 2DH, foi considerado o mesmo pro-
blema-teste apresentado no Capitulo 7, e os mesmos parametros utilizados nas simulacoes
feitas em 2D.

Foi realizada uma simulagao, onde as placas do canal foram mantidas a uma tempera-
tura constante de 15°C. O resultado dessa simulagio pode ser observado na Figura (8.62),
onde é apresentado o perfil, na saida de fluido do canal, da solucao numérica juntamente
com a solucao analitica e também a Figura (8.63) que mostra a solu¢ao em todo o canal. Na
Figura (8.63), nota-se, assim como no caso 2D, que ao entrar no canal, a temperatura das
camadas de fluido mais proximas das paredes sobem mais do que as das camadas proximas
ao eixo do escoamento que se encontram distantes da fonte de calor.

Para esse problema foi possivel validar o modelo, visto que o erro absoluto foi da ordem
de 107°.

8.8.3 Espécies Constituintes 2DH

Para simular numericamente o transporte das concentracoes de espécies constituintes
2DH, foi considerado o modelo de cinética de reacao quimica dos constituintes OD-DBO,
apresentado no Capitulo 7, que descreve o lancamento de uma fonte pontual de DBO em
um corpo de dgua. Para esse modelo obteve-se os seguintes resultados:

Para o problema do transporte das espécies constituintes, foi considerado o mesmo
problema-teste apresentado no Capitulo 7, Modelo de cinética de reacao quimica OD-DBO,
e 0s mesmos parametros utilizados nas simulacoes feitas em 2D. Com os resultados obtidos
foi possivel validar o simulador, visto que o erro absoluto foi da ordem de 107

Assim como no caso 2D, pode ser observado na Figura (8.64), para o caso 2DH, que
a comparagao entre os resultados obtidos e a solucao analitica para o Oxigénio Dissolvido
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Figura 8.62: Comparacao entre a solucao numérica e a analitica para a temperatura 2DH
na saida de fluido do canal.

Figura 8.63: Solugao numérica para a temperatura 2DH em todo o Canal.

DBO numerica —+—
14 DBO exata - |
OD numerica %
OD exata 8-
12

Especies 2DH

0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330

Figura 8.64: Comparacgao entre a solu¢ao numérica e a analitica do Modelo OD-DBO.

e a Demanda Bioquimica de Oxigénio apresentam uma excelente concordancia entre os
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Figura 8.65: Solucao para DBO em todo o canal.

Figura 8.66: Solucao OD em todo o canal.

resultados fornecidos pelo método e a solucao analitica tanto para a DBO como para o OD,
como também o comportamento em todo o canal mostrados pelas Figuras (8.65) e (8.66),
onde sdo mostrados os trechos que sofrem as consequéncias da poluigao, Figura (8.65), e o
comportamento do oxigénio dissolvido na dgua, Figura (8.66).

8.9 Simulacao na Geometria Cocho

Sao apresentadas aqui as simulagoes numéricas dos transportes da temperatura e das
concentragoes de espécies constituintes 2DH, considerando a geometria Cocho, mostrada na
Figura (8.67), variando apenas o comprimento da geometria, isto ¢, 9L para a temperatura
e 24L para as espécies constituintes. Onde, H = 1,0m, L = 1,0m, H1 = 0,33 + y e

Figura 8.67: Geometria Cocho 2DH.

H2=1,33—v.

8.9.1 Temperatura

Para o transporte da temperatura 2DH, com os mesmos parametros adotados na simu-
lacao anterior, foi obtido o seguinte resultado:

Figura 8.68: Solugao numérica para a temperatura 2DH na geometria Cocho.
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Como pode ser observado na Figura (8.68), a temperatura das camadas de fluido pro-
ximas a parede sobem mais rapido que as dos fluidos proximos ao eixo da geometria.

8.9.2 Espécies Constituintes 2DH

Para o problema do transporte das concentracoes de espécies constituintes 2DH, foi
considerado o mesmo problema-teste apresentado no Capitulo 7, Modelo de Cinética de
Reacao Quimica OD-DBO, e para esse problema foram obtidos os seguintes resultados:

Figura 8.69: Solucao numérica para a DBO na geometria cocho.

Figura 8.70: Solugao numérica para o OD na geometria cocho.

A escala de cores referentes as Figuras (8.63), (8.65), (8.66), (8.68), (8.69) e (8.70) ¢é
dada na Figura (8.71).

0.00 0.143 0.286 0429 0.571 0.714 0.857 1.00

Figura 8.71: Escala de cores.

Note que o comportamento durante o transporte dos constituintes OD e DBO, ao longo
do escoamento, sao os mesmos obtidos com a simulagao 2DH no canal.



Capitulo 8 Resultados Numéricos e Validacdo

8.10 Resultados para o Modelo de Turbuléncia

Nesta secao sao apresentados os resultados numéricos para o modelo de turbuléncia
adotado, considerando uma geometria com expansao brusca, para varios nimeros de Rey-
nolds.

Um dos problemas de escoamentos de fluidos que tem sido estudado ao longo dos anos é
o problema em geometria com expansao brusca. Este problema foi escolhido neste trabalho,
para ser um problema-teste para o caso da turbuléncia, pois existem na literatura dados
tanto numeéricos como experimentais, permitindo assim uma avaliacao do modelo adotado.

O dominio utilizado para simular este problema é mostrado na Figura (8.72) onde sao
considerados os seguintes parametros:

1ok A

Figura 8.72: Geometria para o problema.

altura do degrau: h=0.1m

e velocidade: U=1,0m/s

estes parametros foram os mesmos adotados em |Ferreira, 2007] onde foram feitos testes
para varios nimeros de Reynolds. No trabalho realizado por [Ferreira, 2007|, foi utilizado
o Modelo de Turbuléncia k-¢.

A Tabela (8.2) mostra os valores de x1, que é o ponto onde se forma uma recirculagao,
isto ¢, onde a velocidade troca de sinal. Sao mostrados os valores obtidos experimental-
mente e numericamente por Armaly [Armaly, 1983], os dados numéricos de Stuart e Dochan
[Stuart, 1991], os resultados de Ferreira [Ferreira, 2007] e os resultados do presente trabalho.

Experimental Numeérico
Re Armaly Armaly | Stuart and Dochan | Ferreira | Presente
100 3,06 2,95 3,13 3,08 3,1
200 5,16 4,82 4.97 5,14 4.5
400 8,72 8,04 8,03 8,24 8,0
600 11,28 8,18 10,25 9,71 9,3
800 14,34 7,50 11,47 10,68 10,08

Nota-se através dos dados apresentados na Tabela (8.2) que os valores obtidos para o

Tabela 8.2: Estimativas para

modelo de turbuléncia aqui adotado fornece resultados satisfatorios.
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Os resultados apresentados na Tabela (8.2), também podem ser observados nas Figuras
(8.73) e (8.74), ode sao mostrados os valores de z1 para os nimeros de Reynolds 100 e 200,
e os valores 400, 600 e 800 respectivamente.

0.6 T
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0.5 0 % |1
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0.3
PR
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g . // o
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Figura 8.73: Valores de x1 para Reynolds 100 e 200.
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Figura 8.74: Valores de x1 para Reynolds 400, 600 e 800.

Na Figura (8.75) estao dispostos graficamente os valores de x; para os niimeros de Rey-
nolds utilizados. Foram plotados os dados de Armaly [Armaly, 1983|, Stuart e Dochan
[Stuart, 1991|, Ferreira |Ferreira, 2007| e os resultados do presente trabalho. Através dos
valores plotados, observa-se bons resultados para valores de x; para 0 < Re < 400, pois es-
tao proximos aos valores experimentais. Entretanto, observa-se também que para Re > 400
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os resultados numéricos se distanciam dos dados experimentais, este fato pode ser explicado
devido aos efeitos tridimensionais e, possivelmente, devido a transicao da turbuléncia para
altos nimeros de Reynolds.

20 . . .
Exp. Armaly
18 Num. Stuart & Dochan - | |
Num. Armaly -
Num. Ferreira a-
10 Presente —-—#-— |
14 .
12
A -k
. o]
E -
x = i
2
0
100 200 300 400 500 600 700 800 900

Re

Figura 8.75: Comparacao entre resultados numéricos e experimentais.

Sendo assim, conclui-se através dos resultados obtidos, que o modelo de turbuléncia
utilizado apresenta resultados condizentes com os apresentados na literatura.
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Consideracées Finais

O objetivo desse trabalho de mestrado é o desenvolvimento de simuladores das equacoes
de transporte da temperatura e das espécies constituintes 2D e 2DH e também acrescentar
um modelo de turbuléncia ao simulador Hydro.

Para a implementacao do modulo de simulacao foram utilizados o método de Elementos
Finitos em uma estrutura de dados topologica OF. Para a solugao das equagoes governantes,
foram utilizados a formulacao Semi-Lagrangeana e o método de Galerkin. Os simuladores
foram validados considerando o problema de escoamento de fluido em um canal, tanto
para o modelo 2D como para o 2DH e foram realizadas simulagoes de escoamento de um
fluido em vérias geometrias, tais como, geometria curva, expansao brusca, uma placa com
contracao e em uma geometria representando um terreno a ser alagado: Caleddnia, em 2D,
a simulacao no canal e na geometria cocho para 2DH e simulagao em uma expansao brusca
para o modelo de turbuléncia. Todos os resultados obtidos mostraram concordancias com
a solucao analitica esperada tanto para o transporte de temperatura como para as espécies
constituintes. Com o modelo de turbuléncia utilizado também foram obtidos resultados
condizentes com os apresentados na literatura.

Em geral, pode-se concluir que as simulagoes para o transporte da temperatura, das
espécies constituintes 2D e 2DH e para o modelo de turbuléncia foram satisfatorias. Uma
vantagem dessa metodologia é a sua facilidade em simular escoamentos em geometrias
complexas.

Este trabalho pode ser extendido para escoamentos tridimensionais e o problema da
turbuléncia pode ser resolvido utilizando modelos mais complexos, como é o caso do modelo
de turbuléncia K-¢.

Parte deste trabalho estao no 6th Congresso Teméatico de Dinamica, Controle e Apli-
cagoes, DINCON. Sao José do Rio Preto-SP, 2007, com o titulo “Simulacao Numérica do
Transporte Térmico e de Escalares do Modelo OD-DBO: Um Estudo de Previsao de Qua-
lidade de adgua em Reservatérios Hidrelétricos” e também no XXX CNMAC, Congresso
Nacional de Mateméatica Aplicada e Computacional, com o titulo “Simulacao Numérica
do Transporte da Temperatura e de Espécies Constituintes em Reservatérios Hidrelétricos
Utilizando Método de Elementos Finitos em Malhas Nao-Estruturadas”.

81



Consideracées Finais

82



Referéncias Bibliograficas

[Armaly, 1983] Armaly B.F., Durst F., Pereira J.C.F. “Experimental and theorical investi-
gation of bachward-facing step flow,” Journal of Fluid Mechanics, 1983; 127:473-496

[Becker, 1981] E.B. Becker, G.F. Carey, and J.T. Oden, “Finite Elements An Introduction,”
Prentice-Hall, Inc., Englewood Cliffs, New Jersey Vol. 1, 1981.

[Bitar, 2002| Bitar, A. L., Antonio, R. M., Bianchini Jr, “Degradacdo anaerdbia de folhas,
galhos, cascas e serapilheira”. Acta Limnologica Brasiliensis, Botucatu, v.14, n.2, p.17 -
26, 1. 2002.

[Boussinesq, 1877| Boussinesq J. Memories presentes par divers savants sciences mathe-
matique at physiques theorie de I’ecoulement tourbillant. Academie des Sciences, Paris,
23:46, 1877.

[Bohrer, 2002] Bohrer, C. B. A., “Vegetagao, paisagem e o planejamento do uso da terra”.
Revista GEOgraphia, Niter6i-RJ, v.4, 2002.

|Brown, 1982| Brown L.C., Barnwell J.T.O “The enhanced stream water quality models
QUALZ2E and QUAL2E-UNCAS: US EPA,” versao 3.0, 1982.

[Brum, 2001| Brum, P.R, Esteves, F.A., “Dry weight loss and chemical variation in the de-
tritus of three species of tropical aquatic macrophytes (Eleocharis interstincta, Nymphaea
ampla and Potamogeton stenostachys) through the course of decomposition”. Acta Lim-
nologica Brasiliensia, 13(1), 2001.

[Carey, 1995] Carey, G. M., Finite element modeling of environmental problems: surface
and subsurface flow and transport. Graham M. Carey, editor, John Wiley & Sons, 1995.

[Cunha, 2002] Cunha C.L., Monteiro T., Rosman P.C.C. “Modelagem bidimensional de
transporte de escalares nao-conservativos em corpos de agua rasos,” Revista Brasileira
de Recursos Hidricos, Brasil, v. 7, n.2, 2002.

|Cunha, 2003] Cunha C.L., Monteiro T., Rosman P.C.C. “Avaliacdo da polui¢do em rios
usando modelagem computacional,” Engenharia Sanitaria, Brasil, v. 8, n.3, 2003.

|[Eiger, 1981] L.C. Wrobel, S. Eiger, P.C. Rosman, C.E. Tucci, J.A. Cirillo, J.P. Cabral and
R.V. Silva, “Métodos numéricos em recursos hidricos,” Associacao Brasileira de Recursos
Hidricos, 1989.

83



Referéncias Bibliograficas

[Ferreira, 2001] Ferreira, V. G., Cuminato, J. A., Tome, M. F., Fortuna, A., Mangiavacchi,
N., Castelo, A., Nonato, L. G. 2001. “Anéalise e Implementacao de Modelos de Turbulén-
cia k-e para Simulacao de Escoamentos Incompressiveis Envolvendo Superficies Livres e
Rigidas”. Tema - Tendéncias em Matemadtica Aplicada e Computacional, Sao Carlos: |,
v.2, p.81 - 90.

[Ferreira, 2007 V.G.Ferreira, C.M.Oishi, F.A. Kurokawa, M.K. Kaibara, J.A. Cuminato,
A. Castelo F., N. Mangiavacchi, M.F. Tomé and S.McKee “A Combination of Implicit
and Adaptative Upwind Tools for Incompressible Free Surface Flows,” Communication
in Numerical Methods in Engineering, 2006.

[Freire, 1998 Silvia Freire A. P. Cruz D.O.A. Equagoes do movimento e resultados assin-
toticos aplicados a teoria da camada limite. Phil. Transicao e Turbuléncia, I Fscola de
Primavera, Rio de Janeiro, 1998.

[Gray, 1986] Gray, W. G , Physics-Based Modeling of Lakes, Reservoirs, and Impound-
ments. ASCE, 1986.

[Harlow, 1965| F. H. Harlow, J. E. Welch. “Numerical Calculation of Time-Dependent Vis-
cous Incompressible Flow of Fluid with Free Surface” in The Physics of Fluids, 8(1):
2182-2189, 1965.

[Hirt, 1970] Hirt, C. W., Cook, J. L., Butler, T. D., 1970. “A Lagrangean Method for
Calculating the Dynamics of an Incompressible Fluid with Free Surface”, Journal of
Computational Physics, vol. 5, pp. 103-124.

[Incropera, 1990] F.P. Incropera, and D.P. Witt, “Introduction to Heat Transfer,” John
Wiley & Sons, 1990.

[Landau, 1959] L.D. Landau, and E. M. Lifschitz, “Fluid Mechanics,” Pergamon Press, New
York 1959.

[Launder, 1974 Launder. B. E. Spalding D. B. The numerical computation of turbulents
flow. International Journal for Numerical Methods in fluids, 15:127 — 146, 1974.

[Maliska, 2003] C.R. Maliska “Transferéncia de Calor e Mecanica dos Fluidos Computacio-
nal,” LTC Livros Técnicos e Cientificos, Rio de Janeiro, 2003.

[Mangiavacchi, 2000] Mangiavacchi, N., Coutinho, A. L. G. A., Ebecken, N. , “Turbulent
shallow-water model for orographic subgrid-scale perturbations”. Reuvista Brasileira de
Ciencias Mecanicas, v.XXII, n.1, 2000.

[Mota, 2003] Mota S. “Introducao a engenharia ambiental,” Associagao Brasileira de Enge-
nharia Sanitaria, 2003.

[Orlob, 1982] Orlob G.T. “Mathematical modeling od water quality,” Wiley, Chichester,
1982.

[Pontes, 2003] J. Pontes, and N. Mangiavacchi, “Fenémenos de Transferéncia,” Universi-
dade Federal do Rio de Janeiro, 2003.

84



Referéncias Bibliograficas

[Rauch, 1998] Rauch W. “River water quality modelling: I State of the art.,” Water Science
Tecnology, v. 38, n.11, p. 237-244, 1998.

[Rosman, 2006] P.C. Rosman, “Referéncia Técnica do Sisbahia,” Universidade Federal do
Rio de Janeiro, 2006, Disponivel em <http://www.sisbahia.coppe.ufrj.br>, Acesso: 30
de mar. de 2007.

[Sabatini, 2002] Sabatini M.H. “Expansao do sistema FreeFlow-3D para escoamentos com
influéncia da temperatura,” Instituto de Ciéncias Mateméticas e de Computacao, 2002.

[Schladow, 1997| Schladow S.G., Hamilton D.P. “Prediction of water quality in lakes and
reservoirs: Part II-Model calibration, sensitivity analysis and application,” Ecological
Modeling, 1997; 96: 111-123.

[Simeoni, 2005] F.S. Simeoni “Simulacao de escoamentos multifésicos em malhas nao estru-
turadas,” Universidade de Sao Paulo - ICMC, 2005.

[Soares, 2003] C.P.B. Soares “Modelagem e Simulagao de Sistemas Aquaticos em Ambiente
de Geoprocessamento,” Universidade Federal do Rio de Janeiro, 2003.

[Stuart, 1991| Stuart E.R., Dochan K. “An upwind differencing scheme for incompressible
Navier-Stokes equations,” Applied Numerical Mathematics, 1991; 8:43-64

[Veloso, 1975] Veloso, H.P. et al. 1975. As regioes fitoecoldgicas, sua natureza e seus recursos
econdomicos. Departamento Nacional da Produgdo Mineral. Projeto RADAMBRASIL,
folha NA.20 - Boa Vista e parte das folhas NA.21 - Tumucumaque, NB.20 - Roraima e
NB. 21 - Rio de Janeiro, (Levantamento de Recursos Naturais, v. 8).

85



