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Resumo

Neste trabalho comparamos modelos de séries temporais auto-regresivos de ordem p
AR(p), ajustados pela abordagem cléssica ¢ Bayesiana. Na andlise classica a identificagio do
modelo é feita através da fungio de autocorrelagio (FAC) e fungio de autocorrelagiio parcial
(FACP), a escolha do melhor modelo para um conjunto de dados ¢ feita usando-se o Critério
de Informagdo de Akaike (AIC) e o Critério de Informa¢do Bayesiano (BIC). Na analise
Bayesiana consideramos trés alternativas de densidades a priori para os pardmetros, aqui a
escotha do melhor modelo € feita pela densidade preditiva. Primeiramente consideramos a
priori ndo informativa de Jeffreys, onde a densidade a posteriori marginal, para os pardmetros
do modelo, pode ser calculada analiticamente e mostra-se que o valor esperado dessa
posteriori coincide com o estimador de maxima verossimilhanga. No segundo caso, adotamos
uma fungdo densidade a priori conjugada normal-gama. Aqui, a densidade a posteriori também
pode ser calculada analiticamente, resultando em uma densidade #-Student p-dimensional, no
entanto em muitas situagdes reais adotar priori conjugada € pouco realista. Para contornar esse
problema, no terceiro caso adotamos uma densidade a priori informativa #-Student, p-
dimensional, para os par&émetros e uma densidade a priori gama para o inverso da varidncia dos
residuos. Isto resulta em uma densidade a posteriori ndo padronizada . Neste caso a analise a
posterion s pode ser feita usando-se algoritmos de simulagio em cadeia de Markov, MCMC.



Abstract

In this work we compare time series models, AR(p), using the Bayesian and classical
approach.

The classical approach uses the Akaike Information Criterion (AIC) and the Bayesian
Information Criterion (BIC) to choose the best fitted models for a time series record data. The
estimation of the model parameters are obtained by maximum likelihood estimation.

In the Bayesian approach to time series the likelihood finction is combined with the
prior density of the parameters, via Bayes theorem, to produce the posterior distribution of the
parameters and the predictive distribution of future observation. In this paper we use three
different prior density functions. First, the likelihood function is approximated by a normal-
gamma density over the parameter space, them combined with either a Jeffreys' vague prior or
a normal-gamma prior. The result is that the analysis is similar to that obtained by a multiple
linear regression analysis. Thus, the posterior analysis is done with normal-gamma distribution.
Thirdly the likelihood function is combined with prior £-Student distribution them the posterior
and predictive analysis is made via Markov Chain Monte Carlo.

The results are applied to two simulated series and two stream flow series of Furnas
and Itumbiara reservoirs.



Capitulo 1

Conceitos de Processos Estocasticos

1.1 Introdugéo

Uma série temporal consiste em um conjunto de observagdes de uma variavel aleatéria
indexada no tempo, que denotamos aqui por Z;(w), onde w representa a natureza aleatoria da
série, ou seja w é um evento no espago de probabilidade (2, A, P), (Q ¢ o espago amostral, A
uma o-algebra de um subconjunto de Q e 7 uma medida de probabilidade definida em A), e ¢
é um niimero real positivo, ou seja t € R, (R, conjunto dos ndmeros reais positivos). Neste
trabalho estaremos considerando séries temporais cujos valores foram observados somente
para valores inteiros de t, assim faremos t € N} (N; conjunto dos nimeros inteiros
positivos). Desta forma vamos denotar as séries consideradas neste trabalho como {Zi,
Zay...y2,... } onde Z; é a observagio da série no instantet = 1,2, ....

Analisar uma série temporal { Z;, t € N} consiste em ajustar um modelo para explicar
o valor da série Z;, usando um conjunto de observagdes Z = {Z,, Zs,...,2Z,}. Em geral
essas observagdes nfio podem ser vistas como uma amostra aleatéria independente da séne Z,,
pois cov(Z;, Z;) # 0 para i # j. Portanto os modelos propostos geralmente expressam o valor
da série Z; em funcéo de seus valores passados Z;_1, Z¢-2, ..., e de varidveis exogenas.

Neste trabalho, vamos considerar, somente, 0s modelos que expressam os valores de
Z, como uma funcdo linear de seus valores passados Z;_1, Z;—2, ..., esses modelos recebem o
nome de auto-regressivos, [Box, Jenkins & Reisel -1994].

Uma série temporal {Z;, ¢ € N, } pode ser interpretada como uma possivel realizagéo
de um processo estocastico {Z;(w), t € N, w € (R, A, P)}, por isso apresentamos a seguir
algumas propriedades dos processos estocdsticos que s#0 Uteis na elaboragio dos modelos
para uma séne temporal.



1.2 Conceitos de Processos Estocasticos

Definicio 1.1. Seja N, um conjunto de inteiros positivos, © processo
estocastico { Z;(w), t € Ny, w € (R, A, P)} éuma sequéncia de variaveis aleatorias, tal que,

Zi (w), t* € N; éuma varidvel aleatoria,
Z; (W), w” €  éuma fungio de tempo.
ou seja para cada w* € (Q, A, P) fixado Z;(w*) é uma fung3o do tempo 2 qual denominamos

de realizac8o do processo estocastico, por outro lado, paraum t* € N, fixo, Z (w) é uma
variavel aleatoria.

Se f(z) é a densidade de probabilidade do processo mo instante ¢ e fz,,2) 2
densidade de probabilidade conjunta do processo para dois instantes ¢; € ¢z, entdo define-se:

pe = B(z) = [22 0 f(n) da;
ot =Var(a) = [12 (2 — p)*f(z) dau;

+o0
CO’U(Zgl ’ ztz) = f_m (zil - ”h)(ztg - »ufz)f(zh ' ztz) dzfl dzf-z :

Um processo estocastico fica completamente definido por sua densidade de
probabilidade conjunta, assim se Z, ..., Z, € um conjunto de n-observagdes de Z, existe uma
fungdo densidade comjunta, associada a essa realizagdo do processo, que denotamos por
f(z1,-..,2). Um processo é denominado estacionario quando a densidade conjunta das
observagdes {Z:(w), t € T C Ny}, T = {t|1 < t < n} nio se altera quando deslocamos o
tempo das observagdes, por exemplo para {Z, t € Ty C M.}, T = {t|]1+ k<t <n+k}
para qualquer valor de ke n.

Definicio 2.1. Estacionariedade no Sentido Estrito

Especificando um processo estocdstico por suas distribui¢Bes de dimensdo finita,
consideramos um processo estocastico Z = { Z;; t € N, } estritamente estacionario se todas
as distribui¢des finito-dimensionais deste processo, permanecem inalteradas sob translagdes no

tempo, ou seja:

Flzr,eeos2n) = f(ZLar s o1 Znir)

para quaisquer ren > 1.



Isso significa, em particular, que todas as distribuigBes unidimensionais sdo invariantes
sob translacdes do tempo, logo o valor esperado u; = E(z) € a variancia o} = E(z — pe)”
sio invariantes no tempo. Uma subclasse dos processos estacionirios s#0 OS processos
fracamente estacionarios, definidos como:

Defini¢dio 3.1. Estacionariedade no Sentido Amplo

Um processo Z = {Z;; t € N} éestacionrio no sentido amplo quando:

i) E(z)= p (constante)
ii) Var(z) =o? (constante)
iii) Cov(z,2z4k) = (k) (fungiio s de k)

Verifica-se facilmente que qualquer processo estacionario no sentido estrito serd
estaciondrio no sentide amplo [Box, et al - 1994].

Ergodicidade

Um processo estocastico é denominado ergédico quando todas as propriedades
estatisticas do processo, no sentido da sua caracterizagdo completa, estd contida em cada
realizagdo com probabilidade 1. Ergodicidade implica na seguinte propriedade: Se Z; € um
processo ergodico, entfio todas as suas médias estatisticas sio iguais as correspondentes
médias temporais. Assim por exemplo, Z; ¢ definido como um processo ergédico na meédia se
€ somente se:

0 T
I.L=E(Zt) =fj—oo th(zt) dzt ZTLLII;%L Z¢ dt (11)

Um processo é ergédico na variancia se:
+00
ot =Var(Z)= [ (2 — p)f(z)dz

= im & [ (2 — )%t (12)



Analogamente, 2; sera ergédico na autocorrelagdo se e somente se:

+0c0

T = cov(z zpk) = f —oo fj: (2 — w)( Zeak — ) f (2, 24k) Az d2eys =
T
= lim £ f, (% — )( 202 — 1) At (1.3)

Um processo ergodico na média na varidncia e na autocorrelagio é estaciondrio no
sentido amplo.

1.3 Modelos lineares Estacionarios

Os modelos aqui apresentados sdo casos particulares de um modelo de filtro linear.
Este modelo supde que 2 série temporal é gerada através de um sistema linear, cuja entrada €
um processo {a;;t € N.}, e denotamos por ¥(B) a fungdo de transferéncia do sistema, onde
B é um operador retardo, definido por B'a; = a;;. Esse modelo ¢ ilustrado na figura 2.1.

a; —* '\IJ(B) — Zt

Fig.2.1. - Filtro linear, comentrada a; , saida Z, e fungo de transferéncia ¥ (B)

O processo a; satisfaz a seguinte propriedade:
E(a;) = 0,
Var(a;) = o2 e

o2 k=0

COU(Gt,dt+k)={0 k—.;éo

Desta forma podemos escrever que:

Zy

Bta+ Pratipae + ...

nJ

Bo= ntivion | %=1 (1.4)
)2 .



denotando por:

P(B) =1+ ¥ B+ B*+ ...

temos: N
Z = p + ¥(B)a (1.5)

Podemos eliminar o termo constante p sem perda de generalidade, para isso basta
considerar a série Z; = .'.ZV} - FE (Z ).

A condi¢dio de estacionariedade do modelo linear (2.6) esta associado ao polindémio
¥(B). Pode ser mostrado [Box, et al -1994] que a série Z; = ¥(B)a; é estaciondria se o
polindmio (B) converge para [B| < 1.

Uma forma equivalente de representaciio de uma série temporal € escreve-la como uma
combinagio {inear de seus valores passados, ou seja:

Zy=ar—mZy_ —Talyg — ...

o0
Y M52y = ay , o =1
J=0

definindo o polinémio:
7B) =1+ mB+ mB? +...
podemos escrever que:

7(B) Z; = a (1.6)

Com essa representagdo, temos associado a propriedade de inversibilidade, ou seja o
modelo (1.6) € inversivel quando o polindmio w(B) converge paratodo |B| <1.

Os modelos (1.5) e (1.6) sdo equivalentes, se escolhermos 7(B) e ¥(B) tal que:

¥(B) 7(B) = 1

Os trés modelos lineares mais usados para modelar séries temporais estaciondrias, sdo
0s processos auto-regressivos (AR), médias méveis (MA) e os mixtos auto-regressivos medias
méveis (ARMA). Neste trabalho estamos considerando somente os modelos auto-regressivos
(AR).



1.4 Objetivo do trabalho

Muitos métodos podem ser utilizados para estimar os parimetros de um modelo auto-
regressivo proposto para uma série temporal, entre esses temos os método dos momentos,
método de minimos quadrados ¢ método de maxima verossimilhanga, j4 amplamente estudados
a mais de 20 anos [Box et al -1994]. Um método alternativo de anilise e inferéncia para
modelos de séries temporais sfo os métodos Bayesianos, vérios trabalhos utilizando
abordagem Bayesiana ja foram realizadas [Broemeling & Land -1984], [Shaarawy &
Broemeling -1984, 85, 88]. A vantagem do uso dos métodos Bayesianos é permitir a
consideragdo de informagdes a priori sobre os paréimetros do modelo na anélise. A limitaggo
desses trabalhos deve-se a dificuldade encontrada para resolver integrais multiplas, bastante
complicadas, representando as densidades a posteriori dos pardmetros ¢ densidades preditivas.
Com o surgimento das aplicagdes dos algoritmos de simulagfo de Monte Carlo em Cadeia de
Markov (MCMC) na analise Bayesiana [Gelfand & Smith -~1990], [Gelfand et al -1990] essas
dificuldades foram superadas permitindo inclusive escolher densidades a priori sem se prender
a propriedade de conjugagio.

Neste trabalho vamos comparar os métodos de maxima verossimilhanga ¢ os métodos
Bayesianos quando ambos sfo utilizados para estimar os pardmetros dos modelos auto-
Tegressivos.

Nosso objetivo € fazer a anilise Bayesiana de modelos de séries temporais quando
diferentes densidades a priori s30 adotadas destacando as caracteristicas particulares de cada
modelo. Na analise Bayesiana estudamos os modelos auto-regressivos considerando trés
alternativas de densidades a priori para os parimetros deste modelo. Primeiramente
consideramos a priori ndo informativa de Jeffreys, onde a densidade a posterior: marginal, para
os pardmetros do modelo, pode ser calculada analiticamente e mostra-se que o valor esperado
dessa posteriori coincide com o estimador de maxima verossimilhanga. No segundo caso,
adotamos uma funcio densidade a prieri conjugada normal-gama. Aqui, a ‘densidade a
posteriori também pode ser calculada analiticamente, resultando em uma densidade #-Student
p-dimensional. A anilise da expressdo do estimador de Bayes, para este caso, mostra que 0
estimador € uma média ponderada entre o estimador de maxima verossimilhanga € o valor
esperado a priori.

O uso de densidades a priori conjugadas em geral recebe criticas por serem estas
fungGes pouco realista para tratamento de problemas reais. Para contornar estas criticas
adotamos no terceiro caso uma densidade a priori informativa ¢-Student, p-dimensional, para
os parimetros e uma densidade a priori gama para o inverso da varidncia dos residuos. Isto
resulta em uma densidade a posteriori nio padronizada . Neste caso a anilise a posteriori s0
pode ser feita numericamente. Aqui optamos pelo uso de algoritmos de simulagio de Monte
Carlo em Cadeia de Markov (MCMC), do tipo Metropolis-Hastings [Chib & Greenberg -
1995] e Gibbs Sampling [Casella & George - 1992] os quais vém se destacando com muita
eficiéncia neste tipo de abordagem, porém, exigindo para isso consideragdes praticas.



Um critério de selegdo de modelos baseado na densidade preditiva é aplicado. Esses
resultados sdo comparados com a analise classica onde a identificagio do modelo ¢ feita
através da fungdo de autocorrelagdo, FAC e fungfio de autocorrelagiio parcial, FACP, a
escolha do melhor modelo para um conjunto de dados ¢ feita usando-se o Critério de
Informagdo de Akaike AIC e o Critério de Informagdo Bayesiano BIC.

Este trabalho esta organizado como se segue: No Capitulo 2 apresentamos um resumo
da teoria dos modelos AR(p). No Capitulo 3 apresentamos a inferéncia dos pardmetros dos
modelos usando o método dos momentos.

A abordagem Bayesiana quando as densidades a posteriori sio construidas usando-se a
funco de verossimilhanga aproximada é apresentada no Capitulo 4. No Capitulo 5
apresentamos as previsSes de valores futuros utilizando a abordagem Bayesiana do Capitulo 4.
A abordagem utilizando a verossimilhanga exata é apresentada no Capitulo 6. Por fim
reunimos no Capitulo 7 um conjunto de resultados numéricos comparando a inferéncia classica
¢ Bayesiana para séries reais de vaz3es médias mensais, coletadas por empresas do setor
elétrico brasileiro nas barragens de Furnas e Itumbiara. Também usamos para fins ilustrativos
séries geradas a partir de modelos arbitrariamente construidas. -



Capitulo 2

Modelos Auto-regressivos de Ordem p — AR(p)

2.1 Processo AR(p)

Considerando um processo {Z ,t € M} }. Um modelo linear auto-regressivo de ordem

p € um modelo onde o valor corrente do processo Z é expresso como uma combinaggo linear
dos p valores passados Z, i, Z; 2, ...,Z:—, € de um ruido branco a;. Aqui estamos
considerando {a;, ¢t € A} um processo ii.d. N(0,o?). Um modelo AR(p) é escrito como:

Zt=“+¢12t—l+¢22t—-2+--- +¢p2t—p+a't (21)

onde x ¢ uma constante.
Usando o operador retardo B'Z, = Z ¢—1, reescrevemos (2.1) como:

$(B)Z, = p+a; 2.2)

onde ¢(B) =1— ¢ B — ¢ B2 — ... — ¢,B? é chamado polindmio caracteristico do modelo
AR(p).

Se {Z,,t € N} é um processo estacionario no sentido amplo, temos que E(Z,) ¢
constante entdo podemos calcular do modelo (2.1) que:

E(Z) = 1—_%; (2.3)

Assim podemos eliminar a constante u de (2.1) sem perda de generalidade, definindo o
processo Z; = 2, — E(Z; ). Mostra-se facilmente que o processo {Z:,t € N} satisfaz o
seguinte modelo AR(p).

Zy=$1Zi+.. Yoy pt (2.4)



Neste trabalho, por questfio de simplicidade estaremos considerando o modelo (2.4),
lembrando sempre que a relagfio entre os modelos (2.1) e (2.4) é simplesmente a subtragio do
valor esperado do processo. Na pratica esse procedimento sempre pode ser adotado,

considerando as observagdes (2'1,... ,2:,) da série temporal para estimar a constante u,
como:

[a¥)

e
™=

= 2.5)

t

1

efazendo Z, = Z, — i

Condigdes de Estacionariedade e Inversibilidade

Sendo ¢(B) um polindmio de grau finito, nfo h4 restrigdes sobre os parimetros para
assegurar a inversibilidade de Z; .

A condi¢do de estacionariedade deste modelo pode ser analisada escrevendo o
polinémio ¢(B) como:

$(B) = (1 — G1B)(1 — G3B)... (1 — G,B) (2.6)

onde, G;'!,i=1,...,p, sdo as raizes da equagdo caracteristica. Expandindo (2.6) em fragdes
parciais, temos:

67B) = L 27)

=

onde A;,i=1,...,p, sdo constantes.

Denotando por $(B) = ¢~!(B). Desde que a estacionariedade é assegurada se 1(B)
convergir para |B{ <1, temos de (2.7) que esta condigio é satisfeita se |G;| <1,
i1=1,...,p

Portanto asseguramos que um processo AR(p) € estacionario se as raizes do polindmio
#(B) = 0 estdio fora do circulo de raio unitario, |G;|™' > 1,i=1,...,p.



2.2 Fungfio de Autocorrelacio para o AR(p)

Considerando o modelo (2.4), podemos calcular a fung#o de autocorrelagéo (FAC) do
processo Z;, por:

Pr = ‘)‘k/‘)‘o

onde v = E(Z:Z:_;)¢é a autocovaridncia entre Z; € Zi—x € Yo = E(Z?) é a varidncia do
processo. Assim temos:

Yo = E(Z:Zi_t) = B{(at + $1Zi-1 +... T $pZt—p) Zi—k}
Y = ¢1E(Zt_1 Zt.,k) +... + ¢pE(Z¢-pZt_k) =+ E(Grtzt_k) (2.8)

Observe que E(a; Z;—x) = 0 quando k > 0, pois Z; _x sé ¢ afetado por grandezas que
ocorreram até o instante ¢ — k. Ent#o:

Ve = P1Ve-1 T PoYe—2 + - + PpVe—p (2.9)

A varidncia ~y pode ser calculada fazendo k = 0 em (2.8), e é dada por:

2

— 00
N = @10

Dividindo (2.9) por 7 temos:

Pk = P1pe—1 +P2pr—2o +... +P1pr—p (2.11)

A equagdo (2.11) é conhecida como equagdio de Yule-Walker. Note que p;. satisfaz a
equagdo diferenga,

¢(B)pr =0
Cuja solugiio tem forma geral dada por [Box, et al -1994], como:
Pk = ClG"‘f + CQGIQC +... + ¢pG’; (2.12)

onde C;, i = 1,..., p, sdo constantes.

Se o modelo € estacionaric entio [Gi| <1, c.onsequentemente1 pr decal
exponencialmente com k. Se G;'sda raizes complexas conjugadas entdo G; ' podem ser
escrito como |G;|*sen (2k + f). Neste caso p; decai exponencialmente oscilando.

10



2.3 Fungiio de Autocorrelacio Parcial

Qutra ferramenta utilizada na identificagio da ordem dos modelos de série temporais é
a fungfio de autocorrelagdo parcial (FACP). Esta fungio que denotamos por ¢y para varios
valores de k& ¢ definida como:

Definigiio 1.1. O coeficiente de autocorrelagio parcial de ordem %, ¢, € 0 ultimo
coeficiente de um modelo AR(k), ajustado a série temporal Z;, ¢t = 1,2,...,n.

Supondo que se ajustea Z;, t = 1,2,... , um modelo AR(1), entdo, k¥ = 1 e temos:
G=¢1Zi1+a=> di=¢

Supondo agora que se ajuste a Z; um modelo AR(2), entfo, k¥ = 2 e temos:
Gt =12\ + P2Z1-2+ar = $o2 = ¢

Procedendo desta maneira, temos no caso geral, ao ajustar um AR(k), que:

D=1+ ... +PrZyp + = Prr = P

Uma propriedade importante da FACP é: Se a série Z; € gerada por um modelo AR(p)
temos @i, = 0 para & > p. Essa propriedade juntamente com o comportamento da FAC sdo
duas ferramentas muito Uteis para identificar a ordem dos modelos AR.

Como exemplo vamos considerar dois casos particulares de modelos AR(p), quando
p=1lep=2

2.4 Modelo AR(1)

Considere o processo {Z;,t € N, } gerado pelo modelo AR(1), dado por:
Zt = ¢Zyy + ay
Neste caso temos a equagio de Yule-Walker dada por:

pr=¢pr_1, k21

11



Assim temos:

pr=¢
p2=¢p=¢
pr = ¢F

A condigio de estacionariedade para o processo AR(p) afirma que a raiz do polindémio
#(B) =1 — ¢B = 0, deve estar fora do circulo de raio unitério. Denotando essa raiz por:

Gt =

=

Temos que o processo AR(1) € estacionario se:

|G‘1|=ﬁ>1=>|q5[<1

Portanto a regido de estacionariedade do modelo AR(1) no espago do pardmetro ¢ €
dadopor —1 < ¢ < 1.

A figura 2.1a e 2.1b mostra o comportamento da FAC e FACP do processo AR(1) no
espago dos pardmetros.

1 1
08 0s

05 08

od H H 04

02 0.2
"é o ﬂ = [ i 0 — — — - 1 1__||_| r—
02 u |- 02
0.4

=041
0.6+
08

0.6t
08
- -1

o 2 4 B 8 10 ¢ 2 4 -] a 10
k k

Figura 2.1a- FAC ¢ FACP para um AR(1) quando - 1 < ¢ < 0.
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Figura 2.1b- FAC ¢ FACP para um AR(l) quando 0 < ¢ < 1.
2.5 Modelo AR(2)

Considere o processo {Z;,t € N, } gerado pelo modelo AR(2), dado por:
Zy=$1Zit1 + 222+ oy

A equagio de Yule-Walker para esse modelo ¢ dada por:

Px = P1pk-1 + P2pi-2, k>1
Neste caso temos:

2= 4]

€ 0s pardmetros ¢; € ¢ podem ser expressos em fungio das autocorrelagdes p; € p2 como:

$1 = p(l—pm)

1—pf

b =24

13



Pode ser mostrado [Box, et al -1994] que a condigdo de estacionariedade dos
processos AR(2) pode ser expressa em fungio dos pardmetros. A regifio no espago dos
parimetros (¢, ¢¢) onde os processos AR(2) s#o estacionarios ¢ dado por:

P+ <1
$po—p1 <1
2] <1

Figura 2.2 - Regido de estacionariedade para um AR(2).

2.6 Comentarios Gerais

A propriedade principal que precisa ser verificada antes de se ajustar um modelo linear
auto-regressivo é a estacionariedade. No entanto essa propriedade dificilmente pode ser
verificada na pritica, a partir de um conjunto de observagdes de uma série temporal. Uma
forma encontrada de contornar essa dificuldade e assegurar que os modelos ajustados so
validos ¢ supor estacionariedade conjuntamente com a hipdtese de normalidade do processo. A
estacionariedade ampla pode ser verificada a partir dos dados, estimando-se a média, varidncia
e fiingdo de autocorrelagio da série. A hipotese de normalidade geralmente ¢ verificada por
métodos graficos ou testes de aderéncia. Sob essa duas condigdes podemos assegurar a
estacionariedade do processo no sentido estrito. No entanto quando essas propriedades falham
geralmente nfio se tem um bom ajuste dos modelos. Nos proximos capitulos vamos apresentar
métodos de estimagio de modelos quando essas suposigdes sdo validas.
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Capitulo 3

Método dos Momentos

3.1 Estimaciio da FAC e FACP para o AR(p)
A relaglio entre a FAC e os parimetros de um modelo AR(p) é dada pela equaqﬁohé)

Yule-Walker (2.11) que reescrevemos aqui:

Pr = $1Pk—1 +P2pr-2 + ... T GppPrp (3.1

Escrevendo essa equagiio para k = 1,2,..., p temos um sistema de equacdes lineares
p X p dado por:

1 o1 p2 ... pp1]| [ p1
Pp-1  Pp-2 Pp-3 1 Pp Pp

Denotando por:

®1 1  p1 P2 e Pp-i p1

1 e P
b= qu L P p:1 | p:1 pp:2 . = p:2
¢» Pp-1 Pp-2 Pp-3 --- 1 Pr

Podemos escrever (3.2) na forma matricial dada por:
P =p = ¢=P1p (3.3)

Notamos de (3.3) que se estimarmos as autocorrelagdes (p1,...,pp) poderemos
estimar os parimetros do modelo AR(p).
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Quando as autocorrelagdes pj s3o estimadas usando-se o método dos momentos, e
esses estimadores s3o substituidos em (3.3). os estimadores de ¢ obtidos assim sfo chamados
estimadores por método dos momentos. Esse procedimento geralmente ndo apresenta boa
precisio nas estimativas de ¢ quando o modelo estd proximo das fronteiras da regifio de
estacionariedade no espago dos pardmetros [Box, et al ~ 1994].

Vamos considerar agora a estimativa das autocorrelagdes pelo método dos momentos.

Seja Z = (Zy,..., Zy) um conjunto de observagdes da série temporal {Z, t > 0}
supostamente estaciondria. Entéo estimamos py por:

T = % (3.4)
onde:
{ Nk A A
Ck = Wz 2 (% — B)(Zex — 1) (3.5)
k=1
A 1 N
p=%>z (3.6)

cx € cp SHo estimativas da autocovaridncia e varidncia do processo respectivamente e fi
€ uma estimativa do valor esperado do processo.

Devemos observar que ry ¢ calculado para cada k =0,1,2,...,K, o numero de
observagdes usadas para estimar c¢; depende do valor de k, na prética o valor de K ndo ¢
mator que N /4 quando N = 100. Quando N € grande vamos limitar K < 25.

Erro padrdo do estimador de autocorrelagio

Para construir o in.tervalo de confianca da autocorrelagdo pi, podemos usar a
aproximagio de Bartlett [Bartlett -1946, apud, Box et al -1994] para a varidncia do estimador
do coeficiente de autocorrelagdo, de um processo estaciondrio normal.

1 =
Varlri] = 5 3 {02 + PotkPok — 4PkPupor + 20503} (3.7)
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Supondo que todas as autocorrelagdes p, sio zero para v > g, todos 0s termos exceto
Os primeiros que aparecem a direita da expressio (3.7) s3o zero ‘quando k > ¢. Entdo a
varidncia do estimador de autocorrelagdo ry, para k > g, é dada por:

q
Var[ry] ~ %{1 + 22p3}, k>q (3.8)
v=1

Na pratica para usar (3.8), as autocorrelagdes estimadas r, (v=1,2,...,q) sdo
substituidas pelas autocorrelagdes tedricas p, € quando fazemos isto nos referimos a raiz
quadrada de (3.8) como o desvio padrio do estimador de .

SD[ri] = \/Var[rk] (3.9)

Sobre a suposigdio que as autocorrelagSes teoricas p, sio todas zeros, podemos
construir intervalos de confianga para r;.

Similarmente a expressdo aproximada para a covaridncia entre as correlagdes rx € Try,
de dois passos diferentes k ¢ k + s é dado por Bartlett [Bartlett -1946, apud, Box et al -
1994], como:

1 +0o0
Cov[ry, Tk+s] =N 2 PvPuts (3.10)

v=—00

A equagdo (3.10) mostra que € preciso tomar cuidado na interpretagio de
autocorrelagBes individuais, pois covaridncias altas podem existir entre valores vizinhos. Este
efeito poderd em algum momento distorcer a aparéncia visual da fungio de autocorrelagio
diferindo do comportamento esperado.

Estimagfio da Funcgiio de autocorrelagiio parcial

A fun¢@io de autocorrelagio parcial pode ser estimada por sucessivos ajustes do
processos auto-regressivos de ordens 1,2,... , usando o método dos momentos. Uma forma
alternativa, quando os pardmetros do modelo ndo estio proximo da fronteira da regido de
estacionariedade, € usar uma aproxima¢fio da equagdo de Yule-Walker substituindo o
estimador r; no lugar da autocorrelagdo p;. Assim temos:

Ti = ¢paTit + Grarie +... +Gp o yTikt1 + PrpTik (3.11)

paraj=1,2,... k.
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Um método recursivo [Box, et al -1994] pode ser usado para calcular Ek'k. Para

ilustrar o método considere a equagdo (3.11) para k = 2 e k = 3. Assim temos:

Te =g 71 + P
T1 =g + Pgam1
T3 = ¢’3‘1T2 + ¢’3,2T1 +1r33

Ty = ¢h3 171 + P33 + P3371

1= P31 +Pgar1 + P33

(3.12)
(3.13)
(3.14)
(3.15)

(3.16)

Os coeficientes ¢ ; & ¢35 podem ser expressos em termos de ¢; 5 usando as equagdes

(3.15) e (3.16). A solugdo pode ser escrito na forma matricial como se segue:

[33,1] = R;! [Tz - 33,37'1]
P32 T1— P3372
onde Ry = [7‘11 1_11]

Agora (3.17) pode ser escrito como:

EIREAR

Usando o fato de que (3.12) e (3.13) podem ser escritos como:
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Substituindo (3.19) em (3.18), temos:

$3.1 $o1| = [bee
Paiy _ |P21| _73 | % (3.20)
!453,2 } !‘ﬁz,z] Pss L52,1 ]

Agora substituindo as expressdes de 33‘1 e 83'2 de (3.20) em (3.14), e resolvendo essa
equagdo para 83'3, temos:

~ r3—g 72—y 571
33 = T = =
1—¢y1r1—g a2

(3.21)

Assim de (3.12) e (3.13) estimamos ?432'1 e 82‘2 e em seguida usando (3.21) calcula-se
83‘3. Usando-se (3.20) calcula-se ?433.1 e 33'2. No caso geral, temos:

¢p+1,j = ¢p,j - ¢p+l,p+1¢p,p—j+1s J = 1: 23 Ry (322)
D o~
Tp+1 El¢pJTH1—J
- J:
Porlprl = T (3.23)
1-, 1¢P.J‘"J'
J=

Para ilustrar a aplicagio desse método considere uma série para a qual estimamos
r1 = 0.806, ro = 0.428 e #3=0.070. Entio:

o = n(l=r) _ a6

-]
oo =73 = —0.632

Usando (3.21) temos:

~ 0.070—(1.316)(0.428)+(0.632)(0.806) _
$33 = ~1—(1.316)(0.806)+(0.632)(0.428) = 0.077
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Substituindo os valores de :,52'1 e &32'2 em (3.20) temos:
¢3, = 1.316 + (0.077)(0.632) = 1.365

$32 = —0.632 — (0.077)(L.316) = — 0.733

Em seguida podemos usar esses valores de 33'1 e 83_2 em (3.23) com p= 3 apds
estimarmos r4 e calcular:

~ _ T4—@3 T3—@P3ara—Pa3m
_— ~~ -~
1-¢3,m —9’53,27'2 —P3373

Pa4 =

Prosseguindo assim sucessivamente estima-se a FACP de um processo de forma
iterativa.

Erro padrio dos estimadores da fung¢iio de autocorrelaciio parcial

E mostrado por Quenouilli [Quenouilli M.H. -1949, apud, Box et al -1994] que sobre
as hipéteses de que o processo auto-regressivo de ordem p, as fungdes de autocorrelagdes
parciais estimadas de ordem p+1, e superiores, sdo aproximadamente independente
distribuido. Também se o niimero de observa¢des N usadas ¢ apropriado,

Entdo o desvio padrdo (SE) do estimador de autocorrelagdo parcial aﬁk,, é,

SE(fu] =  Varll = J5 k2p+1

Assim, supondo que N ¢é grande podemos dizer que ¢ tem distribuigio
aproximadamente normal, 0 que permite a construgdo de intervalo de confianga para ¢,
usando-se o desvio padrdo SE(¢.).
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Estimativa Inicial para Processos AR(p)

Uma estimativa inicial para os parimetros de ¢1, ..., ¢, de um processo AR(p) muitas
vezes é necessario para servir como ponto de partida para métodos mais precisos de
estimativa.

Uma estimativa inicial desses parimetros podem ser obtidos substituindo-se o

estimador r; para a autocorrelagio tedrica p; na equagdes de Yule-Walker e resolvendo-se o
sistema linear para obter esses parimetros. Assim, temos para processo AR(p).

Ti=@1Ti-1 T @oTie + ... T PpTip

Fazendo j = 1,2,..., p, temos o sistema linear p X p, dado por:

r1 1 ™ Ty see Tp ¢1
re | _ 1 1 1 cis Tpo o (3.24)
Tp Tp—-1 Tp-2 Tp-3 .-- 1 pXPp qﬁp

Vamos denotar por R a matriz p x p da equagfio (3.24), R ¢ a matriz de correlagdo do
processo, esta matriz € simétrica devido ao fato que p_; = p;. Se o processo AR(p) €
estacionario R ¢ definida positiva [Box, et al -1994].

A estimativa inicial (951,52,...,31,) para os pardmetros do processo podem ser

obtidos, usando-se a notagio matricial, r = (r1,...,7,) e @ = (¢q, ..., $p)' , COmo:
g 1
¢=R7'r (3.25)
Usando-se as estimativas ry, ..., T, temos uma estimativa, pelo método dos momentos

para a variancia do residuo a;, substituindo p por rx, na equacgo (2.10), assim temos:

32 =co(l—P1r1 —pare — ... — ¢pTp) (3.26)

onde ¢y é uma estimativa da varidncia do processo <o. Muitas vezes é conveniente usar o
inverso da varidncia 7 = 1/02, nos métodos de inferéncia, isto sera feito em capitulos futuros.
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Capitulo 4

Abordagem Bayesiana para Modelos AR(p)
com Fun¢fo de Verossimilhanca Aproximada

4.1 Fungiio de Verossimilhan¢a Aproximada

Considere a série temporal Z;, t =1,---, /N gerada por um processo auto-regressivo
de ordem p, AR(p):

Zt = (}51 Zt—l o T + ¢p Zt—p + ay (41)

onde ¢ € RPé um vetor px 1, {as, t =1,2,...} é uma sequéncia de variaveis aleatdria
iid. N(0,77!) e 7 =1/0% > 0.Vamos supor agora um conjunto de N observagBes para
essa série que denotamos por Zy = (Zy, ..., Zn) , ¢ vamos denotar por Z, = (Z1, ..., Z,)
as p-primeiras observagdes do processo e denotando por Z = (Zpy1,..., Zy) O restante das
observagdes. Escrevendo o modelo (4.1) como:

G=0—P1 21— ... — ¢p Zt—p (4-2)

Podemos escrever que a densidade de probabilidade conjunta para {a;,
t=p+1,...,N} como:

_ N
f(a'p-i-l)'-"aN"p:T) OCTN_zzexp{_ % ziatz} (43)

t=p+
A equagio (4.2) relz;ciona os ruidos (a@py1,...,an) com as observagbes Z. Levando

em consideragio que a relagdo (4.1) tem Jacobiano unitario, podemos escrever a densidade de
probabilidade conjunta dos dados Z, assumindo fixas as p-primeiras observagdes Z,, como:

Ne N
f(Z|¢,7) o T exp{ — 2 Z_H(Zt —$1Z-1— .- — b Zep '} (4.4)
=p
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Considerando o conjunto de dados Z e definindo-se a matriz X:

Zpyy Zy - 2y ¢1
N ) R A S I £
Zn ZN-p ** &N ] Nxp 5/ px1

A fungdo de verossimilhanga, associada com os parimetros (¢, 7), considerando fixas
as p-observacdes iniciais Z, pode ser escrita a partir de (4.4) como:

L($,T|Z) x T'Texp{ — T (Z ~ X¢)' (Z — X¢)} 4.5)

Podemos verificar que:
(Z - X¢Y(Z —X¢) = (Z~2)(Z-2)+(¢- XX (¢~ ) (4.6)
Onde 2 ¢ dado por:
2 -x3
Substituindo (4.6) em (4.5) essa fungio pode ser escrita como:

L, 7|Z) x T exp{ — L[ (p— DY X' X (6 — )+ (Z - 2)(Z— 2)]} 4.7

A fungdo de verossimilhanga (4.5) é chamada de fung¢o de verossimilhanga aproximada
por ter sido construida a partir da densidade conjunta dos ruidos a; condicionada as p-
primeiras observagBes Z, esta fun¢@o representa somente a densidade de probabilidade
conjunta das observagbes Z = (Z,4y,...,Zy), nd0 considerando portanto a densidade
conjunta das p-primeiras observages. Por isso denotamos essa fungdo por L(¢,7|Z),
condicionada somente a parte dos dados dada por Z = (Zpt1,---1 Zn). Tomando-se o
logaritimo de (4.5) podemos calcular os estimadores de méaxima verossimilhanga (EMV) para
¢ eT,sea:

U, 7|Z) = 22In(r) - 3(Z - X¢)'(Z — X¢) (4.8)
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Derivando (4.8) com relagdo a ¢ e 7, e igualando a zero, temos:

QM¢mZ) _ _rx(Z - X¢)=0

a¢
al(¢,|Z -
Ga2) _ Moz 1 4(Z - X¢)(Z — X9)
Os EMV sido dados por:

¢ = (X'X)"(X'Z)
77l = 35 (2 - X¢Y(Z - X9)

A matriz de informacdo de Fisher, ¢ dada por:

B - ETX'X) EX'Z-X'X¢)
H(@.m) = [E(X’Z -x'x¢) -EX27? } #2)
A inversa de (4.9) € dada por:
7 - BXX)) 0
-1 - - 4.10
I [ 0 _ E(Ni_p TZ) ( )

Os intervalos de confianga para os pardmetros ¢ podem ser construidos determinando-
se as varidncias Var(@] = (Var|¢),..., Var[p,]) através do inverso da matriz de
informacio de Fisher ou seja:

Var(g, 7] = [
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Assim temos:
Varlg] = — [ B(X'X)]™

Sendo E(X'X) = NP, onde IP ¢ 2 matriz de autocovaridncia do processo, temos:
Var[p) = — N1t P!

Substituindo 7 = y5[1 —~ ¢p] temos:

Var[p] = — Nly[1 — ¢p| P!

Estimando «g por ¢o ¢ P = v, onde R é a matriz de autocorrelagdo do processo
temos:

Var[g] ~ — N[l — ¢ r]R

Onde r é o vetor com as p-autocorrelagdes estimadas e 8 os estimadores dos
parimetros. Assim temos, o intervalo de confianga para ¢, com nivel de significdncia a,
quando N é muito grande, dado por:

¢ = ¢ & Zopy[Var(d]

Note que a abordagem de méxima verossimilhanga para os modelos AR(p) ¢
semelhante a dos modelos de regressdo linear multivariado exceto pelo fato das varidveis Z;
ndo serem independentes.

4.2 Abordagem Bayesiana de Modelos Lineares AR(p)

Sob o enfoque Bafesiano a analise de séries temporais consiste em determinar a
densidade a posteriori do modelo paramétrico e a densidade preditiva de observagdes futuras.

Neste capitulo serfio descritos os principais conceitos envolvidos no modo de fazer
inferéncia sob o ponto de vista Bayesiano. O interesse principal ¢ mostrar como para um dado
problema sio formulados argumentos necessarios para a construgio de um modelo, aqui nds
introduzimos analises a priori, posteriori e preditivas de modelos auto-regressivos (AR).
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A anilise Bayesiana de modelos AR(p) comega pela escolha de uma funggio densidade a
priori para os parimetros ¢ e T.

4.2.1 Considerando Priori Nao Informativa

Quando temos "pouca” informagfo sobre os pardmetros podemos adotar a priori ndo
informativa de Jeffreys; [Box & Tiao -1973]. Supondo ¢ e 7, independentes, temos a
densidade conjunta a priori dada por:

o{p,7) x1/7 ,7>0 (4.11)

Combinando-se a fungfio de verossimilhanga (4.7) com a prioni (4.11), temos a
densidade a posteriori:

(¢, 7) < L($,T|Z) o(p, T) (4.12)
A densidade conjunta a posteriori (4.12) é uma densidade Normal-Gama, dada por:
I($,7) o 77 ~Lexp{ — §[(¢ — ) X' X (¢ — ) + (Z - 2Y(Z - 2)]} (4.13)

Neste caso em particular, onde estamos usando uma priori ndo informativa, podemos
calcular as densidades marginais para os parimetros ¢ e 7, integrando diretamente (4.13).
Assim temos:

(1) TN_ELIexp{ —5(Z ~Zy(z - 2)}

fom{ - §l(# - 9 X'X (¢ - ))}do (4.14)

A integral (4.14) representa uma integral multipla para os parimetros ¢. Resolvendo
essa integral temos:
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I(7) o< TN -2-lexp{ — 2(Z — Z)Y (Z ~ Z)} (4.13)
Portanto T tem uma densidadé a posteriori Gama (Y522, (Z — Z)y(Z - 2)/2).
Temos entdo:

E(rlZ)= (N -2)(Z - 2)(Z - )]

Var(r|Z) = 2(N ~ 2p) (Z - 2Y(Z - 2)]*

Para encontrar agora a densidade a posteriori para os pardmetros ¢, integramos (4.13)
com relagdo a 7, temos:

(¢) & [y r"P-lexp{ — L[(¢ — @) X' X (p— B) + (Z — 2)(Z ~ Z)]}dr

(¢) x [(p— B) X' X (6— &)+ (Z - 2y(Z - 2) 7

Apos algumas simplificagdes algébricas, podemos escrever a densidade a posteriori dos
pardmetros ¢, como:

N2p
onde V = (N —20)(X’X)[(Z - 2)(Z-2Z) 'ev=N—-2p

Portanto ¢ tem densidade a posteriori ¢-Student, p dimensional, com v = (I — 2p)

graus de liberdade, vetor de localizagdo $ e matriz de precisdo V. O estimador bayesiano dos
parimetros, € o vetor esperado a posterioni de ¢ ou seja, @, = E{(¢|Z). sendo:

E@#|Z)=¢=X'X)"'X'Z

_ XxX)ug-2yz-2
VGT(¢|Z — _2V 1 ¢ ) 1[5—2;7—%( )|

Notamos que neste caso, quando usa-se densidade a priori ndo-informativa, o
- - - - A
estimador bayesiano coincide com o0 EMV, E(¢|Z) = ¢.
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4.2.2 Considerando Priori Conjugada Normal-Gama

A fungio de verossimilhanca (4.7) sugere o uso de uma densidade a priori conjugada
Normal-Gama. Assim, temos:

Oo(¢, 7) = Hi(@|7) Ma(r) (4.16)
I, (¢l7) 78 exp{ — (¢ — u) P(¢ — B)}

(7)) o ™ lexp{ — B 7}
onde ¢ € RP, P € RP™Pe a, (3 escalares s30 hiperparametros.

Combinando 2 fungio de verossimilhanga (4.7) com a densidade a priori (4.16) temos a
densidade a posteriori dada por:

T(g,7) o 7 & lexp{ — TD} i exp{ — (¢ — )V (¢ — %)} (4.17)
onde,

¢ = (X'X +P)Y(X'Z +Ppu)

V=XX+P

D=0+(Z'Z+ wPp) — (X'Z +Pp)(X'X+P) ! (X'Z+ Pu)]

Devido a conjugagfio, temos que a densidade conjunta a posteriori (4.17) é uma
Normal-Gama. Assim, podemos determinar a densidade a posteriori de 7, integrando (4.17)
com relagdo aos pardmetros ¢. Procedendo desta forma, temos:

I(r) o 7 F2 exp{ — 7D} [, T exp{ — §[(# — ) V(# — )]} d&

I(r) x 7521 exp{ — 7D} (4.18)
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Temos portanto que o valor esperado e a variancia a posteriori de 7 sédo dados por:

E(r|Z) = (N — p+2a)(2D)™! (4.19)
Var(r|2) = E(7|Z)(D)™ (4.20)

Da mesma forma, integrando (4.17) com relagdo a 7, temos a densidade marginal a
posteriori para os parimetros ¢, dada por:

I($) o« fi° 77571 exp{ — 5[(¢ — )’V (¢ — ) +2D]} dr

II(¢) « [2D 4+ (¢ — ) V(P — )|~ (4.21)

Reagrupando os termos, podemos escrever (4.21) como:

I(g) o 1+ E=Ql o) ) e (4.22)

onde,
W =(N—-p+2a)V(2D)!

Portanto, vemos que ¢ tem densidade a posteriori ¢-Student, p-dimensional, com
v = (N — p+ 2a) graus de liberdade, vetor de localizagio ¢, e matriz de precisio W. Entdo
podemos estimar os parimetros ¢, pelo valor esperado da densidade (4.22) e a matriz de
covariancia dos pardmetros pode ser obtida diretamente da matriz de precisio W. Assim
temos:

E($|Z) = (X'X + Py (X'Z + uP) (4.23)

. 7] - ! -1 D
Var(¢12) = 2 w! = ZZEE0)

v—

(4.24)
Note de (4.23) que o valor esperado a posteriori, ¢, ¢ uma média ponderada do

estimador de maxima verossimilhanga $ e da média da densidade a priori, g, ou seja:

¢ = (X'X + Py {(X'Z + Pu) = (X' X + P) (X' X)$ + Pul (4.25)
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4.2.3 Considerando Priori t-Student

Supondo agora uma densidade a priori para os parimetros ¢, como sendo uma
densidade t-Student p-dimensional, com graus de liberdade %, e vamos considerar uma
densidade a priori gama com parimetros a ¢ 3 para 7, assim temos:

I () (1 + (‘f’—ﬂ)'f(qf’—#))—%‘ﬂ (4.26)

Ty (r) o< 7271 exp{ — Br} @“27)

com grau de liberdade &, vetor de localizagdo 4 e matriz de precisdo P. A analise a posteriori
¢ obtida combinando-se a (4.7) com (4.26) e (4.27), desta forma temos:

(g, ) 7 5~ lexp{ — 7[8+ B(¢)/2 }1(¢) (4.28)

onde:

B¢)=(p— ) (X'X)®—P)+(Z -2y (Z-2).

Notamos aqui que a densidade conjunta a posteriori nio é uma densidade padrio,
portanto s6 podemos avaliar as densidades a posteriori marginais por meio de métodos de
aproximagdo, tais como o método de Laplace [Tierney, Kass & Kadane -1986] ou usando
métodos de simulagdo de Monte Carlo em Cadeia de Markov, tais como, Gibbs Sampling
[Casela & George -1992] e Metropolis-Hastings [Chib & Greenberg -1995]. Neste trabalho
vamos optar pelos métodos de simulagdo por serem precisos e de facil implementagio
computacional. Com a finalidade de fazer uma ilustragio do uso de algoritmos de MCMC
vamos fazer uma estimagfio dos parimetros ¢ e T para os casos em que temos priori
conjugada.

4.3 Algoritmos de MCMC
Algoritmo Gibbs Sampling:

A técnica do Amostrador de Gibbs é usada para gerar varidveis aleatdria de uma
distribuigdo sem utilizar sua densidade. O Amostrador de Gibbs € essencialmente um esquema
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iterativo de amostragem de uma cadeia de Markov cujo nicleo de transigio é formado pelas

distribuigdes condicionais.

Modelo com Priori ndo Informativa

Neste caso, temos uma densidade conjunta a posteriori, Normal-Gama, (4.13), dada

por:
(g, 7) & r'Flexp{ - §[(¢ ~ Y (X' X)(¢ - $) + (2 - 2Y(Z - Z))}
As densidades a posteriori condicionais, sdo:
H(lr) ~ N($, (rV)™)
I(r|¢) ~T (%52, B)
onde, B =}[(¢— /(X' X)(¢— ) +(Z~2Y(Z-2), V = (X'X)"’
Modelo com Priori Informativa Normal-Gama
A posteriori conjugada para este caso dada por (4.17) ¢
I(¢r) <7 5 lexp{ — TD}rexp{ — §(6 — ) V(s — )}
As densidades a posteriori condicionais, so:
I(g|7) ~ N(gs, (TV)71)
(r|¢) ~ T(*Z2, D+ (¢ — )’V (¢ — )
onde,

V= (X'X+P)

D=p+}(2'Z+wPu)— (X'Z+ Pp)(X'X+P)(X'Z +Puy)]
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e usamos as condicionais para gerar os valores dos pardmetros como segue:

passo 1: Inicialize o contador de iterages j = 1 e arbitre valores iniciais:
¢(0) = (¢(10): cety g]) )’ T(O)

passo 2. Obtenha os novos valores gerando-se a partir das densidades condicionais
como se segue:

oUtY) ~ TI(p|79)
73+ o TI(7] PUTD)

passo 3: Atualize o contador de iteragdes para j < j+ 1 e volte ao passo 2, repetir
este procedimento até a convergéncia.

Apés um niimero grande de iteragdes as sequéncias geradas (¢’ e 77) convergirio para
uma amostra aleatéria das variaveis ¢ ~ II{¢) e 7 ~ TI(T). Para verificar se a convergéncia ja
foi atingida existem varios métodos [Cowles & Carlin -1996]. Neste trabalho vamos usar o
critério de Gelman & Rubin (1992), ver apéndice 2.

Algoritmo Metropolis-Hastings & Gibbs Sampling:

Quando as distribui¢Bes condicionais ndo sdo facilmente identificadas e nfo podemos
gerar amostras dessas distribuicdes diretamente, nos usamos o algoritmo de Metropolis-
Hastings.

Modelo com Priori Informativa ¢-Student

Neste caso a posteriori conjugada é dada em (4.28).

(g, 7) o 73 Yexp{ — (8 + B(¢)/2] }II;(#)

As posteniori condicionais sdo:
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(|7 ) o< 75"~ Texp{ — 7[8 + L(¢ — B (X' X)(¢ — )] HL1 (#) (4.33)
I(r]¢) ~ T(E=L22, g+ 1B(¢)) (4.34)

Aqui € conveniente escrever:

(@7 ) o ¥(¢) 11 ()
onde: U(P) = Tn—-%ﬂ_lexp{ -T[B+ 3(45)/2]}

e usamos I1; (@) como nicleo para gerar os valores do pardmetro ¢ como se segue:

1) Inicialize o contador de iteragdes com j = 1 e arbitre valores iniciais com
¢ = (¢{",...,45"), 7

2) Obtenha um novo valor a partir da fung#o transico II; (¢, ¢*)

3) Calcule a probabilidade de aceitagio do novo valor na iteragdo j por:

a(¢l,¢) = min{1, 5%} e (¢7) >0
, 1 caso contrario.

4) Gerar u de Uniformel[0, 1] e faga:

¢j+1 — { ¢* seu S a(¢a ¢*)

@7 caso contrario

O valor gerado ¢* é aceito com probabilidade o ou rejeitado com probabilidade
(1—a).

5) Gerar 7 ~ Gama(r| 1)

6) Atualize o contador de iteragio j para j+1 e volte para o passo 2 até a
convergéncia.
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Capitulo 5

Previsdo

5.1 Anilise Preditiva

Um dos objetivos do uso de modelos de séries temporais € fazer previsio de valores
futuros da série, Zy 11, Zni2,.---

Previsiio um passo a frente

Considerando uma observaggio futura Zy 1, dos dados Z = (71, Ze, ..., Zn) -

Seja,
P
0(Zn+1|Z,¢,7) o« Tiexp{ — §(Zn41 — ) ¢ Zv--1))'} (5.1)
i=1
sendo:
z 2 2 d 2 0
(ZN+1 - Z¢iZN—(i—l)) = ZN+1 -2 ZN-H z% s ZN-(i—I) -+ (z:; b; ZN—(i—l))
‘l=1 i: 1=
fazendo:
» ZN
ZN+1 Z.‘icﬁi ZN-—(i—l) =[¢1,...,¢p] ZN+1 . = ¢'F
= ] ZN—(p-1) )
;’ Cwig Lf\ F- 2&,,.ZJ
e

(02 i Zw—iony)? = $ B
&)

onde E é uma matrizp X p (onde o ij** elemento é Z;_ ;1) Zi—(j-1)) ¢ F' é uma matriz
p % 1 (onde o j** elemento é Zyy1 Zn—(j—1)). Assim temos a densidade preditiva condicional,

(Zv41|Z,$,7) < Thexp{ — §(ZR,, + ¢ B¢ — 2¢'F)} (5.2)
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A preditiva posteriori condicional é dada por:

II (ZN+13¢=TIZ) o II (ZN-H.'Z, ¢’T) II (¢=T|Z) (53)

onde II(¢,7|Z) é a posteriori condicional dos pardmetros dado as observagdes.

Modelo com Priori nio Informativa

Considerando uma priori nfio informativa, a posteriori é dada por (4.13), fazendo o
produto temos:

2

(Zn4+1,8,7|Z) < 7% exp{ — 3[(Z — Z2)(Z - Z) + Z%..}

exp{ — S[(@— ) V(P — ) +¢' B¢ —2¢'F)} (5.4)

Integrando (5.4) em ¢ e 7 temos:

(Zn:1]Z) o [1+ ﬂ%}%’f]‘h’—'g& (5.5)
com
n=Q1-F(V +EBE)'F)'F'(V +E)'C
V=XX
C=X'Z
D=12'Z - X'Z(X'X)" X' Z]
P=(N-2p)(1-F'(V+E)F)!
2D +C'V-IC - C'(V + E)-\(1 — F*(V + B)"\F*)~"1C]"!
onde F™ ¢ um vetor p x 1 com o j** componente dado por Zy_;-nyej=1,...,p.

Portanto (5.5) é a fun¢io densidade preditiva um passo a frente, e € uma ¢-Student com
v = (N — 2p) graus de liberdade, localizagdo n e precisio IP.
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Entdo o valor esperado e a varidncia da densidade (5.5) pode ser obtida diretamente
como:

E(Zys1|Z2)= (- F'(V+E)'F) ' F(V + B)'C

Var(Zy1|Z) = ;5 P

Modelo com Priori Informativa Normal-Gama

Considerando uma priori conjugada Normal-Gama, a posteriori ¢ dada por (4.17),
fazendo o produto temos:

N(Zx41.9, T|Zjod [ 2“‘— exp{ — [(2D + Z}2V+I}
frajexp{ H(e— ) V(e— ) +&'BES—24'F]} (56)
Integrando (5.6) em ¢ e 7 temos:

I(Zy|2) o [1 + Bgeaoal -2 .7

com
=(1-FY(V+E)F)'F/(V+E)'C

V=XX+P
C=(X'Z+Py)
D=3+3i(Z2'Z+p'Pp) — (X'Z +Pu)(X'X+P)(X'Z + Py)]
=(N-p+2e)1-F'(V+E)"F)"
RD+C'V*C -C(V +E) (1~ F'(V+E)'F)'C|!

Portanto (5 7) é a fungdo densidade preditiva um passo a frente, ¢ é uma t-Student, p
dimenional, com v = (N — p + 2 a) graus de liberdade, localizag3o 9 € precisao PP.
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Entio podemos estimar o valor esperado da densidade (5.7) e a varidncia pode ser
obtida diretamente da matriz de precisgo IP. Assim temos:

E(ZN+1|Z) — (1 - FtI(V 4+ E)—IF*)—IF*J(V + E)—IG

Var(Zn.1|Z) = 1—1{3 P!

Modelo com Priori Informativa $-Student

Considerando uma priori ¢-Student, a posteriori é dada por (4.28), fazendo o produto
temos:

I(ZN4+1.9,7|2) 7 l‘3’4’{ - Z[B+ Z .1}

exp{ — 5[B(¢) + ¢'E¢ — 2 ¢' F)}11() (5.8

Neste caso n3o & possivel integrar a equagio (5.8), a previso de valores futuros sé
podem ser calculados por simulagio ou aproximagdo numérica.

5.2 Previsao k passos a frente

Denotando por Z;os k valores da série a serem previstos € por Z, as ultimas p
observagdes, ou seja:

Zi = (ZN+1) Z(N42)s- - s S(N+R) )

Z, = (ZN-(p-1), ZN~ip-2)»--+» ZN)

Seja II(¢,7|Z) a densidade a posteriori para os parimetros ¢ ¢ 7. A densidade
preditiva pode ser calculada por: '
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5.4 Consideracdes sobre Sele¢iio de Modelo

Na analise Bayesiana existem vérios critérios para selegio de modelo [Chang -1995].
Aqui vamos considerar o critério baseado na densidade preditiva. A densidade preditiva para
Znyi dado Zy = (21, 2,...,2N,... Zn4k—1) e 0s parAmetros ¢ e T & dada por:

(2|2 i) o [, [ rhexp{ = §(Zmae = £ 620 U(B7|Z) dgpdr (5.19)

A equagdo (5.19) pode também ser calculada usando simulagio de Monnte Carlo.

Neste caso a densidade preditiva é estimada por ¢, = ﬁ(ZN+k|ZN+k._1). Entdo fazemos o
grafico de ¢, versus k (k =1,2,...,n) para diferentes modelos, o maior valor de ¢ indica o

melhor modelo. Escolhemos o modelo tal que c(l) = []c:i(l) € maximo (I é o indice do
i=1
modeio).

O critério de selegdo de modelo utilizando simulagio de Monte Carlo é feito estimando
(ZN+k|ZNpr-1), usando (5.19), ou seja:

m P
T = %Z;('rm)_lexp{ - 'r—;")-[Zﬂ,ur;c - g,; 615,@ ZN—(:'»—I)]2}

Fazendo o grafico de ¢, versus k (k = 1,2,...) e calculando €(I) = [] ¢, ({) para cada
k=1

modelo I, escolhemos o modelo que apresenta o maior ¢(1).
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Capitulo 6

Abordagem Bayesiana para modelos AR(p)
com Funciio de Verossimilhan¢a Exata

6.1 A Funciio de Verossimilhanca Exata para AR(p)
Supondo que uma série Z = (Z1,...,Z,) € gerada por um processo AR(p) dado por:
Zt = ¢1 Zt—l +....... + ¢p Zf,_p + oy

Denotando agora por Z = (Zpi1,--.,Zn) € Zp = (Z1,22,...,2p)" de forma que
Z = (Z,,Z). Além disso seja o vetor dos parimetros ¢ = (¢1,...,¢,)’. Entdo podemos
escrever:

FZ |¢,7) = £(Z)2,, 8,7 f(Zpl&:7) (6.1)

Assumindo normalidade para o mido {a;,t=1,2,...}, ou seja a; ~ N(0,77%),
7 > 0, além disso, assumimos que:

1 k=0
E(atat+k) = {0 k;é 0

f(Z|Z,, ¢,7) pode ser calculado usando a distribuigBo conjunta dos ruidos
flaps1, ..., ay,)dada por:

flapi1s---ran) & T@exp{ -7 X a;} (6.2)
t=p+1
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e considerando a relago:

Qpy1 = Zp+1 - ¢IZP — . = ¢pZI
: (6.3)
an = Zn, — ¢lzn—1 el T ¢pzn-—p
a qual tem jacobiano unitario, temos:
(n—p) r & 9 6.4
(2|2, ¢,7) =77 exp{ — §t21(zt — 1B — ... — bpZip)°} (6.4)
=p+l |

onde:

onde:

Usando a notagio matricial temos:

EEI(Zt —$1Z1— ... —$pZp) 2 =(Z - X9)(Z - X¢)
=p+
Zyp Z 1 Zpi1
X = Zipt1 Zo b =~ P2 Z= Zpt2
ZN-1 ZN-p/ nxp b2/ pet Zn

Usando a relagdo
(Z - X¢)(Z-X¢$)=(Z-2)(Z-Z)+ (¢ — ) (X' X)(d—¢) (6.5)

$=(X'X)UXZ) (6.6)

N

= X¢ (6.7)

Podemos escrever (6.4) como;
y {n—p) 5 5
(2|2, ¢m) =77 exp{ - §[(Z - 2)(Z - )

+ (¢ — V(X' X)(¢ - )1} (6.8)
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Usando o fato de que Z, = (Z,%,,...,%,)' tem distribuicdo conjunta normal,

temos:
122, ¢,7) = 78| MP exp{ — 52, M Z,]} (6.9)
onde:
-1
Y N e Y
MY =)= gy iri= | BT R 610
Yp-1 Y2 -+ Y0

onde  Y,7,...,Yp-1580 as  autocovariincias teéricas do  processo,  assim
Ni-jl = €0V(Z41i Zp45).

Substituindo-se (6.8) e (6.9) em (6.1) temos a verossimilhanga exata dada por:

1E 16 =T op{ - §U(Z - 2)(Z - B)+
(¢ — SY(X'X)(¢ - P)}rE MY rexp{ — §1Z;MP Z,)}
Ou seja:
FZ 1¢,7) =77 |1MP rexp{ - 5[Z,MP Z,]}

exp{ — 5[R + (¢ — ¢)(X'X)(¢ — )]} (6.11)

onde,

R:(Z—Ejy(z—é)e

|MP| denota o determinante da matriz M.

A maior dificuldade no uso da verossimilhanga exata esta nos célculos para determinar

a matriz M ), Um procedimento iterativo apresentado em [Box, et al~1994] pode ser usado
para facilitar os calculos. Para aplicar esse procedimento a um modelo AR(p) vamos



considerar um modelo AR(p) quando temos N =p+1 observagdes; Neste caso a
verossimilhanga exata é dada por:

1(21,7) o< T |MP frexp{ — §(Z,M57 2, +

(Zpr1 — D125 — ... — $21)%1} (6.12)
entdo temos que:
A M Zpy = ZMSP Zy + (Zpis — 12— .. — $520)°
Onde M (?)¢ dada por:
i o1 [ b8 - 1 =4, ]
o : 0 $bry b - —
MF co : : : :
Mp=l T - 6.13)
L0 0 .. i 0] |[-¢ -¢. - 1 1 |

A matriz M(?) ¢ um caso particular da matriz de autocovaridncia para N-observagdes
M) A matriz M'P) ¢ simétrica em torno de ambas diagonais principais. Se diz que essa
matrizes s3o duplamente simétricas. Assim os elementos de Mﬁf? e M,EP) podem ser deduzidos

da consideracio de que ambas s3o duplamente simétricas. Assim, por exemplo, fazendop =1
eN=p+1=2, temos:

M) =m{) 22 + (2~ 1 20)

) (1) 2 _
M = (2 ) m"_;fl 1¢1K§;)
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Usando a propriedade de duplamente simétrica, temos:

m(111)+¢% —451]:[ 1 (:)451 }
— ¢ 1 - ¢

miy + 6%
portanto quando p = 1 temos:
MY =m{) =1-¢2

M) =1- g2

Outro exemplo € quando p =2 e N = p+ 1 = 3, neste caso temos:

2

M® :0 ¢ b I ¢
. 2 .
M® = R X 4
0 0 0 - ¢2 - ¢1 1
Fazendo:

2 @
M2 = m(ll) mw)
2 (2) (2)
Moy Mo

Usando a propriedade de dupla simetria, temos:

2 a—— —
mtll) + ¢: m%) + ¢2¢1 -9 1 @ 451 \ @ ¢2
2 — ——
md +hd ml g -4 |=|TH TR bl
— ¢ —~ ¢, 1 —¢, my +dd myy + &,
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Assim temos:

2
miy =mfy = — ¢1(1 +¢2)

2 2
”7'52) =m(11) =1- ‘?5%

Portanto temos:

@ _ 1— 5 — ¢1(1+ ¢2)
MU= —pii+e)  1-4 (6.13)
IMP| = (1+ ¢ 2[(1 — ¢2)? — 1] (6.16)

Com esses dois exemplos podemos construir as fungdes de verossimilhanca exata para
0 AR(p) quando p = 1 ou p = 2. Como mostraremos a seguir.

6.1.1 Modelos AR(1)

A fungio de verossimilhanga exata do AR(1) pode ser construida fazendo p =1 na
equagio (6.11).

N 1 r
f(Z|¢,7) o 72 MV exp{ — §[2{ My 2]}

"exp{ — I[R + (¢ — (X' X)(¢ - )]}

Neste casq, temos:

M| = (1 - ¢2)
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Entédo temos:
£(Z|$,7) o 77 (1 — p)2exp{ — £Z2(1 - ¢%)}

exp{ — Z[R + (¢ — 8 (X' X) (¢ — )]} (6.17)

onde: X = (Z1, %o, ..., Zy-1), Z = (Zgy ... Zo), & = (X' X)"NX'Z ) e 2 = X

6.1.2 Modelos AR(2)

A fung#o de verossimilhanga do processo AR(2) pode ser construida fazendo p = 2 em
(6.12), assim temos:

F(Z|¢,7) x 7% |MP |rexp{ — 5(Z5 My Z3)}

exp{ — 5[R + (¢ — &Y (X'X)(¢ — #)]}
Neste caso temos:

M@):[ 1— ¢% — ¢1(1+¢2)
2 — 11 +¢2) 1 ¢

M| = (1 +¢2)2[(1 = ¢2)? — ]
Entio:
F(B1#,7) o T (1 + $2)2[(1 — 62)? — 2]
exp{Z, (1 — %) — 221221 (1 + o) + ZF(1 — $3)}

exp{ — 3[R + (¢ — &) (X' X)(¢ - P)]} (6.18)
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Notamos que a fun¢iio de verossimilhanga exata torna-se mais complexa devido a
presenga do determinante da matriz M (P, quando p cresce (p > 2).

A determinacdo dos estimadores de méixima verossimilhanga para os parimetros ¢,
i=1,...,p s6 podem ser calculados de forma aproximada e usando-se métodos numeéricos,
trés métodos sdo apresentados em Box, et al -1994. Um deles sugere que se despreze o termo
que envolve o determinante, |1M;(,p )| no logaritmo da fungfo de verossimilhanga. Os outros
dots propde aproximago para a derivada desse termo. Um método proposto recentemente em
[Muller - 1995] sugere uma aproximagdo computacionalmente mais eficiente para a derivada
desse termo.

No entanto, a experiéncia mostra que quando o nimero de observagtes "N" € grande
em relagdo a ordem do modelo "p" o uso da verossimilhanga aproximada (ver Cap.4) mostra-
se bastante adequado apresentando valores muito proximos dos estimadores obtidos através da
verossimilhanga exata.

Neste trabalho, ilustraremos essa propriedade com dois exemplos apresentados no
Capitulo 7 de resultados.

6.2 Abordagem Bayesiana e uso do MCMC

Cosiderando agora os parimetros ¢ = (¢1,...,¢p)' € T como v.a. independentes, a
densidade a priori niio informativa de Jeffreys [Box & Tiao - 1973] para esse parimetros &:

o(p, 1) o 1/7 ,T>0 (6.19)

Combinando a verossimilhanga dada em (6.11) com (6.19) temos a densidade conjunta
a posteriori dada por:

I(g,7) o 78 | MY rexp{ — 31Z,MP Z,]}

exp{ — IR + (¢ — ) (X'X)(¢p — &)1} (6.20)
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As densidades condicionais para ¢ e 7 sendo que II(¢|7) é uma densidade p-variada.
Sdo dadas por:

(glr, Z) o< 78| M |hexp{ — 5[Z; M7 Z,]}

exp{ — Z[(¢ — ¢)(X'X) (¢ — 9)]} (6.21)

ou seja TI(¢p|T) é proporcional a um nicleo normal p-dimensional de forma que podemos
escrever:

I(gir, Z) « ¥($,T)N[, (T X' X)™Y]

onde;
U(p,7) = |MP [fexp{ — J[Z.MP Z,)}

A densidade condicional de T € dada por:
T(ri¢, Z) < 72 Lexp{ — [Z:MPZ,+ R+ (¢ — 3)(X'X)(¢ — )]} (6.22)
Portanto temos que:

I(7|$, Z) x Gama(%, %)

onde: B= Z\M{P Z, + R + (¢ — V(X' X)(¢ - &)
Aplicando essa abordagem para os modelos AR(1) e AR(2), temos:

Para os modelos AR(1):
(¢, 72) o 7% ~1(1 — ¢)hexp{ - F[Z(1 — #*)]}

exp{ — 3[R + (¢ — 3)(X'X)(¢ — P)]} (6.23)

50



As condicionais sdo:
(4|7, Z) (1) N[, (r X' X)7Y]
(1) =/ - F)exp{ - 5[Z7(1 - )]}

N(7l¢, Z) «x Gama(¥-, &)

B=Z}1-¢)+R+(¢— ¢/ (X'X)(¢ - )
Temos ainda que:

R=(Z - 2)(Z - Z),

$=(X'X)(X'Z)e

= X9

NS>

sendo:

X = (Zl,ZQ,...,ZN_l)’e Z = (Zg,...,ZN)'.

Para os modelos AR(2):

(¢, 712) & w31+ )1~ o)? ~ ]
exp{ — 5[2,(1 — ¢2) — 221 Z21(1 + 2) + ZZ(1 — ¢3)}

exp{ ~ 5[R + (¢ — ¢Y(X'X)(¢ — )]} (6.24)

As densidades condicionais sdo:

(¢, Z) « U(p,r)N[$, (rX' X))
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U(p,7) = (1 + ¢2)2[(1 — ¢o)? — ¢]
exp{ — 3[Z,(1 — ¢3) — 221221 (1 + ¢2) + Z2(1 — #2)}

II(r|¢, Z) x Gama(

N>
vy

)

B=2Z,(1-¢3) — 221 Zy¢:(1 + ¢2) + Z3 (1 — ¢3)

+R+ (¢ - B/ (X' X)($ - ¢)
No caso do AR(2) temos:

R=(Z-2)(Z-2),

P

$=(XX)U(X'Z) e Z=Xx3

com: X = (Zg,...,ZN_.])’e Z = (Z3,...,ZN)’.

6.3 Uso do Algoritmo MCMC

Com as condictonais:
I(¢|T, Z) x T(p, TN, (X' X)™1]
onde: U(p,7) = |MP hexp{ — §[Z, M Z,]}

O(r|¢, Z) x Gama(%, §)
B=ZMP Z, + R+ (¢ - $)(X'X)(¢ — &)

R=(Z-2)(Z- 2)'
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Usamos para gerar os valores dos pardmetros como segue:

passo 1: Condig¢des iniciais
¢ =g, ¢{") e 7
passo 2: Gerar: 791 ~ Gama(¥, §),
. N
y9 ~ Nig, (X' X))
passo 3: Gerar u de Uniformel0, 1] e calcular:

: . () plF41)
oy, ¢D) = min{1, $f5 Ty }

seu < C,:(y(.f+1), ¢,(J'))

¢(J’+1) = y(j+1J
caso contrario:

D — (D
¢ ¢

passo 4: Repetir os passos 2 e 3 até a convergéncia.
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Capitulo 7

Aplicacio

7.1 Estudo de Casos

A comparagio entre as abordagens classica e Bayesiana € feita neste trabalho
considerando-se duas séries de dados gerados e duas séries reais correspondente a componente
estocastica dos dados correspondente as vazdes médias mensais que chegam ao reservatério
de Furnas no sudeste e Itumbiara no centro oeste do Brasil. Uma descrigio dos quatro
componentes de dados € apresentado na Tabela 1.

Tabela - Dados usados para ajuste dos modelos

Descrigéio ¢1 ¢2 |T | N

serie 1 AR(2) 08| —0.5 | 05| 200

série 2 AR(2) ~05| 03]|10]/200
série 3 .

(Furnas) dados reais | — - — | 552
série 4 .

(tumbiara) dados reais | — - — | 672

No caso das séries reais vamos assumir que a série de vazdes € descrita pelo modelo
Xit(rmm) = Mm + OmZyrm) onde m representa o niumero de meses m =1,2,...,12, r o
nimero de anos r = 1,2,... et(r,m)=(r—1)124+m,u,, e o, sdo as médias e desvio-
padréo estimado dos dados para cada més do ano, a componente estocastica Ziy,m) €
calculada como:

Xt(r.m) —HBm
Om

Z t{r,m) —
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Para as componentes Zy, ) ajustamos um modelo AR(p):

Zi=p1Zi 1+ $Zia+... + $pZtp t+ ay

As séries de vazdes tem 672 e 552 observages correspondendo a vazdes médias
mensais medidas de Janeiro de 1935 a Dezembro de 1990 e de Janeiro de 1945 a Dezembro de
1990 respectivamente. Um grafico com as séries 1, 2 e com os dltimos 200 pontos das séries
3(Furnas) e 4(Ttumbiara) é mostrado nas figuras 1a, 1b, 1c e 1d.
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Figura 1c: série 3(Furnas) Figura 1d: série 4(Humbiara).
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A TFigura 2 a seguir mostra a fungio de autocorrelagdo (FAC) e a fungfio de
autocorrelagao parcial (FACP), para os dados da série 3 (Furnas).
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Figura 2: FAC e FACP, para os dados da série 3.

A Figura 3 a seguir mostra a fungfio de autocorrelagio (FAC) e a fungfio de
autocorrelagdo parcial (FACP), para os dados da série 4 (Itumbiara).
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Figura 3: FAC e FACP, para os dados da série 4(Itumbiara)

Através da anilise da FAC ¢ FACP podemos escolher um modelo AR(2) para a série
3(Furnas) e AR(1) para a série 4(Itumbiara) e usando-se o Critério de Informagdo de Akaike
(AIC) e o Critério de Informaco Bayesiano (BIC), (ver apéndice 1), esses modelos mostram-
se COMO OS mais parcimoniosos {menor numero de pardmetros possiveis com menor variincia
dos residuos). Neste capitulo vamos comparar esses critérios e os critérios de selecdo de
modelos que utilizam a densidade preditiva ordenada, para os modelos ajustados, os resultados
s30 apresentados nas Tabelas 2 e 3.
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Tabela 2 identifica¢io do modelo

série 1
AR(1) AR(2) AR(3)
AIC | +1.77800 | +0.89652 | + 0.89717
BIC | +1.30967 | + 0.94402 { + 0.96051
=7
sene AR() ARQ) | ARQ)
AIC | —0.10879 | —0.17145 | — 0.16773
BIC [ —0.07812 | —0.12395 | — 0.10440 |
série 3
(Furnas) AR(1) AR(2) AR(3)
AIC| —0.76617 | — 0.81162 | — 0.80835
BIC | —0.73862 | —0.78777 | — 0.77656
série 4
(ltumbiara) AR(D) AR(2) AR(3)
AIC | —0.65157 | —0.64859 | — 0.64562
BIC | —0.63814 | —0.62846 | — 0.61877
Tabela 3 selegdo de modelos
série ]
AR(1) AR(2) AR(3)
€r | 0.3726 0.4379 0.4345
c(l) | 1.8114e-024 | 1.7825e-022 | 6.8961e-023
serie 2
AR(1) AR(2) AR(3)
Tx | 0.7450 0.7824 0.7819
c(l) | 2.0413e-008 | 1.1434e-007 | 1.0365e-007
série 3
(Furnas) AR(1) AR(2) AR(3)
Tir | 0.9887 1.0107 1.0114
c(l) | 4.7841e-005 | 5.6579e-005 | 5.4942e-005
érie 4
a;eggm) AR(D) AR(2) AR(3)
€r | 0.9777 0.9812 0.9904
c(l) | 4.4694e-006 | 2.1485e-006 | 3.8376e-006

Usando o procedimento Bayesiano para verificagio da adequabilidade do modelo através
da densidade preditiva II{Zy x| Z N 1x-1), 05 valores médios de ¢, e os produtos c(l) para as
séries estudadas rieste trabalho, indicam a escolha de modelos AR(2) para as séries 1, 2e3 e
para a série 4 o modelo recomendado é o AR(1). Portanto os resultados obtidos pelo critério
de adequabilidade do modelo baseado na preditiva ordenada coincidem com o AIC e BIC.
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As figuras 3a, 3b, 3¢ e 3d mostra o grafico de ¢ versus k (k=1,2,...,n) para
diferentes modelos, das séries Furnas, Itumbiara, série 1 e série 2 respectivamente.
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Nas tabelas 2 e 3 observamos que o modelo AR(2) é o mais adequado, para as séries 1,
2 e 3, e para a série 4 0 modelo mais adequado é um AR(1).

7.2 Inferéncia Bayesiana dos parimetros dos Modelos

Apresentamos nesta segio os histogramas e distribuicio acumuladas para os
parémetros dos modelos ajustados ds séries 3(Furnas) e 4(Itumbiara). Os resultados obtidos
para as séries geradas (sére 1 e 2) sdo semelhantes, por isso sdo omitidos aqui.
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Na Figura 4 apresentamos os histogramas estimado por simulagio para os parémetros
$1, P2 € T, quando consideramos priori Normal-Gama, para a série 3(Furnas) estudada neste
trabatho.
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Figura 4: histograma estimado a posteriori para a série 3 (Furnas) considerando priori Normal-Gama
para os pardmetros ¢, ¢ € T respectivamente.

Observamos na Figura 4 que a forma simétrica da posteriori é a forma esperada

teoricamente como foi deduzido na segdo 4.2.2 onde vimos que a distribuigio conjunta para
(#1, $2, ) a posteriori é uma normal-garha.
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Na Figura 5 apresentamos os histogramas estimado por simulagdo para os parimetros
#1, ¢2 e T, quando consideramos prion ¢-Student, para a série 3(Furnas).
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Figura 5: histograma estimado |a posteriori para a série 3 (Fumas) considerando priori t-Student para os
pardmetros ¢, ¢ € T respectivamente.

Notamos na Figura 5 que as distribui¢des a posteriori sdo simétricas, esses resultados
s0 podem ser obtidos porr simulagfio pois nfo é possivel deduzir explicitamente a expressgo
dessas distribui¢des.
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Na Figura 6 apresentamos os histogramas estimado por simulagfo para os pardmetros
¢1 e 7, quando consideramos priori Normal-Gama, para a série 4(Itumbiara).
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Figura 6: histograma estimado a posteriori para a série 4 (Itumbiara) considerando priori Normal-Gama
para os pardmetros ¢, e 7 respectivamente.
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Na Figura 7 apresentamos os histogramas estimado por simulag#o para os pardmetros
¢1 e 7, quando consideramos priori ¢-Student, para a série 4(Ttumbiara).
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Figura 7: histograma estimado 2 posteriori para a série 4(Itumbiara) considerando priori £-Student para
Os pardmetros ¢, € T respectivamente.

Observamos nas Figuras 6 e 7, que o comportamento das distribui¢des a posteriori é
aquele esperado na se¢fio 4.2.2, ¢ que com o uso da priori ¢-Student, apesar de nio
conhecermos a distribui¢fio a posteriori, os histogramas também se apresentam de uma forma
simétrica.

No caso particular de prion ¢-Student, onde utilizamos o algoritmo metropolis-hastings
foram geradas duas amostras de tamanho N = 6.000, desprezamos 3.000 e selecionamos para
estimagdo uma amostra de tamanho 200 tomando-se um valor a cada 15 gerado na tltima
sequéncia de 3.000 valores. Esse procedimento mostrou-se necessario para evitar a correlagio
entre os valores gerados devido a rejeigio de novos valores.
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A Figura 8 a seguir mostra a correlagfio entre os valores gerados quando ndo se adota a
selecdio espagada, para a série Furnas.
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Figura 8 fungdo de autocorrelacdo entre os valores gerados para ¢, e ¢2; N=3.000.

A Figura 9 mostra a correlagdio entre os valores gerados quando se adota a selegfio
espagada, procedendo assim diminue-se a correlagio entre os dados gerados.

-

Figura 9- fungio de autocorrelagdo entre os valores gerados para ¢ e ¢o; N=200.
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As Figuras 10a e 10b a seguir mostram a convergéncia, para os dados da sémnie
3(Furnas) e série 4(Itumbiara) respectivamente, partindo-se de uma condigdo inicial arbitraria,
mostrando de forma grafica a convergéncia do algoritmo MCMC.
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Figura 10a: grafico da convergéncia para ¢, ¢z € 7 com os dados da série 3{(Furnas).
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Figura 10b: grafico da convergéncia para ¢ e 7 com os dados da série 4(Itumbiara).

As Tabelas 4, 5, 6 e 7 apresentam os estimadores dos pardmetros, para cada uma das
quatro séries analisadas neste trabalho. EMV corresponde ao estimador de maxima
verossimilhanga; PNI( - ) corresponde ao estimador quando adotamos priori ndo-informativa,
EX significa que esse € o estimador exato obtido pelas expressdes do valor esperado da
densidade a posteriori e GS significa o estimador obtido por simulagio usando-se o algoritmo
Gibbs Sampling; PNG( - ) sdo os estimadores obtidos usando priori conjugada Normal-Gama;
PTS sdo os estimadores obtidos usando-se priori t-Student com o algoritmo Metropolis-
Hastings. Nestas tabelas apresentamos também a varidncia do estimador e o critério de
convergéncia proposto por Gelman & Rubin (1992) ver apéndice 2, quando os estimadores
sdo obtidos por simulacgo. Este critério assegura a convergéncia quando R < 1.1.



Tabela 4 Valores estimados dos pardmetros ¢;, ¢2 e 7 para a série 1
1 SD R %2 SD R T SD | R
EMV 0.8156 | 0.0580 - —0.5773 | 0.0581 - 0.4119 - -
PNI(EX) | 0.8156 | 0.0586 — —0.5773 | 0.0587 ~_ 0.4077 | 0.0412 -
PNI(GS) | 0.8158 [ 0.0581 | 1.0006 | —0.5773 | 0.0578 | 1.0001 | 0.4085 | 0.0411 | 1.0001
PNG(EX) | 0.8141 | 0.0578 - - 0.5759 1 0.0579 - 0.4178 | 0.0400 -
PNG(GS) | 0.8130 | 0.05838 [ 1.0002 [ —0.5756 | 0.0580 | 1.0003 | 0.4186 | 0.0398 | 1.0001
PTSOMH) | 0.8181 | 0.0550 [ 1.0003 | — 0.5806 | 0.0557 | 1.0078 | 0.4154 | 0.0385 | 1.0035
Tabela 5 Valores estimados dos pardmetros ¢y, ¢ € 7 para a série 2
& SD R 4 | SD R T SO | R
EMV —0.5158 | 0.0679 — 0.2946 | 0.0684 — 1.2550 — -
PNIEEX) | —0.5158 | 0.0686 - 0.2946 | 0.0691 - 1.2423 | 0.1255 -
PNI(GS) —0.5163 | 0.0690 | 1.0000 | 0.2037 | 0.0685 | 1.0001 | 1.2443 | 0.1257 | 1.0001
PNGEX) | —0.5141 | 0.0725 - 0.2951 | 0.0731 — 1.1003 | 0.1054 -
PNG(GS) | —0.5149 | 0.0737 | 1.0005 { 0.2947 | 0.0741 | 1.0001 | 1.1025 | 0.1058 { 1.0001
PTS(MH) | — 0.5127 { 0.0620 | 1.0010 | 0.2965 | 0.0633 | 1.0053 | 1.0961 | 0.0987 { 1.0024
Tabela 6 Valores estimados dos parfimetros ¢y, ¢2 €7 para a série 3(Furnas)
&1 SD R b2 SD R T SD | R
EMV 0.5834 | 0.0420 - 0.1815 | 0.0421 - 2.3244 — -
PNI(EX) | 0.5834 | 0.0421 — 0.1815 | 0.0421 —- 2.3244 | 0.1417 —
PNI(GS) | 0.5835 | 0.0421 { 1.0002 | 0.1809 | 0.0419 { 1.0000 | 2.3161 | 0.1409 | 1.0004
PNG(EX) | 0.5815 | 0.0447 - 0.1825 | 0.0447 - 2.0628 | 0.1229 -
PNG(GS) | 0.5821 | 0.0447 | 1.0000 | 0.1820 | 0.0446 | 1.0000 | 2.0531 | 0.1229 | 1.0002
PTS(MH) | 0.5811 | 0.0406 | 1.0032 | 0.1824 | 0.0413 | 1.0003 | 2.0505 | 0.1223 | 1.0051
Tabela 7 Valores estimados dos parimetros ¢; ¢ T para a série 4(Itumbiara)
& SD R T SD R
EMV 0.7237 1 0.0269 | — 2.1146 | — -
PNIEX) | 0.7238 | 0.0270 | — 2.1114 | 0.1165 | —
PNI(GS) | 0.7238 | 0.0270 | 1.0002 | 2.1114 | 0.1152 | 1.0000
PNG(EX) | 0.7237 ) 0.0269 | — 2.1114 | 0.1165 | —
PNG(GS) | 0.7225 | 0.0283 | 1.0008 | 1.9291 | 0.1049 | 1.0002
PTS(MH) | 0.7253 | 0.0278 | 1.0004 | 1.9267 | 0.1075 | 1.0070

Observando os resultados obtidos concluimos que o uso dos algoritmos Gibbs
Sampling ¢ Metropolis-Hastings tem um bom desempenho na estimativa dos pardmetros.

No caso particular de priori ndo informativa ou priori conjugada Normal-Gama as
posteriori dos parimetros ¢;, ¢ = 1,2,...,p é uma ¢-Student entdo podemos usar a variincia

estimada Var(ai) para construir intervalos de confianga ¢; = EE,- +tq/2v/ Var(s;) , ou testar
hipoteses Hy : ¢; = 0, ¢ = 1,2. Porém no caso de priori ¢-Student a posteriori dos parimetros
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ndo tem uma distribuigio conhecida, portanto o intervalo de credibilidade é calculado
empiricamente dos dados simulados, e os resultados obtidos sdo apresentados na Tabela 7.

Tabela 7 Intervalo de Credibilidade com os percentis 2,5% e 97,5%, para ¢ e T

& IC ) IC T IC
série 1 0.8181 0.6906; 0.9026 | —0.5783 | —0.6834; —0.4617 | 0.4147 | 0.3583; 0.4967
série2 | —0.5127 | —0.6390; — 0.3959 0.2965 0.1681; 0.4226 | 1.0961 | 0.9017; 1.2823
série 3 0.5811 0.4966; 0.6672 0.1824 0.0922; 0.2629 | 2.0505 | 1.8187; 2.2747
série 4 0.7253 0.6703; 0.7780 - — 1.9267 | 1.7368; 2.1300

7.3 Previsoes

As Tabelas 8a, 8b, 8¢c e 8d apresentam as previsdes 5 passos a frente, através das

abordagens classica ¢ Bayesiana com o uso da priori Normal-Gama, para cada uma das quatro
séries analisadas neste trabalho.

Tabela 8a - previs&o 5 passos a frente para série 3 (Furnas)

val. obs. | prev.classica | prev.bayesiana | int.credibilidade
-0.9881 | -0.4809 -0.4809 -0.5077 -0.4021
-0.7129 | -0.3643 -0.3631 -0.3872 -0.2916
-0.3989 | -0.2998 -0.3004 -(.3287 -6.2190
-0.1546 | -0.2410 -0.2420 -0.2695 -0.1625
0.1625 | -0.1950 -0.1970 -0.2236 -G.1209
EMQ 0.1048 0.1052 =

Tabela 8b - previsdo 5 passos a frente para série 4(Itumbiara)

val. obs. | prev.classica | prev.bayesiana | int.credibilidade
0.5406 | -0.1547 -0.1545 -0.1586 -0.1425
0.2719 | -0.1119 -0.1118 0.1177 -0.0950
-0.3115 |'-0.1929 0.1929 -0.2050 -0.1584
0.6772 | 0.2206 -0.2211 4.2395 -6.1689
-1.0663 | -0.2993 -0.3006 -0.3299 -0.2182
EMQ | 02214 0.2210 —
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Tabela 8¢ - previsfo 5 passos a frente para série 1

val. obs. | prev.classica | prev.bayesiana | int.credibilidade
-0.9958 | -0.3539 -0.3530 -0.4049 -0.1985
0.1286 | -0.6941 0.6917 -0.7641 -0.4844
-1.0206 | -0.3613 -0.3579 -0.4001 -0.2382
1.0503 | 0.1056 0.1098 0.0526 02892
0.4561 | 0.2950 0.2966 0.2276 0.5167
EMQ 0.4883 0.4871 —

Tabela 8d - previsio 5 passos a frente para série 2

val. obs. | prev.classica | prev.bayesiana | int.credibilidade
-2.2663 | ~2.4515 -2.4487 -2.5581 -2.1280
2.3289 | 2.1505 2.1509 1.9932 2.6233
-1.5616 | -1.8317 -1.8372 -2.0252 -1.2832
0.8875 | 1.5785 1.5939 1.3621 2.3098
0.4439 | -1.3540 -1.3780 -1.5928 -0.7598
EMQ 0.7698 0.7918 -

Nas tabelas acima, observamos um bom desempenho do método Bayesiano, para
previsdes k-passos a frente usando-se algoritmos MCMC.
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As Figuras 11a, 11b, 11c e 11d a seguir mostra a previsdo, para as séries: Furnas,
Itumbiara, sériel e série2 respectivamente.

02 1.5
0 L
1 -
02
04 0.5t
0.8
+]
06}
Ar 05
-12F
Ay
1.8 R
[¢} 5 10 15 20 1'50 S 10 15 20
Fumas humblara

figura 11a: previsdo 5 passos a frente(Furnas). figura 11b: previsfio 5 passos a frente(Ttumbiara).

b bk b b L o - W om

1 s 20 o 5 1o 15 20
seriat serie2

o
(o]

figura 1lc: previsdio 5 passos a frenie(série 1). figura 11d: previsio 5 passos a frente(série 2).

Nas figuras 11a, 11b, 1lc e 11d, temos o plot da série e os valores previstos, onde
observamos que a previsio acompanha a tendéncia da série.
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7.4 Comparaciio do uso da Verossimilhan¢a Exata e Aproximada

Um resumo das estimativas dos parimetros quando usamos Verossimilhanga Exata e
Verossimilhanga Aproximada, € apresentado na Tabela 9.

Tabela 9: estimativas dos parimetros com verossimilhanga exata e aproximada.

série 1
! IC & IC T IC
V.Exata | 0.8166 | 0.6888;0.9309 { — 0.5746 | — 0.6875;, —0.4494 | 0.4243 | 0.3496; 0.5148
V.Aprox. | 0.8130 | 0.7000; 0.9252 | — 05756 | —0.6893; — 0.4617 | 0.4186 | 0.3449; 0.4959
série 2
h IC & IC T 1C
V.Exata —0.5123 | —0.6512; —0.3742 | 0.2910 | 0.1509; 0.4330 | 1.1172 | 0.9124; 1.3457
V.Aprox. | — 05149 | —0.6592;, —0.3704 | 0.2947 | 0.1510; 0.4434 | 1.1025 | 0.9050; 1.3102
série 3
(Fumas) &1 IC b2 IC T 1C
V.Exata | 0.5848 | 0.4948; 0.6790 | 0.1785 | 0.0858; 0.2618 | 2.0561 | 1.8283; 2.2886
V.Aprox. | 0.5821 | 0.4975; 0.6713 | 0.1820 | 0.0941; 0.2722 | 2.0531 | 1.8226; 2.2763
série 4
(tumbiara) 1 IC T IC
V.Exata | 0.7146 | 0.6583:0.7745 | 1.9742 | 1.7615; 2.1836
V.Aprox, | 0.7225 | 0.6673; 0.7784 | 1.9291 | 1.7321; 2.1327

Notamos na tabela 9 que os valores das estimativas obtidas usando-se a fungfo de
verossimilhanga exata e a aproximada sZo praticamente iguais, portanto isso justifica o uso sa
funcdo aproximada, visto que esta facilita muito a implementagdo computacional dos
algoritmos de simulagio MCMC.
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Conclusio

Mostramos neste trabalho a utilizagio de Métodos Bayesianos aplicados em séries
temporais, em particular para os modelos auto-regressivos AR(p), com o uso de algoritmos de
simulagio de Monte Carlo em Cadeia de Markov (MCMC).

Nosso interesse foi comparar os métodos de maxima verossimilhanga e os métodos
Bayesianos quando ambos séo utilizados para estimar os parametros dos modelos propostos.

A abordagem Bayesiana apresenta resultados semelhantes aos estimadores de méxima
verossimilhanga. Portanto podem ser usados de forma segura, além de facilitar os calculos na
inferéncia dos parimetros.

Na estimagdo dos parimetros com o método Bayesiano, os resuitados obtidos com o
uso da verossimilhanga aproximada se mostrou equivalentes aqueles com a verossimilhanga
exata, aqui ressaltamos a simplicidade de céilculo ¢ programagio com a verossimilhanga
aproximada, sio simples e o tempo computacional dispendido é bem menor que aquele com a
Verossimilthanga Exata.

O uso do método MCMC para previsdo k-passos a frente, foi surpreendente pela
simplicidade e eficiéncia do método. Estes resultados indicam uma nova dire¢do a ser tomada
na previsdo de séries temporais.

O uso do critério Bayesiano de adequabilidade do modelo baseado na densidade
preditiva ordenada mostrou-se adequado com resultados coincidentes com os critérios AIC e
BIC. Porém devemos recomendar que esses critérios devem ser usados juntamente com os
intervalos de credibilidade dos parimetros para modelos onde o produto das densidades
preditivas sdo muito proximos.

As téenicas utilizadas neste trabalho também poderiam ser estendidas a outros modelos
de séries temporais, como meédias moveis de ordem ¢ MA(g), e modelos mistos auto-
regressivo médias moveis de ordens p e ¢ ARMA(p, g) ajustados pela abordagem classica e
Bayesiana.
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Apéndice 1
Identificacio da Ordem do Modelo

Identificar a ordem de um modelo auto-regressivo consiste em determinar o valor de p,
ou seja determinar o namero adequado de termos que devemos considerar no modelo auto-
regressivo. A escolha de um valor pequeno de p, por exemplo, p = 1 pode levar a uma
representagfio inadequada da série, por outro lado a escolha de um valor alto de p, por
exemplo, p = 6 pode levar a um modelo com um grau de complexidade desnecessario. Na
prética a analise da fun¢do de autocorrelagio (FAC) e autocorrelagdo parcial (FACP) podem
levar a mais de um modelo aparentemente adequados para representar um conjunto de
observagdes de uma série temporal. Nestes casos usa-se os critérios de informagio de Akaike
(AIC) proposto por [Akaike -1973] ou o critério de informagdio Bayesiano (BIC), proposto
por [Schwarz -1978]. Esses critérios sdo expressos como:

~ 2r
=In(0;) + ¥

BIC = in(0;) + ﬂ]é_l

~2 . . . . s ep e
onde 7; denota o estimador de méxima verossimilhan¢a da varidncia o2 ¢ r = p+ 1denota o
nimero de pardmetros estimados no modelo incluindo o termo constante. Nos critérios acima
o primeiro termo corresponde a menos 2/N vezes o log da maxima verossimilhanga enquanto

4

o segundo termo € "fator de penalidade" para a inclusio de parimetros adicionais no modelo.

A aplicagdio desses critérios € feita calculando-se o AIC e BIC para varios modelos
ajustados e devemos dar preferéncia ao modelo que apresentar o menor valor desses critérios.

Notando que o BIC.impde uma penalidade maior para o numero de pardmetros do
modelo que o AIC, o uso do BIC como critério de selegio sempre resultard em uma escolha
do modelo cujo niimero de parimetros nio é maior que o escolhido pelo AIC.

Uma desvantagem imediata do uso desses critérios € que varios modelos devemn ser
estimados por métodos de maxima verossimilhanga o que € computacionalmente custoso.
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Apéndice 2

Verificacdo de Convergéncia

Uma forma simples de verificar convergéncia é a utilizagdo de varias cadeias em
paralelo comegando de diferentes pontos. Com isso, evita-se que as cadeias se concentrem em
regides em torno de uma moda local, no caso de multimodalidade da posteriori. Apos
convergéncia, todas as cadeias devem ter 0 mesmo comportamento qualitativo e quantitativo
mas a verificagio de convergéncia pode ser problemaitica se for analisada apenas uma cadeia.

A verificagio visual de similaridade entre as trajetorias das cadeias apdés algumas
iteragbes certamente € um indicio forte de convergéncia. [Gelman & Rubin -1992] elaboraram
sobre essa idéia e propuseram alguns métodos formais para detec¢io de convergéncia além
dessa detec¢do visual.

Considerando m cadeias paralelas e uma funcdo real ¢(6), tem-se m trajetorias {tgl),

t,(-g), e ,tE")}, i=1,...,m para t. Portanto, podem ser obtidas a variincia entre as cadeias F
¢ a varidncia dentro das cadeias D dadas por,

S TR T VG N
D= m(n—l)i=lj§1(t£ t‘l. )

onde f; é a média das observagdes da cadeiai e? ¢ a média dessas médias, i = 1,...,m.

Sob convergéncia, todos os mn valores serdo gerados da posteriori e a varidncia de ¢
pode ser estimada de forma ndo-viciada por V (¢(8)) = (1 — L)D + (1)E.

Se as cadeias ainda niio tiverem convergido entdo essa estimativa é maior que V' (1(6))
pois os valores iniciais ainda estio sendo influenciados pelos valores dos outros pardmetros da
cadeia, de forma que a distribuigiio de equilibrio ainda ndo foi atingida e eles foram escolhidos
com dispersio maior que a da distribuigio de equilibrio. Por outro lado, ) fornece es.tim_ativas
menores que V (£(8)) pois a cadeia ndio tera coberto toda a variabilidade de ¢(6). Um indicador

de convergéncia é dado pela redugiio potencial estimada da escala R = 4/ V (¢(6))/D que é
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sempre maior que 1. A medida:que n2-cresce, ambos os estimadores acabardio convergindo para
V(t(8)) e R convergira para 1. Logo R pode ser usado corpo indicador de convergéncia pela
avaliagfio de sua proximidade a 1. [Gelman -1995] sugere aceitar convergéncia quando o valor
de R calculado para todas as fungdes ¢ de interesse for da ordem de 1.1 2 1.2.
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