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Resumo 

Neste trabalho comparamos modelos de séries temporais auto-regresivos de ordem p 
AR(p), ajustados pela abordagem clássica e Bayesiana. Na análise clássica a identificação do 
modelo é feita através da função de autocorrelação (FAC) e função de autocorrelação parcial 
(FACP), a escolha do melhor modelo para um conjunto de dados é feita usando-se o Critério 
de Informação de Alcaike (MC) e o Critério de Informação Bayesiano (MC). Na análise 
Bayesiana consideramos três alternativas de densidades a priori para os parâmetros, aqui a 
escolha do melhor modelo é feita pela densidade preditiva. Primeiramente consideramos a 
priori não informativa de Jeffireys, onde a densidade a posteriori marginal, para os parâmetros 
do modelo, pode ser calculada analiticamente e mostra-se que o valor esperado dessa 
posteriori coincide com o estimador de máxima verossimilhança. No segundo caso, adotamos 
uma função densidade a priori conjugada normal-gama. Aqui, a densidade a posteriori também 
pode ser calculada analiticameMe, resultando em uma densidade t-Student p-dimensional, no 
entanto em muitas situações reais adotar priori conjugada é pouco realista. Para contornar esse 
problema, no terceiro caso adotamos uma densidade a priori informativa t-Student, p-
dimensional, para os parâmetros e uma densidade a priori gama para o inverso da variância dos 
resíduos. Isto resulta em uma densidade a posteriori não padronizada. Neste caso a análise a 
posteriori só pode ser feita usando-se algoritmos de simulação em cadeia de Markov, MCMC. 
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Abstract 

In this work we compare time series models, AR(p), using the Bayesian and classical 
approach. 

The classical approach uses the Alcaike Information Criterion (AIC) and the Bayesian 
Information Criterion (BIC) to choose the best fitted models for a time series record data. The 
estimation of the model parameters are obtained by maximinn likelihood estimation. 

In the Bayesian approach to time series the likelihood function is combined with the 
prior density of the parameters, via Bayes theorem, to produce the posterior distribution of the 
parameters and the predictive distribution of future observation. In this paper we use three 
clifferent prior density functions. First, the likelihood function is approximated by a normal-
gamma density over the parameter space, them combined with either a Jeffreys' vague prior or 
a normal-gamma prior. The result is that the analysis is similar to that obtained by a multiple 
linear regression analysis. Thus, the posterior analysis is done with norrnal-gamma distribution. 
Thirdly the likelihood function is combined with prior t-Student distribution them the posterior 
and predictive analysis is made via Markov Chain Monte Cano. 

The results are applied to two simulated series and two stream flow series of Furnas 
and Itumbiara reservoirs. 
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Capítulo 1 

Conceitos de Processos Estocásticos 

1.1 Introdução 

Uma série temporal consiste em um conjunto de observações de urna variável aleatória 
indexada no tempo, que denotamos aqui por Zt  (w), onde (.4) representa a natureza aleatória da 
série, ou seja to é um evento no espaço de probabilidade (S2, A, P), (S2 é o espaço amostrai, A 
uma a-algebra de um subconjunto de S) e P uma medida de probabilidade definida em A), e t 

é um número real positivo, ou seja t E R+ (R+  conjunto dos números reais positivos). Neste 
trabalho estaremos considerando séries temporais cujos valores foram observados somente 
para valores inteiros de t, assim faremos t E M± (M± conjunto dos números inteiros 
positivos). Desta forma vamos denotar as séries consideradas neste trabalho como {Z1, 

Z2, 	, Zt, } onde Zt  é a observação da série no instante t = 1, 2, .... 

Analisar uma série temporal {Zt, t E M±} consiste em ajustar um modelo para explicar 
o valor da série Zt, usando um conjunto de observações Z = {Z1, Z2, , Zn}. Em geral 
essas observações não podem ser vistas como uma amostra aleatória independente da série Zt, 

pois cov(Zi, 	O para i j. Portanto os modelos propostos geralmente expressam o valor 

da série Zt  em função de seus valores passados Zt_i, Zt-2, , e de variáveis exógenas. 

Neste trabalho, vamos considerar, somente, os modelos que expressam os valores de 
Zt  como uma função linear de seus valores passados Zt-1, Zt-21 • • • esses modelos recebem o 
nome de auto-regressivos [Box, Jenlcins & Reisel -1994]. 

Uma série temporal {Zt, t E /4} pode ser interpretada como uma possível realização 
de um processo estocástico {Z(  w), t E M±, (..) E (S2, A, P)}, por isso apresentamos a seguir 
algumas propriedades dos processos estocásticos que são úteis na elaboração dos modelos 
para uma série temporal. 



1.2 Conceitos de Processos Estocásticos 

Definição 1.1. 	Seja Ar+  um conjunto de inteiros positivos, o processo 

estocástico {Z1  (w), t E .Ar+, to E (ft, 	P)} é uma sequência de variáveis aleatórias, tal que, 

Zt. (w) , t" E .Ar+ é uma variável aleatória, 

Zt 	ui" E ft é uma função de tempo. 

ou seja para cada to* E (ft, A, 2) fixado Z1(w) é uma função do tempo a qual denominamos 
de realização do processo estocástico, por outro lado, para um t* E Ar+  fixo, Z. (w) é uma 

variável aleatória. 

Se fizt) é a densidade de probabilidade do processo no instante t e f (zt„ zt,) a 

densidade de probabilidade conjunta do processo para dois instantes t1  e t2, então define-se: 

= E(;) = J70:, ztf(zt)dzt ; 

+00 
cif = V ar(zt) = f_. (zt  — gt)2  f (zt) d;; 

r+co 
COV(Zt, zt2) = j 	(zt, 	li11)(Zt2 	tit2)f (Zti Zt2)dZi1dZt2 ; 

Um processo estocástico fica completamente definido por sua densidade de 
probabilidade corjunta, assim se Z1, , Zn  é um conjunto de ti-observações de Zt, existe uma 
função densidade conjunta, associada a essa realização do processo, que denotamos por 

f (zi, 	z4. Um processo é denominado estacionário quando a densidade conjunta das 
observações {Zt(w), tETc Ar+}, T={tI1<t< n} não se altera quando deslocamos o 

tempo das observações, por exemplo para {Zt, t E Tk  c Ar+}, Tk = {til±k<t< 71 k} 

para qualquer valor de k e 71. 

Definição 2.1. Estacionariedade no Sentido Estrito 

Especificando um processo estocástico por suas distribuições de dimensão finita, 
consideramos um processo estocástico Z = { Ze, t E .Ar+} estritamente estacionário se todas 
as distribuições finito-dimensionais deste processo, permanecem inalteradas sob translações no 
tempo, ou seja: ' 

f (zi , • • • Z71) = f (zi+, , • • • , Zn-1-7-) 

para quaisquer r e ri > 1. 
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Isso significa, em particular, que todas as distribuições unidimensionais são invariantes 
sob translações do tempo, logo o valor esperado pi = E(zt) e a variância 01= Ecz, — pt)2  
são invariantes no tempo. Uma subclasse dos processos estacionários são os processos 
fracamente estacionários, definidos como: 

Definição 3.1. Estacionariedade no Sentido Amplo 

Um processo Z = { Zt; t E ./V.±} é estacionário no sentido amplo quando: 

i) E(z) = p 	 (constante) 
ii) V ar(zt) = 52 	(constante) 
iü) 	Cov( zt  , zt±k  ) = 7(k) 	(função só de k ) 

Verifica-se facilmente que qualquer processo estacionário no sentido estrito será 
estacionário no sentido amplo [Box, et al - 1994]. 

Ergodicidade 

Um processo estocástico é denominado ergódico quando todas as propriedades 
estatísticas do processo, no sentido da sua caracterização completa, está contida em cada 
realização com probabilidade 1. Ergodicidade implica na seguinte propriedade: Se Zt  é um 
processo ergódico, então todas as suas médias estatísticas são iguais as correspondentes 
médias temporais. Assim por exemplo, Zt  é definido como um processo ergódico na média se 
e somente se: 

r+os „ 
1-4  -= E(2t) = j 	Zt •Zt)

1 PT dzt =T11111 	dt i o  zt  

Um processo é ergódico na variância se: 

O"2 = Var(Zt) f
i-os 
(Zt bt)2f (zt) dzt 

= hm 1  f (zt — 142  dt 
T-,00T o 

(1.2) 
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Analogamente, zt  será ergódico na autocorrelação se e somente se: 

7k = COV(zt zt+k) = 1.+00°31.4:(Zt — 11)( Zt+k — g) f (zt, zt+k) dzt  dzt+k = 

=71lircio+foT(zt 11)( zt+k 	dt 
	

(1.3) 

Um processo ergódico na média na variância e na autocorrelação é estacionário no 
sentido amplo. 

1.3 Modelos lineares Estacionários 

Os modelos aqui apresentados são casos particulares de um modelo de filtro linear. 
Este modelo supõe que a série temporal é gerada através de um sistema linear, cuja entrada é 
um processo {ai; t E .N.4.}, e denotamos por W(B) a função de transferência do sistema, onde 
B é um operador retardo, definido por Ba t  = 04.4. Esse modelo é ilustrado na figura 2.1. 

W(B) 

Fig.2.1. - Filtro linear, com entrada at  , saída Zt  e função de transferência W(B) 

O processo ai  satisfaz a seguinte propriedade: 

E(at) = O, 

Var(at) = 	e 

0.2 	k = 0 
Cov( at at+k) = O a k O 

Desta forma podemos escrever que: 

+... 

00 

2jt = 	EiPi 	 1,1)0 = 1 
5=0  

(1.4) 
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denotando por: 

'KB) = 1 + B + 02 B2+ 

temos: 

= 	0(B)at 	 (1.5) 

Podemos eliminar o termo constante p sem perda de generalidade, para isso basta 
considerar a série Zt  = k-st  — 

A condição de estacionariedade do modelo linear (2.6) está associado ao polinômio 
0(B). Pode ser mostrado [Box, et al -1994] que a série Zt  = 0(B)at  é estacionária se o 
polinômio 0(B) converge para IBI < 1. 

Uma forma equivalente de representação de uma série temporal é escreve-la como uma 
combinação linear de seus valores passados, ou seja: 

Zt = at 71-1Zt -1 - 7r2 ZE-2 - • • • 

00 
E7riZt_i at 	71-0 = 1 

definindo o polinômio: 

7r(3) = 1 + 7r1B + 7r2B2  + 

podemos escrever que: 

7r(B) Z1  = at 
	 (1.6) 

Com essa representação, temos associado a propriedade de inversibilidade, ou seja o 
modelo (1.6) é inverslvel quando o polinômio 7r(B) converge para todo IBI < 1. 

Os modelos (1.5) e (1.6) são equivalentes, se escolhermos 7r(B) e 0(121) tal que: 

003) 7r(B) = 1 

Os três modelos lineares mais usados para modelar séries temporais estacionárias, são 
os processos auto-regressivos (AR), médias móveis (MA) e os mixtos auto-regressivos médias 
móveis (ARMA). Neste trabalho estamos considerando somente os modelos auto-regressivos 
(AR). 
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1.4 Objetivo do trabalho 

Muitos métodos podem ser utilizados para estimar os parâmetros de um modelo auto-
regressivo proposto para uma série temporal, entre esses temos os método dos momentos, 
método de mínimos quadrados e método de máxima verossimilhança, já amplamente estudados 
a mais de 20 anos [Box et ai -1994]. Um método alternativo de análise e inferência para 
modelos de séries temporais são os métodos Bayesianos, vários trabalhos utilizando 
abordagem Bayesiana já foram realizadas [Broemeling & Land -1984], [Shaarawy & 
Broemeling -1984, 85, 88]. A vantagem do uso dos métodos Bayesianos é permitir a 
consideração de informações a priori sobre os parâmetros do modelo na análise. A limitação 
desses trabalhos deve-se a dificuldade encontrada para resolver integrais múltiplas, bastante 
complicadas, representando as densidades a posteriori dos parâmetros e densidades preditivas. 
Com  o surgimento das aplicações dos algoritmos de simulação de Monte Carlo em Cadeia de 
Markov (MCMC) na análise Bayesiana [Gelfand & Smith -1990], [Gelfand et ai -1990] essas 
dificuldades foram superadas permitindo inclusive escolher densidades a priori sem se prender 
a propriedade de conjugação. 

Neste trabalho vamos comparar os métodos de máxima verossimilhança e os métodos 
Bayesianos quando ambos são utilizados para estimar os parâmetros dos modelos auto-
regressivos. 

Nosso objetivo é fazer a análise Bayesiana de modelos de séries temporais quando 
diferentes densidades a priori são adotadas destacando as características particulares de cada 
modelo. Na análise Bayesiana estudamos os modelos auto-regressivos considerando três 
alternativas de densidades a priori para os parâmetros deste modelo. Primeiramente 
consideramos a priori não informativa de Jeffi-eys, onde a densidade a posteriori marginal, para 
os parâmetros do modelo, pode ser calculada analiticamente e mostra-se que o valor esperado 
dessa posteriori coincide com o estimador de máxima verossimilhança. No segundo caso, 
adotamos uma função densidade a priori conjugada normal-gama. Aqui, a 'densidade a 
posteriori também pode ser calculada analiticamente, resultando em uma densidade t-Student 
p-dimensional. A análise da expressão do estimador de Bayes, para este caso, mcistra que o 
esthnador é uma média ponderada entre o estimador de máxima verossimilhança e o valor 
esperado a priori. 

O uso de densidades a priori conjugadas em geral recebe criticas por serem estas 
funções pouco realista para tratamento de problemas reais. Para contornar estas criticas 
adotamos no terceiro caso uma densidade a priori informativa t-Student, p-dimensional, para 
os parâmetros e uma densidade a priori gama para o inverso da variância dos resíduos. Isto 
resulta em uma densidade a posteriori não padronizada . Neste caso a análise a posteriori só 
pode ser feita numericamente. Aqui optamos pelo uso de algoritmos de simulação de Monte 
Carlo em Cadeia de Markov (MCMC), do tipo Metropolis-Hastings [Chib & Greenberg - 
1995] e Gibbs Sampling [Casella & George - 1992] os quais vêm se destacando com muita 
eficiência neste tipo de abordagem, porém, exigindo para isso considerações práticas. 
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Um critério de seleção de modelos baseado na densidade preditiva é aplicado. Esses 
resultados são comparados com a análise clássica onde a identificação do modelo é feita 
através da função de autocorrelação, FAC e função de autocorrelação parcial, FACP, a 
escolha do melhor modelo para um conjunto de dados é feita usando-se o Critério de 
Informação de Akaike AIC e o Critério de Informação Bayesiano BIC. 

Este trabalho esta organizado como se segue: No Capitulo 2 apresentamos um resumo 
da teoria dos modelos AR(p). No Capítulo 3 apresentamos a inferência dos parâmetros dos 
modelos usando o método dos momentos. 

A abordagem Bayesiana quando as densidades a posteriori são construídas usando-se a 
função de verossimilhança aproximada é apresentada no Capítulo 4. No Capítulo 5 
apresentamos as previsões de valores futuros utilizando a abordagem Bayesiana do Capitulo 4. 
A abordagem utilizando a verossimilhança exata é apresentada no Capítulo 6. Por fim 
reunimos no Capítulo 7 um conjunto de resultados numéricos comparando a inferência clássica 
e Bayesiana para séries reais de vazões médias mensais, coletadas por empresas do setor 
elétrico brasileiro nas barragens de Furnas e Itumbiara. Também usamos para fins ilustrativos 
séries geradas a partir de modelos arbitrariamente construídas. 
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Capítulo 2 

Modelos Auto-regressivos de Ordem p — AR(p) 

2.1 Processo AR(p) 

Considerando um processo {Z , t e Ar±} . Um modelo linear auto-regressivo de ordem 
p é um modelo onde o valor corrente do processo Z é expresso como uma combinação linear 
dos p valores passados kt_i, 2t-2) --,L-7) e de um ruído branco ai. Aqui estamos 
considerando {ai, t e N} um processo i.i.d. N(0, a2). Um modelo AR(p) é escrito como: 

Zt = 	012t-1 02.2E-2 +... ± Opkt-p at 
	 (2.1) 

onde p é uma constante. 

Usando o operador retardo 1312; = 	reescrevemos (2.1) como: 

(2.2) 

onde 0(B) = 1 — 01B — 02B2  — 	— 01,13P é chamado polinômio característico do modelo 
AR(p). 

Se {Z , t e .Af±} é um processo estacionário no sentido amplo, temos que E(Z) é 
constante então podemos calcular do modelo (2.1) que: 

E(2;) 	 (2.3) 

i=1 

Assim po'clemos eliminar a constante p de (2.1) sem perda de generalidade, definindo o 
processo Zt  = 	— E(Z ). Mostra-se facilmente que o processo {Z,t E .A.r±} satisfaz o 
seguinte modelo AR(p). 

Zt "=" 01 Zt-1 ± • • • 4-  OpZt-p at 
	 (2.4) 

8 



Neste trabalho, por questão de simplicidade estaremos considerando o modelo (2.4), 
lembrando sempre que a relação entre os modelos (2.1) e (2.4) é simplesmente a subtração do 
valor esperado do processo. Na prática esse procedimento sempre pode ser adotado, 
considerando as observações (21, , Zr, ) da série temporal para estimar a constante g, 
como: 

• = 7E2; 
	

(2.5) 
t=1 

e fazendo Zt  = — 

Condições de Estacionariedade e Inversibilidade 

Sendo 0(B) um polinômio de grau finito, não há restrições sobre os parâmetros para 
assegurar a inversibilidade de Zt 

A condição de estacionariedade deste modelo pode ser analisada escrevendo o 
polinômio 0(B) como: 

0(B) = (1 — G1B)(1 — G2B)... (1 — GB) 	 (2.6) 

onde, Gil, i = 1, , p, são as raizes da equação característica. Expandindo (2.6) em frações 
parciais, temos: 

P A. 
cri  (B) (2.7) 

onde A,: , i = 1, 	, p , são constantes. 

Denotando por V.,(B) = 0-I (B). Desde que a estacionariedade é assegurada se 
convergir para IN < 1, temos de (2.7) que esta condição é satisfeita se 104 < 1, 

Portanto asseguramos que um processo AR(p) é estacionário se as raizes do polinômio 
0(B) = O estão fora do circulo de raio unitário, 	> 1, i = 1, , p . 
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2.2 Função de Autocorrelação para o AR(p) 

Considerando o modelo (2.4), podemos calcular a função de autocorrelação (FAC) do 
processo Zt, por: 

Pk = 7k/70 

onde 	= E(ZtZt-k) é a autocovariância entre Zt  e Zt-k e = E(4) é a variância do 
processo. Assim temos: 

7k = E(ZtZt-k) = E{(ae + 	+...01Zt-1 	+ OpZt-p) Zt-k} 

tik = 01E(Zt-1 Zt-k) 	OpE(Zt-pZt-k) E(atZt-k) 
	

(2.8) 

Observe que E(atZt _k)= O quando k > O, pois Zt  -k só é afetado por grandezns que 
ocorreram até o instante t — k. Então: 

7k = OI7k-1 027k-2 +... ± Onk-p 	 (2.9) 

A variância 70  pode ser calculada fazendo k = O em (2.8) , e é dada por: 

2 ou  
'TO = 	 •+PpOp 

Dividindo (2.9) por 7,0  temos: 

Pk = 01Pk-1 02Pk-2 ± • • • ± 01Pk-p 

(2.10) 

(2.11) 

A equação (2.11) é conhecida como equação de Yule-Walker. Note que pk  satisfaz a 
equação diferença, 

•O(B)pk  = O 

Cuja solução tem forma geral dada por [Box, et al -1994], como: 

Pk = C IGt 	± • • • +G: 	 (2.12) 

onde C, i = 1,...,p, são constantes. 

Se 	o modelo é estacionário então 1Gi 1 < 1, consequentemente pk  decai 

exponencialmente com k. Se 	SãQ raízes complexas conjugadas então Gil  podem ser 

escrito como IQ lksen (2k7r + f). Neste caso Pk decai exponencialmente oscilando. 
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2.3 Função de Autocorrelação Parcial 

Outra ferramenta utilizada na identificação da ordem dos modelos de série temporais é 
a função de autocorrelação parcial (FACP). Esta função que denotamos por Okk para vários 
valores de k é definida como: 

Definição 1.1.0 coeficiente de autocorrelação parcial de ordem k, Okk, é o último 
coeficiente de um modelo AR(k), ajustado a série temporal Zt, t = 1, 2, ... , ti. 

Supondo que se ajuste a Zt, t = 1,2,... , um modelo AR(1), então, k = 1 e temos: 

Zt =.0iZt-1 + at 	Oii = 01 

Supondo agora que se ajuste a Zt  um modelo AR(2), então, k = 2 e temos: 

Zt  = 01 Zt-i + 024-2 + ot 	22=0 	02 

Procedendo desta maneira, temos no caso geral, ao ajustar um AR(k), que: 

Zt 	OiZt—i -I-  • • • 	çbk Zt—k at 	Okk = Ok 

Uma propriedade importante da FACP é: Se a série Zt  é gerada por um modelo AR(p) 
temos kk = O para k > p. Essa propriedade juntamente com o comportamento da FAC são 
duas ferramentas muito úteis para identificar a ordem dos modelos AR. 

Como exemplo vamos considerar dois casos particulares de modelos AR(p), quando 
p = 1 e p = 2. 

2.4 Modelo AR(1) 	. 

Considere o processo {Zt, t E .N-.4_} gerado pelo modelo AR(1), dado por: 

Zt  = OZt-i +at 

Neste caso temos a equação de Yule-Walker dada por: 

Pk = OPk-1, k > 1 

li 
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Assim temos: 

= 
P2 = OP = 

Pk = 

A condição de estacionariedade para o processo AR(p) afirma que a raiz do polinômio 
0(B) = 1 — OB = O, deve estar fora do circulo de raio unitário. Denotando essa raiz por: 

Temos que o processo AR(1) é estacionário se: 

IG-11 = 	> 1 	101 <1 

Portanto a região de estacionariedade do modelo AR(1) no espaço do parâmetro ck 
dado por — 1 < < 1. 

À figura 2.1a e 2.1b mostra o comportamento da FAC e FACP do processo AR(1) no 
espaço dos parâmetros. 

Figura 2.1a- FAC e FACP para um AR(1) quando —1 <q5 <O. 
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Figura 2.1b- FAC e FACP para um AR(1) quando 0< < 1. 

2.5 Modelo AR(2) 

Considere o processo {Zt, t E JVIE} gerado pelo modelo AR(2), dado por: 

Zt = »Z + (1)2Zi-2 + 04 

A equação de Yule-Walker para esse modelo é dada por: 

Pk = 01Pk--1. daPk-2> 
	k > 1 

Neste caso temos: 

[ 

[Pi] = 1 P2  
P1][0 101 

e os parâmetros dh e da podem ser expressos em função das autocorrelações p1  e p, como: 

- 
pi (1 -p2) 

- Pra2- 	

13 



Pode ser mostrado [Box, et ai -1994] que a condição de estacionariedade dos 
processos AR(2) pode ser expressa em função dos parâmetros. A região no espaço dos 
parâmetros (01, 02) onde os processos AR(2) são estacionários é dado por: 

{ 952 ± (151 cl 
02 —01 <1 
1021 < 1 

1. 

1 

e 	 2 

êI 
	• 

Figura 2.2 - Região de estacionariedade para um AR(2). 

2.6 Comentados Gerais 

A propriedade principal que precisa ser verificada antes de se ajustar um modelo linear 
auto-regressivo é a estacionariedade. No entanto essa propriedade dificilmente pode ser 
verificada na prática, a partir de um conjunto de observações de uma série temporal. Uma 
forma encontrada de contornar essa dificuldade e assegurar que os modelos ajustados são 
válidos é supor estacionariedade conjuntamente com a hipótese de normalidade do processo. A 
estacionariedade ampla pode ser verificada a partir dos dados, estimando-se a média, variância 
e fiinção de autocorrelação da série. A hipótese de normalidade geralmente é verificada por 
métodos gráficos ou testes de aderência. Sob essa duas condições podemos assegurar a 
estacionariedade do processo no sentido estrito. No entanto quando essas propriedades falham 
geralmente não se tem um bom ajuste dos modelos. Nos próximos capítulos vamos apresentar 
métodos de estimação de modelos quando essas suposições são validas. 
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1 
	

Pi 
	

P2 	Pp-1 
Pi 
	

1 
	

PI 	Pp-2 

Pp-I Pp-2 Pp-3 
	1 

(3.2) 

 

Capítulo 3 

Método dos Momentos 

3.1 Estimação da FAC e FACP para o AR(p) 

A relação entre a FAC e os parâmetros de um modelo AR(p) é dada pela equação 
Yule-Walker (2.11) que reescrevemos aqui: 

Pk = 151Pk-1 452Pk-2 +... ± 45pPk-p 
	 (3.1) 

Escrevendo essa equação para k = 1, 2,... , p temos um sistema de equações lineares 
p x p dado por: 

Denotando por: 

(151 1 PI  p2  Pp-1 - PI 

q52 
; 	P = 

Pt 1  Pi Pp-2 
; P = 

P2 

1:5p_ Pp-1 Pp-2 Pp-3 1 Pp _ 

Podemos escrever (3.2) na forma matricial dada por: 

= P 	 = 	P 
	 (3.3) 

Notamos de (3.3) que se estimarmos as autocorrelações (pi, • • • 2 
Pp) poderemos 

estimar os parâmetros do modelo AR(p). 
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Quando as autocorrelações pk  são estimadas usando-se o método dos momentos, e 
esses estimadores são substituídos em (3.3). os estimadores de çb obtidos assim são chamados 
estimadores por método dos momentos. Esse procedimento geralmente não apresenta boa 
precisão nas estimativas de quando o modelo está próximo das fronteiras da região de 
estacionariedade no espaço dos parâmetros [Box, et ai - 1994]. 

Vamos considerar agora a estimativa das autocorrelações pelo método dos momentos. 

Seja Z = (Z1,..., ZN) um conjunto de observações da série temporal {A, t 0} 
supostamente estacionária. Então estimamos pk  por: 

rk = ao 	 (3.4) 

onde: 

Ck = 
N-k 

Ari_k  E (zt - AXA+k - th) 
k=1 

(3.5) 

= Ezi 
t=1 

co =  
t.i 

(3.6) 

ck  e co são estimativas da autocovarián' cia e variância do processo respectivamente e 
é uma estimativa do valor esperado do processo. 

Devemos observar que rk  é calculado para cada k = O, 1, 2, ... ,K, o número de 

observações usadas para estimar ck  depende do valor de k, na prática o valor de K não é 
maior que N/4 quando N rt... 100. Quando N é grande vamós limitar K < 25. 

Erro padrão do estimador de autoeorrelação 

Para construir o intervalo de confiança da autocorrelação pk, podemos usar a 
aproximação de Bartlett [Bartlett -1946, apud, Box et al -1994] para a variância do estimador 
do coeficiente de autocorrelação, de um processo estacionário normal. 

+0. 
varErd 4 E {p2„ +Pv+kpv_k - 4pkpov-k +2p?,p2k} 

000 

(3.7) 
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Supondo que todas as autocorrelações py são zero para v > q, todos os termos exceto 
os primeiros que aparecem a direita da expressão (3.7) são zero •quando k> q. Então a 
variância do estimador de autocorrelação rk, para k > q, é dada por: 

Var[rk] - {i +2p}, 
v=1 

k > q 	 (3.8) 

Na prática para usar (3.8), as autocorrelações estimadas rv  (v = 1,2, ... , q) são 
substituídas pelas autocorrelações teóricas py e quando fazemos isto nos referimos a raiz 
quadrada de (3.8) como o desvio padrão do estimador de rk. 

SD[rk] = VVar[rk] 	 (3.9) 

Sobre a suposição que as autocorrelações teóricas p, são todas zeros, podemos 
construir intervalos de confiança para rk. 

Similarmente a expressão aproximada para a covariância entre as correlações rk  e rk43  
de dois passos diferentes k e k+s é dado por Bartlett [Bartlett -1946, apud, Box et ai - 
1994], como: 

+00 
Cov[rk, rk+2] k E pvPv+s (3.10) 

A equação (3.10) mostra que é preciso tomar cuidado na interpretação de 
autocorrelações individuais, pois covariâncias altas podem existir entre valores vizinhos. Este 
efeito poderá em algum momento distorcer a aparência visual da função de autocorrelação 
diferindo do comportamento esperado. 

Estimação da Função de autocorrelação parcial 

A função de autocorrelação parcial pode ser estimada por sucessivos ajustes do 
processos auto-regressivos de ordens 1, 2, ... , usando o método dos momentos. Uma forma 
alternativa, quando os parâmetros do modelo não estão próximo da fronteira da região de 
estacionariedade, é usar uma aproximação da equação de Yule-Walker substituindo o 
estimador ri no lugar da autocorrelação p. Assim temos: 

ri = 0k,iri-t+ 0k,2rj-2 ± • • 	0k,(k-Ur5-k+1 ± 04,kri-k 
	 (3.11) 

• 

para j = 1, 2, ... k. 
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Um método recursivo [Box, et ai -1994] pode ser usado para calcular 7Cik,k. Para 

ilustrar o método considere a equação (3.11) para k = 2 e k = 3. Assim temos: 

r2 = "(7)2,1ri + 02,2 

• = -5b2,1 02,2r1  

• = ;53,1r2 + 7P3,2ri + r3,3 

r2 = ;7)311r1 + 03,3 ±-9-53,3r1 

• = 5753,1 + -4;312r1 +5753,3r2 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

Os coeficientes 7:13,1 e 7:13,2 podem ser expressos em termos de ;7)3,3 usando as equações 

(3.15) e (3.16). A solução pode ser escrito na forma matricial como se segue: 

[ ??3,1] = 	[ r2 

03,2 	 — 0337'2 
(3.17) 

 

onde 
71.;  

  

Agora (3.17) pode ser escrito como: 

[ , 	= 	Er2] _  ;;;3,3Rii [ri 

03,2 	 ri 	 r2 

 

(3.18) 

 

Usando o fato de que (3.12) e (3.13) podem ser escritos como: 

R2,11 =Ri' Fr21 

L 02,2 J 
	
[ri]  

(3.19) 
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Substituindo (3.19) em (3.18), temos: 

[‘;$2,11 	[?,2 ,11 	;À3,3  [?,2,2 

03,2 	02,2 	02,1 
(3.20) 

 

Agora substituindo as expressões de 41  e C43,2 de (3.20) em (3.14), e resolvendo essa 

equação para ($3,3, temos: 

r34$2,1r241)2,2n  (3.21) 
1— W2,tri 4À2,2r2 

Assim de (3.12) e (3.13) estimamos (i)2 ,/  e 42  e em seguida usando (3.21) calcula-se 

(À3,3. Usando-se (3.20) calcula-se 4/  e 42. No caso geral, temos: 

;75p-I-1,j = ;75p,j 	;75p+1,p+1;-Àp,p-j+13 
	 (3.22) 

;4+1,p+1 

P 
rp+1 -E 

3=1 (3.23) P 
1-E 	.r • P,J 

j=1 

Para ilustrar a aplicação desse método considere uma série para a qual estimamos 
ri  = 0.806, r2  = 0.428 e 1-3=0.070. Então: 

ri(1—r2)  #2,1  — 	r2  — 1.316 
1— .1 

r2—r? 
02,2  - 1-7.?  — 0.632 

Usando (3.21) temos: 

0.070-(1.316)(0.428)±(0.632)(0.806)  
43  - 1- (1.316)(0.806)+0.632)(0.428) - 0.077 
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Substituindo os valores de kl  e 7)2,2 em (3.20) temos: 

= 1.316 + (0.077)(0.632) = 1.365 

riS3,2 = - 0.632 — (0.077)(1.316) = — 0.733 

Em seguida podemos usar esses valores de 9-53,1  e 7'3,2 em (3.23) com p -= 3 após 
estimarmos r4  e calcular: 

r4 43,1 r3 ;3,2 r2 -33,3r1  
7)4,4 

I-913,1r1 	--$3,3r3 

Prosseguindo assim sucessivamente estima-se a FACP de um processo de forma 
iterativa. 

Erro padrão dos estimadores da função de autocorrelação parcial 

É mostrado por Quenouilli [Quenouilli M.H. -1949, apud, Box et ai -1994] que sobre 
as hipóteses de que o processo auto-regressivo de ordem p, as fimções de autocorrelações 
parciais estimadas de ordem p + 1, e superiores, são aproximadamente independente 
distribuído. Também se o número de observações N usadas é apropriado, 

VarW5kk] k k > p+ 1 

Então o desvio padrão (SE) do estimador de autocorrelação parcial q5kk  

sE[nkk] = \lv ar Wskkl 971  k>p+1 

Assim, supondo que N é grande podemos dizer que q5kk  tem distribuição 
aproximadamente normal, o que permite a construção de intervalo de confiança para q5kk, 
usando-se o desvio padrão SE(¢,kk). 
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Estimativa Inicial para Processos AR(p) 

Uma estimativa inicial para os parâmetros de Oh , çbp  de um processo AR(p) muitas 
vezes é necessário para servir como ponto de partida para métodos mais precisos de 
estimativa. 

Uma estimativa inicial desses parâmetros podem ser obtidos substituindo-se o 
estimador ri para a autocorrelação teórica pi  na equações de Yule-Walker e resolvendo-se o 
sistema linear para obter esses parâmetros. Assim, temos para processo AR(p). 

rj = O1r1-1±-CA2rj-2 +... ± Opri—P 

Fazendo j = 1,2,... , p, temos o sistema linear p x p, dado por: 

( r

P  

= 

l r  

rp—i 

r1  

1 

rp-2 

r2  

rp-3 

(612)  rp—i.) 
rp-2 

1 px p 

5: 

4;IP 

(3.24) 

Vamos denotar por R a matriz p x p da equação (3.24), R é a matriz de correlação do 
processo, esta matriz é simétrica devido ao fato que 	= pi. Se o processo AR(p) é 

estacionário R é definida positiva [Box, et al -1994] 

- 
A estimativa inicial (Oh 	, çbp) para os parâmetros do processo podem ser 

obtidos., usando-se a notação matricial, r = (ri, , rp)' e -7/) = 	, çbpY, como: 

= R-1  r 	 (3.25) 

Usando-se as estimativas r1, , rp  temos uma estimativa, pelo método dos momentos 
para a variância do resíduo dt, substituindo pk  por rk, na equação (2.10), assim temos: 

A2 
Gra = CO (1  — 	— 02r2 — • • • — Oprp) (3.26) 

onde co é uma estimativa da variância do processo -yo. Muitas vezes é conveniente usar o 
inverso da variância ti-  = 1/o- , nos métodos de inferência, isto será feito em capítulos futuros. 
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Capitulo 4 

Abordagem Bayesiana para Modelos AR(p) 
com Função de Verossimilhança Aproximada 

4.1 Função de Verossimilhança Aproximada 

Considere a série temporal Zt, t = 1, • • •, N gerada por um processo auto-regressivo 
de ordem p, AR(p): 

Zt = 01 Zt-1 	 Op Zt-p at 	 (4.1) 

onde (I) E R é um vetor p x 1, { at, t = 1, 2, } é uma sequência de variáveis aleatória 
i.i.d. N(0, r-1) e r  = 	a2 1/0" > O . Vamos supor agora um conjunto de N observações para 
essa série que denotamos por ZN = (Z1, 	, e vamos denotar por Zp  = 	Zp)1  
as p-primeiras observações do processo e denotando por Z = (444, , ZN) o restante das 
observações. Escrevendo o modelo (4.1) como: 

at = Ze — 01 	— • • • — Op Zt-p 	 (4.2) 

Podemos escrever que a densidade de probabilidade conjunta para {at, 
t = p + 1, , N} como: 

f (ap+i • • , aN10, 7-) c< 71'42  exp { — E a} 	 (4.3) 
t=p+1 

A equação (4.2) relaciona os ruídos (444, , aN) com as observações Z. Levando 
em consideração que a relação (4.1) tem Jacobiano unitário, podemos escrever a densidade de 
probabilidade conjunta dos dados Z, assumindo fixas as p-primeiras observações Zp, como: 

1\  f (Z10, r) a r 142  exp{ — 	(Zt - 01 Zt-1 	- Op  Zt-p )2} 

t=P+1 

(4.4) 
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Considerando o conjunto de dados Z e definindo-se a matriz X: 

z  _ 

Zp+1 ) 

Zp-E2 

ZN 

; x  
Z1 
Z2 

ZN_p 

(1
51 • • 

" 

• • 

• 

' 

• 

Zp 
;4 4 
• • • 

ZN 

; 

Nxp 

# = 
02 
(• 

ISP px 1 

A função de verossimilhança, associada com os parâmetros (0, r), considerando fixas 
as p-observações iniciais Zp  pode ser escrita a partir de (4.4) como: 

£(0, TIZ) ocrYexp{ — (Z — X0)' (Z — 'CO)} 	 (4.5) 

Podemos verificar que: 

(Z — X0)'(Z — X0) = (Z — 2)'(Z —) ±(# - kx-ix (0 - 0) 	(4.6) 

Onde .k é dado por: 

x(?) 

Substituindo (4.6) em (4.5) essa função pode ser escrita como: 

C(Ø, HZ) cx r? exp{ — [ — 	— )+ (Z — )'(Z — Z)]) 	(4.7) 

A função de verossimilhança (4.5) é chamada de função de verossimilhança aproximada 
por ter sido construída a partir da densidade conjunta dos ruídos ai condicionada as p-
primeiras observações Zp  esta função representa somente a densidade de probabilidade 
conjunta das observações Z = (Zp+1, , ZN), não considerando portanto a densidade 
conjunta das p-primeiras observações. Por isso denotamos essa função por £(0, rIZ), 
condicionada somente a parte dos dados dada por Z = (Z +1,... , ZN). Tomando-se o 
logarítimo de (4.5) podemos calcular os estimadores de máxima verossimilhança (EMV) para 
0 e T, seja: 

1(0, Tjz) =- P42  ln(r) — z -xoy(z -X0) 	 (4.8) 
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= 	
T I  2 ---21 

[-7---1  ( - E0C1  Xri) 	O 

O 	- 
(4.10) 

Derivando (4.8) com relação a 0 e T, e igualando a zero, temos: 

131(0,71Z)  

	

4' 	- inr (Z - XØ) = O 

ei 1(0,71Z) 	N-P 	1 

	

a, 	- 2 	- CZ - X (Z - XØ) 

Os EMV são dados por: 

= (X' X)-1(n) 

= N1  p  (Z - X)'(Z - JCZi5) 

A matriz de informação de Fisher, é dada por: 

- ECT X' X) 	Z - X0)1 
I (95,T) = [ E (xt z _ yr 0) 	- E(122- 	2  ) 

A inversa de (4.9) é dada por: 

(4.9) 

Os intervalos de confiança para os parâmetros 0 podem ser construidos determinando- 
se 	as variâncias V ar[O] (Var[01], , Var[0p])' através do inverso da matriz de 
informação de Fisher ou seja: 

V ar[0 , = 
[- E(:T12) - E(A)] 

-1 
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Assim temos: 

Var [0] =  

Sendo E(X'X) = NP, onde lED é a matriz de autocovariância do processo, temos: 

Var[cp] = — N-1r P-1  

Substituindo T = 70  [1 — Op] temos: 

Var[3.] = — N-170[1 — Op]P-1  

Estimando 70  por co e IP = 70R, onde R é a matriz de autocorrelação do processo 
temos: 

Var[;TP] — N-1[1 — 

Onde r é o vetor com as p-autocorrelações estimadas e 	os estimadores dos 
parâmetros. Assim temos, o intervalo de confiança para cp, com nivel de significância a, 
quando N é muito grande, dado por: 

(fi = ± Zw2VVarrii 

Note que a abordagem de máxima verossimilhança para os modelos AR(p) é 
semelhante a dos modelos de regressão linear multivariado exceto pelo fato das variáveis Zt 
não serem independentes. 

4.2 Abordagem Bayesiana de Modelos Lineares AR(p) 

Sob o enfoque Bayesiano a análise de séries temporais consiste em determinar a 
densidade a posteriori do modelo paramétrico e a densidade preditiva de observações futuras. 

Neste capitulo serão descritos os principais conceitos envolvidos no modo de fazer 
inferência sob o ponto de vista Bayesiano. O interesse principal é mostrar como para um dado 
problema são formulados argumentos necessários para a construção de um modelo, aqui nós 
introduzimos analises a priori, posteriori e preditivas de modelos auto-regressivos (AR). 
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A análise Bayesiana de modelos AR(p) começa pela escolha de uma fiuição densidade a 
priori para os parâmetros 0 e T. 

4.2.1 Considerando Priori Não Informativa 

Quando temos "pouca" informação sobre os parâmetros podemos adotar a priori não 
informativa de Jeffreys; [Box & Tiao -1973]. Supondo 0 e T, independentes, temos a 
densidade conjunta a priori dada por: 

no(0, 7-) oz 	, T > 0 
	

(4.11) 

Combinando-se a fiuição de verossimilhança (4.7) com a priori (4.11), temos a 
densidade a posteriori: 

n(0,7-) c< 
	

(4.12) 

A densidade conjunta a posteriori (4.12) é uma densidade Normal-Gama, dada por: 

11(0 	T̀ Ife—lexp{ — 	(4.13) 

Neste caso em particular, onde estamos usando uma priori não informativa, podemos 
calcular as densidades marginais para os parâmetros 0 e T, integrando diretamente (4.13). 
Assim temos: 

fl(r)ccrt—lexp{  

4exp{  — [(O — 0)1= (0 — 	 (4.14) 

A integral (4.14) representa uma integral multipla para os parâmetros 0. Resolvendo 
essa integral temos: 
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(r) cx r (N-212)-1 exp{ _ (z _ 27 _ 	 (4.15) 

Portanto T tem uma densidade a posteriori Gama (lie , (Z — 2)'(Z — 2)/2). 

Temos então: 

E(TIZ) = (N — 2p)[(Z — k)'(z - 

Var(i-1Z) = 2(N — 2p) [(Z — k)'(z - 

Para encontrar agora a densidade a posteriori para os parâmetros 0, integramos (4.13) 
com relação a T, temos: 

11(0) foc°  1-1112-1  eccp{ — 1[(0 — kirX — :\fr) + (Z — 	(Z — kl}cir 

n(0) oc [(o - () )/ictx - ())+ (z - "*)/(z - 

Após algumas simplificações algébricas,, podemos escrever a densidade a posteriori dos 
parâmetros 0, como: 

ri(o) [1,(054Ynb41 _24.2 _ [1+  (054)'17(054)]-1(v+p) 
N-2p 

onde V = (N — 2p)(X'X)[(Z — 2)'(Z — 	e v = N — 2p 

Portanto $0 tem densidade a posteriori t-Student , p dimensional, com v = (N — 2p) 

graus de liberdade, vetor de localização S e matriz de precisão V. O estimador bayesiano dos 
parâmetros, é o vetor esperado a posteriori de $0 ou seja, Ob = E(01Z). sendo: 

E(olz) = 406 =- (Xlicrin 

Var(40iZ) = —v  V-1  , (AnX)-1[(Z-2Y(Z-2)1  
v-2 	 N-2p-2 

Notamos que neste caso, quando usa-se densidade a priori não-informativa, o 

estirnador bayesiano coincide com o EMV, E(SIZ) = 
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4.2.2 Considerando Priori Conjugada Normal-Gama 

A função de verossimilhança (4.7) sugere o uso de uma densidade a priori conjugada 
Normal-Gama. Assim, temos: 

no Ws, = 11i(01-r) 112(r) 
	

(4.16) 

111(017-) o< TN exp{ — 	— p)/ P(0 — µ)} 

112(r) CC Tc 1  exp{ — fi r} 

onde 1) E RP, P E RPxP e a, fi escalares são hiperparâmetros. 

Combinando a função de verossimilhança (4.7) com a densidade a priori (4.16) temos a 
densidade a posteriori dada por: 

11(0,T) CK TC1'112a)—lexp{ — rD} r exp{ — (1) — q5b)11 (4) — 4)} 
	

(4.17) 

onde, 

ch = (X' X + P)l (X' Z +dr) µ) 

V = X1X+P 

D = fi + [(Z1  Z + sz' P µ) — (X' Z + P sz)/ (X' X + Pyl (X' Z + Pµ)] 

Devido a conjugação, temos que a densidade conjunta a posteriori (4.17) é uma 
Normal-Gama. Assim, podemos determinar a densidade a posteriori de T, integrando (4.17) 
com relação aos parâmetros 4.  Procedendo desta forma, temos: 

n(T) CK T(W14-2c° 1  exp{ — rD} fo  '74 eXp{ — [(15 — 4)117(1) — (Pb)]} 

(r) c< rw-r2t°-1  exp{ — rD} 
	

(4.18) 
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Temos portanto que o valor esperado e a variância a posteriori de T são dados por: 

E(7-12) = (N — p + 2a)(2D)-1 	 (4.19) 

Var(rIZ) = E(rIZ)(D)-1 	 (4.20) 

Da mesma forma, integrando (4.17) com relação a T, temos a densidade marginal a 
posteriori para os parâmetros efi, dada por: 

II (0) CC fcrT N-12L—Lia  

 

11(0) °C  [2D + (di 4Y1  (0 €4)[-Il';"  

Reagrupando os termos, podemos escrever (4.21) como: 

ri(o) oc 	(0-4)b)w(0-4)  _fitze,  
N—p+2a 	2 

(4.21) 

(4.22) 

onde, 
W = (N — p + 2(x)V (2D)-1  

 

Portanto, vemos que cfr tem densidade a posteriori t-Student, p-dimensional, com 
v = (N — p+ 2a) graus de liberdade, vetor de localização cfri, e matriz de precisão W. Então 
podemos estimar os parâmetros cfr, pelo valor esperado da densidade (4.22) e a matriz de 
covariância dos parâmetros pode ser obtida diretamente da matriz de precisão W. Assim 
temos: 

E(01Z) = (X' X + Pr I  (X' Z + pP) 	 (4.23) 

V ar (01z) 	v w-I (X' X+P)-1(2D) 
v-2 	(N—P+2a-2) 

(4.24) 

Note de (4.23) que o valor esperado a posteriori, ipb, é uma média ponderada do 

estimador de máxima verossimilhança cif; e da média da densidade a priori, tt, ou seja: 

cfrb  = (X'X + P)-1  (X' Z + P p) = (XX + P)-1  [(X' X)/(1, + P p] 	(4.25) 
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4.2.3 Considerando Priori t-Student 

Supondo agora uma densidade a priori para os parâmetros 0, como sendo uma 
densidade t-Student p-dimensional, com graus de liberdade is e vamos considerar uma 
densidade a priori gama com parâmetros a e fl para T, assim temos: 

n1(0) o: (1+ )-421 
	

(4.26) 

112(r) CC 	exP{ — i3T} 
	

(4.27) 

com grau de liberdade ic, vetor de localização p e matriz de precisão P. A análise a posteriori 
é obtida combinando-se a (4.7) com (4.26) e (4.27), desta forma temos: 

1-1(0, CC T&er  lexp{ — T ± B(0)/21}1-11 (0) 
	

(4.28) 

onde: 

B(0) = (4)- (X/  X)(4) - 4?)) (Z - 2)1(Z -2). 

Notamos aqui que a densidade conjunta a posteriori não é uma densidade padrão, 
portanto só podemos avaliar as densidades a posteriori marginais por meio de métodos de 
aproximação, tais como o método de Laplace [Tiemey, Kass & Kadane -1986] ou usando 
métodos de simulação de Monte Carlo em Cadeia de Markov, tais como, Gibbs Sampling 
[Casela & George -1992] e Metropolis-Hastings [Chib & Greenberg -1995]. Neste trabalho 
vamos optar pelos métodos de simulação por serem precisos e de facil implementação 
computacional. Com  a finalidade de fazer uma ilustração do uso de algoritmos de MCMC 
vamos fazer uma estimação dos parâmetros 4)  e T para os casos em que temos priori 
conjugada. 

4.3 Algoritmos de MCMC 

Algoritmo Gibbs Sampling: 

A técnica do Amostrador de Gibbs é usada para gerar variáveis aleatória de uma 
distribuição sem utilizar sua densidade. O Amostrador de Gibbs é essencialmente um esquema 
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iterativo de amostragem de uma cadeia de Markov cujo núcleo de transição é formado pelas 
distribuições condicionais. 

Modelo com Priori não Informativa 

Neste caso, temos uma densidade conjunta a posteriori, Normal-Gama, (4.13), dada 
por: 

(0, 7-) cc 	exp{ — 	— 2b)' (X' X)(# — '1))+ (Z — 2)'(Z — 21} 

As densidades a posteriori condicionais, são: 

11(017-) N(Içb, (rV)-1) 	 (4.29) 

n(riqs) ,rep, 	 (4.30) 

onde, B = 	— 	X)(0— 71))+(Z — 2)'(z —2)], V = (X' X)-1  

Modelo com Priori Informativa Normal-Gama 

A posteriori conjugada para este caso dada por (4.17) é: 

1-1(0,7-) cc rwl+2°)-iexp{ — 7-D}74exp{ — (# — çbb)'V(çb — çbb)} 

As densidades a posteriori condicionais, são: 

1-1(017-) 	N(efib, (TV)-1) 	 (4.31) 

  

D 	(int — 4)9 	q5b)) (4.32) 

onde, 

 

V= 	+ P) 

D = 	+ [(Z' + p'P µ) — (X' + P 14' (X' X + P)-1(X' Z + Pµ)] 
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e usamos as condicionais para gerar os valores dos parâmetros como segue: 

passo 1: Inicialize o contador de iterações j = 1 e arbitre valores iniciais: 

(fi(o)  = (Or, 	e), r(0)  

passo 2: Obtenha os novos valores gerando-se a partir das densidades condicionais 
como se segue: 

0+0 ,,, moirei)) 

ru+i) 	eri ou+i) 

passo 3: Atuali7e o contador de iterações para j j + 1 e volte ao passo 2, repetir 
este procedimento até a convergência. 

Após um número grande de iterações as sequências geradas ( e 1-1) convergirão para 
uma amostra aleatória das variáveis (i)e 11(0) e T II(T). Para verificar se a convergência já 
foi atingida existem vários métodos [Cowles & Carlin -1996]. Neste trabalho vamos usar o 
critério de Gelman & Rubin (1992); ver apêndice 2. 

Algoritmo Metropolis-Hastings & Gibbs Sampling: 

Quando as distribuições condicionais não são facilmente identificadas e não podemos 
gerar amostras dessas distribuições diretamente, nós usamos o algoritmo de Metropolis-
Hastings. 

Modelo com Priori Informativa t-Student 

Neste caso a posteriori conjugada é dada em (4.28). 

cc rti-e 1  exp{ — r[fi' + B(/4/2] 	(0) 

As posteriori condicionais são: 
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II(Ir) x exp { — r[8 + "(ck — 	— (3)]}111(0) 
	

(4.33) 

ri(rIo), rel.--pa, 0+ .8(0)) 
	

(4.34) 

Aqui é conveniente escrever: 

n(01-r )« W(0)111(0) 

onde: 	11,(0) = ThLte-lexp{ — r[fi + B(0)/2]). 

e usamos 	(0) como núcleo para gerar os valores do parâmetro ¢fr como se segue: 

1) Inicialize o contador de iterações com j = 1 e arbitre valores iniciais com 

o(o) = (0(10), 	, 40)), 7.(0) 

2) Obtenha um novo valor a partir da função transição Hl  (0, 0'1 

3) Calcule a probabilidade de aceitação do novo valor na iteração j por: 

a(oi, 0.) 	min{1, 	} 	se 0(03) > O 

1 	 caso contrário. 

4) Gerar u de Uniforme[0, 1] e faça: 

oj+1 	0*  

03  
seusa(0, ) 
caso contrário 

O valor gerado 0* é aceito com probabilidade a ou rejeitado com probabilidade 
(1 — a). 

5) Gerar ;CD Gama(r 	) 

6) Atualize o contador de iteração j para j + 1 e volte para o passo 2 até a 
convergência. 
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Capítulo 5 

Previsão 

5.1 Análise Preditiva 

Um dos objetivos do uso de modelos de séries temporais é fazer previsão de valores 
futuros da série, 44.1, 44.2, 

Previsão um passo a frente 

Considerando uma observação finura 	dos dados Z = (Z1, Z2, • • • ZN)' • 
Seja, 

II 	
„ 

(ZN+11Z, T) CX T2 exp{ - (IN+1 - E (h zN-(=-1))2} 
i=1 

sendo: 
13 

(ZN+1-E0iZN-(i-1))2  = Z,-E1  - 2  ZN+1 E ZN-(i-1) (E ZN-(i-1) 
i=1 	 i=1 	 i=1 

fazendo: 
ZN 13 

ZN+1 E (I)i ZN-(i-1) = [01, • • • • Op 	 = 
[ 

iZN+1 elY F 
i=1 ,1 	 ZN-(p-1) 

0 "ti 
e 

ZN-(1-1))2  = OfE0 
1=1 

onde E é uma Matriz p x p (onde o iith elemento é Zt_( _i) 	) e F é uma matriz 

p x 1 (onde o jut elemento é ZN4.1  ZN-(i_i)). Assim temos a densidade preditiva condicional, 

(5.1) 

)2 

1-I (ZN+1 I Z , efi, cc exp{ - (4+1  + efi'Ecfi - 2 //II)} 	 (5.2) 
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A preditiva posteriori condicional é dada por: 

II (zN+1,0,71z) « II (zNA-ilz, T) II (0,TIZ) 	 (5.3) 

onde II (0,7-1Z) é a posteriori condicional dos parâmetros dado as observações. 

Modelo com Priori não Informativa 

Considerando uma priori não informativa, a posteriori é dada por (4.13), fazendo o 
produto temos: 

11(ZNI-1,0,1-1Z) CC T AA I-exp{ — 	— 2)/(Z — 2) 4+1} 

exp{ — [(0 — 4)17(0 — 4) + VE0 — 2 O'F)} 	(5.4) 

Integrando (5.4) em e T temos: 

11(zNA-11z) o< 	
PczN+1—n)2] 

N  -2 1 

2 
N-2p (5.5) 

COM 

= 	— EnV E)-1F.)-1  Pil (V + E)-1C 

V = le X 

C = X' Z 

D = 1[Z' Z — X' Z (X' X)-in] 

[213 + Cri C — (V + E)-1(1 — F*' (V + 	F.  ri C1-1  

onde F* é um vetor p x 1 com o jth  componente dado por ZN-(J1) e j = 1, , p. 

Portanto (5.5) é a função densidade preditiva um passo a frente, e é uma t-Student com 
v = (N — 2p)graus de liberdade, localização ti  e precisão IP. 
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Então o valor esperado e a variância da densidade (5.5) pode ser obtida diretamente 
como: 

E(ZNA-112)= (1— F.' (V + E)-11")-1F14  (V +E)-1-0 

Var(ZN+IIZ) = 

Modelo com Priori Informativa Normal-Gama 

Considerando uma priori conjugada Normal-Gama, a posteriori é dada por (4.17), 
fazendo o produto temos: 

1-1(zN+1,o,ylz) 	-PF2  ct 	2 	eXp{ — 72:  [(2D 4+1} 
Jj 
rtXP{ — IRO — 4)117(0 — 4) ± 01E46  — 2 0'.Fin (5.6) 

Integrando (5.6) em e T temos: 

n(zN+liz) cc [1.  
N-p+2,x 	

2 

COM 

= (1 - F" (V + E)-11")-11nV +E)-161  

V=X'X+P 

C = (X' Z +Fp) 

D. p + ftz! z + 	- z + P py cr x + .110-1 (X 'Z + p p)] 

= (N — p+ 2a)(1 — 	(V + .E)-IF*)-1  

[2D +CV-1161  — C'(V +E)-1(1— P"(V + E)-11”)-161-1  

Portanto (5.7) é a função densidade preditiva um passo a frente, e é uma t-Student, p 
dimenional, com I; = (N — p+ 2 a) graus de liberdade, localização ri e precisão P. 

(5.7) 
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Então podemos estimar o valor esperado da densidade (5.7) e a variância pode ser 
obtida diretamente da matriz de precisão P. Assim temos: 

E(ZN+11Z) = (1— F' (V E)-1  F*)-1F*1  (V + E)- -1 C 

Var(ZN+IIZ) = v112 P-1  

Modelo com Priori Informativa t-Student 

Considerando uma priori t-Student, a posteriori é dada por (4.28), fazendo o produto 
temos: 

1-1(ZN+1.0,912.) ex 
rw_p+22,0-1 exp{ 	[fi My+I} 

	

exp{ — [..8(0) + 01E0 —2 01F)}111(0) 	 (5.8) 

Neste caso não é possível integrar a equação (5.8), a previsão de valores futuros só 
podem ser calculados por simulação ou aproximação numérica. 

5.2 Previsão k passos a frente 

Denotando por Z.  os k valores da série a serem previstos e por Zp  as últimas p 
observações, ou seja: 

21f .•=" (Z(N+1; Z(N+2) • • • ZPIr+k) )1  

Zp = CZN-(p-1) Z N-(p-2)) • • • I 	Y 

Seja 11(0,TIZ) a densidade a posteriori para os parâmetros 4, e r. A densidade 
preditiva pode ser calculada por: 

37 



11(ZAZ) = f o  LII(Z f lO,T, Zp)11(0,71Zp) dOdT 

onde fo  denota as p-integrais f... fd01... dOp. 

A previsão dos valores futuros Z f pode ser obtida resolvendo-se a integral múltipla, 

E(zf iz) . f zf n(zf iz)dZi. 

E(Z fiZ) = f Z f[f ofT n(Z f10,T, Zp)11(0,TiZp) dOdTiCIZ f  

Alterando a ordem das integrações temos, 

E(Zf iZ) = foLE(Zf  10,7, Zp)11(0,7-1Zp) dePdT 
	 (5.9) 

Usando o modelo AR(p), temos: 

ZN _,k  = 	+...O1ZN+k-1 	-i- OpZN-(_k) -I-  aN+k 

Colocando na forma matricial 

A = 

B = 

/ 1 	o 	o  
- 01 	1 	O 	. 	O 
- 02 	-ç51 	1 	. 	O 

	

... 	... 

\ --' 0-  k-1 	- 0k-2 	- 0k-3 • • • 	1  1 kxk 

1 - Op - 0p-1 - 0p-2 	- 01 \ 
O 
O 	O 	—q5 	_ 3 

\ 	O 	O 	O 	— Ok 1 kxp 
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Podemos escrever: 

A Zf  BZp  = a 

Z- = 	 + 

Onde a é um vetor de variáveis aleatória i.i.d. N(0, T-1). Assim temos que Zf  
também é um vetor de variáveis aleatória normalmente distribuído N[E(Zf  10, r, Z), 
Var(Z)-10,T, Z)] onde: 

E(Z flO,T,Z) = — A-1BZp 	 (5.10) 

V ar(Z f jO,T, Z) = 	(A- 1  )(A-1 
	

(5.11) 

Substituindo (5.10) em (5.9) podemos calcular a previsão dos valores futuros Zf, no 
entanto, para isso é necessário resolver a integral 

E(zfiz)  = 	_ A-szp) n(0,,,z) dodT 	(5.12) 

A variància é calculada como: 

Var(ZfiZ)=E0,T[Var(Zf ick,T, Z)1 Varo.,[E(Zf lO,T, Z)] 	(5.13) 

onde: 

Eo.,[Var(Z1-10,T, 	= folVar(Zf ig5, T, Z)11(0,T1Z) dOdT 

=ff T -1  (A-1  )(A- 1 )/11(0 ,T1Z ) dOdT 	 (5.14) 

Devido a complexidade das expressões (5.12) e (5.13) quando p > 2, geralmente essa 
integral só pode ser calculada de forma aproximada. No entanto, mostraremos que E(Zf  IZ) e 
Var(Zf iZ) podem ser calculadas facilmente usando métodos de simulação de Monte-Cano. 
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5.3 Previsão usando MCMC 

Retomando a equação (5.12) dada por: 

E(Zf IZ) = fof( — A-IBZI,)11(0,7-1Z) d0dT 

O valor esperado pode ser calculado usando algoritmos de simulação de Monte-Cano. 

Para isso seja a amostra 0(i' = (q5(ii), 	, 	, (kW)); j=1,...,m gerados por simulação 
(Amostrador de Gibbs ou Metropolis-Hastings). Podemos calcular E(Z11Z) usando essa 
amostra, por: 

E(Z f iZ) = 7ir't —  
j=1 

(5.15) 

Retomando as equações (5.13) e (5.14) temos: 

Var(ZfIZ)= .E[Var(Zfiek, T1 Z)] Varo,T[E(Zf l4),T, Z)] 	 (5.16) 

Usando simulação de Monte Cano podemos calcular cada termo desta equação como: 

711 

j[Var(ZflO,T, Z)] = E (Tu) )-1 [A-1 (0(3)1[A-1 (0(i))]/ 
j=1 

sendo: 

E(Zf lei;, (J), Z) = - A-  I (0(i))B(0(i))Zp, 	j = 1, , m 

Podemos calcular a Vari,,, como: 

Var0,74E(Zf IO,T, Z)] = 	(A-1(0 .7 ).B(0(i)zp)2  
J=1 

— (7+, E A-1  (95(3) 	)zp)2  
j-1 

(5.17) 

(5.18) 

Substituindo as equações (5.17) e (5.18) na equação (5.16) podemos calcular 
Var(Zf IZ) por simulação MCMC. 
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5.4 Considerações sobre Seleção de Modelo 

Na análise Bayesiana existem vários critérios para seleção de modelo [Chang -1995]. 
Aqui vamos considerar o critério baseado na densidade preditiva. A densidade preditiva para 
ZN+k dado Zk = (Z1>  Z2>  • • • ZN >  • • • ZN-I-k-I)'  e os parâmetros (Per é dada por: 

II(ZN+kIZN+k-1) cc foLriexp{ - i-(ZN+k - gbi ZN_(i _i))2}11(0,riz) &NT 	(5.19) 

A equação (5.19) pode também ser calculada usando simulação de Monnte Cano. 

Neste caso a densidade preditiva é estimada por ck = fl(ZN-EkIZN+k-i). Então fazemos o 
gráfico de ck versus k (k = 1, 2,... , n) para diferentes modelos, o maior valor de ck  indica o 

melhor modelo. Escolhemos o modelo tal que c(/) = rici(/) é máximo (1 é o índice do 

modelo). 

O critério de seleção de modelo utilizando simulação de Monte Carlo é feito estimando 
II(ZN+kiZN-Ek-1), usando (5.19), ou seja: 

-ak  = ±Eer(itlexp{ — 	— E o,  
mja--1 	 i=1 

Fazendo o gráfico de ck  versus k (k = 1, 2, ) e calculando 2(1) =n-4(l) para cada 
k=1 

modelo 1, escolhemos o modelo que apresenta o maior 2(/). 
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Capitulo 6 

Abordagem Bayesiana para modelos AR(p) 
com Função de Verossimilhança Exata 

6.1 A Função de Verossimilhança Exata para AR(p) 

Supondo que urna série Z = (Z1, , Zri)' é gerada por um processo AR(p) dado por: 

Ze = 	+ Op Zt-p at 

Denotando agora por Z = 	, 	e Zp  = (Z1, Z2, , Zp)' de forma que 

È = (Zp, Z). Além disso seja o vetor dos parâmetros = (Oh  , Op)i'. Então podemos 

escrever: 

Ki 10,r) = f(zlzp,0,7-)Ezp10,7-) 
	

(6.1) 

Assumindo normalidade para o ruído {at, t = 1, 2, ... }, ou seja at   

r> O, além disso, assumimos que: 

E(atat+k) = tro-1  kk ; 

f(ZIZp, r) pode ser calculado usando a distribuição conjunta dos ruídos 

f (ap±i, 	, an) dada por: 

2  exp{ — 	E a?} 
	

(6.2) 
t=p-E1 
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Z2 

ZN-P n x p 

	

( 951 	 4,.+1 

q5 - 	95.2 	, z - zP.+2  

(PP 	px 1 	ZN 

e considerando a relação: 

	

ap+i = Zp+1 951Zp - • • • - 95/2Z1 	
(6.3) 

= Zn  - Zn-1 - • • • - Shp Zn-p 

a qual tem jacobiano unitário, temos: 

	

f(.212, çb,r)--= T 2  exp{ — t  Ê i(Zt  — 	— • • • — OpZ-p)2} 
	

(6.4) 

Usando a notação matricial temos: 

(Ze — 951Zt-I. — • • • — 95pZt-p)2  = (Z — X95)'(Z — X95) 
t=p-1- 1 

onde: 

Usando a relação 

(Z — Xefi)/(Z — Xefi) = (Z — 	—2) + (efi — 	— 24) 	(6.5) 

onde: 

= pcix)-1(xik 
	

(6.6) 

= 	 (6.7) 

Podemos escrever (6.4) como: 

f(Z1Zp,4),T) = r ;a)  exp{ — [(Z — k)/(Z — 

— 	— 
	 (6.8) 
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.= 
70 
7.1 [ 

7p-1 

71  
7o 

7p-2 

7p-1 
7p-2 

70 

—1  

T-1 (6.10) 

onde: 

 

4,P) 7  4} „= {71i_11}-1T-1 

 

Usando o fato de que Zp  = (Z1, Z2, , Zp)' tem distribuição conjunta normal, 
temos: 

f (ZI Zp, T) = IMP)  1 lexp{ - [21,214,P)Zpn 	 (6.9) 

onde 	7o,71,• • • ,7p-1 são 	as 	autocovariâncias 	teóricas 	do 	processo, 	assim 
712_21  = cov(Zt+sZt+i). 

Substituindo-se (6.8) e (6.9) em (6.1) temos a verossimilhança exata dada por: 

f (rk 10,r) = T LITE1  exp{ - i"[(Z - 	(2 - 	+ 

(çb - 	- - )1}741.M.f,P)  1 I exp{ -  

onde, 

Ou seja: 

f(rk I0,r) = T tr  I Mj13)  I exp{ -  

exp{ — í[R (0 —k (n)(0 (6.11) 

  

1.11/4P)1 denota o determinante da matriz 

A maior dificuldade no uso da verossimilhança exata está nos cálculos para determinar 
a matriz M,P Um procedimento iterativo apresentado em [Box, et al-1994) pode ser usado 
para facilitar os cálculos. Para aplicar esse procedimento a um modelo AR(p) vamos 
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considerar um modelo AR(p) quando temos N = p + 1 observações; Neste caso a 
verossimilhança exata é dada por: 

	

AZ 	r) cc rtIM"Iexp{ — -2£ [Z214P)Zp  + 

(4+1 — 014 — • • • — OpZ1)21} 	 (6.12) 

então temos que: 

— Z'MM 

	

7E1 	pn P+1 — p P Zp ± (44-' —  (h; — — OpZi  )2  

= ri 

OndeMfl? é dada por: 

o:
o  o,or, 	prp2„-, 

m(P) 

• • • 	 • - • 
_ — 4-1 	• " 

A matriz M(P)  é um caso particular da matriz de autocovariância para N-observações 
MiV). A matriz MA,(P)  é simétrica em torno de ambas diagonais principais. Se diz que essa 
matrizes são duplamente simétricas. Assim os elementos de Mr(Pz)  e Mp(P)  podem ser deduzidos 
da consideração de que ambas são duplamente simétricas. Assim, por exemplo, fazendo p = 1 
e N = p +1 = 2, temos: 

(1) 	(1) 2 M2  = Mn z, ± (22 - 012.1)2  

(1) Â2 	Z [M11 ± 
1 	Zi2 

— 

— 0,1 

(6.13) 

1 
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• • • 

Usando a propriedade de duplamente simétrica, temos: 

írn?+ 95 	- 9511= 	1 	-h 1  
- 	1 	[ - 	+ _I 

portanto quando p = 1. temos: 

mil) =m11(1) r= 

I.&41)  I = 1 - (6.14) 

Outro exemplo é quando p=2eN =p+1= 3, neste caso temos: 

o22  o2o1  
o21 o: 	- 

Fazendo: 

[ (2) 	(2) 
m2) "111 "112 = 

(2) 	(2) 
"1/21 rn22 

Usando a propriedade de dupla simetria, temos: 

77421)  + 022 	"1122)  ± 45201 	q52 
M221)  ± 952 951 	M(222)  q5: 	95, 

- 95, 	1  

1 -- 952 - q5, 

- 7n(222)  q5: 	"422)  ± 95295i 
- 952 74)  95295i 	m(121)  + 022 
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Assim temos: 

(2) - 1 
	Q52  Mll 	- 2 

(2) (2) 
M12 =m21 = 451 (1  + 452) 

(2) (2) 
M22 =m11 = 1  - Pq5  

Portanto temos: 

m 	= 1- 	'-4 	- q51(1+ q52)1 
1— 	j 

im?)I = (1+ 02)2[(1 —q52)2  — 

(6.15) 

(6.16) 

Com esses dois exemplos podemos construir as funções de verossimilhança exata para 
o AR(p) quando p = 1 ou p = 2. Como mostraremos a seguir. 

6.1.1 Modelos AR(1) 

A função de verossimilhança exata do AR(1) pode ser construída fazendo p -= 1 na 
equação (6.11). 

OC TflAiniexp{ — fr[ZfAffl)Zi]} 

• exp{ — 1[R (q5 — 	— 

Neste caso, temos: 

IM1) I (1- ) 
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Então temos: 

f (Z 10, r) CC 	- çb )2exp{ — 	(1 — 02)} 

exp{ — flR + (cb — 	—:;)]} 
	

(6.17) 

onde: X = (Z1, Z2, , ZN-1)1  , Z = (Z2, • • , Zn)!  = (X"' X)-1(nj  ) e k 

6.1.2 Modelos AR(2) 

A função de verossimilhança do processo AR(2) pode ser construída fazendo p = 2 em 
(6.12), assim temos: 

f (Z10, r) cc 'M2)  exp{ — 1[414)Z2]} 

exp{ — [R + (0 — 	— 

Neste caso temos: 

m(2) = r 1- 	—#1(i+#2)1 
2 	- 01(1 + 02) 	1-6 J 

IM2)1 = + o2)2[(1- 4)2)2  - 01] 

Então: 

fizio,T) cc ric  (1 + 02)2  [(1  — 02)2  —#] 

exp{ZI  (1 — g) — 2 ZiZ201(1  +#) + 4(1 — cbD} 

exp{ — "§: [R + (0 — rïbY(XIX)(0 — 
	 (6.18) 
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Notamos que a função de verossimilhança exata torna-se mais complexa devido a 
presença do determinante da matriz .114?), quando p cresce (p> 2). 

A determinação dos estimadores de máxima verossimilhança para os parâmetros q5i, 
i = 1, , p só podem ser calculados de forma aproximada e usando-se métodos numéricos, 
três métodos são apresentados em BOX, et a! -1994. Um deles sugere que se despreze o termo 
que envolve o determinante, IM1/41 no logaritmo da função de verossimilhança. Os outros 
dois propõe aproximação para a derivada desse termo. Um método proposto recentemente em 
[viuller - 1995] sugere uma aproximação computacionalmente mais eficiente para a derivada 
desse termo. 

No entanto, a experiência mostra que quando o número de observações "N" é grande 
em relação a ordem do modelo "p" o uso da verossimilhança aproximada (ver Cap.4) mostra-
se bastante adequado apresentando valores muito próximos dos estimadores obtidos através da 
verossimilhança exata. 

Neste trabalho, ilustraremos essa propriedade com dois exemplos apresentados no 
Capitulo 7 de resultados. 

6.2 Abordagem Bayesiana e uso do MCMC 

Cosiderando agora os parâmetros = (q51,...,q5pY e T como v.a. independentes, a 
densidade a priori não informativa de Jeffreys [Box & Tiao - 1973] para esse parâmetros é: 

no(O, ecl/r 
	

T > 0 	 (6.19) 

Combinando a verossimilhança dada em (6.11) com (6.19) temos a densidade conjunta 
a posteriori dada por: 

(0, T) CC Tf —1  I M4P)  I 1 eXp{ — [ZpI MPP)Zp}} 

eXp{ — [7z + (0 - 	--(À)}} 	(6.20) 
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As densidades condicionais para 0 e T sendo que moir) é uma densidade p-variada. 
São dadas por: 

moir,z) oc 7-51M,P)1 3/4 exp{ - I[Z;,/litZpil 

exp{ - [(0 - 0Y (JCX)(0 - 	 (6.21) 

ou seja rr(oir) é proporcional a um núcleo normal p-dimensional de forma que podemos 
escrever: 

moir,z) oc w(0,7-)N[,(7-xix)-9 

onde: 
W (0,r) = I Af$P)  exp{ - [Z;,M$P)  Zpl } 

A densidade condicional de T é dada por: 

n(rio,z) OC T 1+7  exp{ - [Z/tf:,P)Zp  + + (0-  -0)'(X'X)(0 - 01} 	(6.22) 

Portanto temos que: 

Z) oc Garna(4-T , g)  

onde: 13 = Z/tfitZp  +'R. + (0 - 0)'(.1CX)(0 - 

Aplicando essa abordagem para os modelos AR(1) e AR(2), temos: 

Para os modelos AR(1): 

n(.,riz) oc 4-1(1 - .)exp{ - 	- 

exp{ - [R + (0 - 	- -01} 	 (6.23) 
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As condicionais são: 

11(01r, Z) a t1/(0,-r)N[, (TX'X)-1] 

t1/(0,-r) = V(1 - 02) exp{ -  

11(710, Z) x Gama(', 

13 = 4(1-02)+R +(#- -4&)i  -70(0 

Temos ainda que: 

= (X'X)-1(X'Z) e 

sendo: 

X = (21, 22, ••• , ZN _iY e Z = (22, • • • , ZNY• 

Para os modelos AR(2): 

11(0,1-1Z) a a T 1(1 + 02)2  [(1  - 02)2  - 

exp{ T1[21(1 - 4)_ 221Z201(1  02) ± 4(1-4» 

exp{ - 	+ (0 - Zi,)'(X'X)(0 - )]} 

As densidades condicionais são: 

11(01-r, Z) x  

(6.24) 
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tif(0,7-) = (1+ t)2[(' - #2)2  - 

11(710, Z) cc Garna(5 , 

B = Z1(1 - (g) - 2Z1Z201(1 + 02) + 4(1 -(8) 

+ R + (4) 3)1(n)(3 - 

No caso do AR(2) temos: 

= (X' X)-1  (X' Z) 	e 

com: X = (Z2, , 	)1  e Z = (Z3, ••• 

6.3 Uso Uso do Algoritmo MCMC 

Com as condicionais: 

moir, z) cc tif(0,T)N[‘', (ricx)-1] 

onde: 	W(0,7) = 1.114tliexp{ -  

11(a-10, Z) cc Gama(, 14)  

B = Z1,114?)  Zp  +R+(- -(i)nric)(1) - 
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Usamos para gerar os valores dos parâmetros como segue: 

passo 1: 	Condições iniciais 

rpm 	(0(10), 	e r(o) 

passo 2: 	Gerar: r(j+1) Gama( f, g), 
y Ci+1) 	

(TX/X) 1] 

passo 3: 	Gerar ti de Uniforme[0, 1] e calcular: 

a(y(l+1), O(J)) = min{1, ;b:(95(i+o;:C)))} 

seu  

#(./1-1) , y(5+1) 

caso contrário: 

Oti+i) _= 

passo 4: 	Repetir os passos 2 e 3 até a convergência. 
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Capitulo 7 

Aplicação 

7.1 Estudo de Casos 

A comparação entre as abordagens clássica e Bayesiana é feita neste trabalho 
considerando-se duas séries de dados gerados e duas séries reais correspondente a componente 
estocástica dos dados correspondente as vazões médias mensais que chegam ao reservatório 
de Furnas no sudeste e Itumbiara no centro oeste do Brasil. Uma descrição dos quatro 
componentes de dados é apresentado na Tabela 1. 

Tabela I- Dados usados para ajuste dos modelos 
Descrição (h 02  T N 

série 1 
AR(2) 0.8 — 0.5 0.5 200 

série 2 
AR(2) — 0.5 0.3 1.0 200 

série 3 
(Furnas) 

dados reais — — — 552 

série 4 
(Itumbiara) 

dados reais — — — 672 

No caso das séries reais vamos assumir que a série de vazões é descrita pelo modelo 
= Pin ± CrInZtfron) onde m representa o número de meses rrt = 1, 2, ... ,12, r o 

número de anos r= 1, 2, .. : e t(r, m) = (r— 1)12 + m, µ,n  e an, são as médias e desvio-
padrão estimado dos dados para cada mês do ano, a componente estocástica Zor,,n)  é 
calculada como: 

Zg(r jri) — 
Xt(r,m) —14'n 

arn  
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Para as componentes 	ajustamos um modelo AR(p): 

= 01Z2-1 02Zt-2 ± • • • ± OpZt-p at 

As séries de vazões tem 672 e 552 observações correspondendo a vazões médias 
mensais medidas de Janeiro de 1935 a Dezembro de 1990 e de Janeiro de 1945 a Dezembro de 
1990 respectivamente. Um gráfico com as séries 1, 2 e com os últimos 200 pontos das séries 
3(Fumas) e 4(Itumbiara) é mostrado nas figuras la, lb, 1c e Id. 

Figura la: série 1 

50 	100 	150 
	

200 
série 2 

Figura lb: série 2 

3 

Ir 

 

 

50 	100 	150 
série 3 

200 	 50 	100 	150 	200 
sede4 

Figura le: série 3(Fumas) 	 Figura ld: série 4(Itumbiara). 
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A Figura 2 a seguir mostra a função de autocorrelação (FAC) e a função de 
autocorrelação parcial (FACP), para os dados da série 3 (Furnas). 
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Figura 2: FAC e FACP, para os dados da série 3. 

A Figura 3 a seguir mostra a função de autocorrelação (FAC) e a fimção de 
autocorrelação parcial (FACP), para os dados da série 4 (Itumbiara). 
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Figura 3: FAC e FACP, para os dada da série 4(Itiunbiara) 

Através da análise da FAC e FACP podemos escolher um modelo AR(2) para a série 
3(Furnas) e AR(1) para a série 4(Itumbiara) e usando-se o Critério de Informação de Alcaike 
(AIC) e o Critério de Informação Bayesiano (BIC), (ver apêndice 1), esses modelos mostram-
se como os mais parcimoniosos (menor número de parâmetros possíveis com menor variância 
dos resíduos). Neste capitulo vamos comparar esses critérios e os critérios de seleção de 
modelos que utili2.am  a densidade preditiva ordenada, para os modelos ajustados, os resultados 
são apresentados nas Tabelas 2 e 3. 
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Tabela 2 identificação do modelo 
série 1 

AR(1) AR(2) AR(3) 
AIC + 1.77800 +0.89652 +0.89717 
BIC + 1.30967 + 0.94402 + 0.96051 

série 2 
AR(1) AR(2) AR(3) 

AIC - 0.10979 - 0.17145 - 0.16773 
BIC - 0.07812 - 0.12395 - 0.10440 

série 3 
(Fumas) AR(1) AR(2) AR(3) 

AIC - 0.76617 - 0.81162 - 0.80835 
BIC - 0.73862 - 0.78777 - 0.77656 

série 4 
(Itumbiara) AR(1) AR(2) AR(3) 

AIC - 0.65157 - 0.64859 - 0.64562 
BIC - 0.63814 - 0.62846 - 0.61877 

Tabela 3 seleção de modelos 
série 1 

AR(1) AR(2) AR(3) 
. k 0.3726 0.4379 0.4345 
c(l) 1.8114e-024 1.7825e-022 6.8961e-023 

série 2 
AR(1) AR(2) AR(3) 

-Ek 0.7450 0.7824 0.7819 
c(I) 2.0413e-008 1.1434e-007 1.0365e-007 

série 3 
(Fumas) AR(1) AR(2) AR(3) 

-Ek 0.9887 1.0107 1.0114 
c(1) 4.7841e-005 5.6579e-005 5.4942e-005 

série 4 
(Itumbiara) AR(1) AR(2) AR(3) 

k 0.9777 0.9812 0.9904 
c(1) 4.4694e-006 2.1485e-006 3.8376e-006 

Usando o procedimento Bayesiano para verificação da adequabilidade do modelo através 
da densidade preditiva n(Zpr+k iZN+k-i), os valores médios de ck  e os produtos c(I) para as 
séries estudadas neste trabalho, indicam a escolha de modelos AR(2) para as séries 1, 2 e 3 e 
para a série 4 o modelo recomendado é o AR(1). Portanto os resultados obtidos pelo critério 
de adequabilidade do modelo baseado na preditiva ordenada coincidem com o AIC e BIC. 
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As figuras 3a, 3b, 3c e 3d mostra o gráfico de ck versus k (k= I, 2, ... , n) para 
diferentes modelos, das séries Fumas, Itumbiara, série 1 e série 2 respectivamente. 

Figura 3a: ck  x k para dif. modelos, Furnas 	Figura 3b: ck  x k para dif. modelos, Iturnbiara 
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0.9 

02 

0.1 

Figura 3c: ck  x k para dif. modelos, série 1 	Figura 3d: ck x k para dif modelos, série 2 

Nas tabelas 2 e 3 observamos que o modelo AR(2) é o mais adequado, para as séries 1, 
2 e 3, e para a série 4o modelo mais adequado é um AR(1). 

7.2 Inferência Bayesiana dos parâmetros dos Modelos 

Apresentamos nesta seção os histogramas e distribuição acumuladas para os 
parâmetros dos modelos ajustados às séries 3(Furnas) e 4(Itumbiara). Os resultados obtidos 
para as séries geradas (série 1 e 2) são semelhantes, por isso são omitidos aqui. 
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Na Figura 4 apresentamos os histogramas estimado por simulação para os parâmetros 
02 e r, quando consideramos priori Normal-Gama, para a série 3(Fumas) estudada neste 

trabalho. 
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Figura 4: histograma estimado a posteriori para a série 3 (Fumas) considerando priori Normal-Gama 
• para os parâmetros 01, 02  e T respectivamente. 

Observamos na Figura 4 que a forma simétrica da posteriori é a forma esperada 
teoricamente como foi deduzido na seção 4.2.2 onde vimos que a distribuição conjunta para 
(01, 02, -O a posteriori é uma normal-gatna. 
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Na Figura 5 apresentamos os histogramas estimado por simulação para os parâmetros 

951, 952 e er, quando consideramos priori t-Student, para a série 3(Furnas). 

Figura 5: histograma estimado a posteriori para a série 3 (Furnas) considerando priori t-Student para os 
parâmetros 	02  e er respectivamente. 

Notamos na Figura 5 que as distribuições a posteriori são simétricas, esses resultados 
só podem ser obtidos porr simulação pois não é possível deduzir explicitamente a expressão 
dessas distribuições. 
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Na Figura 6 apresentamos os histogramas estimado por simulação para os parâmetros 
01 e T, quando consideramos priori Normal-Gama, para a série 4(Itumbiara). 
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Figura 6: histograma estimado a posteriori para a série 4 (Itumbiara) considerando priori Normal-Gama 
para os parâmetros 01  e 7" respectivamente. 
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Na Figura 7 apresentamos os histogramas estimado por simulação para os parâmetros 
01  e r, quando consideramos priori t-Student, para a série 4(Itumbiara). 
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Figura 7: histograma estimado a posteriori para a série 4(Itumbiara) considerando priori t-Student para 
os parâmetros ebi  e 7-  respectivamente. 

Observamos nas Figuras 6 e 7, que o comportamento das distribuições a posteriori é 
aquele esperado na seção 4.2.2, e que com o uso da priori t-Student, apesar de não 
conhecermos a distribuição a posteriori, os histogramas também se apresentam de uma forma 
simétrica. 

No caso particular de priori t-Student, onde utilizamos o algoritmo metropolis-hastings 
foram geradas duas amostras de tamanho N = 6.000, desprezamos 3.000 e selecionamos para 
estimação uma amostra de tamanho 200 tomando-se um valor a cada 15 gerado na última 
sequência de 3.000 valores. Esse procedimento mostrou-se necessário para evitar a correlação 
entre os valores gerados devido a rejeição de novos valores. 
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A Figura 8 a seguir mostra a correlação entre os valores gerados quando não se adota a 
seleção espaçada, para a série Furnas. 
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Figuras função de autocorrelação entre os valores gerados para rbi e 952; N=3.000. 

A Figura 9 mostra a correlação entre os valores gerados quando se adota a seleção 
espaçada, procedendo assim diminue-se a correlação entre os dados gerados. 
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Figura 9- função de autocorrelação entre os valores gerados para rki e 952; N=200. 
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As Figuras 10a e 10b a seguir mostram a convergência, para os dados da série 
3(Fumas) e série 4(Itumbiara) respectivamente, partindo-se de uma condição inicial arbitrária, 
mostrando de forma gráfica a convergência do algoritmo MCMC. 
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Figura 10a: gráfico da convergência para /51, 02  e /- com os dados da série 3(Furnas). 

1.8 	2 	22 	2.4 
tau 

Figura 10b: gráfico da convergência para (h e /- com os dados da série 4(Itumbiara). 

As Tabelas 4, 5, 6 e 7 apresentam os estimadores dos parâmetros, para cada urna das 
quatro séries analisadas neste trabalho. EMV corresponde ao estimador de máxima 
verossimilhança; PNI( • ) coi-responde ao estimador quando adotamos priori não-informativa, 
EX significa que esse é o estimador exato obtido pelas expressões do valor esperado da 
densidade a posteriori e GS significa o estimador obtido por simulação usando-se o algoritmo 
Gibbs Sampling; PNG( • ) são os estimadores obtidos usando priori conjugada Normal-Gama; 
PTS são os estimadores obtidos usando-se priori t-Student com o algoritmo Metropolis-
Hastings. Nestas tabelas apresentamos também a variância do estimador e o critério de 
convergência proposto por Gelman & Rubin (1992) ver apêndice 2, quando os estimadores 
são obtidos por simulação. Este critério assegura a convergência quando R < 1.1. 
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Tabela 4 Valores estimados dos parâmetros 1, 02 e r para a série 1 
01 SD R 9S2 SD R T SD R 

EMV 0.8156 0.0580 - -0.5773 0.0581 - 0.4119 - - 
PNI(EX) 0.8156 0.0586 - - 0.5773 0.0587 - 0.4077 0.0412 - 
PNI(GS) 0.8158 0.0581 1.0006 -0.5773 0.0578 1.0001 0.4085 0.0411 1.0001 
PNG(EX) 0.8141 0.0578 - - 0.5759 0.0579 - 0.4178 0.0400 - 
PNG(GS) 0.8130 0.0588 1.0002 - 0.5756 0.0580 1.0003 0.4186 0.0398 1.0001 
PTS(MH) 0.8181 0.0550 1.0003 -0.5806 0.0557 1.0078 0.4154 0.0385 1.0035 

Tabela 5 Valores estimados dos parâmetros 1, 4 e r para a séne 2 
561 SD R 952  SD R -r• SD R 

EMV - 0.5158 0.0679 - 0.2946 0.0684 - 1.2550 - - 
PNI(EX) - 0.5158 0.0686 - 0.2946 0.0691 - 1.2423 0.1255 - 
PNI(GS) - 0.5163 0.0690 1.0000 0.2937 0.0685 1.0001 1.2443 0.1257 1.0001 
PNG(EX) - 0.5141 0.0725 - 0.2951 0.0731 - 1.1003 0.1054 - 
PNG(GS) - 0.5149 0.0737 1.0005 0.2947 0.0741 1.0001 1.1025 0.1058 1.0001 
PTS(MH) - 0.5127 0.0620 1.0010 0.2965 0.0633 1.0053 1.0961 0.0987 1.0024 

Tabela 6 Valores estimados dos parâmetros 01,02 e r para a série 3(Furnas) 
01 SD R 9S2 SD R T SD R 

EMV 0.5834 0.0420 - 0.1815 0.0421 - 2.3244 - - 
PNI(EX) 0.5834 0.0421 - 0.1815 0.0421 - 2.3244 0.1417 - 
PNI(GS) 0.5835 0.0421 1.0002 0.1809 0.0419 1.0000 2.3161 0.1409 1.0004 
PNG(EX) 0.5815 0.0447 - 0.1825 0.0447 - 2.0528 0.1229 - 
PNG(GS) 0.5821 0.0447 1.0000 0.1820 0.0446 1.0000 2.0531 0.1229 1.0002 
PTS(MH) 0.5811 0.0406 1.0032 0.1824 0.0413 1.0003 2.0505 0.1223 1.0051 

Tabela 7 Valores estimados dos parãmetros (Pie r para a série 4(Itumbiara) 
41 SD R 7 SD R 

EMV 0.7237 0.0269 - 2.1146 - - 

PNI(EX) 0.7238 0.0270 - 2.1114 0.1165 - 

PNI(GS) 0.7238 0.0270 1.0002 2.1114 0.1152 1.0000 
PNG(EX) 0.7237 0.0269 - 2.1114 0.1165 - 
PNG(GS) 0.7225 0.0283 1.0008 1.9291 0.1049 1.0002 
PTS(MH) 0.7253 0.0278 1.0004 1.9267 0.1075 1.0070 

Observando os resultados obtidos concluímos que o uso dos algoritmos Gibbs 
Sampling e Metropolis-Hastings tem um bom desempenho na estimativa dos parâmetros. 

No caso particular de priori não informativa ou priori conjugada Normal-Gama as 
posteriori dos parâmetros oi, i = 1, 2, ... , p é uma t-Student então podemos usar á variância 

estimada Var(À) Para construir intervalos de confiança Oi = 	± t0/2 N/Var(q5i) , ou testar 

hipóteses F10 : cPi = O, i = 1, 2. Porém no caso de priori t-Student a posteriori dos parâmetros 
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não tem uma distribuição conhecida, portanto o intervalo de credibilidade é calculado 
empiricamente dos dados simulados, e os resultados obtidos são apresentados na Tabela 7. 

Tabela 7 Intervalo de Credibilidade com os percentis 2,5% e 97,5%, para e /- 

çbl IC 02 IC T IC 

série 1 0.8181 0.6906; 0.9026 -0.5783 -0.6834; -0.4617 0.4147 0.3583; 0.4967 

série 2 - 0.5127 - 0.6390; - 0.3959 0.2965 0.1681; 0.4226 1.0961 0.9017; 1.2823 

série 3 0.5811 0.4966; 0.6672 0.1824 0.0922; 0.2629 2.0505 1.8187; 2.2747 

série 4 0.7253 0.6703; 0.7780 - - 1.9267 1.7368; 2.1300 

7.3 Previsões 

As Tabelas 8a, 8b, 8c e 8d apresentam as previsões 5 passos a frente, através das 
abordagens clássica e Bayesiana com o uso da priori Normal-Gama, para cada urna das quatro 
séries analisadas neste trabalho. 

Tabela 8a - previsão 5 passos a frente para série 3 (Fumas) 
vai. obs. prev.classica prev.bayesiana int.credibilidade 
-0.9881 -0.4809 -0.4809 -0.5077 	-0.4021 
-0.7129 -0.3643 -0.3631 -0.3872 	-0.2916 
-0.3989 -0.2998 -0.3004 -0.3287 	-0.2190 
-0.1546 -0.2410 -0.2420 -0.2695 	-0.1625 
0.1625 -0.1950 -0.1970 -0.2236 	-0.1209 
EMQ 0.1048 0.1052 - 

Tabela 8b - previsão 5 passos a frente para série 4(Itumbiara) 
vai. obs. prev.classica prev.bayesiana int.credibilidade 
-0.5406 -0.1547 -0.1545 -0.1586 -0.1425 
0.2719 -0.1119 -0.1118 -0.1177 -0.0950 
-0.3115 '-0.1929 -0.1929 -0.2050 -0.1584 
-0.6772 -0.2206 -0.2211 -0.2395 -0.1689 
-1.0663 -0.2993 -0.3006 -0.3299 -0.2182 
EMQ 0.2214 0.2210 - 
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Tabela 8c - previsão 5 passos a frente para série 1 
vai. obs. prev.clássica prev.bayesiana int.credibilidade 
-0.9958 -0.3539 -0.3530 -0.4049 	-0.1985 
0.1286 -0.6941 -0.6917 -0.7641 	-0.4844 
-1.0206 -0.3618 -0.3579 -0.4001 	-0.2382 
1.0503 0.1056 0.1098 0.0526 	0.2892 
0.4561 0.2950 0.2966 0.2276 	0.5167 
EMQ 0.4883 0.4871 - 

Tabela 8d - previsão 5 passos a frente para série 2 
vai. obs. prev.clássica prev.bayesiana int.credibilidade 
-2.2663 -2.4515 -2.4487 -2.5581 	-2.1280 
2.3289 2.1505 2.1509 1.9932 	2.6233 
-1.5616 -1.8317 -1.8372 -2.0252 	-1.2832 
0.8875 1.5785 1.5939 1.3621 	2.3098 
0.4439 -1.3540 -1.3780 -1.5928 	-0.7598 
EMQ 0.7698 0.7918 - 

Nas tabelas acima, observamos um bom desempenho do método Bayesiano, para 
previsões k-passos a frente usando-se algoritmos MCMC. 
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As Figuras 11a, 1lb, 11c e 1 1d a seguir mostra a previsão, para as séries: Fumas, 
Itumbiara, sériel e série2 respectivamente. 

figura lia: previsão 5 passos a frente(Fumas). figura 1 lb: previsão 5 passos a frente(Itumbiara). 

figura 11c: previsão 5 passos a frente(série 1). figura 11d: previsão 5 passos a frente(série 2). 

Nas figuras 11a, 11b, 11c e I ld, temos o plot da série e os valores previstos, onde 
observamos que a previsão acompanha a tendência da série. 
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7.4 Comparação do uso da Verossimilhança Exata e Aproximada 

Um resumo das estimativas dos parâmetros quando usamos Verossimilhança Exata e 
Verossimilhança Aproximada, é apresentado na Tabela 9. 

Tabela 9: estimativas dos parâmetros com verossimilhança exata e aproximada. 
série 1 

561 IC 4)2 IC T IC 
V.Exata 0.8166 0.6888; 0.9309 - 0.5746 - 0.6875; - 0.4494 0.4243 0.3496; 0.5148 
V.Aprox. 0.8130 O 7000; 0.9252 - 0.5756 - O 6893; - 0.4617 0.4186 0.3449; 0.4959 

série 2 
stii IC 4)2 1C T IC 

V.Exata -0.5123 -0.6512; -0.3742 0.2910 0.1509; 0.4330 1.1172 0.9124; 1.3457 
V.Aprox. -0.5149 -0.6592; -0.3704 0.2947 0.1510, 0.4434 1.1025 0.9050, 1.3102 

série 3 
(Fumas) dn IC tbs IC T IC 

V.Exata 	0.5848 0.4948; 0.6790 0.1785 0.0858; 0.2618 2.0561 1.8283; 2.2886 
V.Apmxj 0.5821 0.4975; 0.6713 0.1820 0.0941; 0.2722 2.0531 1.8226; 2.2763 

série 4 
(Itumbiara) dn IC T IC 

V.Exata 0.7146 0.6583; 0.7745 1.9742 1.7615; 2.1836 
V.Aprox. 0.7225 0.6673; 0.7784 1.9291 1.7321; 2.1327 

Notamos na tabela 9 que os valores das estimativas obtidas usando-se a função de 
verossimilhança exata e a aproximada são praticamente iguais, portanto isso justifica o uso sa 
função aproximada, visto que esta facilita muito a implementação computacional dos 
algoritmos de simulação MCMC. 
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Conclusão 

Mostramos neste trabalho a utilização de Métodos Bayesianos aplicados em séries 
temporais, em particular para os modelos auto-regressivos AR(p), com o uso de algoritmos de 
simulação de Monte Calo em Cadeia de Markov (MCMC). 

Nosso interesse foi comparar os métodos de máxima verossimilhança e os métodos 
Bayesianos quando ambos são utilizados para estimar os parâmetros dos modelos propostos. 

A abordagem Bayesiana apresenta resultados semelhantes aos estimadores de máxima 
verossirnilhança. Portanto podem ser usados de forma segura, além de facilitar os calculos na 
inferência dos parâmetros. 

Na estimação dos parâmetros com o método Bayesiano, os resultados obtidos com o 
uso da verossimilhança aproximada se mostrou equivalentes aqueles com a verossimilhança 
exata, aqui ressaltamos a simplicidade de cálculo e programação com a verossimilhança 
aproximada, são simples e o tempo computacional dispendido é bem menor que aquele com a 
Verossimilhança Exata. 

O uso do método MCMC para previsão k-passos a frente, foi surpreendente pela 
simplicidade e eficiência do método. Estes resultados indicam uma nova direção a ser tomada 
na previsão de séries temporais. 

O uso do critério Bayesiano de adequabilidade do modelo baseado na densidade 
preditiva ordenada mostrou-se adequado com resultados coincidentes com os critérios AIC e 
BIC. Porém devemos recomendar que esses critérios devem ser usados juntamente com os 
intervalos de credibilidade dos parâmetros para modelos onde o produto das densidades 
preditivas são muito próximos. 

As técnicas utilizadas neste trabalho também poderiam ser estendidas a outros modelos 
de séries temporais, como médias móveis de ordem q MA(q), e modelos mistos auto-
regressivo médias móveis de ordens p e q ARMA(p, q) ajustados pela abordagem clássica e 
Bayesiana. 
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Apêndice 1 

Identificação da Ordem do Modelo 

Identificar a ordem de um modelo auto-regressivo consiste em determinar o valor de p, 
ou seja determinar o número adequado de termos que devemos considerar no modelo auto-
regressivo. A escolha de um valor pequeno de p, por exemplo, p = 1 pode levar a uma 
representação inadequada da série, por outro lado a escolha de um valor alto de p, por 
exemplo, p = 6 pode levar a um modelo com um grau de complexidade desnecessário. Na 
prática a análise da função de autocorrelação (FAC) e autocorrelação parcial (FACP) podem 
levar a mais de um modelo aparentemente adequados para representar um conjunto de 
observações de uma série temporal. Nestes casos usa-se os critérios de informação de Akaike 
(MC) proposto por [Akaike -1973] ou o critério de informação Bayesiano (BIC), proposto 
por [Schwarz -1978]. Esses critérios são expressos como: 

MC = 172.(i2a) 2.7+i 

/"2 	r (N) 
BIC = /In o-a  ) 

onde d2, denota o estimador de máxima verossimilhança da variância cr! e r = p + 1 denota o 
número de parâmetros estimados no modelo incluindo o termo constante. Nos critérios acima 
o primeiro termo corresponde a menos 2/N vezes o log da máxima verossimilhança enquanto 
o segundo termo é "fator de penalidade" para a inclusão de parâmetros adicionais no modelo. 

A aplicação desses critérios é feita calculando-se o MC e BIC para vários modelos 
ajustados e devemos dar preferência ao modelo que apresentar o menor valor desses critérios. 

Notando que o BIC. impõe uma penalidade maior para o número de parâmetros do 
modelo que o MC, o uso do BIC como critério de seleção sempre resultará em uma escolha 
do modelo cujo número de parâmetros não é maior que o escolhido peio MC. 

Uma desvantagem imediata do uso desses critérios é que vários modelos devem ser 
estimados por métodos de máxima verosshnilhança o que é computacionalmente custoso. 
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Apêndice 2 

Verificação de Convergência 

Uma forma simples de verificar convergência é a utilização de várias cadeias em 
paralelo começando de diferentes pontos. Com  isso, evita-se que as cadeias se concentrem em 
regiões em torno de uma moda local, no caso de multimodalidade da posteriori. Após 
convergência, todas as cadeias devem ter o mesmo comportamento qualitativo e quantitativo 
mas a verificação de convergência pode ser problemática se for analisada apenas uma cadeia. 

A verificação visual de similaridade entre as trajetórias das cadeias após algumas 
iterações certamente é um indicio forte de convergência. [Gelman & Rubin -1992] elaboraram 
sobre essa idéia e propuseram alguns métodos formais para detecção de convergência além 
dessa detecção visual. 

Considerando rrt cadeias paralelas e uma função real t(0), tem-se rrt trajetórias 

t")}, i = 1, , rrt para t. Portanto, podem ser obtidas a variância entre as cadeias E 
e a variância dentro das cadeias D dadas por, 

E = 	i E —T)2  rn- 

e 

P1 n 

D 	 1  = m(n-1)  
i=v=i 

onde k:  é a média das observações da cadeia i e? é a média dessas médias, i = 1,..., rrt. 

Sob convergência, todos os rrtn valores serão gerados da posteriori e a variância de t 

pode ser estimada de forma não-viciada por -1.j(t(0)) = (1 — 	+ (7I;)E. 

Se as cadeias ainda não tiverem convergido então essa estimativa é maior que V(t(0)) 
pois os valores iniciais ainda estão sendo influenciados pelos valores dos outros parâmetros da 
cadeia, de forma que a distribuição de equilibrio ainda não foi atingida e eles foram escolhidos 
com dispersão maior que a da distribuição de equilibrio. Por outro lado, D fornece estimativas 

menores que V(t(0)) pois a cadeia não terá coberto toda a variabilidade de t(0). Um indicador 

de convergência é dado pela redução potencial estimada da escala R = Niti(t(0))1D que é 
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sempre maior que 1. À medida:que n-cresce, ambos os estimadores acabarão convergindo para 
V(t(0)) e _R convergirá para 1. Logo .T? pode ser usado collo indicador de convergência pela 
avaliação de sua proximidade a 1. [Gelman -1995] sugere aceitar convergência quando o valor 
de _R calculado para todas as funções t de interesse for da ordem de 1.1 à 1.2. 
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