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RESUMO

SOUZA, E. O. Métodos de aprendizado profundo para a escolha do parametro de regulari-
zacao. 2024. 81 p. Dissertagao (Mestrado em Ciéncias — Ciéncias de Computa¢do e Matematica
Computacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao
Paulo, Sao Carlos — SP, 2024.

Os problemas inversos costumam aparecer em vdrias dreas das ciéncias e engenharias e, de certo
modo, consistem em determinar causas desconhecidas a partir de efeitos observados. Alguns
exemplos de aplicacdes de problemas inversos sdo encontrados em reconstrugao/restauracao de
imagens, engenharia civil e financas quantitativas. As principais caracteristicas dos problemas
inversos sdo a ndo unicidade e a instabilidade de suas solu¢cdes. Uma abordagem frequente é
utilizar técnicas chamadas de regularizacdo, especialmente a regularizacao de Tikhonov, uma das
mais utilizadas nesses casos. Geralmente, os métodos de regularizacdo estabelecem uma familia
de operadores parametrizada por um escalar, conhecido como parametro de regularizagdo. Uma
dificuldade existente nestes métodos € a escolha do parametro de regularizacao adequado que
fornece estabilidade e ajuste a solucdo regularizada. Na literatura, alguns métodos na busca
desse parametro sdo utilizados, dentre os quais podemos citar: o principio da discrepancia,
validagdo cruzada generalizada e o método da curva L. Com o acelerado desenvolvimento da
Inteligéncia Artificial, o surgimento de novas técnicas baseadas em redes neurais sdo aplicadas
com sucesso em varios problemas reais. Sendo assim, neste trabalho € proposto a criacao de
uma nova técnica que utiliza aprendizado profundo para selecionar o melhor parametro de
regularizagdo. Os resultados mostram que este tipo de abordagem supera as técnicas tradicionais
de selecdo de parametro. Isto representa um avanco na drea de selecdo de parametros. Sendo
assim, a abordagem utilizada proporcionou melhorias significativas nos experimentos numéricos

utilizados.

Palavras-chave: Problemas inversos, regularizacao, aprendizado profundo.






ABSTRACT

SOUZA, E. O. Deep Learning methods for choosing the regularization parameter. 2024. 81
p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Ciéncias de Computacdo e Matematica Computacional)
— Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2024.

Inverse problems tend to appear in various areas of science and engineering and, in a way, consist
of determining unknown causes from observed effects. Some examples of applications of inverse
problems are found in image reconstruction/restoration, civil engineering and quantitative finance.
The main characteristics of inverse problems are the non-uniqueness and instability of their
solutions. A common approach is to use techniques called regularization, especially Tikhonov
regularization, one of the most used in the cases. Generally, regularization methods establish a
family of operators parameterized by a scalar, known as the regularization parameter. A difficulty
in these methods is the choice of the appropriate regularization parameter that provides stability
and adjustment to the regularized solution. In the literature, some methods are used to search
for this parameter, among which we can mention: the discrepancy principle, generalized cross-
validation and the L-curve method. With the accelerated development of Artificial Intelligence,
the emergence of new techniques based on neural networks are successfully applied to several
real problems. Therefore, this work proposes the creation of a new technique that uses deep
learning to select the best regularization parameter. The results show that this type of approach
outperforms traditional parameter selection techniques. This represents a step forward in the
area of parameter selection. Therefore, the approach used provided significant improvements in

the numerical experiments used.

Keywords: Inverse problems, regularization, Deep Learning.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Os problemas inversos pertencem a uma drea da Matematica interessada em criar modelos
baseados em problemas reais. Além disso, sempre estdo associados a um problema direto. Com
isso, definimos que dois problemas sdo inversos um do outro se a formulagdo de um € a inversa
do outro. No entanto, ndo existe um consenso qual € o problema direto e, qual € o inverso. A
referéncia Keller (1976) define que o problema direto € o que foi estudado mais cedo e, o outro
€ o inverso. Em outras palavras, o objetivo do problema direto é determinar a consequéncia,
conhecendo-se a causa € o modelo. Em razao disso, o inverso associado ao direto € obter a causa,

observando-se a consequéncia.

Por exemplo, em tomografia por raios-x, o problema direto é determinar as imagens
projetadas pelos raios-x atravessando um corpo fisico do qual a estrutura interna é conhecida. O
problema inverso € reconstruir a estrutura interna de um corpo fisico desconhecido a partir de
informagdes tiradas do raios-x de diferentes posicdes. Atualmente, existem muitos exemplos
de problemas inversos no nosso cotidiano, destacamos o problema de restauracdo de imagens
(OSHER et al., 2005; NATTERER; WUBBELING, 2001), ressonancia magnética (HASHEMI;
BRADLEY; LISANTI, 2010) e de reconstrucdes de imagens tomograficas (KAK; SLANEY,
2001).

A principal dificuldade dos problemas inversos € oriunda do fato que a maioria deles é
de problemas ditos mal-postos no sentido de Hadamard (HADAMARD, 2003). No geral, os
problemas inversos lutam contra a instabilidade devido aos dados fornecidos terem erros de
medida, um fato muito comum por se tratar de dados reais. Uma abordagem usual para contornar
este problema € utilizar técnicas de regularizacao (ENGL; HANKE; NEUBAUER, 1996) para
calcular uma solu¢do. Um método de regularizacao bastante utilizado € a regularizacao de
Tikhonov (TIKHONOV; ARSENIN, 1977), que substitui o0 modelo original por um problema
que necessita de um escalar chamado de parametro de regularizacdo. A escolha deste parametro

€ crucial para fornecer uma solugdo regularizada conveniente (HANSEN, 1992). Muitos métodos
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foram criados para selecionar esse parametro, destacamos o principio da discrepancia (PHILLIPS,
1962), validacdo cruzada generalizada (GOLUB; HEATH; WAHBA, 1979) e curva-L (HANSEN;
O’LEARY, 1993). Métodos diferentes aplicados em um mesmo problema produzem parametros

distintos. Assim, escolher um método especifico € bastante dificil.

O rapido desenvolvimento do hardware e das tecnologias de software permitiram o uso
continuado e bem-sucedido do aprendizado de maquina em aplicagdes praticas. Isto forneceu uma
nova ferramenta para se construir novos métodos para selecionar o parametro de regularizacao
utilizando conceitos de aprendizado de maquina. Na literatura, € possivel encontrar trabalhos
recentes que utilizam estes conceitos, pode-se destacar Liu e Zhang (2021) que usa um conjunto
de dados sintéticos € um modelo de regressao pré-treinado para obter o parametro em problemas
inversos sismicos; e Afkham, Chung e Chung (2021), que utilizaram redes neurais profundas

para selecionar o parametro de regularizacdo em diferentes aplicacoes.

Neste trabalho, o objetivo é fornecer um novo algoritmo para selecionar o pardmetro da
regularizacao de Tikhonov utilizando redes neurais profundas e compara-lo com os métodos
que utilizam o mesmo principio. Esta abordagem leva grande vantagem em relagdo aos métodos

tradicionais, como pode ser vistas em Liu e Zhang (2021) e Afkham, Chung e Chung (2021).

O restante deste trabalho estd organizado como segue. No Capitulo 2 apresentamos a
defini¢do de problema inverso e alguns dos exemplos mais conhecidos. No Capitulo 3 definimos
o operador de Moore-Penrose e introduzimos o conceito de regularizacdo. Posteriormente, no
Capitulo 4 ¢ inserida uma pequena introducao sobre aprendizado de maquina. No Capitulo 5 é
apresentado o método proposto neste trabalho. Finalmente, no Capitulo 6 sdo apresentados os

resultados numéricos e as conclusdes no Capitulo 7.
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CAPITULO

PROBLEMAS INVERSOQOS

Neste capitulo apresentamos uma defini¢do de problemas inversos € como motivagao
introduzimos os seguintes exemplos de problemas inversos: equagdo do calor, deblurring e a

tomografia computadorizada.

2.1 Definicao

Como visto anteriormente, a maioria dos problemas inversos estudados s@o mal-postos.
Dizemos que um problema é bem-posto no sentido de Hadamard (HADAMARD, 2003) se

satisfizer as seguintes condicdes:

i - Para todos os dados admissiveis, a solucao existe;
ii - Para todos os dados admissiveis, a solucdo € tnica;

iii - A solu¢do depende continuamente dos dados.

Se um determinado problema nao satisfaz alguma das condi¢des acima, ele é dito mal-
posto. Segundo Hadamard (2003), a violag@o das condig¢des (i) e (i1) ocorre com mais frequéncia.
Uma das maneiras para se tratar o problema com a restri¢ao (i) € relaxar um pouco o conceito da
existéncia de solucdo, por exemplo, tomar como base uma aproximacao da solu¢do. No caso em
que a solucdo nao € Unica, a estratégia que pode ser escolhida € atribuir informagdes adicionais
ao modelo, com o intuito de obter uma solucao especifica, ou simplesmente escolher a solucao
que contém a menor norma. Agora, se o problema nao depende continuamente dos dados, isto

torna o problema sensivel e surgirdo muitas dificuldades quando as medidas tiverem incertezas.

A partir de agora, consideraremos um problema inverso linear definido em espacgos de
Hilbert para ilustrar a estrutura matemdtica que serd usada. Para isso, consideramos dois espacos
de Hilbert 2" e % e um operador linear limitado 7 : 2" — % . O problema agora consiste em
encontrar x € 2 (causa) que satisfaz a equagao:
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Tz =y,

onde y € % (consequéncia) é dado. Em suma, resolver o problema inverso corresponde em

encontrar o operador inverso, caso exista, e aplicd-lo sobre y.

Se consideramos a primeira condi¢do de Hadamard, ela é somente satisfeita se y € R(T),
onde R(T) é o conjunto imagem de 7. No caso da segunda, é cumprida se N(7') = 0, onde N(T)
€ o nucleo de T'. A terceira condi¢do € mais complicada, pois envolve caracteristicas do operador
T, por exemplo, se T for compacto, o operador inverso 7! existe, mas ele pode nio ser continuo,
exceto se 2 e % forem de dimensao finita. Introduziremos o operador de Moore-Penrose que
conseguird fornecer uma solug¢do que satisfaz as duas primeiras condi¢des e a terceira condicao

serd satisfeita se o operador for continuo.

2.2 Equacao do calor

A equacao do calor pertence a uma classe de fendmenos fisicos modelados por um
processo de difusdo. A difusdo de calor é um processo continuo que tem um efeito crescente
no tempo e se manifesta como um espalhamento a partir de uma distribui¢ao inicial. Pode-se

escrever este processo a partir de um operador:

Tf=g, 2.1

onde T : & — % é o operador que representa o processo, f é a distribui¢do inicial e g a
distribuicdo final. No entanto, o problema da equagdo do calor pode ser representado mais

naturalmente por uma equacdo diferencial parabdlica, tendo a forma geral

du(x,1)

_ 2
5 = cVou(x,1), 2.2)

onde o termo do lado esquerdo denota a taxa de variacdo da temperatura em relacdo ao tempo e,
o termo do lado direito € o termo de difusdo e ¢ (> 0) representa a difusividade térmica. Repare
que ¢ ndo precisa ser necessariamente constante, por exemplo, ela pode ser definida por uma
fungdo que dependa do tempo (¢) ou da posi¢ao (x). Caso ¢ seja uma fun¢do dependente da
distribui¢do u, isto resulta numa equagdo nao-linear, caso que nao serd tratado neste trabalho.

Utilizando as informagdes da Eq. (2.1), conseguimos algumas condicoes:

M(X,O) =7,
u(x,T)=g.

Geralmente, os problemas cldssicos da equacao do calor consistem em uma distribui¢ao

inicial u(x,0) sendo governada por um modelo no formato da Eq.(2.2). Estes problemas sdo
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resolvidos utilizando métodos numéricos, por exemplo, diferencas finitas e elementos finitos (ver
(RECKTENWALD, 2004) e (GOSZ, 2017) para exemplos).

Ponderamos aqui o mesmo problema inverso da equagdo do calor considerado por Beck,
Blackwell e Clair (1985) como sendo o processo de determinar a distribui¢ao inicial em um
material a partir da distribui¢ao apds um intervalo de tempo decorrido. Com isso, o problema

inverso € descrito pela equacao

bet) 20D o, re(o.1)
u(0,t)=0, te(0,7T];

u(L,t)=0, te(0,T];

u(x,0) =u(x), xe€][0,L].

onde u(0,7) e u(L,t) sdo as condi¢des de contorno, u(x) é a fungdo que precisa ser encontrada.
Este problema pode ser reformulado por uma equagdo integral de Fredholm de primeiro tipo
(BECK; BLACKWELL; CLAIR, 1985), ficando da forma

Autx) = [ ke u(s)dy, 23)

onde k(x,y) é o kernel definido pela série infinita

2 & (Pt nmwx nwy
S ) fitaied Ry
k(x,y) LZe L sen( 7 )sen( 7 ) (2.4)

Se definimos o lado direito da equag@o por g(x), reescrevemos o problema como uma equagao

linear da forma Au = g.

2.3 Deblurring

Muitas aplicag¢des de astronomia, medicina e biologia utilizam imagens digitais necessa-
rias para responder importantes questionamentos provenientes de problemas reais. No entanto,
geralmente estas imagens podem nao ter sido geradas com perfeicao e vir com degradagdo ou
com desfoque. Uma das técnicas de pds-processamento utilizadas € o deblurring, modelado por

um problema inverso.

Normalmente, uma imagem em escala de cinza pode ser representada por uma fungdo
g:R? = R, onde g(x,y) representa a intensidade da luz em (x,y). Se denotarmos por f : R> — R
a intensidade real do objeto que estamos estudando, o problema de deblurring (BERTERO;
BOCCACCI; MOL, 2021) € descrito pela equagdo

gey)i= [ [ K=oy ) f( ) axay
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Isto estabelece que a imagem borrada g € atingida pela convolucdo da intensidade do objeto
real f, definido em um dominio D C R?, com um kernel k chamado de funcio de espalhamento
pontual (PSF, do inglés point spread function). Existem varios kernels utilizados atualmente,

dentre eles podemos citar, Gaussian blur, horizontal motion blur e vertical motion blur.

Com este problema, uma aplicagdo interessante € resolver o problema inverso associado,
isto é, dado o kernel k e a imagem borrada g, temos que estimar qual € a imagem original f.

Sendo assim, podemos reformular o problema por

Kf=g,

onde K ¢ um operador compacto (VOGEL, 2002).

2.4 Tomografia Computadorizada

Um dos problemas inversos mais conhecidos é o da Tomografia Computadorizada (CT,
do inglés Computed Tomography), cuja finalidade € obter a representacdo de estruturas internas
de uma regido de forma nao-invasiva. O funcionamento da CT é baseado no fato que objetos
distintos possuem diferentes taxas de absorc¢ao se um raio atravessa ele. Por exemplo, CT pode
ser realizada utilizando raio x, raio gama, néutrons, etc. Para isto, um sensor € utilizado para
capturar a intensidade do raio que atravessou o objeto e os dados sdo processados para reconstruir
a estrutura buscada. Uma das principais aplica¢des da CT é na drea médica, onde € usada para

escanear alguma parte transversal do corpo para fins de diagndsticos médicos.

O grande problema da CT € reconstruir o objeto, a partir de um conjunto de radiografias. A
visualizagdo utilizando apenas uma radiografia ndo € suficiente para obter uma boa aproximagao
da estrutura interna de uma regido. Sendo assim, o objeto deve ser radiografado em todas as
direcdes. Conforme as propriedades do objeto que estd sendo trabalhado, o mesmo apresentara
uma resisténcia a passagem do feixe e o sinal emitido final sofrerd uma atenuagdo. Com todas
as projecoes realizadas, o problema de reconstruir se resume a representacdo das radiografias

medidas para o espaco da fungdo f(x,y).

A aquisi¢ao das projecOes € descrita pela transformada de Radon (RADON, 1917) da
funcdo f(x,y), sendo definida pela integral de linha ao longo de uma reta inclinada num dado

angulo 6 (ver figura 1). A transformada de Radon pode ser expressa pelo operador:

o= () )
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Figura 1 — Geometria da transformada de Radon.
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Fonte: Retirado de Neto (2009)

Com isso, o problema inverso relacionado a CT € obter a fungdo f(x,y) a partir de suas
integrais de linhas calculadas em varios angulos. A transformada de Radon possui uma inversa
tnica com férmula fechada, porém a unicidade é somente garantida mediante um nimero infinito
de projecdes. Para mais detalhes sobre a transformada de Radon e suas propriedades, consulte a
referéncia Natterer (2001).

A funcdo f: R? — R pode ser visualizada como uma imagem em diferentes niveis de
tons de cinza, variando entre branco e preto. Na pratica, € impossivel obter uma integral de linha
a partir de todas as dire¢des. Essa limita¢ao no processo de medi¢do, implica em uma imagem
discretizada. Portanto, o problema de CT pode ser formulado como um sistema de equagdes

lineares
Ax =0b,

onde a matriz A simula o processo feito na CT, o vetor x representa as intensidades da imagem
em escala de cinza e o vetor b representa o conjunto das proje¢des medidas, conhecido como

sinograma quando representado no plano 6 x ¢.

Consideramos que a imagem pode ser discretizada em m X n pixeis e para um angulo
qualquer, assumiremos que o nimero de projegdes variade {1,2,---,n,}. Agora para dado n,

angulos diferentes, a matriz A € R ¢ c R™" e b € R,

A grande dificuldade € a construcdo da estrutura e armazenamento da matriz A, visto que €
impraticdvel armazenar computacionalmente e as propriedades da imagem que serd reconstruida
depende exclusivamente da matriz. Existem alguns métodos comumente utilizados para o cdlculo
de A como o de Joseph (JOSEPH, 1982) e Siddon (SIDDON, 1985). Neste trabalho utilizaremos

o método de Siddon.
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CAPITULO

REGULARIZACAO

Neste capitulo, definiremos o operador inverso de Moore-Penrose, métodos de regula-
rizacdo e métodos para a escolha do parametro de regularizacdo. Primeiramente, € feita uma
discussao sobre o operador inverso de Moore-Penrose. Em seguida, abordaremos a regulari-
zagdo, uma abordagem para estabilizar solu¢des em problemas mal-postos. Especificamente,
detalharemos a regularizac¢do de Tikhonov. Finalmente, explicitaremos métodos para a selecao
do parametro de regularizacdo, em particular, o método da discrepancia, curva-L e validacao
cruzada generalizada. Demostracdes e conceitos fundamentais adicionais estdo disponiveis no
Apéndice A.

3.1 Operador inverso de Moore-Penrose

Lidaremos agora somente com as duas primeiras condi¢des de Hadamard. Para isto,
consideraremos o operador T € £ (2°,%) e aequagdo Tx =y. Se y ¢ R(T), Tx = y ndo
tem solucdo, sendo assim procuraremos um x € 2 que minimiza ||Tx — yl||o. Agora, se
N(T) # {0}, a equagdo tem infinitas solu¢des, sendo assim, pegaremos a solugéo que tiver a

menor norma.

Definicao 1. Seja 7 : 2" — % um operador linear limitado, o ponto * € 2" é denominado:

1. solucdo de quadrados minimos de 7x = y se

172" —yllo =inf{[|Tz-yllo | z€ 27}

2. melhor solucdo aproximada de Tx = y, se x* € solug¢do de quadrados minimos de Tx = y

€

|lx*|| 2~ = inf{||z|| 2~ | z é solugdo de quadrados minimos de Tx = y}.
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Obviamente, se o operador T ¢é bijetivo, =* = Ty, é a tinica solugio de quadrados
minimos, portanto, a que tem a menor norma. Agora, se 7' ndo for bijetivo, temos que especificar
para qual y € % existe uma solu¢do de norma minima. Para isto, introduziremos um novo
operador, conhecido como operador de Moore-Penrose, ou pseudo-inversa, o qual mapeia y
para uma solucdo de norma minima correspondente. Isto é executado restringindo o dominio e a

imagem do operador 7' de modo que ele seja invertivel.

Definicdo 2. A inversa generalizada de Moore-Penrose 77 de T € .2 (2", %) é definida como a

tinica extensdo linear de 7! para
D(T"):=R(T)®R(T)",

onde

com
N(TT) =R(T)*.

A restri¢do de T ao subespaco N(T)+ C 2 e o fato de o contradominio ser R(T), é
suficiente para verificar que T é injetivo e sobrejetivo, ou seja, 7! existe. Ou seja, para qualquer
y € D(TT), conseguimos obter uma decomposigio tinica com y; € R(T) e y, € R(T)*, onde
y =y1 +y2. Como N(TT) = R(T)*,

|
Ty =T (y1 +42) =TTy =T 'y
Com isto, 77 estd bem definido em todo seu dominio e, ainda, é linear em R(T). A seguir,
mostraremos algumas propriedades importantes da pseudo-inversa que serao necessarias no

decorrer do trabalho.

Proposicdo 1. Sejam Py e Py projetores ortogonais sobre os subespagos N(T') e R(T), respec-
tivamente. Entdo R(TT) = N(T)* e as quatro equagdes de Moore-Penrose (ENGL; HANKE;
NEUBAUER, 1996) sao:

TT'T=T (1)
TiTT =77 )
T'T=1—Py (3)
TT" = %|D(T*) )

Demonstragdo. Primeiramente, é necessdrio verificar que R(T") = N(T)*. Pela definicdo de
T7, temos que para todo y € D(T"), existem y; € R(T) e y» € R(T)* com y = y; + y,, assim

Tly=T'(y1+y) =Ty +T Ty =Ty, = T'}'Pﬁy-
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Como y € D(T') = R(T) ®R(T)*, isto implica que Pzy € R(T). Portanto, TTy € R(T!) =
N(T)*, assim R(T") C N(T)™.

Por outro lado, T'Tx =T~ 'Tx = x, V& € N(T)*, ou seja, x € R(T7), assim N(T)* C
R(TT). Com isto, concluimos que R(T") = N(T)*.

4) Para todo y € D(T7) e pelo fato de R(T") = N(T)*, temos que

TT'y =TT Py =TT 'Pry =TT ' Pry = Fry.

3) Pela definicdo de T, temos que T'Tax = T~ ' T,V € 2. Com isto,

T'Te =T 'Tx =T 'T(Pyx+ (I —Py)x) =T 'TPyx + T 'T(I - Py)x = (I — Py)z.

2) Usando o que foi provado em (4), temos que para todo y € D(T)

T'TT 'y =T Pelpry = T'y.

1) Usando o que foi provado em (3), temos que para todo x € 2
TT =T —Py)x=Tx—TPyx =Tz

]

Com as equacdes de Moore-Penrose definidas €, possivel verificar que de fato a pseudo-

inversa leva diretamente a solu¢do de norma minima.

Teorema 1. Sejay € D(T7). Entdo, Tx = y tem uma tnica melhor solugio aproximada, que é
dada por
= TTy.

Além disso, o conjunto de todas as solu¢des de quadrados minimos é dado por & +N(T).

Demonstragcdo. Seja um conjunto S, onde

S={ze€ 2 |Tz=Py}.

Como Pry € R(T') para qualquer y € D(TT), temos que Tz = Pry tem pelo menos uma

solucdo, assim S # 0. Sejam x € 2" e z € S quaisquer, assim

1Tz —yllz = Pry —yllo < [Tz -yl
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Por (1), z € § é uma solucdo de quadrados minimos de 7x = y. Como z foi escolhido
arbitrariamente, todo elemento pertencente a S € uma solucdo de quadrados minimos de 7z = y.

Agora, seja z uma solucdo qualquer de quadrados minimos de Tx = vy,

1Pry —yllo <||ITz—yllo =inf{||Tv—y|lo |ve 2}
=inf{||lu —y|l» | u € R(T)}

= ||Pry —yllz-

Isto verifica que Tz = Pgy. Portanto, S € o conjunto de todas as solugdes de quadrados

minimos de Tx = y.

O préximo passo € usar o fato que toda soluciao de quadrados minimos também € solug¢ao
de Tx = Pgy. Como N(T') é fechado, toda solugdo de quadrados minimos & pode ser escrita da

forma © = x| +x, com x; € N(T)* e ¢, € N(T). Como T & injetiva em N(T)*, segue que

2 2
7+ [l2lx

2
= |1

5 +2(x1,22) 9 + || 22

o =l

2% = le +x)

e

2
> |12
Sendo assim, a Unica solu¢do de norma minima é ' := x;. Por fim, temos que x' e
N(T)* e Tz" = Pgy. Com o auxilio das equagdes (1) e (3) da pseudo-inversa
et =Py’ =T"Ta" = TPy =T'TT 'y =T"y.

]

Existe outra maneira de caracterizar as solucdes de quadrados minimos, € que sera

posteriormente utilizada para desenvolver outros resultados.

Teorema 2. Sejay € D(TT). Entdo, x € 2 € uma solucdo de quadrados minimos de Tx =y
se, e somente se, a equacdo normal
T"Tx=T"y

é valida.
Demonstragdo. Pelo Teorema 1, temos o seguinte:

x € solucdo de quadrados minimos < Tx = Pry
& TxeR(T), Te—yeR(T)*-
S Tx—yeR(T)L =N(
ST (Tx—y)=0.

E
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A solugdo de norma minima ' é também solu¢ao da equacgdo normal do teorema acima,

ou seja,

x' = (T°T)"T*y. (3.1)

Na construgio, foi definido que D(T") = R(T) @ R(T)~. Deste modo,

D(TT) =R(T)®R(T): =N(T) aN(T*) =%.

Em vista disso, D(T") é denso em %. Se R(T) for fechado, entio D(T") = % e vice-versa.

Sendo assim, temos trés pontos principais:

1. sey € R(T)* = N(TT), temos que a solug¢io de norma minima é 2" = 0;
2. sey € R(T), TT é continuo;

3. se existir pelo menos um y € R(T) \ R(T), isto é suficiente para afirmar que 7' ndo é

continuo.

Teorema 3. A inversa generalizada 77 tem um grafico fechado gr(7T"). Além disso, T é limitado

(i.e., continuo) se, e somente se, R(T') é fechado.

Demonstragdo. Primeiro, é necessirio verificar que gr(T") é fechado. Pela definicdo de T e

pelo fato de ser bijetiva vale a seguinte relacdo
{(y, T 'y1) |y1 €R(T)} = {(Tx,x) |x € 2} N{¥ xN(T)*}. (3.2)

Considere o gréifico de TT definido por:

gr(T%) ={

(y,T'y) |y e D(T")}

{(1 +y2,TT(y1 +v2)) [ Y1 €R(T),y2 €R(T)"}
{(y1+y2,Ty1) | y1 €R(T),y2 € R(T) "}
{(y1,T"'y1) | y1 € R(T)} + (R(T)" x {0})

Utilizando o fato explicitado em (3.2), temos que
gr(T") = [{(Tx, @) |w € 2} N {Z x N(T)" }] + (R(T)* x {0}).
Todos os espagos do lado direito da igualdade acima sdo fechados, sendo assim gr(T") é

fechado.

Assumindo que R(T) é fechado, entdo D(T") = #. Portanto, pelo Teorema 10, T7 é
continuo. Reciprocamente, seja 77 continuo em D(T") e D(T") denso em % (% C D(T")).
Pode-se estender continuamente 77 em %, onde

Tty := lim T 'y, para uma sequéncia {y,} C D(T"), comy, >y e ¥
n—oo
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Agora sejaum y € R(T), entdo existe uma sequéncia {y,} C R(T) com y, — y. Com
isto,
y = Pry = lim Pey, = lim TT"y, =TTy € R(T).

Logo, R(T) C R(T). Portanto, R(T) = R(T) e por consequéncia R(T) é fechado.  [J

Com a definicao de pseudo-inversa bem estabelecida, o intuito agora € apresentar uma
maneira de construir a pseudo-inversa para operadores compactos K € % (2", %) através de
sistemas ortonormais. Para a realizacdo disto € utilizado a decomposicdo espectral, porém é
necessario que o operador K seja auto-adjunto. Existem casos que o operador pode ndo ser auto-

adjunto, devido a Eq. (3.1) é possivel considerar o operador K*K, que neste caso € auto-adjunto.

Teorema 4. Para K € 7 (2", %), existem

1. uma sequéncia {0, },eny com 0] > 0y > -+- > 0;

2. um sistema ortonomal completo {u, },cy C % de R(K);

3. um sistema ortonomal completo {v,},cny C 2 de R(K*).

Além disso,

Kv, = o,u, e K*u, = o,v,, VneN;

Kx = Z On(x,vp)xu,, Ve eX.
neN

Demonstracdo. Seja K*K : 2" — 2 compacto e auto-adjunto, entdo, pelo Teorema 11, existem

uma sequéncia {4, } C [0,0) e um sistema ortonomal completo {v,} C 2" para as quais

K'Kx = Z)un<w,vn>gvn, Ve e 2.

Ordena-se toda sequéncia {4, } decrescentemente, sendo assim

A = Mnllvnl = A, vn) 2 = (K*Kwp,0) 9 = (K, Kvy) 9 = ||[Kwa||% > 0.

Com isto, definimos

Kv
o, =V eu, = —.
O;

n

Agora é necessario mostrar que a sequéncia {u, } forma um sistema ortonomal completo.

Sejam quaisquer u; € u;,

Kvi Kv; 1 1
U, Uy = ,— = Kv;, Kv )y = K*Kv;,v;
(wi,uj)oy <Gi 5 >g/ o,-o'j< i Kvj)a G,-oj< L)
Ai
g ’U7’U
O'iGj<l J>3£’
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Portanto, temos que para todon € N

Kv 1 1
I — _K*Kv, = —A,v, = C,v,,.
On On On

K*u, =K*

Sabemos que {v,} é um sistema ortonomal completo de R(K*K). Portanto, basta provar
que R(K*K) = R(K*). Para isto, seja u € R(K*), assim 3{y,,} C Y tal que K*y, — u. Tome em

particular uma sequéncia {y,} C N(K*)* = R(K), deste modo para cada elemento y,, existe

{x,} C X tal que Kz, — y,. Juntando as implica¢des, temos que K*Kx,, — wu e, portanto,
u € R(K*K). Reciprocamente, seja u € R(K*K), assim 3{x, } C X tal que K*Kx, — u. Com

isto, formamos uma sequéncia {y, } com y, = Kz, Portanto, K*y, — u, assim u € R(K*).

Mostramos que {v, } é um sistema ortonomal completo de R(K*) = N(K)*, assim para
todo x € 2 temos que

neN neN neN

Kz =KPyix = K( Z <a:,vn>%~'vn> = Z (x,v,) 9 Kvp = Z (x,v,) 27 Cpuy.

O

Com o teorema acima, a tripla (0, u,,v,) ¢ denominada sistema singular, sendo apenas
uma generalizacao da decomposicao de valores singulares para operadores definido entre espa-
cos de dimensdes infinitas. Uma consequéncia é mostrada abaixo, que expressa a solucio '

conforme o sistema singular.

Teorema 5. Seja K € 7 (2°,%) com um sistema singular (0,,u,,v,) ¢ y € R(K). Entao
y € R(K) se, e somente se, a condigdo de Picard

Z | yvun I

neN
¢é satisfeita. Neste caso,

neN On

Demonstracdo. Sejay € R(K), assim Jx € 2" tal que Kz = y. Com isso,
<y7un>@ = <K‘E7un>@ = <w7K*un>5£” = <‘B76n'vn>5£’ = Gn<wyvn>3£”

Aplicando o médulo, elevando ao quadrado e somando todos os elementos em ambos os lados

teremos
Yy, u OJ/
ILIEA T
neN neN
Pela desigualdade de Bessel (KREYSZIG, 1991, Teorema 3.4-6),
| y7un
Y ==Y (@) o) < |zl <o

neN neN
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Reciprocamente, seja y € R(K) que satisfaz a condi¢@o de Picard. Construimos uma sequéncia

{ {" ‘(yaun>@’2}
n—=1 e NeN

n

da forma
que conforme a hipdtese, converge. Agora, definimos uma nova sequéncia {x, }, onde
_ C <y7 uk>?f/vk
T, = Y WUV
=1 Ok
Esta sequéncia definida € de Cauchy, pois para m,n € N temos

s k=m+1

2
<yvuk>@' Y
Ok

Z (Y, ur) vk

Ok

|, — me%}f =

k=m+1

quando 7,m — oo, Denotemos & := lim,, . x,. E sabido que {v,} C R(K*), e por consequéncia
{x,} C R(K*). Como R(K*) é fechado, segue para qualquer € R(K*) = N(K)*. Sendo assim,

temos que

Y, Up)zyV Y, Un)w
Kxr =K Z M = Z MKU,, = Z (Y, up)u, =y.
neN On neN On neN

Isto mostra que y € R(K). Se Kx = y para qualquer z € N(K)*, pelo Teorema 1

Z <y7 un>@vn

x=Ky=
Yy o,

neN

O

A condig¢do de Picard estabelece que uma solu¢do de norma minima sé existe se (y, u,)a
decai mais rdpido que os valores singulares ¢,. No entanto, suponhamos que algumas medidas
de y ndo sejam totalmente exatas, por exemplo, y° = y + Su, para algum & > 0, assim

Ky =K'yl = 8Kl = =
como o, — 0, o erro é amplificado. Por outro lado, se R(K) é dimensio finita, a sequéncia {Gln} é
limitada e, assim o erro fica limitado. Além disso, o operador K' é continuo. A decomposi¢io do
operador K por sistema singular é uma ferramenta poderosa, porém o cilculo da decomposicio

€ complexo e demanda muito tempo computacional (CLINE; DHILLON, 2006).

Teorema 6. Se K € .7 (2, %) tem R(K) de dimensio infinita, entio K ndo é continuo.

Demonstragdo. A maneira mais trivial € demostrar pela contrapositividade.
Seja KT continuo, entio pelo Teorema 3 R(K) é fechado. Utilizando a mesma estratégia na defini-
¢do da pseudo-inversa, definimos o operador K := Kinx)r - N(K )+ — R(K). Consequentemente,

K1 é continuo e com isso Ko K~ ! é compacto. Sendo assim,

KK 'y=y, VycR(K).
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Este é o operador identidade 7 : R(K) — R(K), onde I é compacto. Por (KREYSZIG,
1991, Lema 8.1-2), R(K) tem dimensao finita. O

Observamos que equacio T = y admite, para qualquer y € D(T"), uma tnica solugio
de norma minima ' = T7y. Na pritica, ndo é possivel obter y exato, sendo disponivel apenas
uma aproximagio y°, para a qual

ly—y°|lo <8,

onde 6 > 0 é definido como o nivel de ruido.

Pelo Teorema 6, o operador 7" pode ndo ser continuo, por isso ndo é garantido que THyd

produzird uma boa aproximacio para ' (ver (SEIDMAN, 1980)). Por conta deste empecilho, o

objetivo é construir uma aproximacgao wg que satisfaca duas condig¢des:

1. dependa continuamente de y6 ;

2. através da escolha de um & > 0, se aproxime de ' 0 maximo que o nivel de ruido permita.

Um método que constroi esta aproximagdo € conhecido como regularizagdo, cuja ideia €

construir uma familia de operadores continuos que se aproximem pontualmente do operador 7.

3.2 Operador de regularizacao

No geral, a regularizagc@o € uma aproximacao de um problema mal-posto por uma familia
de problemas bem-postos. A ideia padrio da regularizacio € construir uma familia de operadores
lineares Ry, : % — 2 que aproximem pontualmente o operador T 7. A teoria de regularizagio
para problemas inversos € bem discutida e desenvolvida em Engl, Hanke e Neubauer (1996),

Groetsch (1993). Uma defini¢do mais precisa € a seguinte
Definicdo 3. Sejam 7 € £ (2", %) e ay € (0,+o0). Para todo & € (0, 0), seja
Ro % — X

um operador continuo. A familia {Ry } é chamada de regularizacéo ou operador de regulariza¢do
para T se, Vy € D(TT), existir uma regra de escolha do parimetro o := a/(8,y?) tal que a
condi¢do

lim sup{|IRy 5 45" = T'wll |47 €%, |ly° —yllo <8} =0
¢ satisfeita. Além disso,
a:RYx% — (0,a0)
¢ tal que

gig})sur){a(&y‘s) |y € ¥, ||y® —ylly <S8} =0.
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O par (Ry, @) é considerado um método de regularizagdo convergente se a defini¢ao
acima for vilida, ou seja, T4 := Rqy se aproxima o suficiente de ='. Uma etapa importante
€ definir uma regra para escolha do parametro de regularizagdo & que possa garantir uma boa

aproximacao de THyS. Distinguimos a regra de escolha em trés grupos:

1. Regra de escolha a priori se depende somente de § (¢ := a(9d));
2. Regra de escolha a posteriori se depende de § e y® (a := a(8,y%));

3. Regra de escolha heuristica se depende somente de y5 (a:= a(y5)).

Dentre os trés tipos de regras definidas, somente na terceira regra nao estao bem estabe-
lecida, sendo o principal empecilho o resultado mostrado por Bakushinskii (BAKUSHINSKII,
1984), onde € verificado que qualquer regra de escolha do pardmetro da forma o := Oc(yﬁ) nao
converge no pior caso. Entretanto, isso ndo impede que o uso de regras de escolha heuristica

possa fornecer uma boa aproximagado para :ng.

A expectativa agora € escolher um parametro que aproxime a solucao regularizada da
solugdo exata. Para isto, consideraremos o erro geral |[Rqy® — T Ty||s e efetuaremos algumas

manipulacoes,

IRay® =TTyl = ||Ray® + Ray — Ray — T Tyllz
< |Ray’ — Rayll + |Ray — T7ylly
= [Ra(y® —y)ll + |Ray — T7yll
< 8[|Ralle + IRat = Tyl

Com as operagdes feitas acima, o erro geral se divide em duas partes. A primeira
parte, demonstra que a norma do operador R, que podemos entender como o “tamanho” do
operador, é amplificada pelo erro dos dados 6. Além do que, podem ocorrer casos em que O
termo ||Ry|| — o0 quando a — 0, conforme mostrado por Engl, Hanke e Neubauer (1996). A
segunda parte, representa o erro de aproximacgao que desaparece devido a convergéncia pontual
do operador de regularizacao. Portanto, o desafio € construir uma regra de escolha para obter

uma aproximacio razoével para o operador 77 e que o erro geral se anule quando 8 — 0.

Geralmente, a convergéncia de um método de regularizacdo € bastante lenta. No entanto,
as taxas de convergéncia costumam ser dadas em subconjuntos de 2", ou seja, € preciso ter
conhecimento a priori da solucao exata. Estas informagdes sao feitas em condi¢des especificas
em que a solugdo exata garanta a convergéncia do método, estes termos sao conhecidas como
condic¢des de fonte (ENGL; HANKE; NEUBAUER, 1996).
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3.3 Regularizacao de Tikhonov

Dentre os numerosos operadores de regularizacdo existentes, o mais tradicional e di-
fundido € o operador desenvolvido pelo matematico russo Andrey Nikolayevich Tikhonov em
Tikhonov (1963). Andrey Tikhonov tinha como objetivo resolver o problema Tx =y, onde T
era um operador integral e, x e y eram funcdes. Ele sugeriu substituir o problema de quadrados

minimos

x* = arginf{||Tz —x||3 | z € 7}

por

xy = arginf{||Tz—y|3 + 0°Q(z) | z € 5},

onde Q(z) = [ : p()z(s)? + q(s5)Z(s)*ds, p e q eram funcdes de peso positivo, com # um
espaco de fun¢des apropriado. Posteriormente, Tikhonov e Arsenin (1977) mostraram que um
operador de regularizacdo pode ser composto por uma func¢io de quadrados minimos com a

adi¢@o de informacdes extras.

A familia de operadores para a regulariza¢ao de Tikhonov é definida por
Ry = (ol +T*T)"'T*.

A escolha destes operadores é valida, pois o operador 7*T € auto-adjunto, compacto e, tem
autovalores ndo negativos. Como o parametro de regularizacdo o é positivo por definicao,

(T*T + al) tem autovalores positivos e deste modo possui inversa limitada. Portanto, a equagio
(T*T + al)&o =T"y

€ bem-posta, além disso, ela pode ser vista como uma equagao normal regularizada.

Outra formulacdo apresentada na literatura para a regularizacdo de Tikhonov é dada pela

interpretacdo variacional

2o = argmin{||Tz —y|% + a|z|%}.

xeZ

Teorema 7. Sejam y € % e o > 0. Entdo & := Ry y € 0 tinico minimizador do funcional de

Tikhonov Jo () := [Tz —y||%, + o||z|%.

Demonstracdo. Para que * € 2 seja um minimizador de J, é necessdrio satisfazer Jo (™) <
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Jo(x),Ve € 2. Seja a diferenca de J,, para um x arbitrério e &,

Ja(x) —Jo(£a) = [ITx—yl5 + all@]% — |TEa —yl7 — oll@al

=Tx|% + |yl —2(Tz,y)a + allz|? — 1T2al? - lyll5
+2(T&q, y)o — ol &ally

= ITz|5 —2(Tx—Taa,y)o + || — | T2alls — &l 2all?

= ITz|% + T2l — ITEal? +2(T2, Tda)y — al|ldal’
—2Tx— Tz, ¥ +alz|% — |TEally —2(Tx, T2e)a

= |Tx —T&alo —2||Téaly +2(Tz, Téa)a
—2Tw—Tha,y)w + o) — ol &all

=Tz —Tally —2/|T#al +2(Te, Ta)s + ol
—al|2al% + allEal? — all@al? —20(@, 20) 2
+20(x, o) 2 —2(Tx —TEo,y)w

= ||Tx —TRallo + ||z — 2ol —2||TRel% +2(Tx, To)
—2Tw—Tha,y)w — 20| 2ol +20(z, &a) 2

= |Tx—Tqllw + otz — &all%y +2(T2 — T2o, Tda)a
2T —T&q,y)w +20(x — T, Ta) 2

=Tz —Tally + |z — 2ol +2(To —T2e, T2a —y)w
+20(x — &o,&a) 2

= [Tz —Taollo + |z — 2ol +2(@ — &0, T* (TRa —y)) 2
+20{x — By Ba) 9

= ”Tw_Ti%a”@‘f’2<m_if3aaT*(T5ﬁa_y)+a§3a>%+a”w—‘ﬁa|’2%

= |Tx—Tqllw + otz — &al%

> 0.

Para mostrar a unicidade, tomamos & = x* +tz,comt > 0e z € Z . Entdo,

Ja(x* +12) —Jo(x*) = T (2" +12) —yll3 + alle* + 12| % — | Ta* —y|5

—allz*|%

= |(Ta* —y) +1Tz|5 + oz +1z]% — |Tz" -yl
—allz*|%

= |Ta* —y|% +2(Tx* —y,1T2)w + 1T 2|5 + al|z*||%
+20(x*,12) Y + allizl| G — 1Tz —yl — alz*|| %

=2(Tx* —y,1T2) g + |(Tz||% +20(x* 12)% + o|tz]|%

=20({Tx" —y,Tz)y —HZHTzHé,, +2ta<m*,z>?% + (xtszH%@

=2(T*(Tx* —y), ) +1*||T 2|5 + 2t (x*, 2)%
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+ar?|z|%

— (1" (Ta" —y) +aa”, 2) y +12| Tz} + o 2|[%-
Dividindo por ¢ > 0 e passando o limite quanto  — 0, temos que

2AT*(Tz* —y)+azx*,z) 9 > 0.

Como z foi tomado arbitrariamente, a tinica possibilidade é que T*(Tx* —y) + ax* =0,
0 _ 1)

com isso ¢y, = x*. Portanto, xy, € o inico minimizador do funcional de Tikhonov. ]

A minimizacao no funcional de Tikhonov é um compromisso entre minimizar a norma
ITx — y|| 2~ e conseguir tornar a ||x|| pequena e forcar a estabilidade. O parimetro @ tem
grande influéncia neste compromisso, pois ele ird estabelecer o equilibrio entre a estabilidade e a
precisdo da solugcdo. Com a definicdo da solugdo regularizada pela regularizacdo de Tikhonov
existem resultados sobre a convergéncia e a estabilidade da abordagem selecionada, os quais

podem ser vistos em Engl, Hanke e Neubauer (1996).

3.4 Métodos para escolha do parametro de regularizacao

Muitos métodos foram criados e, ainda sdo, para encontrar um valor apropriado para o
parametro de regularizacdo, onde cada um deles foram desenvolvidos e testados em diferentes
contextos. Atualmente, uma vasta quantidade de métodos e uma parte deles pode ser encontrada
em Bauer e Lukas (2011). Nesta subse¢do serdo apresentados trés métodos, alguns dos mais

utilizados.

3.4.1 Principio da discrepancia

O método do principio da discrepancia foi proposto por Philips (PHILLIPS, 1962),
porém foi desenvolvido e analisado por Morozov (1966). E um dos mais antigos e amplamente
utilizados. A justificativa para utilizacdo do método € simplesmente que, para uma boa solucao
regularizada, a norma do residuo deve corresponder ao nivel de ruido. A ideia é basicamente a

seguinte: sejam y € D(T7) e ||y® —y||o < & e considere o residuo
ITRay® —4°|l2.
Sey eR(T) e |ly—y®||s =&, entio

1Tz~ 30l = lly—9°llo = 6.

A grande motivacgdo para o principio da discrepancia introduzido por Morozov é que o
residuo da regulariza¢do ndo pode ser menor que o nivel de ruido. Sendo assim, paraum 6 > 0 e

|y® —y|| < &, escolhemos um o := o8, y?) tal que

ITRy® —y°||ly <18, paraalgum 7> 1.
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Na pritica, consiste em computar uma sequéncia nula' {c,}, calcular sucessivamente
R(Xny‘S e interromper o processo quando o principio da discrepancia for satisfeito. O método
proposto por Morozov foi criado em um ambiente deterministico, porém ha alguns trabalhos
nos contextos discreto e estocastico (VOGEL, 2002; LUKAS, 1995). Para o inicio do método
€ necessdria uma estimativa precisa do ruido, se existirem pequenas divergéncias sobre esta

estimativa, o método pode levar a solucdes ruins (HANSEN, 1998).

3.4.2 Validacao cruzada generalizada

O método da validagdo cruzada generalizada (generalized cross-validation - GCV) foi
proposto e desenvolvido por Golub, Heath e Wahba (1979), que consiste numa modificagao
da validacio cruzada comum (ALLEN, 1974). E um método bastante popular para problemas
praticos onde os dados sdo discretos e contém ruido estocastico. O GCV parte da ideia que um
bom método de escolha do parametro deve conseguir detectar quais dados foram perdidos. Sendo

assim, o valor do parametro de regularizag¢ao € produzido encontrando o minimo da fungao

(ar) = m|ARay —y||2
(tr(l—AZ(a))?’

onde A ¢ a representacdo do operador 7' num espago de dimensdo finita, ¢r(-) é o trago da matriz,
m é o nimero de linhas de A e Z(a) = (A’A+ al)~'A’. Contudo, o custo computacional de
calcular o minimo da fun¢do acima é grande. Uma maneira de reduzir o custo é calcular a

decomposicao de valores singulares da matriz A, se estiver disponivel.

Figura 2 — Exemplo de uma plotagem da curva-L

1L

The solution is more sensitive

The better choice of o
“—

Log|x||?

The system is twisted —/

Logl/Ax-b|[2 >
Fonte: Retirado de Chang, Yeih e Shieh (2001)

' Sequéncia nula é uma sequéncia que converge para zero.
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3.4.3 Curva-L

O método da curva-L foi proposto por Per Christian Hansen (HANSEN, 1992). Este

método ¢ baseado no fato que um gréfico log-log de (||Tx8 — y°||».

g

9°) muitas vezes tem
forma de L. Um exemplo pode ser visto na Figura 2. O uso da curva-L mostra o equilibrio entre
a norma do residuo da solugd@o e a norma da solugd@o. A finalidade do uso de eixos logaritmicos é
deixar a curva proxima de um formato de L, conforme mostrado por Hansen e O’Leary (1993).
Além disso, a utilizag¢do oferece uma ajuda na visualiza¢do do parametro de regularizacdo 6timo
que estd o mais préximo possivel da curvatura méxima. Os pontos da parte vertical correspondem
a o grande, onde temos as solucdes sub-suavizadas. Os pontos da parte horizontal correspondem
a o pequeno, onde as solugdes sdo super-suavizadas. Por isso, é sugerido que o “ponto da
quina” da curva-L € um valor apropriado para . Devido a sua simplicidade, o método tornou-se

bastante popular e, por isso, diversas variantes do método foram criadas (REGINSKA, 1996).
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CAPITULO

APRENDIZADO DE MAQUINA

O estudo das redes neurais comegou em 1943, no momento em que o matemdtico Walter-
Pitts e o neurocientista Warren Sturgis McCulloch apresentaram um modelo matematico que
mostrava como um conjunto de neurénios poderia calcular qualquer fungdo légica e aritmética
(MCCULLOCH; PITTS, 1943). Inicialmente, o modelo era bastante simplificado e se asse-
melhava bastante aos neur6nios biolégicos conhecidos na época. A grande ascensdo da ideia
proposta por Pitts e McCulloch veio através do livro (HEBB, 2012) publicado por Donald Hebb
em 1949. Que mostrou que os neurdnios quanto mais utilizados, mais forte ficam, isto é, quando
estamos aprendendo algo novo, o nosso cérebro ativa os neurdnios, que se conectam com outros,
formando uma rede neural. A grande contribuicao de Hebb € que essas conexdes no comeco
sdo fracas e com o passar do tempo se fortalecem a cada novo estimulo. Alguns anos depois,
surgiram vdrios trabalhos cuja ideia era propor métodos de aprendizado para redes neurais
(ROSENBLATT, 1958; WIDROW; HOFF, 1962; KOHONEN, 1972; GROSSBERG, 1970).
No entanto, Schmidhuber (2015) destaca que as primeiras redes neurais criadas eram apenas

variacOes da regressdo linear.

Apesar da denominag@o neur6nio artificial para o principal elemento de uma rede neural,
ele possui poucas semelhancas com um neur6nio biolégico. Aspectos comuns entre eles sdo
a capacidade de receber e emitir e a capacidade de serem combinados com estruturas mais

complexas.

Neste contexto, podemos escrever a saida desses neurdnios por

m
y:f( Wixi+b>,
=1

1

onde = [x1,x2,X3, -+ ,X;| é 0 vetor que representa a entrada dos dados, w = [wy,wa, w3, -+, Wpy]

€ o vetor de pesos, b € chamado de bias e f é a fungado de ativacdo.
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Figura 3 — Neurdnio artificial

b
X1 W,
X2 W,
fr— 9y
e
Xm

Fonte: Elaborada pelo autor.

A funcdo de ativagdo tem como uma das finalidades evitar o aumento gradativo dos
valores das saidas e facilitar o processo de aprendizagem. Existem diversas funcdes de ativagdao

na literatura, as mais populares e mais usadas sdo:

1
. f(Z)Zm;
* f(z) = max(0,2);
eZ_e_Z
A
* f2) =z

O primeiro modelo de rede capaz de aprender foi apresentado por Rosenblatt (1958) e
utilizou como fungdo de ativagdo a funcdo degrau. Em geral, este modelo € limitado a aprender
somente funcdes lineares por ter variagdes bruscas na saida. No entanto, se mostrou bastante

eficaz para aprender as portas l6gicas AND e NAND.

Quando alteramos a quantidade de neurdnios e camadas presentes num modelo, estamos
criando estruturas complexas de redes, que denominamos arquiteturas de redes neurais. Um
exemplo comum é um modelo no qual os neurdnios sdo conectados uns ao outros, onde a saida
de um neurdnio pode se conectar a outro ou a sua propria entrada. Este tipo de arquitetura é
conhecida por feed-forward, também podendo ser denominada como rede multilayer-perceptron.
O termo feed-forward refere-se ao fato que o fluxo dos dados de entrada flui diretamente para a

saida sem efetuar loops na estrutura.

O processo de treinamento de uma rede neural € feito da mesma forma que em um
neurdnio simples, atualizando os pesos e os vieses por meio de um algoritmo de otimizacao.
Se considerarmos um problema de aprendizado supervisionado, teremos uma rede neural que
receberd uma entrada x e produzird uma saida y. Como queremos y ~ y (valor esperado), isto
gerard um erro cujo valor podemos calcular usando o erro quadratico médio ou o erro logaritmico.
Para minimizar o erro, o gradiente da funcio de erro € calculado usando o backpropagation,

criado por Rumelhart, Hinton e Williams (1986). Com os gradientes calculados, um método de
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otimizagdo especializados para encontrar o minimo, como o gradiente descendente estocastico
(GOODFELLOW; BENGIO; COURVILLE, 2016), AdaGrad (DUCHI; HAZAN; SINGER,
2011) e Adam (KINGMA; BA, 2014) sao utilizados.

Outra arquitetura popular sdo as redes neurais convolucionais, propostas inicialmente por
LeCun et al. (1998). O diferencial dessa arquitetura € poder ter como entrada matrizes ou imagens
em vez de simplesmente vetores. Isso auxiliou a redu¢do da quantidade de parametros que
precisariam ser treinados. Além disso, permitiu utilizar certas propriedades que anteriormente nao
seriam possiveis, por exemplo, matrizes de convolucio, que facilitam a extragdo de caracteristicas
do conjunto de dados. Esta capacidade de extrair caracteristicas € fundamental na classificacao

de imagens, pois a localizagdo de um pixel pode mudar completamente seu significado.

A estrutura de uma rede neural convolucional é composta por camadas (ver Figura 4),
onde cada uma tem uma funcdo particular, e cada etapa € responsavel por aprender padrdes

encontrados no conjunto de entrada. Dentre estas camadas, as principais e mais utilizadas sio:

* Camada de convolugdo: extrai informacgdes da imagem através de filtros, o que ocorre por

meio da aplicacao deste filtro em pequenos blocos da imagem;

* Pooling: é utilizada para reduzir o tamanho espacial do modelo e possivelmente a quanti-

dade de parametros da rede;

* Camada totalmente conectada: € utilizada no processo de classificar as informacdes
extraidas das camadas anteriores. Esta camada achata o bloco anterior e transforma num

vetor para realizar o processo de classificacao.

Figura 4 — Estrutura de uma rede neural convolucional simples.

Fully-
X connected
Convolution layer

Convolution
layer 2

9 Max pooling
Max pooling leyera

layer 1 Output
layers

Input Layer

Fonte: Retirado de (SARKER, 2021).
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CAPITULO

ABORDAGEM PROPOSTA

Embora alguns métodos de selecao de parametro existentes sejam bastante utilizados,
muitos deles ndo garantem uma boa aproximac¢do da solugdo exata. Portanto, escolher um

parametro “6timo” € fundamental para a qualidade da solucdo aproximada.

Trabalhos anteriores foram realizados utilizando métodos de aprendizado profundo
para o calculo do parametro de regularizacdo e mostraram grandes beneficios ao utilizar essa
abordagem, como eficiéncia computacional e generalizacao. No entanto, essa abordagem pode
ser melhorada ao utilizar novas maneiras de calcular o conjunto de dados. Para este trabalho
introduziremos uma nova abordagem que utiliza novas métricas para criar novos conjuntos de
dados. Com isso, podemos treinar uma rede neural para aproximar o mapeamento dos dados
de entrada ao parametro de regularizacdo. Uma vez que a rede ja esté treinada, podemos inserir

novos dados e obter o pardmetro correspondente.

Para a abordagem, utilizaremos como base o trabalho de Afkham, Chung e Chung (2021),
onde alteramos a forma de calcular o conjunto de dados utilizando novas métricas para medir
a qualidade da solucdo. Afkham, Chung e Chung (2021) utilizam a seguinte abordagem para
calcular o parametro de regularizacdo para a criagdao do conjunto de dados

25

o= argmoith)?(a) — x|

onde

#(o) = argmin| Tz — y|3 + a3

com x* sendo a solucdo exata. Essa maneira de calcular o pardmetro € interessante, porém em
problemas de imageamento, a diferenca entre pixeis pode ndo ser muito usual para avaliar a
qualidade de uma imagem reconstruida. Por conta disso, a utilizacdo de métricas de imagens
no célculo do parametro é uma excelente alternativa. Além disso, métricas de imagens podem
considerar fatores importantes como nitidez, contraste e foco. Sendo assim, podem ter um

impacto significativo na percepcao na qualidade da imagem.
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Neste trabalho ndo serd utilizada unicamente uma funcdo de erro para todo tipo de

problema tratado. Sendo assim, calculamos o parametro da forma
o= argmoicné(ﬁ(oc),zc*), (5.1

onde /(-,-) ¢ uma funcao de erro definida conforme o problema.

Com o auxilio das técnicas de aprendizado profundo, podemos utilizar os dados de
treinamento disponiveis ou que foram gerados sinteticamente, para escolher o valor do parametro
de regularizacdo. A escolha da arquitetura de rede ideal dependerd do problema que estd sendo
tratado, por exemplo, para problemas em R? uma arquitetura composta por redes neurais
convolucionais tende a ser uma 6tima alternativa. Entdo, temos que os dados de treinamento
estardo no seguinte formato {y(i), o’ }{:1, onde / € a quantidade de dados e y(i) ¢ a observacgao

ruidosa.

O processo de criaciao do conjunto de dados, treinamento da rede e estimacdo do parame-
tro de regularizagdo sdo divididos em duas fases. A primeira, conhecida como fase “Geragao
do conjunto de dados e treinamento da rede neural”, envolve a geracdo do conjunto de dados
e treino da rede. Note que nesta fase € onde ocorre todo esforco computacional. A segunda
fase, chamada de “Previsdo do parametro”, consiste na propagacdo direta na rede para uma
nova observacao e obten¢do do parametro de regularizacdo. Nesta fase, quase ndo tem esforco
computacional nenhum, visto que a propagacdo é executada rapidamente. Estas etapas estio

descritas no Algoritmo 1.

Algoritmo 1 — Selecdo do parametro de regularizacdo utilizando aprendizado profundo.

1: Geracao do conjunto de dados e treinamento da rede neural:
2 Gere novas observacoes y(i) =12+ + &), parai=1,2,---,1
3:  Defina a fung¢@o de erro £(-,-)

4 Calcule " (resolva (5.1))

5:  Defina a arquitetura da rede neural

6:  Use os dados de treino para o treinamento da rede

7. Previsao do parametro:

8:  Obtenha uma nova observagao y

9:  Propague y na rede treinada para obter o

Com o parametro escolhido, é possivel calcular a solu¢do regularizada do problema
inverso utilizando a regularizacdo de Tikhonov. Nos experimentos numéricos presentes no
proximo capitulo utilizaremos esta abordagem para estimar o parametro de regularizacao e

mostraremos os beneficios aplicados em trés problemas inversos.
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CAPITULO

EXPERIMENTOS NUMERICOS

Para confirmar alguns dos beneficios da abordagem definida no capitulo anterior, serdo
fornecidos alguns resultados obtidos para trés problemas inversos: calor, deblurring e tomografia
computadorizada. Para efeito de comparacao, os resultados provenientes do problema calor
serdo comparados com trés métodos de selecdo de pardmetro: discrepancia, validagcdo cruzada
generalizada e curva L. Nos demais problemas os resultados serdo comparados com a abordagem
de Afkham, Chung e Chung (2021), no qual se obteve vantagem em relacdo aos métodos
convencionais. As estruturas das redes neurais foram determinadas empiricamente, mediante um
processo de experimentagdo e ajuste continuo. Vdrias configuragdes foram testadas, analisando

o desempenho de cada uma, até que a melhor arquitetura fosse selecionada.

6.1 Especificacoes

Todos os experimentos foram realizados em um computador equipado com um pro-
cessador Intel Core 17 de 2,80 GHz, 8 GB de memoéria RAM, uma placa de video NVIDIA
GeForce GTX 745 com 4 GB de memoria DDR3 e executando o sistema operacional Linux.
Todos os métodos foram implementados utilizando a linguagem de programacdo Python 3. Para

a construcao das redes neurais foi utilizado a biblioteca PyTorch.

6.2 Calor

Neste experimento consideramos o problema inverso do calor descrito na Secao 2.2.
O problema tratado é continuo, por conta disso é reduzido a um sistema finito de equagao
lineares. Para isto, o kernel descrito pela equacdo (2.4) € truncado para n = 10. A solugdo da
integral de Fredholm descrito pela equacdo (2.3) € resolvida numericamente pela regra dos

trapézios composta (PHILLIPS, 1962). A préxima etapa é discretizar o intervalo [0,L] em m — 1
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subintervalos de tamanho £ definidos pelos pontos x; =ihe y; = jh,onde i =0,1,2,--- ,m—1,
j=0,12,--.m—leh=~%

Com as configuragdes acima, podemos reescrever o problema inverso do calor como um

problema de equacdo lineares da forma
Au =g,
onde w € a solugdo inicial do problema, g € a solucdo final no instante 7' e a matriz A € da forma

k(xo,y0)  k(xo,y1)  k(xo,y2) -+ k(x0,Ym—1)
L k<xlay0> k(Xh)’l) k(x17y2) k(xlvym—l)
E k<X2a)’0) k(X27)’1) k(x27)’2) k(x2,ym,1)
| k(xm—1,50) k(xm—1,y1) k(xm—1,52) -+ Kk(m—1,ym—1)

Para utilizarmos a estratégia abordada, € necessario a definicdo de uma funcao de erro,

para isto utilizaremos
Uz(a),x") =||lz" —%(a)]|2- 6.1
Na geracdo do conjunto de dados, consideraremos o seguinte problema

U =y, O<x<m >0
u(0,¢) =0, t>0;
0, t>0;

u(x,0) = 2sin(3x) —3sin(4x), O0<x<m,
cuja a solugdo exata é dada pela funcao

u(x,1) = 2¢~ sin(3x) — 3¢~ % sin(4x).

O espaco € discretizado utilizando m = 250, o tempo escolhido é T = 0.1 e os dados da

2 escolhida

solugio exata sio contaminados por um ruido & ~ .#(0, 62I) para uma variancia &
aleatoriamente entre o intervalo (1073,10~!) distribuido uniformemente. Para encontrar o
parametro de regularizacdo para cada dado gerado, utilizamos dois métodos. O primeiro, €
o método do gradiente conjugado para resolver a regularizacdo de Tikhonov. O segundo, é
o golden-section (KIEFER, 1953), utilizado para encontrar o minimo de uma fungao escalar.
Meétodos que estao implementados, validados e disponiveis na biblioteca SciPy (VIRTANEN et
al., 2020). Com essas defini¢des, geramos 400.000 dados, onde 80% € utilizado para treinamento

e 20% para validagdo.

A rede neural utilizada é composta por 5 camadas ocultas com 75,50,25, 12 e 6 neurdnios,
respectivamente. A fun¢do de ativacdo escolhida € a ReLLU, e os hiperparametros utilizados para

esta rede podem ser visualizados na Tabela 1.
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Tabela 1 — Resumo dos hiperpardmetros para o problema do calor.

Hiperparametros
Epocas 10
Batch size 32
Otimizador Adam
Parametro de aprendizado 10~*
Funcdo de perda MSE

O desempenho do treinamento da rede neural realizado na fase de previsao é mostrado
na Figura 5, onde € ilustrado no lado direito a dispersdo das predi¢cdes dos parametros de
regularizagdo realizadas pela rede no conjunto de validacdo e, no lado esquerdo, o erro relativo
entre a solucio exata para o problema resolvido utilizando o parametro definido no conjunto
e o estimado pela rede. A estratégia empregada, que utiliza técnicas de aprendizado profundo,
demonstrou um bom desempenho quando comparada ao método selecionado para determinar o
parametro o*. Isso € evidente tanto na precisdo da aproximagao do valor quanto na discrepancia
entre a solucdo aproximada e a exata. E importante ressaltar que, embora essa abordagem tenha
se mostrado eficaz para este problema especifico, ainda é necessério avaliar seu desempenho em

outros exemplos. Para verificar a generalizagcdo das redes neurais e fins de comparagdes com as

Figura 5 — A parte esquerdo da figura demonstra o erro relativo no conjunto de validagdo para os dois
métodos. A parte direita ilustra a dispersao das predi¢des dos valores do pardmetro de regulari-
7agao.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

técnicas de sele¢ao de parametro tradicionais, utilizamos outra equagao do calor para o proximo

experimento. Consideramos a equagao

Uy =2uy, O0<x<m >0
u(0,7)=0, t>0;
u(m,t)=0, t>0;

u(x,0) =sin(2x) 0<x<m,
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onde a solucdo exata é dada por u(x,t) = sin(2x)e 3. Para esse exemplo, geramos 1000 dados
ruidosos com a mesma configuracao definida no conjunto de dados e utilizamos 7" = 0.2. Os
métodos utilizados para comparacao foram a validagcao cruzada generalizada, curva-L e o método
utilizado para gerar o conjunto de dados da rede. O principio da discrepancia ndo foi utilizado
por obter um desempenho ruim nos dados utilizados. Na Figura 6 providenciamos o erro relativo
entre a solugdo exata para os métodos acima explicitados, onde o, € o parametro estimado pela
rede, a* é o parametro definido no conjunto de dados, @, é o pardmetro definido pelo método

da validagdo cruzada e oy, € o parametro gerado pelo método da curva L. Resumidamente, para

Figura 6 — Erro relativo entre os métodos de selecdo do parAmetro de regularizacdo para o problema
inverso do calor.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

novos dados a abordagem utilizando rede neural obteve um desempenho superior em relacio aos
métodos tradicionais, onde o erro relativo se manteve menor do que tais métodos. Isto vem do
fato da grande vantagem em utilizar redes neurais, a generalizacdo. Como o principal esforco
computacional da abordagem esta contida na fase de geraciao do conjunto de dados e treinamento
da rede, o tempo necessdrio para se calcular o parametro para um novo dado € significativamente

pequeno em comparacao aos métodos tradicionais.

6.3 Deblurring

Nesta subsecao tratamos do problema inverso de deblurring, onde é desejado estimar
a partir de uma imagem borrada, a imagem original. Para este experimento consideramos um
kernel gaussiano de tamanho 5 X 5 com variancia de 2.0. Matematicamente, este problema pode

ser reformulado como um sistema linear da forma
Ax =b+e¢,

onde A € R™*" representa a matriz de convolucdo, € R" a imagem original discretizada

achatada, b € R a imagem borrada discretizada achatada e € € R” um ruido aditivo.
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Neste problema, para gerar o conjunto de dados consideramos o conjunto de dados
BSD68 (ROTH; BLACK, 2009). Este conjunto é formado por 68 imagens em tons de cinza de
tamanhos 481 x 321 e 321 x 481. Sendo composto por uma variedade de imagens, desde imagens
naturais até de imagens de pessoas. Algumas destas imagens podem ser visualizadas na Figura 7.

Com o intuito de aumentar o conjunto de dados, duplicamos cada imagem contida em BSD68

Figura 7 — Exemplos de imagens contidas no conjunto BSD68.

Fonte: Elaborada pelo autor.

com sua imagem rotacionada a 90° no sentido anti-hordrio. Outra importante manipulagdo, é
a extracdo de 8 patches de tamanho 256 x 256 para cada imagem (ver Figura 8). Com todos
esses passos, o conjunto de dados reformulado agora contém 1088 imagens. O nivel de ruido
€ representado por um valor randomico selecionado uniformemente entre 1% e 5%. Onde, por
exemplo, um ruido de 4% significa que % = 0.04, para um ¢ escolhido randomicamente.
Com a configuracio dos ruidos definida, para cada imagem do conjunto de dados realizamos a
geracdo de 10 imagens ruidosas. Deste modo, o conjunto de dados final ap6s realizado todas

as alteracdes tem um tamanho total de 10.880 imagens em tons de cinza. Neste experimento,

Figura 8 — Patches obtidos de uma imagem do conjunto BSD68.

Fonte: Elaborada pelo autor.

definiremos duas fungdes de erro, a primeira, ¢1 proposta por Afkham, Chung e Chung (2021), a
segunda, ¢, proposta neste trabalho, onde a funcido é composta pela métrica SSIM (structural
similarity index measure) (WANG et al., 2004) e MSE (mean squared error). Sendo assim, as

funcgdes de erro sao definidas da forma
O (R(a),x") = ||x* —%() |2, (6.2)
O (R(a),x") =MSE(£(@)) - (1 — SSIM(£(ax),x")). (6.3)

A funcgdo escolhida leva em sua definicdo duas importantes métricas de imagens bastante

utilizadas, o MSE, sendo o erro quadréitico médio entre os pixeis das imagens, a outra, € o SSIM,



56 Capitulo 6. Experimentos numéricos

utilizado para medir a similaridade entre duas imagens, onde se considera algumas caracteristicas
chaves de uma imagem, a luminancia, contraste e estrutura. Portanto, todos os testes realizados

abaixo consideram dois conjuntos de dados distintos, um formado pela fungao ¢; e, outro por ¢5.

O préximo passo € resolver 5.1 e obter o parametro de regularizagcdo para cada imagem
no conjunto. Para isso utilizamos dois métodos. O primeiro, € 0 LSMR (Least Squares Minimum
Residual) (FONG; SAUNDERS, 2011), utilizado para resolver problemas de quadrados minimos
com regularizacio. Este método estd implementado, validado e disponivel na biblioteca CuPyx
(NISHINO; LOOMIS, 2017). O segundo, € o golden-section. Como este tipo de problema requer
uma abundante quantidade de memdria e esforco computacional, foram utilizadas bibliotecas

com suporte a GPU para otimizar o tempo computacional.

Com o conjunto de dados gerado, utilizamos para este problema uma arquitetura com-
posta por camadas convolucionais. Uma abordagem bastante utilizada quando o conjunto de
dados € formado exclusivamente por imagens. A configuracio da rede escolhida é formada por 4
camadas convolucionais, cada uma composta por 32 canais. Cada camada de convolucio possui
um kernel de tamanho 3 x 3, com um stride e padding ambos definidos como 1. Além disso,
adicionamos entre as camadas de convolu¢do uma operagdo de max-pooling com dimensodes
2 x 2, stride igual a 2 e padding de 0. As camadas finais sdo compostas por duas camadas
multi-layer perceptron com 8192 e 512 neurdnios, respectivamente. Uma melhor representagcao

da arquitetura proposta pode ser vista na Figura 9.

Figura 9 — Arquitetura proposta para o problema de estimar o pardmetro de regulariza¢io para o problema
de deblurring.

,
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Para realizar o treino da rede, € necessario a defini¢ao de alguns hiperparametros para o
pleno funcionamento. Na Tabela 2 estdo estabelecidos os hiperparametros utilizados para este
problema. Apds o treinamento, o desempenho realizado pela rede escolhida nos dois conjuntos de
dados podem serem vistos na Figura 10, onde no lado esquerdo € possivel visualizar a dispersao
dos parametros estipulados para o conjunto formado pela func¢ao ¢ e, do lado direito, formado

pela fungdo /5.

Para avaliamos o poder da generalizacdo da rede, escolhemos trés imagens de testes,
nomeadamente camera man, peppers e butterfly, todas de tamanho 256 x 256 (ver Figura 11).
As imagens de testes foram corrompidas pelo mesmo kernel e intervalo de ruido utilizado

nos dados de treinamento. Foram gerados 1000 imagens com diferentes niveis de ruidos e,
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Tabela 2 — Resumo dos hiperparametros para o problema de deblurring.

Hiperparametros
Epocas 20
Batch size 32
Otimizador Adam
Parimetro de aprendizado 1073
Funcdo de perda MSE

Figura 10 — Dispersao dos valores estipulados pela rede para o problema de deblurring no conjunto de
validag@o para a funcio ¢; (esquerdo) e ¢ (direito).
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Fonte: Elaborada pelo autor.

para fins de comparacdo, consideramos duas métricas para avaliar a qualidade da imagem
reconstruida, o PSNR (peak signal-to-noise ratio) e SSIM. Na Figura 12 e 13 é possivel visualizar

os resultados para um determinado erro. Para avaliar os resultados para todas as imagens de teste,

Figura 11 — Imagens de testes utilizadas para o problema de deblurring.

consideramos os graficos de densidade, que podem serem vistas nas Figuras 14, 15 e 16. Com
base na comparacdo qualitativa entre a fungdo de erro utilizada neste trabalho e a apresentada por
Atkham, Chung e Chung (2021), os resultados indicam uma melhoria na qualidade das solucdes

propostas.

Ao analisar os resultados para a imagem butterfly, destacam-se vantagens substanciais em
ambas as métricas, demonstrando a eficdcia consistente da abordagem proposta. Essa vantagem

¢ claramente verificada pelo grafico de densidade, refor¢cando a robustez da proposta. No caso
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Figura 12 — Resultados obtidos para a imagem peppers nas duas abordagens utilizando um erro de 2,5%.
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Figura 13 — Resultados obtidos para a imagem butterfly nas duas abordagens utilizando um erro de 2,5%.
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Figura 14 — Gréficos de densidade para a imagem butterfly. O lado esquerdo mostra a densidade para a
métrica SSIM. No lado direito, mostra a densidade para a métrica PSNR.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

da imagem camera man, a métrica SSIM revelou dreas especificas onde a abordagem proposta
apresentou melhor desempenho, enquanto a métrica PSNR demonstrou uma pequena vantagem.

Na imagem peppers, a abordagem proposta exibiu um desempenho superior na métrica SSIM,

embora tenha ficado em desvantagem em relacao ao PSNR.
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Figura 15 — Gréficos de densidade para a imagem camera-man. O lado esquerdo mostra a densidade para
a métrica SSIM. No lado direito, mostra a densidade para a métrica PSNR.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 16 — Gréficos de densidade para a imagem peppers. O lado esquerdo mostra a densidade para a
métrica SSIM. No lado direito, mostra a densidade para a métrica PSNR.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

6.4 Tomografia Computadorizada

A tomografia computadorizada é uma técnica de processamento de imagens bastante
utilizada na medicina para a visualizacdo de estruturas internas de um corpo humano. O pro-
cedimento consiste em projetar um feixe em varios angulos diferentes, medir a intensidade do
feixe e com isto calcular a reconstru¢do da imagem. Neste experimento, tratamos de imagens em
tons de cinza de tamanho 128 x 128 discretizada numa malha [—1,1]2. O intervalo dos dngulos

escolhidos e as coordenadas dos raios sao:
T b

T
© {071817 1817 7 80181}’
2 2 2
Lim {1, =14 m 122 11782 1),

Com as projecdes definidas e utilizando o método de Siddon, onde a intensidade do feixe
num pixel da imagem € dado pelo comprimento da intersecdo entre os dois, € possivel construir

a matriz A.
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Para a geracdo do conjunto de dados, utilizamos 14.500 imagens Shepp-Logan aleatd-
rias de tamanho 128 x 128 (ver Figura 17). A implementagdo para gerar estes exemplos esta
disponivel em Chung (2018), porém o cédigo-fonte estd na linguagem de programacao Matlab.
Para se adequar as configuracdes deste trabalho, o c6digo foi convertido para Python. Todas as
configuragdes de ruido e métodos de solugdes utilizados para o problema de deblurring visto na
secdo anterior foram considerados neste experimento. As mesmas fungdes de erro, (6.2) e (6.3),
foram utilizadas também. Portanto, o conjunto de dados € composto pelos sinogramas ruidosos e

o parametro de regularizac¢do calculado. Na Figura 18 € possivel visualizar alguns sinogramas.

Figura 17 — Exemplos de Sheep-Logan contidas no conjunto de dados.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 18 — Exemplos de sinogramas contidas no conjunto de dados.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A arquitetura da rede utilizada para este experimento é composta por 4 camadas convolu-
cionais, com 0 mesmo nimero de canais, fun¢do de ativacdo e kernel utilizado para o problema
de deblurring. A discrepancia entre elas ¢ a mudanca do padding para 1 e a utilizag@o de average
pooling em vez de um max-pooling. As camadas finais para esta rede sdo compostas por 3
multi-layer perceptron com 15488, 256 e 128 neurdnios, respectivamente. A Figura 19 apresenta

uma representacdo da arquitetura.
Os hiperparametros utilizados para realizar o treinamento desta rede encontra-se na

Tabela 3. O desempenho da rede nos dois conjuntos de dados depois do treinamento pode ser

visualizado na Figura 20. A dispersao dos parametros estipulados para o conjunto de dados
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Figura 19 — Arquitetura proposta para o problema de estimar o pardmetro de regularizagdo para o problema
de tomografia computadorizada.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

formado pela fungdo ¢; pode ser observado no lado esquerdo, enquanto no lado direito a dispersdo

para a outra funcgao.

Tabela 3 — Resumo dos hiperparametros para o problema de tomografia computadorizada.

Hiperparametros
Epocas 30
Batch size 64
Otimizador Adam
Parametro de aprendizado 1073
Funcdo de perda MSE

Figura 20 — Dispersdo dos valores estipulados pela rede para o problema de tomografia computadorizada
no conjunto de validacdo para a fungdo ¢; (esquerdo) e ¢, (direito).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para realizar os testes para verificar a generalizacdo da rede, utilizaremos para isto a
imagem camera man de tamanho 180 x 180 (ver Figura 21). A realizagdo das projecdes € feita
utilizando as mesmas medidas utilizadas na criagdo do conjunto de dados. Com isso, foram
gerados 1000 sinogramas corrompidas pelo mesmo intervalo de ruido utilizado no conjunto.
Uma visualizacdo da qualidade da reconstrucao que as duas abordagens podem proporcionar

pode ser visualizada na Figura 22.
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Figura 21 — Imagem do camera man utilizado para o problema de tomografia computadorizada.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 22 — Resultados obtidos na reconstru¢cdo do camera man para o sinograma com ruido de 5%.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Como utilizado anteriormente no problema de deblurring, utilizaremos as métricas

SSIM e PSNR para avaliar a qualidade das solugdes. Os resultados adquiridos podem serem

visualizados na Figura 23.

Figura 23 — Gréfico de densidade para a tomografia computadorizada do camera man. A densidade da
métrica SSIM € exibida a esquerda, enquanto a da métrica PSNR é mostrada a direita.
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Analisando os resultados deste teste, destacam-se vantagens em ambas as métricas
utilizadas para avaliar a qualidade da soluc¢do. Esta vantagem, € notdria ao visualizar os graficos
de densidade gerados. Estes resultados, sustentam que a estratégia desenvolvida neste trabalho

proporcionar uma melhoria na qualidade das solugdes.
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CAPITULO

CONCLUSOES

7.1 Consideracoes finais

Neste trabalho explorei trés problemas inversos comumente conhecidos: calor, deblur-
ring e tomografia computadorizada. Foram estudados fundamentos essenciais, como espacgos de
Hilbert, operadores lineares, operador inverso de Moore-Penrose e regularizag¢do. Essa funda-

mentacdo tedrica foi crucial para o entendimento da teoria sobre problemas inversos lineares.

Ao longo deste trabalho, foi notada a importancia da escolha do parametro de regulari-
zacdo em problemas inversos com dados ruidosos. Evidenciamos alguns métodos tradicionais
utilizados para este propdsito, porém foram notados algumas limitacoes destes métodos, como,
estimativa precisa do ruido e custo computacional. Por conta disso, foram utilizadas duas aborda-
gens, a primeira, utilizado por Afkham, Chung e Chung (2021) e, a segunda, proposta por este
trabalho. Os resultados numéricos mostrados sustentam a conclusio de que a abordagem desen-
volvida supera a metodologia proposta por Afkham, Chung e Chung (2021), proporcionando

melhorias na qualidade das solucdes.

7.2 Limitacoes e melhorias futuras

Com estudo deste trabalho, foi possivel identificar limita¢des ao utilizar a abordagem.
Como limitagdo, evidenciamos que a aplicagdo foi realizada para problemas especificos, por
exemplo, a utilizacdo do kernel gaussiano com uma variancia definida para o problema de
deblurring. Em problemas préticos, o kernel e a variancia podem ndo serem conhecidos, sendo

necessario avaliar como a abordagem se comportaria para novos contextos.

Outro ponto a ser considerado € a necessidade de obter um grande conjunto de dados,
caso em que seria necessdrio expor o problema inverso tratado a uma ampla gama de situagcdes

diversas. Essa estratégia melhoraria a capacidade de generalizacdo do modelo. Isto também
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incluir expor o problema inverso a situacdes atipicas, de modo que o modelo seria testado em

sua capacidade de lidar com estas situacdes.

O resultado deste trabalho motiva a continuidade da pesquisa em relacdo a técnicas de
selecdo do parametro de regularizagdo utilizando aprendizado profundo. Como melhorias futuras
a serem realizadas, destacam-se: utilizagao de regulariza¢des mais sofisticadas; aplicagdo em

novos problemas inversos e tratamento de problemas no espago ndo linear.
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APENDICE

FUNDAMENTOS TEORICOS

Neste apéndice, sdo desenvolvidas todas as defini¢Oes, fatos e notacdes que foram

utilizados durante todo este trabalho.

A.1 Espacos vetoriais normados

Denotaremos por X e Y dois espagos vetoriais sobre um mesmo corpo K, que pode ser

tanto R ou C.

Definicdo 4 (Norma). Uma fungdo ||-|[x : X — R™ é chamada norma se para todo = € X vale:

L [[Az|x =[Al[[x]x, VA€EK;
2. le+yllx <llxllx +yllx, Vy,zeX;
3. ||zllx =0< 2 =0.

Exemplo 1. Uma fungéo ||-||, : R” — R™, onde para qualquer vetor ¢ € R"

1

n P
lzll, = { X bal” )
k=1

para qualquer p € [1,00) é uma norma. Esta norma é conhecido por norma-p.

Demonstracdo. Mostraremos a validade de cada uma das condicoes.
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1. Seja qualquer € R", para A € K e p € [1,) temos que

1

n P
Az, = Z WCkV’)

)
= I/TI”): |xk|p>
= [4] (1;1 IXk!”>

= [Alllz]],

= Z |17 el

2. Sejam quaisquer x e y € R”, assim

n

le+yllf =Y o+ yel”
k=1
n

=Y I+ el + el

banl

N

<Y (el + Lyl b+ el
=1

n
Z k| [ 4 el P+ Z il i+ el P!
=1

I M: T

kakJrJ’kp 1‘+Z‘ykxk+yk)p .
k=1

Para o passo seguinte utihzarernos a desigualdade de Holder (KREYSZIG, 1991). Sejam
quaisquer g > 1 e r > 1, tais que % + 611 = 1, entdo para todo =,y € R", vale que

1

n n r n é
Y il < Yl [ X Il
i=1 i=1 i=1

Aplicando a desigualdade de Holder e tomando em particular r = p temos que

n
lz+yllh < Z (e +ye)? 4 Z i (e +ye)? |

n P n 1 é
Y |xk\p Y (e + oyl
k=1 k=1
1

+(§yk1p)p<ké e+l ) )
:<k (bl ) ((Zw) +<ki1ykp>'l’).

IN

D=
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Sabendo que % + é = 1, isso implica que pg — g = p. Substituindo na primeira parcela da

ultima igualdade acima temos

n q n P n P
e +yllh < Y b+l Y bl |+ X bl

P
= llz+yllp (=l +llyll»)-

Seguindo, temos
p_E
le+ylly * <lzlp+ylp

por outro lado p — § =p <1 - %1) = 1. Portanto,

1z +yll, <[z, +lyll,-

3. Seja qualquer € R", se temos que

n

lzllp,={ X bl”) =0,

k=1

como a soma ¢é finita e os valores sdo todos ndo negativos, a tinica possibilidade de a soma

ser nula é se x = 0.

Com todas as exigéncias foram cumpridas, a fun¢do definida acima é de fato uma norma em
R”. O

Dizemos que duas normas ||| e ||-||[g sobre o mesmo espago X sdo equivalentes se
existirem cy,cp > 0 tais que
cilzlls < [lz[a <c2fzls, VaeX.
Se o espaco vetorial X for de dimensao finita, todas as normas sao equivalentes (KREY S-

ZIG, 1991). Outro resultado importante € que duas normas equivalentes definem uma mesma

topologia para X .

Definicao S (Espaco normado). Um espaco normado X € um espago vetorial munido de uma

norma.

Exemplo 2. O espaco vetorial R” suprido da norma-p para qualquer p € [1,e0) é um espago

normado.

A nog¢do de norma nos leva diretamente a nocao de convergéncia. Dizemos que uma

sequéncia {x, },cy C X converge para um x € X se Ve > 0, dng € N tal que

|z, —x||x <€, paran> ny.
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Outra maneira de denotar isto é escrever x,, — x, quando n — co. Além disso, dizemos

que esta tal sequéncia € de Cauchy se Ve > 0, dny € N tal que
|em —xn|lx <€, param,n>ny.

Exemplo 3. A sequéncia {1} _ . éde Cauchy.

eN*

Demonstragdo. Seja € > 0, tomamos N > % em,n > N, assim

Y B T
m n|  |m n m n N N
2
N
< E.
Portanto, a sequéncia {%}n e+ € de Cauchy ]

Definicao 6 (Espaco de Banach). Um espaco vetorial normado X é chamado espaco de Banach
quando toda sequéncia de Cauchy em X é convergente com respeito & norma ||-||x. O espaco de

Banach também € conhecido como espaco vetorial normado completo.

Seja U C X, este conjunto € chamado de:

» fechado quando o limite de toda sequéncia convergente {x, },eny C U estiem U.

* compacto quando toda sequéncia convergente {x, },cn contém uma subsequéncia conver-

gente {x,, }reN que converge para um elemento em U.

* denso em X se para todo « € X existe uma sequéncia {x, },eny C U com x, — .

A unido de U com o conjunto de todos os limites de sequéncias convergentes em U €

chamada fecho de U, que denotamos por U.

Definic¢io 7 (Produto interno). Uma funcéo (-,-)x : X x X — C é chamada produto interno se

vale:

o

. <OC£U—|—ﬁy,Z>X :E(az,z>x +B<y7z>X> vw7y7z €Xe OC,ﬁ € (C;
2. <wvy>X = <y7w>X7 vwvy €X;
3. (x,x)x >0, VxeX;

4. (x,x)x =0 x=0,

onde % denota o complexo conjugado de u € C.
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O produto interno pode ser entendido como uma forma de ver uma similaridade entre
dois elementos do mesmo espago X. Uma importante desigualdade proveniente do produto
interno € a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Explicitamente, sejam quaisquer dois vetores

x,y € X, a desigualdade de Cauchy-Schwarz afirma que

Kz, y)x| < llzlx[lylx-

Outra importante afirmagdo é quando (x,y)x = 0, onde dizemos que « e y sdo ortogonais entre
si. Com isto, seja um conjunto qualquer U C X, definimos como o complemento ortogonal de
U em X o conjunto:

Ul ={zeX|(x,u)x=0,YuecU}.

Temos que U é um subespaco de X, além de que a prépria definicio implica que o
mesmo € fechado. Em particular, o complemento ortogonal de X s6 ird conter o vetor nulo
do espaco. Um fato interessante € que desde que temos um produto interno de um espago X,

podemos definir uma norma a partir dele.

Exemplo 4. Uma func@o ||-||x : X — K definida por
l[x == v/ (2, 2)x

¢ uma norma.

Demonstracdo. Sejam quaisquer x,y € X e @ € K. Entao,

1.
- - 2
Hoca:HX = (azx,ax)x =a(ax,z)y = A0(T,x)y = ¢ (T, x)x = OczHa:‘ s
2.
[z +ylly ={x+y,z+y)x
=(z,x+y)x +(y,x+y)x
- <w+va>X+<w+y7y>X
= <ZB,CU>X + <yaw>X + <w7y>X + <yay>X
= <$,CU>X —|—2Re(<:}8,y>x) + <y>y>X
< <w7w>X+2’<w7y>X| + <y7y>X
<(z,z)x +2|zlx|lyllx +(y,v)x
2 2
=[x +2llzllxlyllx + |y][x
2
= ([lllx + llyllx)":
3.

HLEH; = <£B,£B>X =0=x=0.
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]

Definicao 8 (Espaco de Hilbert). Um espaco de Banach X é chamado espaco de Hilbert quando

anorma ||-||y é definida pelo produto interno, ou seja, ||-|% = (-,-)x.

De agora em diante, quando nos referirmos a um espaco de Hilbert, denotaremos por
uma letra caligrafica, por exemplo, o espago de Hilbert 2. Com a definicdo de espagos de
Hilbert, conseguimos tratar de espagos que antes ndo se podia pensar instantaneamente como
um espaco vetorial. Por exemplo, L?[0, 1], o espaco das fungdes quadrado integraveis em [0, 1],
o qual é um espago de Hilbert. Com isto, todos os teoremas provados para espagos de Hilbert

abstratos podem ser aplicado a qualquer espago de Hilbert concreto que se esteja trabalhando.

Teorema 8. Sejam 2 um espaco de Hilbert e um subespaco U C 2 fechado. Entao 2" =

Ud UL, isto é, todo elemento « € 2~ pode ser escrito de maneira Gnica como

z=u+u, comucUu eU".

Demonstragcdo. Ver (FOLLAND, 1999, Teorema 5.24). ]

A.2 Operadores Lineares

Definicao 9. Sejam X e Y espacos vetoriais sobre um mesmo corpo K e um conjunto U C X.

Uma funcdo 7 : U C X — Y € um operador linear se para todo ¢,z € U e o € K, temos

T(ox+z)=0Tx+Tz.
Com a defini¢do acima, usaremos a seguinte notagao:
* D(T):=U é o dominio de T;
* N(T):={x € D(T) | Tx =0 (vetor nulo do espaco) } € o nicleo de T;
* R(T):={Tx €Y |xcD(T)} éo conjunto imagem de T.
Sendo assim, um operador linear 7 € dito
1. Injetivo se N(T') = {0};
2. Sobrejetivo se R(T) =Y

3. Bijetivo se T € injetivo e sobrejetivo.
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No caso que o operador T € bijetivo, existe um operador 7! : R(T) — D(T), onde para
cada y € R(T) conseguimos um x € D(T) tal que T~ 'y = x. Este operador é conhecido como

o operador inverso de 7. Com isto, temos que

T 'Tx=x, VxeD(T);
TT 'y=vy, YyeR(T).

Se para um operador linear 7 qualquer, o operador inverso existir, 0 mesmo € linear
(KREYSZIG, 1991). Caso T seja definida entre dois espagos vetoriais X e Y, ambos de dimensdo
finita, € possivel representar 7 como uma matriz em relacao as bases de X e Y. Suponha que
{x1,22, -, Ty} sejaumabase de X e {y1,¥y2, -+ ,Yn} uma base de Y. Podemos escrever T x;

como uma combinacdo linear dos vetores da base de Y, ou seja,
Tzj =ajy1+azjy2+ - +amjYm.,

onde a;; € 0 i-€simo componente do vetor Tx; em relagdo a base de Y. Portanto, a matriz que
representa o operador 7' em relag@o as bases escolhidas € uma matriz de dimensao m x n onde o

elemento (i, j) da matriz € a;;.
Exemplo 5. O operador identidade 7 : X — X, definido como /@ = x, para todo x € X € linear.

Definicdo 10. Seja um operador linear 7 : D(T) C X — Y. A restri¢do do operador 7 a um
subconjunto U C D(T) é denotada por Tiy, onde Tjyy : U — Y € tal que Tjyx = Tz, para todo
zeU.

Definicdo 11. Seja um operador linear 7 : D(T) C X — Y. Uma extensdo do operador T a
um subconjunto U D D(T') é denotada por T, onde T : U — Y é tal que Tjpry = T, ou seja,
Tx = Tx para qualquer & € D(T).

Definicao 12. Sejam X e Y espacos normados e um operador linear 7 : X — Y. Dizemos que T

€ limitado se existir um ¢ > 0 tal que
ITz|ly < cllz|x, Ve € D(T).

Definiciio 13. O espaco .Z(X,Y) é o espaco de todos os operadores lineares limitados de X para
Y.

Definicao 14. Sejam X e Y espagos normados e um operador linear 7 : X — Y. Dizemos que T

é continuo em x( € X quando, para todo € > 0, pode-se obter um & > 0 tal que
|ITxo—Tz|y <€, VzeX,com|xy—z|x<0.
Quanto T € continuo em todo o € X, dizemos que 7' € continuo.

Proposicao 2. Sejam X e Y espacos normados e um operador linear 7 : X — Y, as seguintes

propriedades sdo equivalentes:
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i) T é limitado;
ii) T € continuo;
i) T é continuo em 0.

Demonstragdo. 1) = 1i)

Seja T limitado, assim existe ¢ > 0 tal que Vx € X,
ITzlly < cllzlx.
Pela linearidade de T, temos que para quaisquer x|, x; € X,

|Tx) —Taslly = [T (21— 22) ||y <@ —x2lx.

Dado um € > 0 qualquer, fazemos 6 = £, assim Va;,x; € X tais que ||z —x2[|x < 6,

teremos
ITx) —Tx|ly <c|x)—x2||x <cd=¢€.

Portanto, T é uniformemente continuo.
i) = iii)
Trivial.
i) = 1)
Temos que T é continuo em 0. Entéo, tomemos € = 1, assim 38 > 0, tal que

ITx|ly <1, VaeXcom|z|x <3d.

%zHX < 8, assim

Tome z € X, com ||z||x < 1. Com isto,

(3%)

Facamos z = ”;’W, para qualquer x; € X, x; # 0, assim ||z||x = 1. Para o caso em

o 2
=2jral, <1 frell <
Y

que x; = 0, tomamos z = 0 e assim, ||z||x = 0. Dado que ||z||x < 1, podemos concluir, pela

linearidade de 7' que

x| 1 1 2
IT=lly =| T = :—||T€B1||Y§g
ledix /|, || lelle ), leillx
Tomando ¢ = %, temos que || Tx|ly < cl||x;||x, para todo x| € X. O

Definicao 15. Sejam X e Y espacos normados e um operador linear 7 : D(T) — Y. Dizemos
que 7 ¢é fechado se para cada sequéncia {x,},_, C D(T) tal que , = x ¢ Tx, — y, entdo
xeD(T)eTx =y.
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Definicao 16. Sejam X e Y espagos normados e um operador linear 7 : D(T) — Y. Dizemos

[}

que 7 é compacto se para cada sequéncia limitada {x, }/;_, existe uma subsequéncia {x,, };_,

tal que Tz, € convergente.

Definicdo 17. O espaco % (X,Y) é o espaco de todos os operadores lineares compactos de X

paraY.

Teorema 9. Sejam X e Y espacos de Banach. Se T € .Z(X,Y) é bijetora, entdo T~! é continua.

Demonstracdo. Ver Kreyszig (1991, Teorema 4.12-2) [

Teorema 10 (Grafico fechado). Sejam X e Y espacos de Banach e um operador linear T :
D(T) — Y. Se o graficode T

gr(T):={(z,y) |z c D(T),y =Tx}

é fechadoem X x Y, entdo T € continua.

Demonstragcdo. Ver (KREYSZIG, 1991, Teorema 4.13-2) O

Definicao 18. Sejam 27, % espagos de Hilberte 7' : 2~ — % um operador linear. Temos que
um operador 7" : % — 2 € dito adjunto de T se paratodo x € Z ey € ¥ temos que

(. Tx)y =(T"y,x) 2

Se T* =T, dizemos que T é auto-adjunto.

Seguindo a nota¢ao do Teorema 8, podemos definir de acordo com Kreyszig (1991) o

operador projetor ortogonal P sobre um subespago U fechado.

Definiciio 19. Seja 2" =U QU+, onde £ =u+u' comu € U e u’ € U*. Com isto definimos

0 mapeamento

PUZ%—>U

Tr—Uu.

Py é chamado de projetor ortogonal sobre o subespacgo fechado U'.

Proposicao 3. O projetor ortogonal Py satisfaz as seguintes propriedades:
1. Py é linear;
2. Py é auto-adjunto;

3. Pullga 2y =1

4. PyoPy=PFy.



80 APENDICE A. Fundamentos tedricos

Demonstragdo. 1. Sejamz) =uj+u)exy =up+uh € X, comui,uy €U eul,ub €Ut
Dados a1, 0 € K temos que,

a1y + Ty = oy (ug +u)) + o (uy +ub) = aug + us + o u + opub.
Deste modo,
PU(OQCEl + 062332) =ou) + ury = o Pyx) + o Pyx).
Portanto, Py é linear.
2. Sejam x|, x, € Z e suas respectivas proje¢des Pyx; = u| e Pyaxy = u,. Temos que,

(Puxi,x2) 9 = (u1,22) o0 = (up, up+us) 2 = (u1,u2) 9.

Por outro lado,
(1, Puxa) 2 = (T1,u2) 27 = (w1 + ), u2) 27 = (ur,u2) 2

Portanto,

(Pyzyi,22) 9 = (x1,Puxa) o

e, assim Py € auto-adjunto.
3. Sejax =u+u' € 2 comuclUeu €U, assim sendo

)% = llu+a'[} = (ut o' utu) o = (wut )y + (W utu) s

(
(u+u,u) 5+ (u+u,u),
(w,u) 5 + (U, u) o+ (u,u') - + (U, u') »-

2 2
7+l 5.

[

Com isto, temos que ||u||%- < [|z|%-, logo ||Pyz|%, < ||z||% para todo x € X, entdo
|Pull. 22,2y < 1. Como Vx € U, Pyz = x, assim ||Pyz|| 2~ = ||x|| 2, isto implica que

|Pullz (2 2y = 1.
4. Paratodo x € 2, seja Pyx € U. Assim,
(PyoPy)x =Py(Pyx) =Pyx, Vrec .
Portanto, Py o Py = Py

]

Caso o subespaco U nio seja fechado, somente temos que (U+)* = U. Sendo assim,

para qualquer T € £ (2", %) temos que

Proposicdo 4. Para qualquer operador T € £ (2",%), temos as seguintes propriedades:
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1. R(T): =N(T");

2. R(T*)* =N(T).
Demonstragdo. 1.

Yy EN(T) & Ty =0
< (T'y,x)9 =0, Ve X
s (y,Tx)yy =0, Ve
sy eR(T) .

Portanto, R(T)* = N(T*) e por consequéncia, (R(T)*)* = N(T*)* = N(T*)* =R(T).

zeNT)=Tx=0
s (Tx,y)y =0, Yye¥&
& (x,T'y)y =0, Yye#
s xeR(TH?:

Portanto, R(T*)* = N(T) e por consequéncia, (R(T*)*)* = N(T)* = R(T*) = N(T)".

Teorema 11. Seja 2" um espaco de Hilbert e um operador linear compacto autoadjunto 7 €

ZL(Z, ). Entdo, existe uma sequéncia {A, },cn de autovalores e uma sequéncia {vy},en
ortonormal de autovetores, tais que

Tx = Z An (@, V) x U,

neN

para todo « € X. Se a sequéncia {A, } for infinita, entdo 4, — 0.

Demonstracdao. Ver (MEISE; VOGT, 1997, proposi¢ao 16.2) [
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