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RESUMO

Atualmente as projegdes de demanda e ganho tornam-se varidveis importantes no
processo de tomada de decisdes para investimentos envolvendo custo e capital, em pesquisa
de mercado envolvendo produtos de consumo, em pesquisa de populagdes e em qualquer
outro tipo de previsdes que tenham a ver com ganhos ou demandas futuras, por exempio o
volume de agua que € preciso para ser gerada determinada quantidade de energia consumido
por uma populagao atraves de um sistema de operagdo e planejamento de um sistema
hidroelétrico, etc.

Em resposta desse interesse muitos estudos examinaram a possibilidade de gerar
previsdes usando séries temporais, ajustando modelos mediante a metodologia de Box e
Jenkins, porém estas séries sugeriam variabilidade maior em diferentes niveis, violando deste
modo a suposigdo de variancia constante na formulagdo dos modelos ARIMA. Nestas
situagbes, € comum na pratica, contemplar uma extenséo destes modelos, assumindo que
alguma transformacdo da série obedega um modelo ARIMA, freqlientemente sdo usadas
transformagbes de Box e Cox, porém as previsdes destas séries transformadas afeta as
interpretagdes em quanto a série original. Uma abordagem combinada de métodos classicos e
bayesianos & apresentada no tratamento destas transformagdes, os quais estimam junto com
os parametros do modelo a poténcia desta transformagéo, apresentamos também uma
alternativa para examinar a estrutura das auto-covariancias através do Polindmio de Hermite. A
pergunta que surge €, se a incorporagao destas transformagdes resulta numa melhora nas
previsdes. No caso particular apresentamos resultados em processos auto-regressivos. E feita
uma aplicagdo destes métodos em séries de vazdes medias mensais no Reservatorio de

Furnas.



ABSTRACT

Nowadays the demand and gain projections become important variables in the process
of making decisions for investments involving cost and capital, regarding the market research
involving consuming products, the population research and any other forecast research which
deals with the earnings or the future demands as an example, the water volume which is
necessary to generate a determined amount of energy to be consumed by a population through

the operation and planning system of a hydroelectric system and so on.

In order to answer this demand a lot of studies examined the possibility to generate
forecasts by using the time series, and by adjusting the models used in the Box and Jenkins
methodology, however, these series suggested a larger variability in different levels, and
therefore violating the constant variance supposition in the ARIMA models formulation.
Considering these situations, it is common in the practice to contemplate na extension of these
models, assuming that some of these series transformation will follow the ARIMA model.
Frequently the Box and Cox transformations are used; however, the forecasts of these
transformed series affects the interpretation regarding the original series. An approach
combining the classical and bayesian methods is introduced to the consideration of these
transformation, which allows us to estimate, along with the parameters of the model, the power
of this transformation. Also, we present an option to examine the structure of the auto-
covariances through the Hermite polynomials. The question that arises is, if the incorporation of
these transformations will result in an improvement in the forecasts. Considering this particular
case we present results in the auto-regressive processes. An application of these methods is

made in a regular flow series measured monthly at Reservoir of Furnas.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A metodologia descrita por Box & Jenkins (1970) para ajustar modelos ARIMA foi
amplamente usada numa grande variedade de aplicagdes, embora a possibilidade de utilizar
transformacbes de poténcia era muito brevemente descrito. O interesse difundido pelo uso de
transformagoes na construgao de modelos ARIMA foi estimulado pelos resuitados de Chatfield
e Prothero (1973), estes autores produziram modelos com transformagéo Logaritmo obtendo
previsbes de venda insatisfatorias, surgindo muitas discussdes deste artigo, principalmente por

Box e Jenkins (1976), que discutiram a possibilidade de obter um modelo com erros de
variéncia homogénea ajustando modelos ARIMA n&o necessariamente & série original {Z,}

mas sim para uma série derivada de um conjunto de membros de uma classe de

transformacoes de poténcia analisadas por Box e Cox (1964) :

7/’(/1) _ (Z/‘.

i

“1/A A0

=logZ, A=0 (1.1)

O parametro de transformagao A pode ser estimado juntamente com os coeficientes do
modelo ARIMA usando a fungdo de maxima verossimilhanga exata. Ansley e Newbold (1980)
indicam que o uso da fungéo de maxima verossimilhanga exata produz melhores estimadores
gue o metodo de minimos quadrados descrito por Box e Jenkins (1976) particularmente em

séries com pequeno comportamento sazonal.

Alguns aspectos teoricos do ajuste de modelos ARIMA com transformagdes de
poténcia foram discutidos por Granger e Newbold (1976), principalmente na aplica¢éo da
transformacgéo inversa para as previsdes. Em particular, estes autores mostraram que o

problema de selecionar um modelo inicial para sua analise posterior mediante modelos ARIMA
€ complicado, pelo fato que a estrutura da autocorrelagdo da série transformada {Z,""}.

dependente da escolha do par@metro de transformagdo A . Assim por exemplo, se a
autocorrelagao amostral dos dados originais s8o empregados para ajustar um modelo ARIMA
especifico, a escolna do modelo pode n&do ser adequada para descrever as propriedades

lineares de{Z}A)} para um A apropriado. Um exemplo numérico em séries temporais

macroecondmicas dado por Nelson e Granger (1979) mostra a importancia pratica deste ponto.

Recentemente, ha um crescente interesse em métodos estatisticos bayesianos, a sua
aplicag&o tem se difundido para diversas areas como epidemiologia, bioestatistica, engenharia,

ciéncias da computagao e séries temporais. Além disso, uma das areas de mais rapido



crescimento tem sido os métodos de simulagdo Monte Carlo em Cadeias de Markov na
pesquisa e andlise de séries temporais, sendo mais comum em modelos nao lineares. A
abordagem bayesiana considera o uso de densidades de probabilidade para representar

informagdes a priori sobre os parametros do modelo.

Box e Jenkins (1976) e Zellner (1971) foram uns dos primeiros a aplicar a abordagem
bayesiana para a estimagio dos parametros de processos auto-regressivos em modelos
ARIMA, porém, a maioria da literatura bayesiana em séries temporais focalizou mais a sua
atengdo na estimagdo dos parametros de processos auto-regressivos como foi indicado por
Broemeling e Shaarawy (1988). Harrison e Stevens (1976) apresentam previsées calculadas
por metodos bayesianos em modelos lineares dinamicos. Um desenvolvimento mais
aprofundado nesta classe de modelos € encontrado em West e Harrison (1989). As previsdes
baseadas em modelos auto-regressivos assim como os critérios de seleg@o baseados na
densidade preditiva € estudada por Schervish e Tsay (1988). Nao foi encontrada nenhuma

literatura que trate estes modelos com transformagées de poténcia.

No Capitulo 2 é descrito principaimente o tratamento bayesiano dos processos auto-
regressivos sem considerar as transformagbes de poténcia. E determinada a funcao de
verossimilhanga exata e aproximada dos dados, s&o calculados os estimadores de maxima
verossimithanga dos parametros do modelo. Na abordagem bayesiana séo especificadas trés
densidades a priori para os parametros do modelo, a priori ndo informativa de Jeffreys, a priori
conjugada normal-gama e a priori t-gama, s&o construidas as densidade a posteriori e preditiva
para estas prioris, trata-se particularmente com processos auto-regressivos de primeira ordem.
E feita a selegcdo do modelo via métodos classicos como AIC e BIC, bem como através de
métodos bayesianos, via fator de Bayes. S&o0 estimados os par&metros do modelo mediante

técnicas bayesianas usando algoritmos MCMC.

No Capitulo 3 é feita uma analise analoga ao Capitulo 2 considerando agora um
parametro a mais no processo auto-regressivo, o parametro de transformagdo 4. E
considerada uma distribuicdo a priori ndo informativa de Jeffreys para os parametros do
processo. Neste ponto existe a dificuldade de encontrar a distribuicdo a posteriori para A4,
tendo esta uma express@o muito complexa. E apresentada uma alternativa que combina
métodos classicos e bayesianos na solugdo deste problema. E feita uma analise da estrutura
das autocovariancias através do Polindmio de Hermite supondo que a série aceita uma classe

geral de transformagoes.

No Capitulo 4 fazemos uma aplicagido da teoria desenvolvida nos capitulos anteriores.
Tratamos com uma série do volume de oxigénio desprendido por pacientes queimados, este
volume mede o grau de estresse destes pacientes Esta primeira série ndo precisa de

transformagdes, porém é um bom exemplo para ilustrar o Capitulo 2. Para ilustrar o Capitulo 3



tratamos com uma série de vazdes medias mensais no reservatorio de Furnas, estas vazoes
permitem estimar custos ligados ao processamento de energia elétrica, esta série apresenta o
problema de variancia instavel em diferentes niveis da série. Ajustamos modelos para a série
transformada e para a série original e fazemos uma comparag&o dos resultados, s&o aplicados
os critérios para a sele¢do do modelo em cada caso e feita uma comparagdo para ambas as

séries.

No Capitulo 5 temos as conclusdes do trabalho e sdo propostos futuros
desenvolvimentos para trabalhos posteriores, Propomos a possibilidade de trabalhar com
outras prioris para a série transformada, como a priori Normal-Gama e a priori t-Gama,
propomos também desenvolver técnicas de previsdo segundo uma abordagem bayesiana para
a serie transformada e generalizar os resultados para processos auto-regressivos de ordem p.
Tratamos também sobre a possibilidade de considerar erros ndo gaussianos nos processos
auto-regresivos, por exemplo, erros com distribuigdo exponencial, gama e log-normal,

baseados em distribuigdes condicionais.



CAPITULO 2
ABORDAGEM CLASSICA E BAYESIANA NA

ESTIMAGAO DOS PARAMETROS EM PROCESSOS
AUTO-REGRESSIVOS.

2.1 INTRODUCAO :

Apresentamos neste capitulo, o desenvolvimento de métodos classicos e
bayesianas para processos auto-regressivos de ordem p, AR(p), em particular para o
processos auto-regressivos AR(1). Em geral, esta abordagem considera o uso de
densidades de probabilidade para representar informagdes a priori sobre os parametros do
modelo. O objetivo deste capitulo é utilizar a abordagem bayesiana e técnicas de
simulagéo de Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC) para estimar parametros,
selecionar modelos, fazer previsdes e avaliar a influéncia do parémetro de localizagao das

densidades a priori na estimativa a posteriori dos parametros dos modelos AR(p).

Em casos mais gerais como fazemos aqui, a influéncia dos parametros de
localizagao das densidades a priori s6 pode ser avaliada usando técnicas de simulagao
MCMC. Os resultados em [Barreto e Andrade, 2000] mostram que o uso de densidades a
priori t-student tornam a abordagem bayesiana mais robusta com relagdo aos parametros
de locagdo das prioris. Apresentamos também varios critérios de selecdo de modelos
como o fator de Bayes, observando como tais critérios podem ser utilizados na analise de

modelos de séries temporais.

E feita uma comparagdo das estimativas classicas e bayesianas usando a
verossimilhanga exata e a verossimilhanga aproximada, observando-se que pode ser
usada a verossimilhanga aproximada dos dados ao invés da verossimilhanga exata tendo
resultados similares, simplificando assim vérios célculos. Trés alternativas para as
densidades a priori dos parametros do modelo serdo estudadas. Primeiro, adota-se uma
densidade n&o informativa de Jeffreys para o modelo AR(p). Em seguida, usa-se uma
priori conjugada normal-gama. Neste caso, o estimador bayesiano para os parametros

podem ser calcutados explicitamente (Broemeling e Land, 1984). Na terceira alternativa,

utiliza-se uma priori informativa t-Student, p-dimensional, para os parametros ¢ s e uma

. . . a . . 2
densidade a priori gama para o inverso da varidncia dos residuos 7 = 1/(7 . Esta escolha

resulta em uma densidade a posteriori ndo padrado, a qual s6 permite uma analise a

posteriori por meio de simula¢do de algoritmos de Monte Carlo em cadeias de Markov



(MCMC). Aqui seréo adotados os algoritmos Amostrador de Gibbs {Casella & George,
1992) e Metropolis-Hastings (Chib & Greenberg, 1995).

Os resultados desse capitulo mostram as vantagens e flexibilizagao do processo

de inferéncia bayesiana pelo uso de técnicas de simulagio MCMC.

2.2 PROCESSO AUTO-REGRESSIVO - AR(p) :

O modelo AR(p) é dadopor: Z, =@, Z, | +.......... +¢,Z, , +a,.

Seja Z,, t=1,2,....,n dados observados da série e denotemos o vetor de parametros por:

7, =\Variavel aleatéria observavel

¢ = Parametro néo observavel do processo

a, = Ruido branco n&o observavel, independentes com V(«,) = o’

.2 v
r = o (precisdo)

4 < R" . ¢p=(d..0,)

onde «, & um ruido iid N(O,f')

usando a notagéo vetorial.

~f'(ZI)T1’ """" ’Zn):f.(zlwl ’ZI‘ ).f(ZI‘+2 ’Z/hl) ““““ .f‘(zn |Zu I)

Zo =L, +¢,2, +a,,
Z,, =L, F e +¢,Z2,+a,,
Zn _¢IZH—I Fo f ¢p Hnop t a,



Sabemos que para estes modelos: ¢, = Z, —¢ 7, | —......... ¢, Z,,  t=pHi..., ne

uma transformagao com jacobiano unitario, temos:

" " _z_l."3 —r ,
v Z 2 =TT Semexpl —Z -7 = mpp 7
( pil I / ) Il:!l \/27[ p 2 ( t ¢l i1 ¢p l—p)
(2.1)
) f(? | ¢, T] aoc 'l'(""ll)l2 cxp{mzr Z(Z’ 7¢|Zl | T e _¢pzl—p ): } (22)
- t=p+l
Usando a notacgéo :
val Zp ZI \ ¢|
: p+l Z7 :
Seja: 7z = . X= ) ¢ =
Zn Zu [ Zu—p ¢/)

Assim temos que : i (Z, - L~ -9,Z,. p) [Z X¢) (Z»/}’¢J

(= p+l

rescrevendo a fungdo de verosimilhanga na forma matricial :

f{; | ¢r] o ) CXP{:;[Z_— ; QN%— ; ¢]} (2.3)

Podemos também representar esta fungéo por :

L(?,T]m ) L\p{ (z X¢J Eé{( ¢}J{ 5

Aplicando o logaritmo temos que :

R e U S

Derivando l[(b,r) em relagdo aos pardmetros 7e¢ e igualando as expressdes a 0

temos que :

6



ol g,r
{{é Ju—p] 1

ot 2 1“5{2—%_{?]7{?—@}:0

Portanto os estimadores de maxima verossimilhanga sao :

A

¢- i x) 'l 2) (26)

aT

e[z 2] @

2.3 PRIORI NAO INFORMATIVA DE JEFFREYS PARA O MODELO
AR(p) :

Na teoria da Inferéncia bayesiana os parametros ¢ {pardmetro qualquer) de um

modelo s8o considerados variaveis aleatorias para os quais temos alguma informagéo a
priori, resumida na densidade de probabilidade a priori ﬂ,(¢]

No contexto da inferéncia bayesiana determina-se a densidade a posteriori dos

parametros ¢ combinando-se a fungdo de verossimilhanga com a densidade a priori
f;)[¢J através do teorema de Bayes, ou seja :

{o12pls)

A9l

.f;(g{ﬁ.z):L

A inferéncia bayesiana para os modelos AR(p) comega pela escolha da densidade

a priori A/")[¢,T].



Quando as informagdes sobre os pardmetros sdo insuficientes podemos adotar

uma priori ndo informativa de Jeffreys. Supondo que ¢ € 7s&o0 independentes e

assumindo que ﬁ,[qﬁ | r) tem distribuicao uniforme (-1,1), podemos escrever a densidade

conjunta a priori como :

f(,[¢,f]ocl/r , >0 (2.8)

Combinando a fungéo de verossimilhanga L(¢,r} com a priori de Jeffreys fn(¢,rJ

foee)-dobo-

w " 7 exp {Z X¢] (z X¢]JL

temos que :

Utilizando os resultados :

(18] (-0 -2 (o0

onde : Z=X¢ € é:(xlx)l(xrz)

Et =]

Temos que a densidade posteriori para ¢ erTé:

f-(';é,r;?)m_,;-' {TT [¢ ¢] (v X{¢ ¢] o[z ](z 2)| o

Agora vamos obter as densidades condicionais de ¢ er.

Temos que :

T i (L ORI



ool {22 (7)) H

- ]e\p{ ZT(Z z]r(g— 7]}
pois + [l [(¢ ¢} [x x{¢ ¢]” ' & uma iegral do uma

distribuigao Normal multivariada.

Portanto 7 tem uma densidade a posteriori:
[ Iay
Gama[v—v—i— {Z Zj (Z— Z]/2]
Considerando o estimador bayesiano como a esperanca a posteriori de 7, temos :

E(rl%.):(n—zp){[z-%)r(?%J}

“1=2

M ’ I -~
Temos também que: Var ( | 7) 2(n - °p){[7— ZJ (7,— 7]J
Por outro lado temos que :

f(gb!l}f [vF ewlt [¢ ¢j (x’ x(gﬁ ¢] ( )[7 7] I*

[ ofto-s) eefles] e

-1

qu ¢j [x’ x{(;) ¢} [ j[z z]ﬁ @.10)

Apoés algumas simplificagdes algébricas podemos escrever a densidade a

posteriori dos pardmetros ¢ como :

9
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r/v N
onde V:(n—2p)()»(r X{[Z7j (Z—Zﬂ e v=n-2p

Portanto ¢ tem densidade a posteriori t-Student, com v = (n-2p) graus de

N

liberdade, vetor de localizagéo ¢ € matriz de precisao V. O estimador bayesiano € o vetor

esperado a posteriori de ¢ ou seja : E[¢ | Z] = ¢

Assim o estimador bayesiano para ¢ coincide com o EMV.

Temos também que: V[¢|Z] = V'( d 2]
-~ - ‘7M

2.4 PRIORI CONJUGADA NORMAL GAMA PARA O MODELO AR(p) :

A fungdo de verossimilhanga sugere o uso de uma densidade a priori conjugada

Normal-Gama. Assim temos :

#lgte)e p{z (-] #fs- %‘j}

folr) o o7 expl- pr (2.11)

s e )= 107 [0)



onde ¢ cR”, PcR" e a,p escalares sao hiperparametros. Combinando a

fungao de verossimilhanga com a densidade a priori temos a densidade a posteriori dada

por :

(n-pi2a) 2

f(?,r[gjocr 2 expi-Dr? exp —%[\({’)—gﬁf)rV[g{F@j} (2.12)

onde :

b= XX 2 p s

v=X" X+ P
1 ‘r'r, T I [ T ' T
D:/?+5 L Zrp Pu|— | X Z+Pu (X X+P) | X Z+Pu

Devido a conjugagéo, temos que a densidade conjunta a posteriori € uma Normal-

Gama. Assim podemos determinar a densidade a posteriori de 7, integrando com relagéo

aos parémetros ¢ . Procedendo desta forma, temos :

(n-p+2er) | P

JIGETEE cxp{—rD}lrfcxp ‘% (¢—¢,le(¢—¢,} d¢

(:a—;)+2u)7l

fle)cr 2 expl- D} (2.13)

Temos portanto que o valor esperado e a variancia a posteriori de 7 sédo dados
por:

E(T | Z): (n—p+2af2D)"
Varlr | 2)= Elc| | p)"
Da mesma forma, integrando com relagdo a 7, temos a densidade marginal a

posteriori para os parametros ¢ é dada por :

(n fZ{l‘)_

f’(f(ﬁléjoc fr 2 exp —%[&g,,)ri/[g—@,%zu] dr

11



(oo fea (e

reagrupando os termos temos :

_ n+2a

o) o) woa)|

1+
n—p+2a

(2.14)

onde W=(n—p+2aV(2D)"

Portanto, vemos que ¢ tem densidade a posteriori t-student, p-dimensional com

v=(n—p+2a) graus de liberdade, vetor de localizagdo ¢/) e matriz de precisao W.

Entédo podemos estimar os parametros ¢ pelo valor esperado da densidade acima e a

matriz de covariancia dos parametros pode ser obtida diretamente da matriz de precisao

W. Assim temos :

Bz )= xep) (X' 24 pi 2

v . &xer)'en)

v—2 (n—p+2a—2) (216)

ofos)

O valor esperado a posteriori, ¢b € uma média ponderada do estimador de

A

maxima verossimiinanga ¢ e da média da densidade a priori, £/, ou seja:

=06 e (X zepa) < e B X P

Apresentaremos os procedimentos necesséarios & aplicagéo de simulaggo MCMC para a

analise bayesiana.



Algoritmo do Amostrador de Gibbs

O amostrador de Gibbs (Gelfand & Smith, 1990; Casella & George, 1992) ¢
basicamente um esquema iterativo de amostragem de uma cadeia de Markov cujo o
nucleo de transigdo é formado pela densidade conjunta a posteriori. Para o modelo com

priori informativa normal-gama, tem-se que a posteriori conjunta é dada por (2.9) :

e e R Y

As densidades condicionais sdo faciimente obtidas devido a conjugagio:

f((f_ﬁl RZ]"‘ N(@,,(TV)IJ (2.17)

f[ rl¢, zJ - r{’i’va_‘zﬂé[?ﬁ_ 2 JT V(¢_ 4, J] (2.18)

onde, V=X X+ P

.
D=p+ ;{(z" Z+u" P,u)— (x"' Z+ P/JJ (x"' X+ P)I(D_{T Z+ P,uﬂ

As Equagtes (2.17) e (2.18) sdo usadas para gerar 0s valores dos parametros como

segue:

Passo 1: Afribua valores iniciais aos parametros e inicie o contador de iteragbes j=0.

( {0) {0 (0)
¢(o) = [qﬁl ..... 9, Jc?z-

Passo 2: Obtenha um novo valor ¢'/*') a partir da densidades condicional .

o~ s817".2)

(i . A .
Passo 3: Obtenha um novo vailor Z'”“ ) a partir da densidade condicional.

z'(m)&f(flqﬁ";”,?:]

Passo 4: Verifique se houve convergéncia. Caso contrario, faga j=j+1 e repita passo 2 .



Ap6s um numero suficientemente grande de iteragbes, as observagbes geradas

(/)
(4) - - . .
¢ T Jconverglrao para uma amostra aleatoria da densidade conjunta f( @7 Z] a

posteriori .

2.5 PRIORI T-GAMA PARA O MODELO AR(p)

Considera-se agora, para o vetor de pardmetros ¢ ,uma densidade a priori t-

Student, p-dimensional, com k graus de liberdade, vetor de localizagdo i e matriz de
precisdo P. Para o pardmetro 7 , atribui-se uma densidade a priori gama com

hiperparametros a e /3.

Desta forma, tem se:

rfc)=(s15)00) 219)
onde;
, 7(/\;1’)
fl({é]oc 1+(qj H) p (?‘6_{[) (2.20)
fo(e) e 77 expl- fry (2.21)

Os coeficientes ¢ podem ser considerados independentes com uma matriz de correlagéo
dada por ZkPil/(k—B).A priori fu(¢,rj resultante do produto (2.20) e (2.21) sera

doravante chamada de priori t-gama. Assumindo-se independéncia entre ¢ e 7, a analise

a posteriori & feita multiplicando-se a verossimilhanga em (2.3) com as densidades a priori

em (2.20) e (2.21):

n=p=2u

f(#fﬁl?)ocr 2 expi—7 /j+B;€j

A(9) 22)
onde B( ) (gﬁ ¢j X' x(¢-%ﬁ]+[Z—iJT(Z—-—é)Pemebe-se que a densidade

conjunta a posteriori ndo tem uma forma padréo. Por tanto, a avaliacdo das densidades

marginais a posteriori pode ser feita por meio de métodos de simulagéo estocastica do tipo



Monte Carlo em Cadeia de Markov, usando algoritmos como o Amostrador de Gibbs e

Metropolis-Hastings. Além disso, ndo é possivel chegar a uma equagdo semelhante a

(2.14) que estabelece a relagdo entre ¢, , ¢ e 1, portanto esta relagéo sera analisada

também via simulagédo MCMC.,

Algoritmo do Metropolis — Hasting + Amostrador de Gibbs

Quando as distribuigdes condicionais nao sdo faciimente identificadas, de forma tal
que ndo podemos gerar amostras dessas distribuigbes diretamente, utiliza-se o algoritmo

Metropolis-Hastings. Para este caso, a posteriori conjunta é dada por (2.22):

f{g{ﬁ,r | Z,) B Tf_'t_l'ét%ff,,, cxp{ A5+ B(j) f.(éﬁj

onde:

As densidades condicionais a posteriori sdo dadas por:

r{o1nz)=ex ——{[«5 ¢j [ XI¢ ¢ﬂ Ale)-wlepn(e) e
(o (03]

Este algoritmo é implementado a seguir:

Passo 1: Atribua valores aos parametros e inicie o contador de iteragbes j=0.

( (0) l}) (0}
¢1U [¢1 v“ﬂ )ef



Passo 2: Obtenha novos valores a partir da fungao de transicao: ¢! ~ /i (;é“})

Passo 3: Calcule a probabilidade de aceitagéo do novo valor.
\I;(¢(./+I))

= Z se ‘P(g/)(’)) >0
\_P[¢(I)) ;

1, ce.

ro . -
al¢(””-‘¢(”j: ming 1,

Passo 4: Gere x de Uniforme (0,1) e faga ¢(-"') = ¢“) se i > a(¢(-’*'),¢(”J
Passo 5: Gerar 7V ~ f(r i ¢,Z) a partir da expresséo

Passo 6: Verifique se houve convergéncia. Caso contrario, faga j=j+1 e repita passos 2-8

2.6 VEROSSIMILHANCA EXATA VS APROXIMADA - PROCESSO
AUTO-REGRESSIVO AR(1).

Considere a série temporal 7, ,t=1,.......ngeradaporum processo AR(1) :
Z =¢Z  +a, t=12....n (2.25)

onde:

Z, =Variavel aleatoria observavel

¢ = Parametro ndo observavel do processo

. . 2
a, = Ruido branco n&o observavel, independentes com V(«,) = o

T =o” (precisao)

2.6.1 Verossimilhanca Exata :

A Verossimilhanga exata para os dados ¢ dada por :
fZlg,e) =112 17 )f(Z)
temos que :

(“7.1) i o
fZIpo )z CXP{*Z{“‘“Z'} "2, (202, )}}



Aplicando logaritmo e derivando em relagao aos parametros e igualando as expressoes a
0 temos:

Entédo a verossimilhanga pode ser escrita como :

J(Z]§,v)x r'-: \/l —¢° cxp{~ %[: +b,(¢ - glﬁ)2 }} (2.26)

onde:

b =Y7 -1 b =37
=2 r=|

" b b;
b, = ZZIZI—I oy = =

1
r=2 b?

2.6.2 Verossimilhancga Aproximada :

A Verossimilhanga aproximada para os dados é dada por :

fZ1 oy =[1/@,07,.)

f@igot) =] exp{~ L@ )}

- N2 2o

(n-1) .
JZ] p.o’)=r1" cxp{g;{Z“(zI ~ 47, )1}}

Apos algumas simplificagdes algébricas obtemos 0 EMV para ¢ e 7 :



2.6.3 Yerossimilhanca Exata vs. Verossimilhanga Aproximada :

O objetivo desta segdo é mostrar que pode ser usada a verossimilhanga
aproximada dos dados ao invés da verossimilhanga exata tendo resultados similares
simplificando assim varios calculos. Na continuagdo sdo apresentados os graficos da
fungéo de verossimilhanga para ambos dos casos onde pode-se notar que estas no

apresentam maiores diferencas.

Figura 1: Verossimilhanga exata Figura 2 ;. Verossimilhang¢a Aproximada

2.7 PRIORI NAO INFORMATIVA DE JEFFREYS PARA O MODELO
AR(1):

Quando temos pouca ou nenhuma informagao sobre os parédmetros podemos

adotar a priori ndo informativa de Jeffreys :

0 log [(2/4.7) |
J — E P ————— i —
oot J

1
I = ’J|~ Priori de Jeffreys

logo :
f(g,r)oc ™ -l<g¢g<lr>0




1(8.7)=1(c14)1(p). onde f(g) 6 assumido U(-11)

Pelo teorema de Bayes a densidade a posteriori conjunta para (¢, 7) é dada por :
f @012y [(Z]p,7)f(¢.7)

Entdo:

f(@.r12) ,z\/wsfexp{_ﬂ,- b (¢_¢)z}}.

Por tanto:

f@r1 7y e img exp{— j[r rb(# ¢”} @27

Precisamos obter uma amostra para essa densidade.

A distribuicdo condicional de (7 |¢) € encontrada fazendo que todo termo que dependa

de ¢ seja constante, entdo :

n

f(ffw)ocrz'exp{—g{rvtb.(qﬁ—;ﬁ‘f}} r>0

Podemos identificar que (7| Z,¢) tem distribuigao gama :

. "+h1[¢_é)-

lr1Z.4)~ Gama ’5 — 250

Agora precisamos da densidade de (¢/Z), para isso integramos (2.27) com respeito a
7 e obtemos :

1lo12)=Trlo.r 2 Ti=g p{ ranfo-d)

Lt’ T

J
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Podemos reconhecer que o segundo fator da densidade marginal & proporcional a uma
densidade t-Student :

7(\-‘+|) "

)] o]

Assim ;
v+l n
L= v=71-1
2 2
1 b, . F
3 = — O' g
ve©  r bv
entao:

Ho12)= \/1—¢1r,,...(és,ﬂ

Para gerar uma amostra da distribuig&o conjunta (qﬁr l Z), aplicamos o algoritmo de

Metropolis-Hastings para /(qﬁ | Z), gerando uma distribuig&o t-Student com (n-1) g.! e logo

multiplicamos a esse valor gerado pelo desvio padréo e somamos a média :



[

| F

X | +
n=1 Vblv ¢

!

com este nucleo geramos uma amostra aleatéria para ¢ .

Esses valores de ¢ geram valores para 7 da:

| r+b.(¢—¢3]2

Gama| —, —— -——
2 2

2.8 PRIORI CONJUGADA NORMAL GAMA PARA O MODELO AR(1) :

A func@o de verossimilhanga (2.26) sugere o uso de uma densidade a priori

conjugada Normal-Gama, assim temos :

flg.r)=flg| o)/ (7)

onde :

(¢/7)- N@‘H
()~ Gamaler. p)

¢, € o estimador obtido pelo método dos momentos, ou seja ¢, = 2,

Para obter os parametros da distribuicio Gama achamos um estimador dez, = -
-

temos que:

Assim:

21



Da aqui podemos tirar os valores apropriados para os hiperparémetros « e B

Na continuagéo, temos :
! , . 1
flplr)ecr? cxp{ 2[(/5 —¢) [ e fle)o o expi- pr}

f(z)oc 77" expl- Br}
entao:

J (@)= f(@0)f(7)

Pelo teorema de Bayes, temos :

S(8.51 Lof (L1 ,7)f (@.7)

o« r” JI—¢° exp{—%[;’+bl(¢ —¢)J}rh l exp{— ﬂr-%(g’ﬁ —¢'J}

Achamaos agora:

o | e

Jl¢Zycr 2 explﬂr 7

e

Assim:
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om0yt |

B
Procedemos a encontrar a densidade marginal:
f@i2 = [zl
{
o ﬂjrlv]__l
o \fl -’ IT . Cxp{— ,[h}
Q
n+ 2+l
] n~2a~l  n+la+l
! 2 l 2 : ') '-, f
o1 —¢ [ B * r ° expp—/)’r}dr
9
1
n+ 2+
S 1
oL A1—¢"

et o )

n+2a+)

« \/'1_—7{(2/; ) (b, + 1)(¢ ¢H 2

i 2eetl

@ “? (¢¢” n2e

Reconhecemos que o segundo termo da densidade acima € proporcional a uma
densidade t-Student, assim:

7(!‘4) ez

] e




Assim:

v=n+la

2 2
L hl . 241
voe® 20+r (b, + 1

ent&o:

. B ©2p8+1
f (¢ I Z): \ﬁ 7¢- *tn+-'_’rz(¢"—J
: (b, +1)v
Para gerar uma a.a da distribuigo conjunta L¢,T ] Z),aplicamos o algoritmo de M-H para
fl¢ | ZJ fazendo:

251

=P
I;H-M '«v, (hl + 1)\, +¢

com este nlcieo geramos uma amostra aleatoria para ¢ .

Esses valores de ¢ geram valores para 7 da:

o) g N2
Gama Hff(m,ﬂ+%{r+(bl +1{¢—¢JJ }

2.9 PRIORI T-GAMA PARA O MODELO AR(1)

Infelizmente Prioris conjugados ndo existem para todas as probabilidades. Em

geral, para o caso ndo conjugado, o posterior e seu condicional ndo pode ser diretamente

provado . Acontece, por exemplo, se nés escolhermos para¢@ uma densidade t-Student, p-
dimensional com graus de liberdade, parémetro & e matriz de precisdo P; e uma

densidade de Gama para 7 ,i.e.,

flg.r)=flg|7)/(7) (2.28)

De forma que:



(7)o o ' expl- pr}

Em este caso a posteriori esta dado por:

foe12es > el e 2L

Em que:
w054 xx{o-3) 2] [2-2]
flg7) {1 L= H):(qj B H)J_m;m

Deste modo as densidades condicionais sdo dadas por:
£ 2.2) oxp - [({ﬁ 4] (xx]g- ¢ﬂ ) 229)
=y(¢)r{g)7)

flc1¢,2)~ (jama(n_‘l;fza P+ B((/))]

A densidade condicional f(gbl r.Z) em (2.29) ndo pode ser diretamente provado.

Para superar esta dificuldade nds podemos usar o algoritmo Metropolis-Hastings.

2.10 CRITERIOS DE SELECAO DE MODELOS :

Una vez escolhidos varios modelos e calculados os seus parametros, o passo
seguinte & escolher o modelo mais “parcimonioso”, ou seja, aquele que tem o menor
numero de parametros possivel e menor variancia dos residuos. A selegdo do modelo é
de extrema importancia pois a escolha de um valor “pequeno” demais para p pode levar a
uma representa¢ao inadequada da série, enquanto que um valor “grande” pode levar a

um grau de complexidade desnecesséario.

()
N



2.10.1 Critérios AIC e BIC :

Dentre os critérios mais utilizados para selecdo de modelos estdo o critério de

informagao de Akaike (AIC) e o critério de informag&o bayesiano de Schwarz (BIC).

Estes critérios tém as seguintes formulagdes (Akaike, 1974; Schwarz, 1978) :

) 2M
AlIC=In|o. |+ —
N

. J , Min(v)

BIC=In [O-a
N

Onde M= p+1 & o niumero de pardmetros e N é o tamanho da série em questio. Portanto,

nota-se que as equac¢des anteriores quantificam o chamado “critério da parciménia”.

Escolhendo M e ¢ para minimizar o AIC e o BIC, estamos obtendo um compromisso entre

A D

um ajuste acurado (pequeno S(¢) e consequentemente pequeno o, ) e parciménia na

parametrizagéo (numero adequado M de parémetros).l

2.10.2 Fator de Bayes :

Pode-se ainda determinar o modelo via fator de Bayes, definido como :
B. = f(Z | M',)
T slzim)
onde _/'(Z | M,) é a funcéo de verossimiihanga marginal para todo o conjunto de dados Z

definida como :

fleim, )= [ [tlzigmm, )rlp.e v, Jag
onde M  é o modelo AR(p) sendo analisado, _f(¢.r| Affl,)é a densidade a priori e

L(Z|¢.t.M ) ¢ a fungao de verossimilhanga dada por (Box & Jenkins, 1976; Oliveira,
1998) :
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N op

L(Z|¢,r.Mpr)oc r? exp{—; Z(Z -$Z, .-.¢,,Z,-p)z}

“t-p-l

A verossimilhanga marginal pode ser estimada, usando as amostras geradas por

simulagéo MCMC, da seguinte maneira (Raftery, 1996) :

f(l | ‘pr) . Z[‘(Z | ¢l}) (/] )

_}'(Z[M',,): LIZ: ( -1

mi5 Lz, 2 M)

De acordo com o critério do fator de Bayes, prefere-se o modelo M ; ao modelo M, se:

é;f:i ZIM,)
Hleim,

2.11 PREVISAO K PASSOS A FRENTE :

O ajuste de modelos AR(p) tem como um dos objetivos finais a predigdo de

valores futuros para a série temporal em questdo. Denota-se por Z;- os k valores da série

a serem previstos e por Z,, as p Ultimas observagoes, isto é:

Z(Zmu (n=2)>" 7 Z(m»))
Z (Z,,(p.]z,,, ..... 7)

Seja f(g/),r | Z] a densidade conjunta a posteriori para os parametros de interesse ¢ e

7 . A densidade preditiva pode ser calculada por:

1z, 12,)= Hf(z/ 452, )f[{),ﬂzpjdrd?

onde j. corresponde a p integrais I L A previsao dos valores futuros Z pode ser
23

obtida através da resolugao da seguinte integral multipla:
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E(Zf | L): .[fo(zf I;PZ)‘
iz, 12)- I%U _[f(Z, 4.7.7, )f(gﬁ,mzp }m/ 4(1 z,

Alterando a ordem das integrais tem-se:

E(z_, | g): [ _[E(Zf 4.0.2, )f(gé r|z, )(znzqﬁ (2.30)

Usando o modelo AR(p). tem-se:

7"!1—/\ :{élz’n*kﬂ +"“+¢pzn (p-k) +au+k
Esta expressao na forma matricial fica:
] 0 0 T O _¢‘1) _¢/J—l _¢{}72 e 7¢|
- ¢I l 0 o 0 0 _¢/I 0 T 2
Ao)=| -0 <o 1 o] Hyl=[ o 0 4
L ¢A‘ [ ¢A’—2 - ¢l‘f—3 o 1_ rvk L 0 O —¢k—3 U _¢k J;“-,,

Pode-se escrever, portanto:

R O O

N{E[Z/ | ¢T,Z), Var(Z,. [(zﬁr,Zj] em que a € um vetor de variaveis aleatérias i.i.d,

N (0, r! ).Tem—se que Z , também & um vetor de variaveis aleatorias que obedece a uma

distribuigdo

E[Z, | ¢r7) = ‘—A"(?JB(;»)ZJJ (2.31)

a2, 1052)=( ) 0] -

Substituindo-se (2.31) em (2.30) pode-se calcular a previsdo dos valores futuros Z_f

resolvendo-se a seguinte integral.
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E(z_,. | z): [ /[(—A"(?)B(géjzp ] f((/?,r | z/,]dn{@ (2.33)

A variancia é calculada como:

Var(Z . L)z EW[Vm{Zf | &, T,ZH + Varq)_{E(Z[ | P, T,Z)] (2.34)
onde:
EW[VW(Z/ |¢,r,;§ﬂ = J;_[Var(zf | 4, r,zjj‘[¢,r | Z)(lr(lq/) (2.35)

-1 (o) (o) Yo

Em geral, devido a complexidade das expressfes (2.33) e (2.34) para p = 2 essas

integrais sé podem ser calculadas de forma aproximada. Uma alternativa bastante viavel e
gue simplifica consideravelmente o tratamento do problema da predigdo consiste no uso

de métodos de simulagéo de Monte Carlo.

2.11.1 Previsdo usando MCMC

Retomando a Equagao (2.33), afirma-se que o valor esperado E[Z /| Z)pode ser

calcutado usando algoritmos de simulagéo de Monte Carlo. Para isso, considera-se uma

amostra 05(") :( ,("),(bz("),....,yﬁ,(,"))j=1,...,m gerada por simulagdo MCMC. Pode-se,

portanto, calcular o estimador de Monte Carlo para ELZf \Z)usando essa amostra

através da seguinte expressao :

L‘(zf 1 ;): i Z— A (¢‘~“)13(¢‘~“ ]zﬂ (2.36)

m3

tomando-se agora a expressdo (2.34), dada por :

I-/ap(Z[ [ Z)= Eé.,r|:Vdr[Zf | 4, T,Z)] +Var,, [E(Z ‘ |9, 7, LH (2.37)

Pode-se escrever cada termo da equagdo (2.37) usando a amostra gerada por simulagao

de Monte Carlo, ou seja :



Fi‘,j__,[ym—(z, ]g?, r7ﬂ =diag{% ’m (-r‘-”)_][A l(qbi/))J[Aq(ﬂnﬂlJ (2.38)

e, usando (2.36),

a

[, 00z rnez) fz007)] e
LS (o ol (LS (o o]

onde E(Z[ |¢‘Il’r(l],z] — 714 l[¢“))8(¢(/]jzl,,J:1 ..... m.

Assim, substituindo as Equagtes (2.38) e (2.39) na Equacao (2.37), tem-se o estimador de

Monte Carlo para l—"'ar'(Zj | Z}obtido por simulagao MCMC.
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CAPITULO 3

ABORDAGEM CLA§SICA E BAYESIANA NA
ESTIMACAO DO PARAMETRO DE TRANSFORMACAO
AEM PROCESSOS AUTO-REGRESSIVOS DE PRIMEIRA
ORDEM.

3.1 INTRODUGAO :

Neste capitulo s&o desenvolvidos procedimentos de estimacdo em modelos auto-
regressivos de primeira ordem AR(1) com erros gaussianos quando existe a possibilidade de
incorporar uma transformagéo de poténcia nos dados com a finalidade de conseguir uma série

estacionaria.

Aqui observaremos que surgem problemas na geracdo de uma amostra para a
distribuigdo a posteriori de 4 dado que a sua expressdo € muito complexa, assim &
desenvolvido um método recursivo para estimar os parametros do modelo onde é feita uma
combinag¢do de métodos classicos e bayesianos, usando 6s algoritmos de Newton-Rapshon e

as técnicas de simulagéo Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC).

3.2 TRATAMENTO BAYESIANO NAS TRANSFORMAGCOES DE BOX E COX
NO PROCESSO AR(1) :

Box & Jenkins (1970) discutiam a possibilidade de obter um modelo com erros de

variancia homogénea, ajustando modelos ARIMA n&o necessariamente para a série dada Z,,

porém, para uma série derivada de um conjunto de transformacdes de poténcia, da forma,

A

Z, =1
Z,m= : 3 e AZEQ (3.1)
logZ,,A=0

o uso dessa transformagéo exige que Z, >0 e /=0, quando este néo é o caso a

transformagédo (3.1) pode ser modificada para :



Z +e) =1
Z(ﬁyz £—Lj;il———,2/¢()

f

log(Z, +¢),A=0

Assim definimos o modelo auto-regressivo de primeira ordem AR(1) como:

Z, =u,+¢Z,, onde a, ~ N(0.o°)

{
Fazendo A — () em (3.1) a transformag&o de Box e Cox fica Zf{ '=1n Z,

A Verassimilhanca do Modelo AR(1) para a série transformada fica :

e e ool 1 Se - |

(=2

s T%‘ EXP{ ;[i(ln Z/ —4751!‘1 Zf')j}}

=

Agora:

2 =a, +¢Z,,"") modelo AR(1) para 2,

{

sendo:

a =2 gz, "

il i

InZ, —¢In7,

4
Ea,)= E(InZ, —¢InZ, ) =0

Assim para A # (0, temos a fungdo de verossimilhanga exata para os dados transformados

dada por :

/'(z"'"’y;é,r,;v)m Wr; eXp{-.., [(;w)zl“” +S (z,"*)—gbz,,‘”)z}} (3.2)

(SR |

[}

Achamos o EMV para ¢:
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f(Z()—l §¢,r,l)oc T2 Vﬁmcxp{_;[(l—W{Z‘i{l} +i(zl;_1 _¢Z[ 1;; _1) }}

=2

o« T':chp{ 2-/%—[(1 —¢'-’le”: —1)?' +i[(z," —1)— ¢(ZH" —1)12” (3.3)

-2

")

trabalhando em (3.3) temos :

mf@””@ﬁﬂﬁ*‘r[OWX%iJ*ij&f~ﬂ—ﬂl.“4ﬁ}+mP%Jf§;J

- 2/12

E?In_)"(Zf“ |(15,T,ft) "

e R ) R Iy S e

o S :

Podemos desconsiderar o termo final da equagdo anterior como € o caso na verossimilhanga

aproximada. Igualando a zero, obtemos :

¢{izrz[z,_," ~1f [z -1f } - Z[z ~1fz, 7 -1

s

Logo o EMV para ¢ é:

C $hl
¢I;‘,:\-Il" - = ] s . 2
Sl - -z -]

(2

O EMV para A é apresentado em (3.7).
Agora, precisamos de uma expressdo mais reduzida da verossimilhangca em (3.3), assim

trabalhando em (*) temos que essa expressdo pode ser escrita como

oo e o ke ol

z, -1f —24(z, - 1fz, " —1)+p2(z." _1)3]

(2 1) gz, 1) +Z

33



i B

=z -1) —p*z 1) +i(zf ~1f m2¢_z(z,’: “z 1) ¢2i(2,," -1

2

Agrupando convenientemente :

=Sz ) +¢-‘{i(z,_ﬁ 1)~z ﬂ-zqﬁg(zf ~1)z,. 1)

-] =2

Podemos assim denotar as expressoes:
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— A A =7
= Mz -1f -(z, =
r=2 =2
b 3 b 1 b 1 b 1
r
A f)-)
onde ¢, = [;li
Substituindo em (3.3), temos a expresséo do verossimilhanga exata:
S I e B
L(ZW |(15,T,/L)OC Tyl —¢7 expy— YE r+b|g—¢

3.2.1 PRIORI NAO INFORMATIVA PARA O MODELO AR(1)

Precisamos agora ter uma expresséo para a priori de ((.75, r./l); dado que n&o temos

nenhuma informacgado optamos pela priori :

, >0

Flpri)o L
:

Hg.r.2)= f(r| 2,9)/ (21 9)/(8), onde f(2]4) e f(#) sao assumidos U(-

1,1)

Pelo teorema de Bayes, obtemos uma expressao para a distribuigdo a posteriori conjunta de

lp.r.212):



flor.aiz) T;—I'\/i—;?exp{‘ — {r +h/ g (zﬂ} (3.4
A \

Precisamos obter agora uma amostra para essa distribuigéo.

Achamos a distribuigdo condicional de (r | Z,q/ﬁ,/l), isto implica que as expressdes que no

dependam de 7 passam a formar parte da constante de proporcionalidade.

Assim:

i {,.wlwﬂ}

f(T | Z-,(é,/l)oc T;’i] exp{— >

T
2

Temos que:
» . . i
72,9, A Gama o

Obtemos agora uma expressdo para a distribuicdo condicional de [{/ﬁ,}t/'Z), para este fim

precisamaos integrar {(3.4) com respeito a7 :

le.212)= [1lpra 2

- el /] -
« J}: V]_¢2 CX}{_,)—@|:F+I’1(¢¢] :|J SYE ) dr
© - . r+bl(¢¢J
P 532 ’m n ’+b1[¢_5)_ 1 ’*b1(¢¢j; Z
o /1 - ¢ _ ST lcxp -7 — 5 dr
A -\? 24 21
r+b,(¢¢] v
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H

o 1 —¢~’/1"r';{1 +b7'(¢—¢3) } 2

A partir da aqui podemos obter uma expresséo para a distribui¢do condicional de (¢ / Z.ﬂ,)

Assim :

sl¢12.2)

\

]

[ -]

O segundo termo da expressado ¢ proporcional a dist. t-student :

]
- - =——
2 2

[ b,

—=—L

vo v

3

v g
- v=n-1
9 }‘

— o’ =
by

"

{u%{gﬁ—%ﬁ)z} 5

reb, depende de .

(3.6)

Com este segundo temos gerado valores para ¢ mediante o algoritmo de M-H, usando o

nucleo :

”

s

\l by

é a constante \/1—¢° para completar o algoritmo.

Na seguinte se¢do apresentamos algumas alternativas para se obter a distribui¢ao de txl | Z) e

poder gerar as amostras da posteriori (¢, T, A Z) .
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3.3 ALTERNATIVAS PARA A OBTENGAO DA DISTRIBUIGAO DE ( 1| Z) :

Apresentamos 3 alternativas para a obtengéo de (): Zl e completar o algoritmo para obter (3.4)

3.3.1 Mediante a Condicional (/1 | Z¢J :

De (3.5) podemos escrever :

20

g 7)o — 2
v +b](¢ —¢)

oc/l"[,~+bl(¢—q;]2}

temos quer, b, e ¢ depende de A .

Assim :

S R D 3O cty |
arez)e 2302 1) - { = J .
=] Z,(Z,_IA _1)* __(Zl/t . 1)

Desenvolvendo a expressao acima obtemos :

toroc)eifi-o o - 2l )-d
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aqui ndo € impossivel reconhecer alguma distribuicdo conhecida para 4 o que dificulta a

obtengéo da amostra.

3.3.2 Mediante a Marginal {1 |Z):

Aqui podemos tomar a conjunta de lqﬁ,/l [ Z) em (3.5) e integrar com respeito a ¢,

teremos :

tlarz)- Jio.arzho

i

!

wr 22 [imgt 1+1”—j(¢-éﬁj ap

O célculo dessa integral foi feito no programa MAPLE, sem obter resultados
satisfatorios, resulta dificil para o programa a resolugdo dessa integral dado que a sua

expressao e complexa.

De qualquer modo, tendo o valor dessa integral, temos os termos r, b, e ¢ que
dependem de A, e como no caso da condicional de [/1|¢,Z) temos problemas na

identificagdo de um nucleo para comegar o algoritmo de Metropolis-Hastings.

Dados esses problemas, como terceira alternativa sugerimos o uso de uma
metodologia que combina a analise classica dos dados com a analise bayesiana, trabalhando

com distribuicbes a posteriori para os parametros ¢ e e encontrando o EMV para A, dados

0s parametros anteriores.

3.3.3 Mediante a moda a posteriori - Analise Classica e Bayesiana :

Nas segdes anteriores foram desenvolvidas distribuicdes a posteriori para :

e para;



R s

- g
t-Student {qﬁ,b—} nucleo para o algoritmo M-H
v
v

Tivemos problemas para obter a distribuicao de L/l | Z) a qual é necessaria para gerar amostras

das duas posteriores anteriores, como alternativa podemos tomar um valor inicial para A e
substitui-lo nas distribuigdes condicionais de 7 e ¢, assim geramos um novo valor para A a

partir de uma equagdo.

Para isto precisamos que esta equagao combine os valores de ¢.7 e 4.

A verossimilhnanga em (3.3) combina estes parametros,

v

f(_z | ¢,r,/1)“» exp{_ 2; [(1 ez )3l 1) ez _1)]2}}

N R R S R O |

24

A |

=2

20 X
('?Inj{Z @7, )L] 721{] 7¢3XZ‘/, 71)211 InZ, -4/ QTZ[(Z:Z _1)_4’5(&—11 _])lzr). InZ —¢7,In7, ,|-42
o af B 4%

assim:

T
24

{(1 )z -1z nz, +Z[(z )=z, 7 mz, -9z, z,_,]} =0
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g)=l-¢ )z <12/ mz,+ Yz -1)-glz, 2/ w7, -4z iz, |- 0

entdo:

e =(-¢'Jz" 1)z nz, +Z[ “1-g7, 1)z 0z, - g2, 7, )
~(1-¢"fz," -1}z, nz, +Zz InZ, - 4z,'Z, . —gL, "2/ InZ, + $'Z, P InZ,
(17, ~1)Z 107, +Zz 'z, ¢Zz 7,07, ~43 7, /7 07, +#3 7, " nz, , =0

1=2 =2

(3.7)

logo para um valor inicial de A = A, [obtido do ajuste (In X‘,lnS ] obtemos amostras para as

posteriores de ¢ e 7, assim, de (3.7) temos um novo valor para A, fazemos isto até A

convergir.

A equagéao g(}.) = (). Pode ser solucionada mediante o algoritmo de Newton-Rapshon.

A1) ;jmﬁ _M

()
Este algoritmo é interessante porque combina ambas abordagens classico e bayesiano e
permite comparar como se comporta o estimador para A em ambas situagbes. Este
procedimento € equivalente a construqéo da fung@o de verossimilhanga “profile” conhecida na

abordagem classica e que sera desenvolvida na seguinte segao.

3.4 A TRANSFORMAGAO DE BOX E COX PARA MODELOS AR(p) :

Nesta secdo vamos generalizar os resultados classicos encontrados para modelos

auto-regressivos de ordem p. Consideramos uma série temporal {Z,,t = 1,2,......11} onde

Z, >0 paratodo ¢ >0, o uso da transformagdo de Box e Cox para Z, consiste em construir

a série transformada dada por :

-1
A =0
- InZ,,2=0

7, _

Se 7,,(/") pode ser modelada por um AR(p) entdo temos :
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P
(4)
= Z¢/‘Zrﬂ
j=1
[ . . - 7 2
onde (¢, > 0} é umruido iid. N (0,0' )
As estimativas dos parametros ¢:(¢1,....¢{,) e r=1/c" devem ser calculadas

juntamente com o parametro de transformagao A . Para isso vamos considerar a fungéo de

verossimilhanga para os dados reais {Z,,I z 0}_ Assim temos :

L[g{ﬁ,ﬂ,r | Z)~ I—[f(4 | 4)

(=p+]

onde f(Z Z) ( (“|Zw) J

-/71.4':’ sendo thf“ | Zm) a fungado de verossimilhanca

dos dados transformados e J,/ , wn 0 Jacobiano da transformagéo de Box e Cox.

Sendo «, i.i.d. N(O,J:) temos que :

(Z‘”|Z”)ocr exp ——( un j} (3.8)

o oz
Alem disso ./77,\4, = Z,/"I J, . =- | entdo

t

f(Z,IZ)OCT"" exp ——[ ZM ] VA (3.9)

A fungado de verossimilhanga para os dados reais {Z,,f > 0} € dado por :

g

Usando a forma matricial :

1=pil

) Hr'- (z“ Z¢Z ]JL B (3.10)

(7) (2) {4) (1)
7, zW oz, Wz
Z'/)* Y = ) 2]
- (2] 7 (/') Z (A) {4)
L” (s=p)al -l n=1 ? ’ ner (n-p)wp

temos ;



.. r . N ;
L[¢)\ Z_’;v | ZJ o l_u-h;"_’ Cxp{_g(zlﬂ_ X(}}¢j (Z(/{]_ 1){[4)¢J}l—[zra—k (311)

=p+1

tomando agora o logaritmo de I(gﬁ T, A | Z) , temos :

T ) v "
[I{f’)—){(”yﬁj (Zm_ {((*)¢]+(/1—1)le12, (3.12)

(=p+]

!({é,r,/’t-IZ)oc TPt
g : 2 >

para determinar o estimador de maxima verossimilhanga para A temos a fungdo de

verossimilhanga “profile” (Box e Cox, 1964), obtida substituindo-se os estimadores ¢ e 7 em

(3.12). Assim temos :

/p(/l|¢,T,Z]ocglnr+(ﬂ—l)2lnzf (3.13)

t=p+l

as estimativas ¢ e 7 sdo dada por:

" s .ol T .
¢=(X(/f) XUJ) (X(/\) Z(/i)) (314)

/\] . . T . a
;o= [Z“’—X("’qb) (Z”’—X“’¢j (3.15)
n-pl= 7 -

Assim, escolhendo-se A € [a,b], fazemos variar A neste intervalo e avaliamos este na fungao

de verossimilhanga "profile”, graficamente teriamos :

Grafico 1: A estimado gue maximiza a fungdo de verossimithanga
“profile”.

A

Ip(A') / \
L ,1 N

Entso escolhe-se A como o estimador de maxima verossimilhanga “profile” para A .
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3.4.1 TRANSFORMAGCOES DE BOX E COX PARA SERIES DE VAZOES :

As séries de vazdes sdo séries sazonais que usualmente apresentam comportamentos
repetitivos por anos, tendo grande influéncia as precipitagées pluviais e as mudangas de
temperatura que acompanham as diferentes esta¢des do ano. Assim, as transformacéoes de

Box e Cox sdo aplicadas a uma serie sazonal, onde temos :

A
([[(IZIH) 71 4
) ' A#0
qr((r.m) = /?, (316)
ng,, A =0

a serie qf{)‘,_}m) entéo e padronizada para estimar a componente sazonal na média e a variancia,

ou seja:
(%) (4
(][‘(I'.Hl) _um
(rom) = (1) (317)
O-”f
I o ) (0 Y
TR | e LSy
onde : }umA —*Zq,(,‘,") yomo=1,2,.., 12 € (O - Z( t(r.m) H .
r=1 r—1
O modelo AR(p) para £, . € dado por :
»
Z!(r‘m') = Z(/)jzf(r.m) 7 + ar{r.m') (318)
i1

A funcgado de verossimithanca para os dados reais € escrita como :
n-=s I; T 14
L(;/S,r,i i ZJ o l—l T expy— -2[2, VZV@.Z”] 'szq, (3.19)

neste caso o Jacobiano ./Z”{h € dado por :

oZ, 0q," 1

Z.' - N - .
iy a(ll/t) (‘}(L O.(A}

i "

t{r.m)

assim, temos :
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H—s

n—p T . RN A
T I L 0 2| CO 0] IS W) w

m-—| =p+]

(3.20)
A fungao de verossimithanga “profile” & dada por :

oS

!p(i | @, r,Zj o« ;p lnr+EZln o +(4 —I)Zln Gty (3.21)

m=| r=pil

3.4.2 PREVISAO EM TRANSFORMAGOES DE BOX E COX :

O ajuste de modelos AR(p) com transformagées de Box e Cox tem como um dos

objetivos finais uma melhor predi¢@o de valores futuros para a série temporal em questao.

Seja:
i
(4) ql(r.m) -1
Gilrn) =5 (3.22)
com :
l - A iy ] 4 ?
{ (1) ik {1} 2
/'[ml) = Z(/r(rlm) o mo= I»:-)' s S (Tr(n = ’ Z(ql(r.m) - /’tl{tr J)
"9 n-—-1 53
e:
(4) (2)
tll I'JJA, - #IU
Zl(r,m) = ) (4) (323)
O-l')l
Denotamos por :
2
‘(’Il(r,fvl_l‘} _1 _ {(’},]
. ﬂ ;IN
Zl[r.m) = T(([r(l Jn)): G(,{) (324)
entao :
. [P
-1 PY TS (4) k)
ql(f'.m) = T (Zl'r,m)): [/'/(O-m Z((r.m] + /lm )+ 1] (325)
A previsdo da variavel Z, é:
zl[ﬁ',ln_] = E[Zl(r,m] ‘ Z] (326)
sendo «, iid. N(O, o“j) entdo podemos escrever
ZI(I‘,m) = ZI()‘,IH)+ a, (327)



uma primeira aproximagao para a previsao de Yirm) pode ser caiculada por :

Mty =T ( Z r(r.m]] (3.28)

’7!(!\1!1) = [/{( 0-,‘”).) Zr(/'.m] + )Ul(”/ ) } + 1]

Esta primeira aproximagao néo € a previsdo MMSE e sim a previsdo que minimiza a
media do erro absoluto MMAE, ou seja 77,,,, ¢ a mediana da fungdo de densidade

condicional de g, .. Isso ocorre porque «, tem distribui¢do simétrica e a média e a mediana

da densidade condicional de Z

“tiram)

coincidem e sdo dadas por Zir. . Assim sendo

Sy = T (Z,(,,M)) € uma fungao crescente de 7 entao o percentil 50% de ¢,, ,, € a

Hrmy?

transformagao inversa do percentil 50% de Z

t(ron)”

Para A #1 a fungéo de densidade condicional de 4.y € @ssimétrica, entao n,., .,

nao coincide com a media da densidade condicional de ¢, ., denotando a media condicional

por :

q’("»'"} = El‘q!(r.m] ‘ QJ (329)

~ ~

4. . € a previsao MMSE para ¢, ,,. Podemos deduzir ¢, ,, em funcao de Zigrm

adotando a transformacga&o inversa dada por :

Difrmy = T (Z/[l'.ln))

q,(,..,”) = T-l(Z((r,m)‘F arJ (331)
entéo ¢, ., pode ser calculada usando a densidade de probabilidade de «,, por :

c}r(r,m) - _l:T_l [é’(":"’]+ (l, J]/.(al )([(l, (332)

ql(l-,m) - J.I:/i(o-’(':” (Z""'”')+ a! ) + luf(?l/l)j " ]j| ‘f(a'l‘ )daf

entéo .
[

N +|

B i)
Uiy = J’[){O’:j) Zirm)+ ,u,(”"]] +1+ /”t(rf,f’a,} f(ar )da,

el
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~ +7] 17

q!(r“llr) - II:A[O— Z’(' m)+ ,u"' J+]}/A[l +ra, ]]/2 f‘(al )d(lr (3.33)

e
onde :

i2) (2)
AO‘H! O-m

r= —

[)(o_’(:) Z trm) +'u’(" J+]j| ( I(”") Z (rom) +,L1L’”j 1/1

sendo a primeira aproximacao para a previsao :

1

: ) SA
{4) (2}
U!(r.m - [ ( m Z (rom)+ /um j + 1:|

temos a previsao MMSE de ¢, ,, dada por:

G srm) = Titom) ﬂl +ra ] f(a )da (3.34)

—u

denotando por w, = (% ,com w, ~ N(U,I), assim temos :

é’i{r.m) = ]‘]I(I'JHJ. I[l + b, :Il/l ‘/‘(“)l )([M"f (335)

onde :

o O.(A)

& "

( ‘(” ) Z {r, mJ+ /.lm J 1/‘['

calculamos uma aproximagao para a integral em (3.35) :

G= ﬂl +uw, ]l"'i 1w, Yw,

Método de Monte Carlo :

A aproximagdo de G por Monte Carlo, consiste em gerar uma amostra de tamanho M

(/)

(grande) da variavel aleatoria i.i.d. w, ~ N(O.]) que denotamos por w,’’ para j=1.2,....M, entdo

avaliamos G por :

- 41/[ Z[] +uu(’)] (3.36)
M

M
/=
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Método Numeérico :

Para resolver a integral (G numericamente, vamos rescrever essa integral como :
o
. 14
G = ﬂl +uow, | f(w, dw,
o

Denatando por :

glw, )= /1_ cxp{_ ";r_ } / J.Af(w, w, (3.37)

\,272'

entéo g(w, ) e uma densidade truncada para w,, dessa forma temos :

G= j[] + uw, ]'/ g(wf )u’w, (3.38)

o6

existem restricbes para u impostas pela restricdo de que ¢, ,, >0, essa condigdo na

transformagao (3.25) implica que :

qlzlr.m) = )‘[II[/:) +1

{r.m)

qf}r‘m, = /1(0":’2 )+ ,u,(,f'])+l > ()

m I(f‘ JH

~

substituindo Z, v = Z«rm)+ 0, W, , temos

Aoy = /1{0,‘,,)')[2,(,.‘,.._& a,W, ] + ;lf}:):| +1>0 (3.39)

entdose A > 0:

. - ]
O”("AJ(ZI["J")-I_ ()-(l MV’; ] + ;[’(”/1) > AT
A

(- ) A 1 ).)A ) (i) (4 1
o ’(Z,(,‘.m)+ o, w,) > —/1}" - 5 =0 Zimtolo,w >—u -
(9

1 L 1 1
W, > e 0',(”"] Zi(rm)+ y}”'”) +— =W, >
oo, A u

m

Agora se A <0 temos de (3.39) que :

- ~ 1
O-;(,,A)[le'r,m)-l- o,w, J + IL[‘("}] < _;
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gue resulta em :

1 o | 1

, ( )z {4) )
W, < A {O-m}l drm)t "+ — = W, <——
o . A i

n

Considerando como ponto de truncamento da N(0,1)

w'|>4 teremos hw,|>4, assim
1
devemos ter: uj < Z .

Como aproximagao numeérica para (& , vamos adotar o método de Gauss , onde :

+1

G= {(1+uw,)" glw Jdw (3.40)
. f ! t
sendo :
y b—a
I=[ple)dr ==—=3 dplx)
a il
b+a b-a
com S 2 7 ;o FL2 n
por exemplo, para :
i L. A

! 1

+0.96028986 0.10122854
+0.79666648 0.22238104
+0.52553242 0.31370664
+0.18343464 0.36268378

AW N
g N ®

comb=4, a=-4

temos : x; = 4¢,, assim :




3.5 TRATAMENTO CLASSICO EM OUTROS TIPOS DE TRANSFORMACAO EM
PROCESSOS AUTO-REGRESSIVOS.

Suponhamos agora a série z,, mas estamos interessados nas previsdes da série
transformada :

Y, =1(z,) (3.41)
onde '1'( ) é uma fungao bem comportada. Supondo que z, € um processo gaussiano

estacionario e que a fungéo ’1'( ) pode ser expandida numa série de polinébmios Hermite,

podemos derivar as propriedades da fung&o de autocovariancias de Y, .

O uso do polindmio Hermite foi introducido por Barrett e Lampard (1955) e foi
considerado mais recentemente por Donelson e Maltz (1972) em processos de tempo continuo.
As propriedades mais importantes do polindmio Hermite sédo apresentadas no apéndice B e é

discutida a expansao de algumas fungdes em series deste polindémio.

3.5.1 PROPRIEDADES DA FUNGCAO DE AUTO-CORRELACAO EM SERIES
TRANSFORMADAS

PROCESSOS ESTACIONARIOS:

Seja z, uma série de tempo estacionaria com media y , variancia, o7, e

autocorrelagéo corr(:[.,:,ur): £, .Com:

l
7 = a para todo /.

Os Z, e Z,_, tem distribui¢do conjunta Normal bivariada com medias zero, variancia unitaria e
correlagéo p, .

Consideremos agora uma transformagao da forma Y, = T(Z, ) com expanséo :
M
1(2)=>a;H,(7),
/=0

temos que:

=0

E(Y_ )= E{ia,ﬂ Az, )} - a, (3.42)

50



pelo anexo ( B.2), a série transformada tem média «, . Usando o anexo (B.4) :

M
[LT(ZIYr—r)Z E{HI(Zl)Za/H/(ZI r)}“alpr (343)

=

a covariancia entre a série transformada e a série original & (,'()V(Zr Y, ) =a,p.0.

Usando (3.42), a autocovariancia da serie transformada é dada por:
M M l M _
Cy. =COVY,Y, )= E3 > aH(Z,)) e H,(2Z, ) [~ daijlpl (344
j=) il =1

pelo anexo (B.1). Em particular, quando 7 = 0 temos:

M
Var(Y, ) = Za,z.j!
j-1

Assim, a autocorrelagéo da série transformada é:
M M
_ 2 o) 29
/)Y,r - aj.]'p.' a/]
Jj=1 i=1

Consequentemente, se p, + () paraalgumr # 0, segue que:

’ph < ‘pr‘ para M>1,

Deste modo, a série transformada é mais fechada para um processo de ruido branco que a

série original.

Agora consideramos alguns exemplos especificos destas transformagdes.

Exemplo 1: Transformagoes Quadraticas
Considere primeiro a transformagao:

Y, =a+bz, tczi =a+b(o7, + u)+eloZ, + 1) =a+bu+cu® +(b+2ep)oZ, +co’Z]

i

51



Esta pode ser escrita como:

Y =7T(ZI):a()HU(Z()+a]H](ZI)+a3H2(ZI):a0+a|Zl +a3(2,2 _1)

!/
onde:
a, =a+bu+ c(,zf +0° ) a, =(b+2cu)o, a, =co’ (3.45)
isto segue de (3.44) que a autocovariancia da serie transformada é:

Cy, =ap, +2a, p; (3.46)

onde «, e &, sdo dados em (3.45). Como tinhamos observado em (3.42), a media da serie

transformada es «,, .

Exemplo 2: Transformacao Quadratica dos processos auto-regressivos AR(p)

Suponhamos agora, que a serie original z, segue de um processo auto-regressivo

AR(p). Entdo podemos escrever:

G,r‘

/J
p.=2.4,G;,
-l
Deste modo:

Iy
pl=>a3G"+2Y aa, (GV/GA, )(
j-1

ik

segue de (3.46). Assim, em geral:
1a
C‘:’.r - ZbIFI '
J=1

, 1 1
onde p = p+5p(p+l): 2— p(p+3). Deste modo, a série transformada tera a mesma

estrutura de autocovariancias que um processos AR(1). Isto pode ser usado em processos

ARMA {%p(p + 3),%1_7([) + 1)} .

N
2



Exemplo 3: O quadrado de um processo AR(1)

Com os exemplos 1 e 2 podemos considerar o caso onde z, € um processo auto-

regressivo AR(1): z,—¢z,_, =a,, onde z, =z, —u e a, € um ruido branco com variancia
> o 2 2y 2 . x
a,. Consequentemente p =¢ ¢é o =0, /(l - ¢ J Consideremos a transformagao

Y ==z

4 ‘"
De (3.45) no exemplo 1, vemos que isto pode ser escrito como:;

Yr = T(Zr): aOHU(Zr)+a1HI(Z/)+a2H2(Zr)

onde: ¢, = w+o, a, =2uc, a, = o’ . Consequentemente de (3.42), observamos que a

série transformada tem media /12 +0° ede (3.46) que a estrutura de autocovariancias é dada
por:

C,.=a p. +2aip’ = 03(4,ul¢" +2(73(/53’) (3.47)

Entao Y, tera a mesma estrutura de autocovariancia como Y, +Y,,, onde

r _ 2 . R N N
Y, -9Y,, =e,,Y,, —-¢ Y, , =€, ¢, ¢€c¢

¥ Lt

sdo independentes do processo ruido

branco com variancias 4/1:0'2(1~¢2) e 204(lf¢4) respetivamente. Consequentemente

Y, tem as mesmas propriedades das autocovaridcias da série:

(1-¢BY1-¢*B)Y, =(1-®B), .

Onde B é o operador usual utilizado em séries temporais. Como & bem conhecido, este

modelo pode ser escrito como:

(—gBY1-4°B)Y, = (1- OB, .

Note que se a média ¢ € muito grande comparado com ¢ , entdo o comportamento da série

transformada se aproxima de um processo auto-regressivo AR(1) por (3.47).



3.5.2 PROPRIEDADES DA FUNGAO DE AUTO-CORRELACAO EM SERIES
TRANSFORMADAS:

PROCESSOS NAO ESTACIONARIOS.

Nesta secdo examinamos a aplicagdo dos métodos da se¢ado anterior para séries
temporais que requerem de diferencias finitas para produzir estabilidade na série. Estes casos

s&0 comuns em séries econdmicas.

Seja z, uma serie temporal tal que:

Vz =u (3.48)

f !
Onde u, € uma série temporal gaussiana e estacionaria com média zero e variancia o .

Consideramos (3.48) como tendo sido gerado por um modelo da forma.
{
Z, =+ ) U (3.49)
7=t
comt=0¢é z, = 1. Podemos escrever:

C“- = E[ M/Z“i] (3.50)

=1 i=

Entdo de (3.49) é (3.50) z, tem distribuicdo normal com média s« e variancia C,,. Agora
fazendo Z, :(2, —,u)/,/CH , temos que Z, e Z, _ tem distribuiggo normal bivariada com

medias zero, variancias unitérias ¢ correlagéo p,, = CU_,/J((.'{_!C[_r_r_{) .

Consideramos agora uma transformacgéo da forma:

M
Y, =T(Z,)=Y a"H.,(2,) (3.51)

=0

Usando a se¢ao previa temos:
E(Y,)=a (3:52)

Assim, por um argumento exatamente analogo da se¢ao anterior, temos:

M
COV(Y[ ? Yffr ) = Zagf )(Z;—[j! prfi«r

jl



e consequentemente:
Za“’a el valal™ (3.53)

Agora, o nosso interesse estara em VY, no lugar de Y,. De (3.52) & (3.53) temos que:

E(VY, )=al - gl (3.54)

il M M M
X l{’VY =) o ) ferl) 4 [PIES (-0) (=r) 4
CONVY,, VY, )= 2 e 1), + 3 e e ™l =3 el =3 el
J= =

= =
(3.55)

Os resultados em (3.54) é (3.55) sdo completamente gerais, embora devemos notar
que, as variancias em lugar das esperadas em (3.55) sdo explosivas. Consideremos agora dois

exemplos especificos.

Exemplo 1: Transformagoes Quadraticas

Examinando novamente a transformagédo Y, =« + bz, +czf. Esta pode ser escrita
como Y, =T(Z,) =l +aZ, + &' (2} 1), onde :

1

al’ =a +by+c(;,z +C,, ) W= (b+2cu)C?, al) =cC (3.56)

[

De (3.54) temos que a média de VY, é dada por:

1 -
E(VY,)= c((,‘” —C\oi ): cE[uf + 2u, Zu ,.J (3.57)
7=l
Notemos que para t grande e assumindo que a série comega em t=1 (em (3.49)), a E(VY[) €

guase constante se 1, constitui um processo estacionario. Substituindo M=2 ¢ (3.56} em (3.55),

as autocovariancias sao obtidas como:

wn
L



-C

o = C )2 v 2 )

C’
I t=la-r-1

(3.58)

COV(\_/7YIVYI 7 ) = (b + 2(’#)’ (("ufr + Cl— Lt

Assim, em particular, se Y, = zf e substituindo b=0 e c=1 em (3.57) é (3.58), temos :

=1
E(VY, ) = E[u," + 2u, Zu}] (3.59)
i

COV(VY[VI--I ): 41“_ ((:'r.t—r + C'i el C,‘,,_,_l - C/—l.r—: )+ 2((7'/‘?1": + CIZ—IJ—r—I - ("1(2.[7.’71 - ("12—],/—.'— )
(3.60)
Exemplo 2: O quadrado do processo AR(1) com uma diferencia finita.
Consideramos o caso onde u, € gerada por um processo AR(1) : u, —¢u,_, =a,,

entdo z, € um processo ARIMA(1,10)e Vz, —¢Vz, | =a,.

4

De (3.59) temos:

[ el I u

Agora, supondo que a série comegou em um tempo p pequeno, e que t e grande e

¢' desprezivel, temos que E(VY,)= C,-C._,. =0 (1+¢)/(1-¢). Entdo claramente

C,-C . .=10, 1+ ¢5)/(1 —¢). De (3.50) temas:

_aidli=¢ h-g7) o e ioili)
1-fa-j-r 1_¢3 1t 1_¢

se j,720,

ou, aproximadamente, para t grande,

R A SRR (o) o (R ).
| -

se j,r7=0.



de (3.50), C

1=jmri=j

=C, ;, ;.. Depois de algumas operagdes trabalhosas obtemos de (3.60)
0 seguinte resultado : CO\’(VY,,VY[_r)IA(T)*F Bg" +C¢’", onde A(r)=0 para todo
r#0, 400)>0.

Deste modo VY, tem a mesma estrutura de autocovariancias que VY, +VY, +VY,,,

onde:

VY, —¢VY, =¢,, VY,, ‘¢3VY2./ (=€, VY, =e;

7

onde ¢, ¢,,, €,, sdo processos independentes ruido branco. Consequentemente VY, tem

as propriedades das autocovariancias do modelo:
(-gB)1-¢*BY, =(1-4°Ble,, + (1= gB)e,, +(1-gBY1 ~ ¢ B,
Este modelo pode ser escrito como:

(1-¢BN1-¢°BVY, =(1-©,8-0,B), .
onde ¢, é um ruido branco. Em geral, VY, tem as mesma propriedades das autocovariancias

que um processo ARMA(2,2).

Como temos notado em alguns exemplos especificos, as autocovariancias da serie

diferenciada n&o é geralmente invariante sobre transformagdes.
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CAPITULO 4

APLICACOES.

4.1 INTRODUCAQ :

Neste capitulo apresentamos dois exemplos de séries, uma das quais precisa de
transformagéo. A primeira delas trata com dados de energia desprendida por pacientes com
queimaduras severas, esta série ndo precisa de transformagéo. O segundo conjunto de dados
trata das vazbes médias mensais no reservatdrio de Furnas, esta série precisa de
transformagao e daremos a esta especial atengdo. Nestes duas séries a andlise a posteriori &

feita usando-se algoritmos de simutagédo em cadeias de Markov (MCMC).

4.2 VOLUME DE GAS OXIGENIO EM PACIENTES COM QUEIMADURAS
SEVERAS :

O primeiro exemplo corresponde a analise de dados de pacientes queimados, estes
pacientes receberam queimaduras severas, a sua energia precisou ser monitorada de perto. As
medidas sdo obtidas em periodos bases. Uma mascara metabdlica analisa os gases inspirados
e expirados e mede a quantidade de oxigénio e o didxido de carbono, esta mascara metabdlica
inclui um equipamento que consiste num computador, um analisador de gas e um dispositivo
de calibragéo interna. Baseado no volume de oxigénio e didxido de carbono o equipamento
pode calcular a despesa caldrica do paciente. O método usado é chamado de calorimetria
indireta. Apresentamos uma analise de 30 medidas sucessivas de volume de oxigénio tomadas

em um paciente com gueimaduras em 79% do seu corpo.

5001
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Figura 3 : Série temporal de volume de oxigénio em pacienles com gueimaduras severas.



Um modelo auto-regressivo de primeira ordem é ajustado aos dados, sdo usadas
prioris n&o informativa, normal-gama e t-gama. Foram geradas 5 cadeias independentes cada
uma de tamanho 1000, as primeiras 400 observagdes sao despreciadas (bum-in) e das 600

restantes sao tomadas observagbes de 3 em 3, gerando uma amostra de tamanho 1000,

4.2.1 RESULTADOS OBTIDOS USANDO PRIORI NAO INFORMATIVA :

HISTOGRAMAS DAS DENSIDADES MARGINAIS DE ¢ E 7 :

(a) (b)
Figura 4 : Histograma de densidade marginal (a) para 0 e (b)para 7 .

PARAMETROS ESTIMADOS :

qkﬁ : [

M =0.2786 M = 4.3684e-004
S =0.1833 S= 1.1576e-004
Linf =-0.0795 Linf= 2.4147e-004
Lsup - 0.6026 Lsup = 6.9699¢-004

GRAFICO DA DENSIDADE CONJUNTADE ¢ E T :

x10*
9

0.4 0.2 0 02 0.4 06 08 1

Figura 5 : Grafico para a densidade conjunta de ¢ eT.
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GRAFICO DE CONVERGENCIA PARA ¢ :

200 400 600 800 1000

Figura 6 : Gréfico de convergéncia para as cadeias que geraram ¢ (Gelman Rubin = 1.0034).

4.2.2 RESULTADOS OBTIDOS USANDO PRIORI NORMAL-GAMA :

HISTOGRAMAS DAS DENSIDADES MARGINAISDE ¢ E 7:

150 - 180
140 ;
100 120
100
0
50r 80)
i 40
: x
[ I 0 mupmey
04 02 08 1 o 1 2

(a)
Figura 7 : Histograma de densidade marginal (a) para ¢ e (b)para 7 .

PARAMETROS ESTIMADOS :

@ : 7:

M = 0.2724 M= 4.5685e-004
S =0.1796 S= 1.0289e-004
Linf =-0.0764 Linf=  2.7318e-004
Lsup =0.6270 Lsup = 6.7510e-004
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GRAFICO DA DENSIDADE CONJUNTA DE ¢GET:

o
b

-0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 8 : Grafico para a densidade conjuntade ¢ e 7 .

GRAFICO DE CONVERGENCIA PARA ¢} :

08
0.6
0.4

0.2}

0 200 400 600 800 1000

Figura 9 : Gréfico de convergéncia para as cadeias que geraram ¢ (Getman Rubin = 1.0008).

COMPARAGAO DOS RESULTADOS :

Tabela 1: Comparagao das estimativas para os parametros do modelo AR(1)
Volume de oxigénio em pacientes com queimaduras severas.

METODO ¢, |Var(p)| T Var(t)

E.M.V. 0,2803 0,1992 | 4,8461e-004 | 1,2020e-004
Nao Informativa 0,2786 0,1873 | 4,3684e-004 | 1,1576e-004
Normal-Gama 0,2724 0,1796 | 4,5685e-004 | 1,0289¢e-004

T-Gama 0,2706 0,1802 | 4,6245e-004 | 1,0853e-004
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4.2.3 CONCLUSOES :

Estes resultados mostram pouca diferencia nas estimativas, tendo uma variancia
ligeiramente maior nas estimativas classicas, porém os resultados classicos e bayesianos
podem ser usados sem problemas. A FAC e FACP sugeriram um modelo AR(1) para esta

série, assim ndo usaremos neste caso os critérios de selecdo de modelos.

4.3 VAZOES MEDIAS MENSAIS NO RESERVATORIO DE FURNAS - SERIE
NORMALIZADA :

Este segundo exemplo corresponde as vazdes médias mensais que chegam ao
reservatorio de Furnas no sudeste do Brasil. Sdo analisados registros mensais de vazées num
periodo de 30 anos. Estas vazdes permitem estimar custos ligados ao processamento de
energia elétrica durante determinados periodos de tempo que podem ser de meses ou de
anos. Estes registros apresentam um comportamento sazonal anual e ciclico de

aproximadamente 7 anos.

Assume-se para a série original o modelo log( Xy, m) = Um + 0n.Zyr. monde m=1,2, ..,
12, representa o0 numero de meses, r=1, 2, ..., 30, representa o nimero de anos, e {(r, m) = (-
112 + m, un e 6» SA0 as médias e desvios-padrio estimados dos dados para cada més do

ano. Desta forma, a componente sazonal Yy, ) = log(Zy. ») € calculada como :

- log(XI(r.m) ) - p‘m

ety
a

m

Série de vazdes médias mensais no Reservatorio da Usina
Hidroelétrica de FURNAS

4000 -
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Figura 10 : Grafico da série de vazdes médias mensais no Reservatdrio da Usina Hidroeletrica de Furnas.



assim os dados originais sdo normalizados mediante (4.1). Para a série normalizada Zyr, my

ajusta-se um modelo AR(p): Z,= $: 2. + $oZin + ... + $,Z.p + a.

Série de vazdes médias mensais normalizadas no Reservatério
da Usina Hidroelétrica de FURNAS

6,00 -
‘ 500 -
4,00

3.00 |

Série

2,00 ‘
!

1,00 ‘ ‘
o000 ML LW [l“

‘ -1,00 -

-2,00

-3,00

Tempo

Figura 11 : Grafico da série normalizada das vazdes médias mensais na Usina Hidroelétrica de Furnas.

ESCOLHA DO MODELO :

A fungao de autocorrelagdo (FAC) e a fungao de autocorrelagéo parcial (FACP) para a
série normalizada identificam um processo auto-regressivo de segunda ordem. A FAC

apresenta um decaimento exponencial proprio dos processos auto-regressivos.

barm e e Salocanis ;s 5 AL - 1w 3 gia e b Aulouu glag.an etaal {F AL -

(a) ()

Figura 12 : (a) Fungac de Autocorrelagao Simples e (b) Fun¢ao de Autocorrelagao Parcial.

As sugestOes fornecidas pelo analise grafica da FAC e FACP acerca da ordem do
modelo sao confrontadas com técnicas numéricas. Apresentamos os critérios de selegcdo AIC,

BIC e fator de Bayes.



Os criterios usados tém as seguintes formulagbes (Akaike, 1974; Schwarz, 1978;

Raftery, 1996} :

\
AN

b}

AIC = In (o',,

)ZM
=
)N

il o), MIn(v) _flzm))

CRITERIOS DE SELECAO DE MODELOS :

Tabela 2 : Critérios de sele¢ao de modelos - Série normaiizada.

CRITERIOS AR(1) AR(2) | AR(3)
AIC -1,0350 | -1,0467 | -1,0456

BIC -1,0243 | -1,0265 | -1,0141
Fator de Bayes 0,0107 0,5581 0,1636

4.3.1 RESULTADOS OBTIDOS USANDO PRIORI NAO INFORMATIVA :

HISTOGRAMAS DAS DENSIDADES MARGINAIS DE (/)l, ¢3 E7:
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Figura 13 : Hislograma de densidade marginal (a) para ;()l , (b) para gf)l e (c)para T .
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4.3.2 RESULTADOS OBTIDOS USANDO PRIORI NORMAL-GAMA :

HISTOGRAMAS DAS DENSIDADES MARGINAIS DE ¢1' ¢, ET:
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Figura 14 : Histograma de densidade marginal (a) para q)l , {(b) para g/)2 e {c)para T .

4.3.3 RESULTADOS OBTIDOS USANDO PRIORI T-GAMA :

HISTOGRAMAS DAS DENSIDADES MARGINAIS DE ¢, ¢, E T :

0

an




(c)
Figura 15 : Histograma de densidade marginal (a) para ¢, . (b) para ¢}, e (c)para T.

COMPARAGAO DOS RESULTADOS :

Tabela 2 : Comparagdo das estimativas para os pardmetros do modelo AR(2).
Vazdes medias mensais no Reservatério de Furnas - serie normalizada.

METODO 0, Var(g,) @, Var(g,) | T | Var(z)

E.M.V, 0,6478 0,0027 0,1623 0,0027 2,0285
Nao Informativa 0,6484 0,0029 0,1621 0,0029 2,0178 | 0,0222
Normal-Gama 0,6435 0,0026 0,1644 0,0028 1,9987 | 0,0217
T-Gama 0,6480 0,0025 0,1619 0,0027 1,9488 | 00,0317

4.3.4 CONCLUSOES :

Esta serie foi ajustada a um modelo auto-regressivo de segunda ordem usando
diferentes prioris, o critério para a simulacdo das cadeias é 0 mesmo que para o primeiro
exemplo. A andlise grafica & confirmada com os critérios de selecdo do modelo, tendo como
melhor ajuste © modelo AR(2), assim foram aplicados os métodos classicos e bayesianos

resultando em estimativas equivalentes.

4.4 VAZOES MEDIAS MENSAIS NO RESERVATORIO DE FURNAS - SERIE
TRANSFORMADA :

Nesta secdo analisamos a série de vazdes medias mensais original aplicando uma
transformagao de poténcia acs dados, na ientativa de estabilizar a variancia. Aqui usamos a
alternativa que combina os métodos classicos e bayesianos para estimar o paradmetro de
transformacéo A. Assumimos para estimar A, que os dados podem ser ajustados a um
processo auto-regressivo de primeira ordem, e logo apos, com essa estimativa, ajustamos

outras ordens para 0 processo auto-regressivo.
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4.4.1 ALTERNATIVA BAYESIANA PARA ENCONTRAR A MARGINAL DE A :

E complexo encontrar uma expressdo fechada para a marginal de A, ainda
trabalhando com uma priori de expressdo simples como a priori ndo informativa mostrada na

secdo 3.3.2 e ajustando os dados a um modelo auto-regressivo de primeira ordem. Assim
tentou-se encontrar uma expressao para a distribuigdo condicional de A dado ¢ a qual

também resultou em uma expressao desconhecida.

Dadas estas dificultadas foi proposto trabalhar com a moda a posteriori para A , assim
€ tomado um valor iniciai para o parametro e logo sdo gerados valores para ¢ e 7 mediante
as distribuicoes encontradas, esses valores sdo avaliados na fungdo de verossimilhanga e é
obtido um novo valor para A mediante o algoritmo de Newton-Rapshon . Estes passos serdo
repetidos até o valor de A convergir. Um valor inicial para A poderia ser tomado ajustando

uma reta aos pontos :
Inx;,In§; i:1,..,30

sendo x; a média e S‘f a variancia para cada ano da série, tomamos como valor inicial de A

a: A" =1 - ainclinagéo da reta ajustada.

Valor inicial para A :

GRAFICO DE DISPERSAQ PARA y=Ln{var) vs. x=Ln{méd)
y=1.673+1.597"x

Lnivar)

6 64 6.8 72 76 8
Ln{média)

Figura 16 : Grafico de dispersdo para determinar o valar inicial para A .

A =1 —inclinagdo da reta = 1 - 1.597 = - 0,597. Com este valor inicial para A comegamos o

3 A{0 Q¥ . .
algoritmo proposto e geramos valores para ¢' "o " assim na verossimilnanga encontramos
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| v
um novo valor para A", este valor gera outra dupla (¢‘", 7'"), repetindo estes passos

chegamos a convergéncia de A .

HISTOGRAMA DAS DENSIDADES MARGINAISDE ¢ E 7 :

069 06% 07 0706

(a)

2085

(b}
Figura 17 : Histograma de densidade marginal (a) para ¢ e (bypara 7.

COMPARAGAO DOS RESULTADOS :

Tabela 3: Comparacgao das estimalivas para os parametros do modelo AR(1).
Vazdes medias mensais no Reservatorio de Furnas - serie transformada.

METODO @, Var(g,)| 7 Var(z) | A | Var(4)
E.M.V. 0,7623 0,0019 2,3151 --- -0,0082 ---
N&o Informativa 0,6971 0,0022 2,0745 0,0021 -0,0076 -

Foi feito o ajuste usando somente uma priori nao informativa para um modelo auto-
regressivo de primeira ordem, porém é proposto trabalhar com outras distribuigdes a priori

como a normal-gama e a t-gama.
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4.4.2 ESTIMADORES CLASSICOS PARA A SERIE TRANSFORMADA :

Também foram calculados para este exemplo os estimadores classicos para os

parametros do modelo auto-regressivo, estes processos foram desenvolvidos na secao 3.4. O
estimador do parametro de transformagédo A ¢ calculado via a fungdo de verossimilhanga

“profile” , a mesma idéia foi aplicada no célculo da marginal de A na abordagem bayesiana.

Comegamos fazendo a escolha do modelo segundo os critérios de selecdo apresentados.

CRITERIOS DE SELECAO DE MODELOS :

Tabela 4 : Critérios de selegao de modelos - Serie transiormada.

CRITERIOS AR(1) AR(2) [ AR(@)
AIC -0,8334 | -0,8630 | -0,8630
BIC -0,8198 | -0,8425 | -0,8356
Fator de Bayes 0,0314 0,7256 0,2713

ESTIMADOR PARA LAMBDA :
O modelo escolhido para a série transformada segundo estes critérios de selegao foi o
modelo AR(2). Para este modelo foi estimado o pardmetro de transformagdo A, a figura 18

mostra o valor de A gue maximiza a fungéo de verassimilhanga “profile”.

342,285 , . $420—
3422286 -3440
o \\
4423287 - .
3480 “
3423288 :
3480~ AN
3423299
3500
342329
34930911 7 3520
a5 052 e e 3540 N el
0.0 0008  -0.006  -0.004  -0.002 0 0 02 04 06 0.3 1
(a) {b)

Figura 18 : Funcao de verossimilnanga “'profiie” avaliada para uma grade de A.
(a)para A € [-0.01,0)e (b)para A € (0.1]

COMPARAGAO DOS RESULTADOS :

Tabela 5 : Comparagao das estimativas classicas para os parametros dos modelas auto-regressivos.
Vazdes médias mensais no Reservatorio de Furnas - serie transformada.

MODELO| ¢, Var(g,) 0, Var(g,) | @, |Varig)| T A

AR(1) 0,7623 | 0,0019 - --- --- --- 2,3151 | -0,0082
AR(2) 0,6451 | 0,0018 | 0,1543 0,0019 --- --- 2,3922 | -0,0019
AR(3) 106342 | 0,0021 | 0,1117 0,0020 0,0667 | 0,0023 | 2,3994 | -0,0100
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PREVISOES PARA A SERIE ORIGINAL :

As previsbes sdo encontradas mediante a equagao (3.35) da secdo 3.4.2, o calculo da

integral é feito a través da integral de Gauss.

2000 . > T r .
1800 . )
1600 - .
1400 oo .
1200 Vv ’ .

1000 | B 4

Vazio (m3/s)

e
by +1

660 670 680 690 700 710 720
meses

Figura 19 : Previsées para a série original. valores observados vs. valores previslos.

4.4.3 CONCLUSOES :

Segundo os critérios de selegdo, é escolhido o processo auto-regressivo de segunda
ordem para a seérie transformada, as previsdes reforgam esta escolha. Podemos concluir entao,
que a transformagé@o de poténcia consegue estabilizar a serie, assim podem ser usados 0s
modelos ARIMA em séries que apresentam este problema, particularmente nas séries de

vazdes e precipitacdes pluviais.

Tabela 6 : Critérios de selegcao de modelos.

CRITERIOS nor?wlz}izzgda trangfﬁ(ri?lada
AIC -1,0467 -0.8630
BIC -1,0255 -0.8425
Fator de Bayes 0,5581 0,7246

Nesta secao fizemos uso de um vasto conjunto de ferramentas numéricas gque facilitam
o célculo das técnicas desenvolvidas nos capitulos anteriores, vemos a importancia dos
algoritmos de simulagdo MCMC e dos algoritmos numéricos no calculo das integrais, assim a

abordagem classica e bayesiana podem se complementar em muitos casos como este.
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CAPITULO 5

CONCLUSOES E PROPOSTAS FUTURAS

5.1 INTRODUCAOQO :

Neste capitulo discutiremos as conclusdes principais deste trabalho e algumas
propostas para serem desenvolvidas em estudos posteriores. Em primeiro lugar propomos
trabalhar com outras distribuigdes a priori para a série transformada e em segundo lugar
fazemos uma proposta para trabalhar com modelos auto-regressivos considerando erros nao

gaussianos.

5.2 CONCLUSOES :

Este trabalho trata da utilizagdo, principalmente, de técnicas bayesianas em séries
temporais ajustadas por modelos auto-regressivos de ordem p, AR{(p}. De particular interesse
foram os estudos sobre a estimagao do parametro de transformacdo A em modelos AR(1)

para estabilizar a série.

Apresentamos uma seqiéncia de procedimentios para analise de modelos auto-
regresivos de ordem p, a través de técnicas de inferéncia classica e bayesiana, aléem de

simulagao de Monte Carlo em Cadeias de Markov. Os procedimentos envolvidos séo :

» Determinagao da fungdo de verossimilhanga dos dados, especificagdo da densidade a
priori dos parametros, e calculo da densidade a posteriori via teorema de Bayes.

» Determinagao da fungao de verossimilhanga “profile” no caso dos dados transformados,
calculo dos estimadores classicos e previsdes para a serie.

+ Analise da série buscando observar propriedades particulares da mesma como tendéncias,
comportamento sazonal, etc. e posterior determinagdo da FAC e FACP.

+ Construgéo e andlise da FAC e FACP da serie transformada através de tecnicas classicas
e bayesianas, e através do Polinbmio de Hermite.

+ Selegdo da ordem do modeio via métodos classicos como AIC e BIC, bem como atraves de
metodos bayesianos via fator de Bayes.

* Estimagdo dos parametros via métodos classicos como o de maxima verossimilhanga, e

através de técnicas bayesianas via simulagdo Monte Carlo.
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A metodologia utilizada na abordagem bayesiana para estimar o valor do parametro de
transformacdo A é equivalente ao uso da fungdo de verossimithanga “profile” (Box e Cox,
1996) utilizada na abordagem classica, porém os estimadores de ¢ e 7, substituidos na
funcao de verossimilhanca sdo os estimadores bayesianos. Podemos observar, ao longo do
trabalho, a importancia, na estimagdo dos parametros do modelo, dos algoritmos de simulagéo
Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC - Gibbs-Sampler e Metropolis-Hasting), e dos

algoritmos numéricos, como Newton-Rapshon e a Integral de Gauss.

No caso particular da série de vazdes, obtivemos estimativas dos parametros para a
série normalizada e a para a série transformada, porém, a metodologia desenvolvida para a
série transformada na abordagem bayesiana, se limitou aos processos auto-regressivos de
primeira ordem utilizando uma priori ndo informativa, consideramos a possibilidade que em

trabalhos posteriores sejam desenvolvidos resultados para outras prioris.

Nas seguintes tabelas temos um resumo dos resultados para ambas as séries,
normalizada e transformada, observando que as estimativas classicas e bayesianas séo

bastante proximas.

Tabela 7 : Comparagao das estimativas para os parametros do modelo AR(2).
Vazoes médias mensais no Reservatdrio de Furnas - série normalizada.

METODO 0, Var(¢,) 0, Var(¢,) | T | Var(z)

E.M.V. 0,6478 0,0027 0,1623 0,0027 2,0285 ---
Néo Informativa 0,6484 0,0029 0,1621 0,0029 2,0178 | 0,0222
Normal Gama 0,6435 0,0026 0,1644 0,0028 1,9087 | 0,0217
T Gama 0,6480 0,0025 0,1619 0,0027 1,9488 | 0,0317

Tabela 8 : Comparagéc das estimativas para os parametros do modelo AR(1).
Vazoes médias mensais no Reservatério de Furnas - série transformada.

METODO ¢, |Var(e)| T | Var(z) | A |Var(4)
EM.V. 0.7623 | 0,0019 | 23151 = [oo0082| -
Nao Informativa 0,6971 0,0022 2,0745 0,0021 -0,0076 ---

Tabela 9 : Comparagao das estimativas classicas para os parametros dos modelos auto-regressivos.
Vazoes médias mensais no Rescrvatério de Furnas - série transformada.

MODELO | @, Var(gb]) @, Var((ﬁz) @, |Varigy)| T A

AR(1) 0,7623 | 0,0019 --- -~ 2,3151 | -0,0082
AR(2) 0,6451 | 0,0018 | 0,1543 0,0019 --- --- 2,3922 | -0,0019
AR(3) 0,6342 | 0,0021 | 0,1117 0,0020 0,0667 | 0,0023 | 2,3994 | -0,0100




Na seguinte tabela fazemos uma comparagéo dos critérios de selecéo utilizados para a
escotha dos modelos, tendo que a série transformada apresenta um melhor desempenho em
comparagao com a série normalizada, assim, podem ser usados os modelos ARIMA em séries

que apresentam este problema, particularmente nas séries de vazdes e precipitagdes pluviais.

Tabela 10 : Critérios de sele¢do de modelos.

CRITERIOS AR(?) AR(2)
normalizada transformada
AlC -1,0467 -0.8630
BIC -1,0255 -0.8425
Fator de Bayes 0,5581 0,7246

5.3 PROPOSTAS :

Em primeiro lugar observamos que para fins de comparagdo devemos usar outras
distribuicdes a priori para a série transformada, como a normal-gama e a t-gama, e comparar
estes resultados com os modelos analogos na série original. Podemos generalizar os
resultados para processos auto-regressivos de ordem p e desenvolver técnicas de previsédo

segundo uma abordagem bayesiana para a série transformada.

Em segundo lugar sugerimos trabalhar com modelos auto-regressivos com erros nao
gaussianas, dado que a estruturas dos erros na realidade nao € normal. Propomos neste ponto

trabalhar com erros com distribuigdo condicional Exponencial, Gama e log-Normal.

-3
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ANEXO A :

DISTRIBUICAO A PRIORI DE JEFFREYS

Uma aproximagao que & muitas vezes usadas para definir distribuigbes a priori nao
informativas foi introduzida por Jeffreys. A continuagdo é dada uma versdo muitiparamétrica

desta regra.

Seja a distribuigao de x dependendo de m parametros p, sobre certas condi¢des de
regularidade e para amostras suficientemente grandes, a funcéo de verossimilhanga de p é

aproximada por uma distribuigao normal. A log verassimilhanca é aproximadamente quadratica,

1(p/x)=10gl(p/x)= 1| }3/x] —12’;(,) - 13]7 D. (p - 13] . (A1)

\ 4

2

onde p é o vetor de estimadores de méxima verossimilhanga de p e —nD,_ € a matriz mxm
bz

A

de segundas derivadas avaliadas em p,istoé:

D. :J—l oL 1 . dj=1,..m
p [ n ap[p‘[.J;)

Em geral, 0. depende de x. Para n grande este € aproximadamente fechado para :
14

1 ~
D, =—f,(p), (A.2)
H

n

A

a qual é fungdo so de p . Especificamente f, () é a funcgao,

[ o |

— 5, (A.3)
| app, |

f(p)=E

onde a esperanga ¢ tomada com respeito a distribuicdo dos dados L(.x/p). Em outras

palavras f, (p) € a matriz de informagao associada com a amostra x.

A Ia
Agora, pensemos em uma transformagdo para p seja ¢(p), poderiamos calcular a

funcao [ (¢) sobre uma verossimilhanga aproximadamente transladada. Esto em geral nao €
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possivel, entao tentaremos uma transformagéo ¢ que garanta que o contetido da regido de
verossimilhanga aproximada para ¢,

2N

(¢—éjfu&{¢—¢

< const., (A.4)
/
| ~ ill2

fique constante para diferentes ¢ .Desde que a raiz quadrada do determinante, 1 f, (¢#)| mede

o volume da regido de verossimilhanga, o requerimento acima & equivalente a indagar por uma

seja independente de ¢#. Para encontrar essa

£,(9)

transformagdo para a qual

transformacgao devemos ter,

L) =Af(pA, (A.5)

onde A é uma matriz mxm de derivadas parciais,

Ao !“')(pl yeeos Py )}
- 0(g,..0,,)
Assim,
f@)=A5,w) (A.6)

de aqui o requerimento acima sera satisfeito se,

12

L, (A7)

IAl — a(l)l"“‘ l}m )‘. oc
] ogne,)

e a priori ndo informativa aproximada sera localmente uniforme em ¢. A correspondente ndo

informagéo em p € entéao,

]‘I(l)): ]"‘[(¢) d(¢l""‘¢nl) :
(pl""’pm)
que &,
H(p)e=|f,(p) " (A8)

logo temos a seguinte regra :

Regra de Jeffreys para modelos multiparamétricos : A distribuicao a priori para um
conjunto de pardmetros € proporcional a raiz quadrada do determinante da matriz de
informacdo. Esta regra deve ser aplicada com precaugdo, especialmente quando o0s

parametros de locagdo e escala acontecem simultaneamente.



ANEXO B :

PROPRIEDADES DOS POLINOMIOS HERMITE

O Sistema de Polindmios Hermite /7, (\) ¢ definido em termos da distribuicdo Normal
standar como :

H,(x)= cxp(_X‘:/Z{:Tj}" exp(— .53/2) ou H,(x)=(-1)"®" (x)/®(x)

onde ® é uma p.d.f. Normal Standar. Explicitamente, podemos escrever

H, (‘) =n! Z (- 1)'” {2"' m!(n - Zm)!}wl X
Onde [N} é o maior inteiro menor ou igual a N. Deste modo, temos :
1,(x)=1, H(s)=x, Hy(x)=x* 1, H,(x)=x>=3x, 11,(x)=x* 67 +3,

H (x)=x"—10x" +15x

e assim paor diante.

Definimos operadores de esperanga L, e E como:

Edw (o)} = (27) » [ w()exp(-x*/2)ix.

Efp(x)} = (27[(72 )_3 J:w(.r)exp{f (x—p) /2(72}(1’.\‘ .

O Polindbmio Hermite constitui um sistema ortogonal com respeito a p.d.f duma Normal standar,

assim :
O.n#k,
E it (i ()} = {“, o (8.1)
desde que H (l) =1, temos que:
E{H, (x)}=0,n>0 (B.2)

Os Polinémios obedecem a uma férmula recursiva H | (.\")—_rH“ (.\')‘i'NH“vI(_,\?):O, e tem

uma funcéo geradora dada por:
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co

cxp(t.x —t 2/2)= Z H, (x)" /n! (B.3)

n-0

Um resultado particularmente importante & que a p.d.f de uma Normal bivariada com a mesma

variancia pode ser escrita como:

a formula dada por Mehler. Entdo temos que se X e Y tem distribuicdo conjunta Normal

bivariada com meédias zero, variéncias unitarias e coeficiente de correlagao o,

E{H,(X)/Y = yj=p"H,(y)

e
T 0n#k
Bl (O V)= B4
pialln=k.
Um resultado util € a férmula de adigdo :
H (Ax+By)= > JCAB ™ H (H, (y), de A*+B =1 (B.5)

k=0

Um método geral para se obter a expansdo do polindmio Hermite para uma fungéo

T(x) é notando que se:

ia/ll‘,(,\-) =T(x)

10

onde, @, =FE, {((l/dx)”T(x)}/n!. Se T(x) e alguma fungdo onde E,{I'(x)}<eo, entdo

sempre existe uma expansao assintética da forma T(,x') =lim§, (\) quando N — oo, onde
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tal que o lim EU[T(X)— Sy (t)}‘J =0 quando N — 0. Algumas expansdes particulares sdo:

1

[.rv =, + Z{H -2v) THZ,”(A'J/(ZM)I./’L-H>() .

m=1

onde:

-

l +

/

l\)\—-

aoﬁz’:”l{i(/ml)}/l{

ea =]

j,x"bl\!i\’”‘*(ﬁ*‘l { Zl—[ (A-2v)H,,, (x)/ (7m+l)!}_ A+2>0.

m=l =0

A expansdo de exp(z‘x) € obtida da fungéo geradora em (B.3).

Para mais detalhes sobre as propriedades dos polinémios Hermite e indicagdes das
provas de alguns destes resultados podem ser encontrados em Erdélyi et al. (1953, Vol. 2

Capitulo 10), embora a notagéo seja diferente.
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