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RESUMO .

Faz-se um apanhedo geral sbbre @ programsgaoc li--

near inteixa.

Apresenta-se no cep{tulo. Preliminéres‘Mateméti;

cos, resultados matematicos necassériosbéd desenvolvimento dos

dehais'cap{tuloe, compreendendo alguns topicos como: Fundamen-

tos Metematicos, abrengendo definigaes, propriedades, @aplica-
gaes,e exemplos sObre metrizes, vetores, espagoslvetorieis ]
cbnjuntda convexos. Introduz-se e progremagso linesr com defi-

nigbes e propriedades des solugdoes, geragao de uma solug@o pos-

sivel e o metodo simplex, epresentedo nes formas primitive e

L " o T e Y
revigads, cdonsiderando-se ainda @ utilizegeso de variaveis arti-
ficieis ns base. Apresenta-se tembem eiguns conceitos e B8&pli-
cagoes da dualidéda em progremegeo linesr, finslizando com '8

epresentu;io do probleme de transporte e algumas de suas varia-

coes.

A programegao inteira, sua definigao, proprieda-
des, modelo matemético do problema geral, e em particuler o da
programagao linear inteira, aplicagoes como o exemplo do proble

ms da mochils e do ceixeiro viajante com seus respectivos mode-

los matematicos, bem como consideragdes sobre a solugao de um

problema de programegeo linesr inteira, sBo essuntos tratedos
em Introdug@o @ Programagssc Inteira.

0s algoritmos de GOMORY, beéeados no metodo sim-

plex dual e primal assim como esse algoritmo dusl, edaptedo pa-,

re resolwer problemas de programagao linear inteira onde s so-
lugoes sao limitadas superiormente, sao mostredos juntemente
com os respectivos progremés,eacritos em linguagem :FORTRAN IV,

no cap{tuio,Métodoe Numericos e Programas.

I
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Em Conclusbes e Andlise Critica, faz-se criticas
sobre o desempenho dos programas apresentados pera o computador
com‘a analise dos resultados obtidos, dés testes de parada e tem
pos dé execugeo dos programas, gerados através de execugOes ~com
sistemas obtidos aleatoriamente. J
£ apresentadoc tambem, bibliografia com o objetiva
de condgzir o leitor as fontes de tratamento do problema da pro-
'gramagao lineear intéira, Ressalta-se que este trabalho de modo

algum esgota o assunto que, a3 cada dia recebe novas contribu-

igoes de especialistas de todo o mundo.

AESTRACT

The preéent work:makes 8 general survey the inte-

ger programming problems,
| Chapter "Preliminérgs Matematicos" covers the

theoretical results required for the next chapters understanding.
It develops theoretical aspects about matrix, vectar and vector
spaces, and gives amn introduction to linear programming,duality,
simplex method in the usual and revised form.

Integer programming, definitions, propriety and
mathematicel models are introduces in "Inﬁrodugéo a Programagao

Inteira".

The Gomoxy algorithms, based on the simplex, dual
and primal, methods, and correspondents programs are showed in
the chapter: "Metodos Numericos e Programas".v

Finally, in "Conclusbes e Analise Critica" it is
analyzed the performance of integer prograsmming algorithms' pro-
grams,vthrough conQérgence and processiﬁg times tests, using

random systems.
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CapiTULO O - INTRODUGAOD

A brogremagao linear inteira vem sendé objeto de
intenss pesquisa, dado o grande nimero de aplicagoes "préticas
que oferece., £ por exemplo utilizada em problemas de distribu-
ig3o0 étimg.de cargas dentro de aeronaves, escolha de rotas mais
econ8micas em transportes em géral, minimiZaggo de custos de
transporte ferroyiério, com a utilizegao minima de vagoes e per
curso m{nimo'da carge transportada, etc.:

0 problema porem, n;o e de solugao tas simples ,
por meio de computadores, pelo féto de essés méquinas'trabaihaa
rem com um numero finito de digitos na representac2o decimal d#
nimeros reais e com limitado intervalo de valores numériéos ine

..

teiros.

Por outro ledo, pode ocorrer que, em alguns mes
todos, o espago de meméria utilizado comyfesultadns intermedia-
rios aumente em cada itefagéo, esgotando-se, em pouco tempo d
memoria de trabalho, disponivel do computador tendo-se que lan-
gar mag de memorias auxiliares o que prejudica o tempo de pro-
cessamento.

Embora antigo, o problema da programagas linear
inteira, mereceu a atenga2o mais cuidadosa dos estudiosos somen-
te a partir da década de quarenta e com o advento dos computa-
dores digiteis, poderosos e com extraordinaria velocidade de

calculo & slta confiabilidade.

et
T remesipar Y



CAPITULD I - PRELIMINARES MATEMATICOS

1.1- Fundaméﬁtos Matematicos
)] gntendimento dos~capceitos utilizados em broérg
magao linear e em particular & programagao inteira requerem al -
guns elementos basicos da matematica que def#nefse,a seguir.
I.1.1- Matrizes |
Entende-se por matriz um arrénjortetanguiar de
n x m numeros, dispostos ;m m-‘linhas e D colunas‘canforme a

seguinte forma:

‘u 312 o.ooooon Bln
&21 822 * e e ve o' .’ azn

a 8 .’ ) . & a -
ml mz * i mn

Ncrﬁalmente esse arranjo e colocado entre parente
ses e recebe o nome de Matriz A, neste exemplo, que usa-se tam-
bem representar por ( 23 Y.

A matriz A recebe o nome de MATRIZ QUADRADA se
o numero de c$iunas for igual ao nomero de linhas ( m=n ), e se
diz de ordem n,

Um VETOR COLUNA|e uma matriz com somente uma coly
na e um VETOR LINHA, uma matriz com apenas uma linha.

MATRIZ DIAGONAL e uma metriz qua&rada cujos ele-

mentos sao todos iguais & zero, com excegao daqueles situados na

diagonal principsl.



MATRIZ IDENTIDADE e uma matriz diagonal em que os
elementos da disgonel szo iguais'a 1 Sum). Essa matzjiz_"é normal-
menté representada por I, ( oul ;;mplésmente ), érde n e a
ordem da matriz. | i

MATRIZ TRANSPOSTA, A% de uma matriz A & defi-

nida trocando-se as linhas pelas colunas da matriz A, como por

exemplo:

11 21 ® o 00 0900 aml

alz 822 LK BN BN BN N BN J emz

a a. cesase
1In 2n ‘e %mn

-

Duas matrizes sao IGUAIS se, e'somente se, saa
de dimensoes iguais e seus elementos co:respondenies. sao iguais.

Uma matriz quadreds e dita TRIANGULAR se tados os
seus elementos & .=0 para i >,j ( SUPERIOR } ou todos os
elementos aij=:0 paxa i <j INFERIDB ).

Ums matriz A e dita SIMETRICA se for iguai a

sua transposta , ou seja, a, .=

-

aji pera todo i e j.
MATRIZ NULA e a matriz em que todos os seus ele-
mentos sao iquais a zero.

Dado um escalar . qualquer, e uma matriz A @

PRODJUTO DO ESCALAR PELA MATRIZ sera dado por :

Otall OLalz ceceses O(aln

o o(au c;(,az2 TN &P

L
I

@ O O O T O OO SO PSP O LSS 0SS 6 s e e

Oy Koy, eeenn. Ke

mn



A SOMA de duas matrizes de mesma dimensgo m _x n
sera dado por outra matriz de mesma dimensao, definida a pertir

da ADICAO dos elementos correspdndentes.como pof exemplo:

all 812 00010000‘ aln ll 12 ® O 60 0 00 bln

a

21 822 es 0000 azn 22 0 0o 0 Zn

® & 00000000000 PeOoGEIEe ® ® % 00 0000 e b o oo e vescesm

b . b . ....... b

a a . a
ml mz2 °**°°°°°° mn ml m2 mn

all + bll 612 + blz ¢so0sssssecvne Eln + bln
821 + b21 822 + bzz : 'oooooo'oooo".. azn + bzn
2.1t bmy 8, * bm2 R amn;+ bmn

@ PRODUTO de duas matrizes A e B ( czA;B)
se define somente quando o nimero de colunas de A for igual
ao nimero de linHas de B e & matriz res;mtante serd obtida
atraves da soma das produtos das linhas de A pelas colunas
de B. Se A for de dimens3o m x § e B for de dimensao
§ x n a matriz produto sera de dimens®c m_x n e com valores

definidas da segiinte forma:

, 5:1 . ’ {.i = 1,2500e,Mm.
c..= 8.0 0 . para:
* -;;-l Lk_ “J . i=12,...,n



Propriedsdes de ADICAD e MULTIPLICACAD por ESCA-

LAR.

a) (A+B) +C = A+ (B+C)
b) A +B =B +A
c) (014-F;) x A = O(A + ﬁl\
d) X (A +B) = XA +XB
e) A +0 = A |
Onde, A, B, C seo matrizes de dimensso m x n’
e o e (!} s80 escaleres.

Propriedades da MULTIPLICACKO de matrizes.

a) ( AxB) xC A x ( B x C')

b) ( A+383) x¢C = AxC+BxC

c) Cx(A+B) CxA+Cx8B

Il

(XA ) x B (A) x (XB)

i
]

d) ox (A xB)
) ( AxB) = B  xA

Oncde A, B e C sao matrizes com dimensdoes compea-
tiveis com 8 definigao de proButo de matrizes e & & um escalar.

Cebe ressaltar que a propriedade comutativa nac e
valida pars o produto de matrizes, ou'seja: A x B ;E ‘B x A.

| tatriz NRO SINGULAR e uma matriz quadraeda cujo

determinante e diferente de ZERO. |

Uma matriz B e dits INVERSA de uma metriz A
qusdrada, se AxB = BxA =1. 'deé matriz A | quadrada,
NAD SINGULAR teﬁ ume e uma 80 matriz inversa correSpﬁndente.

o rd -1
Notegeo: A matriz inverss de A e representsda por A .



1.1.2- Vetores e espegos vetorisis.

A t{£u10'didético spresenda-se & definigeo, opere-
goes e propriedades dos vetores utilizando o espego Euclidesno bi

dimensional ( pleno).

Em um planoc os pontos podem ser repreéentados por
peres ordenados de numeros P = ( pl'. Py ). Refere-se a P como
sendo'um ponto de coordenadas ( Py » pz ) enm relaqu 8 origem ,
fixe de coordenedes ( O , 0 ) ou simplesmente como um VETDR'E.

Graficamente pode~se visuslizar a nogeo de vetor:

(P‘)PZ)

.fz' Lig W

v

(0.0)

Seja E2 o espago Etuclideeno bi-dimensional.

Algumas propriedades importentes dos vetores em Ez

-1

a) MULTIPLICACAD DE VETORES POR ESCALARES: A todo par &( & u ,
onde X €& um escaler e U & um vetor, tem-se um vetor v, correg
pondente ao produto escalarde o por’ I representados por V=T

= (X y <>(uz),e‘talquez

1 |
§ o (ety,,x9,)

(G“JU‘lB
X ( escaelar )

ff) <1 escaler )

-
u

—
e Vv ( vetores )

v




a.3- (O(+(:’>)x—g;= o(u+(:'>u
g.4- 1l x T}r--a
a. 5- Dxt:ﬁ

L

b) SOMA DE VETD?{ES: A todo per u e V de vetores em €, coz
U e V que se represen

responde um vetor w s chamado SOMA de

ts por W el + Vv -..-.(ul+vl ,u2+vz)_etelque:
b.le U + V = V + U
b._2—(~3+—\7)+¥=?+(7+7)
b.3- U + 0= U psra gqualquer U em Ez.
b.4- T+ (-0 ) = 0 A ceda vetor o em l‘i2 correg

ponde um unico vetor ¢hamedo in

. -y . ——
verso de u , designado por - u.

c) PRODUTO ESCALAR 3IE VETORES: A todo par de vetores u @& V ,

“em E_, corresponde um NUMERD REAL Chamado PRODUTO ESCALAR  de

2

—— " .
U com v definido como: (4 ,V) = Ujevy, + Uy.v, e tel

Gue — — -
C.l- ( u ] V) = ( v ’_3) .
c.2- ( (47T +p7),?)-u(?,y)+ plv.,¥y)
Ce3- (‘J,“G) > 0 e (0,u)=0 se e somente s€ .
—L:'-‘-'-ﬁ PY

"'v;e? em E

. . -2
pare todos os escalares A e (‘5 , € vetores u , €

d) COMPRIMENTO ( mddulo ) de um vetor: A todo vetor T de 62'
correponde um numero real chamedo de comprimento ou méQulo de

4 * K
u , definido como:

WTn = +\l ui + ol . | e tal que:



d.1- 1oil=0 e WGl =0 se e somente se

cl
[
ol

do2- XUl =lxliul @
d.3- 1T + VI ¢ Uull o+ 4V
d.4a | Th=+ J (T, 7T) '

e) DISTANCIA entre dois vetores: A todo par de vetores T e Vv

. T -
em E corresponde um numero real, chemaedo distencia entre u e

2'
-
V, o que se representapor d ( u, v ) tal que:

G (T V) =1T-Vl= e/ Cup-u 024 Cu,-v,)?
f) Um conjunto de vetores .:1 ,-:é ) coes ,-UA se denomina .

LINEARMENTE INDEPENDENTE se, para todaos os escalares C¥1 » CYZ

n
— . - '
C>llul + CKZSE + caees +.C(gj; = 0 implice que:
O{l:o(z: ....... :O{ = 0

[ . o
Csso contrerio o conjunto de vetores se denomida,

LINEARMENTE DEPENDENTE.

g) ESPACO EUCLIDEAND: vEntende-se por espago euclideéna de‘di;
mensEob n, E , umconjunto de n vetores LINEAREENTE INDE-
PENDENTES em que se verifice sinde as propriedades enunciadss
acime ( de g & ¢ ). Gualquer conjunto de g_z_l vetores deg
se espago sao LINEARMENTE DEPENDENTES. |

BASE para o espego E_ & um cénjunto de n ve-

tores LINEARMENTE INDEPENDENTES. Quelquer vetaor de E_ podera

ser escrito coma COMBINACAQ LINEAR dos vetores de bese.



h) HIPERPLANO: Ums condigao linear, definide em € como sen-

2 ¢
do .xlaﬁl + XZJ:Z = a , onde x,, xé e a €80 constantes, re-
presenta uma linha rete. Se o mesmo for definido em E3 feremos
um plano e se definirmos no espago En teremos uma figura chama-

rd

de de HIPERPLANG., Um hiperpleno H( % , a ) definida em €&
o canjunto de»todos os vetores u tal que ( x , u ) = a pera
x déferénte de zero e um dedo nimero real &.

Um hiperplano divide o espaego em dois semi-espegos

representados poz:s

W%, a) = (T/ (F,.3) = a)

H(X,a) = (T/ (X,0) < a)
1.1.3=- Conjuntos Convexos,
Uma COMBINAGAD CONVEXA dos vetores U; , U, 4.
- » -
cesp U e um vetor u em que:

n
- - — -~
9] =<¥loul + dzouz + ocao + wnoun

onde os ESCALARES c(i s80 maiores ou igueis & zero, e ainds ,

2 X, =1 . Ussub~conjunto C & CONVEXD , contido em
i=1 _
. —

En' se e somente se, pera todos os paeres de vetores u, e 'ﬁE

— —

~ -
contidos em C , qualquer combinagso convexa u ==°a.ul + °<2.u2
pertence tambem a C .
Como exemplos classicos de conjuntas convexos pqde

se siter: o espago, um circulo, um quadrado, um cubo, etc.



Como exemplo de conjunto nao convexo pode-se ci-

" tar ume circunferencia,

+C

1.2- O problema gersl da programagac linear.

0O problema gersl da programagac linear consiste em

- . . o
encontrar um vetor x = ( Xys Xoo eee p X ) que minimize e for-

ma linear:
CleXy + CouXy + cun # € o (1.1)

. . b . . ™ .
Sujeito es seguintes restrigoes lineares:

811eX) + 815Xy + cuo + @ ux = by (1.2)
aZl'xl + 822'x2 + voe + 82n°x - b2

.aml'xl + & 2.x2>+ vee + amn.xn = bm

sz, O ( j =l' 2' es oy n } (1.3)

onde aij » b. e cj sao constantes conhecides e m < n .

Toma-se o cuidedo de gersntir que os bi > 0, uma
vez que sereo utilizados como primeite solugao possivel pera o

processo iterativo que sere desenvolvido. Se o probleme original

10



contiver algum by £D ; multiplica-se a equagao por ( -1 ).

Os problemas de programagéo l@near se referem ao
uso»eficiénte-ou disffibuiggo otima de»recufsdsAlimitados, para
se alcangar os objetiVos dese jados. ‘ | .

| Caso se deseja maximizar uma forms linear ( fungao
objetivo ), utiliza-se a definigao anterior, apenas minimizando o
negativd de forma linear desejada.

A caracteristica principsl desses problemas sao um
grande nimero de solugoes que satisfazem as restricdes  impostas
pelo problemaf Desse elenco de solugoes toma-se aquela que mini-
mizar a fungao objetivo.

Segue uma serie de definigsés de termos proprios ,

~ [ (3
que serao constantemenye utilizados,

FORMA LINEAR: Seja E wum espago vetorial real. uma
fungdo f de E em R ( f: €E —»R ), sera dita forma linear,
S8 a) F(x 3?

+y) = F(X)+F (V)

b) flodx) = Xf (%)

SODLUCAD POSSIVEL: € um vetor * que satisfaz as restri

goes impostas pelo problema de programagdo linear (1.2) e (1.3).

MATRYIZ BASICA: £ ume matriz m x m , nao singular fox

mada por m colunas da matriz das restrigoes.

SULECRD BASICA: £ o vetor (Unico) onde os elementos
relativos es ( n-m ) colunas, da matriz das festrigSes, nao per-
tencentes a matriz basica sao iguais a 2zero e os demais elemen-
tos sao obtidos, resolvendo-se o sistema nEo singular da matriz

4 -
basica.

11



SOLUCAD POSSIVEL BASICA: € ume solugao basica, onde

todos as seus elementos tem valores nao negativosa

'SOLUCAO POSSIVEL BASICA NKO DEGENERADA: £ uma solugto

possivel basica com exatamente @ elementos X, positivos.
" soLUCAD GTIMA: € uma solugaoc possivel que minimize &
fungao objetivo (1.1) .
'1.2.1- Propriedades ds Solug?do.

Apresenta-se a seguir ums serie de teoremas que

mostrarao o caminho para obtengaeo de solugao otima.

TEOREMA 1: O conjunto de t8des es solugoes positives ,
possiveis, de um problema de progremagao linear e um conjunto

CoONvVexo.

geg 14

TEOREMA 2: A fungao objetivo epresenta seu minimo  em
um ponto extremo do éopjunto convexo formedo pelas solugaes possi
.veié a8 um problema de progremsgeo linear. _Se o minimo apérece em
mais de um ponto extremo entgo sera minimo pere tode combinagao

convexa desses dois pontos.

{ig LS




TEOREMA 3: Se encontrarmos um conjunto de k £ m

- —

vetdres Al ’ Az s oee Ak linearmente independentes e tal

que:;

- —

Al ‘+ XZ.AZ * o o @ * Xk.Ak - Ao

xl_

~ - .
e todos os x4 2 0, enteo o ponto' x = Xy 32, ces 0 X 0
g, ... , 0}. € um ponto extremo do conjunto convexa formado pg
las solugoes poSsiveis. Neste cass X @& um vetor n-dimensio~

nal em que os dltimos ( n-k ) elementas sao iguais & zero.

TECREMA 8t Se X = ( Xyo Xpp ves o X ) é um ponto

extremo de K (conjunto convexo), entao os vetores associados

-

. as xi positivas, formam um conjunto linearmente independente.

Disto se observa gque pelo menos m das X; sao positivas.

gl v
b4 X e um

"-‘-'-.‘( X 2»9 ceee g n )

TECREMA S: 0 vetor X

l’

ponto extremo do conjunto convexs K , se e somente se, os xi
positivos s&o coeficientes de vetores linearmente independentes
-

A : e
J

- —
x,.A. = A
it o

| ‘;-!.\ /

Tendo-se em vists as suposigbes e os teoremas an
teriores, que est8o demonstrados em [4} , temos o seguinte re-

sumo s

13



l1,- Existe um bpnto de K | cbnjunto convexo ) em  que

a fungao objetivo tem o seu minimo.

2.~ Cada solugéo possivel basica corresponde & um ponto

extremo de K.

3.~ Cada ponto extremo de K , tem associado a ele m
vetores linearmente independentes de de um conjunto

de n vetores.

Pode-se concluir que necessitemos investigar somen
te es solugaesvde ponto extrema; e portanto epenas as solugaes ge
redes, possiveis, por m vetores linesrmente independentes. Exis
te no maximo (::) solu;Ees'possiveis para o problema ( combina-
geo de n vetores, m linearmente independentes ).

Pere n e m grandes e preticamente impossivel
obter-se- t3des ae solugaes possiveis, e pares cads uma, obter o
Valor correspondente da fungeo objetivo, escolhendo-se agquels que
minimize & fungao objetiva.

Foi desenvolvido um algor{tmo que seleciona, em
uma forma ordenada, um sub-conjunto entre es solucgoes possiveig .
que convergem para a solugzo otima.

Este processo, obtem uma solugac possivel e veri-
ficé.se e otima. Se nac for, o procedimento encontra um outro
ponto extremo, vizinho, cujo velor da objetivo é'menor ou igual
ao valor correspondente & precedente. em um numero finito de‘pag
s0s o0 procedimento termina, encontrando a solugao otima. £ possi-
vel ssber tsmbem quando o problema n&o tem solug3o ou & soclugéo

€ indeterminsds.
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1.2.2- Gersgeo de ume Solugao de Ponto Extremo.

Seja:
) - . e d - -
xloAl <+ XZ.A'Z + e oo + xm.Am + o ee + xnoAn — AO

Supdndo que se conhega ume solugao de pdnto extremo, em termos de

-

m vetores Aj'

Supondo esses vetores linesrmente independentes,os

m primeiros:

——
X

- ( Xl [ X2 [} e 0 » Xm ) 0 ® *soe ,‘D )

vetor solugao de ponto extremo.

- — ~p
X, .A «A + see

1Ry + X,0A, +vxm.Am = A, (1.4)

onde . Z 0.

0 prblema congiste agoras em determinar, porvum prg

cesso eficiente, uma nova sclucao de ponto extremo.

— -— —
Sendo as vetores A A Am , linearmen-

l 9 2 9 LA 4 ?
te independentes, sasbemos que formam uma base no espago m-dimen-

> ~ g ° . . ~ >
sional. Podemos entao exprimir os n vetores como combinagao 1i

near dos vetores da base,

m
- 4 .
Ry = > X 5-hy (i=L2.n)
izl
" .
Tomando-se o vetor A . , tem-se pelo menos um
! m+l
Xi.m”_ >. 0'» na expressao:
A - - v - - 'S)
xl,m+l‘A1 + x2,m+l ot e ¥ xm,m+1'Am = Am+l (L

15



Tomendo-se © , quelquer, multiplicendo (1.5) por
e subtraindo de (1.4) tem-se: |
( Xl - enxl'vm

> .:.; -y »
+l )‘A1+(x2-eon'm+1 )0A2+o.ooo-oa..oo-.0oca

s A
ees + ( x - 8 .X );$‘.+ ©.A

Cm,mel = A | (1‘6)‘

0 vetor"; = ( xl-‘e'xl,m.-«-l o Xy e.xz.ml' s cce s xm-e.xm'ml ’
© ) e uma solug§§ do pfobleﬁa;

Para y 4 x = >0

Tem-se qge encontrer um velor real para © que

feca 72 B, ou seja;

x: = e.xi'md > 0  pera vt»pdo Ximel > 0 (1.7)
X35
2 ©
xi,m+l
X,
1
ou, , 0 € 6 < min
’ i,mel

0 velor de © obtido desta forma vei proporcionar
uma solugao possivél para (1.6). | ”

Pere se ter uma solucgo de ponto extremo nao se
permite que o vetor 37 ‘tenha‘ m+l elementos positivos. Deve- se
entao, forgar que pelo menas um elemento de 3?, se torme igual a
zero. |

Para isso toma-se:

7

= ’ 1y J—
© =9 = mn -

’ pere xi»..m+i > Q.
Timel '

16



- .
0 elemento de y peras o qual se obtem ecse minimo

se reduzirea e zero. Se esse elemento for o primeiro teremos:

1l
Q=6 = e
xl,“‘+l
- — . ‘ - -K
] ‘ ) L]
XZ‘AZ + X .A3 + cee + X', A + xm+l’An+1 = o
onde:
x;!L s X; - eo.xi.m+1 {i=2,3,...,m)
x! @

Se todos cs X 0, n8o seris passivel sg

i,m+l
. ' — —>
lecionar © >0 gue eliminasrie um dos vetores 'Al . A2 R

—3 ~ ’
Am de solugao possivel de ponto extremo, Para esse cesso otte-
remos, pers cualguer ©>0, uma solugao possivel mas nao de popn
. -> —p — -_—

to extremo, associada aosvvetores Al . AZ s vee 9 Am . Am+l .

. . ~ ~ (4 » . .
Isso indice gue o proolema nao tem solugao minims finita.

1.2.3- C Método Simplex.

Seje .:’z ( x cees X ) e o conjunto de vetg

1’ *2r
—i - Ty
res associados, linearmerte independentes 'Al’ AZ’ ceey Am.

Temos entzo:

- s -

xl'Al:+ XyeRhg + o + X DA = A (1.8)
X1e€) + X5eCy + wel + X .C Sz (1.9)
&i 2 0

17



c; - sdo coeficientes de custo de fungdo objetivo

e z o velor correspondente de fungeo objetivo peras um x dado.
s 9. | ,

- e —lp

Sendo A sz eray Am linearmente independente ,

l'
- - -
podg-se exprimir qualquer vetor Al’ AZ’ ceoy 'A“ em fungeo de

-, -
Ape Agr ceen Age
T TNy AP TRE  GR y R
Kagehy * Xagrhe b eee 4 hagte = Ay - a2

( j - 1120”-0" )

s objetivo correspondente serd;

X + ij.,cz + eoe + ij.c_m =' z, (1.11)

1j°1

~ 3 . ‘ hng
c, - sao os coeficientes correspondentes a Ai.

Multiplicsndo-se (1,10) e (1.11) por © e subtrain
do de (1.8) e (l1.9) respectivamente te&:embs:

(S O, =4
+ cea + (Xm- .Xm )oA 4+ .A —— AD (1012’

-
(xl- e.XlJ.),.Al i m j

(xl-e.xlj).cl + oeee + (xm-e.xmj).‘cmf g.cj .-_‘-. vzo-v-e.(zj-cj)

(1.13)
foi somado em ambos os lados da equagao o valor - ;cj .
- - -
Se todos os coeficientes de Al""’ Am' Aj em

(1.12) forem nao negativos, temos entao ume nova solugao possivel
em que o valor‘ de fungao objetivo sera: z = z - S, ( zy ~ <, ).
Como X)s Xop ey Xp sgo pmsitivos, temos 9>0> tal que os
coeficientes. de .(1.12) sejam positivos.

Como por hipéte‘se (.zJ. - cj ) >0, 'pera a coly

na i , temos:

18



zf:zo-O.(zj-éj) <_z° psre © > 0.

Se pelo menos um ‘xij  >' 0 em {(1.10) pera ( i=

1, 2, ..., m ) o maior valor de © pars que os coeficientes de

(1.12) sejem nao negativos sera:

> 0 - pera xij > 0.
xij '

Substituindo-se €9° em (1l.12) e (1.13):0 coefi-
ciente correspondente 8 i se snulara. Temos entaoc uma nove be-
se constituide ce Aj e m-1 vetores da bsse original.

Se nessa nova bsese ainde encontrarmos zj -»cj'> 0
e um correspondente xij > 0 pode obter-se uma novs solugao que.
levara a uma fungao objetivo ainda menar. Esse processo continua
ate que todps os valores de zj - cj~<,0 ou ’?j - cj >0 e to-
dos os valores de xij $ 0. |

Se todos os velores obtidos para z, - ¢

3 k|

- ~ - - ~ ’ -~
processo termina e 8 solugeo obtida nesta iterageo sera & solugéao

€0, o

otima, marcendo assim o fim do processamento.

TEOREMA l.- Se pare qualquer J (fix), a condi-
cao z; - c; >0 se verificas, entao pode~se construir um conju&-
to de solugoes possiveis tal que z £ z  pera qualgquer membro
do conjunto de solugbes possiveis, énde o limite inferior de z po
de ser finito ou infinito. ( ¢ e o valor de F.0. pera uma sa-

lugeo paerticulaer do conjunto de aolucaes possiveis ).

19



CASO 1.- Se o limite INFERIOR e FINITO, pode;se construir uma no-
ve solugac possivel com exatamente m varisveis positi-
vas e culjo valor da Fungao Objetivo e menor que o valor

para & solugao precedente.

CASO 2.- Se o limite INFERIOR e INFINITO, pode-se construir ums
nova solugao possivel com m+l variaveis positivas cujo
valor da Fungao Oojetivo pode ser srbitrariamente peque-

no.,

TEOREMA 2.- Se pera qualquer soluceo basice pos-
» *
sivel x

= { x x ) es condigoes z, - cj~$ 0 se veri-

1’ °°° " "nm
ficem psra j= 1,2,...,n enteao (1.4) e (1.5) constituem uma
solugeo otima (minima).

As provas desses teoremas podem ser encontrades em
L4] s pagines 74 e 75.

Para facilidade do calculo manusl desse procedimen

to, sconselha-se trabalhar em forma de tabela:

-3 - —-5 -t - ' b
( A, Ay Ay ool A Aol =°° Ay )
fazendo B =.R e AL. ... .A ( base admissivel )
1 2 m :
. - -1 - v -1 -
teremos: x = B 7. A e X, =B ~. A, onde;
o J -
x = ( Xy Xor e X ) 8 Xj = ( xl ,,xzj, ceny ij )
X, 20
Agrupando-se os vetores e mulfiplicéndo—se por

"l teremos:.
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. .o c1 o0 Ck > e 0 cm cm+l L ] cn
. -
i |bese| c Ao -y p— - ey -
| Ry oo B -ee A L
l Al cl xl l ”® o0 U ‘ ® o o 0 'xl'm+1 ® o e xl’n
2 Az cz j xz 0 * 9 e B oo e 0 xz’m+1 o s o xz'n
k Ak | Ck xk 0 LN 2N ] l e o @ G k.m+l ® o o xk'n
m AA c X 0 .e0o O eee 1 Y X
m m m mom+l m,n
m+l r4 U e a e 0 -’..} 0 j Zm+1 . Zn
= Cmsl " %n
tab. 1.1 - Tabela Simplex.
Inicialmente:
m
X, = bi 0 xij = aij ’ z = S ci'x_i
i=]
m
Zj = E Ci.le ( J = l » 2 I} o o0 [+ n )
izl
- - Id "A »
Se todos 0os  z, - ¢c. £ 0 = x=0b e solucgao otima.

" Deve ser introduzidas ne base qualquer vetor cque
tenhs o correspondente z; - ¢y >0, teoricamente.
Supoem-se que o nimero de itersgoes sera menor ,

se se tamer 0 max © .( z, - ¢, ) ( Dentzig ).
: J o . J » j . v‘
0 criterio mais usado e o de introduzir o vetor

qué tem o max ('zj - cj ) =='( z, - € ). No caeso de eﬁpete
J
introduz-se o de menor indice h
, 21 .



Pera.se determinar & eeolugeo que vei seir da base

usa-se ©O 0 = mi.n ( Xg / X:'.J< ) . para xik‘ > 0.
RESUMO: Apos construida a tebels inicisl o pro-
cedimento constitui-se dos sequintes bessos:

PASSO 1.-

PASSO 2.-

PASSU 30-

PASSO 4.-

Verificar os velores de zj - cj para determinar e
se obteve a solugao OTIMA { minima ). Se todos os
ZJ. - cj s 0, est,érefno.s com a solugao OTIMA.

Seleggo do vetor que deve entrar ne base. Vetor cujo
zJ. - cj.7 o, sejelméximo( espera-se que o ,n‘-’" de ite
ragoes seja minimo ).

SelegEo do vetat,qué vai ser eliminaedo ds base. Esco-
lher o vetor correspondente so ‘90 x,m%n ( xi/ xik ) .
para X, > B8 onde k corresponde ao vetor selecio-
nado no passo 2. Se todos os .xik\< Q, entEo a so-
lugBo & ILIMITADA. |

Transformegao da tesbela pelo processo de eliminag®o de
GAUSS, completa, para se obter & nova solugao e elemen
tos associados. Cada uma dessas ite:a;Ses produz uma .;
nova solugBo bésica, que pelos teoremes 1 e 2, obterg

mos uma solugeso MINIMA ou determinamos que ela é LMy

TADA.
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1.2.4- Base Artificisl.

Ate este ponto, foi suposto que o problema  con-
tinha sempre uma matriz identidede que pudesse ser utilizeda co-
mo base pere a obtengso da solugao possiQeI iniciel. Supaondo
que o sistems nao spresenta essa faéilidade lenge-se mac do se-
guinte artif{cio.

Seje o seguinte problema de.progremaggo linear:

4 0ea # C_oX

Minimizar: Z == C,eXy #+ CheX
‘ 1°%1 2°72 7 n**n

. k3 -
Sujeito s:

all'xl + elZ‘XZ + ce. + Bln’xn = bl

aZl.xz + azz.x2 + eeo + aZn’xn = b2

aml-xl + sz.xz + ¢ o + emnaxn b e bm
X, 20 ( J=1, 2, ccep N )

Usando-se o artificio da bese srtificiel o proble .
ma fics Blteredo pera o seguinte:
Minimizar:

eXo * see + C X 4+ W.X + cee + w.xn

1771 2° 72 : n"n n+1l +m
Sujeito a:
BiyeX) * ByoeX,y 4 el By X+ X = b1
B51-%X) + 8Bo5eXy + e 4 By WX F + X = b,

® 9 0 000 LI A ] LK 2N 1 e o 0o 0 00 o e S

B Xy 4+ B _aXi ¥ see + B _oX_+
m2° "2 . .

ml 1

( “:j=1: 2, ceey Ny N+l, ..oy, N+m ) Xj
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—Dd

-
0 vetores An+1 s eve o A

formam uma base arti
n+m -

A

ficisel para o sistema sumentado.

Se existir pelo menosvuma solugeo possivel para o
problema original, essa ;glugéo fambem sera possivel para o sis-
tems sumentado. O Metodo Simplex entao, fo:neceré ume solugao
minima pare o sisteme, forgendo o neo aparecimento de valor posi-
tivo pare as variaveis artificiais X o ei .. Se o problema- qrigi-
nal nao tiver sblugéo possivel otima, entao a soldgab 6tima‘ do
problema aumentado contera pelo menos uma X, > 0.

Para o problema aumentado & primeirs soluga&o pos-
sivel sers:

<

X ) =( b

= x .o
( xn+1 ' Tn+2 ’ Tn+m

com o valor de fungao objetivo 1 z_ = w. ; b,
_ 1 1
)
Visto que sao vetores artificieis na base, cada
z; - c; sera uma funcao linear de w.

Pars & primeire soluca@o teremos:

m
L
Z.-C. — No x-.—c.
J i L a4 i J
i=1
para cada zj - cj existira um coeficiente w e um coeficien~

te independente de w.

Feara esse caso coloéa-se na tabels do processo Sim
plex, duss linheas édicionais, correspondentes & esses fatores,qug
serso & (m+l)é3ime e (m+2)ésima linhas.

A nova tebel a do processo Simplex sera:
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c o0 c w eece w ev o W
: 1 n
i | bese Ao
Al o » An n+1 ® o0 An+k L 4 An+m
l An+l Xn+l Xll e o Xln 1 LR N 4 0 ® o @ 0
2 | AL, Xoe2|Xoy cee X 0 .ee. 0 ... O
. o"-o‘ e s o -o.- e o e oo q . LRI ) . e oo .
K Anek “nek %k 0 Ken g 00 eer 1 e O
m An+m Xn+m xml . e xmn ﬂ LA ] 0 o o0 l
m+l 0 -Cl o o -Cn 0 e o e 0 LI D
m+2 xn+i'xi1 .o »xin 0 cos 0 oo g

teb. 1.2 - Tabela Simplex

com base Artificiel.

C procedimento serd o mesmo que No processo de
tabele enterior com uma (nica diferenga. 0O vetor a ser intrody
zido na bese, serd selecicnado pelo maiarAelemento positivo da
linha (m+2). Esta linha devera sofrer tambem a transforma§§o
usual de eliminegao. Um vetor das varieveis artificiais elimi-
nado da base nunce devera voltar & base. |
(m+2) veto-

Usa-se & linha para selecionar os

res que entrerac na base ate que:

1.- Todos os vetores ertificiais sejam eliminados da
base. |

[ .
esimo

2.- Néo existe (m+2) | eleménta pasitive.
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A primeira slternativs iéplica em que todos os elg
mentos de linha (m+2) sej;m igueis a ;éfo e & correspondente ba
se seje possivel parea ﬁ probleme originai. Em seguida, esplica-se
0 algorftmo simplex, visto enteriormente, ate que a sblugao otima

'seja obtida; Ne segunda elternétiva,1ée»o”e1emento (me2 , Q) ,
perte artificial de valét #orresbondente)nj fungEo objetiva, far .
maior que zero, entao o problems original‘teré ume solugag posei
vel dggeneraﬁa que contera pelo menos um vetor ertificiel na bsase

Se as condicSes apresentadas enteriormente forem

satisfeites e se a solugeo pbtida‘nEO for 6tiﬁa. o processo conti

” - .
4y ES1Ma

nua peloc simplex normel, utilizando-se e (m+l) linha de

tabela.
Sempie que um probleme contiver um vetor unitario,
este devera fazer parte des bese inicial para que seje reduzido o

)

® . -~
numero de iteragoes.

1.2.5- Métods Simplex Revisado.

1.2.5.1- Forma gersl da inversa.

0 elemento principsl que permite passar de uma so-
lug@o bésice para outre & o conhecimento explicito de representa-
ch dos vetores que neo se encontram na base em termos da bese

etuel. Dado essa observagao pode-se dizer o seguinte:

1.- Calcular os elementos zj - cj para determiner o
vetor que deveré ser introduzido ne bese, ou pars =

determiner se e solugso astual & otime.
2.- Degerminar que vetor devera ser eliminedo da bese.

3.- Trensformar & bese e obter-se & nova solucaﬂ-
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Como jé se viu antériormente, dedo ume base B,

-l - —~ . ~
de vetores m-dimensionais ('Al v Ry v eee s AL ), & combinageo
.Ks em termos de E € deter-

linear que exprime qualquer vetor

minedo por;

- oy - | -_ I
lcld . .A. : . = ' . e d e .
( ) xJ = B ; onde XJ (._le_, XZJ P oene xmj )
& um vetor colune. Temos entao:
- - Yy o ' - . ' ~
Aj = le. 1 +_X2j.§2 + ... ¢ ij.Am » que e a combinagqo

linear desejada.

Seja o problema de programageo linear seguinte:

ol

Minimizar: zZ = C.X

N bud ~
Sujeito a: Ax = b e x >0

Seja B correspondente aos8 m-primeitos vetores

de A.
X =5
o .
— -y
X, 2 0 onde,

o = ( XP 0 Xy 4 ses s X ) €& ums solugao possivel basica.

A combinageo linear de todos os vetores de A em

termos de B pode ser determinada mediante ';3 = B'l. Aj pera

i=1,2, «ouy n.
| Definimos z; = cl.le + ocee + cm.ij (1.16)
pera j =1, 2, «...,n onde c; s80 coeficientes de custo.
Por (1.14) temos que (1.16) pode'éer escrito

na seguinie.forma:
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zj'-'.(co!xj)z cooBoAj '(1319209--'") ONe-
de’ E; = | €y ¢ S5 ,‘...', <. ) é_um vetqr linha.

-1

Portanto, dado E;.‘B pera ume possivel bese B

podemos calcular o correspondente z, atraves de:

- -1 = - -1 = -1
X

j=B.Aj;xq=B.b e co.B .

Nota-se que pera se obter uma solugeo possivel de

+ ” . [4 - .
outrs j& conhecida, e necessario psre ceda base B ter-se:

B-l , A, b e ry (dados originsis).

Eeseado nesse principio, desehvolveu-Se o Metodo
Simplex Revisada.

A diferenga principasl entre o Simplex Original e
o Revisedo € que no primeiro transformamos todos os elementos da
tabels por meio das formulas de eliminagao de Gauss, e no segun-
do transformamos samente os elementos da matriz inversa. Este-
segundo metodo e meis indicado pera o uso em computadores porque
l.- Utiliza~se os coeficientes originais, oque permite

executar as multiplicagoes com apenss os elementas

diferentes de Zero, reduzindo-se os calculos  em

maetrizes esparsas, com muitos zeros em sey interi-
or. Js elementos origineis podem ser sinda, erma-
zenedos na forma compacta ( zeros néo se armezenam)

_ ..
resultando em uma economia de memoria e consequen-

temente aumento na caepacidesde de resolugéso.

2.-'A quentidade de info:magaes noves e se registrar e
reduzida, visto que necessitemos epenas 8 inversa

da base atusl e do vetor solugao.
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OBTENCKG DA NOVA INVERSA: Seje B formeds pelos

- el il

vetores Al , A2 P AT i; ) que difere de nova

—y

base epenss nela substituigeo do vetor .AL pelo vetor Ak.

-

>}

Iy A

Sejs B = ( A1 s Aoy eee y Ry e o AL ) & nove bese. Tere-

mos entao:

_l _.1 - - - —
B . B = B . ( Al , AZ s oo o Al s see s Am Yy = 1
-,1. - _l -— — - ——
E . B = E . ( Al ) Az" * 00 ') Ak ') . e o [ ] Am ) =~
l 0 L AN 4 xlk oo 0 ﬂ
0 1 oo XZk o va »0
0 0 L ) xmk - o ¢ 1
Seja
T -1 : -1
bij = (B )ij e bij = (B )ij teremos:
_ P "
bij =: hij - —ﬁ—— » xik Para i # »
Xk
- °1 3
ij - o
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 PROCEDIMENTO SIMPLEX REVISADD : Sejs o seguin-

te problema de programacao lineer.

Maximizar X
n+m+1l

Sujeito as
X . >/ 0 ( j:l, 2' eeeyg N )

b, 2 0 (iwl, 2, cou, m)

Xn+m+l 1 -Cl.X1 hd CZ.XZ - LI ) - -c’»ﬂl.xn

@y1°% * 812'x2 toeeo + o3y X = bl

By1°%) + 8550 X5 + oo + 850 %n = b2

8 1%y + B oe Xy + oau + B X = bm
Cl.x1 *OCoeXy # ee + CoeX o+ X 0T 0

0 Problema EQUIVALENTE serad o seguinte:

Minimizer CoeXy + CooXo + o + 'x
l l l 2 2 * 8 cnO n

Sujeito B

all'xl + alz.xz + eee + Blnf*n = bl
a 1% * am.z.xz + ce0 * amn.xn - bm
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Comoc no ceso enterior, nesse processo tambem neces
sita-se de uma solucao basice inicial. Psrs fecilitar os cal-

culos da Fese 1 coloce-se ume equegsgvrgdundante definida como

®m+2,1° X1 ¥ %me2,2° ¥2 Y 000 Y Cmez,nt *ﬂ ¥ Xnene2 = Pme2
-Onde, :
m |
am+2'j=_; aij » ( j 21'2’ Oo:.' n )
i=l .

» podemns escrever o

Sg Flzermos' :cj = am+1,j
seguinte problema:
Maximizaer X
n+m+1
Sujeito e:
1,171 Y 0t Bt Xa Y Xaad , | = b
9m,1-“1 + 400 + am'n.xn | + xn+m ‘ = bm
e oo o PY -
mel,1°%1 * Y el n%n o * Xasmel g
s e 0 [ : .-.b
am+2,1‘x1 * * 8me2,n%n ' Y Xaeme2 T Tme2

x. > 0 (j=1.2,..;,n+m)

3l



Algoritmo Simplex Revisado:

Passo 0.~ Monta-se & seguinte matriz com os coeficientes,

82'1 82’2 L) az’k ® o0

A= ®m, 1 m,2 te “m, k M
m+el ,1 %mel,2 *** “mel,k e

am+2,l am+2.2 e am#Z;k T

Aj = vetor colune j de A.
Nossa base iniciel & a matriz identidade. Sua in-
verss sers tembem & identidede e @ informagao se registra nas se-

guinte matriz:
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Passo I.1 - Se

Passo 1.2 -

Passao 1.3 -

Passo 1.4 -

(i= 1,2 00,m )e

FASE I - Variaveis artificiais na base com valo-

res positivos.

_gm+,.;+2 £ 0, calcular,_;.;arav jg'l’z.’“_i n- .

é;j ='Uh+2'Aj = um+2,l'alj *ooee ¥ um+2;m+2' am+2.j

Va para 1.2 .

Se Xnene2 = D , Va para o passc II.l .

Se todos os Sj >0, & MAXIMO e por- .

Xnem+2
tanto nao existe solugao para o problema original.

Se p=lo menos um. &j £ 0, entao a variavel a sei‘
— .

introduzida na basse sexa X) » correspondente ]

é; K = M§n é;j .

Calcular:

para i=1,2,...,m+2. A wvariavel 132' deve ser
Xi X‘L

eliminada correspondente a : 8°'=-q}n —_— = ——,
E T X, ka

Lsag- Sen .
sa-se apenas as Xik 7 a.

Js novos valores des variaveis na snlugao basica se

. .
abtem com as formdilas:

A ) x& ) ) ‘ .
X; = x; - ol X: para 14k
' '*Q.
X - v
k - .
XLk

33



Fesso I1.1-

Passo 11.2-

Passo 11,3~

e os novos valores de U seo trensformedos com:

' Yy 5 L
Uij = Yig T ;(-— o Ko o ‘.parav 13‘;0,_
. Lk
U, .
u = L
o Mk

Va psra o Fassa .1l .

FASE II - Nenhuma verievel artificiel com valo-

res positivos,
Celcular:
S”j = Um+1‘.“-j' = Ymel,1°%15 Y 00 T Ymel,me2" ®me2,
€ 3 :vl,Z,.o;,n’)

Se todos os JAj >0 entao X emel e maximo e &

solugao correspondente & GTIMA, O valor negetivo de
x € o valor verdadeiro da fungao objetivo @
n+m+l .

ser minimizeda. Se pelo menos um gjg £0, entao

—
Jdk = @in 3Aj . A varisvel xk deve ser introdu-
3

zida na bese,

Caléular:
Xik = UgeRp = Uggelyp + oo + U5 0oeBiia Kk
. - .
para i = i,2,c0.,m+2. A variavel Xt que deve ser

eliminade e indicade port

x X
go:m.in —j;- = ‘"g:"’ i-——' 1,2..-0."‘.
Xk Xk

pare X, > 0 . Se todes es xik‘<'0 - Sqluch

ILIMITADA. g



Passa Il.4- Obtem-se os novos valores:. .

X, = x, - :EL X itk
i = "1 X ° ik
Lk
' vx‘t
X o ————
k ———
Xk
. Uy g .
J : ‘
i = Yij o e Xy i¥l
Xex | L
, Uy, .
Uy, = =23
Lj X
Lk

Repete-se ate encontrar a solug2a OTIMA

( ve pera o Pesso I1.1 ). L

A seguir é apresentado a programagéo em linguagem
FORTRAN desse elgoritmo. A programagac se compoem de tres  sub-
progrsmas e um progrema principal. O progréme ptinbipal recebe
o nome de SIMFLX e os sub-programss téﬁ as finalifades descri-

tas a abaixo:

SIMPR - Subrotina, pers determinar a solugao otimae straves do mé.
todo Simplex Revisado, Esta previsto um tempo maximo de

10 minutos, epos o que a solugao € interrompida.

PVVMK - Fungao Real, programada para determinar o produto esca-

lar do vetor v pels coluna k da matriz A.

 PMMK - Subrotine, pers déterminar o produto da matriz u pelé

coluna  k de matriz A,
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Os CARTOES DE DADOS pars o progrema SIMPLX de-

verso ser epresen.edos da seguinte forma:

12 Certdo: Ordem e tipoc do problema

Colunas Descrigao .

| |
la § Nimero de linhas ( equagoes ) :
6 8 10 Nimero de colunas ( incognites ) .

11 a 22 Tipo do problema { MAXIMO ou MINIMO )

28 Carteo: Termos independentes ( limites )

Os valores devem ser perfuredos da coluna 1 =a
' B0 ocupendo cada nimerc, o meximo de 5 colunas ( colocsndo-se
o ponto decimal ). Cada certac contera o méximo 'de 16 ndmeros

rd A N ' -~ = . L4 "
e podera ser utilizado quantos cartoes forem necessarios.

3? Certao: Coeficientes da fungeo abjetivo

Idem ao item enterior.

Certdo: Matriz dos coeficientes, por linha.

H
-]

~ - [ 4 o
Sao fornecidos da mesma forme que o item anteriar
sendo que os valores devem ser perfuredos por linha, iniciendo -

se um novo cartao a ceda nova linha.

€ apresentado & seguir e resolug@o de um exemplo,
onde sao fornecidos os cartoes de dados correspondente, e . 8
soluceo obtida pelo computador.

Segue tambem a listagem  dos programes e sub -

progremas suxiliares.

26
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LE

TERMOS THMOEPENPENTES (LIMITES)

043000000£+401 0+10000N0E*D1  0s3000000L+01 042000000F*01

COEFICIEHTES DA FUNCAD OBUETIVO

*0+4000000E+01  0.45000000E+01 *0,3000000E¢0Q1
*049000000E401 «0,1000000€+02
RESTRICOES POR L INHA S x 10
0+5000000€401 0+500000GE+01 =0:6008000€ +01
0+2000003E+¢01 ©,1000000E401
0+6000000E401 ~G.7000000L+01 0+8000000£ 03
. 0+44C0U00JE+01 ~C41000000E+32
0e1500000E 402 *0470000M0E+D1 0+8000000E *01
049000000E401 (+00CO0ONOE+0D
0+1200000E402 =0+140000GE +02 0+ 200000E #02
*0¢13000060E+02 0.1100000E+02
0+2000000£402 0+90000N0E*02 024000000L +01
0+8200000€402 0+38000NDE+0D2
SOLUCAD yeARTIpigIny
VueERD pE I1TERACOES: 213
PROBLEMA DE MINIMO
FUNCAD OBJETIVPE 0438178226401

TEWPD Df EXECULAD = 35,853 SEGUNDOS
VETOR SOLUCAD

x¢ s5)= 0,1072a04g,01

¢ qle 0,97¢2536€ 01

xt{ 7)= 0,103Ar749g=n1

Xt 2)= 0.7875810F=01

X({ 6)s 0.7720406£400

04700000001

.

047000000¢ *01
=0+ 6000000F*01
0480000007 *01
=041200000F *02

043000000F %01

041100000£ +02

0410000008 +02

044000000€ *01
*0.2000000€+01
0+4000000£ *01
0+4000000L *01

*0+4000000¢ +01

R R R R I R R R I R R A S A P

«0,9000000¢ +01

=0:3000000£+01
0.4000000¢ *01
=0:3000000f *01
=04 3000000¢ *0!

0+1300000£ %02

] 10MINIMOD

3. X, 3.
-4, 5. =3.
5. 5. =-6.
6. -T. 8.
15, -7. 8.
12. -14. 12.
20. 40. 4,

2. 11, .
7. -10. -9.
1. 4. -3,
-6e =2. 4,
8. 4. =3,
-12. 4, =3.
3. -4. 13.

0.4000000¢ +01

0414000008 *02
002000000¢ *01
0s1100000¢ 02
‘0.'000000;'01

0418%00000¢ +02

4, -3. -S.
14, -15. 2.
2, 20. A.
11, 13, 9.
-4 12, -121.
14..-35, 42.

=0+ 3000000€ ¢+01

=0+1500000¢ +02

0+2000000€+02

0413000007 02

041200000¢ 402

*0+3500000F*02

Os certdes de dados serao os seguintes:

-10.
1.
-10.

11,
38,

: ewexboxd c1ad eproauxcy sopep soOp



8E

F9ENT SIrpLX

FILF  2=2DSEMPLsUNITeRTADER : IDENT SIvPR o :
FILE 2=pSIuPLruniT2PRINTER (0o801) SUBROUTINF STUPRCAPCoX oMM PREC 100D, N1 5IRP2Z2IND» U» TERPO)
. SIZE ALPHa=x12 i €0002) DIMENSION ACIY2UC1DeXE2)oCOBInIND(Y) 5
© FLAG  181%e THIS CONTROL CARD WILL BE IGNURED Ih THE NEXT RELEASE . 4 SUBROTINA PARA METOPO SINPLEX REVISADD
€0001) DIVENSIDN A€2026)%y(20803°X(50)- C(50)2 IND(56) oo ¢ IR=1 , SULUCAB UTINA' .
(0002 CALPHE LCpr, max/mwaxing "/5CoNDE3) : c IR2., SOLUCAG IMPOSSIVEL o ve
PLAG 18200 7H1s TyPE STATEMENT wiLL NDT BE &' 31i ABLE_MEXT REL EASC c IR=3 , SOLUCAD PIVD INFINLT <1:POSSIVEL
Coo03) DATA CUND/"DT14a 7, 1upossIvEL~1": " THPOSSIVFL=2", ¢ Ir=? » sylugAc VeARTIFICIAL
: APVOARTIFICLAL™ )" INTERRUMPIDA® ¢ 1IR3S » SOLUCAD INTERROMPIVA
" (oD0A) . 10CrdrnNd=(d=tdane] - (0003) IvP=600,
€0005) PRECet o =7 - €000a) CALL TIMECO,, TEWPY)
¢ ME NUNLRO DF CULUMAS (0005) jket :
¢ N= NUMERD DF LINHAS . €0006) Irct
< JCUN® T1PD DE PROBLEXA ( MAXIND OV HINIWG ) €0007) : JsEnEH
(0C06)  BEIYI READ(2,10000,Evp=99996)Ns4»ICON - toooey : IvedSelt
0007y 12000 FOPMAT(2IS,T11,a12) ' t0009) icenen
¢ LEITUPA DAS TERMOS INDEPENDENTES i ¢00103 is=jCen
(0008) READ(2,20000)CXC[),I21,N) . {go1y) N2E] Yo ed
e ¢ LFlruma Dns CpEFICIENTES Dt cysTo t0012) n1shi2=l
(0009) READL2220N000XCCCT I Yo M) . . - (0013) NFzlSeli
(0030) 23000 FopuAT(16F5,0) (0018) . 1S¥=15%1
(0011) NYeye¥ . (p035) 1ci=1c+1
€0012) 00 100 I=1,n : (p016) AL R A41
50133 100 Res0(2,200000CaCI), U1 NMsk) (0017 120
(4 LEITUPA DaS RESTRICOES POR Lluxa €1/CaRTAO) (00lg) 250,
(00123} leop=2 o (0019) N1=0.
[£:1353) IFCICONNFoenaX)G0 TO 200 €0020) . U0 100 ISYsNF
(o017 Icep=y . | €0021) 100 UC1)S0e
¢ uax = 1con=! , mIn= Icoped L £0022) 00 110 1s1,n
¢ IP3ESSAD IS pADOS LILDS (0023) Ke(1~1)eNe]
€o018) 230 wRITEC(S,30000)(x(1), 1=1,y) c0022) TLSTIT
€0019) 33000 Foenay{1nt*10¥BYERMDS INDEPENDL... ¢S (LIMITESIE//(1X?BE157)) €0025) TETLR(D)
€6020) WPITE(S,4nCc001Cc(T),le1sn) - - (oh26) 110 IND(IIS(YM
€0021) ~ 83000 FURMAT(////11"SCOEFICIENTES DA FUNCAG OSYETIvVOD//(1%pBELS:73). + (0027) J==T
€0022) MRITE(S, 30600V, M . i I (£n28) 00 130 JgsisN
0023y 33000 Fppra1t////11¥5REeTRICOES PDR LINHAE 158 Y815 7 ) L 5029) KE(d=1donet
too2a) LD 3LC I=g,n . M | (0030} F1sdded
€002%) 320 wRITE(2,60G00)(ACY)sdclonisN ) l (2031) ACTT)=ACK)
(0026) 65000 ForvaT(/lt1Xs8E1547)) s 1 co032) D0 120 1=7,N
¢ CHAmARR paid. CALCULD pELD STMPLEX REVISADO . L(0033) KeKsl ]
(oe27) CoLL SIMBPCAsCoxsNr P PREC?ICBDPNES IR?Z#IND P U? TFHPO) i | ¢o038) 120  ACTI)=ACITI®ALK)
€0026) WRITE(D, 0U00CONDCIRI NI ICUNI Z» TEMPD }19035) 130 ACIId==RA(11)
¥

10029y TI000 FOP¥AT(////711¥350LUCAD BA12//11XBNUMERD DE FTERACDES=nI6 (0036) 60 TOC140,22222)51C00
. 1//7VAXCPRUPLENA DE 8A12 //13XOFUNCAD OBJETIVOEBELS.T //

T €0037)  3a0 DO 150 JEi,M
| 211XGIEMPG DE EXFCUCAD =BF 8430 SEGUNDOSD///11XOVETOR SOLUCAOBZ) | (p038) 3150  cCyd==cl)
(0030 MRITECS,BN0003CIND (1) y% (1)) Ta1sN) , ' (0039) 22222 Nletlel
B A N eSS L ' ' (0080) 60 TL(170,190)51K
(0033 sy ot ' "o ¢o0A1) 170 IFC(ABS(T),LE.PRFCY GO TO 160
(0033) 99999 sToP ) ) ‘ : (o0a13 irea - At
S 00 e , - T tooea) g TO 190
o C . ' (0085) la: kksz
v P ) Xz
$712+77T - 10231 AeMe xFORYN COMPILER (757140) s ggg::; 19 S S
ELAPSFD TIWE . 44 SECS . 49 CARDS AT 66 CePoits ST tobae) GO T0C200,21079 1K

€0050) 230 JyrJSed

COuMDN. = D DATA = ‘50732 TEWPORARLIES = 3
€ODE s 1pPA otelys - S

( NVHLHO4 °*Dutt ) opestaay xsrduzg owq;:oﬁw op oeleuerboxq



6€

€o051)
€0052)
tco53)
(0054a)
(0056)
(0057)
t005¢e)

¢0059?
(0061
€0062)
(0063)
toose)
(0085)
€Ccogg)
(0039)
(0068)
€(0059)
€0070)
€0071)
(0072)
€0o73)
t0Q7a)
(00375)
{0077
(007R)
(Gosoe)
t0081)
(00823
€0083)
€0085)
(008¢)
(0087)
(008r)
(0089)
€0090)
€0091)
(0C92)
(0093)
(0098)

(0095 .

€009¢)

€0097) .

(0098
(0099)
(0100)
t0101)
(01032
(0194)
(0105)

T€0106)
(0107)°

(0128)
(Vidy)

(0110)

' (0!!1)

- 210
220

230
¢

99999

. 250

260
270
230
290

300

310

320

330

340

. 380

KYePVHK(UCIS15sA2 JaND+ATSN)
G0 TG 220
RY=PVRER(YCIC1)sardapd+Ciy)
IF¢(A(N2Yoltexy) 60 TO 230
Aln2)=XY
K=J
CONTINUE
St x MENOR OU IGUAL A ZEROD IR=2
IFEKegTo0) GU Ta 270 ’
irRe2
) T0(260,250):1¢CD
le=
RETURN
IFCaSN2) +PREC 1300,280,250
60 TU(290,99999)51K
Ieeb
Gp TU 99909 .
CALL PEME(Y,A» S NpACIYLY)
ANIDI=PVMKCUCICT ) sasKondeCIK)

-PlvO=1E9R

L=0

b0 310 I%YsN

1721l

IFCACTIdetEeDed GO TU 310
Psy(l1)/at11)
IF(PIVU.LF,P) 30 TC 310
L=l

PIvo™F

CONTINUE

1FCLecTe0Y GO 10 320
IRel

G0 TO 99vayg

IR S Al

tlelYeL

plylL=eglly
KCLYEY (L) /PEVD

VO 330 JE1,N
Lus(d=1)omeq

vl V2=u(LJI/Prvp

U2 350 [51.N
Lisgl=1)anal

IR TN

12=15+1

1351+

VTl *uCLT)vA(NT)
VEI2)=ul L2 )=yt 1)*A(N2)
IFtLeFuel) 60 T 350

00 380 J=t,N

Jez(Jd=1)ep

lusgaes:

LJ:JAOL
VCIJIeU () =Uchd)eatd3)

XD EXCIIXCLI A1)

cOATIngE
La7=R{L)es(NL)

-rcr-x(u)yA(nzxk ’

e FiM

(0112 CALL TIMECTEHP Y, FERPD)

0113y TEMPO=TERPG/5000

€0118) Ip(Teupoa & Tup) g0 10 22222
01186) . IReS

117 G0 TU 99999

(o118) END

§712777 10312 A.Me xroaru coquLca trs’:ne)

RELEASE NyvBER2 Asp 5.6 ° AGS - RRORS
ELAPSED TIVE 19 SFés xzn ARDS Ar 372 TP,
COMMON = 0 DAla = 306  TEMPORARIES = &2
CODE = 8532 plelts )

JOENT PHnxK
¢0001) SUPKOUTING  PUuK (U’ApK}N’V)
00022 DIMENSION U(1),A01),YC(1)

’ < SUBRAVTINA PARA PROUDUTO -

¢ PRUDUTD OA MATRIZ U PELA CBLUNA K oc A
€0093) Legk™y)ey
(0008) oo 100 Iat,n
(0005) Y(1)c0o
(0006 Ug 100 Jeg,n
tooar 1J%Je1dane]
€009R) Laetty
€0009) 100 Y(l)'V(l)Oo(lJ)'A(LJJ
(00310) . RETURN
{po11) END

5712777 10212 Aeme XFORTN COMPILER (75/140)

RELEASE NUMBER2 ASK Seb 0 FLAGS 0 ERNORS
ELAPSED TINE 5 SECS 14 CARDS AT 168 CoPyM,
CouMpor = 0 DATa = &8  TEMPDRARIES = 50
CODE = 728 plelTs

10ENT PYNMK .
€0001) FUNCTTIUN - _PVMK (V2A2K?N)

¢ FUNC&n = PARA 0 PRODUTD ESCALAR
- 4 PRUDUTO DO VETOR ¥ PELA cutuna L DA narwlz
€0002) OIvENSEON V(1) rAC1)
(0003) LeCK1)eN
(0004) PymyeQ
-(0005) 0O 100 I=1sN
(0006) LEL ol
tooo7) 100 Pvux‘Pvnxov(t’-A‘t’
(0008) HETURN .

€0009) Enp

5782777 10512 Ay xroatﬂ cOMPILER (75/140)
RELEASE NyYBER2 ASR S+6 o FiaGs 0 ERRORS
ELAPSED TIvE 3 SECS 12 CARDS AT 240 CoPoMs
coMMpn * 0 paAla = 24 TEWPORARIES = . S0
CO0E = a2 pIGITS .



]

1.2.5.2- Forme do Produto de Inverss.

Seja:

-0 ese see LR LI o ‘ . -1

-1 P - :
B . k - xk - X!k
X mk
blz - o9
b22 * o0
_ - Aa-l
Bz .-

&l

mz L 4
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onde:

X.
- ik -
bij = byj - —;!:-bcj (i4€) -
- 1
Ly
Formemos & metriz elementer m x m :
X1k
l 0 o o o - Ame— e e o 0
XLk
Xk
0 l LY  csma—— eo e U
| XLk
.” L] » & 0 0 . ® o LA ) » : GL
1l
0 0 o @ O +“ - L] 0
Xtk
xmk
0 0 o o0 - - Y l
X

0 produto dessa matriz por B 1 resultara a matriz B~

Ee. g7t = E’l , equivale & aplicaf es formulss do metodo
enteiror, | |
Se fizermos:
Xik | | 1
Yips —— (i4¢) € yu': -"(—"'
Lk
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poderemos armazenar na memé:ia do cohputador epenas 0s velores
oL : | _ o _
E = ( Q H yll. ' yZ'. 93 see 9 yu 3 e s ‘ ym.‘ )

Inicis-se o ﬁrocesso com B° iguel a;identi-

dede. .; o

Ble1=¢

] o
A . . - ,--'l.,_vl

inversa de bese seguinte sers: ‘81 = €1 . Eo

A inversa da pesxma base podera seriobtida por:
et el L. et et = Bt
P p-1 1 o P

Em cada estégio teremos um ¢ correspondente &
coluna da metriz elementar. Aplicae-se entpao ¢ procedimento
Simplex Revisedo, utilizando esse tecnica, obtendo-se uma me-

lhor performence no processamentc.
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1.3- Duelidede em Programégio Lineét

A cedea problems de progremagec lineer, cheamedo
PRIMAL, existe um outro essociado e este chemado DUAL. A dueli- -

 dade entre os dois.ptoblemas pnade ser mostrede pels seguinte ta

bela:
PRIMAL - DUAL
n m
minimize z:Z LIRS P imeximize z=Z'1i—i.bi
» i=1 * i=1
sujeito_E : ' sujeito Y
Ei, b
8...x, = b, i€ W..s,, = ¢ P
3%\ lj KJ 1 : ’ E§| 1 lj J j €
% ™
l:‘aij.xj Z by i€CE Zﬂl.eij £ e, J € P
L=t
x, 20 , i€P LR i€E
x; guelguer, i EP 'lTi quelquer, i€ ¢
£ U-E = {1,2,...,m ) Note: U € um vetor linhe
PUP = ( 1,240004n )
tab, 1.3
Temos & seguinte tabels, para a determinagaoc  do

DUAL ( ou primel ) basesndo-se no PRIMAL ( ou duai ) respecti-

vamente:
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~

PRINAL - JUAL

' - -2 . . . _‘-’ -» »’
objetivo: ct.x —> min. ebjetivo: Mo —> mex.
o ' o , - =2 ;
variavel: X5 'z 0 | restrigho: T Pj £ € (ineq.)
- ’ ] . . . ) v . - _— . . . .
verievel:  x, qualguer ] restrigse: M Py = ¢ (ig.)
restrigao: ‘Ai;? ﬁﬁbi (ié.) 1 variavel: T[i qualquer

restrigeo: A,..x 2 b, (in.) 1 variavel: Tl—i 20

Py
Lo . . . . t
meiriz coeficientes; A metriz coeficientes: A
: : - -
termos independentes: b termos independentes: ¢
. - . L
coeficientes custo: ¢ coeficientes custo: b
taeb, 1.4

Nota: Se tomermos o DUAL do problema DUAL, obteremos o problema

-

PRINMAL.

ptreves de Tabela 1, pode-se construir duas cles -

ees de problemas PRIMAL-DUAL,

1"),, Froblemas Simétricos: ( € = P = & )

PRIMAL ' DUAL
. ' -
minimize: -::t.? |  maximize: Wb
sujeito B: o | sujeito B:
- A
A 2B FASE AP
-
Xz0 C M 20
tab 1.5

a4



2-) Problemas Assimétricos: { € =P =8 )

PRIMAL DUAL
minimize; € .x | meximize: b
sujeito & sujeito &

A% z-g' | , Ato:ﬁ't 4?
. . .
x 20 ‘ W quelquer

teb 1.6 | -

Quelquer probleme primal pode ser tresnsforwado de

ume desses formes pare outra aplicendo-se es seguintes regres:

l.- Trensformar ume variavel quelquer na diferep

¢e cde duss varisveie nac negetivas.

2.- Transformer ums igusldade em duas desiguelde
des;Opsstas.

3.~ Transfarmar ums desigueldade em igualdade u-

tilizendo~se verieveis de folga.

hRadala]

- poed ~ L N -
TZCRENME 1.~ Se x e MW seo solugoes possiveis

- - L. J
para p primsl e g duel, rcspectivamente, enteo:

N

(]

n —
x

\Y}

=l
ol

"
<|

{ prova- § , p&@.d? )
TECREMA 2.- Se smbos oe problemes ( primal g-' o

- . - ’ . - . -~ ~ e, .
duel ) trm solugdrs possiveis enteo embos tem solugoes otimes e
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Interpreteg@o geometrice desses dois teoremas:

ﬁz
PR
- .
min 2 = max v
v
f v -+ fig 1.6 -
..
4 " - . . » ’ *
As dues ohjetivos ceminhem pere o mesmo velor otimo, mas por

diferentes dirsgoes.

( prove- S, peg. 468 )

APLICALTZS: Se tivermos que resolver o seguinte
problema:

minimizer 2z =c¢

- - -
sujeito &

o o = - o s s 0 o *

2
para m = 20,

Teremos um sistema de 20 (vinte) inequagdes caom
2 (dues) incognites. Trensformsndo em iguaidadesvutilizando es
verisveis de %olga, teremos uma matriz dos cceficieﬁtés de 20
lintas pbr 22 célunas. Pelo métodé Simplex Rfevisado terismos u-

me matriz béeice de 20 linhes por 20 coluness.

0 probleme dual equivelente seris daedo por:

maxinizear: v = bl"‘l + b2.172 4 eea + bZU' TVZC

3



sujeitn e:

511.-“-1."' 8210-“.2 ¥ ocoe + azo'l'-ﬂ-zo

N
(2]
~

€12° My *+ Bope My 4 cve # 520.2'—“20 < %2

FPere esse problema teremos no metodo Simplex Revi
sado ume matriz basica de 2 (dues) linhas por 2 (duss) colu -
nes, ogue trai grendes ventagens ne computegao.

Cs multiplicadores simplex (W) teriam neste

cesc & interpretegeo de coeficientes de custo.

CCROLARIG: Se um doe problemes, primal ou dusl ,
tiver solugeo otima, o osutro tembem & ters e o valor otimo ces

~abjetivos serso icusis.

( prove- S, peg. 49 )

TECPEMA 3.~ Se um dos problemas, primel ou dusl,
tiver ume eolugdc ilimiteda entBo o outro probleme tere solu-

¢g8o imposcivel.

( prove- S, peg. 50 )

Leses teoremes podem ser resumidos ne seguinte tg

brls:
"UAL . Vi -
o POSSIVEL IMPOSSIVEL
s P
FC331VEL min B'.W = méx Wb x> -
-y =y .
1repsssivel Th — + ~ possivel
teb 1.7

av



-—p

TESRENA 4.- Um per ?o pTro ) com ;; ume sg

-ip vend

- -l
lugeo possivel psra o primel e 'iTo pers o dusl, tem x_ e w

como solugbes otimms do primsl e dusl,respectivemente, se e o=

mente ge,

( prove- 5, peg. 5g )
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1,4~ O Problema do Transporte.

Um produto deve ser embsrcsdo nas quantidades €

85y ccey @ respectivamente, desde caede um dos m pontos de

m®
origem e devem sgr}récebidos e@ quanti#ades bl' bZ’ caey b“ reg
pectivamente por c;de um dos n destines.

| 0 custo do transporte-ae cade unidade de origem
i ste o destino J e cij5 © e conhecido para todas as combi-

nagoes ( i , j ). O problems € determiner es quantidades xij’

que devem ser transportedas através-de todes &8s rotas , com 0

objetivo de minimizar o custo de transporte.
Uma restrig@o imposta € que e quentidede totsl o

ser transportada deve ser igusl a quantidade a ser recebide, is-

4

to e
m n
; a, = ; bj = A
i=l j=1
0 custo pera transportar xij unidades sera dado
por cij““ij . Como nao tem sentideo transporte negativo, tem-

se & restrigao 2 0 . Teremos a seguinte definigac matema-

X, .
2
tice psrs o problems:

Determinear xij que minimize o0 custo total,

m ) .
2= ) ) ey C1am
iz ' :

Sujeito es restrigoes:

!\/]:
X
.
s
n
®
™
——

P21, 2, ceuym) (1.18)
j=1 _ | |
] . .
; x;5 = by (§j=1,2, ..., n) (1.19)
i=l : '
- xij = 0 . {(1.20)
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Pera & consistencia do sistema teremos que:

om n n n
§> j; x..==:> j> X.. = ; . e, = E b, = A
- ij - 5 i j

m
i=1 j=1 j=1 i=]1 i=1 j=1

0 sistema de (1.17) a (1.20) e um problema de pro-

gremagao linear com m+n equesgoes com m.n variaveis.

TEOREMA 1.- O problema de trensporte tem ume So-

lug®o Possivel.

TEOREMA 2.~ Existe uma Solugao Possivel com quan-

to muito m+n«l xij positivas.

TEOREMA 3.- Supondo que a, e bj s80 nimeros

inteiros n&o negativos, entdo qualquer solugBo bésice possivel,

~

(solugso de ponto extrema) tem valores inteiros.

TEJREMA 4.- Sempre existe uma Solugas Possivel ,
Mimima finita.

As provas correspondentes eos teoremas epresenta-

dos ecima estaoc em (4).

VARIAGUES CLASSICAS DO PROBLEMA DE TRANSPORTES

8) Problema de designegao de pessoel.

Seje uma companhia que necessite preencher n pog
tos que demande diferentes habilidedes e treinsmento. Dispoem -
se de n cendidastos que podem ser empregados com selarios iden-
ticos. A compenhia faz ume estimative, tendo como referencis os

servigos prestados por cads cendideto, dando pers cada um deles,

uma certs nota,
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: . ".v!‘ .

. Deseje-se desigmar os candidetos eos postos veros
erQﬁe o valor totall( dos pontos ') pare e compénhia seje meximo.
Existem pars esse probleme n! designagbes possiveis.

meste:casq restringc—se,os'valores de xij a um
x..= 0 —> o0 cendideto § wnao obtem o hoé-to i

xij = 1 —>» o cendideto i

e

abtem o posto  j.

A formulegeo matematice 'sere a seguinte:

Sendo cij a éantrihuiggo qu o cendidato 4 dg-

rie a0 posto - j se fosse designado.

maximizer

M, |
0

N

| SPY
L ]
x

e

[ 7N

=
"
f
Lose
]
99

. -\ .
sujeito a:

Mk

¢
i
-

xij“'—"l_. (i=l.,,.2....,n)

z'l,Z,....ﬂ r_)

. ’\/’3
p.x

it

s

i=l

AEsté problema ¢ id%nficd a0 probleha de transporte, bestendo ps
re isso minimizer o negativo ds fungéo objetiQo.

Umn restricao imposte é esse tipo de problems ¢
Gue o ndmero e candidetos deve ser iguasl ao nimaro de cérgos

oferecidos,
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. ~ A
b) O probleme da concorrencisa

- » et . . £ -
Em ume concorrencia publice, a¢ firmes concorren
tes epresentam sues proposiss onde se estabelece:

l- Prego por unidadekdo artigo ou artigos

2- As quantidaaeS'méximas e minimas de cade ar-
tigo que podem_ser pioduzidas(_au fornecides)

80 prego estebelecidoa.

3~ Qualquer outra condicib QUélsn deseje impor.

Devere ser c&ntratado equele qy§ oferega}o'custo
totel minimo. Supondo que existem m >coﬁc;£rentesvdistintos;;
com possibilidades de satisfazer es neccssidades de n ormezens
de depdsito. O concorrente i deseja fgrngcer :umavquantidade»
que naAo excede 8; eo deposite .i requer a.quantidade bi;'

Custe cij , COmpIrer e tranSpprtat uﬁé unideade ,
do_conccrren?e i pere o deposita j. Seje xij g.quantidede
comprada do cnnrorrente i & transpcrtedalpara o deposito j.

. - €.
Terremos 0 seguinte modelo matemetico:

n o
2' xij <Bi ( i=l,2,-...:"n ) .

m B z
EZ: Xg5 = bj ( §= 1.2,....h )

. n .
minimizer a E cij‘xij
: i je=1

.
. |
[
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Este & um prbblema do mesmo tipo do problema de
trensportes. Nota~-se que : 2 a; %ij. Existe mais ofnrrtas que
o valor do contrato total, isto e : z a8y >/ Z‘bj'

: . ]

(
. . £ .
Se colocarmos um deposite ficticio que absorva s

-:.‘Za —_Z-b..
J J

guantidade egcudente, igual a diferenga, b'_H_‘1 —ay

Atripuindo custo zero pars c : pera todo i formamos wum
) i,n+l =
probleme compativel com o problema de transpotte.

Este prcblema)foi‘simplificado visto que podem
ocorrer algumas clausulas no contrato que nan permitem & utili-
zegeo Jos resultsdos obtidos, come por exemplo:

- um comcorrente neo admite fragoes da quantia especificeda,

- os sub-lotestem outros custos, etc..
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CAPITULO “II - INTRODUCAD A PROGRAMACAO INTEIRA

2.1- Otimizegao Inteira.

Quelquer problema decisério que tenha um‘objetivo
a ser maximizado (ou minimizedo) em que aé variaveis de decis®o
e serem quantificedas devem assumir velores n&c fracionécdios ,
ou discretas, pode ser clessificado como problema de otimfzagao
inteirs. 0 conjunto des restrigbes impostas so problems pbderao
ser inequacbes gu equagoes, lineeres ou neo-lineares, bem como
sua equagao objetivo. Pode-se ainda classificer os problemas de
otimizagéa inteira em lineares e nEg-lineatés,vtonforme a8 carac-
teristice de sues equagoes ou inequegbes. Um progréma»é dito de
otimizagso linear setodo o conjunto de restrigbes e fungeo ﬁbjg
tivo forem estritamgnte_lineares. Em outros césosvsgo chamados
de nao-lineares. | |

Em geral as técnices e desenvolvimentos envolvi -
dos nea resolugao desses problemas estao concentradbs na résclu—
ceo de problemss lineares, por serem relativamente mais | faceis
de serem resolvidos.

Os problemas de Otimizaggo Inteirs, da mesme ma-~
neira em que foi definido acime nBo & nenhuma novidade matemati-
ca, mas sue aplicagao operscionel cbme;ou 2 ser reconhecids so-
mente a pertir da decada de quarenta.

A import2ncis da Otimizacao Inteira nas resalucgao
de problemes praticos paode ser noﬁadakafravéé do seu grancde de -~
senVolvimentu, ne ares ds pesquiéa operacional, em especiel pea-

ra os problemss de otimizagso linear. ' R
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Varios modelos de cesos préticos estdo sends pro-
.postos por pesquisado;es-e tecnicos especia#istps nesse erese e
veo se ébtimorand§ 4 cade dis, ss técnicgs gnvélvidga ne resolu-
¢@p desses problemes que iniciou com & epresentsgao, por Gomory,
de primeira tecnice finitas de pragraméggd inte§ra; ﬁara resolu ;

gEa‘dcsses p:oblemaé lineares, em 1,958>.
2.2- Modelo Matemdtico do Problema de Otimizec®o Linesr .

Um problema de otimizegao inteirs pode ser defini
do ew gersl como:
© MININIZAR ( ou MAXIMIZAR )

z :I go ( xl ’ XZ. ‘eeo e o 'xn )

SUJEITO A ¢

gi ( xl ) er ] ¢ o 0 » Xn ){ %} bi

pera (i = 1, 2, .... , m ) e xj‘;,ﬂ pera j € N
xj inteiro pera je€l&N
onde [IE { 1, 2, vcoee, n}'

Se 1= N, todas as veriaveis X s deveres ser
inteires, formendo uwn conjunto de problemes chemedos de FROGRA-
MALED ILTEIRA FURA.

Se I CHK , onde apenas algumaé varieveis x, dg

- J
vereo ser inteires, define-se outro conjunto de problemes cha~

medos de PROGRANALRD INTEIRA MISTA,
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2.3- Programagss Lin%at Inteira.

0 problems de pfqgrema¢§o&iinear inteire & definj
do como um modelo matematico em qﬁe éekﬁegeja determinar um con-
juntp.de variaveis néo-negatives, gm_géf&i,inteiras, que satis-
faga um conjunto de £§§#ti§585 1;£gugcl ; miﬁiﬁize (maximize) u-

me fungao linear chemeda Ubjﬂtigp.\

T S =
Utilizendp=5€ @ notagac matriciasl teremos por
exemplo :
e e . ' - o T
Minimizax €C.x+d .y =2
. , - -
Sujeito 8 A .X+D.y £ b
-t> -» - o= - . ‘
onde : x » 0; y 20 ® x dinteiro, representeando :
- ' . ) ~
c - vetor custo de dimensao n
_ , a )
d - vetor custo de dimensea p'
A - metriz das restrigbes de dimens&c m x n
D - matriz das restrigOes de dimens@es m _x n'
b - wvetor coluna (tegmps independentes) de cdimens@s m

x

- vetor soluco de dimensdo n

— ~ . ~
y - vetor solugsc de dimensazo @'

Quando se tem n'= 0 , o problems sers de progrs
mégEo inteirs pura. Se n = 0 tem-se um probleme de progrema-
ceo lineer continua (nao-inteira) é em gersl ( n#& 0 e n'# 0),
progremagao- inteirs miste,

‘Se em um problema de programagao {nteire, pure ou
mista, os valores das varieveis inteires forem restrites eos va-
lores zero e um, estamos diante de ume classe de problemes nor-

malmente chamados'de Progremagao Inteira Zero-Um.

56



Qutre clesse bastaﬁte importente de programages
inteire sso os conhecidos como problemes de “mochile" (Knepsack)
onde tem-se epen:s ume unice fungeo como restrigeoc. 0 nome desse
probleme vem do feto de se ter que cerregar em ume "mochile", um
egrupsmento de n itens pesendo cada um éj e tendo um valor
reletivo €5 ( importancis por exemplo ). ‘0 probleme consiSte‘
em encher e mochila, etingindo no maxime um peso b especifice-
do.‘tal que @ some dos veldres reletivos & ceda ftem seja mexi-
mizeda.

D modelo matemetico pares ESEE proﬁlema.pode ser

escrito de seguinte forma:

Jeterminar x (j=1, 2, ««cee , n ) tel que:

3 ta

MAXIMIZAR Z R
J=

-~
R S5

SUJEITO 2s restricoes seguintes:

> 0 todos inteiros
e { j=1,2, vv. , Nn)

Onde os coeficientes &, » €; eo nadmero b
ea0 conhecidos e inteciros, Cs velores de e {j=1, 2, ..,n)

e b soo tembem pasitivos.
2.4~ Aplicagbes da Progremegso Inteire

Existem praticemente dues clesses de eplicegdes
ds progxama;éo inteire. A primeire constitui dos problemes de
trensporte e variegoes, que sob determinasdes condigoes, sus es-

truture obrigs e uma solug@o inteire, etresves de métodos desen -
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volvidos pere progremagec cnnt{nua.'o que'dispeﬁaabalutilizqgio
de métados menos eficientes proprios pera programegao -inteiras.

A SEguﬁde clesse constitui-se de ume série intex
minavel de problemes em que ¢ necessario e Jtilizagio de meto-

dos proprios. Mostremos a seguir alguans cxemplos cléssicos.

 EXENPLD Ne le ( Froblems dé.mdchila ). Necessita
se‘tranSporter‘uda‘série de»fténS'onde o pEéo totel € linitedo.
Ceda item tem | seu valor e o objetivo € trnnSpcrter o
méximo velor pOESivél, dentro rdo limite dc-pEso esﬁecificadof

0 modelo metematico desse broblema pode ser )
seguinte} Seje 8,

J
malmente especificedo pelo intercssedo no trensporte ). Seje b

o peso do item j e € o seu valor ( nog
o limite de peso » ser trensportedo e x; ume veriavel binarie
indicenda pere cede {tem ume cdas elternstivaes. Resultedo 1 (um)
indice a eg%o de trenspoter e U (zero) nao transporter.

n |
MAXINIZAR z=z €%y |

j=1
n . ;
SLJEITO A: | 8 g, b
‘ j=1 ' g v
= ( . 1'H>
€ X; ( 0. )

pere ( j=1, 2, ... , ), ande n é o nGmero.de.itens, cen
didatos eo trensporte. |

Neste caso simples temos um problema de uma Gni-
ce'dimenSEO. Poder{amos, entretento, sdicionar mais ume regtri-
geo pera o prdbleme iimitenda por exemplo o volume méximo e ser
tranéportedp. Teriemos com isso mais ums restrig®o alem da res-
tri;aé de peso. Esselfipp de problema & bestente comum na ares

de traneportes eéress onde o falor peso-volume ¢ de grande im



portancia, Poseo otimizer o transporte de valores dentro des 1i

mitagoes impostes peles eeronsves. .

CEXENPLO K2 2- ( Probleme db{c-:ai:geiiav viajente ). O
caixeirovisjante déve.visitaz"g cidedes, pdssahdo por todes e-
les apenas uma vez e terminer. eue’viagem ne e;dade de origem, A
distencie entre es c1dades‘ ; e i podereo ‘ser chemades de d. ij
e e conhcc:do que esse d;stanc:a pode dcpender da diregao toms-
de, ou seje, o valqr de dij naoné necessa:xamente iguel eo
valor de | dji f 0 problama consisﬁe»em.dhterminar ume j.rote
pere s|viegem do iﬁteressado em que @ distsﬁcia totel percorrida
seje & minima possivel e seu inicia e final ocorrem na mesma ci-
dede de origem, .

Supondo ume visite e ﬁ cidades. A'ume cidede
poce-se chegar de ﬁ 'dut:as cidades e de uma cidadg» i  pDéso

pertir pere cutres n cidades,

®eos s e

fig.2.1

. cidade de chegads

Iy

cidede de partida

fig.2.2

e s b e oo

S
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A cidede 0 (zero) correspondeii cidede origem e
e cidede nxl ,gérresﬁonde e cidade de chegada que coincide com
a8 origem, | | - ”

Fode-se dizer que o viajante perte de éidade zero
e cheéa na cidade n+l. | |

Seje .xij ume yatiave;:diné;ié.qug cqrrespnnde a
Fessegem ou neo do viajente por equele ramo, ou séja. ge xij= o
olecsixeiro viajante nto se translederd de cidade i pere e cida-
de j e se xij==l. este “n‘.rl:é de 1 pere j.

Para garantir que cada'éidsdeqseré visiteda ape-

nes ume vez tem-se &8 seguintes restrigOes:

L j =1 ( j=1, 2p ooo‘.»fi'fi. i# 3
i=o _ |
n+l o
= xij::l ( 4=1, 2, ¢eeps 0 1‘-.{:_]' )
J= K A

~ R - . .
Essas restrigoes, no entanto, nes elimins e poc-

sibilidade de ciclas'("laops") entre ee cidedes como por exemplo

figo 203
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1™ X35 = ¥56 = Xgy = 1
x23 = ."34 = "4:2 =1 |

0Os demais xij = 0, onde n =6;

‘Uma maneire de eliminer e passibilidade desses ci

clos seris edicionsr-se mais ume restrigeo:

S Oy 1, «ee o 0
oci- o(_j + { ned ) X5 <-n

l. 2‘ o0 ) n*l

onde (}ﬁi_‘ & um nimero resl eséociédé’a>cadalcidade i.

Esse eqhégio deve’ser setisfeite quande ndo he ci
clos ne trajetorie, Podemos definirx _o(_o = o, o<n+1 = n+l e
< 5

= k £ e kEF1MO
cue 1K o{l 'Y nel (i=1, 2, ces , Nel ) @ dife:engadi-ag

se a cidede i cidede visitada. Jeede

6era sempre é n pere tado (i, § ).

A fungeo objrtivo e aer‘ﬁinimizadavsegé 8 cde dis~-

tencie totel percorrids, ou sejea:

n+l ",. o
; ; Gy 2y LEFES)

o [ ‘ . o s
C modrlo metennrtico correspondente sera: Determi-

ner ss veriaveis x;; e valores erbitrérios oéi e‘cis reeis

tal'qué; 

- MINIEIZE . § - dygexgy Uit
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i={
n+l : . '
Xy =1 (d=0,1, weeung i)
i=1
(xi - dj + ('ni'l v)'o xijé n “ig’D'l' .‘..' n :
e | ti=1, 2, «cc, n4l
le::B cu l. 4 L#j
onde _x'b,nfl": @ e kijz 0  pere "’i,"'"""' j' .

b fcrmuleééa originsl desee problema eperece ~em

Tucker ( psg. 12 - Salkin ) [4]. v

2.5« Solug®o pare os problemés dEfPrégrema;Eo Inteire.

2.5.1- Exemplo de solugéo gréfica.

€ej® o seguinte problema:

lleximizer: 2Xx -y = 2
Sujniio B: 5x + Ty & 4S
-2x + y £ 1
2x - 5y £ 5
x e y >0 ( inteiros )
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~ g Lot " 4 cA..
aolugoes poseiveis:

] ( liti 3’

(1.2) s (2,30 502,235 03,2)
(1,1)3(C,0)3(1,0)3(2,0)5(0,1)
(2,203 03,0)5(4,21)305,21);30(4,2)

. € poliedro convexs ABCOE ~coniém o ﬁonjuntn de sg
lugoes poss{veié. Gue sera o sz-canjunto formados pélos pontos
diecretos, contido ne poliedro,

Negse épnjunto, verificaase facilmehte que o ponto
(5, 1) meximize o objetivo. € valor de fungBo ebjetivo & obti-
do substituindo-ses  2x5 - 1 = 9.

' 'Mﬁ caso. de programe;go inteira, nem sempre o ponto
étimo.pezﬁmnce e um ponto extremo do poliedro convexo obtido etrg
ves do conjunto.de'restricggs impoétas peio pfoblema.vépﬁo Era
certo em‘resolucsee de prablémes continuos.
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‘ :f2;5.2b'56iuc:o §6: aproximé;?q :;:

 Atualmeﬁté existevum grénae hﬁmerb»de pesquiseado-
Tes emgenhedos7éﬁ desenvoivet metodos de arredondemento pertindo
se da;saiu§301§5£idé ﬁor metodos continuos. Esse processo consig
tebem}resplgéi‘o;prbblemﬁ atra@és dos metodos norméis-para solu-
¢Ses frecionériae e, se:e solugau‘obijde for-inieira, o processo
termina, Se'fot>fraciohétia«dévémos prosseguir uté.ubter e soiu-
;39 inteira, | | o |

.ﬁ'propessn-de n:redandamehtn norvalmente utiliza-
do ( pef; meis ou paré menos');fdcasiona-%iréa»que depﬁndéml dé
orcem-ide Qfahdezabdbsbnﬁmeros’ehvelyidds, como por exemplo; )
Erro cometidb:ao’se'ariedondar 15,3 pera 15 € maior do que o
arredondaméhto ﬁé  i50;3f pa:a flsﬂ. Esse problems deve ser mui-
to bem_analiz;ﬁdf | |

Exemplo: Seje o seguinée-pxbblémégv

MAXIYIZAR 21 x, + 11 x

1 2
Sujeito a: Tx + 2 x, & ‘13
xp e x, P 0 ‘e inteiros

A solugeo seres, X, = 0 e x.,

= 3. Dedo & simpli
cidacde pote-se obté-le por meid de| varios méfod&é;‘w‘ |
A sbluggo'fraCionéria‘seria x1?=»13/7 ’e} x5=0
Atredondaﬁdo'éssés'vélates'ter{amus xq =2 e :*2 = 0, ogue
cause ume s0lugso imposéivel.»pois. €0 substituirmos na réstri -
G20 teriemes | T x2 4+ 4 x 0 = 14 £ 13 { impos'si‘vbel )
Se arredoﬁdéfmos pars menos teremos Xy =1 e

. Xo = 5 que & ume solugBa poésivcl_mas,longg do ponto atimoc (21).

64



cAPfTULO 111 - Mfronos NUMERICCS € PROGRAMAS

3.1~ Desenvolvimento Teorico

Estemos interessados em determiner os valores de
vxj @ 0, e inteixos ( Jj= l.2,...,n‘) que minimize o _fungEo

‘objetivo z onde:

[ 4] o

| cj.xj = gz .‘ .’(Jf%)
=1

_Sujeita &8s seguintes reétri;ﬁes:
n : .
E aijoxj>bi v (302) ' ( i”l,?....;mv)
§=1
e 80 conhrcidss as constantes inteiras; ‘aij . bi , & cj .

C metoda desengolvido consiste em transformér as
Cetuagore| (3.1 e 3.2)Vn§ ?orma implicité e desenvolver um proces
so iteretivo que converge psrea e solugeo éfima em um nGnero fi-
nito de pesens. |
n : Lo o .
x:j = t’.'!.5 + Z di.k-‘yk' 1(3.3) : ' ( J=1,2,...,N )
k=l : : : :
A f:ansformagén iniciel glggtiaa'tomando—se: B8

equegaesi(a,l e 3.2) rie forme paremétrica. Cs velores de. d, e

J .

d.

jk 550 definidos perlo procecsso desénVOIVido.
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=1
. xJ:yj?,U . ’(3-4) . _ ( J 2= 1,2,000,n )

- hs varieveis Xl séo veriaveis de folges.

£Eliminendo-se xj dal(j;i e J.é) UsandolfS.a)og

tem-se o seguinte protlems equivalente:>

' !}etirminar yj"},'ﬂ'- {Jji= J,\,z,}a,»....n ) que mini

mize z , onde:

i=1
n ‘ N .
xJ =dJ + djk'y‘; >0 o 1(3.5) { j = 1,2,00.00 )
k=l SN
n
xn“"l_- - bl + : ij.yJ >’O ‘ i i‘illz'oao.m )

hs constantes ;; ,.E‘ s, b, e E:j eBo results

dos da transformageo coms

i



=1
°j"’z, ©i- %k - (j=1,2,000m)
kel o e , . , :
l(3.6)
. n ‘ . “ ’ . . .
b : b . v / . ‘ '. 1,2.-0.,'“
by =5 - Z 1579 o A )
j=1 ’ '
—— ° ' . | | : ( izl’Z,QQO.m )
aij = Er aik'dkj _ : ) .. |
‘é‘gl ) ’ ( j=l.2'0.-'n )
TESREMA = Se as constentes ‘:':"J. 20, 4,320 -
Ei {0 -pers todo i e i entdo & sclucso MINIKA pere n

problema{(3.5) e dade pmr Z -_.,:.?O . y3 =0, pera j = 1,2,.

cee N o

.

( prova- 3, peg. 49 )

Determinecan cde solugBo dtima:
Considerando €5 20 (j=1,2,...,n), podemos

ascrmvcf‘(B.S) como,

x4

fi
M

i

IBZ |(3.?) | onde;

- . | . o - . , v

X ¢ um vetor colune cujos componcnies S80 Z o X; » X5 seee s
xn+m ;» ﬁ e tembem um vetor coluna com compong-.ntes zZ, s dl .
dz [ o9 0 » dn » -bl I} ."“b 'y 'ob!v‘y""vb.“v‘ o e&j SBO Ve‘tOI‘FS CDlu-—

2
nas com os camponcntes ¢, dlj . de . f,. , dnj , alj ’ aZj'
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Inié¢ialmente podemos escrever o problema,(3.4fna
. ‘ o | e "

formas dads por |(3,7) onde os componentes de @ sereo : 0 , O,
eee s 0, by, =by , «.. 4, -b_ @ 0s componentes de o . se-
r8o: cj’ "dij =O . pera i *j . v'*e dij =1 ‘ 'pe,_re ?. = j e

8 = g

ij = ®i§

Para obtermos um elgoritme finito useremos  os
conceitos de ordensgdo: lexicografics sObre o que feremos  as
> . ~ .
secuintes obss=rvagores:
. o -, . . . ’ ‘ : N
) Um vetor x ‘e dito lexicogreficemente maior que
P . ‘4 B -
zero ( ou lexlcop051tzvof) se X tem pelo mencs
un componente diferente de zero e o . primeiro deles

for meior que -zerp ( pesitivo ) .

. © - - -
Notageo : 0 x > D
b} P® & | 2 Jexicoarefice
J Um vetor x e mrnor que y , lexicograficementre
- il .

s# 0 vetor diferenge y-x for lexicopositivo.

-~ -
Notegeo : x 4( :?
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3.2- Algoritmo Dusl
Eséc algor{t@o se haéeia ho'ﬁétoda'simplex dusl,
de procramagas linear contfﬂua, e foi desenvclvido po Gomory
com propriededes difercntés'de'cénvergEncia apreéentedes - per
Greemberg. M |
| -

Peseo l.- Monter e tebele com es colunes ﬁ& ’ c(l ’ cxz g eeo o
L !

ol n* A cede iteragao.'(B contera: i;-._d d .

1 72

cee » d_, by 4 =b, , .. , =b ; e es colunes =4

Inicielmente; z_ =0 ; d,. =0 ; b, =b, ; ¢, =c, 20

| o J i i k| J
‘diig,l'dijgp (i#3) e a‘ij=a“' pers

i= 1,2,000,m & §=1,2,...,n .

Pesso 2.- Se. 4,20 pere j=1,2,...0 e B, 0 pers ia

L d
. - .. ) -~ e, [ 4 .
1,2,...,m ‘rrtao z= z_ € asylugeo otime minime e

X

5 :vdj para J= l 2....,6 . fiv.

ggggg, selecionar o menor companente de coluna ﬂ> n&o
congicderendo a'fpngas objétivc. Definir JY iguel eo
‘conjunto de {ndices § em que e, >0 . Se todos os
_Bj\é 0 , da linhe selecioneda, o problems nao tem so-
- lugeo. FIM,

FPesso 3.« Determinzr o indice g tal que 1% 6 = min O(j . pera

o € J* N leXicograficem=nte. Frsquisar o NMAIZR Tl
TEIRT /U'j que faz 0( /aj > 0 pers jEJ
e j:#s_l. Fagq /.(sz 1. Se o(j e ds_vi‘niciem_
com um nomero diferent de ze . =00 . |
‘ ume i Prf es dr ze:os //LJ ‘
“Tomer: )\“':. mex.( a“j //‘l,(.j ).,. pa‘r_e j € J+,
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Pa.sao_d..- Celculer  gq '=. {bb/A} _ ‘.vP ._‘ {a,/}} e' 08 novos .

velores da tebela serro (5 =(?) $q J B e
djzdj‘p.jx‘s.'pera j-d:s'.

fece = e, = °<. « Volte peare o passo 2.
Q(SPJ 5 o Volter )
Cbs.~ ,{a‘}’ = menor inteiro que contem g'.’

A seguir e apresahtado a pfogramagau desse algo-
ritmo, em linguegem FORTRAN. 0 progrema esté diﬁensionado pera
resolver sistemes de ste 49 colunes e & soma do numero de co-
lunas com o nimero de linhas nao deve ultrapassar 49. 0 pro-
grema utilize 11 digitos decimais pera as numeros inteiros.

Os CARTﬁEsﬁDE DADOS '(»erquivo CARTAQ ), devem
ser apréseﬁtados da seguinte forme:

12 Certao : Identificégzo

Colunsas _ A Descrigao
le 5 Nimero de colunss do sistema { incognites )
6 a 10 Nimero de linhas ( inequagdes ).

11 a 20  Nome ( sigla:) para o problema

22 Carteo : Fungso Objetivo

0s velores devem ser perfurados de coluna 1 @ 80
ocupendo cade nimero um méximo de S colunas ( ajustados a direi-
ta ). Ceades certeso contera um maximo de 16 numeros e se 'pode-

v T ’ ~ [
ra utilizar quentos cartoes forem necessarios.

3¢ Certeo : Texmos Independentes (vlimites inferiores)
Idem ao item anterior.
70
‘42 Cartap : Matriz dos coeficientes
Sso fornecidos de mesme forme que o item anterior

sendo que os valores devem ser perfurados por ldnha, iniciendo -
se um novo certeo & ceda linha.



Aplicecio do algor{tmo progrsmado, 'nal resolugeo

de um problema exemplo,

Nome do Problems: EX.DU.1010
Seja o seguinte problema de progtamegao lineer inteire
Minimizer:

S0 X1+ 3 xé+ 9 xq+ 12 x4+>47x5+ 2 K+ x7f_§'g9’+ 15 X0

Sujeito a:

1 0 <2 1 4 -5 4. 3 2 20
3 4 1 9 &4 T-15 9 3 30
8 -5 8 -4 T -1 3 & 1 ';7 2
o 2 1 4 9 5 13 1 4 -\ 90
1 0 1 2 1 0 4 -3 8 -8

Utilizendo-se o programa teremos os seguintes cag

toes de dados:

lllll 00-.Od...“..llb“..00...0.0.....‘............O...‘Ol..l‘...

16 5EX.DU.0101
50 3 9 12 4 2 1 0 3 1S
20 3 2 90 -8

1 0 -2 1 4 9 4 3 2 4
3 4 1 9 4 71 -5 9 3

4 -5 8 -4 |

T



L

FiLab
to00s)
(00023
FLAG

€0003,
{5004)

. €005y

(0006}

tonror)
(0 8

. tC 9

8131 2]

(00|3)
€0012)
€0013)
(0016)
(0018)
to0186)
0917)

(o018}

(0019)
0020}

© 0021

(00222

(0023)

(00242
(002%)?
(0026)
(00279
(po2e)
(0029
€(0030)

(003y)
(po32)
(0C33)
(0034)
(003%)

t‘?" THIS IVPE STATEM

1DENT DuaL

FILE 2ZCARTAQ,UNITERFADER
FILE SelMPESS,uNIT=PRINTER
s12¢t ALPHA:SDINTEGEQ‘IO

tétve THIS CynTroL CARD wILL BF IGNDRED IN r”s NEXY RELEAST

INTEGEK A(50,503,L8(2),5,P,Q
ALPHA NOMF(2) :
£ L nO7 BE aY BLE NEXT RE £
vRITMD DJAL kau"raooaxaaéxaklkrt? T RELEAS
c ulkluu
¢ RESTRICUES «(MALOR=IGUAL)
Eo'oboos.o'utnplsso UM

CALL DATE(IM»IDslA,
11331 RE2D(2,10000,END®99999 2N M NORL
'2:00
17=0
Ne HYMERD DE CALUNAS
M® NUMERO OE LINHARS
ML By tuey
nisptl
Jisnlel
¢t LEITURA DA FUNCAD OBJETIVD
READ(221000020aC10J)2Je20NE)
¢ cbhbTRngAO 3A IpEntlpapt E papns InIcEals
00 3133110 J=i1’wN}
pe 11100 t1=2,x1
Al1,Y)=0
11100 (ONTINUVE
ACJrvd™t
11110 COMNTINVE
Al1,1)30
LEITUR2 DoS TERMOS INDEPENDENYES
READC2,1000000aC:1)5 5ud1aML)
¢ LEITURA DA MATRIZ DOS COEFICFENTES ¢ uuk LINHA PBR CARYAQ)
DD 13120 1RUte vy
ACTsl)==a(]st)
READC2210000)(ACTod)rJe2anl)
13320 ConTInVE
MRITE(I200000INGME slpelMelg

Lol o4

CC‘...itl...' .PASSO 2.
¢

CALL TIME(D.sTI?

22222 DO 22200 I%2,wui
LF(ALT»1))22210,22200, 22200

22200 CONTINVE
WRITE(5,30000240151)s 17572
WRITECOP50000)(12a( ¢ 121) P wyoy)
60 TG 1111y

¢ UETERYINACAD DO MINRINO

22230 WInNmAE2,1)
L2
U0 22230 Te3.NL
IFOMIN=al1,13322230022230522220

22220 WinsA(lsl)

.

(0C3s8)
¢0037y

0C3a)
(0039y
(0080)
Cooay)
(0082)

€0043)

(o0as)
€0045)
(0046
(00a7)
top4a8)
tgglq)
{oo50)

(00951)

€0052)
€0053)
€0054)
(00552
t0056)
€uoS57)
(0058)
$0059)
€0060)
(0051)
¢0052)
€(0063)

‘Cgoea)d

(0065)
(0066)
(0067)
Cgpee)

. (0059

€0070)
t0071)
(0072)
€0073)
(007a)
€0075)
€0076)
toor?)
(o078)
€0079)
€0080)
Co081)

(pod2)
(o083}
(0084A)

Ll .
22230 coariuut :
CVERIFICA NAD SOLUCAD
00 22240 Jx2,¥)
IF(A(L)J))22253.2?2‘0l33333
22280 ConYINUE
22256 WRETECS,20000017sV2
G0 YO 11y
[
2"""""""#550 3
33333 K%y

1X=J
D0 33370 p=ise
KineAelslY)
. SELX
13 3360 J=IXeN
12(:(3.3))3%363.33300.3330e
33300 Sp TG(33310233330),K
33310 1FCAC10J))33370033350033320
33320 K27
33330 IFCRINTACTSJ) Y3330, 3I3380,33300
33340 AineAClsd)
33350 Sy
33380 CONYINVE
G0 T0(33370,33380)sK
33370 ConTINUE
WRITECINP,2000021%,T2
G0 TO 11111
33390 LIn=]
xtwel
IFCACLINSS) 232390, 33470233390
33390 00 33a06Qp J=2-,N1
IF(J™§1334002 3346033400

33800 1FCA(L2U))336505334060233040

33040 MIeaCLEINPIIZACLINGS)

IFCALLINI I =MT oA CLINP$ 22334200 33020033020

33420 MI=MI-1
33830 [F(K1)33580,33840s33440
33%a0 xpBefLUATCALL2J)I/N]
]F(XLV'XLR)33050033l60033.60
33850 XLm=xed
LB(1)=ALL,Y)
LB(2)eHl
33360 CONTINUE
EFOXLV=alt »53)3387053348033480
33870 XLMEACL,S) s
LBUL)=ALLss)
Le(2)el B
33580 JF(XLM)22050,22750,40048
[

E.o...-...v...?lsso N,
anda4 LxzeACL,1) .

44400 QeLX*LB(2)/LB(1)
CIFCLX=WeLR(1)7LB(2))A0420, 84820, 00481¢

( NYH1HO4 wabenButy ) Teng ow3yioBry op ogSsuwerboid



44440 0=041

(0085)

(0086)  A4820 DD a0alp Js2,

t0087) r(J sigﬁﬂaovﬂta 0,04430

0088y 44830 Peaglsdyst Be2y/1Beyy

(0089) ' gF‘A‘L;J’-F:LB‘I’/LO(Z))QQQ5004l450p4O400

tp090) 84440 PuPe

(009?) Adsg oo 03460 !-l,uh

(0092) ACT»J)2ACT2U)=PoA(]r5)

€(0093) 43840 CONTINUE

(pooad  andyp CUNTINVE

(0098 o0 abn&o 1%1,ML

€0096) ACT,1)%ACT,1)404A(1,8)

€0097)  484p0 couTluut N

{0098) S £ 3403 :

(0099) CALL YIMECTI»T2)

€0100) T2=72/1000,

(o101) IF(12=000,222229,22222,%4499

t0102) 88800 WRITE(S5,90000) AC101)s3TrT2

(p103) RKITE(5,50000)0C1saC1¢151)s121,N)

€0108) 60 TO 11144 .

(010%) 12000 FORMAT(166S)

t0106) 23000 ForMATC//10X052L UCAD TMPOSSIVELB//10XBITSEI10 //
A10yaTEMPO DE EXFCUCACwOF1043).

(0107) 39000 FORMATC//10%0S3LUCAQ OTINAD//10X0F 4D CHINIMNI=OT10//
AL10YEN=TERACOES®nT10//10XOTENPD DE EXECUCAD®OF104377)

(0108) 33000 poruAT(///710xBEXECycAD INTERROMPLIDAD//10XOF 4001107/
ALOXBN=ITERACOES=DI10//10XaTEMPU DF EXFCUCAONBF10437/7)

(0109) 59000 FOPMATC soxOX(6136)26,180 ) -

to110) 63000 FgRMAT(lNi/lol’?AS'lOX'12010120/012>

(0111) 99999

€0112) END

5732777 10208 AsMe KFORTN COMPILER (75/140)

RELEASE NUMBER2 ASR 546 ? FLAGS 0 ERRORS

ELAPSED TIWE 44 SECS 161 CARDS AT 192 CuPoMs

COMMDN * 0 OATA s 231280 TEMPORARIES » 108

CODE = 7272 0lcirs

Solugao do Exemplo Apresentado:

EXeDU0101 27/10/76

'SGLUCAU OTIMA

FoO,CMINIMO)= 12
N=TERACOES® 5

TEMPO DE EXECUCAQ= 1,403 §
X( 1)= 0

X( 2)= 0

X( 3= 0 .
X(¢ 4)s 0

X¢C 5)= 0

X 6)= 0

xX¢( 7)= 6

X( 8)s 14

X¢ 9)= 2

X¢ 10)= 0
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3.3- Metodo PRIMAL pers Programegss Inteira

fese metodo & beseado no elgoritmo Simplex pers
programagho lineer continue e foi apresentsdo por Gomory. Esse
metodo spresents es seguintes ventagens em releg®o eo_método en
tericemente epresentado:
a) Ume solugho possivel, obticde por gualgquer processo

podera ser utilizeda como solug@o iniciel perre o

elgoritmo.
b) Ume solug®o possivel podera ser svslisde & = qual-

quer iteragamo. -
Nefine-se inicielmente o seguinte problema, ne
sue formes cenonice: Determiner x5 ( J= 1,2,c00,0,0+), .00,

nm } , dinteiro que minimize z onde:

n

-2 4+ ‘E cj.xj = 0
j=1
n . o
|(3.8) X .4 ¥ E &%y = by (i=1,2,...,m)
J=1 '
xj. >/ 0 ( J -=.1,2..,.'..n,n+_1;'...‘;_,""n+m )
onde 854 "bi , & cj seo constentes inteires conhecidss

Fere que & sblug'ﬁo exista £ necessaric que bi_?ﬂ
pois, ® soluc@o poseivel inicisl & Xoeq = bi .

Pere determiner @ solugho Htims devemos tomer e

seguinte trensformegso:

) n
(3.9) xg = d -Z dpe-vy, (1= 1,2,00.4n )
P T ikt ]
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| ’ d, e djk em
um processd iterativo durente & determinegdo de solugzo do prp

blema. Eﬁﬂt;ansfozmecéa inicisl & estebelecida mecrevendo-se &

'ecua;EoJ(é;B)ﬁdb»seguinte forme; ”

» ) .
~z>>.+' Zl: cjey; =0
g-¥; =0 (JalZi..n)
. ' . ‘ﬂ :
‘v.x'-n’%-.i + Z -aij"yj = bi {i=1,2,...,m )
5= R

"i}ﬁf Eliminando-~se xj dg,(j.ﬂ) usando,(3.9), obtem
sm 0 pr@bréma equivalente: Jeterminsr yj >0, inteiro pare

i=1,2,044,0 gue minimize z , onde:

, Ti=l
R EE: | _ . R
B xj + djk‘yk - dj ( j e 1’4—,0.-'“ )
xiﬂ-{»i M Z ' aij’yj = bi (i = 1,2,00.,m )
: j=l '
s constarites ?0 . Ej . ;ij.'c bi sa0 drern-

) . - e ~ )
volvides pele trensformagas, Se er um dado momentoc as constan-

tes scima forem; Ej 20, -Ei 20, ¢ 'éj 20 ‘pere todo i e
£ tﬂﬁeof z= 30 e xj- dj pera J = 1,2,...,0. e
xn+—l'=.bi para i =.1.2,;..,m“ scrdo a solugBo 6time pare o

probtlema..
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A equeggnkj.lo)pbdé ser escrite ne forme vetorisl
comd a seguinte:

n

_ n ;” -
ka.am" % ?_;o(j-.yj =P
o v =1 -

LR N

‘onde 08 componnntes déafGrtogaé x . C{j fe‘

{

4
'f“?P&-i

e

ot

3 .

o f.dl ’ﬁdé'f ..‘,f dn>,»§i "b2'}'fy' f bm

Para_initiar o‘proceséo utilize-se os seguintes
dadoc inicieis: FE = C d,, =0 ‘pare i $j , d,.= -1
.j j ’ . ;1 ’. 1Y .4=J ’ | i3

d. =0 e b, =0b

o ’ iT ! ir’
3.4~ Algpr{tmo Primel
— -
Pesso l.- ¥ontar @ tebele inicial cantendo es colunes C%l .0(2'

L - : >

oo o D(n ’ (5 . ‘Apés cede iteracgso O(J contere

oS8 Cmmpcntntes .cj . fia . d23.’ if"' dﬂs 'Aalj f .f
.9 .amj ‘e BCOIUHB F ¢ -20 .dl .dz 9 .60 3 d 1 4
2 k2 LA N 4 f 2 bm ". .

ol

by ,
«xn_iciammu : _‘Ej -.-;cj'. dyg= =1, djy=10( j}._i)
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Pessto 2.~

.Passo 3.-

Se Ej Zz0 ( j'=.1,2.,..._,n ) a _so’luc‘io otime Seré_:‘
z=?°‘.; XJ =dj( jz»vl'z,...'.ﬂ» )e x -—-L- ’

nei T i
(i=1,2,00.,m) . FIM |
Sendo , selecionar o indice § em que Es="“i" ‘Ej
'para.. -c—j <0 '0 )

Se todo ~dj9€ 8 e ;is £0, a solugeao | sera
ILIMITADA. FIM,

'_Sén‘éo : Determiner 8 = min ( Ei/-gis ; d./ d. ") pa

Passo 4.~

J Js
rea éis >0 e djs >0. 'Selecionar>um§ linha  em
que Edj/ dj6]$8 ou [bi/ aij] £ 8, onde ....
djs'>i 0 e is >0 . S'e'ja. 811 850 evony n’bo

@ linhe selecioneda.

C»,alcul.ar _ .Pj = [aj/es] peré' jz;.z....,n e
qQ :: [bo/ as] . . Beterhinar b'cas‘ noves valores davt_a-
Pl Ry = X - g, (e
S -
- p = - q o

4

2=

s
Fege o(J «_-°<j_ (3 a»l,?},....ﬂ»’) e ﬁf/; .

Ve para 2.
¢ . :

maior inteiro contido

T



A seguir & epresentado e progremsgao desse algo-

ritmo, em linguagém FORTRAN.. ﬁ_progreba esta dimensionado pe-
ra resolver sistemas‘de ate 49 colunas e a sdma do nimero de

" linhas com o nﬁmero'de_éolunes neo deve ultraﬁassar '49. O pro

grems utilize 11 digitos decimais pare os nimeros inteiros.

Os CARTOES DE DADOS ( erquivo CARTAO ), devem

ser epresentados de seguinte forma:

12 Certas : Identificacao

Colunes Descrig®o
le 5 NGmetd de colunas ( incognitas )
6 a 10 Numerb de lznhas { retrz;oes )

11 2 20 Nome do problema
22 Certéo :  Fungao Objetivo

Os valores sao lidos & cada 5  colunes, no maxi-
. ” e . » .
mo . 16 numeros por cartao. No ceso de se ter um numero maior de

~dedos utilize-se quantas certdes forem necessérios.
39_Ca:t3Q : Termos independentes (limites syperiores)
0 mesmo formato que o item-antgrior.

4¢ CertBo : Matriz dos Coeficientes

580 fornecidos da mesms forme que os valores do -
item enterior, sendo que os valores da matriz devem ser perfure-

dos por l;nhe. inlczando-se um novo cartso e ceda linha.
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Aplicec@o do algoritmo progremedo, ne resolugeao

de um problema exemplo.

Nome do problema: EX.PRIMAL.

Probleme: Determinar Xy >0, xz >0, x3 30, in-

teiros que minimize z.
2= -2 X,

Sujeito a:

NN

Os certoes de dedos deverao ser perfursdos da se-

guinte forma:

LRSI R AR A A IR R RN BN B R A B I R R R B I Y IR SR I R I R IR R Y A 2R IR N R I I B IR B A B IO B B R
' . R

3 2EX.PRIMAL.
-2 -3 1 |

Solugao obtide pelo progrema:

EYXFRIMEL 99/10/76””

SILUCAY CTipk

FoD (MININUYs =20
helTERACUESe '3
1EMPD DE EXELUCADE 04134
X('.l); 3
X( 2)= oy

- X 3)s ‘ |



Gs

FLab
(g001)
(0002)
Fuat

to003)
t0002)

0005y

(0006)

(0007)
€o00R)

(0009
(o010}

(5013)
0032y

€0013).

(00318)
(o01%)
€0016)
€(0017)

(po1ed

(o019)
€0020)

"tpo21)

tg022)

too21)

(o028

(0025) -

€0026)
0027)
(0028)
(o029)
€p030)
(60319

€5032)
€0033)
(0034)

19133
FILe
FILE
S17¢

1‘2" THIS YYPE SLATEMENT

C
4
¢
c

11d11

11100

11110

111?20

4

P 1k

2FCARTAQ,MNIT=]FADER *
STIMPROS,UINIT=?RINTER
Atpnaz2, [InYEGERRLO

181¢e tHis LLNTNDL CarD wipy bt IGNORED IN THE pEXT RELEASE

INYEGER ACS0,50)»S,P
ALPHA ROMF(2)

WLl ngr BE -AVAILABLE NEXT RELEASE

ST LA £ P 1Al paRa pRuGRAMACAQG INTEIRA
LY R 1
RESTRICOES ¢ MENCR«IGUAL )

t¢sssosessstsssPASS) UM
t

caLL 0A7Ef1u.xa.1a)
READ(2210000,END=909999IN, MpNOME
17=0
12=0+
s=tigMFRo DE CoLumas
. MSNUMFRO DE LINHAS
wpEf tHeey
NEixp el
Jietlel .
LELTURA D4 FUNCAD DBJUETLVQ
REAG(2010N00ICALEP )P I220N1)
calisipycAn pA IpENTIpADE € phApos INICIARS
0p §i1lp J=1'Wy
g0 11100 1=2,yl
A{1,3)=0
CONTINUE
ACJrJ)=-]
ConTINUE
AC1,1)=0
LEiTUPA Dng TERMBS INDEPENVENTES
REAGC22100002(a L1210, 1eJ10ML)
LEITURPA DA MATRIZ DOS COEFICIENTES ¢ UMA LINMA POR CARYAQ )
B0 13120 1=J1swL
READL221UN00)CALTIP ) In2sNt) .
ConTInug
RRITECS,20000)NAMEPIDs1MsTA .

_CaLL TInECQe2T1)

CotanssasecrsssesPASSD 2
c

22272

22200

22210

¢
22220

&2
HIN=A(1,35)

bD 22210 J=3svi

lF(A(l'J)‘NIN)2?200.2?210p2?210
“lPSA(l;J)
S=y
CONTINUE
IFErIND33333,22220,22220

spLyCap OTIMA
AC3o1d="aly,1)
WRITE(5,80000)A¢2,1)s 17272
WRITE(S5750000)(1Pa(1+121)21wirN)

(0035)

(00363
(p037)
(0D38)
(0039)
(G080)
(0061
(0042)
(0083)
(poas?

! (0045)
- XG066)
3@gﬂ

479

§p088)
10049)

_xoo50)

p0s51)
HWo52)
£6053)
€0054)

i (0055)
- {p056)

(oosr?
(3058)
€0059)
(0060)
(0C61)
(0062)
€0063)
(co6Ea)
(0065)
(00s6)
(0067)
(g068)
(0069)

. ¢oo70y

(eo71)
(6072

(00r3)
€oo74)

€00735)
(0076)

"S5/32,77
RELEASE NUMBER2 ASR 5¢6
ELAPSED TINE
COMMDN =

cooE =

G0 TU 111 :
CatosvsnvessosnssePRSSD 3,
33333 Le0
JTETAS1eERN
90 33320 T=2,%%
1FCa(1257233320,33320533300
33300 TE=FLOATC(RCE,3))/AC],S)
IfF(TL= TEIA)33310.33320 33320
33310 TETA®RTL
k=l
33320 CONTIMVE
1F(L7333305,33330200008
[ SOLUCAD ILIMITADA
33330 wRITECS,30000)17,T2
Gp TU 111y
CovtossacnseransPASS) “o
4ada4 Do 24420 J=isvy
IF(J=S)88800,484420,44000
48300 P=p{lod)/a(Lss)
IF(ACL» =P eACL,$))040015 84402504402
ah3py Pep-l
48402 CONTINUE
0D 49510 T=iswi
ACL,dI=alTsd)="0k(1rS)
48840 CONTIMUCE
444720 CONTINUE
D0 48430 T=iewl,
ACT 91208y

‘48830 COMTINVE

1Te1lel
CatL TIMECT3»T2)
12=272/1000,
1F(12=6004)22727022222s484840
3400 AC1,1)5"AC101)
AMRITEC(S,»60000)aC1,1)01T072
ARITE(SSSN000ICEsAlT* sl )slnlnN)
G0 YO i1ty -
12000 FORMAT(1865) ) ¢
23000 FopmATC(Int,10K,245,10%,120/0120/012)
33000 ForMAT(//7/710XBSALUCAD lLl"l!ADA: ITERACOES™ D157/
ALGYCTENPU bt EXFCUCAO®oF1043//7)
849000 FORMATC(//10XDSILUCAD DTIMAOIIIOXDF'Oﬁ(M!NIﬁn)‘OIIOI/
410yaveITERACDES=BT110//30X0TENPY DF txtcuclo-crlﬁ 371y
52000 FprMAT( 10XO¥(NI38)e0,110)
63000 FORMATC///710XBEXECUCAD INTERROMPIOAD//10X6E 40.=0330//

xtoxan-lttnncozs=ox1o//|OxbtznPu Df EXECUCAD®DF303/7/) .
99999 S7QP
END

XFORTN COUMPILER (75/140)
2 FLAGS 0 ERRORS

10213 AeMe

a1 SECS 102 CARDS AT 1849 CoPuM'
0 DATA = 31184 .TENPORARIES = 116
4584 olelts

( NYYLNO4 wabenbBury ) TewWTXd OPOI3W OP oeSewexboxd



_3;4;‘P:ob1emgs com veriaveis limitedas

 E$sés problemas sperecem &é forms idantices aos
'apresentados enteriormente, epenes intrdquz-se ums restrigao as
verisveis, como pox'exgmplo osvprablemas:que.necessitam de solu;r
¢oes igueis . iero;gfuﬁf | | ﬁ

0 modElo matéméticp sere:

Minimizer z onde;
n .
;E: 'cj.xJ = .2
j=1
n | SR
E eygexg 2 by (i=12,..0m)
j=1 - o
0 £ x; £ u ( inteiros ) ( j= 1,2,...,0 )

Seo conhecidos, as constantes inteires:

‘ 0 elgoritmo epresentado se baseia no slgoritmo

dusl, edeptedo pers manuSear os limites superiores de 5019;30.

ALGCRITMO:
’ ' o - -» - .
Pesso 1.~ Monter a tabela com as colunasv{5 . 0(1 ’ -...'.Ciﬂn ’
- . P B
u. A ceda ;tetagao, (5 contere . 2z, "dl s ese od

-bl ’ 'bz’ eee 'bm f'.e 8s CO;U“BB °<j 2 Gj ’ dlj'

dzj! sve 9 dnj ’ aljygzj. soe 9 .;mj . A COIUné -3,

conterg os valores ?i Uy “2, 'ff , un,f



Passo 2.«

Pesso 3.~

n -19_—;0.3 dj-:-.B; blgbi; cJ.—..cj,
pe: 0 djy =1, dy=0 (i%§) e

o ]

pare todo i e j .

o d; € vy pere § =1,2,....n e b, <O
=1,2,..04m . FIM ( e solugao minima. €
X.:d ' pataj #1.2,.0.,")0
3 | |
& pere 2 (b).
b) 'S £ uj pere j'zkl.z.....n , vé pare 2(c).

elecioher @ linha em que o componente dj >

g

je o méximo de  d; - u; > 0. Tome

ha selecionada. va pera 2 (d).

ar e linha em quevo correspondente de F sge
"bo .v al' 82. 00 9 an, 8 linha SE

Ve pere 2 (d) .

como o conjunto dos indices 'j onde ,

Se todo 8 £ 0, o problems nao tem

FIM

.fyi.pate o passo 3.

"‘i%ne.r ’o’-{ndice s tel que o = min, O(j ,

gficemente.

e'para jeJ*, it s . FB-GB/U-S’-’-J..-

fg X inicia com numeros diferentes de ze-

max

e /*j

'92



: ' b (a:.) o
Pesso 4.- Calculer gq= {-2} v Pz - e os novos valores
' . py ITYA .
pere g.tabelabquebsergp:

-/ - _ !

r-"::r)w- q.kcﬁ;(s. e °<j=°(j-pj‘\’9(s ’-,parg
( j ﬂ&s» 9. |

- -—b' - _.-,)'.‘. B . )
Fa;a {3 [5 0( _'-"~ O(j' ' Vé-pgre o pesso 2.

A seguir e ﬁgtesentedo e programagao desse elgo -
ritmo, em lihguageﬁ FORTRAN. O progréma utiliza uma precisao de
11 dzg;tos deczma;s pera os numetos zntexros. I
Os CARTHES DE JADDS devem ser epresentesdos  ds

seguinte forma:

1% Certéc : ldentificagao

Colunes ' _ " Descri¢ao
‘L85 Nimero de colunas ( incdgnites )
6 a8 10 nimerc de linhas ( inequagaes')
11 a. 20 Nome pera o probleme

2° Certao :+ Fungeo Objetivo

Os velores sec lidos a cada 5 colunas, no maxis
mo 16 nimeros por cartao. No ceso de se ter um numero meiorx

de dedos utili;qwse quentos certoes forem necessarios.
.39 Certao : Termos Indépendenfes
Idem eo {iem enterior.
42 Carteo : Limites des variasveis
Idem 8o item enterior. |
ﬁ’ Cart3o : Metriz dos coeficientes | . S
Sao farnecidas ds mesme forms. que o item enterior

sendo que os valores devem ser perfurados por linhe, iniciendo -

Se um nNnopvo cartao a cada inicio de 11“"\8.

e3



Aplicac3o do algorftmo programado, ne resolugao

de um problema exemplo.

Nome do problema; EX.DUAL2.01

Determinar os valores nao negativols de x, £1, x,€1

xs &1, inteiros que minimize z .

Sujeito a:

+ 2 %

2 = 3 x ?

1 +3

A sélugﬁo obtida #élo;problema sera a seguinte;v
01 29/10/16
iFchAo'qéJETLVD
IsRM0$ INOEP£N3sHT£s'
3. {
LINITES SQPEKIQnES stph A Sﬁ;uc“b
1 - 1

MATRIz poS CUEFICIENIFS Por _InhA 3 x 3

 SOLyYCAD BTInA

03JETIVDE S (MINIMG)

ITEgACOES® 3

TEMPG DE EXELYLAQ® 0982 SEGUNDOS

SOLycAO

X v;)= 1

X¢ )y 1 a4
X¢ 32 © o -



S8

I2ExNT
FILE
FILE
SIZE

buarz
¢EDAUDU 2, I TERFADER
SeTMPRU2, NI T=PRINTFR
INTEGEN=1Y 4 pqa1?7

FLAG  g8y1we THIS Contrdl Cawd wiyy BF 1GRORED IN THE NEXT RELFASE

€oo001)
(0002)

INTEGER X500, aux{50),p(502,LuL(50),a025002,L8(2),5,0
"I IMPOSSIVEL "o "INTERROMP IDA™/sNOME

ALPHA CONP(3)/"NTIMA

FiLAG T%2%¢ THTS TYPE STATEMENT WipL NOT BE AVAI{ABLE NEXT RELEASF

€0003)
(0002)

€000%)
€0606)
to007)
tooor)
€0009)
(0010)
o011y
€(0012)

(o013)
(0018)
(0C15)
(0018)
(o017
to01a)
(oL19)
0020)
tgv21)
(00622)
(0023)
(0G2a)
€0025)
(0026)
(0027)
€0028)
(0029)
€0030)

(0031)
(0032)
(0033)
(003a)
(p035)
€003¢)
(0037)
(0038)

(00139)
(0080)
(60481)
(0042}

INDCLadsmyag g1y ere]
ALGORITMNMDUD
T¥pP=300,

0V AL ¢ cOk LINIYE )

80'00:0.».0PA55n 1

o0

11111
93000

73000

13000

59000

190

120

60000

Nety¥FRo DE CoLunss
MENUMFKD DI LINHAS
NDHESPQVME On FXENMPLD
CatL DATECIMr1os1R)
PE»D(?'90°00'F\D=99999)M‘N'NDHL
orHAT(212,T11,212)
WRITE(S, 7nG00INNME» IDP EMITA
FORMATCIHTILAL2eSX02(120870)012)
aLEprr ey
Nwl eml 2N
11=0 -
LEITUPA D& FUNCAG DBJUFTIVOD
READC2,10000)CAUXCT) TR sN)
Fornk1(2018)
WRITE(5,50000) :
ForMeTl/790X0FUNCAD OBJETIVRD//)
WRITE(S»30000) (AUXCLI)»1¥1sN)
Nlenet, .
DD 110 J=1,N
11=1NDCY s Jp ML)
ACT1)EAUXCY)
90 100 I=1,N
11=1%1
1J=IND (1 aJdsMb).
NS :
ConTiINVE
X€J)=0
11eINDCU* s U L)
ACIid=l
CoNTInUE .
LELITURA DOS LIMITES
READ(25 10000 CAUXLTILTIC10M)
WRITE(2480000)
FORMAT(//10X0TERMDS INCEPENOENTESH//)
WRITE(5,30000)(AUXCI),IslsM)
DO 120 I=1sM
Ii=pled -
X(I1)e=auY(l)
CONTINUE '
LEITUPA 0DS LIMITES SUPERTURES DAS SOLUCOES
READC22 30000 CEMECTY»TnlsN)
WRITE(5»60000)
FORNAT(//10X6LIMTITES SUPERIORES PARA A SOLUCARG//)

KRITECS, 30000 2CFNECTIoIR1oN)

(0083)

(004a)
tooas)
(0046)
(0047)
(0048)
(0049)
(0050)
(0051)
€0052)

(0053)
FLAG

(0052)
(0055)
(0056)
(0057
€0058)
€0059)
(0060)
(0061)
(0062)

€0063)
(0064a)
(0065)
€0067)
(006p)
(0069)
too7o)
t0071)

- €00?72)

(0073)

' ¢0074)

(oo07s)
(0076)
(oo78)

30000 FORMAT(1X,2a18%)
c

130

80000 FORMAT(/710x6%aTRIZ Ons COEFICIENTES POR LINMABI3a X 01377y

LEITURA DA MATRIZ DOS COEFICIENTES POR COLUNA
N2=N1 41
M3IEHet
U0 130 JE1HN
M1=INDENZ, Uo ML)
M?,M},M‘
READ(2,10000) (A {1)yJeMsn2)
CONTINVE
PRITE(®,80000)veN

CoesnanasoPASSO 2, -

CaLL TIMECD,,TEMP)

042as pEaL NUMBER YAS TRUNCATED
CovaccPrssd 2(A),
22222 00 1200 I=2,M)

1200

t2t0

1IF(X(12)2200,12005,1200
CONTINUE :

DD 4210 fei,y

velel .
IFIXCJI=EMECTII12302521002200
CONTINUE

1Rrel

GO YO 7rrT?

Ce=eeaPassy 2(By,

2200

2210
2220

2230

(0079) .

€0080)
(0081)
(0082)
€0083)
(0084
(0085)
(00862

€0087)
<008A)
(0089)

. €00%0)

(0092)
€0093)
(0094)
(0095)

224%0

2250

00 2210 1%1sn

JEIel .
1F(XCIIeGTegMECT)) 6O TO 2220
CorTINUE

60 70,3200

D0 2230 I=1»n

JELel

AUXCLY=XCS)EWECT)

CONTINUE

MAX=ADX(L)

L2

DO 2280 I=2sX
LFC(MAXGToAUXCL)) GO TO 2240
MAY=AUXCT)Y

L=g+l

CONTINUE

MAXZ-MAX

0o 2250 Jepsn

LJsINDCLs JpML)

AUX(Jd)s~AcLd)

CoMTINUE

GG TU 4200

CorunaPiSSO 2((:),

3200

3230

MINEX(2)

L=? .

00 3210 Is=3oMy
IF(MINSLE.XC1)) 6D TO 32310
MINEXC(I)

be]

CONTINUE '

MAXSMIN

stanetien se exed s3

eSswexboxy

-~

FITWTIT wod YNaQ ow;}xoﬁta op ©



953

(0096)
0097
€0098)
(o099}

t0100)
(o101)
€0103)
(0104)
(010%)

€0106)
(0107)
(0108)
(0109)
(o110?
(01112
(0112)
(0111)
(o115?
(0116)
(03t7)
t0119)
(0120)
(0122)
t0123)
to124)
€012%)
(0126)
12
to128)
€0129)
0130
to131)
tp132?
(0138)
(0135)
€0137)
(0139)
t0140)
Cpist)y
(0183)
torea)
(0148)
(o1a7)
€0189)
€0150)
€0151)
(0152)
(0151
(0155)
(01563
0157)
0158)
(0160)
€0161)

DO 3220 y=isN
LJEINDCL e domL)
AUY ¢ GIZACL )
3229 CONTINUE
CevemePadsh 2(0),
420 DD 421V JE1,N
200 tf(AuX(J)athm) Gg TO 33333
4210 COMTINUE
iR=2
60 YO 777YT
C.c.......PASSU 3.
33333 K=y
irey
ug 3%0 1=t,mL
. LizINDCYIP TN ML)
wiaeaCliy?
SeIX
up 330 ystxeN
EFeavx(J)eLTe0) Bp TO 330
1o=1n0¢1sd,mL)
69 7O €300531929K )
350 IF(ALTIJ)eFG.0) GO Tp 320

x=2

310 IF(MINSLIeACIY)) GO TO 330
mIn=ACEY)

320 5=y

330 ¢onTiNGE
G0 TO (340n5350)»K

330 CONTINVE
1RE2 .
Go TO 77777

350 LINED
JS=INDLLEM,SouLY
xLM=0,
JIFCalUS)eFoe0) 6O TO 380
Do 370 JE1oN
IF(JeEusS) GO TR 370
IFCAUXCIDLEO) GD TO 370
FJEINDCLIMJsvLl)
MIspA( T ) FA(ISY
IFCACTII0TeMI*ACYS)) GO TG 36g
Wi=Ml~-t

360 IF(HMl.LD+0) GO TO 370
xtesFLUATCAUXEIYYI/ZN]
IF(xLMsGEexLB) GO TO 370
ALmeXib :
LEC1)=AUKC)
LB(2)eM]

370 ConTInut
IFCXLMeGEAUX(S)) GO YO 390

so XLM=AUX(S)
LBCL)=AUXCS)
L8(22el .

390 IF(XLMeGlo0) 63 TD A&484
IRE2
%0 10 77777

»

CODE =

CotavnsneePrdst 4.

(01622 AGOAA LX==MAX

(0163) LEIR IR TR AP 8 143

(01648) 1IF(Lx,LE.nelB(1)/LB(2)) GO 1D %00

(0168) ; [T TS

0167 400 DO alo Jeton

(016a) PCJIZAUXCII*LBC?Y/LB(T)

gotes x'<aux§4>.Lc.’(J)-Lﬁtnwltﬂtz): S0 70 410

0171y plyleplylag -

(9172) 410 ConTINnue

0173y NSEIND(I» S oML )

(e174) 1SenS=1

(o175) D0 420 I=1,NL

0176) IS=1S+L

w77y ‘ X(1)ex(1degentls)

co178) 420, ConTinYe

(0179) 00 480 J=t,N

(0100) IFCJoES.S) GO Ta &&

(0132) ISehSel .

€0183) 00 430 1s1,¥

(p§88a) LysinoCird,mLd

€018%5) 1Se]Ssl

t01gg) A(1adeA(I =P ok(1S)

(0187) 430 COMTINUE

(0188) &40  CONTINVE

(01899 iTegiet

0190) CalL TISEC(TEWP»TEMPO!
S €0194) TE»PD=TEMPD/10D0

€0192) IF(TEVMPRWLELTUP) 60 TO 22222

(0194) 1Re3

Co195) 77777 WRITE(5,20000) CONDCIPIPX(L YT TEMPD CIoNCT41)01nsN)
(0196) 23000 FOrMATC//10XDSOLUCAD BAI2/10XBUBJETIVO=0II00 (MININOIB/

ALOxplTERACGESsBIN0/ 10XBTENPO UE EXECUCAO=OF10.30 SEGunDUSAZ/
B10X5SOLUCAIDO//7 (1OXBX(DIIOI=D 13) )

to197) 6o TO 1it1

€0198) 93969 SYGP

(o199 END

S/12/7TT 10210 Aehe XFORIN COMPILER (75/140).
RELEASE NywBERZ ASR 506 . 3 FLAGS 0 ERnoRs
ELAPSED TIME 51 SECs - 202 CARDS AT 237 CePole
CONMON DATA = 348008 TEMPORARILS = 152

0
8524 pIGETS



CAPfTULD IV - cONCLusBES E  ANALISE CRITICA

4.1- Metodologis

fForam mdntadqs elestorismente, sistehas de equa -

¢coes linesres, utiiizandb—se némeras pseqdo~§1eat5rios gerados ,
etraves de fungeo ALEAT ( usando & mesma técnica utilizeda pele
subrotine RANDU, fornecida peia-tBM»pa:é o éomputaddr IEM-1130).
Esses sistemas féram desenvolvidos por dois meétodos epresentedos
no cepitulo 3. |

| Os prpéramas forem escritos em linguagem FORTRAN-
IV e executsdos em_um.computadot 5-5500, com a instrugzo de
interromper a execugeo apas 150 segundos pers cada sistema, in-
.depeﬁdentemente'do néméro de iteregoes observédo. 0 tempo utili-
zedo pera tel, & o tempo fornecido pelo reldgio de méquins e nzo
0 tempo de processedor. 0s sistemes que tiveram sus execugao in
terrompide sac considerados xejeitadosvbelo'métcdo, paera efeito
‘de observacoes posierinres. | |
| Foi utilizeda Uma:precisaofdeﬂll ( onze ) digitecs

decimais pars os nimeros inteiros durante o processamento,
4,2« Resultedos Obtidos

Os resultados obtidos pélo-algoritmo PRIMAL nao
foram satisfatﬁrios,'havendo um Indice de rejeigEd muito elevedo
chegendo & ser da oidem de aproximadamente 100 % .

} Foi ébServado, verificagao feits a alguns siste-
mas, que 8 sblu;5§ ers obtida gpés uﬁ pequeno nﬁﬁero de itera-
goes, mes o indiéativo_de solugdo 6time ndo era verificado - lé;

vendo o programs & um'ciclo infinito.

87T



Para o algoritmo DUAL, o8 resultedos jE 6e spre -
senterem de forme satisfatoria. Foram gerados pate'esse metodo,

1037 sistemes distribuidos de seguinte forma: 

200 sistemas com S equagoes e 10 incognitas

200 v mo5  w "o 15§ "
200 " o1 v = 35 "
2060« v 1g QirzéA;. "
237 " v 15 » " ‘20_ "

0 resumo dos resultados obtidos sao epresentados
na tsbela 1. A tabeles '2 » @presenta um quedro de porcentagens

para comperacoes.

4,3- Analise dos Resultados

Analisando-se as tabelas 1 & 2 observa-se:
@) Quanto as restrigoes:
0 indice de rejeigao verificado foi de 1,06%.
Esse ndmero sera aceitavel dado e dificuldade de manipulegzo de
ndmeros inteiros, no computedor e edeptagoes feitas, no metodo .

desenvolvido pares'aplicsgoes em programagaa com numeros frecioné-
rios. |
b) Quanto so tipo de solugso obtida.

Os sistemas foram gerados aleatoriamente 5 que
neo nos surpreende o eparecimento de gclugses 6timas e solugoes
impossiveis, € inte;%sante notar que 2 numerc de golugaes impos-
siveis aumente com o numero de equegaes_do sistema. Isso decor-
re do fato de se restringir o conjunto de soiuéses possiveis com

o eumento de hiperplanos no conjunto formado pelas restrigﬁes..

88



No ceso da programacec cantinua, as soluqaés pos-
siveis estao coﬁtidas no cunjuhto cnnveko definido ﬁtravés des
restrigoes do'problema e a solugEo,possivé1 5tima gera um ponto
extremo desse conjunto. *s solucﬁés possiveis pars o'problema
de programegao lineer inteira se restringem so conjunto de solu-
goes inteiras contidas no.paiitopa; Ao se qumeniér o némero de
hiperplanos, mantendo-se a mesma ordem de grandezaydas termos in
dependentes dss inequecoes, diminui-se o vniume do politopo e
consequentemente, o nimero de solugdes possiveis do seu interior,
resultendo um aumento das solugdes impossiveis.b

Nota-se uma.média de 66,36 % de solugbes otimes
obtidas nos sigtemes de § restricoes; 77,66 % nos sistemas

com 10 , e 4,23 para os de 15 restrigoes.

c) Quento eo nimero de iteragoes
Observe-se pela tsbela o numero de itersgdes

n2o obedece nenhuma tendéncia @ se caracterizar em funcao do ta-
menho do sistema. Apeser de epresentar uma medie de 9,96 para
solugoes impossiveis e 8,74 para solugOes Otimas ( diferenge
de 14 % ) determinae-se que esses valores nao sa@o significati -
vos, epo0s uma snalise mais detslheada.

Pode-se sugerir que o nimero de iterscoes depende

das relagaes entre os valores (o Gque se observa pars gualquer mé

todo iteretivo), e neo de ordem da matriz do sistema,
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d) Quanto so tempo de prdcessamento
d tempo de prﬁcgssamento apresentaao se refere
aovtempp medio por iferaqao pera as véria;ﬁordens dos sistemas
testedos. Conclui-se que ésse tempO'depende do nGmero»de equa~
coes e do nimero aelincégnitas.."
Esse tgméo tem éfeito epenas compsrativo uma
vez que & obtido strevés do relégio do computedor e n3o do pro-

cessador, como j& foi dito enteriormente.
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~ "TABELA 1 - Numero Médio de Iteragoes e Tempo de Proceésamento
' Sistemas v ' - . - A ’ "
' sis temas Prqéessados I:.ngg ;ég_ . Soluc;ao_ otima .Solugao‘ limpossivél Total '
DUAL Tempo _ jeitadqs N¢ Sistemas|N? Iter. - [N9 Sistemas | N? Iter. [N Sistemas| NQ Iter.
| 200 - | -
5x10 | 3 112 6 85 6 - 197 6
' -} o.385 s |
r o 200 .
Sx15 1 151 7 48 9 - 199 7,5
' 0,675 s '
| ‘ 200 | -
100 x 15 L. 4 39 13 157 9 196 | 10
 f 13348 | | |
§ -
o 200 | ) | o
10 x 20 . 2 49 15,5 149 213,5 198 14
§ 1,208 i
, 237 | |
15 X 20 : 1 10 16 226 10 236 10
1,600 s #
TOTAL 1037 11 361 8,74 665 9,96 1026 9,52




Tebele 2.- Porcentagens em relageo ac totel

Sistema Totel | Rejeigoes sol, sol. total
Dual : otima imp.
5x10 19.286 | 0.289 10.800 8.197 18.597
5x15 19.286 | 0.096 | 14.561 | 4.629 15.190
10x15 19.286 [ 0.386 3. 760 15.140 18.9C0
10x20 | 19.286| .0.193 4.725 | 14.368 15.093
15x20 22.856 | 0.096 0.964 21.794 22.758
Totel 100.00 1.060 34.810 64.128 9€8.938
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