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.Resuno
_ “,.

Faz—se um apanhado geral sôbre a programação li-'
' .

near inteira.
Apresenta—ss no capítulo, Preliminares Matemátie

cos, resultados matemáticos necessários ao desenvolvimento dos
demais capitulos, compreendendo alguns tópicos como:' Fundamen-

_

tos Matemáticos, abrangendo definições, propriedades, . aplica-
ções a exemplos sôbre matrizes, vetores, espaços vetoriais e

conjuntos convexos. Introduz-ee a programação linear com defi-
nições e propriedades das soluçoes, geração de uma solução pos-
sivel e o método simplex, apresentado nas formas primitiva e.

revisada, éonaiderando—ae ainda a utilização de Variáveis arti—

ficiais na base. Apresenta-se também alguns conceitos e spli-
cações da dualidade em programação linear, finalizando com -a

apresentação do problema de transporte a algumas de suas varis—

ções.
A programação inteira, sua definição, proprieda-

des, modêlo matemático do problema geral, a em particular o da

programação linear inteira, aplicaçoes como o exemplo do problg
me da mochila e do caixeiro viajante com seus respectivos mode—

loa matemáticos, bem como considerações sobre a solução da um

problema de programação linear inteira, são assuntos tratados
em Introdução a Programação Inteira.

Os algoritmos de GDMDRY, baseados no método sim-

plex dual a primal assim como êsse algoritmo dual, adaptado pa—_

ra resolver problemas de programação linear inteira onde as so—

luções são limitadas superiormente, são mostrados juntamente

com os respectivos programas,ascritos em linguagemiFURTRAN IV,

no capítulo Métodos Númêricos e Programas.

1
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“Em Conclusães a Análise Crítica; Faz—se críticas
sobre o desempenho dos programas apresentados para o computador

com a análise dos resultados obtldos, dos testes de parada e tem

pos de execuan dos programas, gerados através de execuçses [com

sistemas obtidos aleatoriamente.
;

É apresentado também, bibliografia com o objetivo
de conduzir o leitor as fontes de tratamento do problema da pro—

'gramação linear inteira. Ressalta—se que este trabalho de modo

algum esgota o assunto que, a cada dia recebe novas contribu-
ições de especialistas de todo o mundo.

ABSTRACT

The present work makes a general survey the inte—

ger programming problems.
.

Chapter "Preliminares Matemáticos" covers the

theoretical results required for the next chapters understanding.

It'deveIOps theoretical aspects about matrix, veCtor and vector

spaces, and gives ao.íntroduction to linear programmingºdualíty,

simplex method in the usual and revised form.

Integer programming, definitions, propriety and

mathematical models are introduces in "Introdução à Programação

Inteira".
The Gomory algorithms, based on the simplex, dual

and prímal, methods, and correspondente programs are showed in

the chapter: "Métodos Numéricos e Progremas".v

Finally, in "Conclusôes e Análise Crítica" it is
analyzed the performance of integer programming algorithms' pro—

grams, through conuergence and processing times tests, using

random systems.
II
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CAPÍTULO 0 - INTRunuçÃo*

A brogremação linear inteira vem
senda objeto de

intensa pesquisa, dada a grande número de aplicaçães «”práticas
que ofereceu É por exemplo utilizada em problemas de distribu—

ição ótima de cargas dentro de aeronaves. escolha de rotas mais

econômicas em transportes em geral, minimização de custos de

tranSporte ferroyiario, com a utilizaçãç mínima de vagães e pe;
curso mínimo da carga transportada, etc.:

O problema porém, não É de solução tão simples .

por meio de computadores, pelo fato de essas mãquinae trabalhas
rem com um número finito de dígitos na representação decimal di
números reais e_com.1imitado intervalo de Valores numéricos inc

«.

teiros.
Por outro lado, pode ocorrer que, em alguns. mê4

todos, o espaço de mamária utilizado com resultados intermediá—

rios aumente em cada iteração, esgotando-se, em pouce tempo à

memória de trabalho, disponível do computªdor tendo—se que lan—

çar mão de memórias auxiliares o que prejudica o tempo de pro—

cessamentoº

Embora antigo, o prºblema da programação linear
inteira, mexeceu a atenção mais cuidadosa dos estudiosos somen-

te a partir da década de quarenta e com o advento dos computa—

dores digitais, poderosos e com extraordinária velocidade- de

Cálculo & alta annfiabilidade.



CAPÍTULO »I - PRELIMINARES MATEMÁTICDS

1.1— Fundameotos Matemáticos

O entendimento dos—caoceítos utilizados em oroàrª
hação linear e em particular a programação inteira requerem al —

guns elementos básicos da matemática que deflnefse a seguir.
1.1.1— Matrizes

'

Entende—se por úatriz um arranjo retangular de

n x m nãmeroe, dispostos em
m- linhas e 2 colunas conforme a

seguinte=forma=

ªm 812 caco... ªl"
8/21 822 ... ...-. az"

ª“ & 'In. . ª '

ml mz ' " mn

Nerealmente esse arranjo é colocado entre parêntg

ses e recebe o nome de Matriz A, neste exemplo, que usa—se tem—

bem representar por ( aíj )?

A matriz- A 'recebe o nome de MATRIZ QUADRADA se

o número de colunas for igual ao numero de linhas ( m=vw),e se

diz de ordem º.
Um VETDR COLUNA & uma matriz com somente uma colª

na e um VETDR LINHA. uma matriz com apenas uma linha.
MÁTRIZ DIAGDNAL é uma matriz quaorada cujos ele-

mentos são todos iguais e zero; com exceção daqueles situados na

diagonal principal.



MATRIZ IDENTIDADE & uma matriz diagçnal em que os

elementos da diagonal «são iguais'a l Sum). Essa mat:íz._ê normal-.

menté representada por In. ( ou I ágmplésmente ), âfdª & é. a

ordem da matriz.
.

&

ªv .t de uma matriz A & defi—MATRIZ TRANSPDSTA, A

nida trocando—se as linhas pelas colunas da matriz A, como por.
exemplo:

11 21 000.00. ªml

3.12 822 COI.... ªmz

& a 0.0...ln 2h ' ªmn

,
Duas matrizes são IGUAIS se, e somente se, são

de dimensões iguais e seus elementos correspondenfes, são iguais.
Uma matriz quadrada é dita TRIANGULAR se todos os

seus elementos aii=:0 "para í 5.5 ( SUPERIOR ; ou todos os

elementos aij==º para 1 < j ( INFERIOR ).
Uma matriz A é dita SIMÉTRIEA se for igual a

sua transposta , ou seja, a..:: a13 ji para todo 1 e j.
MATRIZ MULA é a matriz em que todos os seus ele—

mentos são iguais a zero.
Dado um eséalar (fl qualquer. a uma matriz. A o

PRODUTO no ESCALAR PELA MATRIZ será dado por :

Oiall “º(alz ....... O(ªln

o(a21 otezz ....... CiªZncl A
1

" "
o......oooooooo-onocounoclocnn

“oca“
_

o(amz oca mn



A SUMA de-duas matrizes de mesma dimensão m x o
será dado por outra matriz de mesma dimensão, definida a partir
da ADIÇÃO dos elementos correspondentes como poi exemplo:

b coco... bªll ªlz º'f'º'º. ªln» “11 ,12 ln

821 822 ...o... ªz"
+

b21 bzz col.... bz“
.-

aml ªmz . o o o o . . am" ' bml bmz . o o o . . . bm"

all + bll 6512 + blz .roovoolooooooo ªl" + bl"

821 + b.21 822 + bzz ' "ooooovoonoioo' azn + bz"

am]. + hml amz + bmz ' . o o . . o .. . o]. o o . amn
.

+ bm"

o PRODUTO de duas matrizes A e B ( c==A;B )

se define somente quando o número de calunas de A for igual
ao número de linHas de E e a matriz resoàtante será obtida
através da soma dos produtos dao linhas de' A pelas colunas

de Bº Se A for de dimensão º_5_ª & B for de dimensão

ª_3_g & matriz produto será de dimensão º_5_g e com valores
definidas de segúinte forma:

E:, b

'

(“i
= l,2,...,m.c..: a- . . para::LJ T;: lk_ kl . j=1,2,..,,n



Propriedades da ADIÇÃO e MULTIPLICAÇÃD por ESCA-

LAR.

a) ( A + B ) + C =: A + ( B + C )

b) A + B = 'a '+ A

c) (014-F5) x A : O(A + p!)
d) C! ( A + B ) =: C( A +CXÍB

e) A + 0 =. A
,

ºnde, R. 8, C-são matrizes de dimensão º_l n'
e O! e (& são escalares.

Propriedades da MULTIPLICAÇÃO de matrizes.

a) (AxB)xC= Ax(Bxc')'
b) ( A + B ) x C A x C + B x C

> + C!) "c) E x ( C xlA + C x B

( QCA ) x B« ( A ) x (CY'B )n Hd) 04x(AxB)

?) ( A x B ) :: B x A

Onde A, E e C são matrizes com dimensões compa—

tíveis com a definição de produto de matrizes e C( é um escalar.
Cabe ressaltar que a propriedade cºmutativa não é

válida para o produto de matrizes, ou seja: A x E qb (8 x A.

1atriz NÃO SINGULAR é uma matriz quadrada cujo

determinante é diferente de ZERO.
.

Uma matriz E é dita INVERSA de uma matriz A

quadrada. se A >:“ B := E x A = I . 'Tada matriz. A
.

quadrada,
NÃD SINGULAR ter uma e uma só matriz inversa correSpandente.

.. ' ºlNotaçao: A matriz inversa de A e representada por A .



1.1.2- Vetores e espaços vetoriais.

A tífulo didático apresende-se & definição, opera-
çoes e propriededes dos vetores utilizando o espaço Euclideano bi
dimensional ( plano).

Em um plano os pontos podem ser repreeentados pot
pares ordenados de números P = ( pl“. 92 ). Refere—se a P como

sendo um ponto de coordenadas ( pl . pz ) em relação E origem ,

fixa de coordenadas ( G , O ) ou simplesmente como um VETUR ;.
Graficamente pode—se visualizar a noção de vetor:

(PI)FZ)

fz, %% "*

«(6.0)

Seja E2 o espaço Euclideeno bi-dímensional.
Algumas propriedades importantes dos vetores em E2

—-'>
&) MULTIPLICAÇÃD DE VETORES POR ESCALARES: A todo por c( e u .

onde 0( é um escalar e 7: é um vetor, tem—se um vetor 77 correª
pondente ao produto escalarJe of por" Ú representados por Tad—«'Í-

ª(ºful,º(u2),etalquez ,

"
,

. (du,,uuà

ª! >*l ( escalar )

ff) < 1 ( escalar )

"' —a
u e v ( vetores )



a.3- (0(+(3>)x—J=o(u+(z'>u
3.4- 1x Tru—3

8.5- Dxtzõº

—.

b) SOMA DE VETORES; 'A todo par .: e' É? de vetores em EZ no;
É e v que se represeªresponde um vetor _»: , chamado SOMA de

te por 7: = E" + .; -..-. ( 1.11 + Vl , "2 + vz ) .e te]. que:

19.1. *E? + T7 ==. T7 + "uª

b._2-— ( 17 + 7 ) + ? : 7.7 + ( 7 + “y) )

b.3— .: + E. = Í? para qualquer .; em E2'

b.4-_— _; + ( -TÍ ) .= 0
,

'A cada Vetor. ? em E2 cºrreª
ponde um único vetor chamado iª

, ..o ' -.verso de u , deszgnado por — u.

c) PRODUTO ESCALAR as VETORES: .A todo par de vetores ”uª & “G' ,

' em E corresponde um NÚMERO REAL Chamado PRODUTO ESCALAR de2

u com v definido como: (É,—€) : u1.vl +'uz.v2 etal
que -ª àc.l- ( u ,"? ) = ( v , 1? )

c.2-— ((,dÚ+(_—5v),?)—O<(É,y)+[5(v,y)
c.3—, (u,u); O e (u,u)=0 s'eeso'menta se ,

_G'ª-ão
”ªvg—; emE

.
'

__ª
para todos os escalares 0< e (S . e vetores u , 12

d) COMPRIMENTO ( módulo ) de um vetor: A todo vetor ”É de Ez,

correponde um número real chamado de comprimento oq móªulo “de.

a . 'u , . definido como:

“ É “: «bx! ui + n'2
. '. axial que:



d.l- “Ú“BO e “Tm-=D se e somente se ?: ==?

mz- noz?» :locl-HTÍII *

m-. ut? + Vu 4 m + Wu
,.

d.4 "Tine-+ (TT,?)
e) DISTÃNCIA entre dois vetores: A todo por de vetores :: e “V

' , a , —9
em E corresponde um numero real, chamado dlstencze entre u e2,

—>
v . o que se representa por d ( 17",'3 ) tal que:

d(?.7)'=u“â-T7u= +x/(ul-Vl)2+(u2—v2)2

f) Um conjunto de vetores .:l ._32 , .... ._36 se denomina ,

LINEARMENTE INDEPENDENTE se, para todos os escalares 511 , CYZ

n

—-=> - .“) .

Ollul + CKZÚE +' ..... + ÇÍAÉ; :: G implica qUe:

()(-1:0(2: ....... :Oázº
' o oCaso contrario o conjunto de vetores se denomina,

LINEARMENTE DEPENDENTE.

g) ESPAÇO EUCLIDEAND: vEntende—se por espaço euclideeno de di;
mensãob & , En , um conjunto de & Avatares LINEARÉENTE [NEE—*

PENDENTES em que se verifica ainda as propriedades enunciadas

acima ( de ª a ª ). Qualquér conjunto de ª_2_l vetores deg

se espaço são LINEARMENTE DEPENDENTES.

'

BASE para o espaço E" ,é um conjunto de ª “ve—

tores LINEARMENTE INDEPENDENTES. “Qualquer'vetot de E" poderá

ser escrito como COMBINAÇÃO LINEAR dos vetores de beee.



h) HIPERPLAND: Uma condição linear, definida em E2 , como sen-
“9 ,º? .

' '!dº .xlªul + x2.u2 —. a º onde xl, “2 e 5 sao constantes, re-
presantà uma linha reta. Se o mesmo for definido em Ea teremos
um plano e se definirmos no esPaço En teremos uma figura chama-

'da de HIPERPLANUG Um hiperplano «( "£
,, a ) definido em .E" e

o conjunto de todos os vetores u tal que ( x , u ) = e para
.; déferénte de zero »e um dedo nãmero real ªo

Um híperplano divide o espaço em dois semi—ESpeços

representados por:

mana) : (TH (“nªº?) ; a)-
H“<"£.a) = (“5/ (“xªrá“) < e;

I.1.3—_Conjuntas Convexoã.

Uma "COMBINAÇÃO “EU-NV'EXA dos vetores "J'-l , Bªz ...,; *

—> o » »

o.og Un e um vetor u em que:

ª “9 -—> ª»
U :Nloul + “Zou? + ou. + “noun

onde os ESCALARES CÍÉ são maioraâ ou iguais a zero9 e ainda ,
P5— 0< . = 1 . Um sub—conjunto r: e cowvzxo ,, contido em*_* 1

. ——>
'

—-9
E , se e somente se, para todos os pares de vetores U1 & vuz

.; —ª —D ºd —>

contidos em C , qualquer combinaçao convexo u ==ºá.ul + 2.uz
pertence tambem a' C .

Como exemplos classicos de conjuntos convexos pode

se siter: vo espaço, um circulo, Um quadrado, um cubo, etc.



Como exemplo de conjunto não convexo pode-se ci-
' tar uma circunferencía.

#C

1.2- O problema geral da programação linear.

O problema geral da programação linear consiste em

...; . oencontrar um vetor x = ( xl, xa, ... , xh ) que mlnlmzze a for—

me linear:

cl.xl + c2.x2 + .;. + cn.xn (1.1)

. . . . . ª' .SUJEltO as segu3ntes restrlçoes lineares:

ªll'xl + elz.x2 + ... + ªin'xn : b1 (1-2)

a21.xl + 822.x2 + .o. + az“.x : b2

.ªml'Kl + am2.x2 + ... + ªmn'xn : bm

sz' º ( J.:l' 2. 00.9 -" ) (1.3)

onde ªíj , b. ; cj são constantes conhecidas e m <_n .

Toma—se o cuidado de garantir que os bi ; D , uma'

Vez que serão utilizados como p&imeíta solução.possível para o

processo iterativo que será deSenvolvído. Se o problema original

10



contiver algum. bí (E) ; multiplica-se a equação por ( -l ).
Os problemas de programação linear se referem ao

uso eficiente-ou disfribuição ótima de recursos limitados, para
se alcançar os objetiúos desejados. .

.
»

r
,

Caso se deseja maximizar uma forma linear ( função

objetivo ), utiliza-se a definição anterior, apenas minimizando o

negativo da forma linear desejada.
A característica principal desses problemas são um

grande número de soluções que satisfazem as restrições impostas

pelo problemal Deese elenco de soluções toma-se aquela que mini—

mizar a função objetivo.
Segue uma serie de definições de termos próprios ,

N ' oque aereo constantemente utilizados.

FORMA LINEAR: Seja E um espaço vetorial real. uma

função f da E em R ( f : E 'ª'R ). sera dita forma linear,
se; ;a) f( +?,)=-f('>í)+f(3ª7)

b) f(-o(?)=º<f('3)
SOLUÇÃO POSSIVEL: É um vetor '? que satisfaz as restrí

çBas impostas pelo problema de programação linear (1.2) e (1.3).

MATRIZ BÁSICA: É uma matriz m x m , não singular fog
mada por 3 colunas da matriz das restrições.

SULÚÇÃD BÁSICA: É o vetor (unico) onde os elementos

relativos as ( n-m ) Colunas, da matriz das restriçães, não per»

tencentes a matriz basica são iguais a zero e os demais elemen—

tos são obtidos, resolvendo—se o sistema não singular de matriz
' .beeica.

ll



SOLUÇÃO POSSÍVEL BÁSICA: é uma solução básica, onde

todos os seus elementos têm valores não negativosa

”SOLUÇÃO POSSIVEL BÁSICA Não DEGENERADA: É uma solução

possivel básica com exatamente vª elementos xi positivos.
'

SOLUÇÃO ÓTIMA: É uma-eoíuçio possível que minimize e

função objetivo (1.1) .

'I;2.l- Propriedades de Solução.

Apresenta—se a seguir uma série de teoremas que

mostrarão o caminho para obtenção da solução ótima.

TEOREMA 1: O conjunto de tôdes as soluções positivas ,

possíveis, de um problema de programação linear e um conjunto
convexo.

gig [4

TEDREMAAZz A função objetivo apresenta seu mínimo em

um ponto extremo do Conjunto convexo formado pelas soluçoes poss;
“veio a um problema de programação linear. “se o mínimo aperece em

mais de um ponto extremo então será mínimo para toda combinação

convexo desses dois pontos.

&ig LS



TEDREMA 3: Se encontrermos um conjunto de k 5 m

da ._>vetnres Al , A2 , ... . Ak 'linearmente independentes e tal
que:

ªº
A

wi —. ,ª»?
A2+ o'ó +Xk.Ak : AX

O11 1 + Kz.

.. ª. .

e todos os xi :; U, entao o ponto. x = ( xl, 32, ..; . xk, D

D, ... , O ). é um ponto extremo-du cºnjunto convexo formado pg

las soluções poesíveíe. Neste caso ': É um vetor nçdimensio-

nel em que os Últimos ( n—k ) elementos são iguais a' zero.

TEDREMA 4: Se 3? = ( xl, "nz, , xn ) é um 'ponto

extremo de K (conjunto Convexo). então os Vetores associados
!.as xi positivas. formam um conjunto linearmente independente.
Disto se observa que pela menos ª das xi são positivas.

TECREMA 5: O vetor .; = ( x x x ) é um1, “2“, no. . "
“ponto extremo do conjunto convexo K , se e somente se; os xi
positivos sao coeficientes de vetores linearmente independentes
.;

A ' .J

_; ' —9-
x .A. = A

1 J º“F!—X
/

Tende—se em vista as suposições & os teoremas ag

teriores, qUe estão demonstrados em [a] , temos a seguinte re—

sumq:
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l.- Existe um ponto de K ( conjunto convexo ) em que
e função objetivo tem o seu mínimo.

2.— Cada solução possivel básica corresponde a um ponto
extremo de K.

3.— Cada ponto extremo de K , tem associado a Ele &

vetores linearmente independentes de de um conjunto
de ª vetores.
Pode-se concluir que necessitamos investigar someg

te as soluçoes de ponto extremo; e portanto apenas as soluções gg

redes. possíveis, por & vetores linearmente independentes. Exiâ
te no máximo (::> soluçoes possiveis para o problema ( combina-

ção de º vetores. &' linearmente independentes ).
Para º e ª grandes & praticamente impossível

obter-se tadas as soluções possíveis, e para cada uma, obter o

Valor correspondente da função objetivo, escolhendo-se aquele qUe

minimize a função objetivo.
Foi desenvolvido um algoritmo que seleciona, em

uma forma ordenada, um sub—conjunto entre as soluções possiveis .

que convergem para a solução otima.

Este processo, obtem uma solução possivel e veri—

fics se é otima. Se não for, o procedimento ensontra um outro

ponto extremo, vizinho, cujo valor de objetivo é menor ou igual
ao valor correspondente & precedente. em um número finito de pag

sos o procedimento termina. encontrando a solução ótima. É possi—

vel saber tambem quando o problema não tem solução ou e solução
É indeterminado.

14



1.2.2— Getação de uma Solução de Ponto Extremo.

Seja:

.a ->
.

—o ªº —9

xl'Al + x2.A2 + ... + xm.Am + ... + xn'An _ Aº

Supóndo que se conheça uma solução de pónto extrema; em termos de
»º vetores Aj'

Supondo esses vetores linearmente independentes,os
& primeiros:

.”x = ( x x x17 20'0'Imgºgocogiº)
vetor solução de ponto extremo.

.) ...,
Al + X .A + no. +vxmoAm : Aº (104)x 2 21.

onde ><í >, O.

O pnblema consiste agora em determinar, por um prº“
cesso eficiente, uma nova solução de ponto extremo.

-> -> ->
Sendo os vetºres A A Am . llnearmen-!. B 2 ª "'º ,

te independentes, sabemos que formam uma base no sapaço m-dímen—

' ” ' . o . N 'Slonal. Podemos entao exprimir os E vetores como combinaçao là
near dos vetores de base.

m

“) —> .
Aj => xíj.A. _(J=1,z.....n,)

i=l
» .Tomando-se o vetor A

, , tem-se pelo menos um
! m+l

xí,m+l >. 0'_ na expressao:
A

—> -9
—

-o --P
'S)x1,m+1'A1 * x2.m+l i"" + xm.m+1'Am “ª Am+l '(l'

15



Tomando—ée &, qualquer, multiplicando (145) por
L

: Subtraíndo de (1.4) tem-se:

--B I:; _»
,(Kl— ô.xl'm+l).A1+( x2—9.xz'm+1).A2+ co...-olnooouoco'ú

L—ª *» '

—»
. 6no. + ( xm - e 'Xm,m+l )o*—.+ eoAm+l : AO (10 )

U vetor“? : ( xl-ªe'xl,m+l , “JZ— 6.X2.m+1l , ... , xm—9.Xm'm+l .

E? ) é uma soluçãê do plobleãa;

Para 37 * ? => e>c
Tgm-se qu encontrar Qm valer réal para Gã que

faça 3,20, ou seja;

1 > a (1.7)xi — É5.Xírm+1 ;; 0 .para—tpdo Xi,".+

ªi 26
i,m+l

x.* &

oªu, ,0'<e—$ mªn
'

i,m+l

O valor da EB obtido desta forma_vaí proporcionar
uma solução possivél para (1.6).

. "

Para se ter uma solução de ponto extremo não se

permite que o vetor ]? 'tenhal ºii elementos positivos. Deve- se

então, forçar que pelo menos um elemento de E?, se torne igual a

>zero. _

.

Para isso tome-sé:

xí'
: ' 'n', —º Guªmá »

,

para xiv—“"i > O.

ªi.m+Lll '

16



_, .

O elemento de y para o qúal e: obtem esse mínimo

se reduzira & zero. Se esse elemento for o primeiro teremos:

1e “=* Gº : e
“xl,“|+l

;» —>
'

,

-'—> 7! ' ' 'x2.A2 +_k .A3 + ... + x .A + xm+1'Am+1 := º

onde:

xi :, xi - 90.Xí.m+l ( í: 2,3,'...,m )

><" e

Se todos os X. < 0
A

não seria *assível se' 1,m+1 * ' “ *
—>—>letionar EB)>U que eliminarie um dos vetores 'Al , A2 , ....

“_? _,
'

Am de soluçao possivel de ponto extremo. Para esse caso atte-
remos, para qualquer EBD'S , uma soluçao possível mas nao de paº

.

“> —9 -> —9
to extremo, assoczada aos vetores Al , A2 , ... , Am . Am+l .

. . N " f . . .Isso lndlCE que o pronlema nao tem soluçao mznlma finita.

1.2.3- e Método Simplex.

Seja .Í'z ( xl, xz. .... xm ) e o conjunto de vetº
—-v v—b '—>

res associados, linearmente independentes 'Al' A2, .... Am.

Temos então:

a», ..,, '—> “> '

xl.Al + x2.A2 + ... + xm'Am == Aº (1.8)

xr:l + x2.c2 + a.) + xm'cm .= zo (1.9)

&í 25,0
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Cí _ são coeficientes de custo da função objetibo
e' zi o valor correspondente da função objetivo para um 'É dado.

o --
.

—”ª --9
Sendo "A A2. .... Am linearmente independente ,1!

—o' » » _.
pode—se exprimir qualquer vetor Alº A2. .... "A“ em funçao de

—9_. —9 º",
A1' 52' "" “n'

.A + X .A + ... + 7%ij = ”Aj
.

(1.10)xlj 1 2j z
, (j'lyzo'º-o")

& 'obj e-tivo ..corze5pondánte Será:

X + Km.,cz + ... + Xªrcm =, :. (Ll!)1j'º1

"'?

::i - são os coeficientes correspondentes 8 Ai.

Multipliçando-se (lglG) & (1,11) por 8 e subtrãiª
do de (1.8) e (1.9) respectivamente tekemós:

+ ... + (x -€9.x .).A + 69.A =:m m J M i a
--—>

(xl— e.le),.Al

(xl-9.le).cl + ... + (xm—9.ij).c + $.cj .= vzoferj—cj)m

(1.13)

foi somado em ambos os lados da equação 0 vel-or —-9 .cj .

» A—> —->

Se todosos coeficientes de Al""' Am, Aí em

(1.12) forem hão negativos, temos então uma nqva solução possível
em que o valor. da função objetivo será: 2 = 20- e.( tj -— cj ).
Como x'l, xz, ..., “xm

são positivos, tamos 9>0> tal que os

coeficientesde “(1.12) sejam positivos.
Como po; “hipótelsa (.zj — cj ) > O . “para; a colª

n'a j , tramas:1

18



zfzzo-G.(zj—cj) <!º peraê>0.

Se pelo menos bm *xij l)» O em (1.10) para ( i=
l, 2, ..., m ) o maior valor da GB para Que os coeficientes de

(1.12) sejam não negativos sera:

>* O * -pera , xij :> O.

Xij
'

Substituindo—se ÉBO em (1.12) e (l.l3) o coefi-
ciente correspondente a i se anularã. Yemos então.uma neva ba-

se constituída de Ai a ºzl ,vetores de base original.
Se nessa nova base ainda encontrarmos zj — cj'> O

e um correspondente xij >“G pode obter-se uma nova solução que.
levará a uma função objetivo ainda menor. Esse processo continua
até que todos os valores de zj - cjcg O ou _zj — cj > O e to-
dos os valores de Xi. $ 0.

:

Se todos os valores obtidos para 2 — c3 j
. ., O . .. ' “processo termina e a soluçao obtida nesta iteraçao sera & soluçao

sem:
otima, marcando assim o fim do processamento.

TEUREMA l.— Se para qualquer 3 (fim:), & condi—

ção zj — cj >*0 se verifica, então pode-se construir um conjun-

to de soluçoes possíveis tal que : < zº para qualquer membro

do conjunto de soluções possiveis; onde o limite inferior de : pº
de ser finito ou infinito; ( z é o valor da F.C. para uma ao—

lução particular do conjunto de soluções possíveis ).
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CASO l.— Se o limite INFERIOR É FINITO, podeâse construir uma no—

va solução possivel com exatamente & variaveis positi-
vas e cuão valor da FunEÉo Objetivo É menor que o valor

para a solução precedente.

CASO 2.— Se o limite Iwrenxoa & xmrimxro, pode—se construir uma

nova solução possivel eam m+1 variaveis positivas cujo

valor da Função Dojativo pode ser arbitrariamente peque—

no.

TEOREMA 2.- Se para qualquer solução basica pos—
I *aivel x =(.“ )(l' "Í , m

) as condiçoes zj — cj $ 0 se veri-
ficam para j : l,2,...,n então (1.4) e (1.5) constituem uma'

solução ótima (minima).

As provas desses teoremas podem ser encontradas em

[4] as páginas 74 e 75.

Para facilidade do cálculo manual desse procedimeg

to, aconselha-se trabalhar em forma de tabela:
-> » -b a “* ' »( A0 A1 A2 ... Am Am+1 ... An )

fazendo B :IÃ . A . ... .A ( base admissível )l 2 m -

» —9 —1 ª' " -1 “'teremos: x =: E . A e X. = E . A onde;º J J

x =( xl, x2' ºº' ! xm) e XJ : ( xlj' XZJ, "'. me )

xi ) D

Agrupando-se os vetores e multiplicando—se por
8-1 teremos:-
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. .º Cl ". ºk .O. em cm+l ... cn
.;í base c A '

- º F “A' 'A' 'A' 7?l,"' k "' m ”m+1 "' n

1 Al cl xl l . l O º
.

. .. o xl'm+1 . . . xl,"
2 A2 C'z Í xz D 00. º O.. º x2,m+1 ... Xz'n

k Ak
&

ck xk O .. . l . . . º k.m+l . . . xk'n

m AAm cm xm U ... U ... l m,m+1 ... xm,"

m+l Z O ou. O ob. º zm4'1 --. Zn

- cm+1 ' cn

tab. 1.1 - Tabela Simplex.

Inicialmente:
m

»:1 = bl . 14 = 13 , zo : ; º'ºxz
i=l

m

:3 : % ci.XlJ ( J : l , 2 , ... º n )

i=l

", “º ' "A 'Se todos os zj — c. $ 0 => x = b e soluçao otima.

“Deve ser introduzida na base qualquer vetor que

tenha o correSpondente zj — çj >*D . teoricamente.

Supoem-se que o nãmero de iterações será menor ,

se se tornar :: máx 6 .( z. — c ) ( Dantzig );
' J º |. J » j . **

O critério mais usado é o de introduzir o vetor
qué tem o máx ('zj — cj ) =='( zk - ck ). No caso de eúpete

j
intmoduzªae o de menor íHÚice ] .
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Para Se determinar & colação que vai sair da base

usa—se e a = mim
( xí / xík ) » para xik > O.

RESUMO: Após construída a tabela inicial o pro-
cedimento constitui—se dos sequíntes passos:

PASSO 1.- Verificar os valores de :j » cj para determinar se

se obteve & eclução ÓTIMA ( mínima ), Se todos os

23. - cj $ 'O , estverefrnos coà a solução OTIMA.

PASSO 2.— Seleção do vetor que deve entrar na base. Vetor cujo

zJ. - Cj'7 O , sejalmâxímaª( eSpera—se que o nº.. de itº
raçães seja mínimo );

PASSO 3.- Seleção do vetor que vai ser eliminado da base. Esco—

Slher o vetor correspondente ao iãº =,mrn ( xi/ Xik ) ,

Para Xik :> 0 onde k corrÉSponde ao vetar selecio—

nada no passo 2; Se todos os xik< O, então a so-
lução & ILIMITADA.

.

PASSO dºm Transformação da tabela pelo processo de eliminação de

GAUSS, completa, para se obter a nova solução e elemeº

tos associados. Cada uma dessas íteraçães produz uma a

nova solução básica, due pelos teoremas 1 e 2, obterg
mas uma solução MÍNIMA ou deterúínamas que ela é ILIML'_

TADA.
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1.2.4- Base Artificial”

Até este ponto, foi suposto que o problema con-

tinha sempre uma matriz identidade que pudesse ser utilizada co—

mo base pera e obtenção da solução possiçel inicial. Supondo

que o sistema não apresente essa fedilidade lança-se mão do se-
guinte artificio.

Seja o seguinte problema de.progremaç30 linear:

+ ... + e .xr-ªinirrizar: z = c .x + e .x' 1 1 2 2 L n n

. c .Sujeito a:

e + Z . + m F 3 . x 3 " U
Fll'xl ª12'x2

. x " U821.XZ + a22.x2

1.0... on.... ooo o..... ..
" a+ ... + 8 cxml 1 m2 2 mn n m

X' ;; U ( jª: 1! 2, ºº'v “ )

Usando—se o artifício da base artificial o proble.
ma fica alterado para o seguinte:

Minimizar:

z =: c .x + c .x + ... + c .x + w.x + ... + w.xnl l 2 2 . n n n+l +m

Sujeito &;

ªll'xl + ªlZ'xz + ... + ªln'xn + :("+]. == b1

ªZl'xl + 522'x2 + ... + BZn'xn + + xn+2 :: b2

...eo. .co.cc ooo ...o-o cao b.

.a .x + ª .X“ + .. + a .X +ml' m2 2 '
.l

( n,j=1, 2, ..., n, n+l. .... n+m ) Xi
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» .,D vetores An+l , ..... A- formam uma base arti"+"! "'
X

ficiel-para o sistema aumentado.“

Se exiatir pelo menos uma solução possivel para o

problema original, esse aolução fambem será possivel para o sis—

tema aumentado. 0 Método Simplex então, fornecerá uma solução
mínima para o aiateme, forçando o não aparecimento de Valar posi—

tivo para as variaveis artificiais xn+i .. Se o problema. origi-
nal não tiver solução possivel ótima, então a soloção otimak do

problema aumentado conterá pelo menos uma xn+i >*0.

Para o problema aumentado a primeira solução pos—

' 'Sivel sera:

'º'( Ib b km)x * xn+l ' xn+2 ' "' ' xn+m ) “ ( 1 ' 2 à "' ' m

com o valor da função objetivo : z =: vu ; b.
. º ————J *

i=1

Visto que são vetores artificiais na base, cada

zj - cj será uma função linear de w.

Para a primeira solução teremos:
m____1

z. _ c. :; w. x.. _ c..] 'J /.__41J J
í=l

para cada zj — cj existirá um coeficiente w e um coeficiena
te indepehdente de ª.

Para esse caao colooa—se na tabela do processo Siª
plex, duas linhas adicionais, correSpondentes a esses fatores,que
serão & (m+l)êSime e (m+2)êªimª linhas.

A nova tabel a do prºcesso Bimolex será:
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: o. C N 'o. W ou. W
. 1 n

i: base A0
Al .. A" n+1 Ooo An+k ooo An+m

l An+l Xn+l Xll .. xln 1 "O º ou. 0

2 An+2 xn+2 x21 ., xan o ... o ... 0

. cc.-.« coca" .... os ...q . ooo . ooo .

k IAn+k
. xn+k in " xkn º "' 1 "' º

m A X X .. x a no. o ... ln+m n+m ml mn

m+l O —C no "'C º c.. .o ou. D
1 n

m+2 x . X. .. ,x. 0 ... B ... U
n+1 11 zn

tab. 1.2 — Tabela Simplex com base Artífibial.

O procedimento será o mesmo que no processo da

tabela anterior com uma Única diferença. O vetor e ser íntrodg
zido na base, será selecionada pelo maior elemento positivo da.
linha (m+2). Esta linha deverá sofrer tambem a transformação
u5ual de eliminação. Um vetor das variaveis artificiais elimi-
nada da baSe nunca deverá voltar à base.

.

Usa—se & linha (m+2) 'para selecionar às veta—

res que entrarão_na base até que:

i.- Todos os vetores artificiais sejam eliminados. da
base.

'

' .681100 '

2.- Não existe (m+2)
'

elemento poéítivo.
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A primeira alternative ínpiica em que todos os elª
mentos da linha (m+2) sejªm iguais : gene e e Correspondente bª
se seja possivel para n problema originai. Em seguida,.aplíca-se
o algoritmo simplex, visto anteriormente, até qqe & sólução ótima

'seja obtida; Na segunda elternàtivà,iée»ove1em8nto (m+2 . U) ,

parte artificial de valnr norresbondente*ná função objetivo, fu:_
EÉÁEE que zero, eníão o problema original terá uma solução pesei
vel dggenerada que conterá pelo menos um Vetor artificial na base

Se as condições apresentadas anteriormente forem

satisfeitas e se a solução obtida não faz ótina, o processo cont;
nua pelo simplex normal, utilizando—se a (m+l)ê5imª linha de

tabela.
Sempie que um problema contiver um vetor unitário,

este deverá fazei parte da base inicial para que seje reduzido 'o
)o _ ..numero de iteraçoes.

1.2.5- Método Simplex Revisado.

1.2.5.1— Forma geral da inversa.
O elemento principal que permite passar de uma so—

lução básica para outra é o conhecimento explícito de representa-
ção dos vetores que não_se encontram na base em termos da ,bese

atual. Dado essa observação pode—se dizer o seguinte:
1.— Calcular os elementos» zj — cj para determinar o

vetor que deverá ser intróduzida na base. ou paxa"
determinar se e solução atual é ótima.

2.— Beyermínar que vetor deverª ser eliminado dà base.
3;— Transformar & bBSE'e obter—se & nova soluçãº-
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Como já os viu anteriormente, dado uma base B ,
-u » ' “º , _,de vetores m—dimensioneis ('Al . A2 , ..,_. Am ). e combinaçao

.Ks em termos de E e deter—àlíneer que exprime qualquer vetor
minado por:

_º _1 __ ,_— .

“_
.

%

1.14 . .A. '

. = A

. no. .
( ) XJ = E

J
onde XJ (“x”, XZJ , , , xmj )

É um vetor coluna. Temos então:
º“? ," 'Ã- ,» ' " , '

'

..
Aj == le. l +.X2j.n2 + .,. + ij.Am _

que e & combinaçao

linear desejada.

Seja o problema de pfogramação linear seguinte:

. . . - ª »Mlnzmlzar: : : c.x
. . 3 ªº "º ª? "'-ºSujelto e: A.x h. e x 2.0"

Seja B correspondente aos 'm—prímeiros vetores
de A.

à; = b
o ,

_º »
><D >, 0 onde,

o = ( xl . XZ , ... , xm ) «é uma Solução possível básica.

—o ..l "ª '
' '

A combinação linear de todos os vetores de A em

termos de B pode ser determinada mediante ';3 =: 8.1. Aj para

j= 1. 2, ._..,' n.

.

Defznlmos zj :: cl'xlj + ... + cm.ij (1.16)

para j :hl, 2, .-.,n onde cí são coeficientes de custo.
,Por (1.14) temos que (1.16) pode ee: estrito

na seguinie forma:
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Z = ( É ! X ): E; B.. A. ( j: 1, 2, ..li' ") on—

O
de C =. ( Cl ' 62 , “o... , Cm ) é um vetor linha.

-1Portanto, dado ÉL.'B para uma possível base B

podemos calcular o correspondente :. através de:

» -1 "º —- -1 "' -1X j=B.Aj;xq=B.b e co.B .

Nota—se que para se obter uma solução possivel de
. ' . ! ' .outra Ja conheczda, e necessario para cada base B ter—se:

B-l , A , b e ?? (dados originais).
.

o l . ' 'Baseado nesse princ1pio, desenvolveu-se o Metodo

Simplex Revisado.
A diferença principal entre o Simplex Original e

o Revisado é que no primeiro transformamos todos os elementos da

tabela por meio das fórmulas de eliminação de Gauss, e no segun-
do transformamos somente os elementos da matriz inversa. Este'
segundo método É mais indicado para o uso em computadores porque

l.— Utiliza—sa os coeficientes originais, oque permite
executar as multiplicaçães com apenas os elementos
diferentes de Zero, reduzindo—se os calculos' em

matrizes ceparsas. com muitos zeros em seu interiá
or. Os elementos originais podem ser ainda. armas
zenados na forma compacta ( zeros não se.armezenam)

. , _resultando em uma economia de memoria e consequen-
temente aumento na capacidade de resolução.

2.- A quantidade de informações novas a se registrar e

reduzida, visto que necessitamos apenas a inversa
da base atual a do vetor solução.
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cªrencia DA NOVA twvaasn: *Seje n -furmeda pelos
cú.—O &vetores ( Al , A2 , ... , Al , ... . É; ) que difere da nova

unh—

base apenas nela substituição do vetor .AL pelo vetor Ak.

Seja ãl= ( A1 '-K2 , ... , Ak , "','3Km ) a.nova base. _Tere—

mas então:

_1 _l —o .. e %
B o B : B . ( kl . A2 , ... . At ' ó.. ' Am ) : I

_,1- — _l ...—. —, 9 eu.
E o E = E . ( Al ' A2 ', O.. . Ak . ooo , Am ) :

l º co. xlk I.. º
º l ". sz O.. º

o 0 ... xmk ... 1

Seja

_ º-l ' —l
bij _ ( E )ij e bij : ( B )íj teremos.

- ºu 'ª'
xtk

, blj

Xlk
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,PRDCEDIMENTD SIMPLEX REVISADO : Seja o seguin—

te problema de programação linear.

Maximizar x n+m+1

Sujeito ag

X. >, º ( j=1, 2, ...| ")
b ,; o ( i = 1, 2. .... m )“

xn+m+l : -C1.X1 - 62.3(2 " ooo " “Çª-X"

all'xl + alz.x2 + ... + ªln'xn : bl

a21.xl + a22.x2 + ... + ªZN'KO : bz

ªml'xl + am2.x2 + ... + amn.xn : bm

Cl.xl + c2.x2 + ... + cn.xn + xn+m+l —- O

o Problema EQUIVALENTE" será o_seguinte:

Minimizar cl'xl + c2.x2 + ... + cnÁxn

Sujeito E

ªll'xl + a12.x2 + ... + ªlnf*n :: bl

atum1 + em.2.x2 + ... + Gumm" =.- bm
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Como no caso anterior,-nesse processo tambem nacºs

sita-se de uma solução básica inicial. Para facilitar os cal-
aulas da Fase I coloca—se uma equaçãº rgdundante definida como

ªm+2'l. 51 + am+2'2. XZ + f" + e"me.“. &" + xm+n+2 == bm+2

(m
.

am+2'j=—; aii» ( j =l'2, ..:.' n )

í=l ,.

Se Fizermos . c. =: a , podemos escrever o
J m+l,j

seguinte problema: '

Maximizar x n+m+l

Sujeito E:

ª1,1'x1 " * ªl,n'xn * ªmi ,

' "'“ "bl

ªm,l'x1 + ... + am.".xn
.

+ xn+m *: bm

e co. . .:m+l,l'xl + + ªm+l,n xn
'

' + xn+m+1— º

ªm+2,1'x1 + "' + ªm+2,n'xn '

' + Kn+m+2 :: m+2

X>,D (j=1.2,...;,n+m)

31



Passo B.- Monta—se a seguinte matriz com os coeficientes.

Algoritmo Simplex Revisada:

1,1 1,2 ' l,k
ª2.1 ª2,2 ' ª2,k

A: am,l am,2 "' ªm,k 'Í'
m+l ,1 ªm+1,z "' m+l,k "'
am+2,l am+2,2 "' ªm42;k "'

ij —= vetor coluna j ide 'E;
Nossa base inicial é a matriz identidade. Sua in—

versa será tambem a.identídade e a informação se registre na se4'

guinte matriz:,
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“Paseo 1.1 — Se

Passo 1.2 —

Passo 1.3 -

Passo 1.4 —

'( iz: 1,2,...,.m-).'

FASE I 7 Variaveis artificiais na base com valo—

res positivos.

.*m+ó+2 (“O , celeularloarav jg11,2.'...'.1n1 :

éçj : uin+2'Aj == um+2,l'ªlj + "' * um+2;m+2' ªm+2.j

Vá para I.2-.;
Se“ 0 , Vá para o passo 11.1 .“mma ' =

Se todos os Sj >, 0 , & MÁXIMO e por— .'xn+m+2

tanto não existe solução para o problema original.
Se-pelo menos um. áçj '( O', então a variavel & sei

ªº .

introduzida na base serêv xk , correspondente e

Calcular:',

para i = l,2;...,m+2. A variavel ªa deve ser
X XL

eliminada correspondente a : ªº =-an -—— :. ——— .
'

_

t X XLk

U _ .. .sa se apenas as Xik 7 D.

Os novos valores das variaveis na soluçao basica se
_ ' .obtem com as formmlas:

'
.

XL
' _

.

.xí = xi —
;—— . Xik para- .1—+ k.

' .*Q.
)( "" ——k -— ,

M
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Fasso 11.1—

Passo 11.2—

Passo 11.3-

e os novos valores-de U são transformados com:

!
,

“aj .
.

uij : uij — ;— . xik . ..parav l#e,
. ªk

u .

ulj : _Eâ
' »th

Vá para o Fassd. 1.1 .

FASE -II - Nenhuma variavel artificial com valo—

res'posiiivos.

Calcular:

o :: U oí.'=u, oª .*... +u nª .J m+l J m+l.l 13
_ m+l,m+2 m+2.J

( j219'2,oof,,n')

Se todos os fj 20 então xn+m+1 é máximo e e

solução correspondente é ÓTXMA. 0 valof negativo de

x É o valor verdadeiro de função objetivo &n+m+1
_

ser minimizada. Se pelo menoé um gãª <:0 , então :

*º
Jªk : min àÁj . A variavel xk deve ser introdu—

j
zida na base.

Caléuler:

Xík : Ui'Ak = "il'ªik * fº"* ui,m+2'ªm+2,k
. .,) .

para i : i.2,...,m+2. A variavel Xl que deve ser
eliminada & indicada por:

)(
p. x (e

B zm0.1"b l ! í: 1,2'o'ogm-
X

para Xik > O . Se todas as xik < 0 - Sºlução
ILIMITADA. -34



Passé 11.4- Obtem—se os novos valores:. à

”&
. ;

xl : xi " ;— n xík ,. +k

. xl,
)( ""' ...-k '"» ka

, "l' x

_

,

J º .íjª “13“ r'xík *.ªªºl'v
tk '

'

, u .
u . : -—J

13 x Lk

FORTRAN dêsse algoritmo. A programação se compãem de três

Repete-se até encontrar'à solução OTIMA

( vá para a Passo 11.1 ). “_

A seguir é apresentado a programação em linguagem
sub—

programas e um programa principal. O progreme principal recebe
o nome de SIMFLX e os sub-programas têm as finalidades descri-
tas e abaixo:

SÍMPR - Subtotina, para determinar & soluçâa.átimá efraVês da má.

PVMK

 PMMK _

todo Simplex Revisado. Está previsto um tempo máximo de
10 minutos, após o que a solução é interrompida.
Função Real, programada para determinar o produto esce—

lar do vetor v pela coluna k de matriz A.

Subtotine,—para determinar o prodqta de matriz U pele
coluna

,

k de matriz A .
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Os CARTõES DE—DADDS para o programa SIMPLX de-»
verão ser apresentados da seguinte forma:

lº Cartão: Ordem e tipo do problema

Colunas Descrição .

-
3

l a 5 Número de linhas ( eqúações ) i

6 e 10 Número de colunas ( incógnitas ) Í

11 a 22 Tipo do problema ( MAXIMO ou MINIMO )

gº Cartão: Termos independentes ( limites )

Os valores devem ser perfurados da coluna 1 a
' BU ocopando cada número, o máximo de 5 colunas ( colocando—se

o ponto decimal ). Cada cartão conterá o mêximoªde' 16 números
, ' .

. - . ' oe podera ser utlllzado quantos cartoes forem necessarios.

L.; no Cartão; Coeficientes de Função objetivo
Idem ao ítem anterior.

Cartãogl Matriz dos coeficientes, por linha.& la

"' . ( .Sao Forneczdos da mesma forma que o item anterior
sendo que os valores devem ser perfurados por linha, iniciando —

se um novo cartão a cada nova linha.

É apresenfado & seguir e resolução de um exemplo,
onde são fornecidos os cartões de dados correSpondente, e . a

solucao obtida pelo computador.
Segue tambem a listagem

.

dos programas e sub -“

programas auxiliares.
1438335? 9

Mw» (33%

u
x ;.

>

I

ª“ ª; '

, n
.,

L

» ., .,

' WN 5%,“ É
(312,3. &' 6?

» «GWI ,. , .xú' &_ ») . _?36
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LC

TERMOS INDEPENPLNTES (LIMITES)

OUJOOOUOOÍOOI OnIDOOOOOC'Ol OcJOOOOOOLºOI OAZOOVOOOF'DI

COÉFXCXENYCS Dl fUNCID OBJETIVO

ºooooooooo£001 0.50000«uc+ox 'o.3oooooocvol
-o.9oooooae.ox -0.1000000£+02

*Estªlcºcª POR LxNuA 5 x #0

DoSºººOºOEOOI 0.5000006tonx -o.sooooooe+oa
D'ZDOBOOOEoOI o.!oooono£+ox

o.oooooooccox -o.loooono£*on 0.6000000£*01
.o.ucooooo£oox -c.loooonocooz

o-xsooooatooe ºo.loooonocºox n.sooooootºoa
o.ºooooootoox o.ooooonoc+oo

o.:zoºooozouz -o.1a000001+nz o.:zoooootºoz
-o.1aooooo£+oz o.zxooooo£+oz

oozoooonozºoz o.ªoooonoc+oz 0.00000001001
o.:zooooocooz o.Jeoooooz+oz

SOLUCAO chRYIrchAL
vacina e: :TÉRAcocs= 211

PRDBLEVA o: nxnzno

runeao 08J£1rvn= o,:exrazzzºox
viuvo o: EXECUCAO ' 35.553 Szcunoos

vcvon snaucao
xº 5)= 0.1077a94:,ox'( 1)“ 0.97375 sz'otxt 7)- 0.10 nr ez-ox
:: z). o.?arseaos-o:
xx o). 0.7720406Eooº

0-7000000£*01
«

a.roooooorºol

-o.6oooooor'oi

o.aoooooof*ol

-o.lzoooooc'oz

0.30000005'01

o-niooooocºbz

o.!oºoooºtºoz

004000000£ºol

“0.2000000C901

o.qoooooot*01

0.00000001001

—o—ªoooooocºon

o...-.....--.o......-...o................uc-uo.--.-............-.

ªºoºnººººotººl

-0.3000000E901

o..oononor+ol

'OQSOOOOOOF'OI

'003000000f'01

001300000€º02

5 IDHKNIHD

]. l. 3.
-4. 5; -3.

5. 5. —6.

6. -7. ª.
15. —7. 8.
12. -14. 12.
20. 40. 4.

2. 11.
_

7. ºlª. -9.
7. 4. —3.

-6. -2. 4:
B. A. -3.

olZo 4; —3.

3. —4. 13.

o.:boonoogool

ºutloooootºoz

D.?OOOOOOÍ'OI

o-lloonoOL'O?

ºo.nooooooçºox

001.00000tº02

4. -a. -9.
14. —l5. 2.

2. 20. a.
11. 13. 9.
-4 32. -13.

14; -as. 42.

-0.300000J£401

-o.zsooooorooz

O.?OOOOOOE'O?

0.1300000F'02

o.:zooooocºoz

-o.Jsooooorºoz

Os cartões de dados 95:30 ou seguintaox

—10.

l.
-10.

0.
ll.
38.

:

emexôoxd

ctad

EpÇDQUIOJ

sapap

sup



BE

xsEnr berLx
'

.

ÍILF 2=DSlNPLpnN11ngAD£R ' ;DEVI SINPR
flLE 5=PSIE'PL»HNIY=PRXNIER (ooor) susnouixnr SIvPaílpt'YerntPREC»ICBBlepÍR0201“DpB:TEHP0)

. SIZE ALP"E=—lz ª(ooozy uxvzuslon atx).u(:).xcx).c(11.xnotl)
' FLIG lºiro rais CONTROL CARO uILL ut 1000000 Ih vnc nsxx RELEASE ., c suaaoran PERA utvoºo SINPLFX 00015-000

(0001) DIVENSIUN A(2930)'U(2000)ªl(50) cc50)9100(50) ? ' c lººl ' ªºLºª*º “T'"*(ººº?) 'ªLPHª 100», Mªl/"unxlvu "l;CnND(5 ) ,
— C lª“? ' sºLººªº IMPºSSYViL

VE'Luª 1º2*- r"1s TYPE Sinrt"fwt 0100 001 bi & :.aair Nix Rzezast c lana , soLucao VIVO xnrxnl.t -tâvºssx L
(00031 BAÍA CUNOI" 0114. "."lurobslch- ;“ "!MPnssIVFL'Z" . : xaº“ ' suL ucno V-Anrxrtcxu;I'vclkYÍFlfllL"v“1NIERR0HPIDA“ ' ' c xaas . soLuºun INTERRO"PIº &

'coooª) . lo(évdtu)=(Jªl)oNol '
. (00030 IVP=600.

(0005) =1.£—7 ' (0000) cntL Tln£(0..tznªt)c nª nunnnu ar COLUNAS (0005) lK=l
c "= uuvcno or Lluuls (0006) ln=1
c lcunº IIPB n: PROBLEKA ( nuxlwu 00 050100 > (0001) . Js=u'"(0006) ltitl READ(?rIDOOD'tvo=99999)N9»'!cun (0000; ; xv=Js+M

(0007)13000 F09n01<21<.r1'.nx;) ' (0009) lc=N-u
: Ltltuºn nas Texuus INDEPENDENTES '

(0010) ls=íCoh
(0000) RtLD(2»20000)(l(l)'l'l:N)

_ (0011) 02=170N02-'r c LFltunA uns CuErlclENTEs at 90510 “

(0032) htehí'l(0009) READ(2'23"00)(C(I)Dl'l'N)
, ,

V—— (0013) ,

NF=15+Hsºº*º) 20000 5000A7(16r5.0) (0010) ' Lsx=xsºx
(001!) "“eu-"

, (0015) ch=lc*i(0012) ou [00 x-i.n — (90,6) lYlªlY'lKoolsl zoº th0<zrzonuo)<n<J).Jª1.Nu.n) (00,1, ]=o.: LzlrunA 0.5 nfsvaxcocs 000 01000 entenkvaaz (0013) zzº.(00105 lcooq (00,9, "1.0,(0015) 1r(1000.0r.ua'>00 10 200 (0020) . no 100 x-x.uí(0017) ICOD=1
A .(0023) 100 U(l)=0«

c nnx ' lenntí , «luº 1000=2
. , (0022) 00 110 x-i.nc X"”atssno 005 00005 Lions (0923,> x=(1'1)oNo[(00181 250 IRIY£(5030000)(X(1)'I= ip") (cazº) uçK)11.tontº) 33000 FOFHBY(IH!'IOYOYEPMD$ 10009200 .,.zs (LKMITESSB/lltx'ªilãºfb) (0025) I=1+X(l)loozo) "PITE(SrQ"c00)(c(1)olªlvu)(0026) 110 100t13=1vv

(0021) 53000 ÍDRHhIKIIIIII”SCOEFICIENTES 00 runcna 004513v00//(1*o0015e75) f(0027) Vºª?(0022; "R11£(5.50000)V.H :(5928, 00 339 J.,,n(0023) 5“5,000 FQpnATCIIIIIIIoktsynlcºçs PDR LINHAG 555 yQIS ] ) ; (5029) nª(J'l)0Nbi(0020) 00 Jºe lª!—N ' ' (0036) ;ysdboJ(0025) 330_ NRITE(5v60000)(AÇJ)nglrun'N , “ (9031) A(II)=Ã(K)
(0026) 60000 'DPVAT(/(IXo0£l507)) ' (9032; 00 120 Kª7pN

c enª—ªnn vªaa cALcuLo ptge erpLEx atvxsnao
'

L(0033) nªvox
_(0027) Cºnn sin Pcª'c'x'n'u'pkíc'lcnn'nlºxa'z'lnn'u'rrnpoy ' lcooany' uzo «(113=Atxv)vnfª>(0028) uwrvczª' 0000)cono(IR)»N1;IC0N:Z»TE000 210035) 230 A(ll)=-ã(ll)

r-c00293 70000 'DPVATCIIIIIIvasoLuºno bulª/IIIXONUNERD De :Tcnaº0t5cuzo (0036, 00 r0txao,zzzvza.tcun
. IIIIIXBPRDPLfnh DE õAlZ IIIIXGFUNCAD oBJETIVD'ºEtS.T ll ” (0037) ano 00 150 J'1:M

' ªlt'º'EHPº ot zxrcucna =050.30 SEGUNDDSDIIIIIXGVETDR SOLUCADDI) (9935, 150 º(a)..c(,,(003º) IRIT£(5080000)(1ND(1),1(l),x.l,n) =(0039) 22222 Mlznlol(003!) 09000 Pernil(lllªlculao).o.515,7 ) . .

, (0000) 00 T&(1i0.1901.1K(0032) GO TO II.! " (ouna) tro xrtnbs€1>.Lc.vR:c) 00 30 300(0033) 99999 STOP ( .

.

>

(0043) lkgl ._.coogn; END
'

'"
. ,cooªª) ao 10 190

—, . , , *(0005) leg =K=2' ,' , tº5/12l77 tº!!! kono ÍFUWÍN”C0MPILER (75,3'0) .

“ 532:;; I?
A(N2)RI.£99'

(Lovato—1102 ' .. SECS ' ºº chana “1 ªº º'P'“' "" (0009) 00 10<zoo.2107.xx
(0050) 200 JJIJSQJ

c0nnnu -
.

o 0110 . 'sorazv reuwonaatzs .. ao
cao: - 199. 000115 ' —

(
Nvuiuoj

'õuyt

)
opesçnau

xatdwgg

003710010

op

ogõewexõoxd



66

(00511
'

xV=PvnK10<xsa=.A.J,N)+A<SU) —

'

(0052) Go T0 220 (0112) ÇAAL 11n£11Eu91.tfnPo)
(0053) ' 210 XY=PVNK(uf101)»A'J:u)+cCJ) "' (01131 rsrporrtnpa/xaoo
(0050) -220 lF(A(N2)OLLºxv) 60 10 230 ' (0110) 1r175n90.1t.1.p;» so to 2222,
(0056) a(u2)=xv ,' (01101. 1R=5
(0057) R=J ,

(0117) BO 10 99999
(0050) 230 CouTlnu£ i ' (0110) ano

.
c 51 « "tuca ou 10001 A ztRa IR=2 » F;"

(0050) 1f(x.cx.0> ou 10 770
,

' —
* »

(0061) 19=2 * 5/12/17 10>1z A. n. xroarn COMPILER (75/1003
10067; 99999 ao TD(26092SO)aICDo _

aiLEAsE quatnz ASR 5.6 Acs - “das
(0003; . 250 Ze'Z " :LAPsso rwa 19 srºs 110 AROS Atº 372 €.P.u.
1000.) 250 REYURN couuou ' o DAIA = 3-00 !EHPDRARIES : 62
(0055) 270 if(anJopRgc)3oo,zao,zeo CODE ' 8532 UÍGITS ,

(coz,) . 250 ªo Tºt29º.99999);1x
(00 - 290 ;pgq
20000) ºu 70 99:99 (.

- '
0059) 300 CALL FHM (UrA. .N.A<1111) loznr Para

(007 A( ):? MY ": O '

(ooveg .pxCà=,.Éuaºº('º'* “ “'“) Ct“)
— (00010 SueRDuTlnr Punk (090.K»N»V>

10072) L=O (090?) oxwtnsxoa UC!)9A(1)1Y(11
(0013) ug 310 ,-,,N E :UBRDUYINI PARA Pgoouro »

(0070) lz=xY+l » RUDUTD nA uAral u PELA : & NA K :
(0015) 1r(“111).15.o.g en to 330 ,

(0003) L=(K'1)ºN
& º º A

(0077; P=Y(l)/A(Íl) ' (ºººª: 00 100 1=1.N
'

(0078) lFtPlVU.LP.P) ao 70 310 ,. 10005) 111)=ºo
(0050) L=l

' (0006 00 100 4—1.“
10051) szo'P ,

(0007 10-14-1)ou+x
10057) 310 caurxuuc (00001 LJ-L'J
10093) 1r<L.51.0> 00 to 320

“ «00091 100 v111-111:outlszA<LaJ
(0055) xaes (0010> *

» Rtrunu
(0055) 00 10 99909 (0011) cun
(0007) 320 100101=x
(0009) 11=1Vo1
(0009) vlvb=ª1l11 5/11/77 10:12 A.”: xcon1w c0n911ca (151100;
(0090) lcl)=r<L>/vaa uthnsc uuqataz Asa 5.0 0 rLAcs 0 swuons
58835; 00 3301Jf1'u . ,' _

ELAPStD ran- s secs 10,0Aaos AT 160 0.05».
14:14 ) nou , cannon ' 0 DAVA ' 90 tznPunAnlts - 50

10093) 330 0110)=u(;J)/P1vo con: c 725 010115 .

(0090) 00 350 1=1.u »

(0095) . Ll'U-lMNoL
(ouve) 11=1Co1

âncorª. 12=xsox
.

0090, 13=1vo1 .» .

(0099) "(“)ºº(l")ªº(51')'A(N1)
XDD” PVMK .

(0100) Vl12)=VÍ17)-UÍLÍ>'.Ã(N?) _ .
(ººº!) FUNCIÍUN _PVÚK (V'I'K'N)

10101) , 1r11oru.11 Go vn 350
' º '"“º*“ - "'ª' º '“ººº'º ªªªªª“ª

(0,03, . 00 3.0 J=,,N _

« »«; '? 2)
c

º :agouvnvgu)víruç v PELA euLUNA a ou MATRIZ A '

» , - . 000 lºt s ou 1 : (1
5818;; ficª:;i? "

.

' ' 10003) LstK-1)-N
'(01061 LJ=JLQL

'

, (3332) :ãvíãg 1 1 "
(MW)“ 300— wwhuun—WLJ)“ ', . . '( ) , t o

10100) _.v. ;(,,=.(,,-,(L,.,(13;ªª ,-_
- (00011 L=1.1

(gta,, »Jso cºhrxkug '—
_

(0001) 100 Pvuxªvvnxov(1)-A(1)
(0110) LDI'*(L)'I(NI), _

,

' (0002) NEYURN ,
' 101111 ' ' 'ftT-Kçt)ºl(K2)_ -. —,. » (00091 Eno

5/12/77 lº>12 A.M- xroavu conrlLER 175/1901
RELEASE uuíªtuz Asa 5-6 0 FLAGs 0 ERRBRS

ELAPSED 1195
,

3 srcs '12 cARos A1» 200 0.9.n.
cannon ' 0 nAIA = 70 TEMPDRARIES ª', 50
CODE ' "? DÍGÍT'S

'

..
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'â.2.5,2- Forma de Produto da Inversa.

Séja:

__9.

A2 , .

T2 ' .

.ªAl ,. ou.

Ak . 0.0

ºu;
bzº ".

ªu

bmº ".

..984.

blª ou.

ºu

btt ou.

bmª ou.

ªº.

aí!

4-

-1



onde: x.
_ ik _

.

bij'ªbíj' ti:—ªh (nªº)-*

_ 1

bu : bº-j . -x—_.
. tk

Formemos & matriz elementar '

m ): m :

xlk"
l º o.. - _ oo. o

Xu

XZ—k

0 ]. ooo "— ooo D

_

XLk

.“ . O... O.. I.. . : EL

1
O O ... +.... . . U

xtk

xmk
O O coa " . . l

ka

0 produto dessa matriz por E 1 rESultarã a matriz" 5-1

Ee. 3-1 = 5—1
, equivale & aplicai as fórmulas do método

anteíror.
.

.

Se fizermos:

'xik
,

, 1

yu": '—-—-— ' (ªi-40.) ª yu“: T"tk
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poderemos armazenar na memâxíe do coàputedor apenas os valores

.

AL —

'

.
.

ª
.

E “= ( Q, . yl... ,
'

yzº. , ... ' yu ' "º '
.

yml. )

Inicia—ee'o orocesso com “Bº igual & ídenti-
dade.. .; ..

a'l_1—=£
o o

A .. . ' 9—1,_vlinversa da base seguznte sera: .81 - El . Eu

A inversa da' peelma base poderá ser obtida pot:

3.5" .....Eª.£ª = sªl
p 9—1 1 º 9

Em cada estágio teremos um ª "correspondente a

coluna da matriz elementar. Aplica—se entaão o procedimento

Simplex Revisado, utilizando essa técnica, obtendo-se uma me—

lhor performance no processamento.
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1.3— Dueíidade em Programâçãa Líneá:

,»A cada problema de programação linear, chamado

PRIMAL. existe um outro associado e este chamado DUAL. A dualí—'
&

dade :ntre os dois problemas pode ser-mosttede pela seguinte tº
bela:

PRIMAL
'

' nUAL

n m

. 4

'

minimize :: Z cí.x. » maximize : = Z,“,i'bí
, i2l * i=1

sujeito,; : ' sujeito E:'-

ªi _ rt
. . .—= b i e W" .e. «= e. "FNazi XJ 1

E az“ 1 1.1 J jé
% n
“tem.“ >, bi LQE “ªí“-1. ij 'Éºj' JEF

xi>,c , ie? "u'ízs . i-éÉ
x:.L qualQUer. i E F Tri qualquer, 5.5. E

C U—ã = Í l,?,...,m ) Note: ª. é um vetor linha
FUE ='- (1.2....,n.)

tab. 1.3

Temos & Seguinte tabela. para a determinação ,

do

DUAL ( ou primel ) baseando-sa no PRIHAL ( ou duai ) respecti-
vamente:
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&

PRI zm, , DUAL

-9-+' "ª ".ª . . ., _ 'objetivo; ct.x ªmín. objeztivo: “. b .--> mex.

' .

' J .

.

, _“ —o ;

variavel: xi -2 0 f
,
restiiçao: '.iT fªj $ 63. (;.neq.)

“
'

.
. .

.

>
Y . - _. .

.
.

-

.veriavelz xª. qualquer
.

"ZEStIÃ—çªºz TI' Fj =. cj. (:.g.)

restrição: .Aí;? âibi (iá.) - variavel: Tri qualquer

restrição: A..x zbi (in.) variªvel: Tri ); 0";
& . . . , . tmELIlZ cosf1c1antes: A matriz cºefiCLGHteB: A

» - —9
| -otefmos independentes: b termos independentes: e

.

_»
. _,coeficientes custo:' e coeficienkes custo: b

-tab. 1.4

Nºta: Se tomarmos o DUAL do problema DUAL. ºbteremos o problema
.

PRIMAL.

Através de Tabela 1,_poda—se construir duas cleâ '

ses de problemas PRIMAL—DUALD

l—L Problemas Simêtrícos: -'( É = E '=' É )

PRIMAL '

DUAL

.

' "—;
minimize: ªt.? _

' maximize: "W &:

sujgíto Ef -

.

' : sujeito %:

v_º .A.?zb ,Atfâtgc
_.a)'x' a o : .

-
..

' 'n 2 0

tab 1.5 dª



Zêª ProbLemas Asaímêtrícos: (' E-= ; =-$ )

PRIMAL DUAL

minimize: É .x _ "
maximize: 'Íib '

sujeito E; sujeito %;

A..; ªs:-gv
,

,

Atº %*: < .:
» ' "'ª'
x 20 TT Qualquer

tgb'1.6
'

'A

Qualquer problema prímal pode ser transformada de

uma dessas formas para outra aplicando-Se as seguintes regras:

1.» Transformar-uma variavel qualquer na difrreg
ça de duas variaveis nao negativeaº

2.— Transformar uma igualdade em duas desigualdg

des;cpsstas.

u.— Transformar uma desigualdade em igualdade u-

tilizandowse variaveis de folga.

r-r. . “"' _— ” ªº » -T;;REHA 1.— Se x e 1T sao soluçoes possxvele
. ' ”

para p primal e 0 dual, rcspectzvamentª, entao:

NI »
n., ; à! 4! U$ » <l

( prove- S , peg.47 )

TEQREMA 2.— Se ambos os problemas ( primal ç-' 0

dual ) têm soluções possiveis então ambos têm soluçães õtímes e
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Interpretação geométrica desses dois teoremas:

E-_
v_ 'mxn z : max v

v

. v ' vfig l;6j3
..

ª '. . ' .

> ' .As duas obgetlvos CBMIRth para o mesmo valor otimo, mas por

diferentgs direçaãs.
(-prova— 5 , pag; 48 ,)

AFLIEªÇÍES: Se tivermos Que resºlver o seguinte
problema:

minimizar z =|:

. : .SUJCLtO & (D
5..- H . X

g.. + &:
p.. N . X

N 'N D'
..:

mZ'xá 'E; -b

para m = 28.

Teremos um sistema de 20 (vinte) inequaçses ªdm

2 (duas) incógnitas. Transformando em iguaidades utilizando as

variavzis dc %olga, tarcmos uma matriz dos coeficieótés de 20

linhas pôr 22 cólunas. Pelo métodó Simplex ºgvísado teriamos u—

"me matriz básica de 20 linhas pºr 20 colunas.
O problema dual equivalente seria dado por:

maximizar: .v : bl.“1 + b2.172 + ,.. + bZU' Trªc
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sujeita à:

911.“1-+ 821.-W2 + 00. + azº'ln-írzº ”X 0
p..

ª1'2'“1 * ªzz'wz " * ªzar—Jau < ºz

'Para esse problema teremos-no método Simplex Revi
sado uma matriz básica de 2 (duas) linhas por 2 (dpas) colu -

nas, OQUE trai grandes vantagens na computação;

Cs multiplicadores simplex (“')v teriam neste
cas: & interprpteáão de coeficientes de nústo.

EBRDLARIO: Se um dos problemas, prímal ou dual .

tiver solução ótima, 0 outro também & turê e o valor átimo cas

objstivos serao igueiº.
( prova- 5 , pag. 49 )

TECDEHA 3.— Se um dos problemas, primel ou dual,
tiver uma soluçãº ilimitada então o outro problema terá sºlu-
çao impossivel.

( prova— 5 . pag. 50 )

ESSes teoremas podem ser resumidos na seguinte tº
bela:

"HAL ., k'_ “*7. ,] PUSSIJLL xapossxsz

-->..
rsssr-JEL min “St.? = mêx Tb” fºr;—> -ao

_!b-ª) '

Iz'sªsssívzn. Tl'b _; +00 ' pºssíwtl

tab 1.7
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1-0

TEQRENA 4.- Um par ( ?º prº ? com ;; uma sº
qb *.- ..luçao possivel para :: prima). e 'iTº para o duel,tem no e “"

como soluçães ótimas do prímsl : dual,:espectivamente, se e soa
mrnte 59,

(“E'“- ªfrº.A)."x' = o

( p:avª— 5 . Pªg» 50 )
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I.4— O Problema do Transporte.

Um produto deve ser emberCBdo nss_quantídades el,
82, ..., a respectivamente, desde cada um dos, ª pontos demi

origem e devem ser recebidos em quantidades bl' bz, ..., b“ reª
pectivamente por Cade un dos' & destinos.

O custo do transporte de eada unidade de origem

i até o destino j é cij e é conhecido para-tbdes as combi—

nações ( í , j ). O problema é determinar as quantidades xijº
-que devem ser transportadas através-de todos as rotas , com o

objetivo de minimizar o custo de tranSporte.
Uma restrição imposta é que a quantidade total e

ser transportada deve ser igual a quantidade e ser recebida, is—

'to e :
m n
; ªi.: ; bj : A

í=l
_

'j=l

O custo para tranSportar xij unidades será dado

por Cijªxij . Como não tem sentido trenSparte negativo, tem—

se a restrição x. . > 0 . Teremos a seguinte definição matemâ—F
lJ

tíce para o problema:

Determinar xij que minimize o custo total”

m n - 'ª
Z = ; ; cíj.xij .' (1917)

j=1 '

»

. Sujeito ss restriçãesa

lx/lª x (a (_o
n O

5.-
( 'í'= 1, z,. m ) (1.13)

J=l
_

'

'

m
-

.; xij'z bj (.j=l, z._..., n) (1.19).
5.21. '- . "

x“ > e . (1.20)
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Para a consistencia do sistema teremos que:
'

m n n m n
5 ; x..= E % g.. := É '

e.'= E ' b.': A
. lj - ãlJ 1 J

i=l j=l j=l i=1 _i=l jàl
O sistema de (1.17) a (1.20) é um problema da pro-

gremaçao linear com m+n equaçoes cam min variaveis.

TEOREMA l.- O problema de trenSporte tem uma So-

lução Possível.

TEDREMA 2.- Existe uma Solução Possivel cam quan-
to muito m+n41 xij positivas.

TEOREMA 3.4 Supondo que aí e hj são números

inteiros nao negativos, então qualquer solução básica possivel,
»

(solução de ponto extremo) tem valores inteiros.
TESREMA d.- Sempre existe uma Solução Possivel ,

Mínima finite.
As provas correSpondentes aos teoremas apresenta—

dos acima estão em (4).

VARIAÇÚES CLÁSSICAS DG PROBLEMA DE TRANSPORTES :

6) Problema de designação de pessoal.
Seja uma companhia que necessita preencher & pag

tos que demanda diferentes habilidades e treinamento. Dispoem —

se de ª candidatos que podem ser empregados com salários iden-

ticos. A companhia faz uma estimativa, tendo como referência os

serviços prestados por cada Candidato, dando para cada um deles;
uma certa nata.

ªº.



*) Deseja-se designar os candidâÉbs aos postos vagos

ardª: o valor total ( dos pontos ) para & compánhía seja máximo.

Existem para esse problema gi designaçães possiveis.
Haste caso restringe—se os valores da. xij a um

:. :: Ú —-—> o candidato ; pão obterão pasta 1

xij = 1 -+> a candidato ª q
“obtem o posto i.

A formulação matemática iserê & seguinte:

'n & lmSendo cij a Contribuição qúe o candidato
ria ao posto“ 1 se fosse designado.

maximizar" FV?”
.

n

'

p.

,.

L.:
. po. |...

p.. " ..; L». " |...

o
.É . '

sugmlto a:
“FV/13 )(

|... LA—

H A |». H
-

P. N

A

. . . * 3 na

C... IIp

3'1'2'o—ogn ')“I“/!=
 €€ !! *.

lºl

AEstQ problema é idêniícó éo ptobleàa de transporte, bastando pg

re isso minimizar o negativo de funçãª objetiço.
Uma restrição imposta é esse tipo de broÉlema É

que o nãhero de candidatos deve em: igual aó hãmero de cérgos

oferecidos.
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. . 'b) O problema da concorrenCLa

ª '. .' '. '
- . ,.Em uma concorrenc1a publica, as flrmay'concorreg

tes apresentam suas propostas onde se estabelece:
1— Preço por unidade do artigo od artigos

2— As quantidaBCS'mêximas e mínimas de cada 'a:—

tígo que podem ser pioduzídas( ou fornecidas)
eu prcço estebelwcido.

3— Qualquer outra condíçió Qué se deseja impor.-'

Deverá ser cóntratado aquele qgé ofereça o custo
total mínimo. Supondo que existem & concgirentesldístintosg;
com possibilidades de satisfazer as ncccssíáades de & .nrmezens

de depósito. O concoirente i deseja ?ornecer suma quantidade-

que não exceda ªi e o deposito li requer a quantidade bi;
Custa cij , comprar e transçgrtar uúà unidade ,

do_conccrrenfe ª para o depósito 1. Seja» *íj ; quantidade
comprada do concorrente .ª e transportada para o depósito i,

. " ( .Teremos o seguinte modelo matametlco:

n _ ;

z. XI.-J. <ª]: (í=l,2,uoogifn ),

. n .

min;mlz?r ,. & cij'xíj
.

' jelp -"
H
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Este é um prbblema do mhsmb tipo do problnma da

%rensporte. Nota—sie que ; 2 ªi iij. Existe mai's ofnrta queª - a & .

o valor do contrato total, isto é : 2: ai ), Zhi..
.

J&

' . . f .Se colocarmos um dep03Lto flctic;o que absorva,a
::EZQ -íb..J Jquantldade excedente, igual & dlferença, bn+1 ( i

Atribuíndo custo zero para : . para todo 1 formamos um
. i,n+1 —

prdblema compatível com o problemà de tranSpotte.
Este problema foi simplificado visto que podgm

bcorrer algumas cláusulas no contrato que não permitam a utílí?
zação dos r&sultadae obtidos, como por exemplo:

- um concorrente não admite fraçães da quantia especificada,
— os Sub—lotestêm outros custos, etc..
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CAPITULO “II - INTRODUÇÃO A PROGRAMAÇÃO INTEIRA,

2.1- Otimização Inteira.

Qualquer problema decisório que tenha um objetivo
a ser maximizado (ou minimizado) em que as variaveis de decisão

e serem quantificadas devam assumir valores não fracionêrúos .

ou diacretos, pode ser classificado como problema de otimização

inteira; O conjunto das restrições impostas ao problema poderão

ser inequações go equações; lineares ou_nEo—lineores. bem como

sua equação objetivo. Pode—se ainda classificar os problemas de

otimização inteira em lineares e não-lineares,_oonforme & carec—

terística de suas eqoaçães'ou ínequaçães. Um programa_ê dito de

otimização linear setado o conjunto de restrições e função objg

tivo forem estritamente lªncares. Em outros casos são chamados

de não—lineares.
,

Em geral as técnicas e desenvolvimentos envolvi —

dos na resolução desses problemas estão concentrados na resolu—

ção de problemas lineares, por serem relativamente mais
.

fêoeis
de serem resolvidos.

Os problemas de Otimização Inteira, da mesma me-

neira em que Foi definido acima não é nenhuma novidade matemáti—

ca, mas sua aplicação operacional começou a ser reconhecida so-
mente a partir da década de quarenta.

A importância de Otimização Inteira na resolução
de problemas práticos pode ser noçada_afravés do seu grande de —

senvolvimento, na área da pesquisa operacional, em eSpecial pa-

ra os problemas de otimização linear. '

. 1ç_.f]_g“
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,Vârioà modêlos de casos práticos Estão sehdó pra-.

,postos por pesquisedo;es-e técnicos especía;istps nessa éreé :
vão se ábrimorandê & cada dia; as técnicªs ênválvidga na resalú-
ção desses problemas que iniciou com a apresentação, por Gomsry,

da pximgíre técniCB fihita de prºgramáçgó inte;ra; bars resolú ;
ção desses p:0blamaé Lineares. em 1,958 .

2;2— Modêlo Matemêtiéa do Problema de Otimização Linear”

Um problema de otimizaÇEo-ínteira'pode ée: defini
da em geral tomo:

- MINIMIZAR ( ou MAXIMIZAR )

2 =* gº ( xl , XZ. "..,. , Kn )

SUJEÍTO A :“
'

gi ( X'l . )(2' . o... , xn )( %) bi

paia (i = 1,12. ..). , m) & atá-3.0 'para-jQN
><j inteiro para je ISP:

onde ME 4 l, 2; nono, n?'

Se I E N , tadas as variaveis xj duverêo “Ser

infeires, formaúdo um conjunto de problemas chamados de PHDGRÁ—
.

MAgãc xnrzan FURA.

Se I C:P;, onde apenas algumaé variaveis xj dg

verão ser inteiras. define—se outra conjunto de problémes 'éhéf

medos de PRDGQAHAÇÃD INTEIRA MISTA.
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2.3f Programação Limão: Inteira.
O problema dé programaçãoãíínear inteiro É defini

ao como um modêlo matemático em qUe ªº ªªªejª determinar um con—

junto de variaveis não-negativos, om gérái inteiras, que satis-
faça um conjunto de :eãttiçsªs lââporco ; mioimíze (maximize) u—

ma função línea:_çhamadª ºbjetíªp..
Utilizeaêaaãe & nºtªçao matricial téremos por

Exemplo :

. . ,
' .. mb "* u.Mlnlmzzar c.x+d.y az

sujeitoà-A.Í+n.'íg'ãª
_» 'º "º ”ª ". .

A

onde : x > O ; y 2,0 a & inteiro, representando :

.ao _

'

..
c — vetor custo de dimenseo &

;» . ,_
”d - “vetor custo de dimensoo n'

A — matriz das restrxçoes de dlmensao .m'x o

D - matriz das restrições de dimensão m x n'
b — vetor coluna (termos independentes) de dimensão &

x; » vetor solução de dimensão 'ª
..o .. _ ..
y _ vetor soluçao de damensao &'

Quando se tem n' a G , o problema oerâ de progrª
moção inteira pura. Se n = O tem—se um problema de programa-

ção linear contínua (não—inteira) &
em geral ( n & O e nf$= O“),

programação-inteira mista.
'Se em um problema de programação ínteire,mpure ou

mista, os valores das váríeveis intéíras forem restritas aos va-'
'lores zero a um, estamos diante de uma classe de problemas _nor—

màlmenté chamados de Programação Inteira Zero—Um.
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Dutra classe bastaate importante de programaçãº

iôteíra são os conhecidos como problemas da “mochila"-(Knapsack)

onda tam—se apenas uma Única função como restrição. O nome desse

problema vem do fato de se ter que carregar em uma ”mochila". um

agrupamento de & rítens pesando cada um aj e tendo um valor
relativo cj ( importância por exemplo ). jº problema consiatew
em encher a mochila, atingindo no máximo um pêso º especificaa
do. tal que a soma dos valôres relativos a cada item seja maxi—

mízéda.
D modêlo matemática para esse problema pode ser

escrito da seguinte forma:

Determinar : ( j—= 1, 2, .;.. , n ) tal que:

5

v....

mxxmzm Z c..:(J.j: ...O 'L—

SUJEITÚ às restriçães seguintes:

2; 0 todos inteiros
e ( j =: 1.2, ..e 9 n )

Onde os coeficientes aj 9 (:*j a o número b

são conhecidos & inteiros. 55 valores da ªj '( j = 1. 2, ..,n)
a b são também positivos.

2.Á— Aplicações da Programação Inteira

Existem praticamente duas classes da aplicaçsas
da programação inteira. A primeira constituí dos problemas de

transporte e varíeçães, que sob determinadas condiçães, sua ges—

truture obriga a uma solução inteira, atravês de métodos desan -
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volviãas para programaçãc continua, o que dispeóse a utilizqção
de mêtádos menos efíciehtes próprios para prºgramação-inteira;

A saguhde classe constitui-sé de uma série inte;
mínêvel de problemas em que é necessário & Jtílízação de méto-

dos próprios. Mostramos & seguir alguns exemplos clássicos.

iEXENPLD Nº l—.( Problema dá.móchila ). Necessita
se tran5porter uúa série de ÍténS'onde o pêêo total ê-límítadó;
Cada ítem tem

.

seu valor e o objetivo & trenSporter o

máximo velar pOSSivêl, dentrº do limite dç-pêso esãecifícadof
D modêlo matemático desse broblema pode ser o

seguintei Seja a.J
màlménte especificado pelo interessado no transporte ). Seja b

o pêgo do item j e “ai a seu valor ( "o;

d limite de pass à ser transportado e xj uma variavel binária
indicando para cada item uma das alternativas. Resultado 1 (um)

indica a ação de transpomar e 0 (zero) não transportar.
,, _

MAXIMIZAR z=Z ºj'ªªj
'

,já
n —

.

SUJEITO A; '

ejacj 4 .b
'

—j=1
, ' v

. =;
'

, 1..,& .xJ ( O. )

para ( j 2.1. 2, ... , n ), onde ª É o número de ítens, caº.
didâtas ao transporte.

'

"Neste caào simples temos úm_problema de uma Úni—

ca dimensão. Poderíamos, entretanto. adicionar mais uma reatri—_

são para o próbleme limitando por exemplo o volúme mªximo & ser
tranàportadp, Teríamos cam isso mais uma restrição alem da res—

triçãó de pêso. Esse £ipp de problema & baàtante común na 'Érea

de transportes aéreos onde o fatºr pªso—volume & de grande íª



portãnciá. Poéoo otimizar o-trqnsporte de valores dentro das 13

mitaçaes impostas pelas ee:onaves,l

'

"EXEMPLO nº zl] Problema dózibé-«laiáxieiiévviajante )4. (:

caíxeíroviajante déve,visitaz' & cidade:, 9:58:660 pºr todas :.
les apenas uma vez e termina-: suelvíagem na :idade de origem. A

distancia entre as eldedes*& e i poderao ser chamadas de d.lj
: e conhecido que essa distancia pºde depend:r da direçao tema-

de. ou seja, o vai:: de di! neon; necessetiamente igual _

ao

valor de
»

dji É O problama consist: em &:termína: uma j.rota
pate ayviagem da íhteressado em-que : dístgâcia total percbrrida
seja a mínima possível e seu iniciais final neorram na mesma çâ—

dede de origem.
.

Supondo uma visita a ª .cidades. A uma cidade i
pode—Se chegar de ª (ºutras cidades e de uma cidadg, ; vposso

partir paia outras ª cidades.

iii good.-vo“.

fig.2.'1

._ cídáde de chagáda

cidade de-partida

fig.2.2

nu o.o'-»...
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A cidade O (zerb) corresponde 3 cidade origám e

a cidade g3_ ,çórresponde & cídááe de chegada Que coincide' com

e origem.
.

' E. “

Pode—se dííer que o viajante parte de éidade xeio

e chega na cidade giª;
. .

Seje [xii uma yatíave;ióinâ:íá qu; cçrresponde ;
pBSSagem Ou não de Viajante por aquele-ramo; ou seja. ge xíj= D

alcaíxeiroviajante não se ttansladeré da cidade ; para & cida-
de i e se xíj==l' este ªtª de ª para i.

Para garantir que cada'éídadesserê visitada ape-
nas uma vez tem-Se 86 seguintes restrições:

,

&:

M
. “ij 1=1 ( j=1. 2, ......mz', 143)
150 , .

n+l

.1 Kíj =]. (iª—ªl. 2. _dol. " . i+j)J= -'
A

_ . no " . .Essas restrlgoes, no entanto. nao eliminª e poe—

sibilidade de cíclas|("laopâ") entre as cidades como por.exemplo



”ol 'jªª ”1.5 "' *se = “61 "ª ª.
3:23 “: 3:34 : 3:42" : »l

,

«Os demais xu- :. 0. onde n 946.1

'Uma maneira de eliminar a possibilidade desses ci
elos séria adicionar—se mais uma restrição:

" ' 0.91, .... «'
ºci- o(j + ( n+1-) xíj <“ l' 2. .O. . n+l

onde <N5í» & um nãmerc real esàocíadó e cada cidade ;.
Essé eqúéção deve ser'sátisfeíte quando não há ti

clas ne trajetõría. Podemos definir “ag-º ;: D ,. ºª<n+1 =: ”'n—&). &

º<í : k É e keszma

que 15 “i < n+1n ( í zl, '2, ..; , n'a—1 ) & difegençaºli—Qg

se a cidade ,; cidade visitada. Desde

sex-ã serapre < & parajtodo '(i', ; ).
A função bbjwtivo & eer'âínimízadavseçê & de dis-

tencie total percoxrida, ou seja:

n+l ",“ 7
>

É E ªij'*ii' “(“ª“
i=o jàl

D ' .

, . ; oC modulo matenntico correspºndente será: Determi—

nar as varieVeis kii “e valores arbitfâzics Dói e'cís reais
tal'qué;<

445151135 . É E ªii-KH“ . (HH 3.
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ij i É/D'l' ;00' n

e
. Ii: lj -2,' oco, "+].

x =.13
B ou 1. & #=j

ondr
.

xb,n+1= E! 'e_ *ij :: L'! pªra , “1:33. .

A formulação brigihal desse pràblema aparece
,

em

Tucker ( pag. 12 -— Salkin )[Q—l.

2.5— Solução para db problemàs dê Prógrewação Intbite.

2.5.1— Exemplo de solução gráfica.

Seja o seguinte problemet
»

Maximizar: 2x -— y := :
Sujníio %: 5x + Ty é. 45

—2x + y :; l
2x.— 5! <, 5

x e y ;; O ( inteiros )
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E' ª .f oi..aoluçoes puselveze:

(,1.z);(1'.'3,)'=(z_.3>:'(z.z');(a.z')c1.1>.;_<'c,cá:<1.o>:(nunca.“(2.1);(3'. 1')';(1:,1,) ;"(v5,1.):(4.2')
» Ú policdro convexo ÁECDE *contêm o Eonjunto dé sg

luçsêâ possíveíé. que será o sgh—conjunto formados pêlos pontos

díecretos. contido no põlíedta.
Desse épnjunto, verifica—se facilmeáte que a ponto

( 5 . 1 ) maximizà o objetivo. O vale: da função ábjetívo é obtig
da Substituindo-366.2, ""'sz - 1 = 9.

' 'Há cªsa de programação ínteíra,'nem sempre o ponto
Étímo-pezªehce a um-põhto extremo do poiíedru conVexo obtido eirª
vês do conjunto de téstriçgçs impoàtas pela pfobleme.vépúo era
certo em resoluçãeé de prºblémes çpntínuqs._
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* :Í2;5.2—'Sóiuçzo á6: aproximéçíq : :

 Atuàlmeúté existe Um grªnde nãmeró de pesquisadof
&es emgànhedos7éâ desenvoive: métodas de arredandamehto pàrtíndo

se de_sa1u630155£ídà ão: métbdos contínuas.-Eseé processa—consiã
te emjresplgêi a prbbiemá atraQÉS dos métodos normáís-psxa so;u_
çSes fracíohêriáe e. seis solução obàide for-inieíra, o proéesso

termina. Se fo: fraciohªtía dévémos prosseguir etê obter e saiu—

çãç inteira.
. . “. .

'Ó'proçesso-de arredondamehto narmálmente utiliza-
do ( pai; mais ou por? menos');fdcasíone-êiráa—que dependémi dé

ordemdde Qfandeza dós números ehvalyidós, como por exemplo. o

Erro cometido ao se arredondar 15,3 para 15 .é maior do que a

arredondamêhto dê IISÓ;3. para flãa. Esse prºblema deve se: mui-

to bem analizªda.
. '

Exemplo: 'Seje q seguinie-pxóblémágv

MAXIMIZAR '_ 21'x + 11 x1 2

Sujeito 'a: 7 xl + .4 x2 é 313

xl e xz :; D 'e'inteirós'

A soluçao sura, xl: D e x? := 3. Dada 5 «virtual,;;

cidade jade—se obtê-lé põr meió de vários mêfodªâ#vw.
.

A sóluçÉO'frBCionêria seria xii: 13]? Ver Xã=0

Airedondaddo êsses válates teríamos xl ='2 e :*2 ::! , une'
cause uma solução imposáivel. pois. ao substituíimos.ha rêstrí —

rç'ão teríamos :
4

_

'! x 2 + 4 x D.: '14 £ 13 ( impos'silvbel ).!
Se arredoódêfmos para menos teremos x1 ==1. e

« “Z.: 3 que E.uma solução poàsíve1.mes,longç do ponto ótimo (21%
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CAPITULO 111 f METonos Numénrccs E FRUGRBNAQ

3.16 Desenvolvimanto Teórico

Estamós íntekessadoá em determinar os'valcres de

vxj É? O, & inteiros (,je: 1.2,...,n ) que minimize : [função

'Objetivo, & onde:

n
, ..

. cj.xj ==]; .. _l(3f%)
.j=1

Sujeito às seguintes restriçães:
n .

.
v

'

ã ªíjQXj>bi (302) ' (i=1.290005m.)v
M

e sao conhrcmdas as constantes zntclras; *aij , bi . e cj .

Ç método desençolvído consiste em transformár as

“atuaçãrs (3.1 e 3.2) nª forma implicitá ; desenvolver um proezª
so iterativo que converge para a Solução ôfíma em um número fi-
níto de passos.“,

»

xj ._.—_, dj + Z di,k.ªyk- ](33) . '( j=1,2....,n )'
k=l .

' -
-

'A £:ansformaçãn iniciªl ; ºbtida'tomendo—sej ,as

equeçõesâ(3,1 e 3.2) na forma paramétrica. Os valores de. d ej .

d.Jk são dafiníâos pºlo processo desânVOIVida.
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J=1,

,xj=yj?,0 , I(ª—ª)_
.

( j.-=1'2.,...'.n)

- As varíeveíà xn+l são variaveis de folgà.
Eliminando—se “j de (3;i e J.á) Usando|53.3)og

tem-sw à seguinte problgma equivalentezr
. “

' Determinar yjºzúl- ( j : ;',2,23,....h ) que mini
mize g 3 onde:

J=1
" =

, ,

XJ :dJ +
' djk'yk ) D I(3'5)( j :, 1.2...nn)

kg].
, ..

“

xn+1— - bl + : ij.yJ >IU (i- Él.>2v,....m)

às cºnstantes :º ..e1 , bi e ªii eao_resg1tg
dos da transformaç303com:

.“



zºvª Z cjfdj
j=l ,

ºj : ; Fk'ªkj
kªl '.

n
.

1? == b _ ,E ... .j 1 «, “13 da

iªi '

“

ªij : Z ªík'dkj
lá?]. '

TEGREMA_—

bí < 0 —para todo ; g i mntão & solução NINIHA para
problemak(3.5) É dada par z

....n .
»»

Determinação

Considerando

escrmvefl(3.5) como,

::>-.= + X .HJ
J'ªi

?o
.—'!!-

Se as constantes

(j=1'2,cbo|n)

(í=1'2.-ooyrn)

(í 1.2,ooc'm)

(.j=lq2,..Q,n-)

"”. ; d. o=J 2=º
. J

2%. ª
a

. y) ::.-.O . para 'j “1,2“3

. ( p;ovag & , pag, 49.)

da'golução êtíma:

cj ?«0 _(—372 152;.a.,n ), podcmqs

I(3.?) onde;

* ,

. . ,_ ” ,
,

,

5 É um vetor cºluna cugos comppncntes seu : . xl , “2 .... ,

xn+m ;* ª e: tambem um vetor coluna com componentes zo .. dl .

_ , _ +? _
'

d2 , ... , dn , 'hl , »bz '—"ª.ºªbm"ª-wº<j. geo vetoras colu—

naº Por os cóm on uti", E d d d « _w _. ,! ", l'." '. . n o .. o
» r, ª ' lJ ' 23 f ' ' nj ' elj ' a
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mi '
.

'
.

'Iníàíalmcnte podemos escrever p problema,(3.4yna
.

_ _%_v
v -,—ª _ ; _v

fôrma dada por (3,7) onde os, componente-a de ? serao : D . O .

"ª :,º . *bl ' _bZ fffºf—' -bm e os componentes de Va(j» ge-
rªºº ªj [di—12.0)» Pªrª i $i "! dij = 1“ pa,-re ?,.aj e

ªij = ªij ,
, . ..

Para obtermos um elgorifmô finito usaremos
'

da

csnteítos de ordenação- lexicogrêfice «sôbre o que faremos asv

. - “
.

seguzntes obsgrvaçncs:
. .* "º.) . [o' ". '

.a) Um vetor -x e dito lvx1çografícamente malor que
zero. ( ou ICXlCDpOSltLVO ) se x tem pelo menos

_um componente diferente de zero : o.prímeiro deles
for-maior que vzaro ( pºsitivo 31.

. - ., ªªi &

Notaçeo : —

_x > 0

n* * “º ' _ .

"º '

.

' '. -

) dm vetor» x : mvnar que “y , lexicograflcamentn
«D'...

.

Se o vetor dífcrmnçe y—x for lexícopositívo.
.. —ª

&otaçeo : x «< :?
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.-4.2- Algorítme_nua1

Esse algoritmo se baseia ho método simplex dua1,*
»de programação linear contínua, e foi desenvolvido po Gomory

com propriedades diferentés de convergência apreàvntedes ' pp:
Greenberg.

.Passo l.— Manter a tabela com as colunas (5 , o(l , dª , .... ,
I.?

. — u
" ”> .* o 9- "(;( n-, A cpda itaraçeo. (5 contara: to"-d1 , dz ,

... #th , .ªbl . 432 , .V.“. "ªh..... ; cªes. colunas º(j
". Cj , dlj ' daí. .o. ' dnj | ali , azJ . .be , amJ

Iniczalmente' gdgl—D , dj = D ; “bi = bi , Eª .. :.)0
"ªii—ª_l'ªíjgip (zàj) : ª-ijgªij para
i = l.2,;...m_ e j = 1.2....,n .

Passo 2.— à: (3130 para j : 1,2,._..v,n e Ei $ 0 para is
1. 2,....m

'

mtao à: Za É a “sºlução ótima mínima e

jr.-dj para j :: 1,2“...6 -.
 F:IM.

wª, selecionar omenor compºnente de coluna (5, nào

X

considerando a fpnção objetivo. Definir 'J+ igual ao

conjunto de indie—es. j em que ªj > O . Se todos os

ªj é 0 . da linha selecionada, :: problema não tem-sq—

»lugão. FIM.

Passo 3.4:— êetermínar o indico ª tal que ()(
s = min º(j .“ para

.

j €.J+ . leXicogreficem=nte. Frequísar o NAIZR Ih—_

TEIRU ,U'j que faz o(j "'/an $> O para jEJ
'e já; . Faça #53 l—. Se 32; . &e- iniciam.

,com um n'mro d“f..' nt d- .. .GOÓQ .

.

unr 1 Prf e; P 79:05 j/LJ
.

”Tomar: A..-.= max-( ªj //l'('j ):. pa—rle
1 € J+,
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Paseo-d.,- Calcular' q «=. (bb/A) “;ij ._— ªsí/)] e. os novos.

valores da tabela serão 75 =(?) + q ªs” '
'

_.

e.

djªdj'qusl'pªrª j-áa'.
Fa a = : ºf. = º<. . Volte ate o asso 2..: ç “(3 [5 .. J _ J , ','.. p 9

Obs.- ,ía4ª' =" menor inteiro que contêm ª'.»

A seguir & apreSentado a p:ogramação dêsse algo—
ritmo. em linguagem FORTRAN. O-progrema está dínensíonado para
resolver sistemas de até 49 colunas e a soma do numero de co—1

lunas com o número de linhas não deve ultrapassar 49. 0 pro—

grama utiliza ll ,digitos decimais para os—nãmeros inteiros,
Os CARTÓESfDE DADOS '( arquivo CARTAO ). devem

ser apresentados da seguinte forma:

.12 Cartão :, Identificação
Colunas

,

.'«- ' Descrição
1 a 5 Número de colunas do sistema ( incógnitas )

6 a—lU Numero de linhas ( inequações ),
11 a 20

.

Nome ( Sigla:) para o problema

2ª Cartão-: 'Funçzo Objetivo
Os valores devem ser perfurados da coluna 1 a 80

ocupando cada número um máximo de 5 colunas ( ajustados à direi—
ta ). Cada cartão conterá um_m5ximo de* 16 números e se 'pode-
" .. ' o. ',ra utiliza: quantos cartoes forem necessarios.

3º'CartÉo : Termos Independentes ( limites inferiores)
Idem ao item anterior. '70

“dº Cartão :. Matriz dos coeficientes
São fosnecídos da mesma forma que o item anterior«

sendo que os valores devem ser perfurados po: linha, iniciando —

se um novo cartao a cada -linha.



Aplicaçãº'ªo algoritmo progrumado; “na_ resolução
de um problema exemplo.

Nome do Problema: gx,gu Lºlº

Seja o seguinte problema'de programação linear inteira

Minimizar:

50 xl+ 3 xâ+ 9 x3+ 12 x4+rdrx5+ 2 «6+ x7+ ªnªº + 15 xlº

Sujeito E:

& I (J' (D i A _; I ... U &

A

E"

Utilizendb-se : programe teremos os seguintes na;
iões de dados:

..... ..no.&...[0.1.0.00.000.000000000ª00.00......OIOÓCÓOIOCICUQ.
10 5EX.DU.0101

50 3 9 12 4 2 1 O 3 15

20 30 2 90 —ª

1
.

o —2
'

1 -4 «9
_

4
'

3 2 4

3 4 1
” “9 4 7 —15, 9 a 5

4 as e -4 “1 51 3 4 1 7

2 1
,

9 s 13 1 4
'

9
1 o- 1 2 1 o '4 -a »e . 3
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Z).

rulª
(000!)
(0002)
FLIG

(000),
(0000)

« (00053
(0000)

(0007)
(0 a)

. (£ 9)

(0010)

(ooiª)(001 )
(00t3)
(col.)
(0015)
(0010)
(0017)
(0018)
(0019)
(0020)

* (0021)
(0027)
(00233

(0020)
(0075)
(0020)
(00219
(0020)
(0029)
(0030)
(0031)
(001?)
(0033)
(0030)
(0035)

loi»? DUAL

flLt Z'CAKTAuqulT=Qer£R
íILE S=1N9F550UNIT=PRINÍCR
SIZE ALpuktªnleEGEa=lo

:o(ºc ("ls CuNIRuL CARD «:(( at 1000050 (N (": next 0£L(05(
INTEGEK A<50.50).Le(2).s .P,0
ALP“) nunrcz) '

tª?*- (015 IVPE stnxzngjh "((L “Gªnsª AVAlLAªLE nz!) RELEASE
URITMD LPAR) P GRKNACAU INTLIR

ç “K&l—0

c RESTeruES -(MnlUR-lGuAL)
Ebºoooooucº-O-Pnsso UH

CALL 00)£ç1u:10.1A,
:)))) Rc00<2.(0000.5vnª99999>»unannnt

[2:00
lT-O

N: Hunrno DE anuNAs
nª NUMERO 0: LINHAS

nLªnªMº)
hX-N'lJlrulol

: Lílian) DA PUNCAO nantlvn
Rtno(7v(onoollnlan)vJ-2out)

( cbnsarcªo :( Intntlnuot E unous IN.chuls
00 11110 Jªl' »)
ou 11100 1=2,u1
A(I:J)=0

11100 LGNTlNUE
A(J.u)ª(

11110 CONTINUE
(().1)=oLíllunn Dus TERMOS xuozrzuolnvts
REIOª?![0000)Íâ(ínxl)3=J19ML)

& lerunn DA IATRXZ nos CUEFlclians ( unk Liunu POR chRTAo)
00 11180 1=J1.0(
(().x)=-n(x»()
n£50(2:10000)((((.J)'J-2.n))

11090 cnwvlnuz
'RIYEK5150000310ME une.)».gl

"O

Cu...—.....uPASSO 2.
C

CALL 11N£f0..ví)
22272 00 22700 1=z.uL

[;(A(1p())222(0.22200. 22200
22200 Cnhtludi

anTif55300003A(101):11'72
unxrgt>'>nooo)(r'((x*1'xl'x-x'u)
no 1» 1111)

: otlzhwqucnn 00 utnlno
23200 nun-«(2.13

L'?
00 22240 ::).“L

[fÍMlN'l(IoI,327230022230522220
zzzzo nlruu(lul)

.

(0036)
(0037)

(0038)
(0039)
(00.0)
(0001)
(Oº'?)

(0003)
Coon.)
(0055)
(00.6)
(0001)
( 00)(88.9)
(0050)
(0051)
(0052)
(0053)
(0050)
(0055)
(0050)
(0057)
(0050)
(0059)
(0000)
(0001)
(0002)
(0003)

lions—>
(0065)
(0000)
(0007)
(0000)

,(0069)
(0070)
(0071)
(0012)
(0013)
(0070)
(0015)
(0076)
(0077)
(0070)
(0070)
(0000)
(aos)!

(0002)
(0003)
(0005)

22230

22250
22250

C

Lu] ,

CONTINUE (
VERIFYCA Nln SOLVCkO

00 22200 J=0,u)
lr(A(LpJ))22200.22200033333

CONIINUE
univt<5.20000>11:12

00 to It));
c..-uonooO""PASSD 3'

C

33333

33300
33310
33320
33330
33300
33350
33350

33370

33390

33390

.33'00
33ª10

330?0
33430
33'ª0
33.50

33560

33010

33.60
E

K']
]XIJ
00 33310 (:),—L
“lu=A(lplY)
S=rx
U 3 6 J: K'“[g(ã(ãog))33360033300033300
ªo (o(33310o33330):x
lrtAíl-J))31390.33350.33320
K:;
)((n1nºn((,J))33)go.33300.33300
ªxu=k(l.0)
SSJ
cautxwvt
00 rn(43370.33300).n
Conrxnus
ªnxrztlnr.20000)x1'tz

ao )0 11111
L1N=l
XLN=º
lr(A(LXN'S))31390033070033390
00 33000 J=2pwl
IFtJ'S)33400'33l60!33&00
if(A(LoJ))33050-33000n32030
"1=Ac(i»n0)/A(uxn.s)
XF(ACLIN'J)'H1'A(LIaiá,)33520033020933630.

n1=M(-x
lr(ul)33400:33090031500

xLB=5L041(A(L-J))/nl
lr(va—an):3oso.33.00.33000

XLM=XLU
LB(X)=A(LnJ)
LB(2)=H(
CONTINUE

lF(XLV'A(Q05))33470033000033180
XLM=A(L;S) ,.LB(1)=A(L0$)
Le(2):l _lrthM>zzvso.7zvso,uoaon

Etº'ooliol'utnplssº ..
5.004
40.00

Lx=-A(L,l) .
o=(x-(acz)/La(1)
[P(LX'HlLRKl)ILBC?))ªª'20500020054510

(
NVHLHUJ

mâõanôuçt

)
Iªna

awayzoõtv

op

ogôamexõoxd



(0005) 90910 0-041
(0096) 00670 00Oncolgªanm00007) ch s) ªªo'iªi 0.9ª430
(0008) 00930 elçLnJ)-IB(2)/L (|)
(0009)

' lF(A(L9J)-P9LB<1'ILOC2)30005004045o.40000
(0090) 90000 PIP-â
10091) 94950 00 ª 460 1-1.uh(0092) AclpJ)=A(T:J)- iA(loS)
(0093) 09450 continue
(009.3 «0970 0001100:
(0095) 00 09080 1').HL
(0090) «11, 1)'111,1)o0.A11.51
(0091) "ªno courluut "
10090) . 11-1141 -

10099) CALL rxuzcrzrrz)
(0100) 12-12/1000.
(0101) 1F112-600.)22729.22222.99090
10100) 99990 nn11£15.noooo> 11191).11.12
(0103) nklrg(5.50000)<1.1<161.1l.1-1.n)
101001 00 10 11111 .
(0105) 10000 ronnkttláns)
(0100) 20000 ronn01(//10xosJLucnn luPosslcho/lloxolT-ollo //ªlºro'cnpº ut txrcucAº-0r10.::
10101) 30000 rDRMA1(//10*650LUCA0 orlnnºllloxor.0.(MIN1Mn)-0110//

Axoyan-lcnncozs-nl10//10x01£nro DE £xc00000-0r10.3//)
10100) ªºººº rounAICII/lºxuixícucAo lu1tanonplonol/lºxor.o.-0llo//

A10XBn-17£nac0£s=01101/10xntEHPu Dt :xtcucno-0F10.3//)
(0109) 50000 FopnAr( 10x0:10130)ª0-110 )(0110) 60000 FçRMATCINI/lºl'?A5010X'120/0120/012)10111) 99999
1011!) ano

5/19/77 10200 A.". Krnnln couPILEa (r$/100)
RELEISE «uuacnz ASR 5.0' ' : FLAGS o canoas
cunrsro 119: 00 5:05 101 canos A! 192 c.r.n.
cannon ' 0 DAÍA - 31200 rcuPoaAnxcs - 100
000: - 1270 010116

Solução do Exemplo Apresentado:
ExºDU—01o1 27/10/76

'SÚLUCAU OTIMA

F.C.(MXNIM03ª 12

N—TERACOEsª 5

TEMPO DE EXECUCAO: 1.403s

x( 1): 0
Xt 2)= 0
X( 3): 0 =

xc ª): 0
x< 5): 0
X( 6): 0
x( 7)“ 6
x< 8)= 1“
X( 9): 2
xc 10): 0
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3.3— Método PRIMAL Para Programação Inteira

Esse método É baseado no algoritmo Símplcx para
programação linear contínua e foi apresentado por Gomory. Esse
método apresehta as seguintes vantagens em relação ao mítodo EE

tçricsmante apresentado;

a) Umà solução possivel; obtida por qualQuer processo
poderá ser útilizeda como solução inicial para o

algoritmp.
b) Uma solução possível poderá Ser avaliada a - qual—

-que; iteraç30.'
Define-se inicialmente o saguínte problema, na

Sua forme canônica: Ç'Dwtermíhar xj ( j'=.1.2,...,n,h+l,....,
n+m ) , inteirº que minimize .; onde:

n
— 2 + _ã cj.xj == 0

3'1

“3.5; .xn+i.+ E aíjmj v...-:bi (i1=1.2....,m)
jtl

.

'

xj. >, D ( j=1,2...).n,n+11';.;;,ªºn+m )

onde ªíj '.bi . e cá são Constehtes  íhteiras 'ccnhecídas
Pára que & sóluç'ão exista É necessário que biªl?

pois. a solução possiVel inicial E' xn+i “ bi .

Para detnrminer e solpçEO'âtíma devemos tomar _a

seçginte transformação:
' “

l(3.9) xj =, dj -Z djk.yk . .(3 = 1_,_2,'..'.,n)
_

k=l
,

, _

74



dj e djk em

um prdcgséõªíferatívo durante e determinação da solução do prº
'blema. ÉA transformação inicial É estabelecida &screvrndo—sz &

'equação+(á38)5dà_seguinte formezª

., ..

—z».+' %: ºj'yjª'º

xj'4yJ; 4.- º, v _

.

- (jal,2,....n)
».

'

. 'n -

(';-“n*.íi- z .ªíj'yj ::.—. bi" " ( í :: l,2,...,m)
* 321 .- ,

_

"LJ Eliminando—se xj de (3.8) USBndo(B.9). obtem

sa.o préhrçma-equívalente: Determinar yi ;;IJ , inteiro para

.j =:1,2;.41Qn5 qge minímíie _; . onde:

, Í le
(ªulª.)g. .

n
º 'x'j + Z djk—yk ::.-dj (g...-. l.2,...,m)

... k: .
,

.

Khª—í + Z airy'j =: bi ( i=1,2'___'m)
j=l '

nl- — - . "»As consterte '

«. . .e b. ' , » _1 e 2º , CJ , ali 1 sao Hrcrn
—. ' ', " n 'volvzdas pela transformaçaa. Se am um dado momento as constan—

tes acima-forem: Fj 7,0 . Ei 20 , & _áj ao “para todo .í ::

É“ . ªníªºÍ l': ?º & xj-u dj para j«= l.2,....n- e

xn+l'='bí para
' í =.l.2,;..,m._ serão a solução ótima para o

problema;
75,



A equavç-Én!(3.10)Píºdlºº Ser Escrita na forma vetorial
cºmo «a' sçguínte: .

_

'

'. '

'

...a é» ª
J:)...» :*..v

'
v v ,. vjv —

,

- 1—7 ,
* ', “ . _

onde-. os componentes das ' vctoxmª : -, o(j .e. f) 1599:

É.. no) , n .. bi' bz...-

Para initíar o proccsso utiliza—se as seguintes
dªdos. iniciais: *É e .d. = 0 lara fi. ' “ d.. .— —l.jªjo lj "P .*J :. JJ“3=0 d.=05É.-=bo ' 3

_

—

' J. 1_ '

“3.11— Algoritmo Primal '

_) —3

Passo 1.- Nontar & te'bçla inícial contendo as colunas O(- .0( '

» 1 2
.

. ª *ª
a .

.

Á. "'->
- :

. da . (ª . Apos cede íteraçao O(J. canta-ra

os camponrntes _cJ. , . dzj ., ._.-.: ' d'“ [le , .,.'ªi.. e—ª __ ,.

b
.

2) ou. ' m .
UPS

bl ;

«In,ícia-lréjfn£e : -Ej «.:—cj.. d“ := -—1 . 615 = E ( 1%.“
ai

,

Oj = “ij , “2 = O . dj 2.0 ,» bi'a bi É
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passo 2... ªº 753 3,0“ ( j,='1,2',.....n )!.g. _soluç'io Gutima suª:

,Passn 3.—

Passo 4.-

'.Seneo : Determ;nar 8 = min ( bí/.ªis : d-Í

: ”ªla.? Xigldj. ( j='v11._2o..-'.n,) e “r.-viªgbi '
(121.2'ooogm) . FIM

Senão. ,. selecionei o'ín'dice '

_s_ _em ,que vEs=min cj
"pªrª.. Ej (º 'o

,.

_5_g_ todo 'diíªg a e ªis $ 0 . .e soluçao
.

sera
ILIMITADA. FIM,

J djs ) pª
ra Eis > o e' djs > O , “Selecionar uma linha ,em

que [dj] djslgõ ou
,

[bi, ªii] $ 6 " onde ....
djs .>1 O e Eis > O

.A. Seje. ªl' ez, ..... ªn'bo
& linhp selecionada.

Cjalculat
. pj : [aj/es]. peri j=;,2-,...,n e-

q :: [bº/ ªs] .. Determinar "ºs. 'novos valores da tg—

beia: "" "" -º '

.
", Jº.-':" º(j— pjº(6 '( J'*S)

»: "' " » “
_

'

-ú$ =:(3 & q CKÍS

iai" —º

de = fog
'.; «+! .“

'

v

"'—> “ªo
Faça o(j «:º(-i ( j a>1,2>,....n>*) e ªº]; .

Vá para 2.
c —v ..

maior inteiro contido

T7. .



A saguír é apresentado a prºgramação dêsse algo—
ritmo; em linguagam FORTRAN.“ D.prograba estª dimensionado pa—

ra resolve: sistemas de até 49 colunas e'e same do número 'de
”

linhas com o nãmero de éolunas não deve ultraaessar "49. '0 prº
grama utiliza, 11 dígitos decimais para os númexos íhteiros;

Os, ÇARTõES DE DADOS '('arquívq CARTAO ). “devem

ser apxesentadós da_sagqinte'fo:maz

lº Cartão : Identificação

Colunas
,

Descrição-
1 a 5%

.
Nãmetd de colunas ( incógnitas )

6 a 10 Numero de linhas ( retriçoes )

li a 20 Nome do problema

29 Gastão :- Função Objetâvo

Os valores são lidOS-a cada &' coluhes, no máxi—
.

& 'n . ' .me .16 numeros por cartao. No caso de se ter um numero mala: de

“dados utilize—sa quantos cartões forem neceSsÉrios.

32_£a:t3s : Termos independentes (limites superiores)

G mesmo formata que o ítem-antarior.

49 Cartão :. Matriz dos Coeficientes '?

Sao fornecidos da mesma forma qua os valores dº“
item anterior, sendo que os valores da matriz devem ser perfura—
dos por linha, iniciando-se um novo cartao a cada linha.
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Aplicação do algarítmu programado, na resolução
de um problema“ekempla.

Nome do problema; EX.PRIMAL.

Problema: Determinar. xl >!) , xa ;D , xa 3,0 , inf
teirqs que minimize :,

' z-=; —2 x,

SUjeita &:

«:,,N

+

:
u

e»

x

x

w

w

JN

-0x

—1

m

Os cartões de dados deverão sér perfuradoé da se—

guinte foima:

Ooo.voce...-.iooo'ouhcnoocoooo'-...cononno-oopo'nocloop—i.....ooooo: .-.
3 25x.Pq1MAL;

»2 -3 1
'

Solução obtida pelo programa:

EXQFRIMBLU 99/16/76".-

SBLuÇAJ ETIFH

(.U.(MINIHD)= _ '?º
n—lt£359055g

'

-,*3

tenpo DE exscucneg 'o.13u

X("1); 3
xt 2)=, '

5
- xt 3>= * rl



08

30:01 PWIMLL (0035) '00 to )))):
FILE Z'CÃRTAUH'HITªqrAUÉR “ Chiynouoouo...OQPRSSQ"3.U
rch &: lMPkãspuNlT=ªRINTER , (0030) 33333 L=o
sn: AL.-nn: & ("(custo (0031) Input“rkga 14100 rMIS LUNTNDL chan uxLL ac IGNURLD IN THE ncxr RELIASE (0030) ' ' 00 33320 (ca.—(

(0001) Huan “so.sºhsm (0039) umpsngnngnzºdnoo(0007) ALPHF uanr(7) (0000) 33300 (c=rL00f(A(x.)))/u s)
FUG 1.200 TMS “(PE sanª“; WILL "BT Bc- AVNLABLK MEXT RRELEASE

* (0001, [rnb-TEH)33310,33320, 33320
Atua ((no ,; XMAL PA A PRUGKAMACAn tutelª A (0009) 333,0 (E)0=TLº “1“í"" (0003) ,Lel

C REbTRÍCOES ( MENOR-IGUAL ) )(gºqz) 33370 CONIINUEº !(0005) IF(L)33330:3333000000l
:...............PASSJ ”" C SOLUÇÃO XLIWIVÃM

' (l' 0 3 3' .. 5 3
(0003) CALL DATEf1M.xa.)A)

,

353303; ª ªº “ZIÇÉ(11.?3ºº'1"'ª
(0000) "Ml ano(znonomnnªwººvwmmoní (:.—u.....nuunssa “.
(anos)“ xr=o 50000) 00000 ºu 00020 J=1:Vl
(0000) )2=o. (0009) (f(J-s))nnoo-ncazopaanooº v=NuHr00 DE ºnLuNas (0050) 00000 P:;(LnJ)/)(Lns)

c
.

n=uunr00 05 LINHAS '

9051) 1r(A(L)J)-p-A(L.S))0000).ccnozooaooz
(0001) nL=n*v*( 0052) 0040) P=P-l
(0000) Ml-n'l , (5053) «0402 0001100;
(0009) Jx=uycl ,

» (acªº) 00 ºªªlo (=(.nL
c (011000 00 rouchu 004£71v0 ; (0055) A().J)=a((.J)-P-A(l:$)

(0010) REBU(2'100005(llivJ)0J=20Nl) ] (0050) 000.0 cunrxnug
: cnhslwuchu nª loinvloªoE E 00005 InlctAxs (0057) 00070 continue

(0011) 00 11110 J=)'w) (0050) 00 (0030 tªlth(001?) ao Illºº 1-2.vl ' (0059) A(I)b)ªªl(lo$)
(outa). Ar).J)=0 (0060) “00.30 0007100: —

(0010) “100 cuuTlnuE
. (0001) "gun(0015) ((J.J)=-) .

" (0002) CALL TlnzcterZ)
(0010) ))))0 courxnuc (0063) 12=72/1000.
(0017) A(1'l)=0 (0060) )r(12-600.)22927v72222040400º LEITUPA ªos (50005 (nºtPtuºcnrzs (0005) 00000 A(1;))=.0().))(0010) Ruuªe'wrsooluilnlherth) (0000) »anuswnwomt.)).nnz

(: LEHUPA 00 MATRIZ nos coirlclENTts ( uM uma m “0100 ) (0007) “((R))Ltsusnuooupunnn”lu-m)(0019) 00 (1120 )=J),0L (0000) 00 10 1111).
(0020) READí2'10n00)ÍQ(XoJ):J-2:Nl) ' — (0009) 10000 FDRMATCIDGS) ' '

“(00211 11190 em.-nw: '

A (0070) 20000 IoannunlJODPAS.to:.x2o/Olªolºx?)
(0022) 00xTE(5»2ºooolunME:xo'1u))A. - (0071) 30000 anH01<lllloxnsnLu000 :Lxªxvnon. (rtpnºets' 01511
(0023) ,CML (“non“) ' “cultura ()(. nrcucwmno-alil

- º ' (0072) 00000 FDFMAH/HOXDSJIUCAD 0)mmnmxorrmnixnmnnonollc.........o.-...PASSD 2 ' Mºxov- nEoAcufsgo]lol/xºxota"; of “revelou.-10.31!)º , (0073) 50000 F00001( (0x0v(n(30)-0.110)
(00-20) 22272 »? .

_ _. (0070) 00000 FDRNAHIIIIOXDEIECUCAO («unknown/noxo) .tl—'ºltoll
(0025) ' ªlh=*<ªnªª llOXõh'lTEPACOESBOIlol/IOXDTEHPU 0: zxtcucnnuorxo.3//).
(0026) ,00 22210 483.0) .* (0075) 99999 5100
(0021) (nu1).))—)4m)2?200.22210)222w

'
(0070) END

(0020) 22200 "!PIA(I;J)
(0029) s=J '

(0030) .22210 CGNTINUE . ,
. ”Six:/77 (0213 «'no XFURTR cuuPrLca (151100)

(0031) xr<uxn)33333»7z720.22220 0£L£05£ uuwasnz ASR 5.6 2 rLAGS', o Enuuns
c seLuªªo DVlNk *

ELAPSED (Iwi )) szcs ' 102 00005 A) 109 c.».uu
(0032) 22270 0t;.))=-A(1.1) .

_ ,

'

. cannon ' o 0010 - 31100 wenrnnARlEs : 016
(0033) , 0011£(5)00000)a().1)nxrntz cont . ase. 010175 '

(0030) ”R17E(5'50000N1'AU'HllHl't'N)

(
www.)

mªôºnôun

)
Iºwa

ºpºªãw

ºP

ºªíªª'ªªªªººªª



13;44'P:oblemgs com variaveis limitªdas

 É$sés problemas aparecem dê forma idênticas. eoà

'apresentádos anteriormente, apgnàà intrdquz-se uma restrição Bs

variaveis, como por exemplo os problemas q e necessitam de solu4v

19533 iguais & Zerongúák
: . =

O Mºdêlo hatémêticp será:

Minimizar : onde;

í=l

:Z—_,-ªij'*j 2ª ”1 " ,( iªª Liz..,,;m )

j'ê-l
_

0 $ x:Í $ "j ( ín't-e'irósb) ( j': 1,2,_...»1,n )
são conhecidos, as conStahtés inteiras:

ªij ' bi "'ºj,' ? ryuj .
O elgqritmo eprésentado-se baseia no algoritmo

dual. adaptado para manuàear os_1imites superiores de Solpção.

IALGCRÍTMD:

' '

.

' “55 F? “º .

Passo 1.— Manter a tabela com as colunas (5 . ºil . n...".CKhn ,
—» . , _

' ,'
u, _A cada ;tetação, (5 contara. zº "dl » .33 .d

-bl ! “bz! 03— ' “bm f'-3 55 Cº;UnBB º<j : Cj , dlj'
dai! ..vc | dnj . Eijggzj. io“. '. Emi . A cºlunª 3,

conter; os valores $i u1 . "2, 'ff . un,ã



Passo 2..

Pasáo 3.—>

.ªº—*O; dj==l3g blzbi: CJF—Cív.

me, díizlg'dijªº (íaªj) “e
01 'ãàià todb i e vj“.

a)- :..-Y:.j—S "3 para j = l.2,'.,.1.."nv e Taí <a
= 1,2;;..5m .), )FIMA ( & eolução.mínima.é-

)x. : dj “'para. 3 #"l.2,...,n).
água“ 2 (b) .

'

b) é Hj parª j ='1.2....,n , vá para 2'(c).

glecioher e linha em que o componente dj ,
víjáà o méxíqc de d - :> 0. Tome

_ “ . ,
-.-í “j

_

& Iªhha Beleciqnada. Vá para 2 (d).
a): e linha em quevo correspondente de F s_e_

eba . ªl'-82f ...) ºº' & linha sg
Vá paia 2 kd) .

Camo a'conjunto dos índices “5 onde ,

ªº tºdo ªj 5.0, o problema não têm-
'

. FIM
.

'

"fº; para ,a pesào 3;

"iªna: *_oªíndice
_

5 tal que 3,0(8 —_-—_ min.. o(j- ,
'

. jéJ+
uficemente. "

'Faça %s“ 1 .)”

inicia com números.díferentes de ze-

_ªí'.' f "1 ªj"-' max.ªº-“ A
'62



*
' 6 f'

,

' a. "
.

'

- '

Passo 4.- Coloular , q : (_º? ,' '

n.“—_ -ª e os novos valores
'

. A J » Á .

para ; tabela que serão:

—9/ '-o _ª-r
(.ª-:P-t-qoªs. e" O(jzºZj—pj.pç(s'-_,paro
( ,j «ªs. ).

.

.) «a, "__,
_

._.-,l'u. .»
,

..Fªçª (3: [58 º< j.= ºs. .

VÉ-pora o' passo 2.

"A'aeguir & boteeentedo e programação disse algo —

ritmo, em lioguageú ,FDRTRAN. D progroma útíliza uma precisão de
11 dígitos decimais para os numeros inteiros. "'

Os CARTÚES DE BADUS devem ser apresentados de
.eeguihte forma:

lª.Ee;tão : Identificàção
Colunas

'

.

' Descriõão

'1 a 5 Número de colunas ( incógnitas.)
6 a 10 ' 'número de linhas ( inequaçãee )

"11 a.20 Noàe pára o problema
29 Cartão : Função Objetivo

DS_velotea são lidos e cada 5' colunas, no mexia
me 16 nãmeros por cartão. No caso de se ter um numero ,maior
de dedos utilizo—se quantos cartoes forem necessarios.

“39 Çortão : Termºs Indépendenies

Idem ao íiem anterior.
dº Cartão : Limites das variaveio

Idem do item anterior.
»

Fº Caftão : Motriz dos coeficientes,'
.

f
.

,!
São fornecidos de mesma forma que o item anterior

sendo que os valores devem ser perfurados por linha. iniciando -
SE um “DVD cartao & Cªdª 1hiClO de lanha.

ea*



Aplicação do algoritmó programadb; ná resolução
de um problema exemplo.

Nome do problema: EX.DUAL2.01

Determinar os valores não negativols de x,1 $ 1 . 'x2(1
x3 $.1 , inteiros que.minímizev : .

Sujeito à:

EXCOUALZ

+ 2 #z = 3 x
?1 * ª

A sólução obtida pêlo problema sérâ a seguinte:.

.01 .*;29110/15'_

irjncno'qéJEtLVD

.? v5,_

rsRM05 lNº£PaNg€HT£s'

3.
&

LIMITES stEKÍúnES DªRA'A SÚLUCAÓ

1 *. l

MMalz nos cuEFtclcqus PQP _INHA : x ;

_saLucAo OTIMA
03J571v0= 5 (MINIMO)
lrERAcoEs= 3

TEMPG DE_EXECUCAO= 0.582 sEçunúúb
SDLucAO

X( “à)= 1
X( ): 1 . 4
K( 3): O

B
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10:01 DUALZ
FILE ZºbAboDZ'HNlT=RrAOER
FILE 5=1MPPU2)"NIT=PFINTFR
SIZE lNÍLGfN=l)kaP1A=17

'LAG 101'n (Hrs CUNTKDL CAR) 01.0 nr 1600000 10 (Nr ch1 «((rnsr
(00011
(0002)

1010050 I(SO)pAUX(50);P(50)'LHL(SOJ'A(?500)JL8(2)nS'º
"'"1MP0551V(L "'"INIERRDMPXDAWI'unNrALPHÉ CDND(3)/"nTlH0

FLIG 1ª2-o 7015 TYPE slnxcurur ule 001 Bl AVAILABLE NEXT RELEASF
(0001)

(0000)

(0005)
(0006)
(0007)
(0009)
(0009)
(0010)
(0011)
(0012)

(0013)
(0014)
(0015)
(0010)
toosr)
(0010)
(0019)
(0020)
(0021)
(0022;
(0023)
(0024)
(0025)
(0020)
(0027)
(0020)
(0029)
(0030)

(0031)
(003?)
(0033)
(0030)
(0035)
(0036)
(0037)
(0030)

(0039)
(00.0)
(0001)
(0042)

[Nº(ltJrM)-(J-I)CN0[
A L 0 0 R 1 ) n 0

INPªBoo.
80'00000000Pks5n lo

«:wuhrno 0a CnLuuns
Mtuu—rno oi LINHAS
NDME=PUV£ Jn FXEHPLO

CAlL DÃTEÍlFIÍJDIA)
11111 FEAD(?:90000r€yn=99999)M0N0NnML90000 GFNRY(ZIA.T11r01?)

“PITE(5;70000)NnME'[001MIIÁ
70000 (Okul111H1nn1v'sx-2(120/0)112)

nL-nºvº1
Nvlghl'“
11=0 -

c LEIYUPA ou FUNCAO DBJFTIVU
READ(2'10000)(AUX(I)II'10N)

13000 FOFMÃTÍ?OY“)
un1T£(5.50000) '

50000 10900111110xºruncno oeacrlvnº//>
up;Tc(s'anooo)(guxtx)p1'1»n)
"(:uºl, .

00 110 JII'N
ll'lND(loJ;NL)
A(11)=AUX(J)
00 100 (ªiiN
11=1+1
14=1N0(11.J,nt)
A(1J)=o '

100 0001100:
x(0)=0
ÍÍBIND(JºÍpJvIL)

A(Il)=l
110 0001100: ,

c Ltl10w0 uns LIMITES
READ(2'lonooitnuX(x)'x'1.M)
un11£<>óªnooo1

00000 Funnnr(//1oxor£n"os INºCFENOENIESDII)
anTEÍ5'30000)(AUX(I))Íªlo")

00 120 1=1.ullzulol ,
X(11)=-00Y(1)

120 CONTINUE
& LEITUPA 005 Lrultts suPERXDRES nas soLucocs

RfAD(7')0000)(EM€(l)rínle)
_nnx)t(5'60000)

60000 F09N01(//1ox0L1*11Es suFtklnnzs PARA A Sºtºcloçll)

0 0 A L ( CUM LIMITE )

nn

unrf£(5.30000)(rn5<r>.1-1on)

(0003)

(0000)
(0045)
(0006)
(0007)
(0000)
(0049)
(0050)
(0051)
(0052)
(0053)

30000 FDPMkT(llpznls)
.

'

c (:Lruwa 0- "ATRIZ-DBS'CBEFICIFNYES Pon 00L000
uz=N1+1
KJ'H'i
00 130,J=1)N
nl=INo(n2,Jan)
"29434041
arnotzo10000)(n(1).1=wrrn2)

130 conrxuvc
haxrí(5.80000)w.n

00000 F00011(//10x0117R11 ªns ªucrxºlzures Pon (Inªuuxzu : 0131!)
COCUIQCOIQPASSO 2- '

CALL 11n£(0.,renr)
rLlG º'ªº' REIL NUHBLR “AS tnuncnrto
(0050)
(0055)
(0056)
(0057)
(0050)
(0059)
(0000)
(0001)
(0062)

(0003)
(0060)
(0005)
(0007)
(0060)
(0009)
(00701
(0071)

,(0079)
(0073)

'(0070)
(0075)
(0076)
(0076)
(0070).
(0000)
(0001)
(008?)
(0083)
(0004)
(0055)
(0056)
(0057)
(0058)
(0089)

.(0090)
(0092)
(0093)
(0090)
(0095)

c-----Pnssa 2(A).
22272 00 1200 I=2rML

1F(X(I))2?000120001200
3200 CONTINUE '

DD 1210 lºl!»4:10! .
(P(x(4)'£"£(l))12100121002200

1230 CONTINUE
IR:)
GO TO 77777

C'ººººpªSSU 2(B).
2200 00 2210 l'lnNJªltl —

1r(x(J)-GT-£Hr(|)) 00 tº 2220
2210 00011006

00 10.4200
2220 no 2230 I:).n

J=101
Aux(1)=r(J)'Ew (2230 coNYlNUC

E !)
n0x=AUX(1)
tº?
00 2200 1:20"
1r(nãx.slunux(1)) 60 to 2200
MIY=AUX(I)
L=l+l

22.0 CONTINUE
HlXª'MAX
00 2250 Jºlpn
LJ=IN0(L0J)KL)
Aux(4)='A(LJ)

2250 CONTINUE
GD T0 4200

c..---Pl$$º 2(C).
3200 H10=K(2)

L:? .

00 3210 lzãunk
lrtuln-L£.x(1$) 00 to 3210th=l(l)Lll'

3230 0001100: ,

HAIININ

sranatxan

se

Quad

sa

eãamazôoxd

.»

qçmçr

mo:

jvna

owayxoôta

op

o
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(0090)
(0097)
(0099)
(0099)

00100:
(01011
10103)
(01003
(0105)

(01001
10107)
(01001
10100)
(0110)
(01111
(01171
(0113)
(0115)
(01103
10111)
101191
(0120)
(01221
(01231
(01201
(01251
10120)
(0127)
101201
(01291
(01301
101313
(0132)
(013-1
101351
(0131)
(0139)
(01-01
(91011
10103)
101001
(0100)
10101)
10109)
101501
(01511
(0152)
(01531
(01551
(0150)
(01511
(01503
10100)
(0101)

00 3220 J=IIN
LJ“[ND(LDJ'FL,

*U7(J)=l(kJ)
3220 continui
co...—71559 2(D,,
. º DD 5210 Jªl,“? º

LF(AUX(J)UGÍDQ) 50 T0 33333
9210 ONTÃNUE

IP:?
GG VD 77777

c...-.....PASSD 30
33333 ª'![IEJ

pg 350 I="ML
. llleDClelv“LJ

uxn=0<11)
b'lx
no 330 J=Ix'N
1F10u1101.01.o1 ªo T0 330
lJ'lND(l'J'ML)
00 70 (300131010K

300 1:111141.r0.º> 00 10 32º
R:?

310 1rcn1n-L1.u<1J)> ao 10 330
n11=n(1J1

320 s=J
330 COkTiNuE

GO TO c3an.3soz.x
300= cnhTXNUE

1n=2 ,

GO TO 77717
350 Likª]

JS=INDCLINUSI“L)
XLF=O0
|r(A(Jsl.ro.o) 00 ro 360

00 370 J*10N
1714.£u.5) 00 In 370
lchuxtJ).L£oa) 00 To 370
lszhutLINoJ0uL)
u1=AtlJ)/A(J51
171A<143101ou1'0(4513 00 T0 369

M1=MI-l
360 lF(Ml.L0-0) 60 10 370

xLe=FLuAI(AUX(J))/Hl
if(XLu-0£.xLal Go To 310
lengB -

LB!1)=AUX(J)
LB(2)=HÍ

370 continui
IFtXLVrGE.kUX(S)) 60 70 390

380 xLM=AuX(S)
L8(1)=Auxfs)
LB(2)=1 .

390 lF(XLMeet.o) Go 70 00000
IR'Z
00 10 77711

»
CODE .

c.:.......PASSD &.

(0162) QOOIG L!:—MAX
(01631 0:11-10121110113
(01631 1rch.L£.noL811)/ta(23) ºn tº too
(0105) 1 e-oo1
(01071 000 00 310 J'1'N(ºibaz P1J1=Aux<J>-Lacº)luscí3
50100 171AUXÍJ).Linth)'Lª(l)/Lª(2)) 60 10 010

0171 P(J)=P Jl+1 =

(0172) 010 CONTINUE
(01Í3) «5-1u011050n1)
(01703 ls:nS-1
(0115) no 020 1=1.uL
(01701 ls=15+1
(01711— ' x(l)ªx(l)ooºl(ls)
10110) 020. ªumTlhºE
(0179) ou 030 J=1ou
10100) 1510o£0.s1 so 10 RG
(0152) ls=usol ,

(0103) ou 030 1.19“L
(01001 LJexnoªxpaani
(01051 15.xs.1
cºiso) A1303301101-P141okclsz
10107) 030 00011005
(01001 000 CDNÍKNUE
(01091 11-11o1
(0190) C01L rlsEITEnynrinPol

*(01911 IEnP0=1znrolaooo
(0192) 1r11£vP0.1£.1uP1-00 10 22222
10190) IR::
(0195) 77777 NR11£(5»20000) conol1p)vx(1ro11'vruroo(1vxlro1)'1-1»n)
(0106, 20000 Fuknktt/f1oxºsntUCAo o.:zt10xouauzr1vo—ox1ou (u u1noxoz

klºxnlIERACGESthlºl lºthEMPo ut Exzcuchocorlo. n síeuuoosnl/
BXOXGSDtUCDDõ/l'(lºlbl(bllº)tº 13) >

(01971 ao 10 11111
101901 99999 SYUP
10199) END

5/12/11 10:10 Ai». xrawtnvconPILER 115/1001.
RELEASE nuwafat *SR 5.0 . 3 rLAes º Enxnas

.ELIPSED TL*E 51 secs -zoz cnnos IV 237 c.P.n.
cannon DAVA = 34000 TEMPORARILS ' 1520

0520 DlGlTS



CAPÍTULO qu— coNcLusõss E ANÁLISE CRÍTICA

4.1-bMetodologíB

Foram mantadqs aléatoríamente, sisteàas de aqua —

ções lineares, utííizandó—se uãmérós pseudo—uleatõrios gerados ,

através de função ALEAT ( usando : mesàa iêuníca ufilizada pela
subtotine RANDU, Fornecida paia-[BM patê o éomputaddr IEM—llBD).

Esses sistemas furam desenvolvidos por dois métodos apresentados
no capítulo 3.

.

»

Os programas foram escíitos em linguagem FORTRAN-

IV e executados em um computador E—ÉSDD, com a instrução de

interromper a execução após 150 segundds para cada sistema. ín-
dependentemente do nómuro de iterações observâdo. O tempo utili-
zado para tal, é o tempo fornécido pelo relógio da máquina e não

*o tempo de proceSsador. Os sistemas que.tiveram sua execução ig
terrompída são considerados rejeitados bela método, para efeito

“de observaçses posíetiares.
. '

Fbi utilizada Uma precisão de 11 ( onze ) digitºs
dEcimais para os números intEiros durante º processamento,

442— Resultados ºbtidas
Os resultados obtidos pêlo-algoritmo PRIMAL não

foram satisfatôrios,'havendo um índice de rejeiçãu muito elevªda
chegando a se; da oidem de aproximadamente 100 % a

»

Fai ubServado, Verificação feita a alguns siste—

mas. que a sbluçãu era obtida gpãs uu pequeno nuúero de itera-
çães. mas o índióatívo_de solução Étime não era verificado “ Ié;
vendo o programa a úm!cícla—infinítoQ.
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Para o algoritmo DUAL, os resultados já se apre —

sentaram da forma satisfatória. Foram gerados paia esse método.

1037 sistemas distribuídos da seguinte forma:

200 sistemas com 5 equações a 10 incógnitas
zoo " n

' s º " 15 «

zon“ "
_

" ID « ', «, ;5' «

zoo "
'

" 10 " dírzód;l "

237 " " 15
'

" " 120, "

O resumo das resultados obtidos são apresentados
na tabela 1. A tabela '2 . apresenta um quadro de porcentagens
para comparaçães.

4;3- Análise dos Resultados

Analisando—se as tabelas 1, é 2 observa-se:
a) Quanto as restriçães:

o índice de rejeição verificado foi de 1.06%.

Esse número será aceitavel dado a dificuldade de manipulação de

numeros inteiras, no computador e adaptações feitas, no método
_

desenvolvido paralaplícaçses em prsgramação com números frecioná—

rios.
'

b) Quanto ao tipo de solução obtida.

Os sistemas foram gerados aleatoriamente e que

não nos surpreende o aparecimento da soluçães ãtimas e soluções
impossíveis, É inte;%sante notar que o numero de soluçães imposL

siveis aumenta cºm o numero de equaçães do sistema. Isso decor—

ra do fato de se restringir o conjunto de saíueães possíveis com

o aumento da hiperplanos no conjunto formado pelas restriçãea..
BB



No caso de programação contínua. as soluçoes pos—.

siveís estão contidas no conjuoto conveka definido através das

restriçães do problema e e solução possivel otima será um ponto
extremo desse conjunto. Ae soluçãea possíveis para o problema
de programação linear inteira se restringem ao conjunto de solu-
çães inteiras contidas no palitopo; Ao se aumentar o námero de

híperplenos, mantendo—se a mesma ordem de grandeza dos termos ig
dependentes das inequações. dimihui-se.o volume do politepo “e

consequentemente,o número de.soluç5es possíveis do seu interior,
resultando um aumento das sºluções impossíveis.»

Nota-se uma média de 66,36 % de soluçBes ótimas

.obtidas nos sistemas de“ 5 restrições; 77,66 % nos sistemas
com 10 . e 4,23» para os-de 15 restriçães.

c) Quente ao número de iterações
Observe-se pela tabela o número de ítereçses

não obedece nenhuma tendência a se caracterizar em função do te—

manho do sistema. Apesar de apresentar uma-média de 9,96 para
soluçães ímpoSsíveís e 8,34 para soluçaes ótimas ( diferença
de 14 % ) determina—se que esses valores não são signifíceti f
vos, epõs uma análise mais detalhada.

Pode—se sugerir que o número de ítereçães depende

das relações entre os valores (o que se observa para qualquer mé

todo iterativo). e não da ordem de matriz do sistema.
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d) Quanto ao tempo de prócessamento
Ó tempo de prócgssamento epresentàào se refere

ao tempp médio por íieração para as vãriag ordens dos sísteáas
testados. Conclui-Se que Esse tempo depende do número de eque-
ções e dq número ªe incógnitas.."

ESSE tçméo tem Efeito apenas comparativo uma

vez que É ob£ida atxavês do relãgio do computador e não do pro—

cessadºr, como-jé foi dito anteriormente.
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"te

'

' TABELA 1 — Número Médio de Iterações e Tempo de Processamento
' Sistemas '

'

,, , _ .

*

'

." Sis temas Prqcessados 1121112:— ª? .

Soluçao otima Soluçao “impossivel Total
,

DUAL Tempo
. jeitadçis Nº. Sistemas Nº? Iter. .N9."Sís-temasf—N? Itai-. Nº Sistemas NQ Iter.

.

. '
zoo' ' -

. ._5 x _10 3
' 112 6 É 85, 6 - 197 6

.5 x 15' 1 151 ;7 48 9 _.199i 7.5

iovx»1s» 4 39 “13 157 9 196
,

;p« 10

. J.“, .

10 x 20
,

2 49 15,5 lâéº ;13;5 198 14

15 x 20 1 10 16 226 10 236 10

TOTAL 11 361 8,74 665 9.961 1026 9,52,



Tabela 2.— Percentagens em relação ao total

Sistema Total Rejeíçaes ªol. sol. total
Dual - Otima imp.

SxID 19.286 0.289 10.800 a;197 18.997

5x15 19.285 0.096 14.561.
»

4.629 19.190

10x;s 19.286 0.386 3.760 15.140. 15.900

10x20
,

19.286 .o.193 4.725 14.368 19.993

leZD 22.856 0.096 0.964 21.794 22.758

Total? 100.00 1.060 34.510 64.128 98.938
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