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Resumo

SILVA, C. A. Algoritmos para o custo médio a longo prazo de sistemas com
saltos markovianos parcialmente observados. 2012. Tese de Doutorado - Insti-
tuto de Ciéncias Matematicas e de Computagao, Universidade de Sao Paulo,
Sao Carlos, 2012.

Neste trabalho procuramos determinar o controle 6timo para problemas de
custo médio a longo prazo (CMLP) de sistemas lineares com saltos marko-
vianos (SLSMs) com observacao parcial dos estados da cadeia de Markov, e,
para isso, implementamos métodos computacionais heuristicos como algoritmos
evolutivos de primeira geragao - algoritmo genético (AG) bésico - e os algo-
ritmos UMDA (Univariate Marginal Distribution Algorithm) e BOA(Bayesian
Optimization Algorithm), de segunda geragao. Utilizamos um algoritmo varia-
cional para comparar com os métodos implementados e medir a qualidade de
suas solucoes. Desenvolvemos uma abordagem de transigao de niveis de obser-
vagao (ATNO), partindo de um problema de observagao completa e migrando
através de problemas parcialmente observados. Cada um dos métodos men-
cionados acima foi implementado também no contexto da ATNO. Para realizar
uma andalise estatistica sobre o desempenho dos métodos computacionais, uti-
lizamos um gerador de SLSMs com importantes caracteristicas da teoria de con-
trole como: estabilidade, estabilizabilidade, observabilidade, controlabilidade e
detetabilidade. Por fim, apresentamos alguns resultados sobre o CMLP com

controles estabilizantes e resultados parciais a respeito da unicidade de solugao.

Palavras-chave: Sistemas lineares, Controle 6timo, Processos de Markov,

Algoritmos genéticos.






Abstract

SILVA, C. A. Algorithms for the long run average cost for linear systems with
partially observed Markov jump parameters. 2012. Doctoral Thesis - Instituto
de Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade de Sao Paulo, Sao
Carlos, 2012.

In this work we are interested in the optimal control for the long run av-
erage cost (LRAC) problem for linear systems with Markov jump parameters
(LSMJP), using heuristic methods like first generation evolutionary algorithms
- genetic algorithm (GA) - and second generation algorithms including UMDA
(Univariate Marginal Distribution Algorithm) and BOA (Bayesian Optimization
Algorithm). We have developed a scheme that employs different problems with
intermediate levels of observation of the Markov chain, starting with complete
observation and shifting to the partial observation problem. The aforementioned
methods have been implemented using this scheme. Moreover, in order to com-
pare the methods, we use an algorithm for generating a number of LSMJP and
we present a basic statistical analysis of the results. Finally, we present some
results on the LRAC with stabilizing control and some partial results on the

uniqueness of the solution.

Keywords: Linear systems, Optimal control, Markov process, Genetic al-

gorithms.
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Capitulo

1

Introducao

Neste capitulo sao descritas a motivagao para o estudo de problemas de controle
de sistemas lineares com saltos markovianos usando o custo médio a longo prazo, e as
principais contribuicoes geradas pelo desenvolvimento deste trabalho. Além disso, é
feita uma breve introducao dos métodos implementados apresentando suas principais
caracteristicas e a motivacao de utiliza-los. No final deste capitulo é apresentada a

estrutura de organizagao desta monografia.

1.1 Motivacao do trabalho

Sistemas lineares com saltos markovianos (SLSMs) tem sido bastante estudado
ao longo dos tltimos anos, sendo tema de pesquisa de varios autores em diferentes
abordagens. Estes sistemas podem servir como modelo para representar processos de
controle industrial, biolégico, economico entre outros. Desta classe de problemas pode-
se obter inimeras aplicagoes nas mais diversas areas da Engenharia, Matematica, Fisica
e Biologia. Entre os trabalhos disponiveis na literatura podemos citar alguns artigos
que abordam aplicagoes de SLSMs como controle para aeronaves [40, 3, 37], politicas
monetdarias [38, 12, 18] e sistemas robéticos [33, 36]. Para compreender melhor essa

classe de problemas apresentamos o seguinte exemplo adaptado de [13].

Exemplo 1.1. Considere um sistema de producao de uma industria que fabrica dois
tipos de produtos. A demanda por estes produtos no tempo k serd representada pela
varidvel aleatoria {wg, k > 0} i.i.d. com média wy e covariancia 3. A indistria deseja

que a sua producao satisfaca toda a demanda pelos produtos. No entanto, devemos

25



26 Capitulo 1 — Introducao

considerar que o sistema de producdao estda sujeito a falhas e, portanto, podemos ter
dois possiveis estados de Markov: sistema de producao operando (estado 1) ou ndo
operando (estado 0). Sejam xy,uy e wy, o estoque, a produgao total e a demanda dos
produtos no tempo k, respectivamente. Logo, temos que o estoque do produto no tempo
k+1 é dado por

Tpy1 = Ag,xr + Bo,u + Go, wy, (1.1)

sendo que Ay = Ay = By =1, Gy = Gy = —1, onde By = 0. A matriz de transi¢ao
desse processo é denotada por P = [p;j], i,7 = 0,1, com p;; € (0,1). O problema consiste

em controlar a producdo u, no tempo k de modo a minimizar o custo da produc¢ao
Yk = C9kxi + DekuZa (1'2)
sendo que Cy = Cy = pFr e Dy = Dy = p*, comr >0 e p € (0,1).

Apesar das inimeras pesquisas envolvendo SLSMs, ainda persistem alguns pro-
blemas nao resolvidos. Em particular, questoes ligadas ao controle em problemas de
custo médio a longo prazo (CMLP) encontram-se em aberto na literatura, motivando
o desenvolvimento de novas abordagens para tratar essa questao.

Uma caracteristica inerente a estes sistemas sao as alteragoes abruptas (saltos)
em certos instantes de tempo. Estudaremos sistemas lineares estocasticos definidos em

um espago de probabilidade apropriado (€2,.%,P) conforme a seguir.

Tpr1 = Ag, k. + By, ur, + G, wy,
q)M . k+1 lak k Gk/ k 0, Wk (13)
para k = 0,1,..., sendo o par (zy,0;) o estado do sistema. A varidvel 65 é o estado
ou modo da cadeia de Markov assumindo valores no conjunto finito N = {1,...,N} e

x € a variavel do sistema dinamico associada a cada modo 6;,. O controle no instante
k é representado por u, e o sistema é excitado por um ruido wyg, o qual corresponde
a um processo estocastico i.i.d. com média nula e matriz de covariancia dada. A
sequéncia de saida do sistema é denotada por g, e assumimos que o conjunto de matrizes
A= (Al,...,AN), B = (Bl,...,BN)7 G = (Gl,...,GN), C = (Cl,...,CN) e D =
(Dq,...,Dy) é conhecido, com Ay, = A;, sendo ) = i, e similarmente para as demais
matrizes.

Para analisar o comportamento do sistema ®,; ao longo do tempo £k até um

horizonte finito é comum utilizar o custo quadratico de T" estagios

L S TS (1.4
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sendo E {-} o valor esperado usual. Estamos também interessados em analisar o com-
portamento a longo prazo de ®,;, assim o indice de desempenho CMLP é definido
por

1
1i —JT. 1.
meup 7 (15)

Em [11] sdo apresentados os resultados de uma avaliacdo que relaciona o custo de
horizonte finito com o CMLP associado a um SLSM com ruido aditivo. Este resul-
tado permite concluir a existéncia do CMLP e de um controle timo (subé6timo). No
cenario de observacao completa da cadeia de Markov o controle 6timo é determinado
pela solucao de uma equagao algébrica de Riccati acoplada (EARA) com o controle na
forma de realimentacao linear (vide [14]). Definidos o sistema (1.3) e o indice de desem-
penho (1.5), podemos formular o problema de controle de SLSM como um problema
de otimizacao conforme sera descrito no Capitulo 2.

Veremos no Capitulo 2 que o problema a ser resolvido é representado pela minimi-
zagao do CMLP, J, com varidvel de interesse, K, representando o ganho do controle que
estd na forma u, = Kx. Neste caso, entende-se por elemento ou componente do ganho
(componente da solugao), cada termo K(i,j) de K. Chamamos de espaco solugao, o
conjunto X de ganhos K que satisfazem o problema, e definimos uma solucao 6tima

(subdtima) como sendo K* = argmin(Jx), K € K. Uma boa solu¢do, ou que tenha
K

boa qualidade, nao necessariamente representa um 6timo global. Essa solucao pode
ser um 6timo local ou, de forma geral, pode ser representada por K € X, tal que
|Ji« — Jk| < €, com € suficientemente pequeno. Desta forma, torna-se ficil o entendi-
mento da expressao qualidade da solugao. Consideremos de forma analoga as defini¢oes
de solugao, espago de solugao, solugao dtima(subdtima) e boa solug¢do para o caso em
que a solucao é representada como uma colecao de ganhos.

Motivados pela inexisténcia de métodos que garantam a otimalidade da solucao
para o problema de controle 6timo de SLSMs parcialmente observados, desenvolvemos
uma abordagem de transicao de nivel de observacgao para os estados de Markov, a fim de
obter o controle 6timo. Esta abordagem, a qual denominamos de ATNO (abordagem
de transigdo de niveis de observagao), cria véarios problemas intermediarios, partindo
do cenario com observacgao de 6 e chegando no cenario em que # nao é observado, como
explicado no Capitulo 3.

Implementamos diferentes técnicas computacionais sendo que algumas dessas téc-
nicas como o UMDA (Univariate Marginal Distribution Algorithm) e BOA (Bayesian
Optimization Algorithm) nunca foram utilizadas nessa classe de problemas, de acordo
com a pesquisa bibliografica realizada. Na secao 1.3 apresentamos sucintamente os

métodos computacionais implementados, bem como a motivacao de utiliza-los. No



28 Capitulo 1 — Introducao

Capitulo 4 esses métodos serao descritos detalhadamente. A seguir apresentamos as

principais contribuicoes da tese.

1.2 Contribuicao da tese

As contribuicoes da tese podem ser divididas em 4 topicos, como seguem.

Ci. A implementacao de diferentes técnicas computacionais realizando adaptacoes

nos algoritmos para tratar o problema em questao;

C5. O desenvolvimento de uma abordagem via transicao de niveis de observacao do

estado markoviano;

C5. O desenvolvimento de um algoritmo para gerar problemas, que chamamos de
gerador de SLSMs;

Cy. Alguns resultados tedricos sobre o CMLP com controles estabilizantes e resultados

relacionados com a unicidade da solugao para o controle 6timo do sistema;

sendo C] e (5 as contribuicoes principais e C3 e (4 as contribuicoes secundarias ou
com resultados parciais.

Como resultado de C7, para uma determinada categoria dos problemas tratados,
obtivemos melhores resultados do que o melhor método disponivel na literatura de
acordo com os critérios de parada estabelecidos para os métodos implementados. Para
o algoritmo genético (AG) bésico, propomos uma nova forma para a composicao dos
ganhos do controle representados por genes obtidos de uma forma polinomial, de tal
maneira que os genes mais significativos teriam um peso maior durante os processos
evolutivos. Utilizamos algoritmos evolucionarios de segunda geracao - UMDA e BOA,
aproveitando as caracteristicas de estimacao de distribuicao de cada um destes méto-
dos, levando em consideragao a existéncia (ou nao existéncia) da correlacao entre os
elementos do ganho.

Em C5 apresentamos a ATNO que propoe um esquema de observacao do estado
0, da cadeia, a partir de uma variavel r, que é observada para todo instante de tempo k.
Sao introduzidos niveis intermediarios de observacao, partindo do cenario de observacao
completa, e migrando através de problemas parcialmente observados. Na secao 1.2.1

apresentamos as contribuicoes C5 e Cy.

1.2.1 Contribuicoes secundarias ou com resultados parciais

Em Cj participamos da criagao de um gerador de SLSMs envolvendo importantes

conceitos da teoria de controle como estabilidade, estabilizabilidade, observabilidade,
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controlabilidade e detetabilidade. Essas propriedades foram inseridas nos problemas
de uma maneira simples, utilizando forma de Jordan. Com este gerador, construimos
1000 problemas a serem resolvidos pelos métodos implementados. Este gerador foi

desenvolvido em parceria com a aluna Daiane Bortolin em seu trabalho de mestrado.

Finalizando a contribuicao desta tese, estabelecemos alguns resultados sobre o
CMLP com ganhos estabilizantes e resultados restritivos a respeito da unicidade da

solugao do problema, como mencionado em Cy.

1.3 Motivacao para o uso dos métodos computacionais
implementados

Em [18] foi desenvolvido um algoritmo baseado no principio variacional para obter
o controle de SLSM sem ruido, e posteriormente este algoritmo foi estendido para pro-
blemas com ruido aditivo conforme apresentado em [41]. Este algoritmo garante a
existéncia de um minimo local, sendo que o problema de controle 6timo permanece
em aberto na literatura. De acordo com pesquisa bibliogréfica realizada, nao constata-
mos a existéncia de um estudo comparativo de métodos para essa classe de problemas,
apenas encontramos em [4], a comparagao de dois métodos exatos, sendo um método
variacional originalmente proposto por [18], e um método de Newton modificado. Para
tentar cobrir essa lacuna, propomos a implementacao de métodos de natureza heuris-
tica, especificamente, métodos evolutivos, explorando as caracteristicas de cada um

deles.

Utilizamos o algoritmo variacional descrito em [41], tomando-o como guia para a
busca do controle 6timo, ou seja, os resultados dos demais algoritmos foram comparados
com os resultados deste método. Atualmente, conforme pesquisa bibliografica realizada,
nao ha na literatura outro método que forneca um melhor resultado para a classe de
problemas abordados neste trabalho. A seguir apresentamos uma breve descricao de

cada um dos algoritmos utilizados nesta monografia.

1.3.1 Métodos heuristicos

Heuristicas sao algoritmos que fornecem solugoes sem um limite formal de qua-
lidade, avaliado empiricamente em termos de complexidade e qualidade das solucoes.
As metaheuristicas sao heuristicas genéricas mais sofisticadas, onde uma heuristica
mais simples é gerenciada por um procedimento que visa explorar inteligentemente o

problema e o seu espaco de solucoes.
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Podemos encontrar na literatura de controle trabalhos envolvendo métodos heuris-
ticos como em: modelos fuzzy de controle nao-linear para sistemas com saltos marko-
vianos [2], problemas de controle 6timo H., para sistemas de rede [25], entre outros.
Para o problema de controle tratado neste trabalho, fazemos uso de metaheuristicas
bioinspiradas. A Computacao Bioinspirada desenvolve técnicas para problemas de
grande complexidade inspirando-se em modelos biolégicos como o cerébro humano [5],
a evolugao natural das espécies [24] e comportamento encontrado em colonias de ani-
mais [20]. Podemos encontrar aplicagdes de algoritmos evolutivos em diversas areas

como em sistemas de redes elétricas [28], robética [39] e projetos de redes [32].

Dentre as metaheuristicas existentes propomos o desenvolvimento de trés algo-
ritmos bioinspirados, mais especificamente trés algoritmos evolutivos: um algoritmo
genético, e dois algoritmos de estimagao de distribuigao, UMDA e BOA. Para gerar
novas solucoes os algoritmos genéticos combinam solugoes duas a duas por meio de um
operador de cruzamento, enquanto os algoritmos de estimagao de distribuigao (AEDs)

constroem um modelo probabilistico baseado nas solugoes existentes na populacgao.

Cada um dos métodos propostos neste trabalho apresenta uma particularidade
que motiva seu uso no problema de controle. O algoritmo genético pode explorar uma
grande quantidade de solugdes (ganhos do controle) compondo os elementos de uma
populacao e, caso o algoritmo convirja para um minimo local, os operadores de cruza-
mento e mutacao podem gerar solucoes que escapem de uma certa bacia de atracao.
O algoritmo UMDA baseia-se na obtencao da média e desvio padrao dos elementos
da populagao, a fim de caracterizar uma funcao de densidade de probabilidade para
gerar novas solugoes considerando que os componentes de uma solugao sao variaveis
aleatorias independentes, ou seja, assume-se que nao existe correlacao entre os ele-
mentos dos ganhos do controle. O BOA utiliza um modelo probabilistico com funcao
de densidade de probabilidade conjunta para representacao de informacoes a respeito
das dependéncias entre varidveis. As redes Bayesianas (RBs) criadas nas geragoes do
método sao usadas para representar dados em situagoes nas quais a estrutura de de-
pendéncia entre as variaveis é desconhecida ou apenas parcialmente conhecida a priori,
ou seja, se houver alguma relacao entre os componentes da solucao o algoritmo tentara

encontra-la.

1.4 Estrutura da tese

Este trabalho esta organizado da seguinte forma. No Capitulo 2 sao apresentadas
as notacoes e defini¢oes utilizadas ao longo do texto, a formulagao geral do problema

estudado, além de um gerador de problemas de SLSMs incorporado com importantes
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conceitos da teoria de controle. No Capitulo 3 é descrito o problema de controle com
observagao indireta, usando a abordagem de transicao de niveis de observacao desen-
volvida para tentar solucionar o problema de controle para o cendario parcialmente
observado. Os métodos computacionais para resolver o problema de controle e o al-
goritmo para a ATNO sao detalhados no Capitulo 4, e no Capitulo 5 é apresentada
uma analise de resultados obtidos usando um conjunto de problemas criados pelo ger-
ador de SLSMs, além de apresentar os resultados obtidos pelas versoes dos algoritmos
com a ATNO. No Capitulo 6 sao apresentados os resultados parciais sobre a unicidade
da solugao e um resultado sobre a estabilidade do CMLP com ganhos estabilizantes.
Por fim, no Capitulo 7 sao apresentadas as conclusoes do trabalho e propostas para

trabalhos futuros.






Capitulo

2

Notacoes e Resultados Preliminares

Para o desenvolvimento deste trabalho utilizamos alguns conceitos de algebra
linear e da teoria de controle que serao apresentados ao longo do texto. Este capitulo
é organizado da seguinte forma. Na secao 2.1 sao apresentadas as notagoes e conceitos
utilizados no desenvolvimento da pesquisa. Na secao 2.2 é apresentada a modelagem
do problema, além do detalhamento da obtencao do CMLP. Finalizando o capitulo, na

secao 2.3 é apresentado o gerador de SLSMs utilizado para os testes computacionais.

2.1 Notacoes e conceitos

Considere o conjunto finito N = {1,..., N} e M"™* (M") a representagao de um
espago linear normado formado por todas as matrizes reais de dimensao r x s (r x r).
Seja o espago linear M™* = {U = (Uy,...,Uy) : U; € M™* i € N} e o subespago
linear normado de matrizes simétricas 8" = {U € M" : U = U’}. Denotamos por
§V ={U €8 :U >0}e 8" ={U €8 :U > 0} o cone fechado (aberto) das
matrizes semi-definidas (definidas) positivas de 8", além do espago linear S™ = {U =
(Uy,...,Uyn) : U; € 8,1 € N}. Denotamos o valor esperado por F{-}, a medida de
Dirac de um conjunto € pelo operador e}, a vetorizagao de uma matriz A por vec(A)
e o produto de Kronecker usual das matrizes A e B por A® B , além do operador traco
por Tr{-}.

O espago M"™* dotado do produto interno (2.1) forma um espaco de Hilbert,

N
(UV) = ZTT{U{ Vi}, para UV € M"™*, (2.1)

i=1

33
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e consideramos a norma ||U|* = SN Tr{U! U;}.

As definigoes apresentadas nesta se¢ao auxiliam na formulagao do problema, além
de embasar as demonstracoes de resultados e propriedades téoricas apresentadas neste
trabalho.

2.1.1 Conceitos da teoria de controle para a geracao de SLSMs

Nesta secao apresentamos alguns importantes conceitos da teoria de controle uti-
lizados principalmente para a construcao do gerador de problemas apresentado na secao
2.3.

Considere um sistema linear a tempo discreto na forma,
Tt1 = Az + Buy, + Guwy,, k>0, (2.2)

sendo x;, € M o estado do sistema, u; € M>' o controle, wy € mathcal M%' é um
vetor aleatério gaussiano i.i.d. com média zero e covariancia igual a matriz identidade
e o um valor dado. Considere as colegoes de matrizes conhecidas A,B e G e com
dimensoes apropriadas. Note que consideramos k > 0 todos os valores inteiros maiores
ou iguais a zero.

Existem varios conceitos de estabilidade, estabilizabilidade e detetabilidade para
sistemas dinamicos, e optamos por utilizar as defini¢oes envolvendo a média quadratica
(MS, do inglés Mean Square) devido a aproximagao conceitual da formulagao do custo,

a qual sera apresentada na secao 2.2. As definicoes apresentadas estao presentes em
[14].

Definigao 2.1. O sistema (2.2) é chamado de MS-estavel, ou estdvel na média quadrdtica,

se para up = 0,k > 0, existir um escalar 6 > 0 tal que
E{|lz|’} <6, Vk>0. (2.3)
Nesse caso, dizemos que (A) é MS-estével.

Para definir o conceito de estabilizabilidade, consideramos o problema de obter
up para k > 0, de forma a alcancar o comportamento médio quadratico limitado,

assumindo o controle da forma de realimentacao linear de estado

para algum K € M*".
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Definicao 2.2. O sistema (2.2) é chamado de MS-estabilizavel, ou estabilizdavel na

média quadrdtica, se existir um K € M®" tal que o sistema em (2.2) com up, = Kxy,
¢ MS-estavel. Nesse caso, dizemos que (A,B) é MS-estabilizével.

O conceito de detetabilidade para sistemas lineares pode assegurar a estabilidade
em problemas de controle 6timo com horizonte infinito para sistemas lineares variantes

no tempo [1, 23]. Considere a seguinte equagao associada ao sistema (2.2),
Yk =Cuxp+ Duy + Hu,, k>0, (26)

sendo vy, € M™! a saida do sistema, u, € M>! o controle, v, € M5! é uma varié-
vel aleatéria i.i.d. e as matrizes C,D e H sao matrizes conhecidas e com dimensoes

apropriadas.

Defini¢ao 2.3. O sistema em (2.2) e (2.6) é chamado de MS-detetavel, ou detetdvel

na média quadrdtica, se existir L € M™™ tal que o sistema (2.2) com ur = Ky,
Tpa1 = (A + LC)l’k + ka, k Z O, (27)
¢ MS-estavel. Nesse caso, dizemos que (A,C) é MS-detetavel.

A seguinte proposicao de [17] estabelece uma rela¢do entre estabilizabilidade e

detetabilidade na média quadratica.

Proposicao 2.1. (A,B) é MS-estabilizavel se e somente se (A',B') é MS-detetéavel.
Equivalentemente, (A,C) é MS-detetavel se e somente se (A',C") é MS-estabilizdvel.

Os conceitos de observabilidade e controlabilidade exercem uma grande importan-
cia na teoria de sistemas dinamicos caracterizando implicacoes na estrutura de entrada
e salda destes sistemas, sendo que esta estrutura pode influenciar significativamente
o controle. A nocao de controlabilidade esta relacionada com o fato de que todos os
estados podem ser alcancados, e a observabilidade é importante na caracterizacao do
comportamento do controle étimo, por exemplo, garantindo a positividade do funcional
de custo e estabilidade do sistema controlado. Para o gerador implementado na secao
2.3, consideramos os conceitos de observabilidade e controlabilidade para sistemas de

um unico de acordo com a seguinte proposigao adaptada de [6].

Proposigao 2.2. Seja o sistema
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Tp41 = Azy, + Buy,
i (2.8)
Yk = VTk,
com A e M', Be M™ eve M, sendo que A é da forma de Jordan composta
por blocos J; associados aos seus autovalores, \; com i = {1,... ny}, ou seja, A =

diag(Jy, ... ,Jn,)-

(i) Se s = 1 entio o par (A,B) serd controldvel se e somente se existir um tinico
bloco de Jordan associado a cada autovalor distinto e o elemento de B correspon-
dente a ultima linha de cada bloco de Jordan é diferente de zero.

Se s > 1 entdo o par (A,B) serd controldvel se e somente se o conjunto for-
mado pelos vetores linha de B correspondentes a dltima linha de J;,i > 1, sio

linearmente independentes.

(ii) Set =1 entio o par (Aw) serd observdvel se e somente se existir wm unico bloco
de Jordan associado a cada autovalor distinto e o elemento de v correspondente
a primeira coluna de cada bloco de Jordan ¢é diferente de zero.
Set > 1 entao o par (fl,v) serd observdvel se e somente se para conjunto formado
pelos vetores coluna de v correspondentes a primeira coluna de J;, © > 1, sao

linearmente independentes.

2.2 Sistemas lineares com saltos markovianos

Sistemas lineares com saltos markovianos (SLSMs) representam uma classe de
sistemas dinamicos cujos parametros estao sujeitos a mudangas abruptas, sendo estas
mudancas regidas por uma cadeia de Markov, 6, = {1,... N}, com probabilidades de
transicao p;; do modo ¢ para o modo j. Isso significa que em cada instante de tempo
k., o sistema fica associado a um determinado modo ou estado da cadeia.

Definimos um SLSM a tempo discreto em um espaco de probabilidade aproriado
(Q,F,P), como

(2.9)

By, ) T Ag, vy, + By, up + Go,wy, k>0,
yr = 13,Co, ) + uy Do, uy, by ~ m(0),

com condi¢ao inicial zg, onde o par (x,0) é usualmente chamado de estado do sistema, u
é o controle, w;, é uma variavel aleatéria independente com distribui¢ao gaussiana com
média zero e matriz de covariancia fixa e y ¢ a saida do sistema. A matriz Ay, assume
valores da colegao A = {Ay,...,Ax} de matrizes conhecidas A; € M", de acordo com a

cadeia de Markov {6y,01, ...,0n}. Analogamente, o mesmo acontece para as matrizes
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B (B; € M™), G (G; € M™),C (C; € 8°) e D (D; € 8%). Consideramos a funcao

de custo por estagio T,
T
="y (2.10)
k=0

As probabilidades de transi¢ao sao P(0y41 = jl0p = i) = pij, com i,j € N =
{1,...,N}, eadistribuigao inicial é 7(0) = [P(0y = 1),...,P(0y = N)] = [m1(0), ... ,mn(0)].
Assumimos que a matriz P = [p;;] e o vetor m(0) sao conhecidos. Sendo x um processo
estocdstico, o custo g7 como definido em (2.10) é uma varidvel aleatéria, e consideramos

seu valor esperado a ser calculado,
J' = EB{J"}. (2.11)
Apresentamos a seguir as defini¢des de MS-estabilidade, MS-estabilizabilidade e

MS-detetabilidade para problemas com saltos.

Definicao 2.4. O sistema (2.9) com uw = 0 e G = 0 € chamado de MS-estdvel, ou

estdvel na média quadrdtica, se, para cada xo e 7(0)
lim E{||z/|*} =0, Vo, 7(0), (2.12)

sendo zpp1 = Agmyzr com zg ~ T e ty ~ 7(0). Nesse caso, dizemos que (AP) é
MS-estavel.

Definicao 2.5. O sistema (2.9) é chamado de MS-estabilizdvel, ou estabilizdvel na
média quadrdtica, se existe um conjunto de matrizes K € M*" tal que (A = A+ BK,P)

¢ MS-estavel. Nesse caso, dizemos que K estabiliza o par (A,B), ou seja, (A,B,P) é
MS-estabilizavel.

Definigao 2.6. O sistema (2.9) é chamado de MS-detetavel, ou detetdvel na média
quadrdtica, se existe um congunto de matrizes L € M" tal que (A+ LC,P) é MS-estdvel.
Nesse caso, dizemos que (A,C\P) é MS-detetdvel.

2.2.1 Formulacao para o CMLP
Para o problema com observagao do estado # assumimos a lei de controle,

O principal problema tratado neste trabalho assume que somente xj é acessivel ao con-
trolador a cada instante de tempo k e 6, nao é observado ou é parcialmente observado.

Neste caso, a lei de controle (2.13) considera um ganho estatico K,
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Substituindo a lei de controle (2.14) no sistema (2.9), obtemos o novo SLSM,

@M : { Tiy1 = (Aek + ngK).Tk + GQkUJk;, k 2 07 (215)

yr = 23.Co, . + 21, (K' Dy K)g, 6y ~ m(0).

O problema de controle representado pelo sistema (2.15) pode ser modelado como
um problema de otimizacao, e para isso fazemos o uso de alguns operadores lineares

apresentados na Defini¢ao 2.7.

Definigao 2.7. Considere as matrizes P = [p;;] € MY, G e M,V e M" e U, ¢ € S'.
Definem-se para todo i € N e k > 0 os operadores lineares &Ly, Ty : S — S ¢ a

sequéncia de matrizes Y(k) € S™ tais que:

N
ARSI Lv,(U) = V] &U)V,
j=1
N N
Tva(U) = piViU;Vy, Si(k) = pmi(k)G;G).
j=1 j=1

Para o operador Ty, define-se T (U) = U e para t > 1 tem-se a recursdo ‘.T‘(/t)(U) =
Ty (Ty V().

Consideramos o segundo momento de z;, condicionado ao estado markoviano 6,
definido por X (k) = {X;(k),..., Xny(k)} € S" com

Xi(k) = E{zpay, L=}, VieNek>0. (2.16)

De acordo com [41] podemos determinar X em fungao dos operadores T e 3 apresen-

tados na Definicao 2.7 da seguinte forma,
Xi(k+1) = Tarpr)i(X(k) + Xi(k), k>0,ieN. (2.17)

Em [9] é apresentada a seguinte condi¢ao de MS-estabilidade para o sistema (2.15)

levando em consideragao X como em (2.17).

Proposicao 2.3. Suponha que o sistema (2.15) é MS-estdvel. Entao existe um inico
X € S™ que satisfaz X = Ta,pr(X) + 3, ou equivalentemente

X(o0) = lim X (k) e X(c0) = lim (k). (2.18)

k—oo k—o0

Além disso, tem-se que X (00) = > pe s T, pr(S(00)).
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Proposicao 2.4. Dada uma sequéncia de matrizes U = {U;,i € N} € S, wvale a
tdentidade

N
E{x Upxr} =Y Tr{lU; Xi(k)} = (X(k),U), k>0 (2.19)

i=1
Uma forma de obter o CMLP ¢é fazendo a aproximacao pelo custo por estdgio

(2.11). Usando a Proposicao 2.4, podemos reescrever o custo por estégio,

T T
k=0 k;o (220)
=Y (X(k),Ci) + (X (k),K'D;K), k>0,i€eN.
k=0
Assim, o CMLP referente ao SLSM (2.15) pode ser definido por,
1
J = lim sup TJT, (2.21)

T—o0o
onde J7 é dado por (2.20).
Uma outra maneira de se obter o CMLP ¢é conforme apresentado no resultado a

seguir.

Lema 2.1. Dado K € M*" estabilizante, entao o CMLP pode ser escrito como
J={(X(c0),C+ K'DK) (2.22)
s.a. X(00) = Taypr(X(00)) + X(00). (2.23)

Demonstra¢ao. Do Teorema 14 de [43] segue que J = (X (00),Q). Considere Q =
C' + K'DK e obtemos (2.22). Substituindo X (co) em (2.17) obtemos (2.23).
[l

2.3 Gerador de SLSMs

Nesta secao apresentamos um gerador de SLSMs caracterizado por permitir a
inclusao de diferentes propriedades da teoria de controle. Nas secoes 2.3.2 e 2.3.3
sao determinados os intervalos de MS-estabilizabilidade e MS-detetabilidade para os
sistemas gerados, sendo que estas caracteristicas podem assegurar a estabilidade em
problemas de controle com horizonte infinito. Os testes computacionais realizados
pelos métodos propostos no Capitulo 4 levam em consideracao os SLSMs obtidos pelo
gerador apresentado nesta secao. Este gerador foi desenvolvido em parceria com a aluna
de doutorado da EESC-USP, Daiane Bortolin em seu trabalho [4]. Como acréscimo
ao gerador apresentado em [4], apresentamos nesta monografia uma maneira de se

determinar um intervalo de MS-detetabilidade.
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2.3.1 Construindo o SLSM

Considere o SLSM definido em (2.15). Representamos a quantidade N de estados
do sistema por uma variavel aleatoria com distribuicao uniforme discreta em um certo
intervalo [a,b] de nimeros inteiros (N ~ UD(a,b)). Na descrigdo da construgao das
matrizes, serd considerado apenas um modo ¢ € N do sistema, pois a geragao ¢ idéntica

para os demais.

Em seguida determina-se a dimensao r da matriz A, a qual sera dada por r ~
UD(c,d). Utilizamos a forma canonica de Jordan para representar a matriz A, pois esta
estrutura simplifica a caracterizacao da observabilidade, controlabilidade e estabilidade

de cada modo no sistema. A matriz A na forma de Jordan é representada por,
A= dzag(Jl(Z) (/\1,7"1)7 SR Jr(ri)()‘m7rm))7

onde cada bloco J]@ (Aj,rj),5 =1,...,m, estd associado ao autovalor \; e tem dimensao
igual a r;, sendo que ZT:1 r; = r. Assumimos que os autovalores sao independentes
entre si e que sao gerados de acordo com uma distribui¢ao uniforme no intervalo (—1,1)
(A~ U(0,1))

Considerando o sistema (2.15), construimos as matrizes B, C' e G utilizando a
Proposi¢ao 2.2 de tal forma que os pares (A,B) e (A,G) possam ser controlaveis e o
par (A,C') possa ser observavel modo a modo. Para obter a matriz D multiplicamos
um escalar o com distribui¢ao uniforme em (0,1) (o ~ U(0,1)) pela matriz identidade

de tamanho compativel.

Por facilidade de implementacao procuramos obter as matrizes A de tal forma
que todos seus elementos sejam reais, e para isso consideramos uma matriz nao singular
T € M", e realizamos as seguintes tranformacoes de equivaléncia para obter as novas

matrizes do sistema,
A=TAT, B=TB, G=TG, C=(T"'YCT™" e D=D. (2.24)

A matriz de transicao de probabilidades, P, que representa a cadeia de Markov,
é gerada a partir da sua representagao na forma canonica apresentada em [7]. Desta
forma é possivel construir cadeias com estados recorrentes e estados transientes através
da manipulagao de blocos de Jordan.

O vetor de condicao inicial xy é gerado com distribuicao uniforme no intervalo
(—1,1) e o vetor de distribui¢ao inicial de probabilidade 7(0) é dado por m;(0) =
B:/ 3231 By, onde B ~ U(0,1),Vi € N.
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2.3.2 Intervalos de MS-estabilizabilidade para a colecao A

Nesta secao explicamos como procedemos para gerar sistemas MS-estabilizaveis,
e como categorizar estes sistemas em funcao das diferentes margens de estabilizabilida-
de. Consideramos o cenario com observagao completa por um simples motivo - nao ha
um teste numérico disponivel para MS-estabilizabilidade sem observacao da variavel
de salto 6.

Seja (70A,B,P) MS-estabilizavel. Em seguida, é gerada uma sequéncia de fatores
vi = (1,5), i = 1,2,..., até que se encontre um i = n tal que (y,A, B,P) nao é
MS-estabilizavel.

Observacao 2.1. Para SLSMs constituidos de modos controldveis, como 0s que consi-
deramos, nem sempre existe v tal que (yA, B,P) nao é MS-estabilizavel. Um exemplo
simples € obtido fazendo todas as matrizes A; iguais entre si e similarmente com todas
B, pois neste caso o sistema seria equivalente (quase certamente) a um sistema sem
saltos controldvel, e é bem conhecido que a controlabilidade nao é alterada quando se
multiplica a matriz A por um escalar. F, claro, para sistemas sem saltos, a controla-
bilidade implica em estabilizabilidade. De fato, foi bem surpreendente que em todos os

SLSMs gerados encontramos n como descrito acima.

Definindo o seguinte intervalo,

Je == [0 P)/nfl]’

temos que, para qualquer s € J., o sistema (sA,B,P) é MS-estabilizdvel. Chamamos
J. de intervalo de MS-estabilizabilidade. O algoritmo gerador de SLSM retorna A, B, P
juntamente com o intervalo J., e os SLSMs utilizados nos testes sao da forma (sA, B, P),
com s € J.. Frisamos desde ja que, apesar de ser possivel definir formalmente uma
nocao de margem de estabilizabilidade para o SLSM com observagao completa, por
simplicidade optamos por categorizar os SLSMs empregados nos testes numéricos como
sendo bastante estabilizaveis quando s < (0,77,) (Categoria 1), caso contrario como

pouco estabilizdveis (Categoria 2).

Observacgao 2.2. Poderiamos considerar 3, = [—Yn_1 Yn_1], mas € possivel verificar
que valores negativos nao influenciam na MS-estabilizabilidade no sentido que se o
ganho K for tal que ((sA+ BK),P) é MS-estdvel, entao o ganho —K leva em (—sA+
B(—=K),P) MS-estdvel, uma vez que da Defini¢io 2.7 temos T a1pr) = T(—a—BK)-

Observagao 2.3. Para verificar se (YA, B,IP) é MS-estabilizdvel ou ndo, pode-se uti-
lizar a equacgao algébrica de Riccati acoplada, FARA, visto que a cadeia de Markov,
0(k), é observada [14]. Logo, se a EARA (veja Apéndice A) tem solu¢ao, para C,D > 0,
entao (vA, B,P) é MS-estabilizdvel.
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2.3.3 Gerando SLSMs com diferentes margens de MS-detetabili-
dade

O conceito de detetabilidade desempenha um grande papel na teoria de controle,
podendo assegurar a condicao de estabilidade no SLSM. A construgao do intervalo de
MS-detetabilidade, no que se refere a obtencao do parametro v ¢é similar ao intervalo

construido para a MS-estabilizabilidade, desta forma, consideramos o intervalo

Ja =10 Y1l

tal que para qualquer s € J; o sistema (sA,C,P) é MS-detetavel. O teste para verificar

a MS-detetabilidade é uma adaptagao do seguinte resultado em [19].

Proposicao 2.5. O sistema (A,C\P) é MS-detetdvel, se o sequinte conjunto de LMIs
nas varidveis X € S, G € M" e L € M" for factivel.

X, (AiGi + CiLy)

(AGi + CiL) (GiGi— (X)) | 7" (2.25)

para 1 € N.

Podemos sintetizar no Algoritmo 2.1 a determinacao das margens de MS-estabi-
lizabilidade e MS-detetabilidade representadas pelos intervalos J. e J; respectivamete,
além da geracao dos SLSMs (v,_14,B,P,C,D). Neste trabalho, consideramos a = ¢ =
2,b =06, e d=>5. Além disso, os modos de todos os SLSMs gerados sao controldveis e

observaveis.

Algoritmo 2.1 Gerador de SLSMs

Passo 0: Atribua valores para os parametros a, b, c,d e n.
Passo 1: Determine os intervalos J, e J;.

Passo 2: Para um dado z € [0,1] gere o SLSM (z7v,-14,B,P,C,D).

2.3.4 Conjunto de problemas utilizados pelos métodos computa-
cionais

Para simular os testes computacionais realizados pelos métodos implementados,
criamos um conjunto de problemas representados pelos SLSMs como descritos na secao

2.3.1. Mais precisamente, o i-ésimo problema gerado, ¢ = 1,...,1000, é definido por

@ = (591 ABPCD), a€{l,...n}, (2.26)
n
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sendo o parametro 7, ; determinado na secao 2.3.2. Consideramos neste trabalho
n = 10.
Relembramos que estes problemas foram categorizados em Categoria 1 quando

a/n < 0,7 e Categoria 2 caso contrario.






Capitulo

3

Problema de controle de SLSMs com
observacao indireta

Neste capitulo apresentamos uma generalizacao dos problemas de controle apre-
sentados no Capitulo 2, no qual se observa, além de x;, uma variavel r; a cada instante
k, a qual traz informacao sobre a varidavel #,. Além da formalizacao do problema,
apresentamos a adaptagao dos operadores T e L, bem como o célculo do custo em
fungao destes operadores (preparando para o desenvolvimento dos métodos numéricos)
e de um teste de estabilidade. Assumimos em toda a secao que o controle é na forma

U = Frkxk.

3.1 Problema de controle com observacao indireta

Considere a variavel r;, a qual é observada ao longo do tempo e tem distribuicao

condicional,

P(Tk = Gk\ek) =C,

1 —
P (ry = j|0k) = N——cl’ quando j # Oy,
que pode ser reduzida a
. . 1—c
pie = P (ry = U0, = 1) = ¢ Licgy + 5 Ly

Uma vez que a distribuicao de r depende da distribuicao de 6, temos que r;, traz

informacao sobre ;.. De fato, pode-se usar a regra de Bayes para calcular a distribuicao

45
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condicional de 6, dado r. Por exemplo, para ¢ = 1, temos 0, = 7, com probabilidade 1,
de forma que problemas em que ¢ = 1 correspondem quase certamente a problemas com
observacao completa. O cenario de nao-observacao do estado da cadeia é representado

quando ¢ = 1/N, pois assim 65 nao depende de 7, ja que conforme a Regra de Bayes,

P(r =100 =i)P(0 =)

PO =ilr=10)= : ,
ZﬁJW:JW:ﬁPwZﬁ
A
=N =PO=1).
Zj‘vd %Wj

Os valores de ¢ no intervalo [1,1/N] tem interpretagao de niveis de observagao para 6.

Observagao 3.1. Poderiamos calcular o CMLP de (2.22) considerando uma cadeia de
Markov aumentada tendo (Og,ry) como o estado e probabilidades de transi¢ao P(Oy1 =
Jirks1 = m|0 = i1y = L) = pij Pjm, além disso com ganhos clusterizados na forma
Kopr) = Ey. Contudo a dimensao de P se elevaria para N?, o que representaria um

grande esforco computacional para calcular as varidveis de interesse.

A fim de contornar a dificuldade apontada na Observacao 3.1, apresentamos uma
formulagao que permite usar a cadeia de Markov original, mas com diferentes opera-
dores que levam em conta a observacao indireta do estado de Markov.

Considere a matriz de malha-fechada,
Aj,é = Aj + Bng, j,g eN.

Seja V € M"; definimos o operador Ly : S™ — S™ por

Lri(V) = Z ijiAﬂV}A;gﬁjé, (3.1)
(=1 j=1
e Y €S por
N N
(=1 j=1

3.1.1 Calculando X usando a observacao indireta

O Lema 3.1 encontra uma férmula recursiva para X (k) em termos do operador
(3.1) e o termo de ruido em (3.2). Esta é uma importante férmula que nos permite
obter uma condi¢ao de estabilidade em termos dos autovalores de uma determinada

matriz A. associada a um nivel de observacao c.
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Lema 3.1. Considere o SLSM (2.15) com observacao indireta do estado de Markov

via varidvel r.Entao,

Demonstracao.

Xl(k + 1) = Z E{Ik-i-lx;wrl ]]‘{91@+1:iﬂ"k:f}}
eN

— Z Z E{ (Aek,rkmk + ngwk> <A9kak + ngwk>l

LEN jEN

Lors1=isri=t.00=3} }
/
= Z Z E{ <A9k7rk$k -+ ngwk> (Agkﬂ,kl’k + ngwk>

LEN jEN

Vo =iy Iri = 0,00 = § }P (i = €,0 = j)

S5 () (e ) )
LeN jeN
P(ry =10k =7) P (Oy11 = 1,0k = j)

=> > (AjeE{l"k:xZ; ﬂ{9k=j}}A3€ +Gj

(EN jEN
E{wkw//g ]L{ek:j}}G})P (re =010k =37) P (Or11 =10k =)
5% b (Aﬂxj(k:m;e + Gijk(j)G;>

LEN jEN
1—c¢

(C Loy + 1 1{#&)

= SN (A 0 A5 )b+ 30 3w (GrEm)G ) e

LeN jeN LeN jeN

3.1.2 Calculando o CMLP usando a observacao indireta

Podemos calcular o CMLP no contexto da observacao indireta de 6 pelo Lema
3.2. O desenvolvimento da expressao do CMLP contou com a colaboracao da aluna

Daiane Bortolin.
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Lema 3.2. Considere o SLSM (2.15) com observac¢do indireta do estado da cadeia de

Markov via a varidvel r. O custo pode ser calculado por

J, = (X,0) + i <X, Q> , (3.4)

(=1

e X € S™ com F estabilizante, satisfazendo

X =Lp(X) + 3(00). (3.5)
Demonstragdo. Considere o custo por estdgio J* como apresentado em (2.11) para o

sistema (2.15) com observagao indireta do estado via variavel r e ganho F', dado por

Iy = E{y}
= E{a},Cy,x1.} + E{x},F Do F i} . (3.6)

Pela Proposicao 2.4 temos que,
E{x},Co,x} = (X (k),C) ,k = 0.

Para o segundo termo do lado direito da igualdade de (3.6), tem-se que

SN B (@l F Do Frown Yop—ive—ey } =

LeN ieN

=Y E{a}F], Dy Fy a0 =i,y = €} P(r, = (,0, = i)

LeN €N

— Z ZE {sz;kDekFrkkak =i, = f} P(ry = 0|0, = i) P(0), = 1)

LeN ieN

- Z Z E {$§€F;kD9kFrk$k ]]‘{Ok:i}’rk = ﬁ} ﬁié

LeEN ieN

= Z Z FE {TT’{FEIngFg l’k.%;c} ]]-{Gk:i}} ﬁié

LeN ieN

— Z Z Tr{F;De, Fy E{xa} Lo~y } } Die

LeN ieN

— Z Z Tr{X;(k) piw F,D;F,}.

LeN ieN

Considere a sequéncia de matrizes QZ = piw F;D;F; para todo i,/ € N. Entao, pela

Proposicao 2.4 tem-se que

N
E{a\F Do, P} = <X(k:), Q> .

(=1
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Portanto,
_ T-1 N
ZE{%} ZJ’“ ((X +Z< Q>>
k=0 k=0 =1
Logo o CMLP, pode ser obtido por,
N
J= li;njipj?f =(X.,C) + Z <X,Q> :

(=1

O

3.2 Resultados sobre a estabilidade do sistema com ob-
servacao indireta

O Lema 3.3 apresenta uma férmula que permite obter uma condigao para a MS-
estabilidade em termos dos autovalores de uma matriz A. € M'™ para o nivel de

observagao c.

Lema 3.3. Seja X (k) € S™ definido no Lema 3.1, entao
vee(X(k +1)) = A. vec(X (k) + vec(E), (3.7)

sendo que A. € M € definido por A. = |a;j],1,7 € N com

N
ai; = Y pji Pie (Aje® Ayp).
=1

Demonstragdo. Suponha que 3;(k) = 0 para todo i € N e k > 0 (a prova para o caso

em que X(k) # 0 é andloga), por isso
X (k +1 Z Zp]z p]é AJKX (k)Agé
leN jeN
Aplicando o produto de Kronecker em ambos os lados da equacao, obtém-se que
vec(X;(k + 1)) Z Zpﬂ Do (Aje ® Aly) vee(X;(k)).
(EN jEN
]
A solucio X (k) de (3.3) com ¥ = 0 tende para a origem quando k tende a infinito

se e somente se os autovalores de A, estejam dentro do circulo unitario. Note que A,

depende da cole¢ao de ganhos F'.
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Lema 3.4. Considere o SLSM (2.15) com observacao indireta do estado de Markov via
a variqvel . O conjunto de ganhos F' € M*" torna o sistema (2.15) MS-estabilizdvel

se e somente se os autovalores de A, estdo no circulo unitario.

Lema 3.5. Considere o problema com o nivel de observacao ¢ = ¢. Se F torna o
sistema (2.15) MS-estabilizdavel, entao eziste 6 > 0 tal que F' € estabilizante com ¢ =

c—0.

Demonstragao. O sistema é estavel com controle u;, = F,, ) se e somente se o raio
espectral de Lp, re,. satisfaz 7o, . < 1. Isto é equivalente a exigir que os autovalores
de Ap. estejam no circulo unitario. Os autovalores de Ap. dependem continuamente
de ¢, ou seja, existe & > 0 tal que os autovalores de Ap. também estao no circulo

unitario. Isto implica que F' é estabilizante para ¢ — 9. O



Capitulo

4

Métodos Computacionais

Neste capitulo apresentamos os algoritmos evolutivos: algoritmo genético (AG),
UMDA e BOA aplicados ao SLSM. Os algoritmos baseados em metaheuristicas sao
capazes de explorar o espago de solucoes além do étimo local, ao contrario dos méto-
dos exatos. Os algoritmos UMDA (Univariate Marginal Distribution Algorithm) e
BOA(Bayesian Optimization Algorithm) sao conhecidos como algoritmos evolutivos
de segunda geracao e diferem do AG por nao apresentarem operadores de cruzamento
e mutacao, além de considerarem a relacao de dependéncia ou independéncia entre
as variaveis. O algoritmo BOA foi desenvolvido durante uma disciplina realizada no
ICMC-USP e contou com a colaboracao do Professor Breno Caetano do IFSP.

Uma das motivagoes para a implementacao dos algoritmos presentes neste tra-
balho é que nao ha na literatura um estudo comparativo de métodos computacionais
aplicados ao problema de CMLP em SLSMs parcialmente observados. Especificamente
para essa classe de problemas, o algoritmo variacional proposto por [18] e posterior-
mente desenvolvido por [41], é o método que obtém o melhor resultado disponivel na
literatura. Os detalhes deste método, bem como sua versao associada a abordagem
de transigao de niveis de observacao (ATNO) desenvolvida neste trabalho estao pre-
sentes em [4]. Na segao 4.2 apresentamos de forma resumida o algoritmo variacional
descrito em [4] utilizado para comparar com os métodos implementados neste trabalho

nas secoes 4.3, 4.4 e 4.5.

o1
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4.1 Algoritmo para o CMLP usando a ATNO

Como visto no capitulo anterior, o cendrio no qual a variavel de estado da cadeia
nao é acessivel, no contexto da ATNO, corresponde & ¢ = 1/N. Apresentamos um
algoritmo que gera uma sequéncia problemas, sendo cada problema associado a um
nivel de observacao ¢y, £ = 0,1,...,com ¢y = 1 e ¢y < ¢p < ¢g—1. O algoritmo considera
os problemas associados as varidveis X € S™ e F € M*", conforme apresentado no
Lema 3.2,

P, : min(X,C) + XN: <X, Q> , (4.1)

J=1

sendo que X é definido como em (3.5) e Q; = p;; FjD;F; € 8" para todo i,j € N.

Denotamos o operador £ definido em (3.1) por L. enfatizando a dependéncia no
conjunto de ganhos F' e nivel de observagao c¢. O método obtém a sequéncia de ganhos
F* e M*", (>0, tal que cada F* é estabilizante para o problema (4.1) considerando

o nivel de observagao c¢y.

Seja Ap. a matriz A (como no Lema 3.3) quando associada ao conjunto de ganhos
F' e nivel de observacao c. Para o cenario com ¢ = 1, a solugao 6tima é obtida por
EAR. A estabilizabilidade de F' pode ser confirmada pelos autovalores de A ., conforme

apresentado no Lema 3.4.

Algoritmo 4.1 Estratégia para a ATNO

Passo 0: Faca ¢y = 1 e escolha um escalar positivo € como critério de parada.

Se a solucao para a EARA nao for estabilizante, PARE — nao ha solugao

estabilizante para P... Senao, encontre o conjunto de ganhos associados
FeM* . Facai=1le F'=F.

Passo 1: Seja Si, 0<s; <cig—crec=ci_1— S

Passo 2: Se F~! é estabilizante com nivel de observacao c;, entdo encontre uma
solucao F* € M*" para P,,.

Senao, faca s; = s;/2, ¢; = ¢;_1 — s; e retorne ao Passo 2.

Passo 3: Se ¢; = cf ou ¢; — ¢;_1 < ¢, PARE. Senao, faga ¢ = ¢ + 1, e retorne ao Passo
1.
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4.2 Breve descricao do Método Variacional

Em [44] é proposto um método variacional para tratar de problemas de controle de
SLSM com ruido aditivo, o qual sera descrito, de forma breve para facilitar a referéncia.

Definimos os operadores &, L : S — S™. para todo i € N, tal que

N
E(9) = pijy
j=1
Li(k) = Ci + g, Digi, + (4 + Bigi)' & (L(k + 1)) (A; + Big) , (4.2)

sendo que ¢ € S0 e L;(T) = 0.

O Teorema 4.1 apresenta uma condi¢ao de otimalidade sob o ganho g, € M*".

Teorema 4.1. Suponha que a sequéncia de ganhos g = {go, - - ., gr_1} realiza o minimo
global do problema do custo de T estagios. Entao g satisfaz, para cada k =0,...,T—1,

N

Z |:<D’L + Bi& (L(k + 1)) B;) g + Bi& (L(k + 1)) A;| X;(k) = 0. (4.3)
i=1

Observagao 4.1. Em [18] e [{1] € apresentado um método para obter a solug¢ao da
equagdo algébrica (4.3).

No Algoritmo 4.2 estd apresentado o método variacional que, de acordo com [42],

determina o CMLP pela seguinte aproximagao: J? /T — J quando T — oo, sendo que

K = g7/

Algoritmo 4.2 Método Variacional

Passo 0: Inicie o processo com 1 = 0. Gere aleatoriamente uma sequéncia inicial de
ganhos g,

Passo 1: Determine X (k). Facan = n+ 1. Paracada k =T — 1,7 —2,...,0,

determine g,(cn) resolvendo (4.3) e calcule L pela equacdo (4.2).

Critério de parada: |J7(X(0),g™)— J*(X(0),g"V)|/J"(X(0),g"V) < €, para
e € R* dado. Se o critério nao for satisfeito, retorne ao Passo 1.

Passo 2: Jyy = JT(X(O),gg%)/T.

A sequéncia de ganhos g = {go,...,g7—1} obtida pelo Algoritmo 4.2, de acordo
com [42], é um ponto de minimo local para o problema de controle de T estagios,
porém, a caracterizacao desta solucao em ser um minimo local ou global encontra-
se em discussao na literatura, motivando a implementacao de outros métodos para

verificar essa questao.



54 Capitulo 4 — Métodos Computacionais

O método variacional foi adaptado a ATNO e encontra-se disponivel em [4]. Apre-
sentamos de forma sucinta esta adaptacao, pois ela sera utilizada na comparacao dos
métodos desenvolvidos na pesquisa desta monografia. O método variacional adaptado
considera o CMLP como uma aproximacao do custo por estagio e a seguir apresentamos
sua formulagao condicionada aos niveis de observagao.

Para obter a colecio de sequéncias de F de ganhos que minimiza o custo JI,

definimos o funcional,

Wz, 0k) = {Z Yt Ik,@k} (4.4)

sendo que W (zr,07) = 0.

Lema 4.1. Considere os operadores &,L : S™° — S™ como na Definicao 2.7. Entao,
definimos L(k) € S e &(k) € MY, para cada k =0,...,T — 1, tais que:

= (0 + Fy(k) DiFy(k) + Loaypr(L(k + 1))) Pie, (4.5)
/=1
-y ( Sk + 1)) + Tr{&(L(k + 1))G,G! }) Pie, (4.6)
/=1

sendo que L;(T) =0 e &;(T) = 0, para todo i € N.

Entao, o funcional (4.4) € equivalente a
W(:ckﬁk) = l';gﬁgk (k)ibk + @9,9(/6) (47)

O Lema 4.1 fornece uma formulagao essencialmente idéntica ao método varia-
cional, com excegiao da sequéncia de matrizes L € S™ e do escalar w(k) € M! que sao

alterados. Isto permite estender o resultado do Teorema 4.1, como segue.

Lema 4.2. Suponha que a colegao de sequéncias de ganhos F realiza o minimo global
do problema do custo de T estdgios. Entao cada sequéncia de ganhos Fyp, £ € N satisfaz,

para cada k > 0, a equacao

N
3 [ (Di + BI&(L(k +1)B)) Fu(k) + Bi&(L(k + 1))142-] X,(k) = 0. (4.8)
=1

No Algoritmo 4.3 é apresentado o método variacional adaptado para a ATNO que
resulta em uma colecao de sequéncias de ganhos F,. que minimiza localmente o custo
por T estdgios, JI', em cada nivel de observagao ¢ € [1,1/N], satisfazendo a condigao

de otimalidade (4.8).
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Algoritmo 4.3 Método Variacional adaptado a ATNO

Passo 0: Inicie o processo em 7 = 0.
Escolha uma colecao de sequéncias inicial de ganhos FE").

Passo 1: Para todo k > 0 encontre X ™ (k) € 8" tal que

XO(k+1) = Laypr(XD () + 2(k),
XM(0) = m(0)zoz), Vi € N,

1

onde os operadores L e 3 sdo dados por (3.1) e (3.2) respectivamente.

Passo 2: Facan=n+ 1.
Para cada sequéncia de ganhos Fg("), ¢ eN, ¢ para caddak=T-1,T-2,....0,
determine F\" (k) resolvendo (4.8) e calcule L € 8§ por (4.5).

Critério de Parada: ’JZ(FE")) — JCT(F((;"_”)’ JJTEFM) < € para e dado. Se o
critério nao for satisfeito, volte para o Passo 2.

Passo 3: Jyvr = JE(X(0), F;%)/T

4.3 Aplicacao de AG ao SLSM

Nesta se¢ao apresentamos o desenvolvimento de um algoritmo genético (AG)
para SLSM parcialmente observado, sendo o CMLP obtido pela aproximacao do custo
finito assumindo o controle na forma de realimentacao linear. O problema pode ser
interpretado como obter um ganho estatico nao dependente do estado da cadeia de
Markov e que minimize o custo médio gerado pelo sistema.

Desenvolvemos um AG simples baseado na ideia de aproximacao do custo de
horizonte finito (CHF) levando a um ganho estético sub6timo cujo controle é da forma

ur = Kz, Além disso, propomos duas estratégias no algoritmo genético desenvolvido:
i) usamos as solugoes dadas pela EAR para inicializar a populacao e;

ii) representamos cada elemento do ganho em uma forma polinomial para aumentar

o numero de genes de cada elemento da populacao.

Uma importante questao que aparece quando trabalhamos com AGs é como criar
uma populacao inicial. A principio poderiamos gerar aleatoriamente uma populacao de
ganhos, entretanto observamos em muitos exemplos numéricos que o custo associado
para muitos dos ganhos sao extremamente altos, levando a uma alta probabilidade

de serem excluidos do processo de selegao. Como um resultado, a variedade genética



56 Capitulo 4 — Métodos Computacionais

da segunda geracao da populagao diminui, e a performance do algoritmo é afetada
(vide [35]). Para contornar essa dificuldade, solucionamos o problema com a classe de

controles na forma,

Ur = ngxk, (49)

o qual esta associado ao cenario de observacao completa da variavel 6. Utilizamos
EARRSs como descrito no Apéndice A e obtemos uma colecao de ganhos Fi, ... ,Fy que
sao 6timos para o problema de observacao completa, e entao usamos estes ganhos para

obter a populacao inicial como segue:
K'=a i +...+ayFy, (=1,...n,, (4.10)

onde n, ¢ o tamanho da populacao inicial e «;, @ € N, sao varidveis gaussianas inde-
pendentes com média zero e matriz de covariancia fixada.

O ganho estatico K pode ter baixa dimensao como apresentado no Exemplo
4.1, onde K = [K(1,1) K(1,2) K(1,3)]. Nessas situagoes, se simplesmente identifi-
carmos cada elemento de K como um gene de cada elemento da populacao, teremos
poucos genes e observamos uma baixa performance do AG. Para garantir a variabili-

dade genética, cada elemento do ganho é dado por uma funcao f : R — R,

K'(i.) = (B, -.5,), (4.11)

onde p é o nimero de genes do cromossomo (ganho). Para a inicializacao de cada
elemento da populacdao, K* geramos aleatoriamente (3{(i,5),..., ﬁfl(i,j) com dis-

tribui¢ao uniforme no intervalo [—1,1], e definimos,
By(i.5) = K*(i.3) = F(Bi(0.5)" By (1.5)7 7).

sendo que o AG determinara os (3’s das proximas geragcoes.

Uma descricao geral do AG para SLSM ¢é apresentada no Algoritmo 4.4. Inicial-
mente sao definidos os parametros de probabilidade de cruzamento e probabilidade de
mutagao, além do nimero de geragoes sem melhora do custo (CMLP).

Em seguida ¢ selecionado um subconjunto da populacao, pelo qual serao gerados
novos individuos por meio dos operadores genéticos. Consideramos o método de selecao
de Roleta Russa [16], o operador de cruzamento de 2 pontos e a mutagao simples de
acordo com [22]. Selecionados dois individuos, o cruzamento entre eles é realizado se
sua probabilidade pré-definida for atingida, assim como a mutagao, a qual consiste nas

mudancas aleatérias de um gene de um individuo.
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Algoritmo 4.4 Algoritmo Genético

Passo 0: Inicie o processo com o nimero de geracoes ngy = 0, e com o contador de geragoes
sem melhora do custo, cont = 0, além das probabilidades dos operadores evolutivos.
Determine a populagio inicial, Pop = {K*,¢ =1,...,n,}, de acordo com (4.11). Faga
F =K}, tal que J(K3,) < J(KL ), VL.

Passo 1: Selecione os individuos pelo método da Roleta Russa [16]. Aplique os operadores
de cruzamento e mutagdo de [22] e atualize Pop = {K* £ =1,...,n,}.

Passo 2: Determine o ganho F' = K%g, tal que J(K%g) < J(Kf;g), Ve.

Passo 3: Se J(F) < J(F), entdo F = F e cont = 0. Caso contrério, cont = cont + 1. Faca
ng =ng + 1.

Critério de parada: n, < cont. Se o critério nao for satisfeito, retorne ao Passo 1.

Passo 4: Jag = J(F).

4.3.1 Exemplo numérico

Exemplo 4.1. Consideramos os sequintes parametros para um SLSM,

0 1 0 0
A=Ay, = | 1750 0 —34,07 | .B, = 0 By = 0.
0 0 —0,0383 1,9231

Seja P a matriz de transicao de probabilidade dada por

0,9 0,1
F= {0,5 0,5 } '

Consideramos a matriz de ruido aditivo com média zero e matriz de covariancia GG,

como sendo

10
G1 = G2 = 1676 10
01

As matrizes de ponderacao sao C1 = Cy =1 e D1 = Dy = 1. Consideramos a condicdo
inicial X = I. Para a inicializacao do algoritmo, empregamos EARRSs, obtendo os
ganhos

Fy ~ [2797 66,87 —53,71: Fy=1[0 0 0].

Iniciamos com um horizonte de tamanho T = 10. A Figura 4.1 mostra o comporta-
mento do melhor custo médio com uma funcao do numero de iteracoes do Algoritmo
4.4. A Figura 4.2 como o custo médio evolui quando T aumenta, ilustrando a con-

vergéncia para o CMLP, Jy.
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Figura 4.2: J7(X)/T convergindo para o CMLP quando o horizonte T aumenta

O ganho estatico K obtido e o CMLP associado sao dados por

K ~[2324 57,91 —44,99]; Jx ~ 117569345,

4.4 Aplicacao do UMDA ao SLSM

O Univariate Marginal Distribution Algorithm (UMDA) foi proposto por [30],

e pertence a classe de Algoritmos de Estimagao de Distribuicao (AEDs), uma ex-

tensao da Computacao Evolutiva na qual nao existem os operadores de cruzamento

e mutacao como nos algoritmos genéticos convencionais. O algoritmo considera que

cada componente da populacao é uma variavel aleatéria independente das demais,

justificando o termo distribuicao marginal univariada, e, além disso, cada conjunto

K; = {K(1,7),K(2,)),....K(npj)}, com j =1,...

,p, onde n, ¢ o numero de indivi-

duos da populagao e p a quantidade de genes de cada cromossomo, representa uma

funcao de densidade conjunta. Em cada geracao do algoritmo e para cada variavel,
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buscamos a funcao de densidade normal que melhor representa esta variavel. Para isso
utilizamos os valores da média e do desvio padrao do conjunto de elementos compostos
pelas variaveis de cada ganho.

Recentes trabalhos envolvendo o UMDA mostram um desempenho eficiente do
método na tentativa de resolver problemas de otimizac¢ao dinamica, como em [21], onde
é investigado o comportamento do UMDA em ambientes nao estaciondrios, e em [45],
onde o autor trata de um problema de otimizacao em ambiente dinamico. Apesar dos
trabalhos bem sucedidos envolvendo o UMDA | nao encontramos na literatura aplicagoes
de AEDs em SLSMs, e acreditamos que a caracteristica de estimacao de distribuicao
das variaveis pode ser relevante ao se tratar de problemas dinamicos com saltos regidos
por uma cadeia probabilistica. A seguir descreveremos o funcionamento do UMDA.

Para gerar a populacao inicial utilizamos a solugao da EARR para o cenario
observado e adotamos a estratégia da geragao polinomial dos ganhos, como utilizado no
desenvolvimento do AG aplicado ao SLSM. Apesar de uma quantidade maior de genes
despender maior tempo computacional, essa estratégia de representacao polinomial
(4.11) leva a uma maior variabilidade genética e, consequentemente, pode explorar por
melhores solugoes.

Para a selecao dos melhores individuos, os quais representam os ganhos do con-
trole associados aos menores valores do CMLP, utilizamos o conhecido Método de
Torneio [22]. Este método oferece a vantagem de nao exigir a comparacao entre todos
os individuos da populacao e a de nao-geragao de super-individuos [29].

Obtidos os N ganhos selecionados pelo Método do Torneio, K*',... K", calcu-

lamos a média e desvio padrao pelas equagoes

N

KZ .’. ]\i KK .’. =2
=SSR :\/zm () = ) 1)
/=1

A nova populacao (ganhos K*) é gerada por uma funcio de densidade normal, K*(i,5) ~
N (ﬂfvj,oﬁ ;). O procedimento do UMDA ¢ apresentado no Algoritmo 4.5.

4.4.1 Exemplo numérico

Exemplo 4.2. Sejam os parametros do sequinte SLSM com: Ay = A} = By =
p? I?.Gy = Gy = —p*° I?, By = 0,Cy = C, =r I? e Dy = D, = 1. Aplicamos
os métodos variacional e UMDA ao SLSM equivalente para encontrar um resultado
que pode ser uma aproximacdo para o problema do CMLP. Para tal, consideramos o0s

sequintes parametros:

r=1,,=099, zo=[0 0], 7(0) =[0,8066 0,1934] e P = { 05 00 }

0,05 0,95
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Algoritmo 4.5 Método UMDA

Passo 0: Inicie o processo com o nimero de geracoes ngy = 0, e com o contador de geragoes
sem melhora do custo cont = 0. Determine a populagao inicial, Pop = (K0 =
1,...,np}, de acordo com (4.11). Faca F = Kj,, tal que J(Kj,) < J(Kﬁg), ve.

Passo 1: Selecione os individuos pelo Método do Torneio [22]. Calcule fig ; e O‘Z ; por (4.12)
e atualize Pop = {K‘, ¢ =1,...,N}.

Passo 2: Determine o ganho F' = K,%g tal que J(Kﬂ;g) < J(Kﬁq), Ve

Passo 3: Se J(F) < J(F), entdo F = F e cont = 0. Caso contrério, cont = cont + 1. Faca
ng =ng + 1.

Critério de parada: n, < cont. Se o critério nao for satisfeito, retorne ao Passo 1.

Passo 4: Jy = J(F).

O MYV foi iniciado com a sequéncia de ganhos g° tal que g,(co) = [0 0], para todo
k=0,....,T —1. Ja o UMDA, foi iniciado com os ganhos F; ~ [—0,4875 — 0,4875]
e Fy = [0 0], obtidos pela EAR. Além disso, consideramos a fun¢ao f: RP — R dada

em (4.11) na forma polinomial
K (i) = f(B1,---.8,) = Bi(i.9)" + By(i.g)* + .. + B, (i.5)".
Visto que para cada 3¢ temos um efeito com poténcia i na composicio do ganho K, o
que na prdatica mostrou ser eficiente em termos de desempenho do método.
O ganho obtido pelo UMDA para T = 100 é Ky ~ [—0,4876 —0,2043] com custo
associado Jy =~ 53,8067. O MV obteve um ganho Kyy =~ [—0,4876 — 0,2043] com
custo associado Jyy =~ 53,7784.

Na Figura 4.3 estao apresentados os CMLP obtidos para cada horizonte T'. Note

que, conforme o horizonte aumenta, o custo converge para um valor.

45) o
350 4
~ j/v
25 [ /w\
1 5 /‘\ + SM DA |

0 20 40 60 80 100
T

Figura 4.3: Comportamento do CMLP ao longo do horizonte T’
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4.5 Aplicacao do BOA ao SLSM

O Bayesian Optimization Algorithm (BOA) foi proposto por [31] e trata-se de
um AED bem sucedido, considerando-se a quantidade de problemas complexos que
tem resolvido. Esse algoritmo utiliza redes Bayesianas (RBs) para montar o modelo
probabilistico utilizado. A ideia central do BOA é a utilizagdo de RBs para repre-
sentacao de informagoes a respeito das dependéncias entre variaveis. As varidveis sao
representadas como vértices em uma rede (um grafo) e a existéncia de uma aresta entre
dois vértices significa que o valor de uma dessas varidveis depende do valor da outra.
A partir de uma RB e de individuos selecionados da populagao (Pop), é possivel gerar
novos individuos que irao compor a nova geracao.

O algoritmo busca identificar relacionamentos entre os genes tentando encontrar o
melhor modelo que represente a populagao, com o menor custo computacional possivel.

A Figura 4.5 ilustra o funcionamento do BOA.

Populacio de solughes Candidatos

candidatas

Rede Bayesiana para
car selecionado

Novas soluctes
candidatas

Pe 9/ o EE
— e 8 ==
= o &

Figura 4.4: Funcionamento do BOA [15]

Consideramos o funcional de custo Jx dado por (2.21) associado ao ganho K e a
populagao inicial obtida conforme apresentado em (4.11). Adotamos o mesmo critério
de parada do algoritmo UMDA, que esta relacionado com o niimero de geracoes sem me-
lhora do custo, e utilizamos o procedimento de selecao baseada no Método de Torneio.
Os individuos sao representados por variaveis reais, porém, no algoritmo desenvolvido
nessa se¢ao, essas variaveis sao convertidas em bits para facilitar o desenvolvimento do
método. Os novos individuos sao gerados por uma RB e a avaliagao dessa rede é dada
por uma meétrica conhecida como K?2.

Uma RB é um modelo probabilistico baseado em grafos usado para representar
as relacoes existentes entre as varidveis utilizando ligacoes entre as mesmas. Neste
modelo é possivel incorporar varias variaveis e analisar a dependéncia entre elas. As

RBs podem descrever uma estrutura de dados e gerar novos dados a partir dela. Na
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representacao por grafo, cada vértice corresponde a uma variavel, sendo denotada por
V;. Em um cromossomo, ou seja, o vetor que representa o ganho do controle, cada
elemento ou gene corresponde a uma variavel, sendo assim, 7 varia de 1 até p, onde
p é numero de genes, que corresponde ao tamanho do vetor de ganho do controle. A
relacao entre duas variaveis é representada pela existéncia de uma aresta entre elas.
Uma distribuicao de probabilidades conjunta codifica uma RB aciclica com arestas

dirigidas, ou seja,

p—1
P(V) =] PVil#v), (4.13)
i=0
sendo,
o V= (Vp,...,V,_1), um vetor de variaveis onde cada varidvel corresponde a um
gene;

e 7, , varidveis pais de V; na rede, ou seja, sao os vértices que contém arestas

apontando para V; denotando a dependéncia entre os genes;
e P(V;|m,,) é a probabilidade de V;, condicional aos valores de seus pais (7y,).

A partir de um conjunto de solugoes selecionadas, o algoritmo BOA gera uma
RB que representa as relagoes entre as variaveis. Desta forma, as probabilidades condi-
cionais podem ser calculadas e utilizadas para gerar novas solugoes candidatas que
tendem a ser melhores a cada iteracao do algoritmo. O calculo das probabilidades
condicionais é dado por uma tabela de probabilidades, a qual indica a frequéncia dos
valores encontrados para cada variavel na populacao selecionada considerando as varia-
veis pais. A caracterizacao de ser pai indica que esta variavel tem grande influéncia na
geracao de um certo conjunto de variaveis. Para exemplificar a construgao da tabela de
probabilidades, consideramos o exemplo inicialmente descrito em [15], e agora adaptado

ao problema de controle de SLSM.

Exemplo 4.3. Considere um SLSM com um ganho K € R*', sendo submetido a gera-
¢ao polinomial e convertido em varidvel bindria, configurando a nova representacdao por
K = [K, K], K; € {0,1}. Suponha que um conjunto de 4 individuos tenham sido sele-
cionados e que uma RB tenha sido construida, sendo Ky dependente de K. A fun¢ao
P(H) retorna a frequéncia de ocorréncias de um evento H, conforme apresentado por
(4.13).

A partir desses dados pode-se calcular as probabilidades de todos os possiveis
eventos envolvendo K1 e Ky com base nas 4 amostras da Tabela 4.1 e para criar os

indwiduos da prozima geracao, utiliza-se a Tabela 4.2.
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Tabela 4.1: Conjunto de 4 individuos selecionados

Individuo | K, | Ky
1 1 1
2 1 1
3 1 0
4 0 1

Tabela 4.2: Exemplo de uma tabela de probabilidades

P(K; = 0) 0,25

P(K, =1) 0,75
P(Ky;=0/K,=0)| 0
P(K,=1K, =0)| 1
P(Ky =0|K, =1) | 0,66...

Para gerar a RB utilizamos o algoritmo K2 (ou a métrica K2) sendo resumida-

mente descrito a seguir.

4.5.1 Algoritmo K?2

Sao necessarios dois componentes para o aprendizado da estrutura da RB: a
métrica de pontuacao que ¢ uma medida de qualidade com que a rede modela os
dados; e o procedimento de busca, que neste caso utilizamos um procedimento guloso
partindo de um grafo sem arestas e inicialmente sem pais, sendo que a cada iteracao
sao inseridas arestas e pais alterando a estrutura da rede.

A probabilidade de uma RB (Bg) dado um conjunto de dados (D), é chamada
de P(Bg,D), e é dada pela equagao (4.14),

P a4

P(Bs.D) = P(Bs) [[T] 11 (N'('T:L_T bl - T[N (4.14)
ig i T k=1

j=1i=1 j=1

onde,

e P(Bg): probabilidade da rede anterior (P(Bs) = 1 quando nao hé tal infor-

macao);

e p: numero de variaveis de Vj;
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e ¢;: numero de possiveis combinagoes encontrada na base de dados para os pos-

siveis valores dos pais de V;;
e r;: numero de possiveis valores associados a variavel V;

e N,ji: nimero de casos em D, onde cada variavel tem o valor ¢;, e 7; (conjunto

de pais de V;) ¢ instanciado como w;;,

NZ] - Z Nz]k (415)
k=1

O Algoritmo K2 utiliza um método de busca gulosa para maximizar P(Bg|D),
assim, a partir da equacao (4.15), é definida a fungao g dada pela equagao a seguir:
qi

g(i;) = H [ (ri — 1) H N ji! (4.16)

Nl] +7”1—1

A equacao (4.16) torna-se uma complicagao, pois o uso de fatoriais produz resul-

tados muito grandes. Portanto, devemos utilizar a forma logaritmica da expressao,

log(g(i,7;)) Z In(( — In((Nij + 7 = 1)) + > Nigy! (4.17)
k=1
O Algoritmo K2 é descrito no Apéndice B e um exemplo numérico referente a apli-
cacao do BOA ao SLSM ¢ apresentado no Capitulo 5. O Algoritmo 4.6 descreve o
procedimento do BOA.

Algoritmo 4.6 BOA

Passo 0: Inicie o processo com o ntimero de geracoes ngy = 0, e com o contador de geragoes
sem melhora do custo ¢ = 0. Determine a populagao inicial, Pop = {K*, tr=1,. SN},
de acordo com (4.11). Faca F = K3, tal que J(K3,) < J(Kp,), VL.

Passo 1: Selecione os individuos pelo Método da Torneio [22].Encontre uma RB utilizando
a métrica K2 e gere K’ pela RB . Atualize Pop = {K*, ¢ =1,...,n,} .

Passo 2: Determine o ganho F' = Kﬂ;g tal que J(K%g) < J(Kf;g), ve.
Passo 3: Se J(F) < J(F), entdo F = F e ¢ = 0. Caso contrério, ¢ = c+1. Fagan, = ngy+1.
Critério de parada: n, < c. Se o critério nao for satisfeito, retorne ao Passo 1.

Passo 4: Jp = J(F).




Capitulo

5

Resultados Computacionais

Na secao 5.1 deste capitulo apresentamos a validagao computacional da abor-
dagem de transicao de niveis de observagao, a qual chamamos de ATNO, através de
um exemplo da literatura, e nas demais secoes apresentamos os resultados obtidos pelos
métodos variacional (MV), AG, UMDA(U) e suas versoes adaptadas a ATNO (MVT,
AT e UT, respectivamente), considerando um conjunto de 1000 problemas criados pelo
gerador de SLSMs descrito no Capitulo 2. Para o BOA, fizemos uma analise parcial em
virtude das dificuldades surgidas durante seu desenvolvimento, as quais serao descritas
na secao 5.3. Realizamos testes de hipdteses para concluir a respeito do desempenho
dos métodos em relagdao ao nivel de subotimalidade e ao tempo de CPU. Além disso
categorizamos os problemas de acordo com a MS-estabilizabilidade e MS-detetabilidade
obtidos pelos intervalos determinados no Capitulo 2. A analise dos resultados obtidos

pelos métodos é baseada,

e no nivel de subotimalidade dos custos obtidos;

e no tempo de CPU despendido;

e na quantidade de problemas resolvidos pelos métodos de acordo com o critério

de parada;

e e na categorizacao dos problemas de acordo com as propriedades de MS-estabili-
zabilidade e MS-detetabilidade.

65
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5.1 Validacao da estratégia de ATNO

Para validar a ATNO utilizamos o AG descrito no Algoritmo 4.4 para calcular os
ganhos do controle referente a um SLSM conhecido da literatura apresentado em [34],
porém, poderiamos ter adotado qualquer método de otimizacao para a obtencao dos
ganhos. Pelo Exemplo 5.1, veremos o comportamento de || Xz(k)|| para um ganho F,
aolongode k =1,....T, e o comportamento do CMLP variando os niveis de observagao
¢, em particular para ¢ = 0,5, que corresponde ao cenario sem observacao do estado da

cadeia.

Exemplo 5.1. Considere o sistema (2.15) apresentado em [34]. Para facilitar a refe-

réncia apresentamos os seus parametros,

2 2 1 0 2 0
A1_|:3 1:|7A2_|:0’5 1:|7B1_|:1:|a82_|i0:|7

05 0 10 141
Gl_{o 0,4]’(;2_{0 0,81’01_[1 1}’

10 0,6 04 o
e R R

Dy =Dy =1¢en(0) = [ 0,514 0,486 } Consideramos o CMLP sem observac¢ao do
estado de Markov com ¢g=1/N = 1/2. Para a inicializagao do Algoritmo 4.1, calcu-
lamos a EARA pelo Algoritmo A.2, conforme apresentado no Apéndice A, resultando

nos sequintes ganhos,
FY =~ [-1,002 —1,000]; Fy=][0 0].

O Algoritmo 4.1 gera a sequéncia co = 1,c, =0,9,...,c4 =0,6,c5 =0,5. A Figura 5.1
mostra o comportamento de || Xpi(k)|| calculado pelo Lema 3.1, para os ganhos F' F*®
e F®, sugerindo que os ganhos sejam estabilizantes, ou seja, X € limitado. O custo
associado para cada t, Jpi i, calculado pelo Algoritmo 4.4, € mostrado na Figura 5.2.
Na Figura 5.3 é mostrado o custo Jpi . de cada ganho F' no cendrio de nao-observagao
de 0, com c = 0,5. Como podemos ver pela Figura 5.3, o algoritmo gera uma sequéncia

de ganhos com custos associados monotonicamente decrescente.
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Figura 5.3: CMLP no cendrio de nao-observacao para FY, ... F?®

Para efeito de comparacao, aplicamos o método variacional descrito pelo Algo-
ritmo 4.2, resultando no sequinte ganho e no CMLP associado a este ganho,

K~ [-1,121 —0,953] € Jxcos5 ~ 25,531
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O Algoritmo 4.4 gera uma solu¢ao similar

F? =~ [-1,110 —0,975], Fy =0 e Jpeos ~ 26,050.

5.2 Avaliacoes dos métodos

Apresentamos nesta secao as avaliacoes e comparacoes do desempenho dos méto-
dos de otimizagao aplicados ao problema de minimizar o CMLP de (2.22). Para o
desenvolvimento dos algoritmos variacional, AG simples e UMDA utilizamos o soft-
ware M ATLAB® na versao 7.6.0.324, sendo os testes computacionais realizados em
um computador com as seguintes configuragoes: processador Intel Core 2 Duo, 2.4GHz,
3GB, sistema operacional Windows®7 em uma plataforma de 64 bits. Para o BOA
utilizamos o mesmo computador descrito anteriormente, porém desenvolvemos o algo-
ritmo usando o software CodeBlocks na versao 10.05 no sistema operacional Ubuntu
10.10 baseado em Linux. Inicialmente planejamos implementar o BOA no software
MATLAB® para padronizar a andlise dos resultados referentes a todos os métodos
implementados, porém o BOA foi desenvolvido em parceria e para facilitar a comuni-

cacao foi estabelecido este sistema operacional.

Testamos um conjunto de 1000 problemas fornecidos pelo gerador de SLSMs con-
forme apresentado no Capitulo 2, considerando que todos os problemas sao observaveis
e controlaveis. A partir dos intervalos de MS-estabilizabilidade e MS-detetabilidade,
constatamos que em todos os problemas os SLSMs foram MS-detetaveis, além disso,
levamos em conta o intervalo de MS-estabilizabilidade para classificar os problemas em
duas categorias, os SLSMs bastante MS-estabilizdveis representando a categoria 1 e os
SLSMs pouco MS-estabilizdveis indicando a categoria 2. O valor do critério de parada
¢ para o método variacional (MV) foi considerado como sendo 1073. Para o MV com
a ATNO, ou seja, para o método variacional com transicao de niveis de observagao
(MVT), foi considerado ¢ = 1073 quando ¢ = 1/N e para os demais niveis de obser-
vacao adotou-se € = 1072, Para o AG e UMDA, além de suas versdes com transicao
dos niveis de observacao, AT e UT, respectivamente, consideramos o mesmo critério de
parada adotado pelos métodos MV e MVT, além do nimero de geracoes sem melhora
do CMLP, fixado em 50 geracoes. O critério de parada do BOA é semelhante ao critério

de parada dos outros métodos.

Nos casos em que ||X(k)|| > 10" para algum valor de k, os algoritmos sao
interrompidos. Determinamos o horizonte de tempo T para cada SLSM da seguinte
forma: seja X o segundo momento do sistema associado & sequéncia de ganhos K =

{Ki,...,Kx} obtida pela EARA e € um escalar suficientemente pequeno. Para cada
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k =0,1,..., determina-se o valor de )N((k:) até que, para k = k, a seguinte condicdo
seja satisfeita [| X (k) — X (k — 1)|| < & entdo considera-se T' = 2k.

Comparamos o método variacional, conforme apresentado na secao 4.2, com o0s
métodos implementados neste trabalho, apresentando uma avaliacao do desempenho
de cada um deles. Consideramos os problemas em que cada método foi executado e
atendeu os critérios de parada dentro de um nimero maximo de iteragoes, como pro-
blemas resolvidos por aquele método. O critério de parada nao garante que a solugao
alcancada é 6tima, e ao dizer que um método resolve um problema nao estamos afir-
mando que o controle obtido tenha custos préoximos do valor 6timo, por isso analisamos
a relagao entre custos obtidos pelos métodos comparados. O conjunto de problemas
testes foi dividido em duas categorias de acordo com o nivel de MS-estabilizabilidade,
sendo a Categoria 1 composta pelos SLSMs considerados bastante MS-estabilizaveis e
a Categoria 2 pelos sistemas considerados pouco MS-estabilizdveis. A categorizagao

dos SLSMs testados nas categorias 1 e 2, se d4 da seguinte forma.

Para cada SLSM ®,, a = 1,...,10 gerado, tem-se que para o = 1 o sistema é
bastante MS-estabilizavel e para a = 10 o sistema é pouco MS-estabilizdvel de acordo
a geracao dos sistemas como apresentado no Capitulo 2. Dessa forma, os SLSMs &,
pertencem a categoria 1 e os SLSMs ®,, pertencem a categoria 2. Para atribuir os
demais valores de o a uma das categorias, utilizamos a quantidade de problemas que
o MV e o MVT resolveram atendendo ao critério de parada dentro de um nimero
maximo de iteragoes, o qual foi estabelecido para ambos os métodos o limite de 500
iteragoes. Para os métodos AG, AT, U e UT, os 1000 problemas foram resolvidos
atingindo o critério de parada, por esse motivo nos baseamos apenas nos métodos MV
e MVT para categorizar as categorias dos problemas. A categoria 1 é determinada
pelos SLSMs em que os métodos resolveram (simultaneamente) atingindo o critério de
parada em mais de 70% do total de problemas obtidos, desta forma constatamos que
para « € [1,7] estao os problemas da categoria 1 e para o € [8,10] estao os problemas
da categoria 2 que representam os problemas que nao foram resolvidos atingindo o
critério de parada. Na Tabela 5.1 sao identificadas as categorias 1 e 2 e os problemas

resolvidos pelo método guia MV.

Denotamos por Jyv,Jag € Jy o CMLP do MV (vide Passo 2 do Algoritmo
4.2), AG (vide Passo 4 do Algoritmo 4.4) e UMDA (vide Passo 4 do Algoritmo 4.5),
respectivamente. Para os algoritmos que utilizaram a ATNO consideramos os CMLP
Juvr, Jar e Jur do método variacional (vide Passo 3 do Algoritmo 4.3), AG e UMDA
(vide Lema 3.2) respectivamente. A seguir sao feitas as avaliacoes dos métodos com

base nos 1000 problemas gerados de acordo com as categorias definidas para o nivel de
MS-estabilizabilidade.
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Tabela 5.1: Caracterizacao das categorias de SLSMs

Categoria Problemas resolvidos pelo MV
100
98
96
92
78
69
68
57
47
30

Total 735

S| ©] oo| | o] o x| wof bo| = 9

5.2.1 Variacional versus Variacional com transicao

Nesta secao ¢ feita a comparagao do MV com o MVT. Analisando os dados obtidos
pelo MV temos que para 846 problemas o Algoritmo 4.2 foi executado e atendeu o
critério de parada estabelecido dentro de um nimero méaximo de iteragoes (fixado em
500). Para os dados obtidos pelo MVT temos que em 735 problemas foi atendido o

critério de parada estabelecido.

Categoria 1

Na Figura 5.4(a) é apresentado o comportamento do custo do MV em relagao ao
custo do MVT, e na Figura 5.4(b) o comportamento do tempo de CPU do MV, Ty
em relacao ao do MVT, Ty, 7. Note que a partir desses graficos nao podemos afirmar
qual dos métodos teve o melhor desempenho. Assim, utilizaremos o teste de hipdtese
[27] para formular uma suposicao sobre a média da razao dos custos e uma média
sobre a dos tempos de CPU a respeito dos 601 SLSMs, que corresponde a quantidade
de problemas da categoria 1. Essa quantidade de problemas representa o nimero de
SLSMs resolvidos por ambos os métodos, restando 134 SLSMs para a categoria 2,

totalizando os 735 problemas.

Teste de Hipdtese 5.1. Deseja-se testar se a média i, razao entre custo em escala
logaritmica do MV e do MV'T, é igual a 1, contra a alternativa de ser maior que 1.
Inferimos através das amostras (custos obtidos) que o desvio padrao do custo é dado

por o &~ 2,0469. As duas hipoteses sobre a média da amostra saio denotadas por H
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(a) Custo do MV versus o do MVT. (b) Tempo do MV versus o do MVT.

Figura 5.4: Categoria 1: MV versus MVT

(Hipotese Nula) e H, (Hipdtese Alternativa), respectivamente. Assim,
Hy:p=1 (Juv < Juvr) Hy:p>1 (Juv > Juvr).

O erro ao rejeitar a hipotese Hy quando, na realidade, Hy € verdadeira é dado por

a = Plrejeitar Hy|Hy verdadeira) = P[X > x.Hy) = P {Z L T~ M] 7
sendo que Z = % com Z ~ N(0,1) e S = Z=. Aprozimamos a distribui¢io de Z por

uma normal, considerando que a quantidade de amostras € grande. Logo, considerando
r. = 1,1, temos

0,01
0,0835

a=D"P [Z > } ~ P[Z > 0,1198] ~ 0,1155.

O wvalor obtido para a média foir i1 = 1,1405, de forma que i > x., o que implica em
rejeitar a Hipotese Nula e concluir que o MV'T obteve custos menores que o MV.

Teste de Hipdtese 5.2. Deseja-se testar se a média ji, razao entre tempo de CPU
do MV e o tempo do MVT, € igual a 0,1, contra a alternativa de ser maior que 0,1.
Inferimos através das amostras (tempos obtidos) que o desvio padrao do tempo é dado
por o ~ 0,2570. As duas hipoteses sobre a média da amostra sao denotadas por Hy e

H,, respectivamente. Assim,
Hy : n= 0,1 (TMVT =10 TMV) H,: n > 0,1 (TMVT > 10 TMV)
O erro ao rejeitar a hipotese Hy quando, na realidade, Hy € verdadeira é dado por

a = Plrejeitar Ho|Hy wverdadeira) = P [Z > 0,9524] ~ 0,1701.

sendo que Z = X—;’z com Z ~ (0,1) e S = \/gﬁ (estamos aproximando a distribui¢ao

de Z por wma normal pois o nimero de amostras € grande) e considerando o valor
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critico x. iqual a 0,11. O walor obtido para a média foi i1 = 0,0509, de forma que
it < x. implica em aceitar a Hipotese Nula e concluir que o tempo de CPU do MV'T é
aprorimadamente 10 vezes o tempo de CPU do MV.

Categoria 2

Na Figura 5.5(a) é apresentado o comportamento do custo do MV em relagao ao
custo do MVT, e na Figura 5.5(b) é apresentado o comportamento do tempo de CPU
do MV, Ty, em relagao ao tempo de CPU do MV'T, Tyyr. A seguir apresentamos o
teste de hipotese para averiguar qual o método obteve o melhor desempenho referente

a categoria 2, considerando 134 SLSMs.

~
' S
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(a) Custo do MV versus o do MVT. (b) Tempo do MV versus o do MVT.

Figura 5.5: Categoria 2: MV versus MVT

Teste de Hipotese 5.3. De forma andloga ao Teste de Hipotese 5.1, obtemos o
desvio padrao do custo, que € dado por o =~ 0,6204. As duas hipdteses sobre a média

da amostra sao denotadas por Hy e H,,

Hy:p=1 (Juv < Juvr) Hy:p>1 (Juv > Juvr).

Considerando o valor critico x. = 1,07, temos que o erro de rejeitar a hipotese Hy €

dado por,
a =~ 0,0957

O wvalor obtido para a média foi i = 1,1646, de forma que p > x. implica em rejeitar

a Hipotese Nula e concluir que o MV'T obteve custos menores que o MV.

Teste de Hipodtese 5.4. Novamente testamos se a média i, razdo entre tempo de

CPU do MV e o tempo do MV'T, € igual a 0,1, contra a alternativa de ser maior que
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0,1. O desvio padrao do tempo € dado por o ~ 0,5939. As duas hipdteses sobre a média

da amostra sao denotadas por Hy e H,,
Hy: =01 (Tyyr =10 Thyy) H, > 01 (Tyyr > 10 Tapy).
O erro ao rejeitar a hipotese Hy € dado por,
a = Plrejeitar Ho|Hy verdadeira) = P [Z > 0,9524] ~ 0,0594

Consideramos o valor critico x. = 0,18, e obtemos o valor para a média i = 0,1162, de
forma que i < x., o que implica em aceitar a Hipotese Nula. Desta forma concluimos
que o tempo de CPU do MV'T é aprozimadamente 10 vezes o tempo de CPU do MYV.

Conclusao de Variacional versus Variacional com transicao

Dentre os 1000 SLSMs gerados, o MV foi capaz de resolver, de acordo com o
critério de parada estabelecido, 846 SLSMs, enquanto o MVT resolveu 735 SLSMs,
desta forma, para que a avaliacao dos métodos fosse coerente, foram avaliados os pro-
blemas em que ambos os métodos conseguiram resolver o problema. Dos 735 SLSMs uti-
lizados pelos métodos, 601 foram considerandos “bastante” MS-estabilizaveis, ou seja,
pertencentes a categoria 1, enquanto 134 foram considerados “pouco” MS-estabilizaveis,
compondo os problemas da categoria 2.

Pelo teste de hipdtese, tanto para a categoria 1 quanto para a categoria 2, o MVT
teve melhor desempenho do que o MV em relagao ao valor do CMLP, ou seja, o MVT
foi capaz de obter melhores solucoes do que o MV. Porém, o custo computacional do
MVT, baseado no tempo de CPU, é cerca de 10 vezes o tempo do MV para ambas as
categorias.

Priorizando a qualidade da solugao em detrimento do tempo de execucao do
método, concluimos que o MVT representa um melhor método quando comparado

com o MV, indicando que a ATNO favoreceu a obtencao e melhores controles.

5.2.2 Variacional versus AG

Nesta secao é feita a comparacao do MV com o método AG. Para essa comparacao
foram considerados 661 SLSMs para a categoria 1, pois é a quantidade de problemas
resolvidos pelo MV, visto que o AG resolveu todos os 700 problemas. Para a categoria
2 foram considerados 185 SLSMs, e junto com os problemas da categoria 1 totalizam

846 problemas.
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Categoria 1

Na Figura 5.6(a) é apresentado o comportamento do custo do MV em relagao ao
custo do AG, e na Figura 5.6(b) o comportamento do tempo de CPU do MV, Ty em

relacao ao do AG, Tug.

% JAG 5
Taq

(a) Custo do MV versus o do AG. (b) Tempo do MV versus o do AG.

Figura 5.6: Categoria 1: MV versus AG

Teste de Hipé6tese 5.5. O desvio padrao do custo é dado por o =~ 2,3899. As hipdteses

sobre a média da amostra sao denotadas por,
Hy:p=1 (JMVSJAg) H,:p>1 (JMv>JAg).

Considerando o valor critico x. = 1,01, temos

0,01
0,0930

a=P [Z > } ~ P[Z > 0,1075] ~ 0,1410.

O walor obtido para a média foi i = 0,6058, de forma que i < . implica em aceitar a
Hipotese Nula e concluir que o MV obteve custos melhores ou semelhantes ao AG.

Teste de Hipdtese 5.6. O desvio padrao do tempo € dado por o =~ 56,5233. As duas

hipoteses sobre a média da amostra sao denotadas,
HO:/]:5(TAG:5TMV) Ha2ﬂ>5(TAg>5TM\/>.

Considerando x. = 8,5, o erro ao rejeitar a hipotese Hy quando, na realidade, Hy €

verdadeira € dado por
a =~ 0,0557.

O wvalor obtido para a média foi i = 9,0088, de forma que p > x. implica em rejeitar
a Hipotese Nula e concluir que o tempo de CPU do AG € mais de 5 vezes o tempo de
CPU do MV.
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Categoria 2

Na Figura 5.5(a) é apresentado o comportamento do custo do MV em relacao
ao do AG, e na Figura 5.5(b) é apresentado o comportamento do tempo de CPU do
MV, Tyyv, em relacgo ao do AG, Tyg. A seguir apresentamos o teste de hipotese
para averiguar qual o método obteve o melhor desempenho referente a categoria 2,
considerando 185 SLSMs.

Jac

(a) Custo do MV versus o do AG. (b) Tempo do MV versus o do AG.

Figura 5.7: Categoria 2: MV versus AG

Teste de Hipdtese 5.7. De forma andloga ao Teste de Hipotese 5.5, obtemos o
desvio padrao do custo, que é dado por o ~ 0,4313. As duas hipdteses sobre a média

da amostra sao denotadas por Hy e H,,

Hy:p=1 (JM\/SJAg) H,:p>1 (JMv>JAg).
Considerando o valor critico x. = 1,01, temos que o erro de rejeitar a hipotese Hy €

dado por,

0,01
0,0317

a=P {Z > } ~ 0,0008.
O walor obtido para a média foi i = 0,7488, de forma que i < . implica em aceitar a

Hipotese Nula e concluir que o MV obteve custos semelhantes ou melhores que o AG.

Teste de Hipdotese 5.8. Testamos se a média i, razao entre tempo de CPU do MV e
o tempo do AG, ¢ igual a 5, contra a alternativa de ser maior que 5. O desvio padrao
do tempo € dado por o ~ 39,9689. As duas hipdteses sobre a média da amostra sao

denotadas por Hy e H,,

HO:ﬂ:5<TAG:5TMV) Halﬂ>5(TAg>5TMv>.
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O erro ao rejeitar a hipotese Hy € dado por
a~ 0,1168.

Consideramos o wvalor critico x. igual a 8,5, e obtemos o valor para a média i =
9,0455, de forma que i1 > x., o que implica em rejeitar a Hipotese Nula. Desta forma
concluimos que o tempo de CPU do AG € mais de 5 vezes o tempo de CPU do MYV.

Conclusao de Variacional versus AG

Dentre os 1000 SLSMs gerados, o MV foi capaz de resolver, de acordo com o
critério de parada estabelecido, 846 SLSMs, enquanto o AG resolveu 1000 SLSMs,
desta forma, foram avaliados 846 SLSMs, sendo 661 pertencentes a categoria 1, e 185
pertencentes a categoria 2.

Para a categoria 1 e categoria 2, em termos de qualidade de solucao, concluimos
que o MV é equivalente ou melhor que o AG. Em termos de custo computacional, o

AG despende mais de 5 vezes o tempo do MV.

5.2.3 Variacional versus AG com transicao

Nesta secao é feita a comparacao do MV com o AG adaptado a ATNO (AT). O

numero de SLSMs considerado é de 661 para a categoria 1 e 185 categoria 2.

Categoria 1

Jar
Jar

(a) Custo do MV versus o do AT. (b) Tempo do MV versus o do AT.

Figura 5.8: Categoria 1: MV versus AT

Teste de Hipotese 5.9. O desvio padrao do custo é dado por o ~ 189,8955. As

hipoteses sobre a média da amostra sao denotadas,

H02ﬂ=1 (JMVSJAT) HGZ[L>1 (JMV><]AT)-
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Considerando o valor critico x. = 12, temos
a =~ 0,0682.

O walor obtido para a média foi p = —0,4075, com de forma que i < x. implica em
aceitar a Hipotese Nula e concluir que o MV obteve custos semelhantes ou menores
que o AT.

Teste de Hipotese 5.10. O desvio padrao do tempo € dado por o ~ 0,1914. As duas

hipoteses sobre a média da amostra sao denotadas,
Hy: i =0,01 (Tar = 100 Thpy) H, > 0,01 (Tar > 100 Topy).
O erro ao rejeitar a hipotese Hy quando, na realidade, Hy € verdadeira é dado por
a ~ 0,0036.

O valor obtido para a média foi i = 0,0298 com x. = 0,03, de forma que i < x. 1mplica
em aceitar a Hipotese Nula e concluir que o tempo de CPU do AT € aprozimadamente
100 vezes o tempo de CPU do MYV.

Categoria 2

Jar
Tar

Tay
(a) Custo do MV versus o do AT. (b) Tempo do MV versus o do AT.

Figura 5.9: Categoria 2: MV versus AT

Teste de Hipotese 5.11. De forma andloga ao Teste de Hipdtese 5.9, obtemos o
desvio padrao do custo, que € dado por o =~ 102,5625. As duas hipdteses sobre a média

da amostra sao denotadas por Hy e H,,

H(]Iﬂ:l (JMVSJAT) Ha1ﬂ>1 (JMV>JAT)-
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Considerando o wvalor critico x. = 20, temos que o erro de rejeitar a hipotese Hy é

dado por,
a =~ 0,0058.

O wvalor obtido para a média foi i = 33,2223, de forma que i1 > x. implica em rejeitar

a Hipotese Nula e concluir que AT obteve um desempenho melhor do que o MV.

Teste de Hipdtese 5.12. Novamente testamos se a média ji, razao entre tempo de
CPU do MV e o tempo do AT, ¢ igual a 0,01, contra a alternativa de ser maior que
0,01. O desvio padrao do tempo é dado por o ~ 0,0892. As duas hipdteses sobre a

média da amostra sio denotadas por Hy e H,, respectivamente. Assim,
Hy: i =0,01 (Tar = 100 Thpy) H,: > 0,01 (Tar > 100 Ty ).
O erro ao rejeitar a hipotese Hy € dado por
a ~ 0,0011.

Consideramos o valor critico x. = 0,03, e obtemos o valor para a média j1 = 0,0197, de
forma que i < x., o que implica em aceitar a Hipotese Nula. Desta forma concluimos
que o tempo de CPU do AT € aproximadamente 100 vezes o tempo de CPU do MV.

Conclusao de Variacional versus AG com transicao

Dentre os 1000 SLSMs gerados, o MV foi capaz de resolver, de acordo com o
critério de parada estabelecido, 846 SLSMs, enquanto o AT resolveu 1000 SLSMs,
desta forma, foram avaliados 846 SLSMs, sendo 661 pertencentes a categoria 1, e 185
pertencentes a categoria 2.

Para a categoria 1, em termos de qualidade de solucao, o teste de hipotese leva
a conclusao de que o MV seria um método melhor ou equivalente ao AT e para a
categoria 2, o AT teria um melhor desempenho. O tempo de CPU gasto pelo AT, para
ambas as categorias, foi de aproximadamente 100 vezes o tempo do MV.

O teste de hipotese para essa comparacao nos leva a um alto grau de incerteza,
recomendando a nivel de qualidade de solugao, o AT para problemas “pouco” MS-

estabilizantes e recomendando o MV para o problemas “bastante” MS-estabilizantes.

5.2.4 Variacional versus UMDA

Nesta secao é feita a comparagao do MV com o UMDA. O nimero de problemas

considerados para a categoria 1 é de 661 e para a categoria 2, 185 SLSMs.
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Categoria 1

: TU 5

Tay
(a) Custo do MV versus o do UMDA. (b) Tempo do MV versus o do UMDA.

Figura 5.10: Categoria 1: MV versus UMDA
Teste de Hipdtese 5.13. O desvio padrao do custo € dado por o ~ 1,9826. As duas
hipdteses sobre a média da amostra sao denotadas por,
Hy:pn=1 (JMVSJU) H,:p>1 (JMV>JU)-

Considerando o valor critico x. = 1,1, o erro ao rejeitar a hipotese Hy quando, na

realidade, Hy € verdadeira € dado por
a =~ 0,0973.

O wvalor obtido para a média foi p = 1,1288, de forma que i > x. implica em rejeitar

a Hipotese Nula e concluir que o UMDA obteve custos menores que o MV.

Teste de Hipé6tese 5.14. O desvio padrao do tempo € dado por o ~ 0,7903. As duas

hipoteses sobre a média da amostra sao denotadas por,
Ho:p=0,1 (Ty =10 Tyv) Hy:p> 01 (Ty > 10 Tyy).
O erro ao rejeitar a hipotese Hy quando, na realidade, Hy é verdadeira é dado por
a~ 0,0571.
O valor obtido para a média foi i = 0,1293, com x. = 0,2, de forma que i < x. implica

em aceitar a Hipotese Nula e concluir que o tempo gasto pelo UMDA corresponde a

cerca de 10 vezes o tempo do MV.
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(a) Custo do MV versus o do UMDA. (b) Tempo do MV versus o do UMDA.

Figura 5.11: Categoria 2: MV versus UMDA

Categoria 2

Teste de Hipotese 5.15. O desvio padrao do custo, que é dado pr por o =~ 0,5768. As

duas hipoteses sobre a média da amostra sao denotadas por Hy e H,, respectivamente,
Hoiﬂzl (JMvéJU) Haiﬂ>1 (JMV>JU)-

Considerando o valor critico x, = 1,1, temos que o erro de rejeitar a hipotese Hy é

dado por,
a =~ 0,0091.

O wvalor obtido para a média foi p = 1,1223, de forma que i > x. implica em rejeitar

a Hipdtese Nula e concluir que o UMDA obteve custos menores que o MV.

Teste de Hipotese 5.16. O desvio padrao do tempo é dado por o =~ 0,5620. As duas

hipoteses sobre a média da amostra sio denotadas por,
Hy: n= 0,1 (TU =10 TMV) H,: n > 0,1 (TU > 10 TMV)

Considerando o ponto critico como x. = 0,2, o erro ao rejeitar a hipotese Hy € dado

por
a ~ 0,0077.

O wvalor para a média i = 0,1373, de forma que i1 < x., o que implica em aceitar a
Hipotese Nula. Desta forma concluimos que o tempo de CPU do UMDA € cerca de 10
vezes o tempo de CPU do MYV.
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Conclusao de Variacional versus UMDA

Dentre os 1000 SLSMs gerados, o MV foi capaz de resolver, de acordo com o
critério de parada estabelecido, 846 SLSMs, enquanto o U resolveu 1000 SLSMs, desta
forma, foram avaliados 846 SLSMs, sendo 661 pertencentes a categoria 1, e 185 per-
tencentes a categoria 2.

Para ambas as categorias, em termos de qualidade de solucao, o UMDA obteve
um melhor desempenho do que o MV, porém, o tempo computacional despendido pelo
UMDA é cerca de 10 vezes o tempo do MV.

O método UMDA foi capaz de obter melhores solucoes em categorias “bastante”
e “pouco” MS-estabilizantes quando comparado ao MV. Isso indica que as caracteristi-
cas de estimacao de distribuicao e independéncia das variaveis podem ser fatores que

contribuem na resolucao de SLSMs parcialmente observados.

5.2.5 Variacional versus UMDA com transicao

Nesta secao ¢é feita a comparagao do MV com o UMDA adaptado & ATNO (UT).
Foram resolvidos simultaneamente pelos dois métodos 661 SLSMs para a categoria 1 e
185 SLSMs para a categoria 2.

Categoria 1

Jur
5 TUT 5

P
.+

Juv
(a) Custo do MV versus o do UT. (b) Tempo do MV versus o do UT.

Figura 5.12: Categoria 1: MV versus UT

Teste de Hipétese 5.17. O desvio padrao do custo é dado por o ~ 81,6769. As duas

hipoteses sobre a média da amostra sao denotadas por,

Hgiﬂ:l (JMVSJUT) Ha1ﬂ>1 (JMV><]UT)-
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Considerando o wvalor critico x. = 9, o erro ao rejeitar a hipotese Hy quando, na

realidade, Hy ¢ verdadeira é dado por
a =~ 0,0058.

O wvalor obtido para a média foi p = 9,5159, de forma que i > x. implica em rejeitar

a Hipotese Nula e concluir que o UT obteve melhores resultados do que o MYV.

Teste de Hipotese 5.18. O desvio padrao do tempo € dado por o =~ 0,0983. As duas

hipoteses sobre a média da amostra sio denotadas por,
H() h= 0,02 (TUT = 200 TMV) Ha > 0,02 (TUT > 200 TMV)

Considerando x. = 0,03, o erro ao rejeitar a hipotese Hy quando, na realidade, Hy €

verdadeira ¢ dado por
a =~ 0,0044.

O wvalor obtido para a média foi i1 = 0,0157, de forma que i < x. tmplica em aceitar a
Hipotese Nula e concluir que o tempo de CPU do UT ¢é aproximadamente 200 vezes o
tempo de CPU do MV.

Categoria 2
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(a) Custo do MV versus o do UT. (b) Tempo do MV versus o do UT.

Figura 5.13: Categoria 2: MV versus UT

Teste de Hipodtese 5.19. O desvio padrao do custo € dado por o ~ 198,8516. As

duas hipdteses sobre a média da amostra sao denotadas por,

Hy:p=1 (JMVSJUT) Hy:p>1 (JMV>JUT)-
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Considerando o wvalor critico x. = 1,1, o erro ao rejeitar a hipotese Hy quando, na

realidade, Hy ¢ verdadeira é dado por
a = 0,0503.

O wvalor obtido para a média for p = 42,1293, de forma que ji > x. implica em rejeitar

a Hipotese Nula e concluir que o UT obteve melhores resultados do que o MV.

Teste de Hipé6tese 5.20. O desvio padrao do tempo € dado por o =~ 0,0585. As duas

hipoteses sobre a média da amostra sao denotadas por,
Hy : n= 0,02 (TUT =200 TMV) H, : n > 0,02 (TUT > 200 TMV)

Considerando x. = 0,03, o erro ao rejeitar a hipotese Hy quando, na realidade, Hy €

verdadeira € dado por
a =~ 0,0099.

O wvalor obtido para a média foi i = 0,0122, de forma que i < . implica em aceitar a
Hipotese Nula e concluir que o tempo de CPU do UT ¢é aprozimadamente 200 vezes o

tempo de CPU do MV.

Conclusao de Variacional versus UMDA com transicao

Dentre os 1000 SLSMs gerados, o MV foi capaz de resolver, de acordo com o
critério de parada estabelecido, 846 SLSMs, enquanto o UT resolveu 1000 SLSMs,
desta forma, foram avaliados 846 SLSMs, sendo 661 pertencentes a categoria 1, e 185
pertencentes a categoria 2.

Para ambas as categoria o UT obteve melhores resultados do que o MV em termos
da qualidade de solucao. Para as categorias 1 e 2, o tempo despendido pelo UT foi
cerca de 200 vezes o tempo do MV.

Concluimos que o UT tem um bom desempenho para problemas independente do

nivel de estabilidade, porém, seu custo computacional é bastante elevado.

5.2.6 UMDA versus AG

Nesta secao é feita a comparacao do UMDA com o AG. O ntimero de problemas
considerados para a categoria 1 é de 700 SLSMs, pois os métodos heuristicos foram
capazes de resolver todos os problemas atingindo o critério de parada estabelecido.

Para a categoria 2 foram considerados todos os 300 SLSMs.
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Jac
Tac

(a) Custo do UMDA versus o do AG. (b) Tempo do UMDA versus o do AG.

Figura 5.14: Categoria 1: UMDA versus AG

Categoria 1

Teste de Hipotese 5.21. O desvio padrao do custo é dado por o ~ 2,3250. As duas

hipoteses sobre a média da amostra sao denotadas por,
Hy:p=1 (JUSJAg) H,:p>1 (JU>JAG)-

Considerando o valor critico x. = 1,01, o erro ao rejeitar a hipotese Hy quando, na

realidade, Hy € verdadeira € dado por
a =~ 0,4547.

O wvalor obtido para a média foi i = 0,6194, de forma que i < x. implica em aceitar a
Hipdtese Nula e concluir que o AG obteve custos maiores do que os custos obtidos pelo

UMDA.

Teste de Hipdtese 5.22. O desvio padrao do tempo € dado por o ~ 30,7450. As

duas hipdteses sobre a média da amostra sao denotadas por,
Hy: =60 (TUZGO TAG) H,: x> 60 (TU>60 TAg).

Considerando x. = 62, o erro ao rejeitar a hipotese Hy quando, na realidade, Hy €

verdadeira € dado por
a =~ 0,0042.

O valor obtido para a média foi i1 = 61,0150, de forma que i1 < x. implica em aceitar a
Hipdtese Nula e concluir que o tempo de CPU do UMDA € aproximadamente 60 vezes
o tempo de CPU do AG.
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(a) Custo do UMDA versus o do AG. (b) Tempo do UMDA versus o do AG.

Figura 5.15: Categoria 2: UMDA versus AG

Categoria 2

Teste de Hipotese 5.23. O desvio padrao do custo € dado por o ~ 0,2901. As duas

hipoteses sobre a média da amostra sao denotadas por,
Hy:p=1 (JUSJAg) H,:p>1 (JU>JAg).

Considerando o valor critico x. = 1,01, o erro ao rejeitar a hipotese Hy quando, na

realidade, Hy € verdadeira € dado por
a ~ 0,2752.

O wvalor obtido para a média foi i = 0,6656, de forma que i < x. implica em aceitar
a Hipotese Nula e concluir que o desempenho do UMDA € superior ao desempenho do

AG.

Teste de Hipdtese 5.24. O desvio padrao do tempo € dado por o ~ 30,6132. As

duas hipdteses sobre a média da amostra sao denotadas por,
Hy: 1= 60 (TUZGO TAG) H,: x> 60 (TU>6O TAg).

Considerando x. = 62, o erro ao rejeitar a hipotese Hy quando, na realidade, Hy €

verdadeira € dado por
a ~ 0,1298.

O valor obtido para a média foi i1 = 61,7227, de forma que ji < x. implica em aceitar a
Hipdtese Nula e concluir que o tempo de CPU do UMDA € aproximadamente 60 vezes
o tempo de CPU do AG.
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Conclusao de UMDA versus AG

Dentre os 1000 SLSMs gerados, os métodos evolutivos implementados resolveram
todos, sendo 700 SLSMs pertencentes a categoria 1 e 300 SLSMs pertencentes a cate-
goria 2.

Para ambas as categorias, o AG mostrou-se ter um desempenho pior do que o
UMDA, levando em consideracao a qualidade da solucao, sendo o custo computacional
do UMDA foi cerca de 60 vezes o custo computacional do AG.

Concluimos que o UMDA obtém melhores resultados do que o AG, porém com

um custo computacional cerca de 60 vezes o custo computacional do AG.

5.2.7 UMDA com transicao versus AG com transicao

Nesta segao ¢ feita a comparacao do método UMDA com o método AG, ambos
adaptados a ATNO. Novamente consideramos 700 SLSMs para a categoria 1 e 300
SLSMs para a categoria 2, pois os métodos heuristicos conseguiram resolver todos os

problemas atingindo o critério de parada.

Categoria 1

Jar

Jor " Tyr
(a) Custo do UT versus o do AT. (b) Tempo do UT versus o do AT.

Figura 5.16: Categoria 1: UT versus AT
Teste de Hipotese 5.25. O desvio padrao do custo é dado por o ~ 0,8020. As duas
hipdteses sobre a média da amostra sao denotadas por,
Hoiﬂ:1 (JUTSJAT) Ha1ﬂ>1 (JUT><]AT)~

Considerando o valor critico x. = 1,01, o erro ao rejeitar a hipdtese Hy quando, na

realidade, Hy € verdadeira € dado por

a =~ 0,3707.
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O walor obtido para a média foi i = 0,8221, de forma que i < . implica em aceitar a

Hipdtese Nula e concluir que o desempenho do UT foi superior ao desempenho do AT.

Teste de Hipdtese 5.26. O desvio padrdo do tempo é dado por o ~ 3,7763. As duas

hipoteses sobre a média da amostra sao denotadas por,
Hy: n= 0,1 (TUT =10 TAT) H, : n > 0,1 (TUT > 10 TAT)-

Considerando x. = 1,5, o erro ao rejeitar a hipotese Hy quando, na realidade, Hy €

verdadeira é dado por
a =~ 0,0230.

O wvalor obtido para a média foi p = 2,0893, de forma que i > x. implica em rejeitar
a Hipotese Nula e concluir que o tempo de CPU do UT € mais de 10 vezes o tempo de
CPU do AT.

Categoria 2

. Jar .

Tyr
(a) Custo do UT versus o do AT. (b) Tempo do UT versus o do AT.

Figura 5.17: Categoria 2: UT versus AT
Teste de Hipdtese 5.27. O desvio padrao do custo € dado por o =~ 0,3895. As duas
hipdteses sobre a média da amostra sao denotadas por,
H()Zﬂzl (JUTSJAT) Halﬂ>1 (JUT><]AT)~

Considerando o wvalor critico x. = 1,01, o erro ao rejeitar a hipotese Hy quando, na

realidade, Hy € verdadeira é dado por
a =~ 0,3282.

O walor obtido para a média foi i = 0,6486, de forma que i < . implica em aceitar a

Hipotese Nula e concluir que o desempenho do UT foi superior ao desempenho do AT.
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Teste de Hipotese 5.28. O desvio padrao do tempo € dado por o =~ 3,7942. As duas

hipoteses sobre a média da amostra sao denotadas por,
Ho:ﬂzl (TUT:10 TAT) Halﬂ>1 (TUT>10 TAT)-

Considerando x. = 1,5, o erro ao rejeitar a hipotese Hy quando, na realidade, Hy €

verdadeira ¢ dado por
a ~ 0,0011.

O wvalor obtido para a média foi p = 2,0863, de forma que i < x. implica em rejeitar
a Hipotese Nula e concluir que o tempo de CPU do UT € mais de 10 vezes o tempo de

CPU do AT.

Conclusao de UMDA com transicao versus AG com transicao

Dentre os 1000 SLSMs gerados, os métodos evolutivos implementados resolveram
todos, sendo 700 SLSMs pertencentes a categoria 1 e 300 SLSMs pertencentes a cate-
goria 2.

Para ambas as categorias, o UT teve um desempenho melhor do que o AT, con-
siderando a qualidade das solucoes, e o tempo despendido pelo UT foi mais de 10 vezes
o tempo de AT.

Concluimos que a ATNO se adequou melhor ao método UMDA do que ao método
AG, quando levamos em consideracao a qualidade da solucao. Porém, o custo com-

putacional do UT foi mais de 10 vezes o custo do AT.

5.2.8 Conclusao da analise dos testes computacionais

A seguir apresentamos um resumo da andlise computacional em termos da qua-
lidade da solucao obtida usando a transi¢ao de niveis de observacao.

A estratégia de transicao de niveis de observacao associada ao MV teve um bom
desempenho para problemas “bastante” MS-estabilizaveis ou “pouco” MS-estabilizaveis.
O AT foi pior do que o MV para problemas “bastante” MS-estabilizaveis, e melhor do
que o MV para problemas “pouco” MS-estabilizaveis. A aplicacao da estratégia no
UMDA teve um resultado positivo, pois independentemente da categoria do problema,
o método foi capaz de obter melhores solugoes. O UMDA com a ATNO apresentou um
bom resultado independentemente da categoria do problema. Pela analise dos testes
de hipdteses, concluimos que o UMDA foi superior ao AG, com ou sem a transicao de

niveis de observacao.
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5.3 Resultados do BOA

O algoritmo BOA foi testado com varios SLSMs, porém, devido uma limitacao
do espaco de busca do método implementado, os resultados nao foram satisfatorios em
comparacao aos demais algoritmos, atingindo custos demasiadamente altos.

Fizemos uma analise de 3 SLSMs em que a solu¢ao subdtima (determinada
pelo MV) estd dentro do intervalo de busca do algoritmo, e avaliamos o SLSMs para
diferentes tamanhos de populacao. Diferentemente dos demais métodos implementa-
dos nesse trabalho, utilizamos uma representacao binaria. Consideramos os seguintes

SLSMs: Problema 1, Problema 2 e Problema 3, como apresentados a seguir.

Problema 1
A [ —09384 01772 ] [ 00211 03409 o [ ~1,0701
YT —0,7456 —0,2115 |77 T | —0,0216 0,1928 | 7' T | —1,4466 |’

[ 0,3103

—0,0973 [ —0,9819 [ 0,1949 0,1676
Bz = | 0,2599 ] G = [ —2,2688 ] G = [ ] G = { } ’

1,5831 0,1676 0,1441

= 0,0493  —0,0274 ] .D; = 0,5154,Dy = 0,6575,P = {

| —0,0274  0,0152 0,3358 0,6642

0,4178 0,5822 }

m(0) = [ 0,9627 0,0373 | ,zo = { :8’58% ] T = 100.

Problema 2
4 = [ —0,6778 —0,0091 A, | 03118 —0,0353 ] [ —0.4492
YTl 00252 —0,9088 | P | —4,5707 —0,2122 |7 | 1,0410 |

_[o1284] o [-026467 . [ 00853 ] ., _[ 62815 —0,0674
| 1,6239 | T [ —1,3534 |7 | —14612 | T | —0,0674  0,0007 |’

[ 81,6921 —0,6311 B - )
©2=1 06311 0,004 } Dy = 0,8877,Dy = 0,0646,P = [

0,4877 0,5123
0,4246 0,5754 |’

1,4693

7(0) = [ 0,6021 0,3979 ] a0 = [ 03065

} T = 100.
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Problema 3
[ 0,1512  0,0274 | 0,2874  0,5841 —0,0584
Al = 7A2 = 7Bl = )
| —0,0483 0,5294 | —0,0010 0,3355 —0,4639
B [ —1,2801 o [ —0,0716 G| 07858 | . _ T 1742306 —27,2372
71 03582 [N 06306 | | —0,7955 || —27,2372 4,2579
C, — 3,0282 11,9528 } Dy = 0.5567.D — 0.1565.F — { 0,4422 0,5578 } |

7(0) = [ 0,6305 0,3695 | g = {

| 1,9528 11,2593

0,3146
0,8596

} T = 100.

0,3325 0,6675

Para cada problema descrito anteriormente, obtemos o CMLP do ganho subdtimo

utilizando o método variacional 4.2, sendo estes ganhos apresentados na Tabela 5.2.

Para esse conjunto de problemas, cada ganho é representado por K = [K; K,], onde

Tabela 5.2: CMLP de ganhos subdtimos fornecidos pelo MV

Problema | Jy v (K*)
1 123,0223
2 0.3563
3 2,2903

K; €[-33],i=1.2

Consideramos os seguintes parametros do BOA,

Porcentagem dos pais da atual geracao que irdo para a préxima geracao: 50%;

Porcentagem dos filhos gerados na atual geragao que irao para a préxima geracao:

50%:;
Nimero maximo de geracoes: 50;

Método de sele¢ao: Torneio [16];

Representacao do cromossomo: 32 bits (16 bits para cada varidvel do pro-

blema);

|\
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e Método de convergéncia: proximidade do melhor fitness' do individuo

com a média do fitness da populacao.

A porcentagem do nimero de pais e filhos escolhidos pelo BOA é a mesma dos
algoritmos AG e UMDA, assim como o numero de geracoes que atendam o critério de
parada, sendo este critério baseado na proximidade da média do custo da populacao
com o custo do melhor individuo.

A Tabela 5.3 representa o primeiro teste, ou primeiro experimento realizado pelo
BOA aplicado no Problema 1. Cada né representa um componente do ganho e entende-
se por pai um componente que influencia a geracao de outros. Por taxa de sucesso foi
definido que o fitness (CMLP) do melhor individuo tivesse um erro de 10~ comparado
ao melhor fitness encontrado pelo MV e pelo BOA em suas execugoes (100 execugoes).
Os valores da média foram tomados na ocorréncia de uma taxa de sucesso. Devido a
inexisténcia de sucesso em qualquer configuracao deste experimento, nao foram com-

putados o nimero de avaliagoes realizadas.

Tabela 5.3: Tabela para populacao de 100 individuos

N2 de | Taxa de Média do Média de
pais | sucesso fitness avaliagao
2 0% 130,5275 0
) 0% 2323046389,0540 0
10 0% 128,4270 0

Para o segundo experimento foi definido um tamanho de populagao de 500 in-
dividuos, ou seja, 500 ganhos de controle. Os resultados deste experimento estao na
Tabela 5.4.

Tabela 5.4: Tabela para populacao de 500 individuos

N¢ de | Taxa de | Média do | Média de
pais | sucesso fitness | avaliacao
2 75% 123,0354 10020
> 5% 123,0689 7750

10 0% 130,4347 0

1O termo fitness é comumente empregado quando se descreve algoritmos genéticos. Este termo é
utilizado para designar uma funcao de avaliagao, que no contexto deste trabalho representa o custo.
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No terceiro experimento, ou teste realizado, foi definido um tamanho de populacao

de 1000 individuos. Os resultados obtidos neste experimento sao ilustrados na Tabela
5.5.

Tabela 5.5: Tabela para populacao de 1000 individuos

N¢ de | Taxa de | Média do | Média de

pais | sucesso fitness avaliacao

2 98% 123,0224 | 20867,346

5 70% 123,0225 | 18428,571
10 0% 124,4935 0

As Tabelas 5.6 e 5.7 apresentam uma comparacao entre as taxas de sucesso e as

médias de avaliagao, respectivamente.

Tabela 5.6: Comparacao entre as taxas de sucesso

Taxa de sucesso (%)
Pais | Pop=100 | Pop=500 | Pop=1000
2 0 75% 98%
) 0 5% 70%
10 0 0% 0%

Tabela 5.7: Comparacao entre as médias de avaliacao

Médias de avaliacao
Pais | Pop=100 | Pop=500 | Pop=1000
2 0 10020 20867,34
) 0 7750 18428,57
10 0 0 0

Aplicamos o0 BOA nos Problemas 2 e 3 descritos no inicio dessa se¢ao. Os resul-

tados em relacao a taxa de sucesso, custo e niimero de avaliagoes sao apresentados na
Tabela 5.8.
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Tabela 5.8: Custo médio e niimero de avaliacoes

Problema | Taxa de Sucesso | Fitness Médio | Numero de Avaliacoes
2 100% 0,352470 20945
3 100% 2,288675 21000

Pela Tabela 5.8, observa-se que o BOA aplicado nos Problemas 2 e 3 obteve um

desempenho um pouco melhor do que quando comparado ao Problema 1. Quando o

BOA foi aplicado ao Problema 1, este nao conseguiu superar o método variacional,

obtendo resultados similares. Entretanto, para os Problemas 2 e 3, o BOA apresentou

uma pequena melhora no custo. Para o Problema 2, o método variacional obteve um

resultado com valor 0,3563, enquanto que o BOA apresentou um valor 0,3524. Para

o Problema 3, o método variacional obteve um resultado com valor 2,2903, enquanto

que o BOA apresentou um valor 2,2886.
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6

Resultados Teodricos

No Capitulo 3 apresentamos uma estratégia de observacao indireta, a qual esta
relacionada com a abordagem de transi¢ao de niveis de observagao (ATNO). Essa abor-
dagem, e por consequéncia a estratégia de observagao indireta, representam algumas
das contribuigoes tedricas desta monografia. Além disso, investigamos outras duas
linhas de pesquisa, sendo que a primeira linha trata do CMLP com controle estabi-
lizante, e a segunda linha diz respeito a unicidade do minimo global. Para a primeira
linha, obtemos resultados conclusivos, os quais serao detalhados na secao 6.1, e para a
segunda linha, obtivemos resultados parciais sobre a unicidade do minimo global para

o problema, conforme serd apresentado na secao 6.2.

6.1 CMLP com controle estabilizante

Consideramos o CMLP obtido aumentando o horizonte T" do custo de horizonte
finito (CHF), e entao buscamos condi¢oes de estabilidade. O CMLP é sensivel a
condicoes iniciais e, para contornar essa dificuldade, empregamos um custo modificado
(pela inclusao de um parametro € > 0) e analisamos o impacto no custo dependente
do ganho K. Mostramos que os ganhos estabilizantes K € M®" estao associados ao
CMLP com € > 0.

O problema de CMLP é mais complexo que o problema de CHF, pois o cenédrio
de horizonte infinito envolve questoes de estabilidade, além de ser sensivel a condicao
inicial. A nao-positividade de ¥ e C'+ K'DK em (2.23) podem levar a controles de

custos finitos que nao sao estabilizaveis, desde que certas condigoes de detetabilidade

95
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e estabilizabilidade nao sejam satisfeitas. Consideramos a hipétese de que a cadeia de
Markov é ergédica de tal maneira que a distribuicao limite de P*°7 é tinica [7]. Podemos

reescrever o custo por estagio J& de acordo com a Proposigao 6.1

Proposigao 6.1. Seja X € S, Q € S0 ¢ ¥ € S definidos por X; = xozrym;,
Q,=C+ K'DK eX; =FE, VieN. Entao,

T k—1
=3 (Thiac(X) + 3 Thipk(D), ), (6.1)
k=0 1=0
Nesta segao consideramos os ganhos K estabilizantes. O custo modificado é dado
por,
T k—1
Te(x) =Y <7§+BK(X) +3 T, k(S +€),C + K'DK + e]I>,
k=0 1=0

onde I = (I,...,I) € M". Podemos reescrever o CMLP como,

TieX) (62)

Jrx = lim sup
T—o0

Definicao 6.1. Dizemos que o ganho estatico de realimentacio K ¢ estabilizante na

média quadrdtica (MS-estabilizdvel) quando, para cada > € S™, existe I' € S, tal que

k—1

T s (X) + ) Ty gk (D) < T, (6.3)
=0

para cada X € S0, e k > k para algum k (possivelmente dependente de X ).

Pode-se mostrar que K é MS-estabilizante se e somente se
k
> T pk(X) <00, X €S (6.4)
1=0

Proposicao 6.2. Se K ndo é MS-estabilizante, entdao para cada M € S, existe um

inteiro positivo suficientemente grande T tal que

T
> Thisx(D) = M.
k=0

Demonstragao. De (6.4), se K nao é estabilizdvel entao existe X tal que, para cada T,
Zf:o T4 5 (X) > I para algum k. A linearidade de T e o fato de que vl > X para
algum v > 0, nos permite escrever S0 T, g (1) > 0 05 T, pre(X) > 07'T. O

Lema 6.1. K ¢é MS-estabilizante se e somente se Jj < 00.
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Demonstracao. Necessidade. Substituindo Y por ¥+ €l na Defini¢cao 6.1 e empregando

a Proposicao 6.1 temos

JE’T(X) 1 T-1 k—1
KT =7 <7§1+BK(X)+ZTZA+BK(Z+€]D>C+K,DK+EH>
k=0 =0
1 k-1 k-1
=7 <7]/€1+BK(X)+ZT.ZA+BK(E+€]I>70+K/DK+€H>
k=0 =0
1 It k—1 (6.5)
+ = <7§+BK(X) + 3 T pi (S + ), C + K'DK + 611>
k=k =0
A1 , A T—k ,
<% +TH (,C'+ K'DKl) = = + ——(T', C'+ K'DK + €I,

onde A = SN0 (Th pr(X) + S50 T o (S + ), C + K'DK + Il). Isso leva a

(X
lim sup KTE ) < <J§<,C+K’DK—|—€]I>.

T—o00

Suficiéncia. Seja Jj < co. Vamos negar a hipotese assumindo que K nao é estabi-
lizante. Na Proposicio 6.2, fagamos M = ¢ 2(J I+ 1) e consideramos T
Podemos escrever

T-1 {—1

1
T = limsup— 3 <‘.TQ+BK(X) + 3 T k(S + ), C + K'DK + d[>
/=

T—o00 T
X 1=0

> e ((Jl+1),1) > Ji + 1,
o que é um absurdo. O

Consideramos o CMLP como uma aproximagao via J7(X)/T. Assim, é impor-
tante mostrar que esta quantidade converge para J¢ quando 17" — oo. Para analisar

essa convergeéncia, consideramos a seguinte proposigao de [43]
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Proposicao 6.3. Seja a cadeia de Markov 6 ergodica e K MS-estabilizante. FEntao,

existem escalares a,3 > 0 tais que
FTX)| _ ol X (O] + 5
T - T '

O impacto do escalar € em Jj é calculado em termos do CMLP original Jg,

TS — (6.6)

mostrando que Jj, converge para Jx quando € tende a zero, gerando o ganho K esta-

bilizante.
Lema 6.2. Se K é MS-estabilizante, entao existe § > 0 tal que Jx < Jj < Jx + €.

Demonstracio. A afirmacao de que Ji < J§ é trivial. Denotemos I' e k na Definicao
6.1 por I's; e kx para enfatizar a dependéncia em ¥ e X respectivamente. Seja k=

maz(kx ko). B simples verificar a linearidade de T

k—1 k—1
7§+BK(0) + Z (‘TiH-BK(GH) = GZ TZA+BK(]I> < el, (6.7)
=0 =0

para k > ky. Pode-se verificar que

-1 k-1
TR (X) = TE) = 3 (Y ThpleD) O + K'DK)
k=0 [=0 (6.8)
T-1 k—1 T—-1 k-1
+ <T§H—BK(X) +) Taipx(®) 75H> + Z < Z Tarpi(€l) >€]I>
k=0 =0 k=0 =0

Calculando de forma similar a (6.5) para os termos a direita de (6.8), temos
)

T - JEX

T
<2+ TN ran) 4 ero 4 kDK + (nD)),
o que leva a
€, T _qT
limsupJK (X) = J(X) <€,
T—o0 T
ondeﬁz<F2,]I>+<FH,C’—|—K’DK>+6<FH,I[>. O

Pelo Lema 6.2, uma pequena perturbacao no custo associado a um ganho esta-
bilizante K nao modifica o custo original calculado para K. Para concluir o resultado
desta se¢dao, mostramos que Jy ¢ continuo, e escrevemos o custo dessa forma para

enfatizar a dependéncia da perturbacao ¢ ao ganho K.

Lema 6.3. Se o SLSM (2.9) for MS-estabilizdvel com u, = Ky, entdo, para cada

€ > 0, existe um ganho K. MS-estabilizante, dependente de €, tal que Ji (€) € continua
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Demonstracao. Considere € e € tais que Jg, < Jg., com K MS-estabilizante. Seja
¢ = 0, entao por otimalidade

Por continuidade, existe 6¢ > 0 tal que

Jie. < Ty + 6. (6.10)
Se considerarmos J* = Jj._ como o custo étimo, entao

Ti, = Jig, + 05, (6.11)

é continua para € = 0.
Por (6.9), (6.10) e (6.11) segue que Jj _(€) é continua. O

6.2 Resultados parciais sobre a unicidade do minimo
global

Nao ha na literatura um método cuja solucao seja garantidamente o 6timo global
do problema de controle de SLSMs nao observados/parcialmente observados, a nao ser
em contextos bastante restritos nos quais o horizonte é no maximo 2 [26].

Motivados por esta lacuna, buscamos condi¢oes para unicidade de solucao destes
problemas, o que representaria um avango consideravel. Durante o doutorado, rea-
lizamos diversas tentativas de estudo deste problema e apresentamos na sequéncia a
principal abordagem considerada que investiga a quasi-convexidade do problema de
CMLP. No Apéndice C é apresentada uma anélise onde empregamos o fato de que o
problema de horizonte finito é quadratico no ganho K} (para um dado 0 < k < T),
quando se fixam todos os demais ganhos Ky, ¢ # k.

Frisamos que nao tivemos éexito em obter condigoes para unicidade, exceto em
casos especificos, com hipoteses de trabalho, mas consideramos importante descrever
os resultados parciais obtidos, assim como as dificuldades encontradas.

Nesta abordagem, assumimos ganhos de controle no cenario nao observado e

consideramos a possibilidade do CMLP ser quasi-convexo, no sentido que
J)\Kl +J(17A)K2 SmaX(JKI,JKQ), 0§)\< 1, <612)

para K! K? solucoes estabilizantes. A quasi-convexidade permitiria obter a solucao
otima empregando métodos existentes para esta classe de problemas.

Iniciamos a secao mostrando um exemplo em que o CMLP nao é convexo.
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Exemplo 6.1.
0,6 04 [02 06 (03 03 |1
Al*_o,?) 0,7}’142{0,6 0,5]”43[0,4 0./51’31{1]’
- 0,53 0,13 0,34
By = 8},33—{21,13— 0,23 042 0,35 ,Gl—{g H
. 0,35 0,01 0,64
(2 0 2 0 10 1 0
G2:_o 1}’G3_[0 1]’(71—{0 1}’02_{0 1}’

Cs = [(1) H Dy = Dy = Dy = 1,T = 2,7(0) = [0,352 0,284 0,364],20 =

‘Subespago dos ganhos ‘Subespaco dos ganhos

K2 K2 Kt
Figura 6.1: Primeira perspectiva de Figura 6.2: Segunda perspectiva de
subespago quasi-convexo subespago quasi-convexo

Buscamos determinar alguma condicao para garantir que a solucao subotima seja
unica. Para K € M®" definimos

Lk =) Li(C+ K'DK), (6.13)

=0

sendo o subscrito K para enfatizar a dependéncia com o ganho K.
Lema 6.4. Dado K € M*" estabilizante, entao

J = (¥(0), L) (6.14)
s.a. L=Lkg(L)+C+ K'DK. (6.15)
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Demonstra¢ao. De (2.22) e (2.23) do Lema 2.1 temos que o CMLP ¢é dado por J =
(X,C+ K'DK) e X = Ta;pr(X) + X(00), respectivamente. Como K ¢ estabilizante,

entao, de acordo com a Proposicao 2.3 esta tltima equacao tem solucao dada por

X =3 T pc(S(00)). (6.16)

=0

Em seguida, substituindo (6.16) em J e aplicando o operador adjunto L, temos

T = (3 T i (5()).C + K'DE)

= (T pr(B(00)) + ...+ T4y i (X(0)),C + K'DK)
= (%(00),L5(C+ K'DK) + ... + L% (C + K'DK)) (6.17)
= (2(c0), iUK(C + K'DK))

1=0

= (¥(00), L),

sendo a ultima igualdade decorrente de (6.13). Pode ser mostrado que, para K estabi-

lizante,

L=Lk(L)+C+ K'DK, (6.18)

¢ a tnica solugao para Lix = Lg(Lg) + C + K'DK. Finalmente, substituindo (6.18)
em (6.17), obtemos o resultado desejado. O

Lema 6.5. Sejam K', K? € M*" ganhos estabilizantes e K = % € M*" um ganho
intermedidrio. Sejam Ly, L2, Lz € S™ associadas aos ganhos K',K? e K, de acordo

com (6.13), respectivamente. Sejam V' = Lz — L1 e V? = Lig — Ly, entio
VI V2 < L (VY + L (V). (6.19)

Demonstracao. Sejam ¢, ¢ € M>", o € ST e € € RT, e entao é védlida a seguinte

expressao,
(epr — € 'n) ey — € ') > 0,
Prods + Phpdr < E€pdy + € 2Phpds.

Note que C' + K'DK = (KUDKQ + KQ/DKl) 4+ KUDKL | K¥DE® 4 (7 Qubstituindo

(6.20)

1 1 4 1
(6.20) nesta expressao, e fazendo ¢ = K¢y = K2 e ¢ = D, temos,

Ci+ KD;K < (6.21)

1 i i
<1+€2)K1/DiK1+Z<1+6Q)KQIDiKQ_i_%

|
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Considerando a solucao K, da definicao do operador L temos,

N
Lri(lg) = iji(Ai + BiK)Lg ;(Ai + BiK)
=1
- A;+ B,K' A+ B,K? A+ BK'Y A+ BK*
=2 > T 2 K > T2

N
=Y (pjiM} Ly jM + pji M7 Lic2 ;M) + pji M Lia ;M
j=1

+ pjiMl-QlLK2’jMi2/,

. K1 . K2 . ~ , 1.
com M} = 4FBIC o N2 = ALDIC 2 N Note que a expressao (6.20) ¢ valida para

¢1,02 € M" e p € S™T, entao, fazendo ¢ = M} s = M? e p; = Lg ;, podemos obter
de forma andloga a (6.21) a seguinte expressao,
1 1,
LRJJ(L’) 4_1(1+€ )LA—&—BKl + 4<1+€ )LKZ,i- (622)

Podemos mostrar que Ly dado por (6.13) satisfaz Lz = Lz (Lg) + C + K'DK. Isso,

somado a (6.21) e (6.22), e fazendo € = 1, resulta na seguinte relagao,

1
L<-(Lgi(Lg)+C+ KYDK"Y) + 5(LKQ(LR) +C + K”DK?). (6.23)

l\DI»—t

De (6.23), somando e subtraindo L g1 (Lg1) e 3L 2 (Lgz2) obtemos

1
Ly < =Lg (L LK1>+ LKQ(L LK2)—|— LKI(LKI +C+ KYDK?

2 (6.24)
ELKQ(LKQ +C + K”DK?).

Note que (6.13) satisfaz Lg1 = Lgi(Lg1) + C + KYDK! e analogamente para Ly
obtemos

1 1 1 1
L< §LK1 + §LK2 + §£;K1(L - LKI) + §£JK2(L - LK2>

L—-L L—-L 1 1
5 K + 5 K < —LKl(L—LK1)+§£}K2(L—LK2)

(]

]

Observagao 6.1. Se fosse possivel garantir que V' < L (V1Y) ou V? < Ly (V?),
entao poderiamos mostrar a quasi-convexidade. De fato, aplicando sucessivamente o

operador Ly (positivo) em VI < L1 (V1), temos

VI<Lp(VH <L (VY <. <ok (vh. (6.25)
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Note que klim LA (V1Y) =0, pois por hipdtese K' € estabilizante, entao teriamos V* <
0. Desta forma podemos afirmar que (X(o00),V!') < 0 e portanto (3(00), — L) <
(3(00),Lg1). Isto quer dizer que Ji < Jg1 e de acordo com a Defini¢ao 6.12 conclui-

se que Jg € quasi-convexo.

Observacao 6.2. Se existir K € M tal que Ly (V') + Lg2(V?) < L (V4 V?),

entao do Lema 6.5, temos
VI V2 <L (VE+ V), (6.26)

e analogamente o que foi feito na Observacao 6.1, teriamos, aplicando o operador

positivo L em (6.26),
VI V2 < L <L (VTR

Note que zhj?o LE(VI+V?) =0, logo, VI +V? < 0. Se V! < =V?, entdo para W € S™
temos que (W,V1)y < —(W,V?). Desta forma, ou (W,V?) <0, ou (W,V?) >0 que leva
a (WVH < —(W, V%) < 0. Substituindo W = X(c0) em (W,V?) < 0 e (WV!) <
—(W,V2) <0, temos Jg < Jx» ou Jg < Jg1, levando a Jg < maz{Jg,Ji2}. E
possivel usar os mesmos arqumentos de forma recursiva para obter wma malha reg-
ular de 2n + 1 ganhos [LY,....L*"™'], com L' = K! e L™ = K? tal que Jy: <
max(Jpi,Jpzne1).  Empregando esta malha e a continuidade de Jx em rela¢ao a K

estabilizante, € possivel mostrar a quasi-convexidade.






Capitulo

/

Conclusao e Trabalhos Futuros

Implementamos algoritmos computacionais evolutivos para tentar obter o controle
6timo de problemas de custo médio a longo prazo (CMLP) de sistemas lineares com
saltos markovianos (SLSMs) parcialmente observados. Modelamos o problema como
um problema de otimizacao, cuja variavel de interesse ¢ o ganho de um controle na

forma de realimentagao linear, onde buscamos minimizar o CMLP.

Propomos uma abordagem de transicao de niveis de observacao, a qual denom-
inamos de ATNO, dividindo o problema em subproblemas de acordo com os niveis
de observagao. Partindo de um controle MS-estabilizante, garantimos a existéncia de
controles estabilizantes em cada nivel de observagao. A ATNO considera inicialmente
o cenario de observacao completa dos estados da cadeia, levando em conta que é pos-
sivel obter uma solucao étima neste contexto, e migra lentamente através de problemas

parcialmente observados.

Para comparar os algoritmos implementados com e sem a ATNO, utilizamos um
algoritmo que gera SLSMs com diferentes caracteristicas de MS-estabilizabilidade e
MS-estabilidade. A andlise comparativa dos métodos levou em consideragao o inter-
valo de MS-estabilizabilidade para categorizar os SLSMs em bastante estabilizdveis e
pouco estabilizaveis. A estratégia de transicao de niveis de observacao foi eficaz quando
aplicada aos métodos variacional (MV) e UMDA em ambas as classes. Para o algoritmo
genético (AG), essa estratégia levou a bons resultados quando se tratava de problemas
pouco estabilizaveis. Entre os métodos UMDA e AG, o UMDA foi o que obteve mel-
hor desempenho em relacao a qualidade da solucao, além disso, este método conseguiu

superar os resultados obtidos pelo MV, o que pode ser um indicativo de que o MV nao

105
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leva a otimalidade da solug¢ao como consta como conjectura encontrada na literatura
[41]. O algoritmo BOA foi capaz de determinar uma solugao de qualidade razoavel nos
3 problemas em que foi aplicado.

Conseguimos fazer uma analise da estabilidade do CMLP através de um parametro
€ e constatamos que se esse parametro é finito, entao o ganho K é estabilizante. Em
um outro resultado, obtivemos resultados parciais sobre a unicidade da solugao con-
siderando condicoes de continuidade e diferenciabilidade sobre o custo de horizonte
finito.

Como trabalhos futuros pretendemos implementar o rBOA, que é a versao do
método BOA com varidveis reais, o que evitaria o algoritmo ter que codificar uma
solucao bindaria em real. Outra linha de pesquisa que pode nos levar a bons resul-
tados seria um aperfeicoamento da abordagem de transicao de niveis de observacao.
Poderiamos considerar um nivel de transicao adaptativo ao invés de varia-lo de acordo
com uma taxa constante. Na parte tedrica do trabalho, estivemos perto de encontrar
um resultado sobre a unicidade da solucao caso algumas hipéteses de trabalho fossem
validas. Vimos que a quasi-convexidade do problema ainda é uma questao em aberto,

e isso poderia ser melhor explorado.
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Apéndice
A

Algoritmos para Equacoes de Riccati

Algoritmo A.1 Método para solucionar as ERRs conforme apresentado em |[§]

Passo 1: Seja k = {0,...,T} e considere Pi(T) = 0 para todo 7 € N.

Passo 2: Paracada k=T —1,T —2,...0ei € N resolva a ERR:
P® = Alg(PrD) <I — Bi(D; + Bi&(P*HD )Bi)lB;&(PW))) A+ Cy,

sendo que o operador & € S™ é dado pela Definicao 2.7.

Algoritmo A.2 Método para solucionar as EARAs conforme apresentado em [10]

Passo 1: Seja k; < 1 o maior escalar tal que A =, /KipiA; € estavel para todo 7 € N.
Passo 2: Considere P© = (P{” _ PY) c s
Passo 3: Para k =1,2,... e 1 € N resolva as EARAs:
—Pi(k)—i‘fﬂpu‘A;Pi(k)Ai + A;@é@(k)Ai - (KvipiiA;P@'(k)Bi + A;gi(k)Bi) X
(D; + kipui BiP" By + Bl6Y B;) 7 %

onde &* = S pz‘ij(k) +(1— k)i PP,
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Apéndice

B
Algoritmo K2 utilizado pelo BOA

Neste apéndice é apresentado o algoritmo K2 utilizado pelo BOA para construir
a rede Bayesiana. Os vértices da rede representam os componentes do ganho; a base
de dados representa a populacao de individuos selecionados e o nimero de casos indica
a frequéncia de um determinado valor do componente em uma variavel. O algoritmo
retorna os vértices e seus possiveis pais, ou seja, verifica se cada componente do ganho

tem correlacao com outro ganho.

Algoritmo B.1 Algoritmo K2

Passo 1: Entre com: um conjunto de n vértices ordenados; o limite superior v (ntimero
méximo de pais por vértice) e a base de dados D contendo ¢ casos.

Passo 2: Parai=1,...,t faca,
i ={} e Pyq = log(g(i,m;)) por (4.17). Faga OK = 1.

Passo 3: Enquanto OK =1 e |7| < v faga,
z = maxPred(V;) e Ppey, = log(g(i,m; U{z})).

Passo 4: Se P,., > P, entao, P,y = Pheyw € T = T U 2.
Passo 5: Senao OK = 0.
Saida: V; e 7;.
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Apéndice
C

Analise quadratica utilizando o custo
finito

Procuramos obter condigoes que garantam a unicidade da solugao do problema
apresentado no Lema 2.1. Apesar dos esforcos realizados, nao conseguimos obter um
resultado conclusivo, apenas alguns desdobramentos tedricos, e que sob condi¢oes bem
restritivas levariam a unicidade da solugao.

Seja a sequéncia de ganhos K = {Kg,Ki,...,K7_1}. Considerando todos os
ganhos fixos, exceto K; e Kj, i # j. Denotamos o custo em funcao destes ganhos

€como,

JNKL,K;) = T (C.1)
Consideramos a seguinte hipotese

2 7T
%?J =R, >0. (C.2)

Nosso objetivo nesta segdo é mostrar unicidade de minimo local (no sentido que nao
existe mais de um minimo local estrito). Procedemos por contradigao, assumindo que
existem dois minimos locais estritos. Realizamos uma anélise que mostra (sob algumas
hipéteses adicionais) que existe um terceiro minimo local, ou seja, se G = { K}, K ]1}
e G* = {K? K7} sao minimos locais, tentaremos encontrar um outro minimo local.
Isto pode ser repetido recursivamente para obter infinitos minimos locais ao longo de
um caminho ligando os dois minimos G e G2, o que seria impossivel levando em conta

que o custo é continuo em relacao ao ganho.
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118 Capitulo C — Analise quadratica utilizando o custo finito

Definimos ganhos G(¢) = {K;(¢),K;(0)}, 0 < £ < 1, entre G e G?, de acordo

com a seguinte parametrizagao

K;(0) = (K] + (1 - ) K}, (C.3)
K;(l) = argvénin JT(K;(0),W), (C.4)

sendo que Kj(¢) estd bem definido porque o custo é quadratico em cada ganho da
sequéncia de ganhos Ky, Ky, ..., Kpr_;.

Proposicao C.1. K;({) é continua e aKa—jZ(Z) > 0.

8JT o ~ BJT o 8JT —
Lema C.1. Se % =0 entao s — 0 ¢ IK;(0) — 0.

Demonstracao. Segue direto da definicao de derivada parcial,

0JT OK; B oJT _0
0K, ot ot
OK;(0) I
mas como —z;— > 0 pela Proposigao C.1, segue o resultado. O

Pelo Lema C.1, G' e G? sao pontos criticos, entao,

o _ o
OK:| 1 2 OK;

- 0. (C.5)

1 g2
K3, K3

Sendo J? uma funcao continua em ¢, com minimos locais em ¢ = 0 e £ = 1, como

mostrado acima, é simples verificar que existe ao menos um ponto criticoem 0 < ¢ < 1.

o« ~ . i - 8JT o
Proposicao C.2. Fuxiste ¢ tal que 0 < ¢ < 1, tal que W‘Z = 0.

Como G(f) = {K;({),K;({)} é ponto critico, entao por (C.2) temos que 2JT

oK,
R, >0e %QI?T = R; > 0, logo a Hessiana ¢ dada por
J

E_{Ri Z}, (C.6)

oG | Z Ry
Para garantir a otimalidade da solucao, bastaria por exemplo que a Hessiana fosse
diagonal dominante. Neste caso, terfamos um terceiro minimo local estrito entre os
dois minimos locais estritos G e G?; repetindo a andlise desta secdo, terfamos que
entre quaisquer dois minimos locais estritos haveria outro minimo local estrito. Pode-
se mostrar que isso leva a uma contradicao. O fato da fungao JL ser bi-quadratica nao

garante a unicidade da solugao, o que pode ser visto pelo Exemplo C.1.
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Exemplo C.1. Considere o sequinte CHF com ganho K = [K1, Ks],

Ji = 1,64+4K7+(0,4+K3)(0,3—K1)*+(1,243K5)(0,1+ K1)*+0,4(0,14+ K5)*(0,1+ K, ).
(C.7)

Figura C.1: Curvas de nivel para CHF (C.7) indicando mais de um minimo



