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SUMMARY

GERALDO GARCIA DUARTE JUNIOR

Adviser:

Prof.Dr. Euclydes C. de Lima Filho

The purpose of this paper is to present the
general ideas of Robbins-Monro’s method of stochastic

approximation . . -
The problem is the following :

Let M(x) denot the expeéted vélue at level
x of the response to a certain experiment . M(x) is
unknown to the experimenter, and it is desired to find
the solution x =0 éf the equation M(x) = o '

where o 1is a given constant.

Robbins-Monro presents a method to do expe-

riments at level Xys eoe s xn and such that X,

convergs to e with probabilityb one .
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INTRODUCAO

As ideias de aproximagao estocastica comegaram a ser dis-
cutidas na década de quarenta, veja por exemplo H. HOTELLING [6] e
FRIEDMAN e SAVAGE [ 4 ], mas foi sdmente em 1951 que H.ROBBINS é
S. MONRO [ 9 ] deram um tratamento matemdtico ao problema. Esta
formulagao propiciou um desenvolvimenﬁo rapido e muitos artigos fo-
ram publicados, obtendo-se assim uma boa delimitacao do problema..
Podemos formalizar o problema da sequinte maneira: supo-
nhamos um experimento que a cada numero real x, esteja associado o
uma variavel aleatdria Y(x). Por exemplo: x & uma dose e Y(xX) & o
efeito. Estamos.procurandovuma dose © gque, em média, cause um efei
to quantitativob o .
| Nosso problema resume-se-entéo, em achar a solugao da
equagao M(x) = a quando M(x) = E(Y(x)). Uma forma de abordar o
problema & a seguinte: Tomamos uma sequéncia. {a } de numeros rea

is positivos que seja decrescente e um valor inicial Xy - Conduzi-

mos o experimento e observamos y(xl) = ¥ da variavel aleatéria_
Y(xl) ‘determinamos X, por x, = x; + al(a-yl). Com valor X, acha-
do, conduzimos o experimento e observamos y(xz) =Yy da variavel _

aleatoria Y(xz) - Determinamos x; por x; = X, + a2( a- yz). Con-

tinuando deste modo, definimos uma sequéncia { X } por :

X = x + an( o= yn)

n+l n

a qual, segundo demonstracao feita por ROBBINS - MONRO, converge em

probabilidade para 0 , solugdo da equagao M(x) = o .



Tal técnica, mostra-se mui to parec1da com O metodo de
NEWTON - RAPHSON para resolver a equagao M(x) = o , que consiste
em escolher um valor 31 arbitrario em um intervalo I e definir
a sequéncia { X} 'por |

-1

el T g T ()T Gx) - a)

n+l

onde M’(xn) é a derivada de M no ponto Xb= X, - Esta seqqéncia
converge para a solugao desejada.

Como no método de NEWTON - RAPHSON, O processo  de
ROBBINS - MONRO temvtambém condigoes para que.haja convergéncia.
Estas condigoes serao discutidés em nosso trabalho, bem como |
uma importante conseqﬁéncia deste tratamento, quévé o‘problema _
para determinar o méximq de uma fungaoc de regressao e foi éstudg
do por KIEFER - WOLFOWITZ [ 7 ]. Podemos citar alguns casos em

que tais processos podem ser aplicados. Por exemplo :

a) Sabemos que a dureza de uma llga é influenciada pe—
lo tempoem que ela € exposta a uma certa temperatura. Seja X
este tempo e Y(x) a dureza da liga. O problema é determinar um

tempo x para que a liga tenha uma dureza q .

b) Consideremos a sensibilidade de um éxplosiVo a um
choque. Cada eXplosivo tem um ponto critico de choque. O proble-

ma sera determinar este ponto.

¢c) Consideremos um lote de terra.no gual x quilos de
fertilizantes sdo aplicados e Y(x) quilos de milhévséo produzi-
dos. Provavelmente quantidade menor de milho sera colhida sev a
quantidade de fertilizantes for menor mas, um excesso de fertili
zante'poderé produzir uma quantidade menor de milho. O problema_
sera determinar uma quantidade x para que se obtenha uma colhgi

ta maxima.



Nosso trabalho consistir3 do estudo do processo de

ROBBINS - MONRO, tendo em vista as
ramos um desenvolvimento que tenha
nao seja muito restrito. No estudo
gressao temos também hipdteses que
iltimo capitulo, criamos modelos e

algumas observacgoes.

aplicagoes. Para tanto, procu
condigoes de facil manuseio e
de maximo de uma fungao de re
facilitam as aplicagoes. No

aplicamos o processo fazendo_



CAPITULO I

1. 0 Problema na Forma Binaria

Para uma primeira abordagem do problema de aproximaééo
estocastica, estudaremos aqui o problema do tipo resposta-ndo- _
resposta. Alguns experimentos sao desta forma,vpor exemplo quan-
do testamos um inseticida.»Neste caso aplicamos uma dose de‘insg
ticida e observamos se o inseto morre ou nao. No caso de morte ,
obtemos uma resposta. O problema entao serS determinar uma dose
critica para uma dada resposta quantitativa. |

Matematicamente o problema pode ser assim formulado:

Seja 2 uma variavel aleatdria com fungao distribui-_
gao M(z). Para cada nimero real x , seja Y(x) uma variivel a-

leatdria tal que

Y(x) =1 se 2 £ x . (Resposta)

Y(x) =0 se Z > x (nao Resposta)

Podemos associar x a dose e Y(X) a resposta observada.
Temos entao :

P [2 < x] = M(x)

P [Y(x) = 1]

P [Y(x) .= 0] 1-P [z <x] = 1-Mx)

il

P_[z > x|

Logo

E [Y(x)] = 1.M(x) + 0(1-M(x)) = M(x)

O problema esta bem formalizado no seguinte teorema:.



TEOREMA 1.1 : Seja M uma fungao distribuigao e o um numero _
real tal que exista um numero real 0 com M( 0) = a . Seja
M(x) diferenciavel em © com M’( 0 ) >0 . Seja x um nimero

real, n um inteiro positivo e

quando Y e tal que

P [Yn =1/Ry0 eee WK Yoy ey Yn_lj M(X )

0/Xys woe o X0 Y0 oee Y ) =1 - MX)

-]
| e
]
=]
!

Entao
lim E(Xn - 0)2 =0 e portanto X converge para ]
. N : .
em probabilidade.
Dem :- Seja b_ = E(X - 0) 2
—_— n n
Mostremos que lim bn =0
no>o
Temos
X -0 =X -0 -2 (Y -a)
n+l n n n
2_ -9)2 - _2_ (X - -a) 1 —) 2
E(Xn+l—®) = E(xn 0) =— E {(x -0) (¥ a) } + n2 E {(Yn a) }_
Consideremos
dn = E {(Xn - 0 (Yn - a)}
e =E {(y_ - a)z}
n S

Entao




bo41 =Pp - ""'121 d, '+ —:lz ®n
n
n n a n o
(1) _E (bJ+l - bJ ) = - 2.§ g+ .E e
o i=1 j=1 3 j=1 j2
Sendo
(2) Y(x) 2Z2ero ou Um e O0< o <1
Temos
0 < e '=E{(Y-a)2}<1
¥ Tn. : n =
n e. [ 2] 2
ng ——%— e crescente e limitada por )X 1 = T
] j=1 j2 6
[ ] e,.
Logo z ——%—- €& convergente.
i=1 j

I

(3) 4y =B (X0 (Ym0}

= E {E [(Xn—Q) (Yn—a) / Xlr seo e g xnl Yl' eve 7 Yn_l] } =

= E {(Xn -0 ) (M(Xn) - a)} > 0 pois M(x) é& crescente

e M(O) = a

De (1) e (3) vemos que

o8

N
I e =

d.
__ls'
J

[ I

e. e.
R R
i=1 =1 ] =1 3j



o @ d. .
Logo I —L & convergente.
=1 3
: n 4. n e
Portanto, como bn+l = bl - 2 r — 4 X -—%—
=1 3 j=1 3
™ dn © en
lim bn = bl -2 3 + b 5 = b exXiste.
1 n n=l n
Mostremos que b = 0
Seja
Al = |xl - e|
- n-1 1
An = _[xl - e| + g_ _— se n> 1
J= J
Temos
: = - A -
X+l " *n T ¥y~ o
n
Logo
n Y.—a
X - X, == 5 —d— e
+ . .
n+l 1 j=1 5
n Y.-g n 1
Xpe1~ 0l = Xm0~ 1 ——— [ < [¥7e|*+ 1 = [¥3-a<
j= J i=1
n 1 -
< |Xy-0| + I —— pois |Y.- q| ¢ 1 para todo Jj conforme (2)
SRR ]
Entao
|xn - 0| < An ny 1
M(x)-q
Seja kn = inf {—1} . kn >0
|x—9|<An X-0
2 M(Xn) -
d = E{(X-90((Y -a}=E {(x-0°. >
n n n n X -0



> E {(X - 0?2} inf {————— } = b_k_
. |x-0|<A ‘x - 0
n .

Portanto
(4‘) dn > bk,

M(x) -a . M(x)-M(0)
(5) Sendo lim ———— = 1lim = M'(©) >0

X0 x - 0 X+0 X -0
M(x) - a 1
existe 6 >0 tal que |x - 0| < & = > M'(©)
‘ X -0 2

M(x) - d , 1

Logo inf  { } >— M'(0)
|x-0]<8 x -0 2 '

Como lim A =, existe N tal que se n > N entao AL > 1)

M(x) - o
Estudemos inf { }
8<|x-0|<a x=-0
Para O+ 8§ £ x « An + 0O
M(x) - a Ry M(O + §) - a
X - 0 An
De (5) temos M(x) - a 3 —2— M'( ©)(x-0) p/ |x-0] < &
2
Quando XxX= 0+ 6 temos
8
M( B+ 8 -a>— M(0)
2

Neste caso



M(x) - a | § M'(0)

>
X - 0. 2An
Para 0 -~ An £ xg 6-46
M(x) - a a - M(x) _ a -~ M(0-6)
= P
X -0 ‘6 - X An
a - M(x) 1
De (5) temos ——— > -— M'( 0)
0 - x 2

: )
Quando x= 0-28§ temos a-MO-86 > — M (0)
wat | _ 2

Neste caso também vale a desigualdade

k
— para n > N

1n

M(x) - a S M'( 9)
x - 0 ZAn
6
Como £ 1
Ay
M(x)- o § M ( 0)
k, = inf { } >
|x-0|< A x - 0 27
n n
Entao
o kn o 1 k © 1
) > = > %
1l n nA kl n
n-1 j+1 dt n-1 1
Pois ln n = )X J > L
i j t 1 j+1
n-1 1 n
A = |x; -6+ I — <|x ¢ o] + 1 + .E



n 1 n 1
€ (|x~-0]+1 ¥ — + ¥ —
=2 ] =2 ]
n 1
<(|xl-9|+2) z ——<(|xl—9|+2)lnn-=
j=1 J ' |
= kl Inn

Determinamos assim, uma sequéncia kn tal que
a) k p3 0

b) d 2 k_ Db

n n n
kn
c) z = o
n
Entao
1 dn
(6) 0 £ I — kn bn £ z o < ©
n
Supondo b > 0 existe N tal que se n > N entao
b
E I
Logo
® 1 b L kn
I — kn bn > —— I = ®
N n 2 N n

cbntrariando (6)

Portanto - b = 0
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Este @ o casb mais simples pois, a variéVel éleatéria_
Y (x) tém massa somente nos pontos Zero e Um.

Nao precisamos exigir que M(x) seja diferenéié#el .
Veremos mais adiante, em casos mais gerais, que podeﬁos substi-

tuir esta hipotese por outras mais fracas.

2. 0 Processo de ROBBINS - MONRO

Suponhamos que a cada valor real X esteja associa-

da uma variavel aleatdria Y = Y(x) com fungao distribuigao
P[Y(x) ¢ y] = H (y/3 tal que
0o
M(x) = J ydi( y/x ) ’ P [|Y(x)| £ C ] =
©
¢
= S dH( y/x) = 1 e que M(xX) = a tenha uma Gnica raiz 0

Definimos a sequencia { X } por

onde Y € uma variavel aleatdria tal que
P Y < y/x ] =H (¥/XpreeesXys YyreeorYy ) = H (y/x))

Mostremos que, sob certas condigdes, a sequéncia { X } conver

. ge para ©® em probabilidade

Seja
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Sabemos que se lim bn = 0 entao X, converge

para © em probabilidade.

b= E(X, -0)% = E& [(x,, -0)1%x 1}-=

n+l n+l

EE [(x -0-al(y -anN®/x 1} =

_ o _ _ 2 2
= bn 2an E {(Xn @)(M(Xn) a)}l + a, E {iv(y o) dH(y/gn)}
Tomando

dn = E {(xn - 9) (M(Xn) - a) }

e = E { i (y - o) dH (y/x%,) }
Temos

_ 2

bn+l - bn = a .~ e, - 2an,dn _

Logo
_ n : n 2
(1.1) bn+l = bn - 2 .E ai di + .E ai ei
_ i=1 - i=1-

Suponhamos que

(a) M(x) < a para X <0 e Mx) >a para x> 0

(B) { a_ } uma sequéncia positiva tal que
[- 2] <0 2
I a == e z a‘” < o
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M(x) - a

(C) k., = inf { ———— } para 0 < | x - 0| ¢ A
n ' 'n
x -0 :
onde A = le -0 |+ (C+ Ja])aj+ .o +a y) n> l.
A, = |x, - © |
k
(D) kn > para algum k>0 e n suficientemen-
A _
n

te grande

Com estas condigoes

0se =E {f(y-on?aily/x) } <

® (o]
ES( |yl +lap? at(y/x)  =E {5 (ly| +la)? a(y/x)} <

n

¢ 2 ) | 2
SE{ S (C+|a] )" al(y/x) } < (C+ | o]

-c
Logo
(1.2) 0 < ; an2 e, < ; an2 (C+ | a | )2 <
n=1 n=1
De (1.1) e (A)
a 2 0
ph o2 > 2
0 € 2 izl a; di £ bl + iﬁl a;" ey < ?l + 151 a; e, < ®
Assim
(1.3) Ta d € convergente

n n



X4

Entao

- -] 0
2
lim b- = by, - 2 X a d4d + X a e = b existe
Now n 1 n=1 ° 7 n=1 " n
Mostremos que b = 0
n-1
X, - 6] = | (x- o) - R (Y, - a) | ¢
n-1 :
g I x- e + x 23 (]Y [+ ]al])
i=1
Dal vemos que
n-1

P {Ixn - ol <A} »P {|x - o] *+ izl a; C Y] * Ja) < Bp) =

P { oz a, | Y

Sendo que P {|Yi| € C } =1

Temos
n-1 n-1
P { 1 a; Y, <C ¢ a,} =1
R i i=1  *
Portanto
P {|xn—9| sAn} = 1
Vemos entdao que
2 M(xn) - a s
d =E {(X ;- MX) -}t = E{(X -0 2
X -0
n
2 =
> kn E {(xn -0} = kg bn
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Para n suficientemente grande

2 (c + | a | ) (@ + ... +a ;) » A

n
Entao por ()
a, k k a
(1.4) La k > I > z 2
A, 2(C+|a] ) aj+...+a )
A sequéncia k, satisfaz
(Kl) z a, kn = o
(K2) dn 2 kn bn
De (Kz) e (1.3)
(K3) z a, kn bn < o
(1.5) Se b > 0 entao existe N tal que
» 1
n > N “b_ > = Db
‘ n 2
Por (1.4) e -~ (1.5)
] @ 1
z a_ k_b > z — b a k = o que contradiz
n=y ° 0 B n=N 2 non
Portanto b = 0

As hipoteses (D) e ‘(A) podem ser substituidas por

(K
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M(x) < o - § : para x < ©
M(x) > a - § para X > 0
Esta hipOtese & mais forte que (n) e também garante que
k, > § que & exigido em (D) . Com estas hipdteses, na
A .
n

da & mudado na demonstragao e portanto Xn converge para 2]
em probabilidade.

Se  M(x) satisfaz :

M(x) & crescente

M(©) = a
M'(B) > O
Entao temos
M(x) < a p/ x <O e M(x) >ao p/ x >0

Para algum 6 > 0 e n suficientemente grande

§ M’ (0) k
kn > — =
ZAn An

Neste caso também podemos substitui: (D) e (A) por _
esta nova hipdotese que continuaremos tendo a convergéncia de
Xn para © em probabilidade.

A hipotese P { | ¥Y(x) | ¢C} = 1, tomada na demons

tragdao da convergéncia, pode ser substituida por

| M(x)| € € <w, f(y-Mx)2 aH(y/x) < o>

como sugere ROBBINS - MONRO [ 9 ] .

WOLFOWITZ resolveu este problema da seguinte maneira :
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Consideremos :
(2.1) M(®)] € C <o, f (y-M(x))Z daH(y/x) € 0° < o

(2.2) M(x) <. a - § para X < 0

M(x)

v
[

+
O

para X > 0

(2.3) M(x) < a para x < 0

M(O) = a

M(x) > « para X > 0

Para algum § >0, M(x) & estritamente crescente em
| x -0 | <8 e inf {M(x) —a} >0
BSCIRD
Definimos
X1 = ¥, -a (¥ -a)

TEQOREMA : Se (2.1) e (2.2) ou (2.1) e (2.3) valem, entao X

converge para 0 em probabilidade.

Dem. :
Consideremos
b. = E { (x. - 02}
n n
dn = E { (Xn - 0) (M(Xn) -a) }
e = ELS - a (y/x) )
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e, =E { [ (y-a)? AH(y/x) } =

- 00

E{s(y- M(xn))2 aH(y/x)) } +

+ 2 B {/(y-Mx)) Mx) - o) da@ly/x) } +

2

+ E {7 (M(xn) - a) dH(Y/Xn) }
Sendo
M(x) = [ ydH(y/x)

-0

2 E {5 (y - M(xn)) (M(xn) - a) ,dH(y/xn)} = 0

-0

Portanto
e, = E { oj;(y-M(xn))z aH(y/x_) } +
+ B { Mx) -a)?) ¢ o® +(C+]a])? =

Com estas condigoes vimos que

"lim b = bl + T a, e, - 2 3 a, dn = b existe
N0 )
Sendo

dn > 0 ’ z an n & ® e hX an = o
Entao

lim inf 4 = 0

, n

Seja { dnj } uma subsequéncia de { a } tal que
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(2.4) lim 4 _. = 0

Mostremos que '{»xnj }  converge para 0

Se isto nao ocorrer, existira uma subsequéncia { t. } da sequén

J
cia { ng } e numeros positivos € e n tal que para todo
tj temos
P { | th - 9| > n } > ¢

Mas para todo tj temos
dtj =E { (xtj -0 (M (xtj) -a } =
= X, . - X, . . = -0 M - . < =

E { | t 0 | |M( tJ) o |} _i Ix -0 | M(x) o IdP(XtJ. X)
= I | x = o] [M(x) - a] @P(x.; < x) +

|x-6]>n J
+ S | x - 0] [M(x) - o] aP(X, . < x) 2

- J

|x-0|¢n

> n inf {| M(x) - a] } J AKX € X 3
|x-0]>n . |x -@|2>n J
> € 1 inf { | M%) = a | 1}
|x-0|>n
Por (2.2) ou (2.3) 4. > en inf {IM(x) - «a| } >0. Isto-
J |x=0]|2n

contradiz (2.4)

Logo an converge para o em probabilidade.

Dado € e n numeros positivos arbitrarios, tomamos s um



- 20

nimero positivo tal que

s2 + s €
(2.5) —_— <
n2 v 2
Como an converge para ©O , existe um inteiro positivo ,NO‘
tal qué v ‘ . )
. _
P { | Xy - © | > s} < —
o 2
- Sendo que oz a, 2 ¢ ’ podemos escolher o ’No de modo que
© S
z a, 2 <
N. 2h
o
Definimos'para n > Né-
b(x) = E {(x - )%/ = x }
" n %y
Temos entao
b (x) = E {E [ (X -0 )2 / = x, x_]| / = x}
n+l - n+l XNO ! n xN0

E {E[(Xn—e)z/XN = x,xn:]'/x_N = x } -
o Qo
- 2 an E { E [ (Xn - 9) (Yn - G) / XNQ = X, xn ] / }{NO = X } +

v 2a 2 E (E[(y,-0)% /% =xx ] /X = x)
o o

n

Logo
. 2 _ _
by (0 =B { (K =007/ % =x)

ag B L (K = 0) Mx) ~a) /Xy = x}
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n _
2 v _
+ ; ai E {E [(Yi - 0 )2 / xN X, Xy ] / xN = x } <
o ‘ (o} o] :
. n s
< (x-0)%+n aiz < (x-0 y2 4 —
i= 2
o
Seja A= { | x-90| < s}, Ay = Xy -1 (a)
(o} (o}
{ ] |} - | I
E X -0 = S X -0 a =
Ay n P(A_ ) n
0 ANQ. ANO
= S E(|xX-01]/ =x) d ( £x) <
P(AN) A xNo XNo
o
1 2 s
£ S ( (x - 0) + -— ) drP (XN £ X) <
P(AN ) A 2 o}
(o]
1 2 s
< J (s 4+ — ) gar (XN £ x) =
P(AN ) A 2 o
o
s
= 52 + — < 52 + s
2

Pela desigualdade de TCHEBYCHEFF

: 2
E Kxn— )7/ XNO_ s} 52+ s

(2.6) P { |xn— e >n / |XN -0| <s } < > . < 2

Dado € e n positivos, para n > Nj temos

P{[|x -0 >n}=

= P { lXNo'_ ol <s } P { [Xn -0 >n/ |xNo -0 <s }+
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+ PLlx - 0 >s) ..p (X -0|>n/[x, -0 > s)
&6 | To

Por (2.6) e (2.5) temos

| c |
P {{x, -6] > n} <P {|x, -0] < s} — +
. o 2
. |
+ — Pp{|x -0 >n/[x, - o >s} < ¢
2 o

Mostrando gque { X } converge para O em probabilidade .

3. Convergéncia com  Probabilidade  Um

As convergéncias estudadas até aqui foram COnvérgéncias _
em probabilidade. Este tipo de convergéncia é mais fraco que con-
vergéncia com probabilidade um, isto &, convergéncia com probabili
dade um implica convergéncia em probabilidade .

A demonstragao de que, sob certas condigoes, a sequéncia
A Xn } converge para ] com probabilidade um, foi feita por
BLUM [ 2 ] com hipSteses bastante simples e que passaremos a

estudar.

Lema 1 : Seja { v, }  uma sequéncia de variaveis aleatdrias

2

tal que TE { v } < » . Entao

z [ vy - E ( V5 / V0 e Vj-l ) ] converge para uma varia

j=1

vel aleatOria com probabilidade um.
Este lema foi demonstrado por LOEVE [ 8 ].

Seja  M(x) uma fungao de regressao correspondente a
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- familia H(y/x) . Suponhamos as seguintes condigoes :

(3.1) | M(x) | <c+d |x]
" ‘ 2 2
(3.2) S (y - M(x) ) di (y/x) € o
(3;3) - M(x)< a para x <0 , M(x)> o para x > ©
(3.4) - inf {] M(x) -'al} >0 para todo 0 < 8 <8, <
§,<|x-0]<8, : :

Como anteriormente { a 1} € uma sequéncia real positi

va tal que

I a = o ’ I a < ©
n n
Tomamos
X4y = X, - a, (¥, - a)
Lema 2 : Se (3.2) vale, entao a sequéncia
‘n
L 41l ‘jﬁl ay (a - M(Xy) )}  converge para uma

variavel aleatoria com probabilidade um.

Dem :

3 . = a. (Y. - M(X.
Seja vy aJ ( 3 ( J) )

2 2

_ 2
aj E { (Yj M(Xj) ) } < a. g

E { v."}

J

Sendo que z an2 < » temos T E { vj2 } € o
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Mostremos que
E { (Yn - M(xn) / Y, - M(Xl) r oeee g Yn-l - M(Xn_l) } =0
Para isto observamos qﬁe dado xl‘ uma constante temos _

M(x,). Mas dado ¥, - M(x;) e M(x,) nds obtemos x2 .

Continuando, obtemos

E L (Y, - M(X)) /Yy = M%), een , ¥

1~ MGy

= E { (Y - M(X) / X, } = 0
Pelo lema 1

n .

T aj (Yj - M(xj) ) converge para uma variavel aleatoria com
j:l : .
probabilidade um.

Portanto
n n o
X - z a. (o - M(x.)) = X, + z a. (M(x.) - Y.)
n+l j=1 3 3 1 j=1 3 J J

converge para uma varidvel aleatdria com probabilidade um.

Lema 3 : Se (3.1) , (3.2) e (3.3) valem, entao { Xn} con

verge com probabilidade um.

Dem :

Mostremos primeiramente que

fl
1
8
[—-—
1l
o

P { lim X, = } + P { 1lim X
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Suponhamos ‘que { X } seja uma seQuéncia amostral tal

que lim X,

o0

( Para { xn } tal que 1lim x

LS ® a demonstragao € semelhante)
Entao existira um N tal que n > N temos x >0 e
portanto
a, ( a = M(xn) ) < 0 por (3.3)
Mas entao
n .
lim (x - . a. (o - Mx:)) = o
n - o n+l j=1 J J

Conforme o lema 2 isto ocorre somente com probabilidade zero.

Mostramos assim que

P { lim X, = } + P { 1lim x, = - }

Suponhamos agora, por absurdo, que o lema seja falso. En-

tao existe um conjunto de sequéncias amostrais, com probabilidade
positiva, satisfazendo :

n .
(a) X 41 iil a; (o - M(xi) ) converge para um numero finito
(b) lim inf x, < lim sup x

n
para toda sequéncia neste conjunto .

Seja { X } uma tal sequéncia e suponhamos que

lim sup X, >0 (os mesmos argumentos valem se lim sup X > 0)

Escolhemos numeros a . e b satisfazendo

a > © , lim inf x < a< b < lim sup x|



n
Como- limvan =0 e X4 £1 a; (a - M(xi) ) converge _

para um numero finito, escolhemos N tal que se N<n<m en--

tao
1l b - a
-a) a, < min {—— ,
3dv 3(|a]+ctd |o])
(3.5)
Zb) m-1 b-a
- X - X - r a; (o~ Mkx))| <
| m n n 1. _ i 3
Escolhemos m e n tal que
<a) N < n < m
Zc) n < j < m implica a ¢ Xj < b
Por (3.5) , (3.3) e o fato de O <a < xj
m-1 A
b-a b-a -
X xn.< N + .E aj.(a M(xj)) < 3 + a, (a M(Xn) )
. j=n
Se x, > © ’ por - (3.3) temos
b-a .
X - X < que contradiz (3.6) - Db)
m n 3

Se X < 0 , por (3.1) temos

(3.7 [M(x)]| < e+ d |x,| <c+alof +

+d |e- xnl < c+4d|e] +4 (x, = x)
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Por (3.5)-b) e 0 < ac< xjﬂ temos

X, "X, - (b~a) /3

2n

Disto e de (3.7) temos

(%, = %) = (b=a) /3

-] al| <c+al ol + d(xm - %)

@n

Isto implica por (3.5)-a) que

(b-a)
(xm - xn) (1 - an da < 2 ———;——-

Que também por (3.5)-a) implica

Que contradiz (3.6) , provando o lema

Passemos agora ao teorema que garante a convergéncia de

{ Xn} para 0 com prdbabilidade um.

Teorema : Se as condigoes (3.1) , (3.2) , (3.3) e (3.4) estao
satisfeitas, entao { Xn} converge para © com probabilida-
de um.
Dem :
Suponhamos que P { lim x = X } = 1, como exige o lema 3,
e que

p {x #0601} > o0

Consideremos = e €,y com ©O < ;l < €,y < @ tal que
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Caso isto nao ocorra escolhemos €1 e €y de modo que
-eo<el <32<(-) e P {_el<x‘<92}>0

Entao para toda sequéncia { X, } tal que 1lim X, =X
temos, para n suficientemente grande g < X, < g eo

conjunto de tais sequéncias tem probabilidade positiva.

Pelo lema 2 e lema 3 -temos gue para guase todas estas___

sequéncias
Iay (a - M(xi) ) converge
. o0
Isto contradiz (3.4) e o fato de que z a, =
‘ n=1
pois
e | w
R a; (o~ M(xi) ) 2 1 inf { |M(xi) -a] } =z a
i=N €' <X, <ey ' i=1

Enunciaremos agora os teoremas demonstrados
DVORETZKY [ 3 ] gque engloba tddos‘os resultados obtidos
aqui.

As demonstragoOes nao serao colocadas pois as condigoes

teoremas nao nos parecem de facil adaptacao para as aplicacgoes.

Teorema : Sejam {an

meros reais nao negativas tal que

lim Op = 0
n &+ o

-]

X Bn < o

por

até

dos

'} . {Bn } e {r, } sequéncias de ni
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@
pX T = 00
n=1 n
- Seja o um nimero real e T, uma transformagao mensuravel ;_
satisfazendo
| T, (%) «ee o %)) = 0| < max { @, (1+B) (x - 0) - T } para

todo xl ¢ ees 4 xn

Sejam X, e Y, (n =1,2, ...) variaveis aleatdrias .

Definimos
xn+l =. Tn (Xl'.oojxn) + Yn (Xl' L B xn) n > l

Entao as condigdes

(-]
E ( Xl2 ) < IE (Y 2 ) € o
n
n=1
E ( Yn / Xl' cee 4 xn ) = 0 com pfobabilidade um pa-
ra todo n , implicam
P {1lim x_ = 0} = 1
nso 0
Uma extensao do problema sera :
Teorema : Sejam { a (X7 + eee v %) } e { B, (X9/ «vv xn)}

- sequéncias de fungoes nao negativas tal que :

As fung6es a, ( Xyr eee 0 X ) sao uniformemente limita-

das e lim o (xy, ««: , X)) = 0 uniformemente para toda se-
oo n 1 n

éncia X oo X ceo
que 1’ v X
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As fungoes By (X) # een xh) Sao mensuraveis e
I B, (xl, cee g xn) € uniformemente limitada e uniformemente_
n=1
convergente para toda sequénciav Xy ces " Koo oeee
Para todo L > 0 existe funcoes Fn (xl,...,xn)
satisfazendo
| T (X7 «ev s X)) - 0] < max { a (1 + B) ]xn- o] - T, }

onde T & uma transformagao mensuravel .

rr (%, ..., % ) = o uniformemente para toda sequéncia___
Xy s e+ s X, 4 ... paraa qual sup | x, | <L
n=1,2,...

As demonstracoes destes teoremas foram simplificadas

WOLFOWITZ | 12 | ..

por
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CAPITULO II

Localizagao do Maximo de wuma Fungao de Regressao

O processo de ROBBINS - MONRO possibilitou a KIEFER -
WOLFOWITZ [ 7] , com algumas modificagdes, estudar um método _
para a localizagao do maximo de uma funcdo de regressao .

Desenvolveremos neste capitulo este método e a contribui-_
¢ao de BLUM [ 2 ] bqueAmostra, com hipoteses mais fracas, a

convergéncia com probabilidade um .

1- 0 Método de KIEFER - WOLFOWITZ

~Suponhamos que a cada valor real x , esteja associado__
uma variadvel aleatdria Y = Y(x) com distribuicao H (y/x) e

média

I y dd (y/x)

M(x) =
-0
Sejam { an} e { <, } sequéncias reais positivas
. Admitimos que
(a) M(x) é estritamente crescente para X < © e
estritamente decrescente para X > (¢]

B) [ (y-M=x )2 & (y/x) <€ o

- Q0

2

(C) c converge para 2zero
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(-]
)X a = o

n=1 n
Qo
z a c < o

n=1 n n

© ,
z Etn2 cn2 < ®

n=1

(D) Existem R e B positivos tal que

|x - 8] + |x' - 8] < B implica |M(x) - M(x’')] < B |x-x']|

(E) Existem p e R positiVos tal que

x-x'| < p. implica |M(x) - M(x’)| < R

(F) Para todo § , existe um I ( §) positivo tal_

que :
M(x+e) - M(x-g)
| x -0 | > 8 implica - inf | - | > I(§)
1 €
o<e< 26
Seja X um numero arbitrario. Para todo n inteiro, defini
mos
2
1 S ( Yon = Yop-1)
n
onde Y, e Y, 4 sao variaveis aleatdrias independentes com
distribuigoes H ( y/x, + ¢ ) e H (y/x, - c) respectivamen

te . Com as condigoes de regularidades exigidas acima, mostraremos_
gue Xn converge estocasticamente para e .
Nao exigimos a existéncia da derivada de M(x) mas, a

condig¢ao (D) diz que M(x) € continua numa vizinhanga de o .
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Se M(x) tivesse derivada ela deveria seér zero para X = o,
entao nds esperamos que a derivada numa vizinhanga de ¢) nao
seja muito grande. E o que pedimos em (D) .

Se a partir de uma certa distdncia de © , M(x) tivesse
uma declividade muito pequena, b movimento na diregao de ‘O se-_
ria muito lento. Fora de uma vizinhanga de © , gostariamos que
0 mddulo da declividade fosse limitada inferiormente por um namero_
positivo, isto € o que pedimos em ‘(F) .

Se‘ M(x) desse saltos muiﬁo bruscos em algumas partes ,
nSs poderiamos por azar, dar um movimento para X que nos afas-_
tasse de © . Se isto ocorresse em muitas partes, X pbderia _
tender a + o ou - ® com probabilidade positiva. Para que
isto nao ocorra, pedimos que os saltos de M(x), caso existam, se
jam limitados . )

Na pratica, se as condigOes impostas a  M(x) estiverem
satisfeitas num intervalo [c , C,] com C <0 <C, pode
mos aplicar o método para‘estimar e . Supomos entretanto que
x, *C, caia fora do intervalo [Cl P Cé] e deste modo nao po-
demos fazer uma observagao neéte‘ponto. Se deslocarmos X tal
que x, % 'Cn atinja ’Cl ou C2 nés podemos fazer a obser-
vagao e nossas conclusdes continuam validas .

Mostremos agora que Xn converge estocasticamente para

e .
Consideremos
(1.1) b. = E { (X - 02 }
n n
(1.2) u (x) = (x-0) E {y, -Y, | X, = x}

(1.3) v (0 =3 (0 + o ),



1
14 — st -
Un (x) = X (Un (x) | Un (x) | )
= : + _ _ -
(1.4) P = E { U, (xn) } N, = E { v, (xn)»}
(1.5) e = E {( Y. - X )2}
} n T 2n 2n-1
Temos pela definicao do processo
: 2 ' 2n 2
b1t =B L Xy @7} =B { X, -0+ Yon =~ Yop-2) | 7} =
n
=E { (X - 0)2} + 2 “n E{(X -9 (Y, -Y ) } o+
n - n n 2n 2n-1
2
2n 2
e Bl (gt Ypp) T S
c
n
a _ an2
=hy 2 Bl -0 B[yt Yonn /¥ JY YT e T
- n
a a 2
=b + 2 — (P +N_ ) + n e
n c n n 2 n
n c
n
Somando de um até n temos
n a; n a;
(1.6) b =Db, + 2 T P, + 2 T N, +
ntl 1 i=1 C. + i=1 C. 1
i i
2
n a,
T 7 %
i
Observamos que
U; (x) > 0
+ : .
U (x) > 0 implica X = 0] < C,

Mostremos esta implicagao. Para isto, supomos
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| x -] 3 ¢

U (x) =(x-0E {¥Y, -Y, .,/ X =x} =

= (x=-90) { Mx+ cn) - M(x - cn) }
Se x 3> © entao x -0 > c, e x=-c¢c > 0
Logo X + ¢ 2 0

Como M (x) € decrescente para x > 0 , Un(x) < 0

Se X < © entao © x -0 £ - c, € X + c, § ©
Logo x - ¢ < e
Como M(x) € crescente para X < 06 ., Un(x) < 0
+ ' + -
Sendo U (x) > 0 temos U (x) = U (x) > 0 . Isto sd ocor
re se
X - o | < <h
B
Para n suficientemente grande tal que c, < — temos
4
|x + c, ~0| + x - c, - 0] < |x - o] + c + lx ~o] + c, <
< 4 < B se U+(x) > 0
<, n _

Isto implica que

+

n(x) = (x- 0 |[M(x+ c)) - M(x - cn)| <c, B 2c por (Df

U
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Temos, portanto

0 £ Un+(x) < 2 c mostrando assim que

P € convergente, digamos para a

2 2 ' .. -

| M(x + c) - M(x - c) |.© < R para a suficientemente _
grande
Ent3o

(1.8) E {(v, -v, )2/x }=©8 {(¥v, - M(X+c))?+

* 2n 2n-1 n 2n n n
+ (Y = M(X_ - c)) )2 /% } + | M(x_+ ¢ )'- M(X - c )[ 2 <
2n-1 n n n n n ‘ n n =

Disto e de (C) obtemos que a série de termos positivos

. - a
(1.9) b e € convergente, digamos para r

n=1 c 2 n
n

-Como bn+l >0 temos, por (1.6) , (1.7) e (1.9) ,

Mostrando que a série de termos negativos

n

N é convergente .

(1.10) | L n

n
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Seja
| M(X_ + c) - MX - c)]
k = :
n c
n
Entao
Pn - Ny
E {kx, [x -9 1} = -
n
Logo
lim inf E{k | X -] } = 0 pois
a, _
z (P - N é convergente por (1.7) e (1.10)
c
n
Seja { ni}' uma sequéncia de inteiros positivos tal que
lim E {k | X - © | ¥} = o0
i i
Mostremos que (X - 0) converge estocasticamente para zero.

ny

Se isto nao ocorrer, existira & e € numeros positivos e uma
subsequéncia { t; } da sequéncia { ni} tal que para todo

t

Isto implica que

| {|M(xti+ cti) M(xti— cti) xtil}
E {(k [x, - o} = E >
t. t. ~
i i c
t.
i
() 1
> 8 € w(—) para todo ti tal que Ce < — §
2 i 2

Mas isto contradiz o fato de que
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lim E {k_ | X - o]} = 0

- Portanto

(Xn - 0 ) converge estocasticamente para zero .
i

Sejam n e € numeros positivos arbitrarios. NOs

teremos demonstrado a convergéncia se existir um namero N(n ,e)

tal que
P ] X - 0 | > nlt<e para todo n> N(n ,e)
: Lo s? + s
Seja s um numero positivo tal que —_— < g /2
Como Xn converge estocasticamehte-para C] , existe
' i
um inteiro No tal que
P {|xy -0 > s}< e/2
' o
Podemos escolher No tal que
c, < min ( p /2, B /2 ) para todo n > NO
o an2 s2
L 3
n=N c ? 2R% + 4 2
e} n
oo S
z a, ¢, <
n=No 8B
Observamos que
2 ey} = -0 x. = x}=
E { (X, - 0) Iy, =% } =E {E[x ;- O /XNo =x,%_] /XNO x}
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E{E[l(xn’@)z/XN =x, x] /% =x } +
| o | o

. a- :
+ 2 EB{E[(x -0 (v, -Y, ) /X =x,x] /X =x}+
(o] (o]

°n
2
. an 2
t—5 B LB [y, =Y, /%y =x.x]/% =x1} =
c o o
n .
=-E{(x—0)2/ =x}+2an E{U (x) / = x} +
n N n'n XN
° c o :
n
2
a, : 5 _
T 7 B LE [.(YZn Y1) /Xy T XX 17 Xy =%}
c o o
n .
Somando de No ate n temos
2 n ay ,
b y1t® = (x-0%+2 I E{U(xy) /X =x1} +
i=N C. - lo}
o i
2 ’ _
n ay 4 2
+ I > B OLE [V, =Y )7/ % =x,x 1/¥% =x}g
i=N c. , o o
o i .
5 n a; N
§ (x=-09)" +2 I EL{u (x) /% = x1} +
' i=N c . . o
o i
n a2
+ z 12 (R2+ 2 02) < (x-9)2+s
i= C.
[o] 1

Por TCHEBYCHEFF temos

. |
E {(x - 07/ IXNo -0|<s}

P {|x -0©]|> n/ - 0] < s} g
| %, -0 | %y, - o >
Mas
2 1 2
E { (X -0% | - ©l <s} = s (x, -0)° ap
: . o]

P{IXNO— o <s %, - 0] <s
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1l , ,
2
= JE (X_-0)° / =x } dP(X, € Xx) <
P {|xy - o]< s} n XNo xNo N
o ' |x-0| <s -
1l : 2
< s [(x - 0) +s]dP’(XN £ x) <
P {IXNO - 0] < s} |x-0| < s ©
1 2 2
< f(s+s)dP(stx)=s + s
P {')(NO - G)l <S} lx—el <s (o]
Portanto
‘ | | s?is
P{|Xn-—e|>n/|XNo-e|<s} < 2 < g /2

>
Para n No

P {|]x -0l >n}=pP {'|xN - 0| <s} P {|xn - 0| > n/ |xy -] <s} +
(o] (o]

+P{|XN-e|>s}'P{|xn-—@|>n/|xN -0]>s} <
o o

| € >

< P{|x -0l<s}. —= + —= 7P {[x-0]>nllx;-0]>s}c<

o 2 2 o
<« £ 4. & - .

2 2
Mostrando que Xn converge para 8 em probabilidade
2 - (Convergencta com Probabilidade Um
O problema de localizagdao de um maximo de uma fungao de

regress3o foi tambdm estudado por  BLUM [ 2] . Ele conseguiu,
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com hipdteses mais fracas que WOLFOWITZ , mostrar a convergén-_

cia com probabilidade um da'sequéncia { Xn} definida por
2n
S R s T e S
n

Faremos a demonstragéo deste fato usando, o lema 4 e com,

algumas modificagaes, os lemas 2 e 3 e teorema 1 do capitulo I-3 .

Lema 1: ( LOEVE (8] ) : seja  { v, } wuma sequéncia _
de variaveis aleatdrias tal que T E { vn2 } < o Entao

D | v, - E (v; / VY r oeee Vi ) } converge para uma variavel

aleatdria com probabilidade um .

.Consideremos as seguintes coﬁdigSes para M(x) e as
sequéncias {a } e {c 1}
< 2 2
B. / (Y - M(x)) dH (Y/x) ¢ ©
E. M(x) crescente p/ X < 0
decrescente p/ X > c}
F. 9 p, R tal que [x' - x"'|] < p=>» [M(x') - M(x’")| <R
G. ¥8§>0 3T IM(Ss) tal que |l x -0 | >8 =
inf {M(X+ €) = M(x- e)}> n(s)
1 € '
—5—6>€>0
an 2
H. c, * 0 ’ .E a, = ® ’ z e ) < o
n
qn
Xn+1 = xn + c ( Y2n Y2n—1 )
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Lema 2 : Se B e H valem a sequéncia
n a. v
X - -1 M(X., + ci) - M(x, ~ c.) ) | -
n+1 jil : ( M( j cJ) (xJ cJ) ). converge com pro
J

babilidade um .

Dem. :
Seja v, = 23 [Y,. - M(X, + c.) -
3 c. 2j i3
j
= (Ypyp - My - ey ) ]
2 _f;,z_ 2 | 2
vy© o= ch [(Yzj - M(Xy + cj) ) Yy ~ M(X5 - e )T -

= 2(¥y5 - M(Xy ey ) ) . (Ypu g - MIXg - ocy) ) ]

Como Y2j’ e Y2j-l sao variaveis aleatorlas indepen-_
dentes
E { (Y2j - M(xj + cj) ) (Yzj_l - M(xj - cj) )} =
E .Y . = M(x. + c, E (Y, - M(x, - c; = 0
(Yyy = Mlxy + c5) ) (Yp4op = Mlx5 = c5) )
Logo
2
2 s T M(x, + c.) )2+
E . = . - . C.
Vi T T 2 23 579
J
a.?
+ E (Y - M(x; - e 2] ¢ 200 —-
2j~-1 J j h c.?
J
Por H
E v 2 < o
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Pelo lema 1 I (V4" E (vj /‘v1 y oeee vj-l) }: converge
Dado X, temos M(Xl.+ cl) ’ M(Xl - cl) . Mas dado

Y, - M(Xl + c (y, - M(Xl - cl) ) e M(Xl + cl) ’ M(Xl - cl)

2 1
nos temos x2 ' etc ...
.Deste modo obtemos
&
v _
Eley - M +c) - (Y, ;-MX -c)) | ¥, - M(X) + ¢c)) -

- (Yl - M(Xl - cl) ) B YZ(n-l) - M(Xn-l + cn_l) -

(Y M(X - c

2(n-1)-1 ~ n-1 n-1) 1= B LYy, - MOX, +c) -
(Yy-1 ~ Mx - c,) ) /X, } =. 0
Portanto
a. .
z —:%— [Yzj - M(Xj + cj) - (Y2j—l - M(Xj - cj) )] converge
J
com probabilidade um .
Como
n a,
X, - ——-'l-c' [M(xj + ) - M(Xy - cj)] =
J
n a, n a.
= .- . - .+ c.) +
X, + I —l-c [512J .. Yzj_l] + I —l—cj [ M(X5 + cg) +
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, n a, _ _
+ M(X; - c. = X, + — [vy,. - M(X, + c.) -
+ My - ey ] 1t o [¥gy MOy A+ ey
J
(Yppop = M(Xy - e ) ]
temos o lema demonstrado .
Lema 3 : Se B. E. F. H. valem entao X~ converge com

probabilidade um.

Dem. :
Para demonstrar o lema, observamos qué

(2.1) P { 1lim x, = ° } + 2 { 1lim X, = - } = 0 pois
Se lim x = co entao X > OH a partir de um certo No
logo p/ n > N,

- - < i & _ v
M(xn + cn) 7 M(xn cn) 0 pois M é decrescente p/ X >0
Portanto

: n a. :
lim x - z —L M(x. + c.) - M(x. - c. =
n+l j=1 . ¢ [ ( J J_) ( 3j 3)] *
J

mas isto acontece somente com probabilidade zero pelo Lema 2

Suponhamos que o lema seja falso e em vista de (2.1) exis.

tira um conjunto amostral com probabilidade positiva tal que

n

a,
- . - - s -
(22) .a) xn+l .Z " ( M(xj + cj) M(xj cj) ) é conver-_

J Lo
gente
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(22)-b) lim inf x = <

" lim sup’ X,

para toda sequéncia neste conjunto.

seja  { X} uma tal sequéncia e suponhamos que lim sup x> ©
( Argumento semelhante se lim sup X < © )
Sejam a e b satisfazendo

a > o

lim inf xn <. a < b < 1lim sup Xn

Seja N tal que m,n > N
m-1 a. b-a
(23) |X_ - X_ - § —L M(X.+c,) - MEZX,-c.) | <
m n = j
j=n c 3

que & possivel por (22)-a)

Escolhemos m e n
(24) N < n < m
(25) xn < a ’ Xm > b
(26) n < j < m = a
an b-a
(27) R <
c 3
n
(28) 2 Cn < p
Por (23) e (26)
m-1
(29) X - X < bra 4 g
3 " j=n

tal que

a,
S

C.
J

( M(Xj + cj) - M(Xj - cj) ) <
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b-a a,
£ ; + . ( M(Xn + cn) - M(Xn - cn) )
. n
Se X, > © por (29) e E .
b-a :
xm - Xn < ; que contradiz (25)
Se xn < .0 , sendo ch < R temos
|xn+cn—xn+cn =2cn<p=)|.M(xn.+cn)-M,(xn—cn)l <R
Entao
b-a a b-a ~ b-a 2.(b-a)
X - X, < + R n o< + =
3 b 3 3 3
n
que contradiz (25).
Teorema : Se B. E. F. G. H. valem, entao X -~ 0 com
probabilidade um .
Dem. :
Suponhamos que P { lim X =X } =1, como requer o le-
ma 3, e que
P {x # 06}l>0
Sejam € e €, tal que
< < <
0 sl 62 ©o
P { el < x < 52 } > 0 (caso contrario, - < el < €2 -< 0
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P { €] < X < g } > 0
Entao para toda sequéncia amostral tal que | lim x, = X
com g < X < g,  nos temos €, < X, < g p/ . n

suficientemente grande .

O conjunto de sequéncias amostrais que satisfazem esta pro
priedade tem probabilidade positivé . |

Pelo lema 2 e 1lema 3 quase todas estés sequéncias sao _
tais que

a,
r —- ['M(Xj + cj) - M(xj - cj) ] & convergente

5

Mas por G sendo |0-X]| >¢g

a. '
po—L [xy 4y - My -] > I oag

. j H(el) = @ gue
J
contradiz o fato de
a. _
g —L [M(X, + c.) - M(X, - c.)] < ® provando o
c. J J J ]
J

Teorema .
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CAPITULO  III
Aplicagoes }

o onetivo do trabalho foi colocar o problema de apro-
ximagao estocdstica de modo que as hipoOteses sejam simples e
claras, para facilitar aévaplicagaes, nao perdendo a generalida
de. -

Descreveremos neste capitulo o trabalho de GUTTMAN -
GUTTMAN [ 5 ] que faz uma aplicagao do método para um problema_
em biologia. Em seguida simularemos experimentos e compararemos
o valor estimado com o método de aprodximagao estocastica e o

valor real.

1. Uma  Apliecagao em Biologta

Deixando o paramécium caudatun sob o efeito da cineti-
na, obteremos uma multiplicacdo de células maior do que a ndo
exposta. Esta e uma fungéo crescente com o tempo. Com esta ob
servagdo GUTTMAN - GUTTMAN [ 5 ] apresentam um trabalho que
consiste em determinar um tempo © em que haja, em média, uma
multiplicagio o de células.

Tomamos um controle e o paramécium sujeito a cinetina.
Apds um certo numero de horas, contamos as células do paraméci-
um e determinamos a razao K/c , isto &, o nimero de células _
do sujeito a cinetina sobre o nimero de cé€lulas do nao sujeito.

O problema sera determinar um tempo ‘O de modo que em

média temos K/c = 1.1 .
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Podemos usar o método de ROBBINS - MONRO para estimar

© . Para isto consideramos :

X, = numero de.horas de tratamento no n-ésimo ensaio

Y, = K/c obtido ap0s um ensaio de x ~ horas

o = 1.1

® = nimero de horas de tratamento que, em média, obteremos

uma razao o

a € uma sequéncia satisfazendo I a, = «, L an2 < o
. 20 . .
Neste experimento tomaremos an = -20 . Mais adiante dare-_
4 n v

mos os motivos para esta escolhé.

Para umavprimeira aproximagao, foi tomado X , igual
a 30 horas. No primeiro ensaio as células foram contadas apos
30 horas. Computamos entao K/c e achamos 1.067 (veja tébela

l) . Substituindo em

X4l = ¥ *oay Ca-yp)
achamos
X, = 30 + 20( 1.1 - 1.067) = 30.66 horas
No segundo ensaio, as células foram contadas apds 30
horas e 40 minutos. A razao obtida para este tempo foi
K

— =1.30 , isto e, Y, = 1.30 . Obtemos entao X4 por
c .

x, = 30.7 + 20
3 2

(1.1 - 1.3 ) = 28.7 horas

Para cada estdgio da experimentagao, um novo tempo de
tratamento foi tomado de acordo com o resultado do ensaio ante-

rior, o a proposto e o nimero de ensaios j& feitos.
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Notamos na Tabela 1 que a partir do sexto ehsaio, X

comega a estabilizar em torno de 25 horas.

TABELA 1

N Xn Yn Xn+1
1 30 1.067 30.7
2 30.7 1.30 28.7
3 28.7 1.131 27.3
4 27.3 1.223 26.6
5 26.6 1.577 24.8
6 24.8 1.133 24.6
7 24.6 0.89 25.2
8 25.2 1.00 25.5
9 25.5 0.81 25.6
10 25.6 1.31 25.1
11 25.1 1.21 24.8
12 24.8 1.03 24.9

Tinhamos por hipdtese que o nimero de 30 horas, levaria_

a um resultado menor que 1.5 e maior que 1.0 . Esperavamos_
gue este tempo fosse grande mas que nao ultrapassasse mais que
10 horas do tempo procurado. A diferenga do observado para 1.1

seria no maximo de 0.4 . Escolhemos entdao 20 que nos daria a
20

n

Deste modo a = parecia

correcao 20 x 0.4 = 8 horas. n

ser uma boa sequéncia.
Notamos na Tabela 1 que paramos no 13?9 ensaio. O motivo

- para isto foi que a partir do 69 ensaio, o numero de horas fi-
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cou em torno de 25 . A variagao ndo era muito gran & para o pro
blema. Deste modo tomamos © = 25 horas. |

O mesmo experimento foi montado tomando a = 1.05 .

Pelo problema anferior, acéitamos'que’para 25 horas ti
nhamos em média a razao K/c igual a 1.1 . Decidimos entao
que o primeiro valor x , seria de 23 horas. Sabiamos que es-
te valor observado nao deveria ultrapassar 1.1 . Teriamos des
te modo uma diferenga, do real para o observado, de no maximo _
0.05 . A sequencia { a, }  foi tomada da forma —2%— pois no

primeiro passo teriamos uma corregdo de . 30 x 0.05 = 1.5 ho-_

ras. Obtivemos ‘entao os seguintes valores :

TABELA 2
N *n Yn n+l
1 23 1.14 20.3
2 | 20.3 1.00 21.1
3 21.1 1.75 14.1
4 1441 0.97 14.7
' 5 14.7 1.26 . | 13.4
6 13.4 | 0.98 13.8
7 | 13.8 1.04 13.8
8 13.8 0.96 ~13.5
9 13.5 1.25 12.8
10 12.8 1.22 12.3
11 12.3 1.04 12.3
12 12.3 1.11 12.2
13 12.2 1.17 11.8
14 11.8 0.97 12.0
15 12.0 0.81 12.5
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Observamos que apds O nono ensaio,’ X, comega a estabi
lizar e o ultimo tempo determinado &€ de 12.5 horas. Aceitamos

entao 12.5 horas como o tempo para que tenhamos em média —%—

= 1.05 L]
E curioso notar que a média das observagdes ( K/c )
dos Gltimos seis experimentos é 1.05 . Isto parece uma confir

magao de que o tempo devera ser 12.5 horas .

2. Um ’Modelo Teorico

Para percebermos melhor a importancia da escolha da se-_
quéncia { an_} e também para termos uma idéia dos erros cometi
dos, criamos um experimento onde seja possivel a aplicagao - do

processo de ROBBINS - MONRO .

Conhecemos a priori a distribuigao de  Y(x) bem como
a fungao M(x) = E (Y(x)) . Deste modo conhecemos a raiz 0
da equagao M(x) = a . Aplicaremos o processo de ROBBINS

-~ MONRO para estimar © e depois diséutiremos a possibilida-
de de aplicagao deste processo e compararemos o valor real 0
com o valor estimado .

Suponhamos um experimento onde a cada numero real X
esteja associado uma variavel aleatdria Y(x) . Queremos
achar a raiz © | da equagao M(x) = 3 . Sabemos que & pos
sivel a aplicéggo do processo de ROBBINS - MONRO e que O in-_
tervalo onde  M(x) satisfaz as hipoteses necessarias para a
aplicagao & [-9,9] . Como mais nada foi dito sobre M(x) ,

usaremos, numa primeira vez, a sequéncia a, = o e o]

valor inicial xl = 2 .

Com o valor 31 2 conduzimos o experimento e obser



53

vamos Yl‘ = 7.46 da variavel aleatdria Y(2) . Détermina-_

mos  x, por |
X, =2+1(3-7.46) = - 2.46

Com este valor x, = -2.46  observamos y, = -17.703  da va

ridvel aleatdria Y( -2.46 ) . Calculamos 'x3 por

1

X3 = -2.46 + 5 ( 3 - (-17.703) ) = 17.891
Para X, ‘obtivemos -155.062 (veja Tabela 3) . Este ponto

estid fora do intervalo [-9,9] e ndo podemos fazer observagdo_
de Y(-155.062) pois as hipdteses sobre M(x) nao estao sa-
tisfeitas fora deste intervalo. Para uma nova observagao, usa-_

mos Xy = -9 para que possamos continuar com O experimento.

Deste modo fizemos quarenta observagOes. Ora tomamos 9

ora -9 para X,

. Obtivemos X4 = ~8.675

que pertence _

ao intervalo [—9,9] e a partir dai fomos tomando os
X 1= x 4+ == (3-y_ ) até = 70
n+1l n n n : ‘

TABELA 3

N - : *n Yn *n+l
1 2.000 7.460 - 2.460
2 -2.460 - 17.730 7.891
3 7.891 491.861 -155.062
4 -9.0 -727.655 173.664
5 9.0 729.794 ~136.359
6 -9.0 -731.111 113.352

cont.
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N xn Yn xn+l
7 9.0 727.631 - 94,519
20 -9 ~727.573 27.529
30 -9 ~728.788 15.393
40 -9 ~724.603 9.190
41 9 727.676 - 8.675
42 -8.675 -651.195 6.901
43 6.901 328.679 - 0.673
44 -0.673 2.753 - 0.667
45 -0.667 1.122 - 0.626
46 -0.626 1.521 - 0.593
47 -0.593 - 1.012 - 0.508
67 0.435 3.769 0.424
68 0.424 1.032 0.453
69 0.453 ~ 0.487 0.503
70 0.503 - 0.499 0.553

Vemos que para n = 43 , Xpp1 = 0.673 e que a par-.

tir dai

X, cresce lentamente até a Ultima estimativa que

foi
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para n = 70‘ . Entao, com estas observagdes, nadavpodemoS dizef
sqbfe 0 pbis x, ndo se estabilizou.

Isto ocorreuvpelo fato de ndo termos feito nenhum estudb_
sobre M(x) e nao te;mos'tomado‘uma sequéncia { a. } mais
adequada aé problema. |

Tendo em vista esta primeira tentativa para estimar C]
tomaremos a, = 0.05/n . Esta sequéncia foi tomada pois as cor
regoes nao deveriam ser maiores que nove que & o raio do interva

lo. Temos entao no terceiro ensaio, uma corregao em X, de

8.148

0:05 3 4 491.861)
3

Com esta sequéncia { an} repetimos o experimento e obti-
vemos a Tabela 4 . Vemos que apds o quinto ensaio S esta-
biliza em torno de 1l.4. O menor valor achado foi X, = 1.428
( n =10 ) e o maior foi X, = 1.492. (n=6) . Podemos _
dizer entao que © = 1.4 . Como a partir do décimo sétimo en-
saio X, estabiliza-se em torno de 1.46, isto poderia nos

levar é dizer que © = 1l.46 .

Para este experimento, tomamos Y(x) wuma variavel alea-
3

tOoria tendo distribuigdo normal com média X e variancia

dois . Estdvamos estimando a solucdo de E ( Y(x) ) = 3 que
3

seria entao 1.442 pois ( 1.442 ) = 3 . Com o processo de

ROBBINS - MONRO, obtivemos o ponto 1.4 ou 1.46 gque & bastan-

te proximo do real .
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TABELA 4
N *n ¥n Xn+l
1 2 9.904 1.655
2 1.655 8.075 1.528
3 1.528 2.898 1.530
4 1.530 4.582 1.510
5 1.510 1 4.803 1.492
6 1.492 5.410 1.472
7 1.472 4.626 1.460
8 1.460 4.909 1.448
9 1.448 6.574 1.428
10 1.428 - 1.612 1.435
11 1.435 3.474 1.433
12 1.433 0.847 1.442
13 1.442 0.704 1.451
14 1.451 4.387 1.446
15 1.446 2.285 1.448
16 1.448 1.336 1.454
17 1.454 0.005 1.462
18 1.462 3.642 1.461
19 1.461 2.855 1.461
20 1.461 0.909 1.466
21 1.466 2.003 1.469
22 1.469 4.442 1.465
23 1.465 3.119 1.465
24 1.465 0.257 1.471
25 1.471 5.122
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continuagao :

N *n Yn X+l
26 ~  1.466 2.004 1.468
27 1.468 - 2.213 1.470
28 '1.470 5.388 1.466
29 - 1.466 2.579  1.466
- 30  1.466 -0.474 1.472

A possibilidade de aplicagao deste método & que a fungao_
3

M(x) = x e a familia Y (x) % e R satisfazem :
() | Mx | = [x3] < 81 |x| p/ x e [-9,9]
® 2 _ 2
(2) S 1Y =-Mx|° o H(Y/Xx) = E | Y(x) - E(Y(x))]|“ =
= var Y(X) = 2 <

(3) M(x) <3 p/ x <0 , M®X > 3 p/ x50

pois M(x) & crescente

(4) inf {M(x) - 2]} > 0 pois M(x)
81<]x - 0]< &2

€ crescente

Estas sdao as condigdes (3.1), (3.2), (3.3) e (3.4) exigi-
das no capitulo 1I-3 gue garantem a convergéncia com probabili-
dade‘um.

O mesmo experimento foi montado, mas agora tomamos a = 8

a, = —Qﬁé- e X = 3. Notamos que no Gltimo ensaio obti
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| vepos N+l
o = 2. . 0Os resultados estao na Tabela 5 .
TABELA 5
N *n ¥n Xn+l
1l 3 26.850 -2.66
2 ~2.66 -16.157 0.969
3 0.969 - 3.678 1 2.136
4 2.136 10.643 1.939
5 0 1.939 2.307 2.280
6 '2.280 10.111 2.175
7 2.175 10.270 2.078
8 2.078 10.254 1.993
9. 1.993 5.754 2.068
10 2.068 9.968 2.009
11 2.009 10.730 1.934
12 1.934 9.590 1.895
13 1.895 9.615 1.857
14 1.857 6.154 1.897
15 1.897 8.942 1.878
16 1.878 6.989 1.897
17 1.897 10.128 1.860
18 1.860 8.803 1.846
19 1.846 4,223 1.906
20 1.906 7.301 1.916
21 1.916 10.703 1.878
22 1.878 3.083 1.945
23 1.945 3.418 2.004
24 2.004 8§.622 1.997
25 1.997 7.748 2.000
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3. Mazimo de = wuma Fungao de  Regressao

Como no exemplo anterior,‘para a aplicagao do processo de
RDBBINS - MONRO, criamos um modelo tedrico onde seja possivel a
aplicagao do processo de. KIEFER - WOLFOWITZ para estimar o mi-
ximo de E (Y(x)) .

Para isto tomamos a familia { ¥Y(x) x € R } de variave
is aleatdrias tendo, cada uma, distribuigao normal com média
- X ? + 2 X e variancia um. NossO experimento consistird em
tirar amostra de Y(x) que faremos com uma tabela de nimeros_
aleatérios~normais.

Desejamos éstimar»o ponto de'méximo.de . M(x). Vemos fa-
cilmente, que esta fuﬁgao satisfaz as hipéteses do capitulo II-2
para x € (-3.3) e portanto, podemos aplicar o processo _
de KIEFER - WOLFOWITZ. |

N - -1
Na aplicagao do processo, usamos as sequencias a =n

n
ve Cn = n_1/3. O primeiro valor proposto foi Xy = 0 (veja_
Tabela 6). Analisando os resultados obtidos, vemos que existe _
uma variagao muito grande. Mesmo apos$ 25 ensaios temos o menor
valor igual a 0.62 e o maior igqual a 1.45 . Isto ocorre por
nao tomarmos as sequéncias {ag} e {c } mais adequada ao

problema.



60

TABELA
N % Yon Yon-1 Xl
1 0 -0.87 -2.97 2.10
2 2.10 -2.03 0.88 0.27
3 0.27. 1.27 -3.18 2.41
4 2.41 -4.39 -0.10 0.70
5 0.70 3.12 0.78 1.50
6 -1.50 -0.34 1.65 10.90
7 0.9 0.44 1.71 0.55
8 ' 0.55 1.25 -0.88 1.08
9 1.08 0.77 1.71 0.87

10 0.87 0.62 1.69 0.64

1 0.64 -1.10 <0.10 0.43

12 0.43 2.84 -0.75 1.12
13 1.12 1.00 -0.96 1.47
14 1.47 -0.39 1.15 1.21

15 1.21 ~0.33 1.30 0.94

16 0.94 0.04 0.16 0.92

17 0.92 - 2.00 0.37 1.17

18 1.17 0.46 2.74 0.84

19 0.84 ~-0.10 1.40 0.63

20 0.63 0.78 -1.86 0.98
21 0.98 -0.65 0.51 0.83
22 0.83 -0.07 0.45 0.76
23 0.76 3.00 0.10 1.12
24 1.12 1.00 1.13 1.09
25 1.09 1.61 0.57 1.21
26 1.21 1.62 0.24 1.37
27 1.37 1.76 1.07 1.45
28 1.45 0.37 1.09 1.37
29 1.37 1.67 2.80 1.25
30 1.25 0.97 0.63 1.28
31 1.28 2.18 1.28 1.37
32 1.37 0.51 2.05 1.22
33 1.22 1.26 1.23 1.22
34 1.22 0.75 2.64 1.04
35 1.04 -0.83 0.37 0.93

oont.
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‘continuagdo

N Xy Y2n Yon-1 Xn+1
36 0.93 1.48 1.38 0.94
37 0.94 1.05 0.22 1.02
38 1.02 1.58 1.11 1.06
39 1.06 0.60 1.96 0.94
40 0.94 0.43 0.10 0.97
41 0.97 0.08 2.04 0.77
42 0.77 2.88 2.92 0.77
43 0.77 1.66 -0.38 0.94
44 0.94 0.13 - 1.03 0.86
45 0.86 0.23 - 1.72 0.75
46 0.75 0.42 2.05 0.62
47 0.62 ©1.00 -0.17 0.71
48 0.71 1.55 -0.34 0.85
49 0.85 3.18 0.38 1.06
50 1.06 1.34 1.33 1.06
e

O mesmo experimento foi montado mas com a, = ’
5

c, = n—1/3 e o mesmo valor inicial X, = 0. (veja Tabela 7 ),

Analisando a Tabela 7 , vemos que X, 6 estabiliza-se rapida-_
mente em torno de 0.9 . Poderidmos ent3o dizer gue © = 0.9.

Como M(x) = -x2 + 2x , sabemos que o ponto de maxi
mo desta fungao & um. Comparando este valor com o estimado, ve-

mos que a diferenga & pequena.
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TABELA 7
N Xn Yon Yon-1 Xne1
1 0 -0.37 -4.10 0.75
2 0.75 1.69 0.55 0.89
3 0.89 0.97 -0.98 1.08
4 1.08 0.64 1.24 1.03
5 1.03 1.65 2.09 1.00
6 1.00 0.83 0.34 '1.03
7 1.03 0.65 1.49 0.98
8 0.98 -0.28 1.66 0.88
9 - 0.88 1.27 1.05 0.89
10 0.89 1.64 0.60 0.94
11 0.94 1.48 1.12 0.95
12 0.95 2.05 1.25 0.98
13 . 0.98 -0.04 0.21 0.98
14 0.98 0.77 2.88 0.90
15 0.90 1.21 0.96 0.91
16 0.91 1.20 1.15 0.88
17 0.88 1.40 0.77 0.91
18 0.91 0.88 -0.63 0.95
19 1 0.95 0.10 1.57 1 0.91
20 0.91 -0.55 0.24 0.89
4. Comentarios sobre 08 Processos
Nos processos de aproximacao de ROBBINS =~ MONRO e

KIEFER - WOLFOWITZ notamos um inconveniente na aplicagao que & o

fato de nao termos uma regra de parada.. Isto nos impossibilita

afirmar qual o erro que cometemos quando paramos O pProcesso .

Estudo sobre este fato foi feito por BLOCK [ 1 ] para_

ROBBINS - MONRO, mas exige o conhecimento de

2 .2
E | xl 6 )" =V

O caso de

que nao pode ser usado pois nao conhecemos
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6 . Neste trabalho & mostrado qual a melhor sequéncia { a_ } e
qual o erro quadratico médio | (E | (x, -6 )3 } ) que comete
mos quando paramos O processo. A sequéncia { a } e a limita—_
¢ao sao fungoes de v = E (X - 9o )2,

Vimos na pratica que este problema pode ser resolvido em
'parte,vténdo alguns conheciméntos.superficiais do que queremos es-
timar e algumas observacgoes do experimento .

Uma facilidade que este processo traz é o fato de nao_
exigir o conhecimento da distribuicao de Y(x) . Nos modeios
tebricos apresentamos a distribuigao apenas para que pudessemos .
comparar o estimado com o real.

Na‘aplicagéo do processo, para que consigamos uma conver-
géncia mais rapida, podemos mudar o valor de x =~ em qualquer .

ponto, pois o processo ndao depende do ponto inicial. Por exemplo:

1) Na Tabela 3 , vemos que para X, = -9 o valor ob~-_
servado y, era -727.655 que estava muito longe de d =”3 .
Deveriamos neste ponto tomar - Xg bem menor que 9 pois para_
este valor observamos Yg = 729;794>. Com esta modificagao apro

ximariamos de S mais rapidamente .

2) Na mesma Tabela 3 a paftir de n = 43 , vemos que

X cresce lentamente. Poderiamos tomar, por exemplo, = 0.

n %47

Se X, continuasse a crescer lentamente, poderiamos em qualquer
ponto dar uma "ajuda" ao processo para que a convergéncia fosse_

mais rapida.

Sempre que estivermos adaptando a sequéncia { a } ou
dando uma "ajuda" ao processo, devemos estar com a atengao volta

da para o experimento e nao somente aos numeros que obtemos.
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