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SUMMARY

GERALDO GARCIA DUARTE JUNIOR:

Adviser:

Prof.Dr. Euclydes C. de Lima Filho |

The purpose of this paper is to present the
general ideas Of Robbins-Monro's method of stochastic
approximation . . —

The problem is the following :

Let M(x) denot the expected value at level
x of the response to a certain experiment . M(x) (is
unknown to the experimenter, and it is desired to find
the solution x=oO of the equation M(x) = a ,

where a is aqgiven constant.

Robbins-Monro presents a method to do expe-
riments at level Kyo eee X and such that *n

convergs to o with probability one .
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INTRODUÇÃO

As idéias de aproximação estocástica começaram a ser dis-
cutidas na década de quarenta, veja por exemplo H. HOTELLING [6] e
FRIEDMAN e SAVAGE [ 4 ], mas foi sômente em 1951 que H.ROBBINS e

S. MONRO [9 ] deram um tratamento matemático ao problema. Esta

formulação propiciou um desenvolvimento rápido e muitos artigos fo-
ram publicados, obtendo-se assim uma boa delimitação do problema..

Podemos formalizar o problema da sequinte maneira: supo-
nhamos um experimento que a cada número real x, esteja associado e
uma variável aleatória Y(x). Por exemplo: x é uma dose e Y(x) é o

efeito. Estamos procurando uma dose O que, em média, cause um efei
to quantitativo a.

Nosso problema resume-se então, em achar a solução da

equação M(x) = a quando M(x) = E(Y(x)). Uma forma de abordar o

problema ê a seguinte: Tomamos uma sequência. (a) de números rea
is positivos que seja decrescente e um valor inicial x, Conduzi-
mos Oo experimento e observamos y(x,) = y, da variâvel aleatória
Y(x,) determinamos x, Por XxX, =X + a, (a-y,). Com valor x, acha-
do, conduzimos o experimento e observamos y (X,) = Y, da variável =
aleatoria Y(X,) « Determinamos x, por x,=x, + así a Y2)- Con-

tinuando deste modo, definimos uma sequência ( Xn ) por :

x =x, + ant a Yn)n+l

a qual, segundo demonstração feita por ROBBINS - MONRO, converge em

probabilidade para O , solução da equação M(x) = a.



Tal têcnica, mostra-se muito parecida com o método de
NEWTON - RAPHSON para resolver a equação M(xX) = a, que consiste
em escolher um valor x. arbitrário em um intervalo I e definir
a sequência ( x, ) “por

1Xo1 =X (MOX) (MOX) = a)n+1l

onde M' (x) é a derivada de M no ponto x = XxX" Esta sequência
converge para a solução desejada.

Como no método de NEWTON - RAPHSON, O processo de

ROBBINS - MONRO tem tambêm condições para que haja convergência.
Estas condições serão discutidas em nosso trabalho, bem como

uma importante consequência deste tratamento, que é o problema
—

para determinar o máximo de uma função de regressão e foi estuda
do por KIEFER - WOLFOWITZ [ 7 1 Podemos citar alguns casos em

que tais processos podem ser aplicados. Por exemplo :

a) Sabemos que a dureza de uma liga é influenciada pe-
lo tempoem que ela é exposta a uma certa temperatura. Seja x
este tempo e Y(x) a dureza da liga. O problema é determinar um

tempo x para que a liga tenha uma dureza à .

b) Consideremos a sensibilidade de um explosivo a um

choque. Cada explosivo tem um ponto crítico de choque. O proble-
ma será determinar este ponto.

c) Consideremos um lote de terra no qual x quilos de

fertilizantes são aplicados e Y(x) quilos de milho são produzi-
dos. Provavelmente quantidade menor de milho será colhida se a
quantidade de fertilizantes for menor mas, um excesso de fertili
zante poderá produzir uma quantidade menor de milho. O problema
serã determinar uma quantidade x para que se obtenha uma colhei
ta máxima.



Nosso trabalho consistirá do estudo do processo de

ROBBINS - MONRO, tendo em vista as
ramos um desenvolvimento que tenha
não seja muito restrito. No estudo
gressão temos também hipóteses que
último capítulo, criamos modelos e

algumas observações.

aplicações. Para tanto, procu
condições de fácil manuseio e

de máximo de uma função de re
facilitam as aplicações. No

aplicamos o processo fazendo



CAPÍTULO T1

1. O Problema na Forma Btnaria

Para uma primeira abordagem do problema de aproximação

estocástica, estudaremos aqui o problema do tipo resposta-não-
resposta. Alguns experimentos são desta forma, por exemplo quan-
do testamos um inseticida. Neste caso aplicamos uma dose de inse
ticida e observamos se o inseto morre ou não. No caso de morte ,

obtemos uma resposta. O problema então serã determinar uma dose

crítica para uma dada resposta quantitativa.
Matematicamente o problema pode ser assim formulado:

Seja Z uma variável aleatória com função distribui-
ção M(z). Para cada número real x , seja /Y(x) uma variável a-
leatória tal que

Y(x) = 1 se Z<X . (Resposta)

Yíx) = O se Z>X (não Resposta)

Podemos associar x a dosee Y(x) a resposta observada.
Temos então :

P [Y(x) = 1) P [Z< x] M(x)

P [Y(x) = O] P[2>x] 1-P[Z<x] = 1-M(x)W"

Logo

E [Y(x)] = 1.M(x) + O(1-M(x)) = M(x)

O problema está bem formalizado no seguinte teorema:.



TEOREMA 1.1 : Seja! M uma função distribuição e a um número =
real tal que exista um número real O com M( O) =a. Seja
M(x) diferenciável em O com M'( O) >O. Seja x um número

real, n um inteiro positivo e

quando Y. e tal que

P[Y,=1/Xp A+. AXoo Voe eo or Ynoad]=MIX)

o rm a3
!" O/XKjr neo Kia Va eee + Xp] = 1 = M(X,)

Então

lim E(X - o)?
. nom“ n

em probabilidade.

= O e portanto x. converge para e

—
; - 52Dem :- Seja b, = E(X, o)

Mostremos que lim Db = O

n+o n

Temos

XxX ,-O =x -o--tbL(y -a)n+1 n n n

(x 2 2
E f(xão) (Ya) ) + E (vma) L22. or 2 2.E(X1) 0) “= E(X, o) -

Consideremos

d = E (XxX, -o9 YV,- a) )

e =E (1X,- a) 2)

Então



bn+1 = b, - 2 d. + 1 :&%
n 2n

n n d n e(1) É Pis - b; )= - 2! 2 + E Soojs j=l à j=1 3º

Sendo

(2) Yix) Zero ou Um e 0< a <1

Temos

0<e = E ((Y - o? < 1—
“n. n Ss

n e. oo
251 — e crescente e limitada por E 1 = T

j j=l 3º 6

ao e.Logo Z —— ê convergente.
j=l1 5

(3) ap=E((X70) (Y,-0)] =

E (E L(X-o) (Y 7a) / Xi, ... . Km Yo e... Yn-1d ) =

= E (x, -O ) (M(X) - aa) > O pois M(x) é crescente

e M(-0) = a

De (1) e (3) vemos que

MW umo53S 'm5 Nm8B

d. e. e.— q — < — < o&

j j jj=1 j=1 j=l



oo &o d. :

Logo E —  ê convergente.Pl
: n ad n e

Portanto, como bn+1 = b. -?2 rr —L + XE —j=2 5) j=1 3

oo da om Snlim b, = b, - 2 E + E 3” b existe.l mn n=l n

Mostremos que b =O0O

Seja

a, = x -e|
nºl 1

A = |X, -= e| +. Z — se n> À

I= j

Temos
: 1

Xn+41 7X E 7Voon

Logo
n Y.-a

x -X=- 7 —— e+ . ;n+l 1 3=1 j

—n Y:- go n à
[Xn17 el = Xe er x—= | «| X%-o]+ x Vitaln+1 2 j=l j=1 jn 1

:

< |[X, -0o]| + gr — pois |Y.- q| « 1 para todo j conforme (2)POE 3 j

Então

IX, - ol « An n> 1

M(X)-a
Seja kn = inf >] o, k. >O

|x-o]|<A, x- Oo

: 2 MIX) Aa
dn = E tX,7 o) (Y- a)) = E t(X,- 0) . ———M——— ]) >



> E CX| e)? ) inf (—————— ] = br Ka.
|x-olea,

— x-O
Portanto

(4) à, 2 b, K,

M(x)-a —
M(x)-M(0O)

(5) Sendo lim —===—= = lim== = M'( 0) >O
x+O. x- oO x>O x- oO

M(x) - a 1.
existe 6ó>0 talque |x-0|/<óS=s ———— >—— M( 0)x- o 2

M(x) - a
|

1
Logo inf (—=————) > -—NM( O)

Ix-o|<s x=- oO 2...
Como lim A, 7%, existe N tal que se n> N então A, ? 6

Mí(x) - a
Estudemos inf [————— O)

S<|x-O|sA, x- oO

Para Ot ó<x << A + O

M(x) - à M(O0 + 6) - a
w

De (5) temos M(x) - a> —M( 6)(x-0) p/ |x-ol<es
2

Quando x= o+6ó temos

6
M( O+ 6) -a>— NM'( O)

2

Neste caso



M(x) - a 8 M(0)
w

n

| $

Para O-A, & x< o-6ó

M(xX) - a a - M(x)
| a - M(0-6ó)

= >

x- o O - x An

a - M(x). 1
De (5) temos —— > -—— M'( O)o-x 2 :

6
Quando x= 0-6 temos a - M(0- 6) 3 ——

SS | 2

Neste caso também vale a desigualdade

M(x) - a SMC o):
x- o 2h,

6
Como < 1

A,

Míx)- a SM'( O)
k, = inf ( 13 =—=D—————  .

|x-o0|< a x- oO 2An n.
Então :

oo kn co 1 k co 1
Z > x > E
1 n nA, k, n in

n-l j+l dt n-l 1
Pois lh n= Z Ss > E

i j t 1 j+l1

| |
n-l 1

| |
n

A = x, - Ol + E — <<|x + 0) + 1 + E
n 1 . .

Ns 1 .j= j j=2

M'( O)

kK

= para n > N

“nm

n



n 1 n l
< (| x -o0l/+1) E — + E — &«

j=2 j j=2 jà

n 1
< (|x%-o0| +2) 1 — <( |x-060| +2)1nn =j=1 j

= k, lnn

Determinamos assim, uma sequência k, tal que

a) k 2 O

b) d > kKkK bb

Cc) x

Então

1 qd,
(6) 0 < 5 — kn b, < E 7 < co

n

Supondo Db > O existe N tal que se n > N então

bnor
Logo

co 1 b cão K,
E — k, b, > —  . = são

N n 2 N n

contrariando (6)

Portanto .b = O
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Este à O caso mais simples pois, a variável aleatória
Y(x) tem massa somente nos pontos Zero e Um.

Não precisamos exigir que M(x) seja diferenciável .

Veremos mais adiante, em casos mais gerais, que podemos substi-
tuir esta hipótese por outras mais fracas.

2. O Processo de  ROBBINS - MONRO

Suponhamos que à cada valor real x esteja associa-
da uma variável aleatória Y = Y(x) com função distribuição

P[Y(x < y] = H (y/x) tal que

oo

M(x) = S yaB( y/x ) , P [Ju (2x) | «Cc ] =
co

c
= /f dH(y/x) = 1 eque M(x) =a tenha uma única raiz O

Definimos a sequência ( XxX, J) por

onde Y, é uma variável aleatória tal que

P [yn « yY/X, = H (Y/Xjreecakoo Yaris Yno1) = HH (Yy/Xx,)

Mostremos que, sob certas condições, a sequência x ) conver

.ge para o em probabilidade

Seja
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Sabemos que se lim b, = O então x, converge
para 0 em probabilidade.

bi, = E (XX ,-0)? = E(E[(X,,-0)?/x ]1)-n+l n+1

E (E [(X - O6-a(Y,-a))º/x 1) =

=b - oa - - 25 1= b, 28, E TX, O) (M(X,) a)) + a, E UU & a) AH (y/xp) )

Tomando

d, = E ((X,- 0) (M(X) - a) )

- veme = E t/ (y=a) H (Y/%,) J

Temos

- 2
br+1 - Pn = a, e” > 2a, 97 |

Logo

: n : n 2(1.1) bn+1 = ba, = 2 E a, d. + e a; e;
| i=l : i=1.

Suponhamos que

(A) M(x) < a para x<O0O e NM(x) >a para x > O

(B) ( a, J] uma sequência positiva tal que

co oo
2

E a E e Z a < o
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M(x) - a
(CC) k = inf(í(————— ) para 0 < |x- 6| «An onx- o |

onde A, = x, - O | +(C+ | a | )(a +... +a) n> L

A, = lx, = e |

k
(D) kn. > para algum k > O e n suficientemen-

A :

n

te grande

Com estas condições

Osge =E (/(y-mwº aily/x) ) &

c
E S( |y| +lap? dH(y/X,) = E (/ (|y| +/al)? aH (y/x)) <IN

S 2 ' 2«E (/ (C+|al)“an(y/x) ) < (C+ | a|)-c

Logo

(1.2) o < z a” e, z a” (Cc+ | a] 2 < o
n=l n=l

De (1.1) e (A)

a > O

n 2 2o <2?2 ão a, a, < b, + ão a. e. < 1 + ão a, e; < o&

Assim

(1.3) ra d é convergentenn
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Então

oo co 2lim b = b,-2 > a à + x a e = b existe
N->co n 2 n=1 DP n=1 n

Mostremos que b = O

n-l
IX 7 o| = | (XxX - o) r- ão a; V;moa)d | «

n-l
€ |*- ej + x a (|Y;[+[oa|)i=l

Dai vemos que

n-l |

P (|X,-Oo/|sA) >P (jm - o| + a a;( [Y;| + a) <A) =

n-l n-l
= Pí( 5Zz a, Y. « Cc Fr a, )

i= ii 1% « 321 +

Sendo que PP 11X; | «< C j=s à

Temos
n-1l. n-l

P ( EZ a, Y. < Cc x a. = à
3=1 7 3 i=l d

Portanto

PO (| |X%-o| <A) =!
Vemos então que

2 M(X,) o Y >d, = E((X, - e)(MX) -a) = EÍl(X, -O ?
x - oO

n

2
> k, E 1X, - o) ) = k. br,
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Para n suficientemente grande

2 (e + la] ) (aj +... ta) > A

Então por (Cc)

v mm(1.4) E a, k 3- E

A sequência k, satisfaz

(K) E a, k, = co

(K,) dn > k, Pb

De (K,) e (1.3)

(Kz) E a, kk, bp. < &

(1.5) Se b > O entãoexiste N tal que

n > N b > ——.b

Por (1.4) e ' (1.5)

co co 1
ZE a, k, b, > E — b à, K, = &w que contradiz

n= n=N 2

Portanto b = o

As hipóteses (D) e '(A) podem ser substituidas por

(K
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M(xX) < a - 6 : para x < O

M(x) > à - SS para x > O

Esta hipótese é mais forte que (A) e tambêm garante que

kn > 8
que é exigido em (D) . Com estas hipóteses, na

A .

n
da é mudado na demonstração e portanto * converge para o

em probabilidade.
Se M(x) satisfaz :

M(x) ê crescente
M(O) = a

M'(0) > O

Então temos

M(x) < o p/x<O0 e M(x) > a p/ x > O

Para algum é >O e n suficientemente grande

ô M' (O) k
ka >>2A, Ar

“Neste caso também podemos substituir (D) e (A) por
esta nova hipótese que continuaremos tendo a convergência de

X. para O em probabilidade.
A hipótese P (|Y(x | <C]) = 1, tomada na demons

tração da convergência, pode ser substituida por

| MO] € CC <e, S/(y-NM())? ae(y/X) < o?

como sugere ROBBINS - MONRO [9].
WOLFOWITZ resolveu este problema da seguinte maneira :



17

Consideremos :

(2.1) MOO] <€C <e, S (y-M(x))º di(y/x) <oº < o

(2.2) M(x) <. à - para x < O

|
Mx) > aq + 6 para x > O

(2.3) M(x) < a para x < O

M(O0) = a

Mx) > a para x > O

Para algum dó >O0, M(x) é estritamente crescente em

|x-e|<$ e inf (M(xX) -a) >O
|x-e|>6

Definimos

Xn+2 = Xana)
TEOREMA : Se (2.1) e (2.2) Ou (2.1) e (2.3) valem, então x

converge para o em probabilidade.

Dem.:

Consideremos

b, = E ((X - 02]no. n

à, = E | (XX - O) (M(X,) -a) )

en = ES (y-m? da (y/x) )
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Então

:

o
&o

- 2
—O0Oge, =E t/ (y -=a) M(y/x,) ) =

= E(/ (y- MIX)” H(y/x) ) +
+ 2 E ( ! (y-M(X)) (Mx) - a) day/x) ) +

+ E (/ (Mx) - a)? dEly/x) )

Sendo

M(x) =  / ydi(y/x)

2E (S/ (y- M(Xx,)) (M(X,) - qa) AE(Y/Xx,)) = O

Portanto

e, = E sy = mix? aH(yY/x) ) +

+ E ( (MO) =a)º) « 0º +(C+ | a|)? = h

Com estas condições vimos que

lim Db = b. + E à, e, 7 2 E a, dn = Bb existe
NnN->0o

:

Sendo

de > o , x an, dn < om e E an = A.

Entao

lim inf àd = o
; n

seja An; J] uma subsequência de ( de, J)] tal que
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(2.4) lim ij = O

Mostremos que TX; | — converge para o

Se isto não ocorrer, existirá uma subsequência ( t. da sequên
cia (| n,; ]) e númerospositivos e e mn tal que para todo

t; temos

P í|x%, - Ol >n 5) > ec

Mas para todo t; temos

4; = E ( (X,; - O) (M 3) -—a) +) =

= XxX, = X,.) - = -=O M - o =E ( | tj O |] Md 3) a |) SJ x -o] | M(x) a [Px x)

= S | x- 6] Mx) - al dP(X, <*x) +
Ix-ó|>n ]

+ S | x - 6| |M(x) - al dP(X,., < x) >
|x-O en J

> n inf (]M()-al) / AP(X,., <X) >
|x-e|>n | |x -e|>n ]

> E mM inf tt] MOX) =a]| >)

|x-o|>n

Por (2.2) ou (2.3 di. > em inf (Mx) - al )>O0. Isto-J |x-O|>n

contradiz (2.4)

Logo X. . converge para o em probabilidade.n)j

Dado E e n números positivos arbitrários, tomamos s um
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número positivo tal que

sº + s E

(2.5) ——n— <
nº

|

2

Como Sn3 converge para 0 , existe um inteiro positivo No
tal que

:

|

:

'
e

:

P (| x 7 O | > ss) <—
o 2

Sendo que E a,
2 < o ., podemos escolher o N. de modo que

co Ss

E a,
2 <

N. 2h
o

Definimos para n > Na

b (x) = E ((x - 09)? / =x )n n “,
Temos então

b (x) = E (E [ (xXx - Oo 2 / = x xXx ) / = x)n+l n+1 No ' n N,

E (E LX, - o)? /XQ = *%* &X, 17 XxX = x) -
o o

= 2 an E í E [ (X, = oO) (Y, -—- a) / “No = x, X 7] / AN. =X ) +

+ 2a º E (E [(% -0)º/Xmy =xm x) /x = x)
o on

Logo

. 2 - -Pni1 CM) SECO, 0) /x sx)

a, E ( (x, - 6) (MOX) a) /X% = x) +
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n .

2+ E ate (E [(4, -6)º/x, mexçl/xy= x)o |
e O

n s
< (x-0)º2+h E a,” < (x-0)º + —

i= 2o

Seja A= (| x-oe| < sl), AQ = Xy 2 (A)
o o

| |) "
| |E x -o = f X -Ol dr =A n P(A, ) n

o “, Nº

! 1 2 s
< S ((x- 0 + —) d(X < x &«

P(A, ) A 2 o
o

1 2 s
< S (s+—) dP(X, € x) =

P(A, ) A 2 Oo

o

s
= sº + — < s? +s

2

Pela desigualdade de TCHEBYCHEFF

E 1X,7 7 “x 7 S j sº+ Ss

(2.6) P (€ x- el] > n/ xy -ol <s)« go——— < 5
:

o n n

Dado E e n positivos, para n > N temos
Oo

Pí x, -o|l>n)=

= PP Es ol<s) Pí|x-ol >n/ lx, -el<s ) +
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+ PI | Xv. 7 ol >s) .., P' 0x, -el>n/ X - el > s)o o O
Por (2.6) e (2.5) temos

P (lx -0o| >n) <P XxX, -o|] < s) — +
: o 2

e
:

+ — Pfí| x, 7 el >n/ W - o|j >s) < :c

2 o

Mostrando que (| x ) converge para O em probabilidade .

3. Convergência com Probabilidade Um

As convergências estudadas até aqui foram convergências —

em probabilidade. Este tipo de convergência ê mais fraco que con-
vergência com probabilidade um, isto é, convergência com probabili
dade um implica convergência em probabilidade .

A demonstração de que, sob certas condições, a sequência
A X. +) converge para o com probabilidade um, foi feita por

BLUM [27 com hipóteses bastante simples e que passaremos a

estudar.

Lema UM Seja í Vn J] uma sequência de variáveis aleatórias
2tal que TE Vo J<%&w , Então

Ez L va. E | V; q Va ee Vs-1 ) 1] converge para uma variã
j=l
vel aleatória com probabilidade um.

Este lema foi demonstrado por LOEVE [8].
Seja  M(x) uma função de regressão correspondente a
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"familia H(y/x) : Suponhamos as seguintes condições :.

(3.1) | Mx) | <c+d x]

oo

(3.2) S/S (y-NM(X) ))? da (y/X €o
= oo

2

(3.3) - Míx<a para x<60 , Míx> a para x > O

(3.4) . inf (| M(x) - aj? > 0 paratodo O < 6 < 8, <1 2
6. <|x-O]<6ó :

1 2

Como anteriormente í à ] &éê una sequência real positi
va tal que '

2". a, = º* , P à, < &

Tomamos

X4) = X 7" an (Y7oa)

Lema 2: Se (3.2) vale, então a sequência

n
1 Xn+1 - E à; (a -—- M(X;) 3) converge para uma

variável aleatória com probabilidade um.

Dem :
: 1 = a.

(YV. - M(X.Seja vj a; ( j
( 3) )

2 - 2 2 2a. Ef *. MIX) YE « a; o
2E ( vi )

j

Sendo que Z a” <w temos EE d vz |) < >»
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Mostremos que

E í Y. 7 M(X,) / Y,r”r M(X,) oa Yn-1 - MíXn7) J)= o

Para isto observamos que dado x uma constante temos =
Mí(x)). Mas dado 7Y, - M(x,) e NM(x,) nós obtemos x, .

Continuando, obtemos

E CX, MOQ) / Yo MORO ee o, Eno o MOÇO)n—

= E t (Y, = MOX) /X, = o

Pelo lema 1

a; (Y; - M(x;) ) converge para uma variável aleatória comUm>5

j=1

probabilidade um.

Portanto

n n :

|

converge para uma variável aleatória com probabilidade um.

Lema 3: Se (3.1), (3.2) e (3.3) valem, então ( o con

verge com probabilidade um.

Dem :

Mostremos primeiramente que

" t 8 o 1 oOP (lim x 7º JJ + P ( lim Xn
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Suponhamos que í X |) seja uma sequência amostral tal
que lim x co

n

(Para f * J) tal que lim xneTeoAa demonstração é semelhante)

Então existirã um N tal qe n > N temos x, >O e

portanto

à, ( a - M(x,) ) < o por (3.3)

Mas então
n

.

lim (x - E a; (a -M(x) ) = >
n+ om

n+l1 j=1 j j

Conforme o lema 2 isto ocorre somente com probabilidade zero.
Mostramos assim que

P íf lim x = J) + P (lim x E TO J= O

Suponhamos agora, por absurdo, que oO lema seja falso. En--
tão existe um conjunto de sequências amostrais, com probabilidade
positiva, satisfazendo :

n :

(a) Xn4+2 7 ã a; (a - M(Xx,) ) converge para um número finito

(b) lim inf x < lim sup xn
para toda sequência neste conjunto .

Seja ( “x. ) uma tal sequência e suponhamos que —

lim sup x, > O (os mesmos argumentos valem se lim sup “x” > O)

Escolhemos números a e b satisfazendo

a > O , lim inf x < a< b lim sup X*,



n
Como. lim a, = 0 e Xn4+2 7 E a; (a- M(x.) ) converge =
para um número finito, escolhemos N tal que se N<n<m en-"
tão

1 “b - a
—a) a, < min (=,3d 3(|ajt+ctd jo|)

(3.5)

<b) ml b-a" x -X - r a (q-M(X))| <| m n n i i 3

Escolhemos m e 'n tal que

a) N < n << m

(13.6) PD) x < à, xXx, > Db

—-c) n< j < m implica a « x. < bb

Por (3.5) , (3.3) eo fato de o<a <« x;

m-l :bra bra -X x”. é
;

+ É a, (a M(Xx;)) <
3 + a, (a M(X,) )

: j=n

Se x, >? O , por . (3.3) temos

b-a ;x = XxX < == que contradiz (3.6) —- Db)
m n 3

Se x < O , por (3.1) temos

(3.7) Mx)| < c+ d lx | <ce+ajleo|l +

+ d |Jo- xo | < c+dljiol+a (x 7X)
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Por (3.5)-b) e oe<ax< xi temos

x -x - (b-a)/3= = lal < | Mx) |

ºn

Disto e de (3.7) temos

(Xq = x) - (b-a)/3
- a | <c+a| 6] + AX - x)n

Isto implica por (3.5)-a) que

(b-a)
(XT XxX) (1- a, A) < 2 ——

Que tambem por (3.5)-a) implica

Que contradiz (3.6) , provando o lema

Passemos agora ao teorema que garante a convergência de

í x.) para o com probabilidade um.

Teorema : Se as condições (3.1), (3.2), (3.3) e (3.4) estão
satisfeitas, então í x! converge para “O com probabilida-
de um.

Dem :

Suponhamos que =P (limx, = &X J])] = 1, como exige o lema 3,

e que
P (x é£0o) > O

Consideremos E e > com OQ < e < > < o tal que
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Caso isto não ocorra escolhemos E e > de modo que

--e < e < & < O e P fe < X <e,) > O

Então para toda sequência í x, J) talque lim x, =X
temos, para n suficientemente grande e < XxX, < E, eco
conjunto de tais sequências tem probabilidade positiva.

Pelo lema 2 e lema 3 temos que para quase todas estas=
sequências

Ea, (a - M(x,) ) converge

. oo

Isto contradiz (3.4) e o fato de que E a, *= co

n=l
pois

o eo

ão a; (a-NM(X)) >
;

inf í |[M(x,) - al & a =o

Enunciaremos agora os. teoremas demonstrados por
DVORETZKY [3 ] que engloba todos os resultados obtidos até
aqui.

As demonstrações não serão colocadas pois as condições dos

teoremas não nos parecem de fácil adaptação para as aplicações.

Teorema : Sejam fa, ) » (Bh * e (rh + sequências de nún
meros reais não negativas tal que

lim Cn = o
n +

co

E BR <
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Z Tr = oo

n=l n

Seja O um número real e Tn uma transformação mensurável o
satisfazendo

| TR (e ee x 7 0| <max an: (1+B)) (x7 O) - T,) para

todo x. 1. o, *
Sejam x, e Yn (n = 1,2, ...) variáveis aleatórias .

Definimos

Xn+1 = T. (Ki 22/Xo) + Yn (Xi, ...,r XxX.) nn > 1

Então as condições

E(X) < oo DE(Yê)< o
2 nn=l

E ( Y, / Xi e... *X, ) = o com probabilidade um pa-
ra todo n sr implicam

P flim x = O) = 1
nom

—D

Uma extensao do problema serâá :

Teorema : Sejam ([ a, (X) eee, XX) Je f Bo (Xp eee x)!

—

sequências de funções não negativas tal que :

As funções a ( Kyo tr RX ) são uniformemente limita-

das e lim a (X,, e... X,) = O uniformemente para toda se-
no

quência Xi, ... ; Xãr oeeo
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As funções B, (My) 4 ee, Xo) são mensuráveis — e

E BR (xi, e... X,) é uniformemente limitada e uni formemente

convergente para toda sequência x, ... 7 Rh o ee
Para todo L > O existe funções Tn (Kjs-c24Xo)

satisfazendo

| Tn (Xp see, XxX) | ol) <max ( a, (1 + BB) |Xn7 ol- TT, )

onde T, & uma transformação mensurável .

E Th ( Ko, 7 XX
JJ = uniformemente para toda sequência=

Ny , ++, X r -«-.  Daraa qual sup | x, | <EL
n=1,2,7,... |

As demonstrações destes teoremas foram simplificadas por
WwOLFOWKITZ | 12| .
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CAPÍTULO II

Localização do Maximo de uma Função de Regressão

O processo de ROBBINS - MONRO  possibilitoua KIEFER -
WwoLFOWKITZ [7] , com algumas modificações, estudar um método
para a localização do máximo de uma função de regressão .

Desenvolveremos neste capítulo este método e a contribui--
ção de BLUM [2] que mostra, com hipóteses mais fracas, a
convergência com probabilidade um .

l1- O Mêtodo de KIEFER - WOLFOWITZ

Suponhamos que à cada valor real x, esteja associado=
uma variável aleatória Y = Y(x com distribuição —H (y/x) e.
média

co .

M(x = / ydi (y/x)
-— oo

Sejam í a! e ( Cc ) sequências reais positivas

— Admitimos que

(A) M(x) éê estritamente crescente para x < O e

estritamente decrescente para x > o

(B) S(y-NM(X )º di (y/xX << o
—- oo

2

(C) c converge para zero
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co

É a =.n=1
co

E a c < co

n=1 n "n

co :

E a” e” < Co

n=1l

(D) Existem BB e B positivos tal que

|x-o6/+ |x'-O0| < B implica |M(x)-NM(xX')]|< B jx-x'|

(E) Existem Pp e R positivos tal que

x - x' | < p
, implica |M(x) - Mí(x')| < R

(F) Para todo é , existe um 1. ( 6) positivo tal.
que

Mí(xte) - Mí(x-e)Ix-o|>s implica inf | ——==———————— | > 1( 6)
l EoO<E< 30

Seja x um número arbitrário. Para todo n inteiro, defini
mos

an
“+12 7 RÃ TX (CR 7 Canos

n

onde Y,, & Yo são variáveis aleatórias independentes com

distribuições —H ( y/Xx, + Ch ) e H(y/x, - c) respectivamen
te . Com as condições de regularidades exigidas acima, mostraremos
que Xn converge estocasticamente para o .

Não exigimos a existência da derivada de M(x) mas, a

condição (D) diz que M(x) é contínua numa vizinhança de o.
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Se M(x) tivesse derivada ela deveria sér zero para x = O,
então nós esperamos que à derivada numa vizinhança de o não

seja muito grande. É o que pedimos em (D) .
Se a partir de uma certa distância de O , M(x) tivesse

uma declividade muito pequena, o movimento na direção de Oo se-
ria muito lento. Fora de uma vizinhança de O , gostaríamos que

o módulo da declividade fosse limitada inferiormente por um número
positivo, isto é o que pedimos em (E) :

Se Mí(x) desse saltos muito bruscos em algumas partes 7

nós poderíamos por azar, dar um movimento para x que nos afas-
tasse de O . Se isto ocorresse em muitas partes, x poderia

—

tender a + sm ou =. com probabilidade positiva. Para que

isto não ocorra, pedimos que os saltos de M(x), caso existam, se
jam limitados .

Na prática, se as condições impostas a .M(x) estiverem
satisfeitas num intervalo [C,,C,])] com Cc <O0 <C, pode
mos aplicar o método para estimar O . Supomos entretanto que

x, + CC, caia fora do intervalo (e, , C,]) e deste modo não po-
demos fazer uma observação nesteponto. Se deslocarmos X" tal
que x, + CC atinja Cc, ou C, nós podemos fazer a obser-
vação e nossas conclusões continuam válidas .

Mostremos agora que X converge estocasticamente para

o.
Consideremos

(1.1) bb = E ((x - 0º )º n n

(1.2) U (x = (x-0) E (MM, Yano | XxX =x)

(1.3) U* (O = (U 0 + lu|)
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, — as -U (x) =

2
(UV, (x) | U, (x) [| )

= : + —
: -(1.4) P, 7 E ( UV (x) + No = E Un (x) )

(1.5) e = E f( ( Y. = Y 1?)º n 2n 2n-l

Temos pela definição do processo

2 mn 2
Pn+1 PE CO 0 3) sEBTDor EGTG]n

=E((X -69)+2— E((X - O (Y Yana) ) +n |

CS n 2n 2n-1

a 2
n 2 LtoaoE CORTOUCc

n

à a,
=bh tampo E6OÇCO E [a SIRI /%D) to et= n

an an”
=b + 2 (P +N ) + e

Sn n e 2 n
n

Somando de um atê n temos

n a. n a.(1.6) b =b, + 2 Z P. + 2 Z N. +n+1 1 i=l Cc.
+ i=l Cc.

+

i i
2n a,* 12. Cc
2 fi

i

Observamos que

Ur (x) > o

+ : ;
Un (x) > o implica x- ol < Cn”

Mostremos esta implicação. Para isto, supomos
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|x -06| > c

U (x) = (x- 0) E (MV, - Yo, /X ="Xx) =

= (x-0) (MXt+tc) - Mx -c))
Se x 3 O então x- O > cc e x-c > O

Logo x + o ? o

Como . M (x) é decrescente para x > O , U (XxX) < O

Se x < O então — x-O << - ch ex+tec << o

Logo x - CC < o

Como M(x) é crescente para x < O .,, Un, (*) < oO

+ ! + -Sendo —U, (x > O temos VU(x = U (x! > O. Istosó ocor
re se

x - e) < &

B

Para n suficientemente grande tal que CS < — temos
4

|x + ec, mel + |x - e ” o| < | x- o| + e, * x -o]| + e
< 4e < RB UT(x) > OSn se n(*

Isto implica que

+
níx) = (x- 0) |M(x + ec) - Mix - en) | <c, 820, Por (D)Ú
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Temos, portanto

o <« Un(x) < 2 c mostrando assim que

P, ê convergente, digamos para a

2 2 : os :

| Mix, + oc) - Mx, CS) |. < R para n suficientemente =

grande
Então

(1.8) E (LV, -Y, ,)º/x J=E (4, - M(X+0))? +º 2n 2n-1l1 n 2n n 'n

+ (Y “= M(X - c) 2 /xX ) + |MX +tc - M(X - c | a2n-1 n n n n n n n >

Disto e de (C) obtemos que a série de termos positivos
:

co a
(1.9) xX

n=l ec
7 e: é convergente, digamos para T

n

. Como bn+1 > O temos, por (1.6) , (1.7) e (1.9) ,

Mostrando que a série de termos negativos

n(1.10) Z N, é convergente .
: cn
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Seja
| MOX, + e) - MOX, - ec)!

k =
!n cn

Então
Pn -N,E (x ço) e AXn

Logo

lim inf Elk |Xx -o0| ) = o pois

an
E ( Pr - Nh) ê convergente por (1.7) e (1.10)

cn

Seja í n,) uma sequência de inteiros positivos tal que

lim E (k, | x 7 O |) = Oo

i i

Mostremos que (XxX - oO) converge estocasticamente para zero.n;

Se isto não ocorrer, existirá é e e números positivos e uma

subsequência í t. J] da sequência í n,! tal que para todo

t;

Isto implica que

| Mex, A+ 4) MIX,- %&) xeE (k lx, - 6|])] = E >t. t. Oi i ect.i
6 1

> SS E T(——) para todo t; tal que ST <— A.

2 i 2

Mas isto contradiz o fato de que
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lim E (k |X - oe|j) = O

' Portanto

(X - O) converge estocasticamente para zero .n.1

Sejam n e c números positivos arbitrários. Nós

teremos demonstrado a convergência se existir um número Ní(n5iec)

n> N(n.,c)

<e/2

o 7, existe

> N
o

tal que

P tl x,-o| >nlkl<ec para todo

; - : sº + sSeja Ss um numero positivo tal que —=——

Como “x. converge estocasticamente para
| i

um inteiro Nº tal que

P tí x, -ol> s)< c/2
| o

Podemos escolher Nº tal que

Cn < min ( p/2, B/2) para todo n

co a? sº
E <

n=N e ? 2Rº + 4?o n

co Ss

Z à %& É
n=No 8B

Observamos que

27 - 2 - ev leE ( (XX170) “no =x)=E(E[(X,,- O Ai =x,X RgO
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E (E[(X- o)? /h xx AQ 5x o +
o o

: a: '

+ 2 E(E[(x = Va" Lana / A ExoxnlD/AÇ Ex O
Oo Oohn

2
, à, 2+— E (E [VV /X% Pro /X Px) e

Cc o on .

= E ((x -2º, = x) + 22 E U(x) / =x) +
| n *y n “n “x

o c o :

n
2

a, :

2 :

+ 2 E (E [ Con "Eno V/A E XX, 17 x ex)
: c o on

Somando de Nº até n temos

2 n a. :

br4+171 (=) = (x — O) + 2 E E í U; (x;) / Xy ="X>x " +
1i=N Cc. Ooo i

2
|

n a, | 2+ E 2 E (E [MW OD V/A PrINNRdAOXR, OPi=N C. : o oo "“i
|

2 n a. +
< (x- 0)'+2 E E ( U; (x) / XxQuUuE X J) +

1=N c . Oo

o i
n a.º

+ E 5 ( Rº + 2 o) < (x - o)? +si= C.o 1

Por TCHEBYCHEFF temos
2E ((X- 0) / ES ro <s)

A 2Pílx, -o|]> n/l|x, -oel <s
o n

Mas

1 2== S/S (X, 70) de
PílX,o o| <s lx“ = els

Oo

E (&- 01% Pv -ol<s)
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1
A===>=

SE (X -0)Í / =x) dP(X,< x)
P (1X, - el<s) n “s, “No

o :|x-0| <s

1
< Ss. [(x- 0)? +s] ad (X, <x*x &<«

P Xv - ol <s) |x-0| <s o

2 2 2
< Sf (s +s) dP (X <x) =s + s

P x - o| <s) |x-o| <s º

Portanto

Pí| x - ol >n/|
|

- ol <s | &<«

sº+s
< 2

n n “No “ nº eE/

>Para n Nº

Pílx - ol>n)=P(|X, - o|<s) Pílx - o|>n/ |Xx,- ol <s) +
:

Oo O

+ PP -o| >>) Pt XxX - el >n/ -el>s) <«PY IX” | PS

< Pt XxX, -o|<s). — + = P (lx, ol > nilx,- ol>s )<
o o

Mostrando que * converge para 8 em probabilidade

s

2=- Convergência com  Probabiltdade Um

O problema de localização de um máximo de uma função de

regressão foi também estudado por

—*
BLUM [2]) . Ele conseguiu,
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com hipóteses mais fracas que "WOLFOWITZ , mostrar a convergên-
cia com probabilidade um da sequência ( x. ) definida por

nmnr PO” FOTO Cano onn

Faremos a demonstração deste fato usando, o lema à e com,

algumas modificações, os lemas 2e 3 e teorema 1 do capítulo 1-3 .

Lema1: ( LOÊVE [8] ): Seja (v,] uma sequência
de variáveis aleatórias tal que ZE vo IJ) << mm» Então

z q v, = E (v; qVpa eee Vil ) A) converge para uma variável
aleatória com probabilidade um.Consideremos as seguintes condições para M(x) e as

sequências ta, J e te,"
“ 2 2B. JS (Y -— M(x)) adH (Y/x) € o

EF. M(x) crescente p/ x < o

decrescente p/ x > (e

F. A p,R tal que |xX"- x""| < p= |M(xX")-NM(X")] <R

G. vó>0 3&T H(ó) tal que l|x-09|>6
inf (NM (x+ £€) -— Mí(x- 2 > N (68)

l E
|

— $>e>O

|

' e 2
H. e ? o , z a, 2º , E (

=
) < =

n

an
Án+1 7 *n + c

( Yan T Yan-1 )



42

Lema 2 : Se B e H valem a sequência

n a.
x - — MIX. + o.) - Mix. = cc.)

) -n+1 ão s
( M(

j e) (x; e) ) converge com pro
J

babilidade um .

Dem.:

a. .

Sej 1 = —d [Y,.-NM(X +oc) -eja vj Se
[ 23

(
j es)

j

- (Li Mix, = e) )
a ?

2 j 2 2os Y,. — M(X. + C. + (Y,.7- MIX, = Cc. -v; " [(Y7;=MOX,+o) ) (Y2j77MIX;=o) )

j

- 204), -MOX;+o)) . (7, 7 MMX, o) >]

Como aj e Y23-1 sao variaveis aleatórias indepen--
dentes

E
(

(Y,., o M(Xx, + ec, Yo, = Mix, - C, =t (Y>; (x; te)) Moi, (x.=Cj) 1)

0W"= E (Yo; - M(X; + e) JJ E Co3-7 - M(Xx, - e) )

Logo

2
2 -)

Mx, + e) )º +E ; = E (Y,. 7 : Cc."j " E ; “3j a?
+ E (Y - ME = e)) 29] < 2023-11 j j ? e.ºj

Por H

E v.º < co
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Pelo lema 1 EVT E (v, ARA) poe vi-1) ) converge

Dado x, "temos M(X, + Cc) 1 M(X, - c7) . Mas dado

Y. - M(X, + c (Y, - M(X, - c1) ) e M(X, + Cc) , M(X, - 1)2 l

nós temos K. etc ...

.Deste modo obtemos

Á
vV

E ((Y, - MMX, +e) - Ma= MET) | v, - MOX, + ec) -

YVan-1)-21 7 MO7 np) À E tr TMAO)
- Yon-1 7 M(x, - Cn) VZ/ *n ) = 0

Portanto

a, :

x — >; - MIX, + e) - VFaj-3 - M(X; - es) ] converge
J

com probabilidade um .

Como

n a,
Xn49 7 E = [ MOX, + e,) - MOX, - c;)) =

J

n a, n a. :

= o. . = so+ 1) +x, + E — [2 :
Yas-1) + E . É MIX;+o) +.

J
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n a, ”

+ M(X. = C. = XxX, + —L [Yy,.,=-M(X,+c) -
+

MO5

O
o] 12? ET [4;IM0GAO)

J

Ca7, "MOX; 0) |]

temos o lema demonstrado .

Lema 8 : Se B. E. F. H. valem então *. converge com

probabilidade um.

Dem. :*:

. Para demonstrar o lema, observamos que

(2.1) P ílim xP J + P (lim x = =) = O pois

Se lin x, = então x > O a partir de um certo N,

logo p/ n > N

M(x, + Cn) o, M(x, -e) << oO pois Meê decrescente p/. X > 20

Portanto
| n a, |

lim x - X — M(x. + oc.) - M(x. - c. =n+tl j=1 c L (
j 3) (

j 3) | «
j

mas isto acontece somente com probabilidade zero pelo Lema 2

Suponhamos que o lema seja falso e em vista de (2.1) exis
tirãá um conjunto amostral com probabilidade positiva tal que

n a.
- —. —- - E -(22) -a) “n+1 É

Ss
( M(x,; + e) M(x; e;) ) é conver--

J 2gente
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(22)-b) lim inf x lim sup *

para toda sequência neste conjunto.

seja (x) uma tal sequência e suponhamos que lim sup x, > O

( Argumento semelhante se lim sup X < O )

Sejam a e bb. satisfazendo

seja
=“

N tal que m,n > N

m-l a. b-a
(23) lx, =X 7 E —l MIX. +e,) - M(X.- ec) | <

jon ec j j j j 3

que éê possivel por (22)-a)

Escolhemos m e n tal que

(24) N < n < m

(25) x, < a 1 XxX > Db

(26) n < j << m a s« x; < b

a, b-a
(27) R <

Cc 3n

(28) 2 Cc < Pp

Por (23) e (26)

b-=a m-l à
- + M(X. + Cc.) - M(X. - . <(29) XX, <

; E — (X;
+

Cj) (x; es) )
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b-a E<
;

+
Ss

( M(X, + 7) - M(X, - Cn) )

: n

Se x, > O por (29) e E.
b-a :

mo 7 * <

; que contradiz (25)

Se X < Oo , sendo 2c < R temos

IXtee- ht = 2c < p > IMto) -MX, - e] <R

Então

b-a. a b-a b-a 2. (b-a)
mAh É + R no + =

3 b 3 3 3n

que contradiz (25).

Teorema : Se B. E. F. G. H. valem, então x". ? o com

probabilidade um .

Dem. :

Suponhamos que P ( lim x, =X J) =1l1, como requer o le-
ma 3, e que

P (X *— 0)>O0

Sejam E e > tal que

< < < coo e E,

P ( E < x < > J) > O (caso contrario, =m— < | < Es 5. o
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P | e, < XxX < E, J)J > O

Então para toda sequência amostral tal que lim x, E XX

com e, < x <e, nós temos e, < X,< E, p/ .n
suficientemente grande .

O conjunto de sequências amostrais que satisfazem esta pro
priedade tem probabilidade positiva .

Pelo lema 2 e lema 3 quase todas estas sequências são =
tais que

a.
z — [ M(x; te) - Mix;-c, ] é convergente

Cc.
J

Mas por G sendo |o-x| >,
a. |

z — [MM +c)- MX,-c)] > E a,
S j Te) = a que
j

contradiz o fato de

a. -x — IM(X. + Cc.) - M(X. - c.)) < “= provando: O

e. J " j Jd

j
Teorema .
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CAPÍTULO IIL

Aplicações j

() Objetivo do trabalho foi colocar o problema de apro-
ximação estocástica de modo que as hipóteses sejam simples e

claras, para facilitar as aplicações, não perdendo a generalida
de.

Descreveremos neste capítulo o trabalho de GUTTMAN -
GUTTMAN [ 5 ] que faz uma aplicação do método para um problema
em biologia. Em seguida simularemos experimentos e compararemos

o valor estimado com o método de aproximação estocâstica e o
valor real.

l. Uma Aplicação em Biologia

Deixando Oo paramêcium caudatun sob o efeito da cineti-
na, obteremos uma multiplicação de células maior do que a "não
exposta. Esta é uma função crescente com o tempo. Com esta ob

servação GUTTMAN - GUTTMAN [ 5 ] apresentam um trabalho que

consiste em determinar um tempo O em que haja, em média, uma

multiplicação a de células.
Tomamos um controle e o paramécium sujeito a cinetina.

Após um certo número de horas, contamos as células do paramêéci-

um e determinamos a razão K/c , isto é, o número de células —

do sujeito a cinetina sobre o número de células do não sujeito.
O problema será determinar um tempo o de modo que em

média temos —“K/c=1l.1l.
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Podemos usar o método de ROBBINS - MONRO para estimar
O . Para isto consideramos :

x. número de horas de tratamento no n-êsimo ensaio

y, =“K/c obtido após um ensaio de x, horas

a = 1.1

o = número de horas de tratamento que, em média, obteremos

uma razão a

- ao ; — |
2

:

a" e uma sequencia satisfazendo L a, = So L a, < &« .

; 20 ; ;Neste experimento tomaremos a, = —r . Mais adiante dare--
: n :

mos os motivos para esta escolha.

Para uma primeira aproximação, foi tomado x, igual
a 30 horas. No primeiro ensaio as cêlulas foram contadas após
30 horas. Computamos então K/c e achamos 1.067 (veja tabela

1). Substituindo em

Xn+2 7 *% FT ap tla-y)
achamos

x = 30 + 20( 1.1 - 1.067) = 30.66 horas

No segundo ensaio, as células foram contadas após 30

horas e 40 minutos. A razao obtida para este tempo foi
K

—— = 1,30 , isto é, Ya 7 1.30 . Obtemos então x; por
Cc BR

x. = 30.7 + 20
3 2

( 1.1 - 1.3 )) = 28.7 horas

Para cada estágio da experimentação, um novo tempo de

tratamento foi tomado de acordo com o resultado do ensaio ante-

rior,0 aàa proposto e o número de ensaios já feitos.
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Notamos na Tabela 1 que a partir do sexto ensaio, x

começa a estabilizar em torno de 25 horas.

TABELA 1

N *n Yn *n+1

1 30 2.067 30.7
2 30.7 21.30 28.7
3 28.7 1.131 27.3
4 27.3 1.223 26.6
5 26.6 1.577 24.8
6 24.8 1.133 24.6

7 24.6 0.89 25.2
8 25.2 1.00 25.5
9 25.5 0.81 25.6

10 25.6 1.31 25.1
11 25.1 1.21 24.8
12 24.8 1.03 24.9

Tínhamos por hipótese que o número de 30 horas, levaria
'

:

a um resultado menor que 1.5 e maior que 1.0 . Esperávamos
que este tempo fosse grande mas que não ultrapassasse mais que
10 horas do tempo procurado. A diferença do observado para 1.1.
seria no máximo de 0.4 . Escolhemos então 20 que nos daria a

20

n
correção 20 x 0.4 = 8 horas. Deste modo a = parecian

ser uma boa sequência."
Notamos na Tabela 1 que paramos no 139 ensaio. O motivo

para isto foi que a partir do. 69 ensaio, o número de horas fi-
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cou em torno de 25 . A variação não era muito gran é para o pro.
blema. Deste modo tomamos O = 25 horas.

O mesmo experimento foi montado tomando a = 1.05 .

Pelo problema anterior, aceitamos que para 25 horas ti
nhamos em média a razão K/c igual a 1.1. Decidimos então
que o primeiro valor x , seria de 23 horas. Sabíamos que es-
te valor observado não deveria ultrapassar 1.1. Teriamos des
te modo uma diferença, do real para O observado, de no mâximo —

0.05 . A sequência à, ]) foi tomada da forma —— pois no

primeiro passo teríamos uma correção de 30 x 0.05 =1.5ho-"
ras. Obtivemos então os seguintes valores :

TABELA 2 .,

N *n Yn *“n+1

1 23 1.14 20.3
2 20.3 1.00 21.1
3 21.1 1.75 14.1
4 14.1 0.97 14.7

5 14.7 1.26 . 13.4
6 13.4 0.98 13.8
7

|
13.8 1.04 13.8

8 13.8 0.96 — 13.5
9 13.5 1.25 12.8

10 “12.8 1.22 12.3

11 12.3 1.04 12.3
12 12.3 1.11 12.2

23 12.2 1.17 11.8

14 11.8 0.97 12.0
15 12.0 0.81 12.5
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Observamos que após O nono ensaio,” x, Começa a estabi
lizar e o último tempo determinado é de 12.5 horas. Aceitamos
então 12.5 horas como o tempo para que tenhamos em média —
= 1.05 ”

É curioso notar que a mêdia das observações ( K/c)
dos últimos seis experimentos ê 1.05 . Isto párece uma confir
mação de que O tempo deverá ser 12.5 horas .

2. Um Modelo Teorico

Para percebermos melhor a importancia da escolha da se--
quência f a, e tambêm para termos uma idéia dos erros cometi
dos, criamos um experimento onde seja possivel a aplicação . do

processo de ROBBINS - MONRO .

Conhecemos a priori a distribuição de —Y(x) bem como
a função M(x) = E (Y(x)) . Deste modo conhecemos araiz OO

da equação —M(x) = a . Aplicaremos 0o processo de ROBBINS

- MONRO para estimar O e depois discutiremos a possibilida-
de de aplicação deste processo e compararemos o valor real o

com o valor estimado .

Suponhamos um experimento onde a cada número real x ,

esteja associado uma variável aleatória Y(x) . Queremos —

achar a raiz O
—

da equação M(x) = 3. Sabemos que é pos
sível a aplicação do processo de ROBBINS - MONRO e que o in-"
tervalo onde

—
M(x) satisfaz as hipóteses necessárias para a

aplicação ê [-9,9] . Como mais nada foi dito sobre M(x) ,

usaremos, numa primeira vez, a sequência a, St T e o

valor inicial x. = 2.
Com o valor. x. 2 conduzimos o experimento e obser
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vamos yY1 = 7.46 da variável aleatória Y(2) . Determina-

mos x, por

= 2+1( 3- 7.46) = - 2.46*2

Com este valor x, =--2.46 observamos y, =-17.703 dava
riável aleatória —Y( -2.46) . Calculamos x; por

x =-2.46+ 3 ( 3- (17.703) = 7.891

Para x, obtivemos —155.062 (veja Tabela 3) . Este ponto
está fora do intervalo [-9,9] e não podemos fazer observação
de  Y(-155.062) pois as hipóteses sobre Mí(x) não estão sa-
tisfeitas fora deste intervalo. Para uma nova observação, usa-
mos x = .9 para que possamos continuar com o experimento.4

Deste modo fizemos quarenta observações. .Ora tomamos 9

ora -9 para *, . Obtivemos x,, = 78.675 que pertence
ao intervalo [-9,.9] e a partir daí fomos tomando os x, POr

xe x + d&D(3-y ) até n = 70n+1l n n n :

|

TABELA 3

N *n Yn “n+1

l 2.000 7.460 - 2.460
2 —-2.460 —- 17.730 7.891
3 7.891 491.861 -155.062
4 -9.0 —-727.655 173.664
5 9.0 729.794 —-136.359

6 -9.0 731.111 113.352

cont.
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Nº “nm Yn “Xn+1

7 9,0 727.631 - 94,519

20 -9 -727.573 27.529

30 -9 -728.788 15.393

40 -9 -724.603 9.190
41 9 727.676 —- 8.675
42 -8.675 -651.195 6.901
43 6.901 328.679 - 0.673
44 -0.673 2.753 - 0.667
45 -0.667 1.122 — 0.626
46 —-0.626 1.521 —- 0.593
47 -0.593 - 1.012 - 0.508

67 0.435 3.769 0.424
68 0.424 1.032 0.453
69 0.453 - 0.487 0.503
70 0.503 - 0.499 0.553

Vemos que para n=43, Kn+2 7” 0.673 e que a par--
tir dai x, cresce lentamente atê a última estimativa que foi
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para nsº*= 70 . Então, com estas observações, nada podemos dizer

sobre o pois x, não se estabilizou.
Isto ocorreu pelo fato de não termos feito nenhum estudo

sobre M(x) e não termos tomado uma sequência ( a, ) mais

adequada ao problema.
Tendo em vista esta primeira tentativa para estimar o

tomaremos à, = 0.05/n . Esta sequência foi tomada pois as cor
"reções não deveriam ser maiores que nove que ê o raio do interva .

lo. Temos então no terceiro ensaio, uma correção em x, de

-3 + 491.861 )2:03. 8.148
3

Com esta sequência ( a) repetimos o experimento e obti-
vemos a Tabela 4 . Vemos que após o quinto ensaio Xoo esta-
biliza em torno de 1.4. O menor valor achado foi x, 7 1.428
(n=10) e o maior foi > 1.492. (n=6) . Podemos =

dizer então que O =1.4 . Como a partir do dêcimo sétimo en-
saio x, estabiliza-se em torno de 1.46, isto poderia nos

levar a dizer que O =1.46 .

Para este experimento, tomamos Y(x) uma variável alea-
3tória tendo distribuição normal com média x e variância

dois . Estávamos estimando a solução de E (Y(x)) =3 que
DBseria então 1.442 pois ( 1.442) = 3. Como processo de

ROBBINS - MONRO, obtivemos o ponto 1.4 ou 1.46 que é bastan-
te próximo do real .
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TABELA a

N *n Yn *n+1

l 2 9.904 1.655
2 1.655 8.075 1.528
3 1.528 2.898 1.530
4 1.530 4.582 1.510
5 1.510 4.803 1.492
6 1.492 5.410 1.472
7 1.472 4.626 1.460
8 1.460 4.909 1.448
9 1.448 6.574 1.428

10 1.428 — 1.612 1.435
11 1.435 3.474 1.433
12 1.433 0.847 1.442
13 1.442 0.704 1.451
14 1.451 4.387 1.446
15 1.446 2.285 1.448
16 1.448 1.336 1.454
17 1.454 0.005 1.462
18 1.462 3.642 1.461
19 1.461 2.855 1.461
20 1.461 0.909 1.466
21 1.466 2.003 1.469
22 1.469 4,442 1.465
23 1.465 3.119 1.465
24 1.465 0.257 1.471
25 1.471 5.122
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N *n Yn “n+1

26 1.466 2.004 1.468
27 1.468 2.213 1.470

28 1.470 5.388. 1.466
29 1.466 2.579 1.466

30 1.466 0.474 1.472

A possibilidade de aplicação deste método é que a função
M(x) = x?

(1)

(2)

(3)

(4)

ea familia Y(x) xeR satisfazem :

| MO) | = x?) < 81 x) p/ x e [9,9]

”? 2
— 2.S|Y-NM(X)|” a H(Y/x) = E | Y(x - E(Y(x))|º =

= var Y(x) = 2 << -

M(x) < 3 p/ xXx < o , M(x) > 3 p/ x>O0O

pois M(x) é crescente

inf (|M(X) - 2)) > o pois M(x)
s1<|x - oj<

ê crescente

Estas são as condições (3.1), (3.2), (3.3) e (3.4) exigi-
das no capítulo I-3 que garantem a convergência com probabili-
dade um.

O mesmo experimento foi montado, mas agora tomamos
0.3

nan

a 8

= Notamos que no último ensaio obti.e 3.*7
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vemos

—
XX,

o= 2. os resultados estão na Tabela 5.

TABELA 5º

N *n Tn “n+1

1 3 26.850 -2.66
2 -2.66 -16.157 0.969
3 0.969 —- 3.678 2.136
4 2.136 10.643 1.939
5 1.939 2.307 2.280
6 "2.280 10.111 2.175
7 2.175 10.270 2.078
8 2.078 10.254 1.993
9. 1.993 5.754 2.068

10 2.068 9.968 2.009
11 2.009 10.730 1.934
12 1.934 9.590 1.895
13 1.895 9.615 1.857
14 1.857 6.154 1.897
15 1.897 8.942 1.878
16 1.878 6.989 1.897
17 1.897 10.128 1.860
18 1.860 8.803. 1.846
19 1.846 4,223 1.906
20 1.906 7.301 1.916
21 1.916 10.703 1.878
22 1.878 3.083 1.945
23 1.945 3.418 2.004
24 2.004 8.622 1.997
25 1.997 7.748 2.000
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3. Máximo de uma Função de Regressão

Como no exemplo anterior, para a aplicação do processo de
ROBBINS — MONRO, criamos um modelo teórico onde seja possível a

aplicação do processo de KIEFER - WOLFOWITZ para estimar o mã-

ximo de E (Y(x)) .

Para isto tomamos a familia ( Y(x) x e R ) de variáãve
is aleatórias tendo, cada uma, distribuição normal com média

- x ”. 2x e variancia un. Nosso experimento consistirá em

tirar amostra de—Y(x). que faremos com uma tabela de números
aleatórios normais.

“ Desejamos estimar o ponto de máximo de .M(x). Vemos fa-
cilmente, que esta função satisfaz as hipóteses do capítulo II-2.
para x e ( -3.3) e portanto, podemos aplicar o processo =
de KIEFER - WOLFOWITZ.

Na aplicação do processo, usamos as sequências a, = nº

e Cn = no l/3. O primeiro valor proposto foi x. = 0 (veja
Tabela 6). Analisando os resultados obtidos, vemos que existe =
uma variação muito grande. Mesmo apos 25 ensaios temos o menor

valor igual a 0.62 e o maior igual a 1.45. Isto ocorre por
não tomarmos as sequências (a) e íc,) mais adequada ao

problema.
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TABELA

N “ Ymn Yan-1 “nl

1 o 0.87 2.97 2.10
2 2.10 -2.03 0.88 0.27
3 0.27. 1.27 —3.18 2.41
4 2.41 4,39 0.10 0.70
5 0.70 3.12 0.78 1.50
6 —1.50 O. 34 1.65 0.90
7 0.9 0.44 2.71 0.55
8 0.55 1.25 —o.88 1.08
9 1.08 0.77 1.71 0.87

10 0.87 0.62 1.69 0.64

u 0.64 -1.10 0.10 0.43
12 0.43 2.84 0.75 1.12
13 1.12 1.00 | 0.96 1.47
14 1.47 —O .39 1.15 1.21

oa5 1.21 0.33 1.30 0.94
16 0.94 0.04 0.16 0.92
17 0.92 2.00 0.37 1.17
18 1.17 0.46 2.74 0.84
19 0.84 0.10 1.40 0.63
20 0.63 0.78 —1.86 0.98
21 0.98 0.65 0.51 0.83
22 0.83 0.07 0.45 0.76
23 0.76 3.00 0.10 1.12
24 1.12 1.00 1.13 1.09
25 1.09 1.61 0.57 1.21
26 1.21 1.62 0.24 1.37
27 1.37 1.76 1.07 1.45
28 1.45 0.37 1.09 1.37
29 1.37 1.67 2.80 1.25
30 2.25 0.97 0.63 1.28
31 1.28 2.18 1.28 1.37
32 1.37 0.51 2.05 1.22
33 1.22 1.26 1.23 1.22
34 1.22 0.75 2.64 1.04
35 1.04 0.83 0.37 0.93

cont.



61

continuação :

N e. Y2n Y2n-1 X*n+1

36 0.93 1.48. 1.38 0.94
37 0.94 2.05. 0.22 1.02
38 1.02 1.58 1.11 : 1.06
39 1.06 0.60

—

1.96 “- 0.94
40 0.94 0.43 0.10 0.97
41 0.97 0.08 2.04 0.77
42 0.77 2.88 2.92 0.77
43 0.77 1.66 -0.38 0.94

aa.
|

0.94 0.13 1.03 0.86
45" 0.86 — 0.23 1.72 0.75
46 0.75 0.42 2.05 0.62
47 0.62 1.00 0.17 0.71
48 0.71 1.55 0.34 0.85
49 0.85 3.18 0.38 21.06
50 1.06 1.34 1.33 1.06

not
O mesmo experimento foi montado mas com a, = ,

5

cn = nºX/3 e o mesmo valor inicial n = o. (veja Tabela 7 »
Analisando a Tabela 7 , vemos que x,  estabiliza-se rapida-
mente em torno de 0.9. Poderiámos então dizer que O = 0.9.

Como M(x) = -xº + 2x, sabemos que o ponto de mâáxi

mo desta função é um. Comparando este valor com o estimado, ve-
mos que a diferença é pequena.
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TABELA 7

N *n Y2n Yon-1 Xn+1

1 o -0.37 -4.10 0.75
2 0.75 1.69 0.55 0.89
3 0.89 0.97 -0.98 1.08
4 1.08 0.64 1.24 1.03
5 1.03 1.65 2.09 1.00
6 1.00 0.83 0.34 1.03
7 1.03 0.65 1.49 0.98
8 0.98 0.28 1.66 0.88
9 0.88 1.27 1.05. 0.89

10 0.89 1.64 0.60 0.94
11 0.94 1.48 1.12 0.95
12 0.95 2.05 1.25 0.98
13 0.98 -0.04 0.21 0.98
14 0.98 0.77 2.88 0.90
15 0.90 1.21 0.96 0.91
16 0.91 1.20 1.15 0.88
17 0.88 1.40 0.77 0.91
18 0.91 0.88 -0.63 0.95
19 0.95 0.10 1.57 0.91
20 0.91 —0.55 0.24 0.89

4, Comentários sobre os Processos

Nos processos de aproximação de ROBBINS - MONRO e

KIEFER - WOLFOWITZ notamos um inconveniente na aplicação que É O

fato de não termos uma regra de parada. Isto nos impossibilita
afirmar qual o erro que cometemos quando paramos O processo .

Estudo sobre este fato foi feito por BLOCK [ 1 ] para
ROBBINS - MONRO, mas exige o conhecimento de

2 .2E ( x, o )'=V
O caso de

que não pode ser usado pois não conhecemos
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e. Neste trabalho é mostrado qual a melhor sequência f a, | e
qual o erro quadrático médio (E ( (x, O )? |). que comete
mos. quando paramos O processo. A sequência ( a, t ea limita--
ção são funções de Vê = E (X,- O o

Vimos na prática que este problema pode ser resolvido em

parte, tendo alguns conhecimentos superficiais do que queremos es-
timar e algumas observações do experimento e

Uma facilidade que este processo traz é o fato de não
exigir o conhecimento da distribuição de Y(x) . Nos modelos

teóricos apresentamos a distribuição apenas para que pudessemos =
comparar. Oo estimado com o real.

Na aplicação do processo, para que consigamos uma conver-
gência mais rápida, podemos mudar o valor de x - em qualquer =n
ponto, pois o processo não depende do ponto inicial. Por exemplo:

l1) Na Tabela 3, vemos que para x, = -9 o valor ob--
servado y, era 727.655 que estava muito longe de a = "3 .

Deveríiamos neste ponto tomar *X5 bem menor que 9 pois para
este valor observamos Y5 7 729.794. Com esta modificação apro
ximariamos de 9 mais rapidamente .

2) Na mesma Tabela 3 a partir de n= 43, vemos que
x cresce lentamente. Poderíamos tomar, por exemplo, = O,n “47
Se X, continuasse a crescer lentamente, poderíamos em qualquer
ponto dar uma "ajuda" ao processo para que a convergência fosse
mais rápida.

Sempre que estivermos adaptando a sequência a, ) ou
à

dando uma "ajuda" ao processo, devemos estar com a atenção volta
da para Oo experimento e não somente aos números que obtemos.
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