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RESUMO

CENTURION, B. Z. Desigualdades com peso para transformacoes integrais do
tipo de Fourier. 2024. 60 p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Matematica) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagao, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos

— SP, 2024.

Neste trabalho, apresentamos o conceito de F-transformacao ou transformacao integral do
tipo de Fourier e exploramos condigoes necessarias e suficientes para a desigualdade de Pitt.
Os resultados sao obtidos como consequéncia das desigualdades do tipo Hausdorff-Young e
de resultados do tipo Calderén para as F-transformagoes. Como aplicagdo dos resultados,
recuperamos a celebrada desigualdade de Pitt para a transformacao de Hankel e para a

transformada de Fourier de fungoes radiais.

Palavras-chave: Desigualdades com peso, Transformacao integral, Desigualdade de Pitt,

Transformada de Fourier, Transformacao de Hankel.






ABSTRACT

CENTURION, B. Z. Weighted norm inequalities for integral transforms of Fourier-
type. 2024. 60 p. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de
Ciéncias Matematicas e de Computagao, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP,

2024.

In this work, we present the concept of F-transform or integral transform of Fourier-
type and explore necessary and sufficient conditions for Pitt’s inequality. The results
are obtained as a consequence of Hausdorff-Young type inequalities and Calderén type
results for F-transforms. As an application of the results, we recover the celebrated Pitt’s

inequality for the Hankel transform and for the Fourier transform of radial functions.

Keywords: Weighted norm inequalities, Integral transform, Pitt’s inequality, Fourier

transform, Hankel transform.
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1

INTRODUCAO

A transformada de Fourier é uma poderosa e fundamental ferramenta da Anélise.
Essa transformacao é responsavel por levar uma funciao do seu dominio espacial ao seu
dominio de frequéncia. Em termos simples, esse procedimento inverte as propriedades
de localizacdo da funcgao e, se aplicado novamente, transforma a fung¢ao nela mesma
composta com uma reflexdo. Isso faz com que operagdes nao tao triviais sejam descritas
de maneira mais simplificada, por exemplo, a convolugao se transforma em multiplicagio e
a translagao se transforma em modulagao (GRAFAKOS, 2014). Também é do interesse
da area entender o decaimento no infinito da transformada de Fourier de uma funcao
(LIFLYAND, 2021) ou obter desigualdades integrais com peso para a transformada de
Fourier de fungoes Lebesgue integraveis (GORBACHEV; TIKHONOV, 2012). Aplicagoes
deste tipo de resultado incluem formas quantitativas do Lema de Riemann-Lebesgue por

meio da caracterizacao dos espagos de suavidade generalizada em termos do decaimento
da transformada de Fourier (JORDAO, 2020).

Em vista do importante papel tedrico da transformada de Fourier e suas aplicacoes,
uma variedade de desigualdades envolvendo uma func¢ao e sua transformada sao objetos

de estudo em Analise. Uma das mais versateis é a desigualdade de Pitt que estabelece que

. [ a]

onde 1 < p < ¢ < oo, vale se, e somente se,

1 11 1 1 1
O Y Y
q 2 q p q q P

F@)[ |27 do

em que 1/qg+1/¢ = 1. A desigualdade pode ser encontrada nas referéncias (BENEDETTO;
HEINIG, 2003; BECKNER, 2008). A transformada de Fourier de uma fungéo f : R" — R

mensuravel e de médulo integravel é dada pela formula

o~

f@)= | flyledy,
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e a notagao f < ¢ significa f(t) < Cg(t) para alguma C > 0, ndo dependendo de ¢t. A
beleza da desigualdade de Pitt, além da forte equivaléncia fornecida, reside no fato que
outras trés desigualdades podem ser extraidas dela (TITCHMARSH, 1986):

(i) o teorema de Plancherel, parap=g=2e~v = =0;
(ii) o teorema de Hardy-Littlewood, para 1 <p=¢<2ef=0,oup=qg>2e~y=0;

(iii) o teorema de Hausdorff-Young, para ¢ =p' >2e v = [ =0.

Os requisitos especificos que geram condigoes necessarias e suficientes para a
desigualdade de Pitt tém base nas celebradas desigualdades de Hardy, que sao ferramentas
indispensaveis para a demonstracao dos resultados e ganharam varias versoes e adaptagoes

ao longo dos anos.

Em 1925, Hardy enunciou e provou a desigualdade que hoje pode ser encontrada
como exercicio no livro de Anélise Real do autor Gerald B. Folland (FOLLAND, 1999, p.
196). A desigualdade de Hardy afirma que, para f(t) > 0,p > 1, com f integravel sobre

qualquer intervalo da forma (0,z) e f? integravel sobre (0, 00), vale

INCYRCORCE (ﬁ) | @, (1.1)

Pouco tempo depois a primeira modificagdo com pesos apareceu (KUFNER; PERSSON;
SAMKO, 2017), estabelecendo que

/OOO <i /Of” f(t)dt)prdx < <p_11?_6>p/000 FP(2)a%dw, (1.2)

vale para todas fungoes f mensuraveis e ndo-negativas, para p > 1 e ¢ < p — 1. Também,

vale a desigualdade dual

/Ooo C /:o f(t)dtyxadf” < (Frzf_p)pfooo fP(z)a"dz, (1.3)

para todas fungoes f mensuraveis e ndo-negativas, parap > 1lee >p— 1.

Essa dissertagao explora a generalizacao tanto da transformada de Fourier unidi-
mensional quanto da desigualdade de Pitt para esta extensao de transformagoes integrais.
O objetivo principal é estabelecer a desigualdade do tipo Pitt para a F-transformacao,
ou transformacgao intergal do tipo Fourier, definida em (GORBACHEV; LIFLYAND:;
TIKHONOV, 2018). A generalizagdo buscada para uma desigualdade do tipo Pitt nao
é somente no tipo de transformacao integral que é contemplada, queremos generalizar
também os tipos de fung¢oes peso que acompanham essa desigualdade. Para isso, vamos
utilizar as seguintes versdes com peso da desigualdade de Hardy (KUFNER; PERSSON;
SAMKO, 2017, p. 4).



17

Sejam —oo < a < b < 4ooewu,v: (a,b) — R fungdes mensuraveis e ndo-negativas.

Se 1 < p < q < oo, entao escrevemos

Afu,v) = sup ( / bu(t)dt) v ( / wvl_p'(t)dt)l/pl , (1.4)

a<z<b

comp =p/(p—1).Sel<p<oo,g#1el<q<p< oo, entdo consideraremos

r/q x r/q L
A(u,v) = (/ab (/mbU(t)dt>/ (/ vl—f”(t)dt>/ vl—p’(az)da:) , (1.5)

com 1/r = 1/q—1/p. Para toda f mensurdvel e ndo-negativa em (a,b), vale a desigualdade

de Hardy
1/p

( LS f(t)dt)qu(x)dx> Yoo ( [ fp(x)v(x)dx> | (1.6)

com —o0o <a<b<oo, 0<qg<oo,1<p< oo, se e somente se,
A(u,v) < o0. (1.7)

A desigualdade de Hardy dual, afirma que, para toda f mensuravel e nao-negativa em

(a,b), vale
</ab </b d Wt) q u(m)dx)

A(u,v) < 00. (1.9)

1/q 1/p
<C ( / b fp(x)v(x)dx> (1.8)

se, e somente se,

Neste caso, fl(u, v) é dada como a seguir. Se 1 < p < ¢ < 00, entao
. T 1/q b , 1/p'
A(u,v) ;== sup (/ u(t)dt) (/ v 7P (t)dt) . (1.10)
a<z<b a x
Sel<p<oo,q#1lel<q<p<oo,entao

1/r

Au,v) = ( / b ( / mu(t)dty/q ( / bvlp/(t)dt>r/qlvlp/(:c)d:c) . (1.11)

Estabeleceremos alguns conceitos e notacoes com o objetivo de apresentar as F-
transformagoes e a desigualdade de Pitt generalizada. Escreveremos Li..((0,00)) para o
espago das fungoes localmente integraveis (FOLLAND, 1999, p. 95) e L2((0,00)), para

p > 1, como sendo o espago das fungdes mensuraveis f em (0, 00) a valores em R, tais que

1/p

£ = | [ 1@ o] < o0,

com v : (0,00) — R uma fungdo nio-negativa em Li. ((0,00)). Neste trabalho, fungdes

nao-negativas em (0, 00) que sao localmente integraveis serdao chamadas de func¢ao peso
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e fungbes definidas em (0, 00) x (0,00) a valores em C serdo chamadas de nicleos. Uma

fungdo s > 0 continua nao-decrescente em (0, 00) satisfaz a condigao A, se

s(2y) S s(y), y>0. (1.12)
Observamos que se v > 0, entdo s(y) = y” satisfaz a condigado As. De fato, é imediato que
s(2y) = 2"s(y) < s(y), para todo y > 0.

Sejam K um ntcleo continuo e s > 0 uma fungao continua nao-decrescente em
(0, 00) satisfazendo a condigdo Ay. Assumimos que f(y)s(y) € Li.((0,00)), para toda
fe Ll ((0,0)). A transformacio integral

loc

Ff@) = [ f@K@y)swdy, ©>0, feLl(0x),  (113)

¢ uma F-transformacao se existe uma fungao w > 0 nao-decrescente em (0, 00) tal que

w(z)s (i) =1, x>0, (1.14)

de tal forma que a desigualdade de Bessel

1F fllpp S W llos s f € L2((0,00)), (1.15)

seja satisfeita, e que o nicleo K satisfaga
K (2, )| S min {1, [w(z)s(y)] 2}, 2,y >0 (1.16)

A notagao acima f =< g significa que vale tanto f < g como g < f e serd empregada ao

longo do texto.

Levando em conta a motivacao por tras da definicao das F-transformacoes, é
importante verificar que a transformada de Fourier é, de fato, uma F-transformacao. Para
tanto, consideremos K(z,y) = e ¥, s(y) = 1 e w(z) = 1, e é claro que f = Ff, para
f € L. ((0,00)). A fungio constante s satisfaz a condigao Ag, vale w(x)s(1/x) = 1, para

todo z > 0, e
K (,y)| = |cos(zy) — isen(xy)| = 1 = min {1, [w(z)s(y)]/*}, w,y>0.
Além disso, sabemos (TITCHMARSH, 1986, p. 71) que vale a desigualdade de Bessel

1Sy S Wfllas f € L2((0,00)).

Outras transformagoes integrais bem conhecidas também sao F-transformacgoes. Por
exemplo, as transformadas do seno e do cosseno (LIFLYAND, 2021, p. 49). A transformada

do cosseno de uma fungao f € L] .((0,00)), definida por

Fow) = [ s costey)ay, @ >0
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é uma F-transformacao, com K(z,y) = cos(zy), s(y) =1 e w(z) = 2/m. A transformada

do seno de uma fungao f € L{ .((0,00)), definida por

fuw) = [~ fsen(ey)dy, = >0,
¢ uma F-transformagao, com K(z,y) = (zy) 'sen(zy), s(y) = y* e w(z) = (2/7)x?. Essas
duas transformadas serao melhor exploradas no Capitulo 3.

Sejam f uma fun¢ado mensuravel nao-negativa definida em (0, 00) e z > 0. Utiliza-

remos a seguinte notacao
Pf= [0 e Quf= [ fwa (1.17)

Formalmente, mostraremos o seguinte resultado que serd consequéncia dos resulta-
dos que apresentaremos. Sejam 1 < p < g < o0, 1 <a <2, uew pesos tais que u > 0 é

uma funcdo ndo-crescente e v > 0 é uma fungdo nao-descrescente, e u,v'? € Ll ((0,00)).
Se
1 N 1/p!
(/) i (Po') <1 rso, (1.18)

[Qur ()] " @, ()] g1 e, (1.19)

para a’ > max {q,p'}, entdo vale a desigualdade de Pitt

| Ff| s f e LP((0, 00)), (1.20)

s

q,u pv

onde s e w sdo pesos provenientes da definigdo de F-transformagao da equagao (1.13). Se

a=p=q=2,entao (1.18) implica (1.20).

Mostraremos também o seguinte resultado que traz uma condi¢ao necesséaria para
que valha a desigualdade de Pitt. Sejam 1 < p < g < 00,1 < a < 2, u e v pesos
tais que v > 0 é uma funcao nao-crescente e v > 0 é uma func¢ao nao-descrescente, e

u,v' P € L} ((0,00)). Se o niicleo K satisfaz

K(z,y) <1, 0<uzy <, (1.21)
e, para todo 1 < a < 2, vale a desigualdade

| F ] - s f e I2((0,00)).

<H 1/a
o |8 f

"

onde s e w sdo pesos provenientes da definigao (1.13), entao
1 N1/p
(Py/u) fa (Po') "<1 r>o

Esses dois resultados estabelecem condigoes necessarias e suficientes para a validade da

desigualdade do tipo Pitt com pesos u e v.
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Essa dissertagao esta apresentada da seguinte maneira. O Capitulo 2 aborda toda
a parte tedrica, os resultados principais e as demonstracoes. Na Secao 2.1, apresentamos
os lemas que serao necessarios para demonstrar os teoremas da Secao 2.2, que por sua
vez serao utilizados nas demonstragoes da Segao 2.3. Esta tltima secao, em particular,
traz as condi¢Oes necessarias e suficientes para a desigualdade do tipo Pitt para F-
transformacoes. Na Secao 2.4, exploramos condicoes necessarias alternativas para F-
transformagoes com um tipo especial de nucleo, os nucleos oscilantes. O Capitulo 3 tem
como objetivo aplicar os resultados obtidos no Capitulo 2 em F-transformacoes conhecidas
e com pesos especificos, recuperando a desigualdade de Pitt para cada uma delas. Na
Secao 3.1, tratamos especialmente da transformacao de Hankel e os resultados obtidos
serao cruciais nas se¢oes subsequentes. Na Secao 3.2, abordaremos as transformadas do
seno e do cosseno e, por fim, na Secao 3.3, recuperamos a desigualdade de Pitt para a
transformada de Fourier de fungoes definidas em (0, 00) e para a transformada de Fourier

n-dimensional de fungoes radiais.
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2

DESIGUALDADES COM PESO

O objetivo principal deste capitulo é apresentar e demonstrar a desigualdade de
Pitt para F-transformagoes. Para isso, é necessario realizar a construcao de resultados

menores que, combinados, resultarao no resultado principal.

Iniciaremos a Sec¢ao 2.1 apresentando uma estimativa do tipo de Hausdorff-Young
para F-transformagoes e, em seguida, provaremos uma caracterizacao do tipo de Calderon
para que um operador sublinear seja do tipo (1,00) e (a,d’), 1 < a < oo, cuja definigdo
vem a seguir. As ferramentas abaixo podem ser encontradas em (STEIN; WEISS, 1971,
pp. 56-57) e (STEIN; WEISS, 1958, pp. 159-160).

Definigao 2.0.1. Sejam (X, oy, 1) e (Y, oy, v) espagos de medida, M e N espacos vetoriais
das fungoes sobre um corpo K definidas em X e Y, respectivamente. Uma aplicacao

T : M — N é dita ser um operador sublinear se ocorre

i) T(f + g) estd bem definida sempre que f,g € M;
i) |[T(f+9)(@)] <Tf)(x)|+|(Tg)(x)| em quase todo ponto, para qualquer f,g € M;

iti) |T(af)(x)] = |a| [(Tf)(z)| em quase todo ponto, para toda f € M e todo a € K.

Observemos que uma F-transformagao definida pela equagao (1.13), por ser uma

1

L ((0,00)). Para n > 1, escrevere-

transformacao integral, é um operador sublinear sobre L
mos Li..(R") para denotar o espaco das fungoes localmente integraveis em R™ e LP(R"),
para p > 1, como sendo o espago das fung¢oes mensuraveis f em R™ a valores em R, tais

que
1/p

£l = | [ 1@ vwdy] < o,

em que v : R” — R é uma funcio peso, isto é, v é ndo-negativa e v € L] (R").
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Definicao 2.0.2. Sejam p,q > 1,n > 1eu,v: R* — R fungoes peso. Dizemos que uma
transformacdo T : Li,.(R") — L .(R") é do tipo (p,q), com 1 < p,q < 0o, se

1T llgu S NNy s f € LERT),

Dizemos que um operador T é do tipo (1,00) se

ITfllo S Il f € Ly(RY).

Lema 2.0.3. Sejam s, w fungoes peso em R" e T um operador sublinear sobre L{ _(R™),

n > 1. Se T é do tipo (po, qo) e do tipo (p1,q1), isto é, satisfaz

T g S NS llpgs - f € LP(R),
T F gy S NNy s fE LG (RY),

onde 1 < pg, qo, p1, 1 < 00, entao para todo p e ¢ da forma

1 1-6 0 1 1-6 0
— 4+ = e == +—, 0<0<1,
p Do Y4 q qo0 q1

T(f) estd definida para f € L2(R") e T é do tipo (p, q), isto é,

1Tl g S Wl f & LERY).

2.1 Desigualdades do tipo de Hausdorff-Young

Apresentaremos duas estimativas do tipo de Hausdorff-Young para F-transformagoes.

Lema 2.1.1. Se F' é uma F-transformagcao como definida na equagao (1.13), entao vale

IEf e S W llas s f & LE((0, 00)).

com 1 <a <2 1/a+1/ad =1 e w e s sdo os pesos provenientes da definigio da

F-transformacao.

Demonstragio. Da definigao de F-transformagao da equagao (1.13), temos

1o =sup| [~ F@)K (@ )s()dy| < sup [~ 17 0)K @,5)s(0)]dy.
Dai, de (1.16) e do fato de s > 0,
sup [ 1)K (. y)sw)ldy S [ 17w sw)dy = 1],
>0 /0
ou seja,
17 flle S £ (2.1)

Do Lema 2.0.3 aplicado nas desigualdades de Bessel (1.15) e (2.1), segue o resultado. [
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Lema 2.1.2. Seja F' uma F-transformagao definida pela equacao (1.13). Se 1 < a < 2,
entao

le/a/FfHOO < Hsl/af E st f e LY((0,00)).

Demonstracao. Da definicdo de F', temos, para x > 0,

1/x 00

Ff(x) Z/OOO f(y)K(Ly)S(y)dy:/O fW) K (z,y)s(y)dy + 1/gﬁf(y)K(fv,y)S(y)dy

=. Il + IQ.

Vamos estimar primeiro a integral ;. Observemos que, de (1.16) e do fato de s > 0 ser

nao-decrescente, temos
1/x
| 1K @ y)s) dy
1/x
< [l sts
1/x ,
= [ 1wl s s )y
s (1N Ve
S sl () / £ )] ()dy.
0

T

=" st sty <

Dai, como w > 0, e de (1.14), segue que

! !/ !/ ]_
W (@) || < wVe (z)sHe (

x) /ol/m ()] s"*(y)dy
< / Y% (y)dy. (2.2)

Agora, vamos estimar a integral I,. Notemos que, se 1 < a < 2, entdo a’ > 2. Logo,

1/a’'—1/2

1/a" —1/2 <0. E, como s > 0 é ndo-decrescente, s ¢ nao-crescente. Dai, de (1.16)

e (1.14), temos
< [ @K@ s@ldy S [ 1)@ w)s)dy
= o @2 @)s ) )y
Sw @) (1) (1) [T 1w ey
S (2) [ 1l s e

Entao,

W () || S e ()51 (1) 1wl s )y

< / » s1/%(y)dy. (2.3)
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Finalmente, de (2.2) e (2.3),
! (@) Ff ()] < 0! (@) 1] + 0 (@) |1
1/x 00
<[ @I @y + [ 175 Wy

_/ 1/a dy_H 1/a ‘

Logo,

H 1/a’ FfH = Sup‘wl/a )Ff ’ < H 1/af

>0

’ staf e L'((0, 00)).

2.2 Resultados do tipo de Calderén

Nesta se¢ao, introduzimos desigualdades do tipo de Calderén para o rearranjamento
de operadores sublineares. Esses resultados terao sua importancia evidenciada na demons-
tracao das condigoes necessarias para a desigualdade de Pitt, resultado principal dessa
dissertacao. Antes de apresentar essa caracterizacdo, vamos enunciar algumas definigoes
essenciais, que podem ser encontradas em (STEIN; WEISS, 1971, pp. 189).

Definigao 2.2.1. Sejam (X, 0x,r) um espago de medida e f uma fun¢do mensuravel em

X. Para ¢ > 0 definimos a funcao distribuicao de f, A :== A¢, por
M) =v(F,), onde F.={ze€ X :|f(x)| >c}.

Definigao 2.2.2. Sejam f € LP(R"), n > 1, e A a fungao distribuicao f. O rearranjamento
decrescente de f é a funcao f*: (0,00) — [0, 00) definida por

fr(t) =inf{c: A(c) <t}, t>0.
A seguinte proposicao pode ser encontrada na referéncia (STEIN; WEISS, 1971, pp.

191-192), justificada como consequéncia de propriedades obtidas para a fungao distribuigao

de uma fung¢ado e o rearranjamento descrescente dela.
Proposicao 2.2.3. Sejamn > 1e 1 < p < oco. Entao,
1A, =11, f € LPRY).

Teorema 2.2.4. Seja T um operador sublinear sobre L (R"), n > 1. O operador
T é do tipo (1,00) e do tipo (a,d’), para 1 < a < oo se, e somente se, para cada

f e LYR") N L'(R"), vale

[/Ow(Tf)*(t)“ldt} v S /Ox ( Ol/t f*(g)ds>ata2dt] 1/‘1, x> 0. (2.4)
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Demonstragio. Seja f € L*(R") N L*(R™), n > 1. Vamos supor que vale (2.4). Como
(T'f)* é decrescente,

w(ry @y < [[wpraras| [ ( [ f*(S)dS>a t“*dt] a

= /ow (/OOO f*(S)ds>a tazdt} d/a

rorx e a//a
<[ [Chrrea]

'/a

Dai, utilizando a Proposicao 2.2.3,
T d/a , T a'/a
[ T = | [ ]
0 0
o xa—l a/a
= 171 <a_1

= 1 G =Tyem S IS

Assim, como x > 0, entao (T'f)*(z) < || f]l, e, dai, novamente pela Proposigao 2.2.3,
ITFlloe = ITF Moo = sup [(TH @IS 111

ou seja, T é do tipo (1, 00).

Agora, como (2.4) vale para todo x > 0, entdo, utilizando (1.1) e a Proposigao

2.2.3,
st =[[wroral < [ ([ o) eal]

[ ([ roow) )

& a 1/a

- s)ds) dt

5|f0*|a</ff ) ]

Logo, da Proposi¢ao 2.2.3,

1T Fller = N Nar S Wl

ou seja, T é do tipo (a,a’).

Supomos agora que 7' é um operador sublinear do tipo (1,00) e do tipo (a,a’),
para 1 < a < oo. Fixamos s > 0. Tomando f € L*(R") N L'(R"), podemos definir f da
forma f = fi + fo, onde

i} (), 0<t<s
fit) = e f(t)=[f(t+s), t>0.

0, t>s
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Essa decomposicao é detalhada em (JURKAT; SAMPSON, 1984, pp. 627-628).

Entao, para qualquer subconjunto mensuravel £ C R", com m(FE) = x, temos

(L irser xe@ae) " < ([ 1ra@r se@a) " + ([ Tl o)
< T+ ([ TR )
<o [ i ([T gara)”

1/a’

< ' /0 FE(t)dt + (/“’ f*(t)adt>1/a
Tomando s = 1/x, temos
on(Tf)*(t)a'dt} 1/a S . </Rn T XE(S)d§>1/a,
<o [ o (7 rara) e

<o [ o [ (b () ]
< gV /0 Y eyt + [ /0 ' ( /0 v f*(s)ds)ata_th] l/a.

Agora, utilizando a desigualdade Holder (FOLLAND, 1999, p. 182),

, [1/= 1/x
zl/e / f*(t)dt = xl_l/“/ fH(t)dt
0 0

x 1/t
< :E—l/a [/ (/ f*(S)dSt1_2/a> t_1+2/adt‘|
0 0

1/a

T 1/t a T , 1/a’
< m—l/a |:/ (/ f*(S)dS> ta—Zdt] {/ t(—1+2/a)a dt:|
0 0 0
" 1/t a 1/a
< [/ (/ f*(s)ds) t“_2dt] :
0 0
1/a

/Ogg </01/t f*(g)d3>ata—2dt1 1/a+ on </01/t f*(s)d8>ata_2dt‘| ,
/ox (/Ol/t f*(s)ds)at“_th] 1/“.

Teorema 2.2.5. Seja T' um operador sublinear sobre L (R"), n > 1. Se T ¢ do tipo

Logo,

[apraya]” <

ou seja,

[apraya]” <
[

(1,00) e do tipo (a,da’), para 1 < a < 0o, entao
1/x Pl e
@[ @y [y )y, >0,

para toda f € L*(R™) N L*(R™).
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Demonstracao. Do Teorema 2.2.4, vale

[werora]” <

/0 ’ ( /0 v f*(s)ds)a t“‘thl B ,
/Om ( Ol/t f*(s)ds)atazdt] 1/“,

" 1/t a 1/a
(o x—l/a’ *(s)ds a—2
(Tf)"(x) S [/0 (/0 f()d)t dt]
Dai,

(Th) (@) Sa [ [ ([ 7o) adt]”“
e o e )

1/a

que implica em

(T f) (2) S

resultando

Notemos que

1/a! 00 1/x @ La 1/z NS 1/a
g~V [/1/1: (/0 f*(s)ds) t_“dt] =g~V K/O f*(s)ds) e t‘“dt}

= o / [ (s )ll/a
< [ s

Agora, queremos mostrar que
1/a

/ o t @ ’ oo ’
g [/ (/ f*(s)ds) tdt < g l/e / YV () dy.
1/x 1/x 1/

Notemos que, pela versao da desigualdade de Hardy apresentada em (OPIC; KUFNER,
1990, p. 49), para x > 0,

V;O </1; f*(s)ds)at‘“dt

vale se, e somente se,

1/a

<Ly

o0 1/a 1 ,
sup (/ s‘“ds) esssup y/% | < oo.
1/z<t<oco t 1/z<y<t
Como a > 1,
(o) b
/ s % s = lim s %s
t b—o0 Jt
b—a+1 t—a+1
= lim —
b0 —a+1 —a-+1
t—a—l—l
= < Q.

a—1
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< o0 e, portanto, vale

Logo, sup [(ftoo s’“dS)l/a esssup y/*
1/z<t<oco 1/z<y<t

V;@ (fix / *(S)d8> rodt]

Disso segue que
, 00 t a
g~V [/ </ f*(s)ds) t~dt
1/x 1/x

/x
Ty s [y [ )y,

/ y_l/“ y)dy, z > 0.

1/a

Sa e // y 9 f* (y)dy.
1/x

Portanto,

2.3 Desigualdade de Pitt

Nesta secao, obteremos condi¢oes necessarias e suficientes sobre as fungoes pesos
que nos garantem que uma desigualdade do tipo de Pitt vale para F-transformacoes. Em
primeiro lugar, enunciaremos e demonstraremos condi¢oes suficientes para a validade da
desigualdade de Pitt para F-transformacoes. No entanto, para isso, precisamos de algumas
ferramentas que serdo enunciadas abaixo e que podem ser encontradas em (BENEDETTO;
HEINIG, 2003, p. 7).

Definigao 2.3.1. Seja v uma fungdo peso definida em (0, 00) ou R™, n > 1. Definimos

SCIs

Lema 2.3.2. (Lema de Hardy) Sejam f, g > 0 fun¢oes Lebesgue-mensuraveis em (0, 0o),

e ¢ > 0 uma fungao nao-crescente em (0, 00). Se

| r@dr < [ gy
/OOO f(x)p(z)dr < /OOO g(x)p(x)dx

A primeira desigualdade do lema abaixo pode ser obtida aplicando o fato de
que |fP|" = (f*)P, f € [P (BENNETT; SHARPLEY, 1988, p.41), ao Teorema 2.2 de
(BENNETT; SHARPLEY, 1988, p. 44). J4 a segunda, pode ser encontrada na demonstragao
do Corolario 2.5 de (HEINIG, 1984, pp. 576-577).

para todo s > 0, entao

Lema 2.3.3. (Desigualdade de Hardy—Littlewood para rearranjamentos) Sejam f,u > 0

fungdes Lebesgue-mensurdveis nao-negativas em (0, 00) ou em R", n > 1. Entao

[/ POV | POV | M (1 PR (2.5)
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Agora, apresentamos as condi¢oes de suficicéncia sobre os pesos para a validade da
desigualdade do tipo Pitt para F-transformacoes, que foram apresentadas na Introducao.

Para isso relembramos que as notagoes P, e @), foram estabelecidas na equagao (1.17).

Teorema 2.3.4. (Desigualdade de Pitt para F-transformagao) Sejam 1 < p < ¢ < oo,

1 <a<2ewuew fungdes peso em (0,00), n > 1.

(A) Para (p, 4,a) # (2,2,2), se u",vl ™ € Lb((0,00)) e

(Pput) (Po) " <1, v >0, (2.6)

[Qur ()] @ (v o)) S 0, (2.7)

entao, para a F-transformacao definida pela equagao (1.13), vale

|wt/ F ] , s'%f € Lr((0,00)),

p7v

< s

q7u

onde s e w sao pesos provenientes da definicao de F'.

(B) Parap = q=a =2, se u e v sdo fungdes peso tais que u*,v; ' € LL _((0,00)) e
(Pyu) (Pos') 1, 7 >0,
entao, vale a desigualdade de Pitt

[w'2Fy| s'ef € L2((0,00)),

<[]
o S |52

)
2v

onde s e w sdo pesos provenientes da definicao de F-transformacao da equagao (1.13).

Demonstracio. Observemos que F' é sublinear, ja que é uma F-transformacao. Além disso,

do Lema 2.1.1 e do Lema 2.1.2, valem as desigualdades

e le/“,Ff

[t £, < |1 o S

’1 a’
Vamos denotar Tg = w'/*Ff e g = s'/%f.

(A) Aplicando o Teorema 2.2.5, temos
* 1/z * —1/d’ o —1/d’  x
(T'g)"(x) S/O g (y)dy + =/ /1/ y " g (y)dy.

Dai, do Lema 2.3.3, e da desigualdade de Minkowski (por exemplo, (FOLLAND,
1999, p. 183), adaptado aos pesos),

1T9llg < 1(TG) g0

1/x A
SHA gy e[y g )y

1/z

=. Il + ]2.

q,u*

+

q,u*
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Vamos estimar primeiro /;. Notemos
I

[ (3)

T U

e ()
H/Omg (v)dy

u*

a0 () ([ o) a

que

: /0 () ( /0 " g*(y)dy> q d:v] "

( /0 t g*(y)dy)q dt} v

1/q

( /O g (y)dy>q dx] v

=P gz

onde u*(z) = x~%u* (1/z). Agora, observemos que (2.6) é equivalente a

Q)" (Bru;

De fato,

N1/
_p>/p,§1, r > 0.

(2.8)

1/r
Pyjut = / u*(t)dt

—/x2u(>d

= Qru”.

Mais ainda, (2.8) equivale a (1.4). Assim, aplicando a Desigualdade de Hardy (1.6)

Lema 2.3.3, obtemos

]1 = ||Pl‘g ||qu ~ ||g ||pv* S ||g||pfu - Hsl/af

e o

-

Vamos agora estimar [,. Notemos que

I

/mu —q/a ooy
0 1/x
It

Agora, observemos que (2.7) é equivalente a

8

—1/a’ *

Y )dy

8

—1/a’ *

y)dy

Y

{PT (x*Q/a’u*ﬂl/q {Qr (y_pl/“/vi_pl)r/p/ <1, r>0.

Mais ainda, (2.9) equivale a (1.10). Assim, aplicando a Desigualdade de Hardy (1.8)

Lema 2.3.3, obtemos

I, = Hme_l/a,Q*

q7qu/au* ~

'/“u*@)( '

q,T —a/al y*

< Hy—l/a’g*

—l/a’g*

<y>dy)qu] "

() q ] "

—l/a’g*

q’w—q/a/u*

= Hwafl/a’g*

qﬂ:fq/a’u*

(2.9)

e o

p’yp/a,v* = ||g*||p,v* 5 Hngﬂ) .
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Logo,
1Tgll,0 S T+ 12 S 219l -
Portanto,
le/“/Ff‘ » < Hsl/“f o st/ f e LP((0,00)).

(B) Consideremos agora a = @’ = 2. Aplicando o Teorema 2.2.4, temos

[aoreras ([ g*@)ds)th, .

Pelo Lema 2.3.2, temos
(o) 3. = [~ (To) ()%u (et
oo 1/t 2
< / ( g*(s)ds) uw*(t)dt
0 0
«||2 *]2
= le/tg qu = 1Byl ©>0.
Como ja verificado em (A), (2.6) é equivalente a
1/p

Q)" (Pl )" $1, r>0,

e isto equivale a (1.4). Assim, aplicando a Desigualdade de Hardy (1.6) e o Lema 2.3.3,

obtemos
1P o S 19700, S N9l -

Entao, disto e do Lema 2.3.3, segue

1Tl < 179Nz e = 129" lome < Mgl -

Portanto,

| Fi,, <[stf],, . s7r € Li(0,00)).

20

O

Corolario 2.3.5. Sejam 1 <p < g <o0,1 <a<2euewv funcoes peso em (0,00) ou
R™ n > 1. Se d < max{q,p'} oua=p=q=2, entdo a condigao (2.6) do Teorema 2.3.4
implica a desigualdade de Pitt. Em particular, vale paraa=2e¢ 1 <p < g < o0.
Demonstragio. Vamos provar que, se ¢’ < max{q,p'}, entdo (2.6) = (2.7).

Notemos que, de (2.6), para r > 0, temos, pela monotonicidade da integral,
1 1 1/q , 1/p' 1/r 1/q r ,

—u”* ()} [rvi’p (7“)} r < [/ u*(x)dx] U vl P (1)dx
r r 0 0

1/q
<1> (u*)l/q <1> Tl/p/v£1_pl)/p/(r) <1, r>0.
r r

1/p'

Dai,
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Disso, temos, para r > 0

u*1
”

7N

) < rl_q/p/vf/p(r) (2.10)

1 /
v ) < (u) () rPla—p/v (2.11)
r

Vamos analisar primeiro o caso em que p < a, ou seja, a’ < p’. Provemos que vale
(2.7). Temos

e}

/ / 00 /
[Ql/r (x*q/a’u*)]l/q [Qr (yfp’/alyifpl)r/p = [/1/ 27U (q;)dx] v [/ y*p’/a'z;i*P/ (y)dy o .

De (2.10) e da monotonicidade da integral, o lado direito da equagao acima é majorado, a

menos de constante, por

l/jo“””/ ()" (2)a ] [ rrea wa)

que, por sua vez, usando novamente a monotonicidade da integral, ¢ majorado por

00 00 /v
vl/p(r) / pa(1/a’=1/p") 27 dx —l/p(r> / yl—p’/a’@ = J,.
* 1/r x U r Yy
O fato que a’ < p' garante J; < 1, quando r > 0. Logo,
! 1 / i / 1 /
Qur ()] 0, (5 0)] " <1, 10,

como queriamos.

Vamos analisar agora o caso em que a’ < ¢. Temos

, 0 / 4
[Ql/r (x_q/“/u*ﬂl/q [Qr (y_pf/afvi_p/)}l/p _ [/1/7“ L/ ]1 q {/ Y 'y, )dy] 1/p ‘

Observemos que v} (y) = (v;l(y))p,/p. Dal, de (2.11) e da monotonicidade da integral, o

lado direito da equacao acima ¢ majorado, a menos de constante, por

0 ’ 1/q o0 / ! 1 / p//p 1/pl
[/1/7“ r9/e u*(x)dx] [/T y P /a [(u*)p/q (y) yp/q—p/p] (y)dy]

que, por sua vez, usando novamente a monotonicidade da integral, ¢ majorado por

1/q 1/p'
1 S / ]_ o / / d
() (r) Ul/ o dx] )y (7’) [/ yriiee (ﬂ —k

O fato que a’ < ¢ garante Jy < 1, quando r > 0. Logo,
[Ql/r (x_Q/a/u*ﬂl/q [Qr (y_p//afvi_p/)}l/p’ <1, r>0,

como queriamos. O
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A partir de agora, consideraremos que v > 0 é uma funcao nao-crescente e v > 0 é

uma fungao nao-descrescente em (0, 00). Notemos que, desse modo,

R

Levando a obsevagao acima em conta, juntamente com o Teorema 2.3.4 e o Corolario

2.3.5, obtemos o resultado a seguir.

Corolario 2.3.6. Sejam 1 < p < g < 00, 1 < a < 2, u e v fungdes peso tais que
u > 0 é uma funcio nio-crescente e v > 0 é uma funcio nao-descrescente com u, v'~? €

Li . ((0,00)). Se

loc

(P) (B )" <1, >0, (2.12)
e, para ' > max {q,p'},
[Que (e~ u)] " @, (y 7o) g1 s, (2.13)
entdo vale a desigualdade de Pitt

|w'” Ff| , sYef e L2((0,00)), (2.14)

p7v

S|t

q7u

onde s e w sdo pesos provenientes da definicdo de F-transformagao da equagao (1.13). Em

particular, se a = p = ¢ = 2, entdo a condigao (2.12) implica a desigualdade (2.14).

Agora, vamos obter condigoes necessarias sobre os pesos para a desigualdade de

Pitt, que serao apresentadas no proximo teorema.

Teorema 2.3.7. Sejam 1 < p < ¢ < 00,1 <a <2, uew pesos tais que u > 0 é uma funcao
nao-crescente e v > 0 é uma fungdo nio-descrescente e tais que u, v'? € L _((0, 00)). Se
o nucleo K satisfaz

K(z,y) <1, 0<uzy<1, (2.15)

e, para todo 1 < a < 2, vale a desigualdade

o £ CSf € 10, 00),

<H 1/a
18 f

”

onde s e w sdo pesos provenientes da defini¢ao de F-transformacao da equacao (1.13),
entao
1 A1/p
(Pl/ru) i (Prvl_p> v <1, r>0.
Demonstragio. Vamos definir f(y) = v' ™" (y)s™!
temos, usando (2.15) e o fato de v' 7" € L .((0, 00)),

loc

Y)X[0,(y), onde r > 0. Para = < 1/r,

FI@) = [ @K@ ps)dy = [ o' (y)dy < oo.
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Da desigualdade de Pitt,

p

[/OOO ’wl/“,(x)Ff(x)‘qU(x)dx}Uq UOOO ‘sl/a(y)f(y)’ U(y)dy}l/p <1

Ainda, parar >0ez < 1/r,

-

Disso, temos

l J Yl (x)u(x)dx]

que implica

r

w(2) [ ' (y)dy

qu(m)dm] v { /0 '

1/q

[ /0 ' vlp'(y)dy} [ / 5P (g u P () dy

0

[/01/7‘ w?? (x)U(x)dI] " [/or Ul_p/(y)dy} [/OT 8_p/a/(y)vl_p/(y)dy} o S L (2.16)

Se a — 1, entdo a’ — oco. Daf, w?% — 1 e 577/ — 1 quando a — 1 e (2.16) se

torna
1/r 1/q r , 1-1/p
U U(ﬂf)dl“] U ' P (y)dy] <
0 0
ou seja, y Ly
(Prpu) ™ (P™#) " <1, >0,
como queriamos. O

2.4 Condicoes necessarias para a desigualdade de Pitt

Na secao anterior, vimos condi¢oes necesséarias para a validade da desigualdade de

Pitt sob uma condicao especifica de ntucleo, a saber:

K(z,y) <1, 0<azy <1 (2.17)

Agora, vamos ver condigOes necessarias para uma certa classe de nicleos. Para isso,
precisaremos do auxilio de um lema, que sera enunciado e provado a seguir. Este lema faz
uso das integrais de Bohmer, definidas em (ERDELYT et al., 1953, p. 149) como

C(l‘,ﬂ):/x t'lcostdt e S(x,,u):/z t*sentdt.

Também, precisaremos da seguinte defini¢ao, que pode ser encontrada em (BARY, 1964,
p. 24).

Defini¢ao 2.4.1. Sejam f,g : (0,00) — R. Dizemos que f(z) = O(g(z)) se f(z)/g(x)

for uma fungao limitada. Em particular, dizemos que f(z) = O(1) se f for limitada.
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Lema 2.4.2. Seja 0 < p < 1. Definimos
G(z) == G,(z,b(x)) = /x t'Lcos(t — b(z))dt, x>0,
0

onde b : (0,00) — R é uma func@o continua. Entao

G(@)| =0 ("), =<1 (2.18)
G(z) =T'(u) cos (b(x) - 7;”) +0 (:r;“_1> , x> 1 (2.19)

Em particular, |G(x)| = O(1), para = > 0.

Demonstra¢io. Vamos demonstrar a igualdade (2.18). Pela definigdo de G e pela monoto-
nicidade da integral, temos
G(x)] < / 1 1cos(t — b(x))| dt
0
< /x thldt = lx“.
0 K
Logo, |G(x)| = O (a#), z < 1.

Agora, provemos a igualdade (2.19). Podemos reescrever G(z) em funcao das

integrais de Bshmer da seguinte forma:
G(z) = /Ox t* L cos(t — b(z))dt
= /0 " [cost cos(b(x)) + sentsen(b(x))] dt
— cos(b(z)) /0 " costdt + sen(b(z)) /O " lsentdt
= cos(b(x)) [C(0, ) = C(z, )] + sen(b(x)) [S(0, pr) — S(, )] -

Pelas férmulas (6) e (7) em (ERDELYT et al., 1953, p. 150), valem C/(0, 1) = T'(t) cos(mu/2)
e S(0,p) = I'(p)sen(mp/2). Com isso, temos

G(a) = T () cos(b(a)) cos (2" )  cos(b(@))Cla. )
+T()sen(b(a))sen (T2 ) = sen(b(x)S (. o)
= T(pcos (b(w) = 73*) = [cos(b(a))C(a 1) + sen(b(x))S(z ).
Pelas férmulas (8) e (9) em (ERDELYT et al., 1953, p. 150), valem
Cla,)| = 0@ e |S(e,w)] = 0@, =21
Da, como sen(b(z)) e cos(b(z)) sdo limitadas para todo =,
G(a) = Ty cos (bla) = T2 ) = [cos(b(@))C a, 1) + sen(b(z))S(z. )

— (i) cos <b(m) - 7"2“) — O(" V) [eos(b(x)) + sen(b(z))], > 1,
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é equivalente a

G(z) =T'(p) cos (b(x) - 7;”) +0 (x“_l) , x2 1,

como queriamos. O

No restante desta se¢do, em nossos teoremas, consideraremos 1 < p < ¢ < o0,

1 <a<2 uewvpesos em que u > 0 é uma funcao nao-crescente e v > 0 é uma funcao

1

loe((0,00)). Também, assumimos que vale a

~ . e
nao-descrescente, satisfazendo u,v'™? € L

desigualdade de Pitt para a F-transformacgao definida em (1.13), isto é,
) B
q,u

com w e s as fungdes peso provenientes da definicao da F'.

[w' F f| s f € L5((0,00)),

-

Teorema 2.4.3. Se o nicleo K satisfaz a condigao (2.17) e
B
[w(w)s(y)]'/?

para determinadas constantes C' > 0 e ¢ € R, entao

K(z,y) = [cos(zy —c) +O(x™)], z>1, yx1, (2.20)

1 , oo ’
/ w?e (z)u(z)dz +/ wil/a'=1/2) (x)z” Mu(x)dr < oo, (2.21)
0 1
sempre que g > 1/p/.

1

1oc((0,00)). Logo, podemos encontrar um intervalo da

Demonstracao. Por hipotese, v € L

forma [r,2r], r > 0, tal que v(y) < 1, y € [r,2r]. Seja 0 < p < 1. Definimos

Fuy) =572 W)y = )" Xzn ().

Notemos que, pela forma que foi definida, f, € L{.((0,00)). Dai,

loc

Fiu@) = [ @)K sty = [y = Kr)s )y,

Como r < y < 2r, tomamos primeiramente z < 1/r. De (2.17), da monotonicidade da

integral e da Definicdo 1.12, temos
2r
Ffa@) = [ =y s (y)dy

2r
<) [Ty -y

T

2r
< s12(r) / (y — )P tdy = 1. (2.22)
Agora, para x 2 1/r, de (2.20) temos
~ C 2r -1 -1
Ffu(x) = wm(m)/ (y — )" Heos(zy — ¢) + O(z™H)]dy
C

T w2 (z) [ :T(y — )y eos(ay — c)dy + | =0 dy] .
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Fazendo a mudanca de variavel t = xy — rx, temos
Ff.(x)= _c [x_“ /m thLeos(t + ra — c)dt + /QT(y - T)“_IO(x_l)dy}
# wl/2(x) 0 r
2r
= v [x_“G (re,c—rx) +/ (y — T)“_IO(JC_I)CZ?J}
] r
C u _1
- () [a: Gulrz,c—rz) +O(x )} :
Definindo [ := 2 *G,(rz,c — rz), do Lema 2.4.2 temos
I=x7H [F(u) Ccos (c —rx — 7;”) +0 ((rm)“_lﬂ , w21
Entéo, para x 2 1/r,
Ffu(z)= wlg(x) {a:_“ {F(u) cos (c —rr — 7;”) +0 ((rm)“_l)} + O(x_l)}
c TH ~1 -1
- W () { {F(,u) cos (rx —c+ 2) +0 ((rx)“ )] +2"0(x )} .
Isso é equivalente a dizer que
Ff.(x) = __G% {cos (rz—co) + O(m“_l)} T2 E (2.23)
a wl/2(x)xr 0 ’ ~or’ '
onde Cp = CT'(u) e g = ¢+ wu/2.
Agora, se 1/p) < p<1,isto é, —1 < (u— 1)p < 0, temos
a [ [ a p 1/p
s = | 57wt vty
[ [ 1/ 1/2 1|P Hr
| [ s =y vy
rop2r 1/p
= | )y - Doty
_ 2r 1/p
< s ) | [T (g = rpe Dy dy]
Usando o fato que v(y) < 1 para y € [r,2r], temos
2r 1/p
Hsl/afu < [/ (y — r)p(“_l)dy] <1 (2.24)
pb,v r

1/q

le/a/Ff“Hq,u = [/OOO ‘wl/“/(x)Ffu(x)’qu(x)dx}
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Por (2.22), sabemos que Ff,(z) < 1 quando = < 1/r. Dali,

I = /01/7‘ ’wl/a/ (x)Ffu(x)‘q u(z)dr =< /01/r w? (z)u(x)dz

e, pela desigualdade de Pitt e (2.24), segue que w%®u é integravel em uma vizinhanca de
0. Além disso, de (2.23), vem

[2 = /
1/r

wl/“/(x)Ffu(m)’qu(x)dx

00 q

/ C
wl/a 0

= i (@W [COS (re —co) + O(x“_l)] u(z)dx
- 1; R O ‘COS (re —co) + O(x“_l)‘q u(x)dx. (2.25)

Agora, notemos que, para x € A := OLj [(mk — 1+ co)/r, (mk + 14 ¢p) /7], temos

k=—o00

|cos(rx — cp)| > cos 1.

Dai, como u(x) e 7% sdo ndo-crescentes e nao-negativas, e w(x) é nao-decrescente,

nao-negativa e satisfaz a condi¢ao A, (1.12), segue que

00> I = / wI /=12 () g am ‘cos (re —co) + O(x“_l)‘qu(x)dx
1/r

oo ’
> wi =YD ()2~ |cos (ra — co) |  u(z)da

~ 1/r
> wq(l/a/_1/2)(x)x_q“u(x)dx
[1/r,00)NA
2 ) wI =2 () g~y () da. (2.26)
1/r
Logo,
1 ! 0 ’
/ w? (z)u(z)de +/ w2 ()= Wy () da < oo,
0 1
como queriamos. ]

Teorema 2.4.4. Se o nucleo K satisfaz a seguinte condigao
D
[w()s(y)]'/?

para determinada constante D > 0 e determinada func¢ao continua d : (0, 00) — R, entéo

K(z,y) = [cos(xy —d(z)) +O(y™)], z=1, yxI1, (2.27)

~J

/ "2 (y)yP B Vo(y)dy = oo, (2:28)
1

sempre que p > 1/q.

Demonstragao. Vamos supor que vale (2.27). Como d(x) é uma fungdo continua, podemos

escolher r > 0, dy € R e € > 0 suficientemente pequeno tal que

cos (d(m) —dy — 7;”)‘ =1, wu(x)x1l, =x€lrr+e.
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Agora, definimos, para 0 < p < 1, a funcao

fuly) = s72(y)y" " cos(ry — do)Xpr) (1),

onde R > r é tal que Ry := R/In R > 1/¢. Vamos estimar F'f,(x) no intervalo [r,r + €.
Temos

Ff.(z)= /Ooo Fu)K (2, y)s(y)dy = /R s (y)y" " cos(ry — do) K (z,y)dy = 1.

T

Por (2.27)

D

W[Cos(xy —d(z)) + O(y™")]dy

R
I :/ 31/2(y)y“_1cos(7“y —dp)

— wl/?(x) /TR Y"1 cos(ry — do)[cos(zy — d(x)) + O(y~Y)]dy
- wl/l;(fﬂ) UR y*™" cos(ry — do) cos(zy — d(z))dy + /TR "~ cos(ry — do)O(y—l)dy] ‘

(2.29)

Pela continuidade de w, segue que D/(w'/?(x)) < 1, z € [r,r + ¢]. Mais ainda, para
qualquer R > 0, como 0 < p < 1, vale

< /R ‘y“_l cos(ry — do)O(y_l)’ dy

T

R
[y costry = do)Oly ™)y

R
S [ vty =oq), (2.:30)

e
R

R
/ y" L cos(ry — do) cos(xy — d(x))dy = [ y" ' cos(ry — doy) cos(xy — d(x))dy
T 0

— /r y" ' cos(ry — do) cos(zy — d(z))dy

= /OR y" ! cos(ry — do) cos(xy — d(x))dy + O(1).
(2.31)

Observemos que

a+b a—>b _1( n )
cos 5 cos 5 =3 cos a + cosb).

Tomando a = xy +ry —d(z) —dy e b = xy — ry — d(x) + dp, obtemos (a+0b)/2 = zy — d(x)
e (a—b)/2 = ry — dy. Substituindo em (2.31), temos

R 1 (R
/ y" ! cos(ry — do) cos(xy — d(x))dy = 5 / y" eos(zy +ry — d(x) — do)dy
r 0
1 (R
t3 /0 y" L eos(zy — ry — d(x) + do)dy + O(1)

_ ;[11 4+ L)+ 0(1), (2.32)
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Assim, de (2.29), (2.30) e (2.32),

Izzwg@ﬂh+b+0uﬁ velrrtel. (2.33)

Vamos estimar I;. Sejam £ = x + r e §(§) = d(x) + dy. Entao, aplicando mudancas de

variavel convenientes, temos

I = /OR y" ! eos(y(x + 1) — d(x) — do)dy
= /R y* 1 cos(y€ — 0(€))dy
_ / t4L cos(t — 8(€))dt = € G, (RE, §(€)). (2.34)

Agora, notemos que para x € [r,r + €], temos £ € [2r,2r + €|, ou seja, £ < 1. Dai, £+ =< 1
e, pelo Lema 2.4.2,

1| = [¢Gu(RE, 6(8)| = 0(1),
Substituindo em (2.4), temos

1:2wg@ﬂg+oum v € lrr+e] (2.35)

Resta estimarmos I,. Sejam £ = x — r e §(§) = d(z) — dy. Entao, aplicando mudancas de

variavel convenientes, temos

I, = /OR y"teos(y(x —r) — d(z) + do)dy
= /Ry“lcos (y€ — 6(€))dy
R
= ¢ [ cos(t — 3(§))dt = §HGL(RE,6(E)). (2.36)

Se x € [r+ 1/Ry,r + €], entao £ € [1/Ry,¢|. Dai, ER > R/Ry, = In R e, mais ainda,
(In R)*~' < (ER)*. Aplicando o Lema 2.4.2, da igualdade (2.36), obtemos

I, = €T (1) cos (5(5) — 71-2”) +0 ((gR)u—l) 7

que é equivalente a

I, = &M () cos (6({) W:) +0 ((ln R)“_1> :

Entao, usando o fato que x > ¢, temos

L] = ’f“F(u) oS (5(5) — ﬂ-zﬂ) +0 ((ln R)ufl)

cos (5(5) - ﬂ;) +0 ((ln R)“_l)
> xh (2.37)

Z&
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As relacbes assintéticas das equacdes (2.37) e (2.35), e o fato de D/(w'/?(z)) < 1, x €

[r,r + €], implicam
Ffz)=1Z2"4+01), ze€[rr+e¢l. (2.38)

Observemos que

&

p

= [ w)
= [ )y os(ry — do) P o(y)dy

R
< / sP1/a=1/2) (1=Vpgy () gy, (2.39)

v(y)dy

e, de (2.38), e do fato que u,w < 1 em [r 4+ 1/Rg, 7 + €],
_ / [ (2) F £, ()]
—/'MN ) IFfu(@)| ulw)da
2 [ Wt ) [F @) ()

7"+1/R0

r+e
= F “dx.

Loy p VESul)|"dr

q

le/a/Ffu Z u(z)dz

Logo,

o5,

> / \Ff () de > J + O(1), (2.40)
gu +1/Ro

onde

r+e € Ruq—l)
J = / (x —r)Mdz = / trade < {7 "7
r+1/Ro 1/Ro In R(), =

Q= Q=

Dai, se p > 1/q e Ry — o0, entao J — oo. Logo, wl/“'Ff#Hq = 00 e, pela
q,u

p
st/af = o0o. Portanto
| ;

R
/ sP(/a=1/2) (=P (1) gy =

r

e, consequentemente,
/1 PL/a=1/2)y (= Dpyy (1) dy = 00

como queriamos. |






43

3

APLICACOES

A seguir, apresentaremos aplicacoes para F-transformacoes ja conhecidas. Nesse
capitulo, recuperaremos condi¢oes necessarias e suficientes conhecidas para a validade da
desigualdade de Pitt para a transformacao de Hankel, para a transformada de Fourier e

para a transformada de Fourier n-dimensional de funcoes radiais.

3.1 Transformacao de Hankel

O primeiro exemplo que vamos analisar é a desigualdade de Pitt para a trans-
formagao de Hankel. Iniciaremos trazendo a definicdo e propriedades basicas dessa F-

transformacao.

3.1.1 Definicao e propriedades basicas

A teoria por tras da transformacao de Hankel que precisaremos baseia-se, majori-

tariamente, na teoria das fungoes de Bessel. Nesta se¢ao consideraremos « > —1/2.
A funcao de Bessel é a solucao da equacao diferencial de Bessel

d? d
t2+d71;u+td—1:—l—(t2—a2)w:0,

conforme pode ser encontrado em (ERDELYI et al., 1953, p. 4) ou (STEIN; WEISS, 1971,
p. 154). Tal fungao pode ser representada da forma
- (t/2)"" (t/2)"

Jalt) = 3 () T = Tia s 1)/ T / (1= 8D s,

e consideraremos a funcao de Bessel normalizada, definida por

Jul®) = T(a+ 1) (;)a Ju(t), te(0,00).
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O Capitulo 7 de (ERDELYI et al., 1953) desenvolve toda a teoria de funcoes
de Bessel e traz varias representacoes uteis. Algumas representagoes assintéticas para a
funcao de Bessel, que podem ser traduzidas para a fungdo de Bessel normalizada, também
podem ser encontradas em (LEVITAN; SARGSJAN, 1975, p. 244). A seguir, listaremos

as propriedades que serao necessarias e sao baseadas nas referéncias citadas.

Proposicao 3.1.1. Seja v = 2a + 1. Entao, valem as seguintes afirmagoes:

(i) As fungoes j,(At) sdo as autofungoes do problema de Sturm-Liouville

d{ d , d
—_— v__4 v — 1 — 1 — 9 = .
o (t dth@ﬂ) + XNt ja(At) =0, ja(0) =1, dt]a<0> 0;

(ii) Para o > —1/2, vale a representagao como integral de Poisson

. 2l + 1 1 o\ a—1/2
Ja(t) = 7r1/2F<(a mn 1)/2) /0 (1 —u ) / cos(tu)du;

(iii) Se t — +o0,

T T 1/2 T\
Ja(t) = 21 :;431)/(22/ ) [COS (t—ca)+ O (t_l)} , Co = (—21/2)

Essas propriedades a respeito das funcgoes de Bessel serao fundamentais para
demonstrar que a transformagao de Hankel é, de fato, uma F-transformacao. A propriedade
(i) pode ser encontrada em (LEVITAN; SARGSJAN, 1975, p. 253), a (ii) pode ser
encontrada em (ERDELYT et al., 1953, p. 81), aplicando & definicdo de de funcio de Bessel
normalizada, e (iii) em (LEVITAN; SARGSJAN, 1975, p. 244), aplicando a defini¢ao de

funcao de Bessel normalizada.

Definimos as transformagoes direta e inversa de Hankel (quando existir) (LEVITAN;
SARGSJAN, 1975, p. 252-254) por

H,f(\) = /O T, v =2a+1>0 (3.1)

HIUF() =ba [ F)Ga(0NAN, 571 = (2T (a + 1)), (3.2)
0
onde f é uma funcado localmente integravel em (0, 00).

Em casos particulares, a transformacao de Hankel se reduz a transformadas de
Fourier classicas. No caso em que o« = —1/2; se reduz a transformada de Fourier do cosseno
e, no caso em que « = 1/2, a transformada de Fourier do seno, conforme serd demonstrado

nos exemplos a seguir.
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Exemplo 3.1.2. A transformada de Fourier do cosseno de uma funcao f : (0, +00) — R
¢é dada por
)= [ J()cos(ay)dy, @ >0.
0

Para o = —1/2 (ERDELYT et al., 1953, p. 79, formula (15)), vale
J_1ya(2) = (1/272) 2 cos 2.

Pela defini¢do de fungdo de Bessel normalizada, temos j,(t) = cos(t) e v =2a + 1 = 0.

Dai, para = > 0,

Hof(2) = [ fliop(endy = [ () cos(ay)dy = fula)

Exemplo 3.1.3. A transformada de Fourier do seno de uma fungao f : (0, +00) — R é
dada por

fi@) = [ f@sen(ay)dy. x>0
Para o = 1/2 (ERDELYT et al., 1953, p. 79, formula (14)), vale
Ji/2(2) = (1/272) " 2senz,

e pela definigao de fungao de Bessel normalizada, temos j,(t) = t'sen(t) e v = 2a+1 = 2.

Dai, para x > 0,

= / h f(y)sen(zy)dy

= /0 (y)sen(wy)‘z dy

[t
0oy xy
= xHyg(x),

onde g(t) = f(t)/t, para t > 0.
Proposigao 3.1.4. Sejam f € L3.((0,00)), @« > —1/2 e v = 2a + 1. Entdo, vale

2 2
11l = ba [ f 5 00 -

A identidade de Parseval acima pode ser obtida aplicando a construcao feita em
(LEVITAN; SARGSJAN, 1975, pp. 253-254) a férmula (3.2) em (LEVITAN; SARGSJAN,
1975, p. 248).

3.1.2 Desigualdade de Pitt

Na subse¢ao anterior, vimos que as transformacoes de Hankel direta e inversa
coincidem a menos de uma constante. Em vista disso, trabalharemos apenas com a

transformacao direta de Hankel.
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Iniciaremos essa subsecao provando que a transformacao de Hankel definida é uma

F-transformacao.

Proposicao 3.1.5. Sejam o > —1/2, j, a fungdo de Bessel normalizada, v = 2a + 1 > 0.

Entao, a transformacao de Hankel dada por

HIO) = HfO) = [ fia()tde
¢ uma F-transformagdo como definida em (1.13), com K(z,y) = ja(2y), s(y) =y
w(z) = byx”.

Ve

Demonstracao. De fato, s ¢ uma funcao continua, nao-decrescente, nao-negativa e satisfaz
a condicao As. Do mesmo modo, w é uma funcao continua, nao-decrescente, nao-negativa

e
1 1
w(x)s () =box"— =b, <1, x>0.
T g

Mais ainda, se f € L?, pela Proposi¢io 3.1.4, vale a desigualdade de Bessel

I fllg S W1l -

Agora, se K(z,y) = ja(zy), entdo K é um ntcleo continuo, ji que, pelo item (i) da

Proposicao 3.1.1, j, é autofuncao do problema de Sturm-Liouville. Resta mostrar que
K, y)| < min {1, [w()s@)] 2}, 2,y > 0.

Pela Proposicao 3.1.1, item (iii), notamos que

, 20T (o + 1)(2/7) /2 . m(a+1/2)
|ja<CL’y)‘ = (wy)““/z {COS ((ZEy) - ca) + o0 ((l’y) )} ) Ca = f7
quando xy 2 1, e isso implica que
. 1 _
lalzy)l S (zy)oti/2 = [w()s(y)] 7.
Quando zy < 1, pela Proposigao 3.1.1, item (ii), notamos que
. 2l +1 1 a 1/2
Jalzy)| = 2T (o + 1/2 ; (1 cos(ryu)du
2N+ 1 1 a 1/2
T (a + 1/2 /0 (1 cos(xyu)du ’
2N« 1 a 1/2
(1 du

- 7T1/2F(Oé—|— 1/2 0

M(a+1) 1, paip
— 1—
T2 (a + 1/2) /0 (1- ) u

' (a + 1) /2 o\ @—1/2
= ST (0 5 1/2) /0 (1 — (sent) ) cos tdt

QF(OZ + 1) /2 2a
T (o 1/2) / cos“* tdt
2 (a+1) 72T (a+1/2)

= pu— ]_‘
72T (a+1/2) 2T (a+1)
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Logo,
()| S min {1, [w(@)s(y) "}, z,y>0

Com isso, concluimos que a transformagao de Hankel é uma F-transformacao. O]

Lema 3.1.6. Sejam 1 < p<qg<oo,1 <a<2 Se H:= H, ¢ a transformacao de Hankel,

comv =2a+12>0,esewsao os pesos associados em sua defini¢ao, entao

=], 11,

¢é equivalente a
o8], 5 |41,
q.u Py

onde u e v a0 pesos tais que u > 0 é uma fungao nao-crescente e v > 0 é uma funcio

1

loc((0,00)), e valem as seguintes desigualdades:

72y<1_1), (3.3)

~ !
nao-descrescente, e u,v'"? € L

q d
5ZV<;—;>, (3.4)
7<”;1—;, (3.5)
8 < ”;1 - g (3.6)

Demonstragio. De fato, observemos que, para s/ f € L2((0,00)),

w7 ]

sJes

q7u p?v

pode ser escrito da forma

[ et @ @) o)

que é equivalente a

1/p

S| wrwl v

1/q

1/p

[Tl @ @ p@)[ w7 @ ) sty

1/q
0 |

e pode ser escrito da forma

le/a’—l/qul/quH%w < Hsl/p’—l/a’vl/pf’

p?s

v

Como as desigualdades independem das constantes, podemos considerar w(x) = z¥ e

s(y) = y”. Dal,
Y = wl/a’—l/q(x)ul/q(x)
Y = xV/a’—V/qul/Q(x)

u(m) = :L-_Wq—qV/a,+V7
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y? = sV (et (y)

yﬂ _ yl//p/fV/a’ (y)vl/p(y)
U(y) = yPB—VP/P/‘FVP/a/.

Como u é nao-crescente, entdo —yq — qv/a’ + v < 0, ou seja,

i)
y2vli-——=].
q a

E como u € L} .((0,00)), entdo —yq — qv/d’ +v > —1, isto é,

v+1 v

v < -
q a

Agora, como v é nao-decrescente, pS — vp/p’ + vp/a’ > 0, ou seja,

p2v(5-1).
Y% a

E como v'™? € L} _((0,00)), entdo (1 — p')(pB — vp/p' +vp/a') > —1, isto é,

3 v+1 v
< - —.
p/ a/
Com isso, conseguimos a equivaléncia entre as desigualdades. ]

Agora, vamos demonstrar o resultado principal dessa secao de aplicacoes: a desi-

gualdade de Pitt para a transformagao de Hankel.

Teorema 3.1.7. Seja H := H, a transformacao de Hankel, com v = 2aa+1 > 0. A
desigualdade de Pitt
= s

<y,

Y
q,x"

com 1 < p < q < oo, vale se, e somente se,

Demonstracao. Pelo Lema 3.1.6, sabemos que essa desigualdade de Pitt ¢ equivalente a

Y
b,v

R S

onde u(x) = 1T W/ y(y) = yPPmrrPHRY () = ¥ e s(y) =y,
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Notemos primeiro que o niicleo K satisfaz as condigdes (2.17) e (2.20) do Teorema

2.4.3. Aplicando esse resultado, temos, para todo pu > 1/p/,
/01 w? (z)u(x)dr + /loo w2 ()= Wy () dr < oo
/1 P/ p=ra—av/a'rv g 4 /Oo v/ =1/2) . —au—va—qv/a'+v g0~ o
0 1
/1 i e Ut LT s P /OO it/ =1/2)—qu—q—qu/a’+v g~
0 1
A desigualdade s6 ocorre se

1
I /
I ::/ Pl LT PP
0

Iy = / % gra1/a =1/ —aua—a [ () 4 < o,
1

Temos [; < oo se, e somente se, vq/a' —vq — qv/a’ + v > —1, ou seja

1
N < ”: | (3.7)

E, temos I, < 0o se, e somente se, vq(l/a’ —1/2) — qu —vq — qv/d' + v < —1, isto é,

1 1 1
’V><—>V—|——/L=:A.
q 2 q

Como isso é vélido para todo pu > 1/p’, entdo A estd delimitado superiormente por

Por isso,

><1 1) N {01 1} (3.)
y>|-—=]v+max0,— —— 3. :
q 2 q P

De (3.7) e (3.8), segue

1 1 1 1 v+1
——5|v+maxq0,- — =, <y < .
q 2 q p q

Para obtermos a igualdade, vamos aplicar o Teorema 2.3.7. Como temos todas

hipéteses desse teorema satisfeitas, sabemos que vale

(Pl/ru)l/ ! (Prvl’p'y/ Y1 s,



50 Capitulo 3. Aplicagoes

que equivale a
1/r , L4 T / / / 1/’
l/ x—»yqfqu/a +1/dl.] |:/ y*p (B—v/p'+v/a )dy S 1, r>0. (39)
0 0
Notemos que

~

[/% xquy/a’wdl'} " rhate/e=v=lllese —qq —qufd +v > 1
0 diverge , se —vq—qu/d +v<—1 7

{/T yp’(ﬁu/p'+1//a’)dy] v _ r[fp/(ﬁfy/p/+y/a/)+1]/pl7 s€ — p/(ﬁ - V/p/ + V/a/) > -1
0 diverge , se —p/(B—v/p+v/d)< -1

Com isso, (3.9) acontece se, e somente se, —yq—qv/a'+v > -1, —p'(B—v/p' +v/d') > —1
e
rpOatav/d—v=1)/q,.(=p'(B—v/p'+v/a')+1)/p’ <1, r>0. (3.10)

Mas, a equagao (3.10) ocorre somente se

’m+qwd—v—1+—ﬂw—vmWwWﬁ+1_0
q P ’

7—6=<;—1>@+U-

p/

isto é, se

Notemos também que —yq — qv/d' +v > —1e —p'(f —v/p' +v/d') > —1 equivalem a

(3.5) e (3.6). Logo, essas condigoes estdo asseguradas pelo Lema 3.1.6. Assim, se

l=ai], . <[,
q,T by

com 1 < p < g < oo, entao

1 1
y=F=|l-—=]|Ww+1
(q p,)( )
(§]
1 1 1 1 1
<—>y+max{0,—/}§’y<y+ .
q 2 q D q
Agora, supomos que
1 1
y=PF=(-—5]|Ww+1
(q p,)( )
(§]
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Para mostrarmos que a desigualdade é valida, vamos utilizar o Corolario 2.3.6. Considerando
a hipdtese e o que foi mostrado na primeira parte da demonstracao, sabemos que vale a

desigualdade (2.12). Resta mostrar que a desigualdade (2.13) ¢ vélida, isto é, que
/ 1 1 / 1/p
Q- ()] @ (e ) £ 1 v >0
quando @’ > max{q, p'}. Em nosso caso, essa desigualdade se traduz da forma
S ! ! 1/q S / / / / 1/p/
l/l/r x99 p=va—qv/a J”’dx] [/r yfp/a y? (B—v/p'+v/a )dy} <1, r>0,
0o 1/q 0o 1/p/
l/ xq/“'"’qq”/“/“daz] {/ yp/alp/(ﬁy/pur”/“l)dy} <1, r>0. (3.11)
1/r r ~
Notemos que

0o 1/q la/a’+vq+qu/a’—v—1]/q _ Iy / _
l / xq/a/wqu/afﬂdx] _r ,ose —q/d =g —qufd +v <1
1/r

diverge , se —q/d —yq—qujd +v>—1 ’
€ ') 1/10,
I = [/ y Pl v/ v]d) gy

satisfaz

; 71[—10/a’—p’(ﬁ—u/p’-W/a’)-i-l]/10’7 se —pld —p(B—v/p+v/d)< -1

diverge , se —p/d —p(B—v/p+v/d)>-1 |

Dai, (3.11) s6 ocorre se —q/a' —vq—qv/d'+v < —1, —p/d’' —p'(B—v/p' +v/d") < —1

e

pla/d+yva+qv/a'—v=1)/q [-p/d’—p' (B—v/p'+v/d')+1]/p’ <1, r>0. (3'12)

Mas, (3.12) é valida se, e somente se,

qld +vq+qv/ad —v—1 N —pld —p(B—v/p+v/d)+1
q 4

=0,

isto é, se

que temos por hipotese.

Resta garantir que —q/a’ —vyqg—quv/d' +v < —1e —p/d —p'(B—v/p' +v/d') < —1

acontecem. Notemos que,

1 1 _1 |11 1 1
———2-—min{—,— »=max{0,-— ¢,
g a g qp qg P
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e como a’ > 2, entao

q d " q 2
Dai, —q/d’ —vq — qu/a’ + v < —1 é equivalente a

11\ 1 1
T e
¢ d) q a

que, por conseguinte, equivale a

que temos por hipotese. Por fim, observemos que

q/d +yq+qu/d —v—1 + —p/a' —p(B—v/p +v/a)+1

q Y -
implica
—p/d —p(B—v/p+v/d)+1  —q/d —yqg—qu/d +v+1
Y - q ’
e, portanto,
~p/a (8~ vy + vy = U WA VED

q
Dai, —p/d’ —p'(B —v/p' +v/d') < —1 se, e somente se,

P (=q/d —yq—qv/d +v+1)
q

P (=q/d —vqg—qv/d +v+1)
q

—q/d —vq—qu/d +v+1<0

—1< -1

<0

—q/d —vq—qu/d +v < —1,

que ja garantimos que ocorre no passo anterior. Com isso, concluimos que a condicao da
equagao (2.13) do Corolério 2.3.6 é satisfeita. Portanto, segue desse resultado e do Lema

3.1.6 que vale a desigualdade de Pitt

a0,
q,T by

com 1 <p<qg<oo.
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3.2 Transformadas do Seno e do Cosseno

Nessa secao, vamos recuperar o mesmo tipo de resultado obtido para a transformacao
de Hankel, mas dessa vez para as transformadas do seno e do cosseno. Assim como visto
na se¢ao anterior, as transformadas do seno e do cosseno podem ser escritas em fungao de
uma transformacao de Hankel. Com isso, poderemos aplicar o Teorema 3.1.7 para obter

esses resultados.

Exemplo 3.2.1. A transformada de Fourier do cosseno de uma funcao f : (0, +00) — R
¢é dada por

filw) = [ fw) cos(ay)dy, @ >0.

Conforme ja visto no Exemplo 3.1.2, ela pode ser recuperada pela transformacao

de Hankel, com o« = —1/2, da forma

fo(z) = Hof(x), z>0.

Aplicando o Teorema 3.1.7 para v = 2a + 1 = 0, temos

==

1 1
a® Py

com 1 < p < q < 0o, vale se, e somente se,

Exemplo 3.2.2. A transformada de Fourier do seno de uma fungdo f : (0,4+00) — R é
dada por

@) = [ f@senay)dy, @ >0

Conforme ja visto no Exemplo 3.1.3, ela pode ser recuperada pela transformacao

de Hankel, com o = 1/2, da forma

fo(@) = xHayg(z), x>0,

Queremos encontrar uma equivaléncia para a desigualdade

Hxﬂﬁ“q S Hyﬂpr, 1<p<g<oo.
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Notemos que

e8], = ([ @) amar) ™
= </Ooo |$H2g(.r)|qx_7qu>1 ’
= </0 ‘ —(v 1+2/q)H2g( >‘ . dx) /q
_ HSE*(%HZ/q)H g‘ e
e
HyﬂfH ( ) dey> Hp
B+1|P 1/p
(! \fy 5| )
— ( /B+1—2/p’p y2dy> e
ol
Entao, af”fs , < Hyﬁpr é equivalente a

Hx*(w71+2/q)H2qu’x2 < Hy5+172/pg‘

pa?
Definindo v :=vy —1+2/qe 3/ := 5+ 1—2/p, e aplicando o Teorema 3.1.7 para v/, 3’ e
v =2a + 1 = 2, obtemos

que implica

2 3
7—1+f—6—1+727—5
e, com isso,
1 1
y—B="——.
qa p

Mais ainda, temos

que resulta em

Portanto,

vale se, e somente se,



3.8. Transformada de Fourier 55

3.3 Transformada de Fourier

Para finalizar, recuperaremos a desigualdade de Pitt classica para a transformada

de Fourier em (0, 00), e para a transformada de Fourier n-dimensional de fungoes radiais.

Teorema 3.3.1. Sejam f € LL_((0,00)), n > 1, e f: (0,00) — R sua transformada de

Fourier dada por
Fa)= [~ ey,
A Desigualdade de Pitt

o0 | q l/q 0 1/17
[T ) s | [P vay| (31
onde 1 < p < ¢ < oo, vale se, e somente se,

1 1 1

maX{O,—I——l} << -

p q q
¢ 1 1
Boy=1--—-
p q

Demonstragdo. Observemos que, nesse caso, u(r) = 279 e v(y) = y*”. Estamos supondo
/7 ~ . e /7 ~ f— / 7
que u é nao-crescente e locamente integravel, que v é nao-decrescente e que v'=? &

locamente integravel.
Vamos supor que vale a desigualdade de Pitt. Como visto no Capitulo 1, |K(z,y)| =
1. Aplicando o Teorema 2.3.7, sabemos que vale a condicao

(Py) (P )" <1, >0

No nosso caso, isso se traduz em

/

1/r Va , , 1/p
(/ x”qd:v> (/ ypﬁ(lp)dy> <1, r>0. (3.14)
0 0

Notemos que pg(1 —p') = —p'f,

1/r T‘qufl, <1
/ x Mdr =< R ,
0 diverge, ~vq>1

T —p'B+1 — —
/ ypﬁ(l—p/)dy = rP AL pB>—1
0 diverge, —p'8 < —1

Logo, a equagdo (3.14) é valida se, e somente se, y¢ < 1, —p/f > —1 e

(TwH)l/q (,rpmm)l/p’ <1

~ )

r > 0.
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Mas essa desigualdade é equivalente a

P a=B+1/p" < 1, r>0,

e isso s6 ocorre quando
v—1/¢—B+1/p' =0,

1 1

que equivale a
Boy=1->-".
P q

Logo, a equagao (3.14) é valida se, e somente se, v < 1/q, B < 1/p' e
1 1
foy=1-—--.
p g
Mais ainda, do fato de u ser ndo-crescente e v ser ndo-decrescente, sabemos que v > 0 e

f > 0. Levando em conta que v < 1/q, B < 1/p'e f—y=1— zla — %, obtemos

1 1 1
0<y<- e y>2-1+—-—+4+-.
q p q
Assim,
1 1 1
max{0,—+—-—1, <y < —.
P q q

Agora, supomos que as condigoes sobre as poténcias sejam validas. Dessas condigoes,
inferimos que 0 <y < 1/ge 0 < < 1/p'. Pelo que foi feito no passo anterior, sabemos
que as condigoes dadas e obtidas implicam que a condigdo (2.12) do Corolario 2.3.6 é

valida. Resta checar que vale a condigao (2.13).
De fato, supondo a’ > max {q,p'}, a condigdo (2.13) em nosso caso se traduz como

- 1/q 0o 1/p
</ x_q/a/x_qux> </ y—P'/a'ypﬂ(l—P/)dy> <1, r>0,
1/r r
isto é,
00 ’ La o0 ) 1/
(// x—q/a —qux> (/ y—p /a'—p de> 5 1, r > 0. (315)
1/r r
Notemos que
00 ad+av-1 /g — —
/ x_q/a/_q,Yda: - T ) Q/a Q7 < 1 ’
1/r diverge, —q/a —qy > —1
e
00 —p'/a’—p'B+1 —o'/a — —
/ gy AT o Pja—pB< -1
r diverge, —p/d —p'B> -1

Logo, (3.15) ocorre se, e somente se, —q/a’ — qy < —1, —p'/d’ —p/B < —1e
pl/ay=ta= =510 < e s, (3.16)
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Mas, (3.16) s6 ocorre quando
1/d +~v—1/qg—1/d — B+ 1/p' =0,

isto é, quando
1 1
Boy=1->——.
p q
Assim, as hipoteses do Corolério 2.3.6 estao satisfeitas. Com isso, concluimos que vale a

desigualdade de Pitt para a transformada de Fourier. O]

Finalizamos este trabalho recuperando a desigualdade de Pitt para a transformada
de Fourier n-dimensional de uma fungao radial. Uma fungdo f : R* — R, n > 1, é
radial (STEIN; SHAKARCHI, 2003, p. 182) se existe uma funcao h : [0,00) — R tal que

f(x) = h(]z]).

Lema 3.3.2. Se f: R" — R, n > 1, é ndo-negativa e integravel, tal que f(z) = h(|x]|),
para alguma h : [0, 00) — R, entao

/Rn f(z)dx = ‘S”_l‘ /OOO h(r)r"tdr,

onde S™! denota a esfera unitdria em R™ e |S™™!| = m(S™!) representa a area da

superficie da esfera segundo a medida de Lebesgue induzida sobre ela.

O lema acima pode ser encontrado em (FOLLAND, 1999, p. 79).

Teorema 3.3.3. Sejam f € LL (R") uma funcdo radial, n > 1,e 1 < p < ¢ < co. Vale a
Desigualdade de Pitt

.

R ey T e 317)

se, e somente se,

Demonstragio. Como f é uma fungao radial, entdo existe h : [0,00) — R tal que
f(z) = h(]z]). A transformada de Fourier n-dimensional de uma func¢ao radial é também
radial (STEIN; WEISS, 1971, p. 155) e pode ser escrita em termos da transformada de

Hankel, da forma

fla) = |5 Hoh(z) = |5 /O T h(t)ja(2r 2] O dt,
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onde v =n—1ea=mn/2—-1 (PINOS, 2018, p. 59). Pela radialidade de f, f e das

poténcias, segue do Lema 3.3.2 que

UR SOl dy} = US"_I’ /OOO \yﬂh@)\py"—ldyr

e,

/p

— ‘gn—l

1/q

v = [’S”_l‘lﬂ /OOO ‘x‘”H,,h(x)‘qx”_ld:U

I

F@)[" 27" da

= ’S”_l x "H,h

‘l/q—l-l H

q,x¥

Logo, a desigualdade (3.17) é equivalente a
o= 8b, . < 8],

Aplicando o Teorema 3.1.7, a desigualdade (3.17) vale se, e somente se,

Como v =n — 1, temos

que implica

e resulta em

Mais ainda, temos

como queriamos. O
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