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Resumo

O estudo dos pontos singulares em campos vetoriais analíticos é um problema quase com-

pletamente resolvido. O único caso que ainda permanece insolúvel é o caso monodrômico,

em que as órbitas circundam a singularidade. Em sistemas diferenciais analíticos, se p

é singularidade monodrômica, então p ou é um centro, ou é um foco. O problema do

centro-foco consiste em determinar condições que diferenciem os casos em que p é um

foco, daqueles em que p é um centro.

O tema central desta dissertação é a investigação do problema do centro-foco em

sistemas diferenciais analíticos com singularidade nilpotente. Este problema é bastante

estudado, uma vez que ainda não existe um algoritmo eficiente para este caso, tal como

ocorre em sistemas com singularidades não degeneradas.

Estudamos duas técnicas bastante distintas. A primeira faz uso da teoria das formas

normais e aborda o problema da maneira clássica, dividindo-o na investigação da mono-

dromia e no estudo da estabilidade. O outro método investiga os sistemas diferenciais com

singularidades nilpotentes como limite de sistemas com singularidades não degeneradas.

A fim de avaliarmos sua eficiência e compreendermos as possíveis obstruções envolvi-

das, aplicamos os métodos a famílias concretas de sistemas diferenciais.

Palavras-chave: Problema do Centro-Foco; Constantes de Lyapunov; Singularidades

Nilpotentes; Monodromia.
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Abstract

The study of singular points in planar analytic vector fields is a problem almost completely

solved. The only case that remains open is the monodromic one, in which the orbits turn

around the singularity. In analytic differential systems, if p is a monodromic singular

point, then p is either a center or a focus. The center-focus problem consists in determining

conditions for distinguishing between a center and a focus.

The main purpose of this work is the investigation of the center-focus problem in

analytic differential systems with nilpotent singular points. This problem is still widely

studied, since there is no algorithm for such case, comparable to the Lyapunov method

for the case of non-degenerate singularities.

We studied two different methods. The first makes use of the normal form theory and

deals with the problem in the classic way, splitting it up in two parts: the investigation

of the monodromy and the study of the stability. The latter investigates the differential

analytic systems with nilpotent singular points as limit of differential systems with non-

degenerate singularities.

In order to evaluate the efficiency and understand possible obstructions, we applied

the two techniques to concrete families of differential systems.

Key words: The Center-Focus Problem; Lyapunov Constants; Nilpotent Singularities;

Monodromy.
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Introdução

A caracterização local dos retratos de fase de campos vetoriais planares é um dos

problemas clássicos da teoria qualitativa das equações diferenciais ordinárias (EDO’s).

Este problema está quase completamente resolvido, restando essencialmente o caso em que

a singularidade não tem direções características (monodromia). Em sistemas diferenciais

analíticos, se p é monodrômico, então p ou é um centro, ou é um foco - cf. [33].

Considere o sistema diferencial analítico no plano:

{

ẋ = P (x, y),

ẏ = Q(x, y),

e seja p um ponto singular isolado deste sistema.

O problema do centro-foco consiste em determinar condições que diferenciem os casos

em que p é um foco dos casos em que p é um centro - cf. [28, 38].

A investigação do problema do centro-foco pode ser dividida em três casos, de acordo

com o tipo de singularidade:

• Pontos singulares não degenerados: o problema do centro-foco foi teoricamente

solucionado por Poincaré [45] e Lyapunov [36]. Entretanto, obstruções computa-

cionais e de suficiência ainda não permitem obter uma solução geral para famílias

concretas de sistemas diferenciais, à exceção dos campos vetoriais quadráticos de

grau 2 - cf. [10, 21];

• Pontos singulares degenerados nilpotentes: neste caso, o problema do centro-

foco usualmente é dividido em duas partes, o problema da monodromia, que foi
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solucionado por Andreev - cf. [3], em 1958, e o problema da estabilidade, resolvido

por Moussu - cf. [41], em 1982. Tal como no caso anterior, obstruções computa-

cionais e de suficiência dificultam a investigação de centros nilpotentes em sistemas

diferenciais concretos. Este caso é um dos mais investigados até hoje, com grande

número de artigos publicados a respeito - cf. [1, 2, 23, 25, 29];

• Pontos singulares degenerados com parte linear identicamente nula: ainda

é um caso em aberto. Os resultados obtidos se referem a famílias específicas de

sistemas diferenciais e acredita-se que uma solução geral ainda está longe de ser

alcançada - cf. [28, 24, 29].

Nesta dissertação, vamos discutir o problema do centro-foco em sistemas com singular-

idades isoladas do tipo nilpotente, apresentando exemplos e discutindo as obstruções en-

contradas. Os demais casos também serão apresentados, porém, de maneira mais sucinta,

com a apresentação de alguns resultados relevantes.

A dissertação está organizada da seguinte forma:

No CAPÍTULO 1, introduzimos notações, apresentamos definições básicas tais como

seção transversal, monodromia, e a classificação de pontos singulares, dentre outros. Além

disso, descrevemos as formas normais e técnicas de blow-up. O objetivo deste capítulo é

fornecer as ferramentas necessárias ao desenvolvimento realizado nos capítulos posteriores.

O CAPÍTULO 2 é dedicado ao problema do centro-foco em sistemas diferenciais

analíticos com singularidades não degeneradas e singularidades linearmente nulas. Apre-

sentamos importantes conceitos e resultados, como as constantes de Lyapunov, ferramenta

fundamental no estudo do problema do centro-foco em sistemas com pontos singulares

não degenerados, e o Teorema de Bautin - cf. [10], que fornece solução para o problema do

centro-foco em campos quadráticos planares. Alguns resultados referentes ao problema

do centro-foco em sistemas com singularidades linearmente nulas também são brevemente

discutidos.

O caso nilpotente é investigado em detalhes no CAPÍTULO 3, com a apresentação de

dois métodos. A técnica desenvolvida por Álvarez & Gasull - cf. [1, 2], que faz uso da

teoria das formas normais e da técnica de blow-up (1,n)-quasehomogêneo, dentre outros,

fornece demonstrações mais elegantes para os teoremas de Andreev - cf. [3] (problema

da monodromia) e de Moussu - cf. [41] (problema da estabilidade). Outra abordagem,
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devida a Giacomini, Giné & Llibre - cf. [29], utiliza a aproximação de sistemas diferenciais

com centro nilpotente por sistemas com centros lineares.

No CAPÍTULO 4, as técnicas estudadas no terceiro capítulo são aplicadas em sis-

temas concretos, possibilitando avaliar sua eficácia, bem como identificar as dificuldades

encontradas.

Ao final da dissertação, são feitas algumas considerações finais, e apresentadas as

referências bibliográficas utilizadas na pesquisa.
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Capítulo

1

Elementos da teoria qualitativa das

EDO’s no plano

Nesse capítulo, apresentamos conceitos e resultados da teoria qualitativa das EDO’s no

plano, necessários para a investigação do problema do foco centro, tema dessa dissertação.

Alguns tópicos são apresentados de maneira detalhada, enquanto em outros, fornecemos

referências para maiores detalhes.

1.1 Campos vetoriais e pontos singulares

Definição 1.1.1. Seja ∆ um subconjunto aberto de R
n. Um campo vetorial de classe Ck

em ∆ é uma aplicação X : ∆→ R
n, de classe Ck, onde k é um inteiro positivo, +∞, ou

ω, e Cω denota o conjunto das funções analíticas.

As curvas x = ϕ(t), t ∈ I ⊂ R, que são soluções da equação diferencial

ẋ = X(x), (1.1.1)

são chamadas de curvas integrais do campo vetorial X. Observe que em (1.1.1), x ∈ ∆

e ẋ ..= dx/dt, As variáveis x e t são chamadas respectivamente de variável dependente
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e variável independente da equação diferencial. Usualmente, t é designado como tempo.

No caso em que X = X(x) independe de t, dizemos que a equação diferencial (1.1.1) é

autônoma.

Um campo vetorial planar X pode ser representado por meio do seguinte operador

diferencial

X = X1
∂

∂x1
+X2

∂

∂x2
,

definido no conjunto das funções de classe Cr, r ≥ 1, isto é, dada f ∈ Cr, r ≥ 1, temos

Xf = X1
∂f

∂x1
+X2

∂f

∂x2
,

representando a derivada de f ◦ ϕ, para qualquer solução ϕ de (1.1.1), com ϕ(t) = x =

(x1, x2).

Definição 1.1.2. Seja X : ∆ ⊂ R
2 → R

2 um campo vetorial no plano. Considere o

conjunto Ω = {(t, x) ∈ R ×∆; t ∈ I}. Chamamos de fluxo de X à aplicação ϕ : Ω → ∆

definida por ϕ(t, x) = ϕx(t), onde I indica o intervalo maximal não degenerado para o

qual ϕx(t) é curva integral de X.

Se Ω = R×∆ então o fluxo de X é dito fluxo global.

Em [49], encontramos a prova das propriedades abaixo listadas. As duas primeiras nos

garantem que as aplicações ϕt, fluxos de um campo vetorial X definem uma estrutura de

grupo a um parâmetro de transformações:

• ϕ(t+ s, x) = ϕ(t, ϕ(s, x));

• ϕ(−t, x) = (ϕ(t, x))−1.

Do Teorema de Existência e Unicidade das Equações Diferenciais Ordinárias segue

que, para cada x ∈ ∆ existe um aberto Ix no qual a solução maximal ϕx, do campo X, é

única e está definida, além disso, ϕx(0) = x.

Finalmente, a continuidade do fluxo com respeito às condições iniciais. Seja Ω =

{(t, x) : x ∈ ∆ e t ∈ Ix}. O conjunto Ω é um aberto de R
3 e o fluxo ϕ : Ω → R

2, do

campo X de classe Cr, dado por ϕ(t, x) = ϕx(t) é de classe Cr.



1.1 Campos vetoriais e pontos singulares 7

Definição 1.1.3. A imagem da curva integral de X pelo ponto P , isto é, o conjunto

γP = {ϕ(t, P ), t ∈ IP}, é chamada de órbita de X por P .

Definição 1.1.4. O conjunto aberto ∆, domínio do campo X, é denominado de espaço

de fase de X. O espaço de fase de X, munido da decomposição em órbitas do campo, é

chamado de retrato de fase de X.

Definição 1.1.5. Um campo vetorial X da forma X : R2 → R
2 é linear se for da forma:

X (x, y) = (ax+ by, cx+ dy) ,

onde a, b, c, d ∈ R.

Definição 1.1.6. Seja o sistema de equações diferenciais no plano de classe Cr, com

r ≥ 1 ou r = ω (analítico), onde P,Q ∈ Cr







ẋ = P (x, y),

ẏ = Q(x, y),
(1.1.2)

E seja

X = P (x, y)
∂

∂x
+Q(x, y)

∂

∂x
(1.1.3)

o campo vetorial associado a (1.1.2), com p ponto singular de X. Dizemos que

DX(0, 0) =













∂P

∂x
(p)

∂P

∂y
(p)

∂Q

∂x
(p)

∂Q

∂y
(p)













(1.1.4)

é a parte linear do campo vetorial X em p.

Definição 1.1.7. Uma órbita γ de um campo vetorial X é dita periódica se existe τ > 0

tal que γ(t+ τ) = γ(t), ∀t ∈ R. Se τ for tal que γ(t1) 6= γ(t2), para |t1 − t2| < τ , então τ

é chamado de período de γ.
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Definição 1.1.8. Uma órbita periódica γ de um campo vetorial X é chamada de ciclo

limite se existe uma vizinhança V de γ, tal que γ seja isolada, isto é, é a única órbita

fechada de X que intercepta V .

Definição 1.1.9. Seja x ∈ ∆. Dizemos que x é um ponto:

• regular, se X(x) 6= 0;

• singular, ou uma singularidade, se X(x) = 0.

Definição 1.1.10. Seja p um ponto singular de um campo vetorial da forma (1.1.3), de

classe Cr, com r ≥ 1 ou r = ω (analítico). O ponto singular p é denominado:

(a) não degenerado, se 0 não é um autovalor de DX(p);

(b) degenerado, se DX(p) é degenerada, isto é, seu determinante é nulo. Um ponto

singular degenerado é chamado de:

(b.1) degenerado elementar, se apenas um dos autovalores de DX(p) for nulo;

(b.2) nilpotente , se os dois autovalores de DX(p) são nulos, mas DX(p) 6= 0;

(b.3) linearmente nulo, se DX(p) for identicamente nula;

(c) centro, se existe uma vizinhança aberta V de p tal que, todas as órbitas de V \{p}
são órbitas periódicas. A singularidade é dita centro linear se ambos os autovalores

de DX(p) são números imaginários puros não nulos.

(d) foco, se existe uma vizinhança aberta V de p tal que, todas as órbitas de V \{p}
espiralam para p quando t→ +∞ ou t→ −∞.

Definição 1.1.11. Seja p um ponto singular de um campo vetorial da forma (1.1.3), de

classe Cr, com r ≥ 1 ou r = ω (analítico). O ponto singular p é dito monodrômico se

não existem órbitas tendendo a, ou deixando p com um ângulo bem definido.

Quando o campo vetorial X é analítico, um ponto monodrômico é sempre um centro

ou um foco. Este fato foi demonstrado no início da década de noventa do século passado,
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e é consequência dos Teoremas de Finitude dos Ciclos Limites de Ecalle e Ilyashenko - cf.

[33].

Se o campo vetorial não for analítico, podem existir pontos monodrômicos que são

pontos de acumulação de ciclos limites, como ilustra o exemplo a seguir.

Exemplo 1.1.12. [44]

Seja o sistema diferencial dado por:





































ẋ = −y + xF (x, y),

ẏ = x+ yF (x, y), se (x, y) 6= (0, 0),

(0, 0), caso contrário.

onde F (x, y) =
√

x2 + y2 sen (
1

x2 + y2
).

Portanto, a origem é um ponto singular do sistema.

Em coordenadas polares, temos







ṙ = r2 sen(
1

r
),

θ̇ = 1,

para r > 0, com ṙ = 0 em r = 0.

Logo os círculos Γ(n) = {r = 1

nπ
, n ∈ N

∗} são trajetórias do sistema, uma vez que

temos ṙ = 0 ao longo deles.

Além disso, para nπ <
1

r
< (n + 1)π, segue que ṙ < 0, se n é ímpar e ṙ > 0, se n

é par. Isto é, as trajetórias entre os círculos Γ(n) espiralam para dentro ou para fora de

um destes círculos.

Assim, Γ(n) são ciclos limites que se acumulam na origem.

Definição 1.1.13. Um ponto singular p de um campo vetorial de classe Cr, com r ≥ 1

ou r = ω (analítico) é chamado de foco fraco quando p é um foco cuja parte linear é um

centro, isto é, se for um centro linear que efetivamente é um foco do sistema.
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Nas definições que seguem abaixo X indica um campo de vetores de classe Cr, com

r ≥ 1 ou r = ω (analítico), definido no aberto ∆ ⊆ R
2.

Definição 1.1.14. Uma aplicação f : A→ ∆ de classe Cr, é chamada de seção transver-

sal local de X quando, para cada a ∈ A, f ′(a) e X(f(a)) são linearmente independentes.

Considere Σ = f(A) com a topologia induzida. Se f : A→ Σ é um homeomorfismo, então

Σ é uma seção transversal de X.

O conceito de seção transversal acima foi enunciado apenas para o caso n = 2. Em

[49] encontramos definição semelhante para subconjuntos abertos de R
n, n ≥ 2, quando

o espaço transversal é homeomorfo a R
n−1.

1.2 Classificação local de campos de vetores

Nessa seção trataremos de definir os tipos de equivalência entre campos vetoriais

planares e investigar suas consequências.

Definição 1.2.1. Sejam X1 e X2 dois campos vetoriais definidos em subconjuntos abertos

∆1 e ∆2 de R
2, respectivamente. Dizemos que X1 é topologicamente equivalente (respec-

tivamente Cr-equivalente, com r ≥ 1 ou r = ω) a X2 se existe um homeomorfismo

(respectivamente um difeomorfismo de classe Cr) h : ∆1 → ∆2 que leva órbitas de X1 em

órbitas de X2 preservando a orientação. Mais precisamente, sejam p ∈ X1 e γ1p órbita

orientada de X1 passando pelo ponto p. Então, h(γ1p) é órbita orientada de X2 passando

pelo ponto h(p).

O homeomorfismo h, da definição acima, é chamado de equivalência topológica (res-

pectivamente Cr-equivalência) entre X1 e X2.

Definição 1.2.2. Sejam ϕ1 : Ω1 → R
2 e ϕ2 : Ω2 → R

2 os fluxos gerados pelos campos de

vetores X1 : ∆1 → R
2 e X2 : ∆2 → R

2, respectivamente. Dizemos que X1 é topologica-

mente conjugado (respectivamente Cr-conjugado) a X2 quando existe um homeomorfismo

(respectivamente um difeomorfismo de classe Cr) h : ∆1 → ∆2 tal que h(ϕ1(t, x)) =

ϕ2(t, h(x)) para todo (t, x) ∈ Ω1.
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Na definição acima os intervalos maximais Ix, para ϕ1, e Ih(x) para ϕ2 coincidem. O

homeomorfismo (ou difeomorfismo) h é chamado de uma conjugação topológica (respec-

tivamente uma Cr-conjugação) entre os campos X1 e X2.

Teorema 1.2.3 (Teorema do Fluxo Tubular). Seja p um ponto regular de um campo de

vetores X : ∆ → R
2 de classe Cr, com r ≥ 1 ou r = ω (analítico), e seja f : A → Σ

uma seção transversal de X, de classe Cr, com f(0) = p. Então existe uma vizinhança

do ponto p em V ⊂ ∆ e um difeomorfismo h : V → (−ε, ε)× B de classe Cr, para ε > 0

e B é um intervalo aberto com centro na origem, tal que:

1. h(Σ ∩ V ) = 0× B;

2. h é uma conjugação de classe Cr entre X|V e o campo de vetores constante Y :

(−ε, ε)× B → R
2 definido por Y (x, y) = (0, 1).

Corolário 1.2.4. Seja Σ uma seção transversal de um campo vetorial X de classe Cr,

com r ≥ 1 ou r = ω (analítico). Para todo ponto p ∈ Σ, existem ε = ε(p) > 0, uma

vizinhança V de p em R
2 e uma função τ : V → R de classe Cr, tal que τ(V ∩Σ) = 0 e:

(i) para todo q ∈ V , a curva integral ϕ(t, q) de X
∣

∣

V
é definida e biunívoca em Jq =

(−ε+ τ(q), ε+ τ(q);

(ii) ξ(q) = ϕ(τ(q), q) ∈ Σ é o único ponto onde ϕ( · , q)
∣

∣

Jq
intercepta Σ. Em particular,

q ∈ Σ ∩ V se, e somente se, τ(q) = 0;

(iii) ξ : V → Σ é de classe Cr e Dξ(q) é sobrejetora para todo q ∈ V . Mais ainda,

Dξ(q)v = 0 se, e somente se, v = αX(q) para algum α ∈ R.

O teorema do fluxo tubular garante a existência de um difeomorfismo (de classe Cr)

que conjuga um campo X em uma vizinhança de um ponto regular qualquer (x0, y0) ao

campo constante Y = (1, 0). Deste modo, temos um conhecimento satisfatório das órbitas

do campo vetorial X nas vizinhanças de seus pontos regulares.

Entretanto, se (x0, y0) é uma singularidade, a situação é bem mais complexa. A

seguir, apresentamos o teorema de Hartman Grobman, que nos permite caracterizar o

comportamento de um campo de vetores numa vizinhança de singularidades hiperbólicas.
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Definição 1.2.5. Um ponto singular p de um campo de vetores X = (f1, . . . , fm), de

classe C1, é chamado de ponto hiperbólico se os autovalores de:

DX(p) =











∂f1
∂x1

(p) . . . ∂f1
∂xm

(p)
...

. . .
...

∂fm
∂x1

(p) . . . ∂fm
∂xm

(p)











têm parte real diferente de zero.

Os nós, as selas e os focos são hiperbólicos. Já o centro nos fornece um exemplo de

singularidade não hiperbólica.

Teorema 1.2.6 (Teorema de Hartman-Grobman). Sejam ∆ ⊆ R
m aberto, X : ∆→ R

m

um campo de vetores de classe C1 e 0 ∈ ∆ uma singularidade hiperbólica. Então X e

DX(0) são localmente topologicamente equivalentes na origem.

Como se trata de um problema local, se a singularidade (x0, y0) ∈ ∆ não estiver na

origem, então por meio de uma carta local conveniente é possível levar esta singularidade

à origem, preservando o comportamento do campo nas vizinhanças da singularidade.

O Teorema de Hartman-Grobman nos diz que, na vizinhança de uma singularidade

hiperbólica, o comportamento de um campo não linear é o mesmo da sua parte linear.

Apresentamos abaixo, uma interpretação geométrica do teorema de

Hartman-Grobman, para o caso geral em que a singularidade (x0, y0) não está na origem:

Figura 1.1: Interpretação geométrica do teorema de Hartman-Grobman
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A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [43].

O próximo lema nos garante que dado um sistema diferencial analítico com uma sin-

gularidade isolada, podemos assumir, sem perda de generalidade, que este ponto singular

é a origem.

Lema 1.2.7. Se (x0, y0) é um ponto singular do sistema (1.1.2), então a origem é ponto

singular do sistema






˙̄x = P (x̄, ȳ),

˙̄y = Q(x̄, ȳ),

onde x = x̄+ x0, y = ȳ + y0, com P (x̄, ȳ), Q(x̄, ȳ) sem termos constantes.

A demonstração é trivial, bastando efetuar a mudança de coordenadas acima e voltar

à notação original em x e y.

Considerando a origem como uma singularidade isolada do campo vetorial planar X

e utilizando a equivalência acima definida, vamos investigar o comportamento local do

campo X numa vizinhança da origem. Esse estudo depende da classificação do ponto

singular.

Proposição 1.2.8. [4] Seja X uma campo vetorial planar analítico, escrito na forma

(1.1.2), com ponto singular não degenerado e isolado na origem. Suponha que os autovalo-

res de sua parte linear na origem são números complexos conjugados λ1,2 = α± iβ, α, β ∈
R, β 6= 0. Então, este sistema pode ser escrito na forma







ẋ = αx− βy + F (x, y),

ẏ = βx+ αy +G(x, y),
(1.2.1)

onde F (x, y) e G(x, y) são funções analíticas numa vizinhança da origem, com F (0, 0) =

G(0, 0) = DF (0, 0) = DG(0, 0) = 0.

Demonstração.Da analiticidade do campo X numa vizinhança da origem, podemos

expressar P (x, y) e Q(x, y) como:

P (x, y) = P ′x(0, 0)x+ P ′y(0, 0)y + Φ(x, y),
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Q(x, y) = Q′x(0, 0)x+Q′y(0, 0)y +Ψ(x, y).

onde as funções Φ(x, y) e Ψ(x, y) são analíticas e Φ(0, 0) = Ψ(0, 0) = 0, Φ′x(0, 0) =

Φ′y(0, 0) = Ψ′x(0, 0) = Ψ′y(0, 0) = 0.

Denotando P ′x(0, 0), P
′
y(0, 0), Q

′
x(0, 0), Q

′
y(0, 0) respectivamente por a, b, c, d, segue que

o sistema (1.1.2) passa a ser escrito na forma

{

ẋ = ax+ by + Φ(x, y),

ẏ = cx+ dy +Ψ(x, y).
(1.2.2)

Portanto, a parte linear DX(0, 0) do sistema (1.2.2) tem seu polinômio característico

dado por p(λ) = λ2 − (a+ d)λ+ (ad− bc).

Como a origem é um ponto singular não degenerado e isolado, segue que ad− bc 6= 0.

Assim, △ = (a+ d)2 − 4(ad− bc) = (a− d)2 − 4ac.

Por outro lado, como λ1,2 = α± iβ, α, β ∈ R, β 6= 0, vale:

△ = (a− d)2 − 4ac < 0 =⇒ a, c 6= 0. (1.2.3)

Considere a mudança de coordenadas:











x = −
(

α− d

βc

)

x̄− 1

c
ȳ,

y = − 1
β
x̄.

(1.2.4)

A condição (1.2.3) e o fato de que β 6= 0 asseguram que esta mudança de coordenadas

é sempre possível.

Assim, a expressão (1.2.2), após a mudança de coordenadas (1.2.4), será:















˙̄x = αx̄− βȳ + F̄ (x̄, ȳ),

˙̄y = βx̄+ αȳ + Ḡ(x̄, ȳ),

onde F̄ (x̄, ȳ), Ḡ(x̄, ȳ) são analíticas, com F̄ (0, 0) = Ḡ(0, 0) = 0, e F̄ ′x(0, 0) = F̄ ′y(0, 0) =

Ḡ′x(0, 0) = Ḡ′y(0, 0) = 0.
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Retornando à notação inicial nas variáveis x, y, obtemos a forma desejada (1.2.1).

Para o caso particular em que os autovalores da parte linear DX(0, 0) do sistema

(1.2.2) são números imaginários puros não nulos, isto é, da forma λ1,2 = ±β, β 6= 0,

obtemos, a partir de (1.2.1):















˙̄x = −βȳ + F̄ (x̄, ȳ),

˙̄y = βx̄+ Ḡ(x̄, ȳ),

onde F̄ (x̄, ȳ), Ḡ(x̄, ȳ) analíticas, com F̄ (0, 0) = Ḡ(0, 0) = 0, e F̄ ′x(0, 0) = F̄ ′y(0, 0) =

Ḡ′x(0, 0) = Ḡ′y(0, 0) = 0.

Como β 6= 0, podemos efetuar um reescalonamento do tempo βt = τ . Retornando à

notação inicial nas variáveis x, y, t, obtemos:

{

ẋ = −y + F (x, y),

ẏ = x+G(x, y),
(1.2.5)

Observe que o reescalonamento do tempo preserva a analiticidade do sistema e por-

tanto, F (x, y), G(x, y) são analíticas e satisfazem F (0, 0) = G(0, 0) = DF (0, 0) = DG(0, 0) =

0.

Proposição 1.2.9. Se p é uma singularidade degenerada, então DX(p) tem pelo menos

um autovalor nulo.

Demonstração. Sejam m o traço de DX(p) e n o valor de seu determinante. Então, o

polinômio característico de DX(p) é dado por p(λ) = λ2 −mλ + n = λ2 −mλ pois, por

hipótese, n = 0. Logo, p(λ) = 0⇔ λ2 −mλ = 0⇔ λ = 0 ou λ = m.

Proposição 1.2.10. [4] Seja um sistema diferencial analítico no plano da forma (1.1.2),

tal que a origem seja um ponto singular isolado degenerado nilpotente. Então, este sistema

pode ser escrito na forma






ẋ = y + F (x, y),

ẏ = G(x, y),
(1.2.6)

onde F (x, y) e G(x, y) são funções analíticas numa vizinhança da origem, com F (0, 0) =

G(0, 0) = DF (0, 0) = DG(0, 0) = 0.
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Demonstração. Repetindo parte dos procedimentos da demonstração da Proposição

1.2.8, segue que numa vizinhança da origem podemos expressar o sistema (1.1.2) na

forma (1.2.2) e a parte linear DX(0, 0) do sistema (1.2.2) é dada por

DX(0, 0) =

(

a b

c d

)

Como a origem é um ponto singular degenerado nilpotente, temos















|a|+ |b|+ |c|+ |d| 6= 0

a+ d = 0

ad− bc = 0

Assim, DX(0, 0) é uma matriz nilpotente de ordem 2. De fato, aplicando as condições

acima, temos

DX2(0, 0) =

(

a b

c d

)2

=

(

a2 + bc ab+ bd

ac+ cd bc+ d2

)

=

=

(

a(a+ d) b(a+ d)

c(a+ d) d(a+ d)

)

=

(

0 0

0 0

)

A Forma Canônica de Jordan para matrizes 2× 2 nilpotentes (vide [31]) tem expressão

(

0 0

1 0

)

Agora, renomeando as coordenadas x e y, trocando-as entre si, obtemos a expressão (1.2.6)

desejada.

Proposição 1.2.11. [4] Seja um sistema diferencial analítico no plano da forma (1.1.2),

tal que a origem seja um ponto singular degenerado linearmente nulo, com DX(0, 0) a

matriz nula. Então, este sistema pode ser escrito na forma







ẋ = F (x, y),

ẏ = G(x, y),
(1.2.7)

onde F (x, y) e G(x, y) são funções analíticas numa vizinhança da origem, com F (0, 0) =
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G(0, 0) = DF (0, 0) = DG(0, 0) = 0.

Demonstração. Pela hipótese de analiticidade do sistema (1.1.2), numa vizinhança da

origem podemos expressar o sistema (1.1.2) na forma (1.2.2). Como por hipótese a parte

linear DX(0, 0) é a matriz nula, o sistema tem a forma (1.2.7).

Em resumo, das três proposições acima segue que, se um sistema diferencial analítico

planar da forma (1.1.2) tem uma singularidade isolada na origem, então após uma mu-

dança de coordenadas analítica e um reescalonamento de tempo convenientes, este sistema

pode ser escrito em uma das três formas seguintes:

{

ẋ = −y + F (x, y),

ẏ = x+G(x, y),

se a origem for uma singularidade não degenerada, com DX(0, 0) possuindo autovalores

puramente imaginários (centro linear);

{

ẋ = y + F (x, y),

ẏ = G(x, y),

se a origem for uma singularidade degenerada nilpotente;

{

ẋ = F (x, y),

ẏ = G(x, y),

se a origem for uma singularidade degenerada, com parte linear identicamente nula.

As funções F (x, y) e G(x, y) em cada caso são analíticas sem termos constantes ou

lineares, definidas numa vizinhança da origem.

1.3 Formas normais

O principal resultado apresentado nesta seção é o Teorema Formal das Formas Nor-

mais, que fornece um método para obtenção de um sistema de coordenadas no qual o

campo vetorial assume sua forma “mais simples possível”, no sentido dado a seguir. A
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teoria das formas normais será fundamental no desenvolvimento de alguns resultados cen-

trais desta dissertação, discutidos na Seção 3.1. Vale destacar que, a literatura sobre

formas normais é vasta, e não a abordaremos em detalhes. O leitor interessado pode

consultar [17, 52, 30, 47].

Em nosso contexto, “mais simples possível” significa remover termos não essenciais da

série de Taylor das funções que definem o campo vetorial. Em um campo vetorial que

possui apenas parte linear, isso significa escrevê-la na forma canônica de Jordan. Dado

um ponto singular hiperbólico - cf. Definição 1.2.5, de um campo vetorial X, podemos

utilizar o teorema de Hartman-Grobman para exibir uma equivalência local entre X e

sua parte linear. Entretanto, para singularidades não hiperbólicas, nem sempre isso pode

ser feito e encontrar a forma “mais simples possível” do campo torna-se tarefa bem mais

difícil.

Alguns aspectos importantes acerca deste método devem ser observados:

• o teorema formal das formas normais será apresentado para campos vetoriais de

classe C∞ em R
n, uma vez que a restrição a campos vetoriais no plano não resulta

em maior simplicidade na demonstração;

• o método é local;

• a mudança de coordenadas é de fato uma composição de mudanças de coordenadas

polinomiais locais, que mantém a parte linear do campo e remove termos de ordem

superior da série de Taylor das funções que expressam o campo;

• a configuração da forma normal é determinada exclusivamente pela natureza da

parte linear do campo vetorial.

Seja X = A + f um campo vetorial em R
n, com A linear e f uma função de classe C∞

tal que f(0) = 0 e Df(0) = 0. Queremos determinar, para cada campo vetorial linear

A dado, uma classe restrita de não linearidades Fn, tão pequenas e simples quanto for

possível, de modo que para cada f , por uma mudança de coordenadas C∞ conveniente,

possamos escrever o campo X na forma X̂ = A+ f̂ , f̂ ∈ Fn.

Antes de prosseguirmos, apresentamos algumas definições importantes.

Definição 1.3.1. [52] Sejam {s1, s2, ..., sn} uma base de R
n, e y = (y1, y2, ..., yn) as

coordenadas de um ponto P ∈ R
n qualquer, com respeito a esta base.
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Definimos um monômio vetorial de grau k como hk = (ym1

1 , ym2

2 , ..., ymn
n )si, com

n
∑

i=1

mi = k, mi ∈ Z+. O conjunto de todos os monômios vetoriais hk forma um espaço

vetorial que denotaremos por Hk. Naturalmente, este é o espaço vetorial dos polinômios

homogêneos de grau k em R
n.

Uma base óbvia para Hk consiste nos elementos formados considerando-se todos os

possíveis monômios de grau k multiplicados por cada si.

Lembrando que, dados dois campos vetoriais X, Y ∈ Hk(Rn), com X =
n
∑

i=1

ai
∂

∂xi
,

Y =
n
∑

i=1

bi
∂

∂xi
, o colchete de Lie do par (X, Y ) é o campo [X, Y ] ∈ Hk(Rn), dado por:

[X, Y ] =
n
∑

i=1

ci
∂

∂xi
, onde ci =

n
∑

j=1

aj
∂bi
∂xj

− bj
∂ai
∂xj

.

Definição 1.3.2. No espaço vetorial Hk, definimos o operador linear:

adkA :Hk −→ Hk

X 7→ [A,X],

onde [., .] denota o colchete de Lie.

Na literatura dedicada ao tema, este operador muitas vezes é denominado de "operador

homológico- cf. [47].

Para uma demonstração da linearidade do operador adkA em Hk, consulte [52].

Seja Bk a imagem do operador adkA em Hk, e seja Gk o espaço complementar a Bk

em Hk. Então:

Hk = Bk ⊕Gk

Com base nessas informações, enunciamos o teorema abaixo:

Teorema 1.3.3 (Teorema Formal das Formas Normais). [22] Seja X um campo vetorial

de classe Cr, r ≥ 1, definido numa vizinhança de zero, com X(0) = 0 e DX(0) =
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A. Sejam Bk = adkA(Hk) e Gk seu espaço complementar, isto é, Hk = Bk ⊕ Gk.

Então, existe uma mudança de coordenadas analítica, numa vizinhança da origem, que

transforma ẋ = X(x) em ẏ = Ay+ g2(y) + g3(y) + ...+ gr(y) + o(||yr||), onde gi ∈ Gi, i =

1, 2, ..., r.

A demonstração completa deste teorema pode ser encontrada em [17, 30]. A seguir,

apresentamos um esboço da mesma.

Esboço da demonstração. A prova é feita por indução em s, 2 ≤ s ≤ r. Suponha

que ẋ = X(x) tenha sido transformada e que os termos de grau menor que s estão em Gi:

ẋ = X(x) = Ax+ g2(x) + g3(x) + ...+ gs−1(x) + fs(x) + o(||xs||),

onde Gi é o espaço complementar de Bi em Hi, i = 1, 2, ..., s − 1, e fs ∈ Hs. Fazendo a

mudança de coordenadas x = y + P (y), com P ∈ Hs, temos:

(I +DP (y))ẏ = A(y + P (y)) + g2(y) + ...+ gs−1(y) + fs(y) + o(||ys||).

Usando o fato de que (I + DP (y)−1) = I − DP (y) + õ(||ys||) e efetuando os demais

cálculos temos:

ẏ = Ay + g2(y) + ...+ gs−1(y) + fs(y) + AP (y)−DP (y)Ay + o(||ys||).

Os termos de ordem menor que s não são alterados pela mudança de coordenadas,

enquanto que o termo de grau s é dado por: fs(y) + AP (y) − DP (y)Ay = fs(y) +

adkA(P (y)). Então, P deve ser tal que gs(y) = fs(y)− adkA(P (y)) ∈ Gs.

1.4 Desingularização de pontos singulares

O Teorema de Hartman-Grobman - cf. Teorema 1.2.6, possibilita caracterizar lo-

calmente os campos vetoriais X com singularidade hiperbólica isolada. Entretanto, para

singularidades não hiperbólicas, este resultado não se aplica e, por isso, temos que recorrer

a outros métodos.
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O método blow-up é usado para encontrar o retrato de fase de campos de vetores X

planares, numa vizinhança de uma singularidade não hiperbólica.

Essencialmente, podemos dizer que blow up é a técnica em que uma mudança de

coordenadas conveniente “explode” uma singularidade em uma curva na qual obtemos,

genericamente, finitas singularidades. Após nova mudança de coordenadas, estudamos

as singularidades do campo resultante X̄, isoladamente, ao longo desta curva. Para as

singularidades não hiperbólicas, podemos aplicar novo blow up, e assim sucessivamente.

Sob condições genéricas, após uma sequência finita de blow ups, são obtidas apenas sin-

gularidades elementares. Esse resultado é conhecido como Teorema da Decomposição.

Pelo processo inverso (blow down), obtém-se o retrato de fase local do campo original X.

Maiores detalhes acerca de blow up e do Teorema da Decomposição podem ser encontrados

em [22].

Esta técnica também serve para estudar pontos fixos de difeomorfismos, mas vamos

nos restringir à aplicação do blow-up na investigação de singularidades de campos de

vetores.

Germes e jatos de campos de vetores

Definição 1.4.1. Dois campos de vetores X e Y em R
n, com X(0) = Y (0) = 0, são

germe-equivalentes em 0 se coincidem em alguma vizinhança V de 0, isto é

X(x) = Y (x), ∀x ∈ V.

As classes de equivalência para esta relação de equivalência são chamadas germes de

campos vetoriais em 0. Denotamos por Gn,r o conjunto de germes para campos de vetores

de classe Cr em 0, e por Gn o conjunto de germes para campos C∞ em 0.

Definição 1.4.2. Sejam X̃, Ỹ ∈ Gn. Então X̃ e Ỹ são k-jato-equivalentes (com k ∈ N)

se para algum representante X e Y , respectivamente de X̃ e Ỹ , tivermos

∃c > 0, ∃δ > 0; ‖(X − Y )(x)‖ ≤ c‖x‖k+1, ∀x ∈ R
n, ‖x‖ < δ.

Uma classe de equivalência para esta relação é chamada k-jato de um campo de vetores



22 Elementos da teoria qualitativa das EDO’s no plano

e será denotada por jk(X)(0). A classe de equivalência jk(X)(0) é formada por germes

cujo representante é X.

Quando X é de classe C2 e X(0) = 0, pela diferenciabilidade obtemos X(x) =

DX(0)x + r1(x), com lim
x→0

r1
‖x‖2 = 0. Então, lim

x→0
(X(x) − DX(0)x) = 0. Neste caso,

X̃ e Ã são 1-jato-equivalentes. Portanto, j1(X)(0) = j1(DX(0))(0).

Por este motivo, denotamos DX(0) por j1(DX(0))(0). Analogamente, dizemos que

jk(X)(0) = 0 se 0 é um representante do jato. Isto é,

∃c > 0, ∃δ > 0; ‖(X)(x)‖ ≤ c‖x‖k+1, ∀x ∈ R
n, ‖x‖ < δ.

Blow up polar em R
n

Descreveremos o método para campos vetoriais C∞. Seja X um campo vetorial planar

de classe C∞, com X(0) = 0, definido por X(x, y) = P (x, y)
∂

∂x
+ Q(x, y)

∂

∂y
, associado

ao sistema:
{

ẋ = P (x, y),

ẏ = Q(x, y),
(1.4.1)

Considere a aplicação φ correspondente à mudança de coordenadas dada por

φ : S1 × R→ R
2

(θ, r) 7→ (rcos(θ), rsen(θ))
(1.4.2)

Observe que φ leva {r = 0} em (0, 0) e a aplicação inversa φ−1 “expande"a origem em um

círculo.

Queremos encontrar um campo de vetores X̂ : S
1 × R→ R

2, com

X̂ = X(θ, r) = X1(θ, r)
∂

∂θ
+X2(θ, r)

∂

∂r

de tal forma que o sistema
{

θ̇ = X1(θ, r),

ṙ = X2(θ, r),

seja equivalente ao sistema (1.4.1).
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O campo X̂ é chamado “pull back” de X por φ. Pela Eq. (1.4.2), x = rcos(θ) e

y = rsen(θ), efetuando cálculos algébricos simples (cálculos similares serão demonstrados

com mais detalhes na Seção 1.4 obtemos:







θ̇ =
1

r
(cos(θ) Q(rcos(θ), rsen(θ))− sen(θ) P (rcos(θ), rsen(θ))),

ṙ = cos(θ) P (rcos(θ), rsen(θ)) + sen(θ) Q(rcos(θ), rsen(θ)).
(1.4.3)

Portanto,

X̂(θ, r) =
1

r
[cos(θ) Q(rcos(θ), rsen(θ))− sen(θ) P (rcos(θ), rsen(θ))]

∂

∂θ

+ [cos(θ) P (rcos(θ), rsen(θ)) + sen(θ) Q(rcos(θ), rsen(θ))]
∂

∂r

(1.4.4)

Tal construção nos permite demonstrar a seguinte proposição:

Proposição 1.4.3. Sejam X um campo planar de classe C∞, tal que X(0) = 0, e φ :

S
1×R

∗
+ → R

2 \{0}, definida em (1.4.2). Então existe um campo X̂ : S
1×R

∗
+ → S

1×R,

tal que Dφ(θ, r)X̂(θ, r) = X(φ(θ, r)), ∀ (θ, r) ∈ S
1 × R

∗
+.

Demonstração. Basta verificar que X̂, dado por (1.4.4), satisfaz esta condição.

Da proposição anterior, segue que φ
∣

∣

S1×R∗
+

é um difeomorfismo. Portanto, X̂ é topologi-

camente conjugado a X
∣

∣

R2\{0}
(vide Definição 1.2.2).

O campo X̂ está definido na superfície do cilindro e, em r = 0, a singularidade está

“expandida", ou “desingularizada". A seguir, apresentamos um esboço do retrato de fase,

no cilindro:

Figura 1.2: Esboço do retrato de fase do campo X̂

Se X tem a propriedade de jk(X)(0) = 0 e jk+1(X)(0) 6= 0 para algum k < ∞,

isto é, ∃ k ∈ Z+, onde k é o maior inteiro tal que rk+1 | P (rcos(θ), rsen(θ)) e rk+1 |
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Q(rcos(θ), rsen(θ)), definimos X̄ como:

X̄ =
1

rk
X̂, (1.4.5)

que é um campo de classe C∞ em S
1 × R.

Observe que a singularidade (0, 0) foi levada para a curva S
1 × {0}. Além disso, ao

longo de S
1 × {0}, as singularidades são determinadas pelas soluções de X̄θ(θ, 0) = 0.

Exemplo 1.4.4. Considere o campo X = (x2 − 2xy, y2 − 2xy).

Fazendo a mudança de coordenadas x = rcos(θ), y = rsen(θ) obtemos:

P (rcos(θ), rsen(θ)) = r2(cos2(θ)− 2cos(θ)sen(θ)),

Q(rcos(θ), rsen(θ)) = r2(se2(θ)− 2cos(θ)sen(θ)),

então,

X̂(θ, r) =(r2(cos3(θ) + sen3(θ)− 2cos2(θ)sen(θ) + 2sen2(θ)cos(θ)),

3rcos(θ)sen(θ)(sen(θ)− cos(θ))).

Neste caso, k = 1. Assim, por (1.4.5), temos:

X̄(θ, r) =(r(cos3(θ) + sen3(θ)− 2cos2(θ)sen(θ) + 2sen2(θ)cos(θ)),

3cos(θ)sen(θ)(sen(θ)− cos(θ))).

Em r = 0, temos θ = 0,
π

2
,
3π

2
, π,

π

4
,
5π

4
como soluções de X̄θ(0, θ) = 0. Agora, efetuamos

estudo local do campo em cada ponto singular identificado.

JX̄(θ, r) =













∂X̄r

∂r
(θ, r)

∂X̄r

∂θ
(θ, r)

∂X̄θ

∂r
(θ, r)

∂X̄θ

∂θ
(θ, r)












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Como
∂X̄θ

∂r
(θ, r) = 0, segue que

det JX̄(θ, r) =
∂X̄r

∂r
(θ, r)

∂X̄θ

∂θ
(θ, r) = (cos3(θ) + sen3(θ)− 2cos2(θ)sen(θ) + 2sen2(θ)cos(θ))

(6sen(θ)cos2(θ)− 3sen3(θ) + 6cos(θ)sen2(θ)− 3cos3(θ)).

Então det JX̄(0, 0) = det JX̄(π, 0) = −3. Logo, temos singularidades do tipo sela.

Analogamente, efetuando os cálculos para θ =
π

2
,
3π

2
,
π

4
,
5π

4
, temos pontos singulares do

tipo sela. Aplicando um blow down, obtemos o seguinte retrato de fase de X:

Figura 1.3: Exemplo de blow up polar

Blow up direcional

Blow up na direção x

Seja X = (P (x, y), Q(x, y)) um campo de vetores planar, com singularidade isolada na

origem, e considere a mudança x = u e y = uv. Então,

{

ẋ = u̇,

ẏ = u̇v + uv̇.

e assim, temos:

X̃(u, v) =







u̇ = P (u, uv),

v̇ =
Q(u, uv)− vP (u, uv)

u
.
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Escreva X̃(u, v) = (X̃u, X̃v), onde X̃u = P (u, uv) e X̃v =
Q(u, uv)− vP (u, uv)

u
.

Então, seja k o maior inteiro tal que uk | X̃u e uk | X̃v.

Defina X̄(u, v) = (X̄u, X̄v) =
X̃(u, uv)

uk
. A singularidade (0, 0) é levada em u = 0 e,

para u = 0 as singularidades de X̃ são determinadas pelas soluções de X̄v = 0.

Blow up na direção y

Seja X = (P (x, y), Q(x, y)) um campo de vetores planar, com singularidade isolada na

origem. Defina a mudança x = uv e y = v. Então,

{

ẋ = u̇v + uv̇,

ẏ = u̇.

analogamente ao blow up direcional em x, definimos

X̃(u, v) = (X̃u, X̃v) =

(

P (uv, v)− uQ(uv, v)

v
,Q(uv, v)

)

seja k o maior inteiro tal que uk | X̃u e uk | X̃v. Defina X̄(u, v) = (X̄u, X̄v) =
X̃(uv, v)

vk
.

Neste caso, a singularidade (0, 0) é levada para a curva v = 0 e, para v = 0 as singulari-

dades de X̃ são determinadas pelas soluções de X̄u = 0.

Exemplo 1.4.5. Considere o campo X = (x2−2xy, y2−2xy), com singularidade isolada

em (0, 0).

Aplicando blow up na direção x em (0, 0), x = u e y = uv, obtemos:

X̃ = (X̃u, X̃v) = (u2 − 2u2v, 3uv2 − 3uv)

Como k = 1 é o maior inteiro tal que uk | X̃u e uk | X̃v, temos:

X̄(u, v) =
X̃(u, uv)

u
= (X̄u, X̄v) = (u− 2uv, 3v2 − 3v)
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Em u = 0, temos v = 0 e v = 1 como raízes de X̄v = 0. Como

JX̄(u, v) =











1− 2v −2u

0 6v − 3











temos det JX̄(0, 0) = det JX̄(0, 1) = −3 e portanto, as singularidades (0, 0) e (0, 1) são

do tipo sela.

Agora, aplicamos um blow up na direção y, x = uv e y = v, obtendo:

X̃ = (X̃u, X̃v) = (3u2v − 3uv, v2 − 2uv2)

Como k = 1 é o maior inteiro tal que vk | X̃u e vk | X̃v, temos:

X̄(u, v) =
X̃(u, uv)

v
= (X̄u, X̄v) = (3u2v − 3uv, v2 − 2uv2).

Em v = 0, temos u = 0 e u = 1 como raízes de X̄u = 0. Como

JX̄(u, v) =











6u− 3 0

−2v 1− 2u











temos det JX̄(0, 0) = det JX̄(1, 0) = −3 e deste modo, as singularidades (0, 0) e (1, 0)

são do tipo sela.

A figura abaixo ilustra os blow ups direcionais em x e y efetuados neste exemplo:
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Figura 1.4: Exemplo de blow up direcional

Observe que o esboço do retrato de fase acima, obtido com blow up direcional, é exa-

tamente o mesmo retrato obtido por blow up polar no Exemplo 1.4.4.

O Exemplo 1.4.5 motiva uma pergunta natural: qual é a relação entre blow up polar

e blow up direcional?

A seguir, respondemos a esta pergunta.

Relação entre blow up polar e blow up direcional

Seja F : R×
(

−π
2
,
π

2

)

→ R
2, dada por F (r, θ) = (r cos(θ), tg(θ)). Então,

JF (r, θ) =

(

cos(θ) −r sen(θ)
0 sec2(θ)

)

⇒ det JF (r, θ) = sec(θ) 6= 0, ∀θ ∈
(

−π
2
,
π

2

)

.

Consequentemente, F (r, θ) é difeomorfismo.

Além disso:

(i) F leva
{

(r, θ); r = 0 e − π

2
< θ <

π

2

}

sobre o eixo Oy. Em particular, para θ = 0,

temos F (r, 0) = (0, 0) ∈ Oxy;
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(ii) JF (0, 0) =

(

1 0

0 1

)

. Portanto, F preserva a parte linear do campo;

(iii) F (r, θ) =
(

x,
y

x

)

. Então, F−1(u, v) = F−1
(

x, y
x

)

= (r, θ), pois

{

u = r cos(θ)

v = tg(θ)
⇒
{

u = r cos(θ) = x

uv = r sen(θ) = y.

Considere o campo vetorial apresentado no Exemplo 1.4.5. Quando aplicamos o blow up

na direção x, obtivemos as singularidades (0, 1) e (0, 0), que são do tipo sela.

Assim:















(u, v)→ (r, θ)

(0, 0)→ (0, 0)

(0, 1)→ (0,
π

4
)

Por simetria, temos π e
5π

4
singularidades do tipo sela, como podemos observar figura

1.5:

Figura 1.5: Relação entre blow up na direção x e blow up polar

Seja G : (0, π)× R→ R
2, dada por G(θ, r) = (cotg(θ), r sen(θ)). Então,

JG(θ, r) =

(

−cossec(θ) 0

r cos(θ) sen(θ)

)

⇒ det JG(θ, r) = −cossec(θ) 6= 0, ∀θ ∈ (0, π).

Consequentemente, G(r, θ) é difeomorfismo. Além disso:



30 Elementos da teoria qualitativa das EDO’s no plano

(i) G leva {(θ, r); r = 0 e 0 < θ < π} sobre o eixo Ox. Em particular, para θ =
π

2
,

temos G(
π

2
, 0) = (0, 0) ∈ Oxy;

(ii) JG(π
2
, 0) =

(

−1 0

0 1

)

. Logo, G preserva a parte linear do campo;

(iii) G(θ, r) =

(

x,
x

y

)

. Então, G−1(u, v) = G−1
(

x
y
, y
)

= (r, θ), pois

{

u = cotg(θ)

v = r sen(θ)
⇒
{

uv = r cos(θ) = x

v = r sen(θ) = y.

Considere novamente o campo vetorial apresentado no Exemplo 1.4.5. Aplicando blow

up na direção y, obtivemos as singularidades (1, 0) e (0, 0), que são do tipo sela.

Assim:















(u, v)→ (θ, r)

(0, 0)→ (π
2
, 0)

(1, 0)→ (π
4
, 0)

Por simetria, temos
3π

2
e
5π

4
singularidades do tipo sela, como podemos observar

figura 1.6:

Figura 1.6: Relação entre blow up na direção y e blow up polar

A escolha por uma das técnicas, blow up polar ou blow up direcional fica a critério

de cada pesquisador. Entretanto, em geral, para blow ups sucessivos é mais conveniente

utilizar o blow up direcional, como será ilustrado no próximo exemplo.

Exemplo 1.4.6. Seja o campo X = (y3, x+y2+y3), com singularidade isolada em (0, 0).
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Vamos aplicar blow up na direção x em (0, 0). Através da mudança de coordenadas

x = u e y = uv, obtemos X̃ = (X̃u, X̃v) = (u3v3, 1 + uv2 + u2v3 − u2v4).

Neste caso, não existe k ∈ N tal que uk|X̃u e uk|X̃v. Portanto, X̄ = X̃.

Ao longo de u = 0, temos X̃v = 1. Logo, não existe singularidade na direção de x.

Aplicando blow up na direção y, x = uv e y = v, obtemos X̃ = (X̃u, X̃v) = (v2 − u2 −
uv − uv2, uv + v2 + v3).

Como não existe k ∈ N tal que uk|X̃u e uk|X̃v, temos X̄ = X̃.

Em v = 0, temos u = 0 como solução de X̃u = 0. Além disso,

JX̄(x, y) =





−2u− v − v2 2v − u− 2uv

v u+ 2v + 3v3



⇒ JX̄(0, 0) =





0 0

0 0



 .

Assim, (0, 0) é uma singularidade não hiperbólica de X̄. Aplicando novo blow up na

direção de v em (0, 0), u = wz e v = z, temos X̃ = (X̃w, X̃z) = (z − 2w2z − 2wz −
2wz2, wz2 + z2 + z3).

k = 1 é o maior inteiro tal que zk|X̃w e zk|X̃z.

Assim, X̄ =
X̃

z
= (X̄w, X̄z) = (1− 2w2 − 2w − 2wz,wz + z + z2).

Em z = 0, as soluções de X̄w = 0 são
−2−

√
12

4
e
−2 +

√
12

4
.

A parte linear de X̄ é dada por:

JX̄(x, y) =





−4w − 2 −2w
z w + 2z + 1



⇒























det JX̄

(

0,
−2−

√
12

4

)

=

√
12

2
− 3 < 0

det JX̄

(

0,
−2 +

√
12

4

)

= −
√
12

2
− 3 < 0.

Consequentemente, as singularidades

(

0,
−2−

√
12

4

)

e

(

0,
−2 +

√
12

4

)

são do tipo

sela.
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A figura 1.7 apresenta as etapas para obtermos o esboço do retrato de fase de X numa

vizinhança da origem.

Figura 1.7: Exemplo de blow ups direcionais sucessivos

Blow-up (m,n)-quasehomogêneo

A técnica de blow-up (m,n)-quasehomogêneo que apresentaremos nesta seção é uma

generalização da técnica de blow-up polar apresentada anteriormente. De fato, em muitos

casos, ao invés de uma desnecessária limitação na escolha do blow-up polar, é mais conve-

niente “adaptar” a técnica ao campo vetorial considerado, utilizando-se o blow-up (m,n)-

quasehomogêneo. Este método foi aplicado pela primeira vez por Lyapunov - cf. [37],

e se constitui em importante ferramenta na investigação do problema do centro-foco em

diversos trabalhos recentes - cf. [1, 2, 23].

Definição 1.4.7. Sejam a aplicação f : Rn → R e (α1, ..., αn) ∈ N
n
+, k ∈ N, tais que

f(tα1x1, ..., t
αnxn) = tkf(x1, ..., xn), ∀ t ∈ R.

Então, f é chamada de função (α1, ..., αn)-quasehomogênea de grau k.

Definição 1.4.8. Seja X um campo vetorial da forma X = f1
∂

∂x1
+ ... + fn

∂

∂xn
), com

fj(x1, ..., xn), j = 1, ..., n, funções (α1, ..., αn)-quasehomogêneas de grau k+αj. Então, X

é denominado um campo vetorial (α1, ..., αn)-quasehomogêneo de grau k.
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Lema 1.4.9. Seja (α1, ..., αn) ∈ N
n
+ e suponha que os αj sejam primos todos entre si. En-

tão, é sempre possível decompor um campo vetorial em R
n em uma série formal centrada

em 0 ∈ R
n, X =

∑

j≥k

Xj, onde cada Xj é um campo vetorial (α1, ..., αn)-quasehomogêneo

de grau j. k é o primeiro inteiro tal que Xk 6= 0 e é denominado de ordem do campo X.

A demonstração deste lema pode ser encontrada em [13].

No caso de campos vetoriais planares, apresentamos os seguintes resultados.

Definição 1.4.10. Seja um campo vetorial (m,n)−quasehomogêneo, m,n ∈ N+. Intro-

duzimos, então, as coordenadas (m,n)−quasehomogêneas: x = rmCs(θ), y = rn Sn(θ),

onde as funções Cs e Sn são definidas como sendo a única solução do Problema de Cauchy























ẋ =
dx

dθ
= −y2m−1,

ẏ =
dy

dθ
= x2n−1,

(1.4.6)

com condições iniciais x(0) = 1, y(0) = 0.

Observe que, por definição, Sn e Cs são funções T−periódicas, onde

T =
2m(1−2m)/2m

n1/2m

∫ 1

0

(1− t)(1−2m)/2mt(1−2n)/2n dt.

Além disso, n Sn2m(θ) +mCs2n(θ) = m.

Considere a relação de equivalência x ∼ y, se x− y = nT, n ∈ Z e seja S1
T o conjunto

das classes de equivalência assim obtidas. Para um campo vetorial analítico planar X,

com X(0, 0) = 0, seja k ≥ 0 a ordem de X com respeito à decomposição do tipo (m,n).

Então, X̃ é o único campo vetorial definido pelo diagrama comutativo:

T (S1
T × R)

π∗
// TR2

S1
T × R

X̃

OO

π
//

R
2

X

OO

onde π : S1
T × R → R

2 é a mudança de coordenadas (m,n)−quasehomogênea definida

acima, para (θ, r) ∈ S1
T ×R. A aplicação π é sobrejetora e própria. Além disso, π−1(0) =

S1
T × {0} e a restrição de π a S1

T × (R \ {0}) é um difeomorfismo sobre sua imagem.
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É possível dividir X̃ por rk - cf. [13]. Seja X̄ o campo vetorial resultante. Sua ex-

pressão é X̄(θ, r) = (P (θ, r), Q(θ, r)), onde

P (θ, r) =
∑

j≥k

1

m

[

Cs2n−1(θ)Pj(Cs(θ), Sn(θ)) + Sn2m−1(θ)Qj(Cs(θ), Sn(θ))
]

rj−k+1,

Q(θ, r) =
∑

j≥k

[

Cs(θ)Qj(Cs(θ), Sn(θ))−
n

m
Sn(θ)Pj(Cs(θ), Sn(θ))

]

rj−k, e

Xj(x, y) = Pj(x, y)
∂

∂x
+Qj(x, y))

∂

∂y
.

No caso em que (m,n) = (1, 1), a técnica se reduz ao blow-up polar, com Sn(θ) =

sen(θ), Cs(θ) = cos(θ) e T = 2π.

O exemplo a seguir, extraído de [13], ilustra o método.

Exemplo 1.4.11. O campo vetorial planar X(x, y) = (y, x2) é (2, 3)−quasehomogêneo

de grau k = 1. Assim,

X̄(θ, r) .

.=
(

X̄r(θ, r), X̄θ(θ, r)
)

=

(

1

2
Cs2(θ) Sn(θ)(Cs3(θ) + Sn2(θ))r,Cs3(θ)− 3

2
Sn2(θ)

)

Logo, X̄(θ, 0) =

(

0,Cs3(θ)− 3

2
Sn2(θ)

)

tem duas singularidades em θ = ±θ0, onde θ0 é

solução de Sn(θ0) =

√

2

3
Cs3(θ0), Cs(θ0) > 0. Em tais pontos, vale sgn

(

∂X̄r(θ, r)

∂r

)

=

sgn(Sn(θ0)), onde sgn é a função sinal.

Um esboço do retrato de fase do campo é dado na figura a seguir:

Figura 1.8: Exemplo de blow-up (m,n)-quasehomogêneo
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O blow-up (1, n)−quasehomogêneo será ferramenta importante na Seção 3.1. Por esta

razão, discutiremos o método em detalhes.

Proposição 1.4.12. [25] Sejam x(θ) = Cs(θ), y(θ) = Sn(θ) conforme Definição 1.4.10,

para m = 1 e n ∈ N. Então valem as seguintes propriedades:

1. Cs2n(θ) + n Sn2(θ) = 1;

2. Cs(θ) e Sn(θ) são funções T-periódicas, onde T = 2

√

π

n

Γ

(

1

2n

)

Γ

(

n+ 1

2n

) ;

3.

∫ θ

0
Sn(ϕ) Csq(ϕ)dϕ = −Cs

q+1(θ)

q + 1
;

4.

∫ θ

0
Snp(ϕ) Cs2n−1(ϕ)dϕ =

Snp+1(θ)

p+ 1
;

5.

∫ θ

0
Snp(ϕ) Csq(ϕ)dϕ = −Sn

p−1(θ) Csq+1(θ)

(p− 1)n+ q + 1
+

p− 1

(p− 1)n+ q + 1

∫ θ

0
Snp−2(ϕ) Csq(ϕ)dϕ;

6.

∫ θ

0
Snp(ϕ) Csq(ϕ)dϕ =

n Snp+1(θ) Csq−2n+1(θ)

(p− 1)n+ q + 1
+

q − 2n+ 1

(p− 1)n+ q + 1

∫ θ

0
Snp(ϕ) Csq−2n(ϕ)dϕ;

7.

∫ T

0
Snp(ϕ) Csq(ϕ)dϕ = 0, se p ou q é ímpar;

8.

∫ T

0
Snp(ϕ) Csq(ϕ)dϕ =

2√
np+1

Γ

(

p+ 1

2

)

Γ

(

q + 1

2n

)

Γ

(

p+ 1

2
+
q + 1

2n

) , se p e q forem ambos números pares.

A demonstração destas propriedades pode ser encontrada em [37] e [25].

Dos resultados acima, e tomando um número natural n ∈ N, podemos introduzir as

coordenadas (1, n)-quasehomogêneas como sendo:

{

x = rCs(θ),

y = rn Sn(θ).
(1.4.7)

onde as funções Sn eCs são dadas em (1.4.6), para m = 1 e n ∈ N.

Do primeiro item da Proposição 1.4.12, segue que x2n + ny2 = r2n. Derivando-se as
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expressões em (1.4.7), obtemos

ẋ = ṙCs(θ)− θ̇r Sn(θ)

ẏ = nrn−1ṙ Sn(θ) + θ̇rnCs2n−1(θ)

Multiplicando-se a primeira equação por [r2n−1Cs2n−1(θ)] e a segunda por [rn Sn(θ)] e

somando membro a membro obtemos

r2n−1Cs2n−1(θ)ẋ+ rn Sn(θ)ẏ = r2n−1(Cs2n(θ) + n Sn2(θ))ṙ.

Usando (1.4.7), temos

x2n−1ẋ+ yẏ = r2n−1ṙ.

Portanto,

ṙ =
x2n−1ẋ+ yẏ

r2n−1
.

Fazendo o produto da primeira equação com [nrn−1 Sn(θ)] e da segunda com [−Cs(θ)] e
efetuando cálculos similares, obtemos

θ̇ =
xẏ − nyẋ

rn+1
.

Deste modo, temos o sistema em coordenadas r e θ:



















ṙ =
x2n−1ẋ+ yẏ

r2n−1
,

θ̇ =
xẏ − nyẋ

rn+1
.

(1.4.8)

No Captítulo 3, retomaremos o tema blow up na prova de um dos teoremas fundamentais

desta dissertação.



Capítulo

2

Problema do centro-foco

Considere o sistema diferencial analítico no plano

{

ẋ = P (x, y),

ẏ = Q(x, y),
(2.0.1)

e X = P (x, y)
∂

∂x
+Q(x, y)

∂

∂x
o campo vetorial associado ao sistema (2.0.1). Seja p um

ponto singular de X.

Como vimos, o problema do centro-foco pode ser dividido em três casos distintos,

segundo o tipo do ponto singular do sistema diferencial analisado: não degenerado, de-

generado linearmente nulo, ou nilpotente. Neste capítulo, discutiremos o caso não de-

generado, apresentando alguns resultados importantes tais como o Teorema de Bautin, e

discutiremos brevemente o caso linearmente nulo.

2.1 Singularidades não degeneradas

Sabemos da teoria qualitativa de sistemas diferenciais planares que, se os autovalores

da matriz DX(p) são complexos conjugados não nulos α± iβ, então o ponto singular p é

monodrômico - cf. [44, 22].
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Se o traço de DX(p) for não nulo, então p é um foco (estável se α < 0 e instável caso

contrário).

Se o traço de DX(p) for nulo, então os autovalores são números imaginários puros, e

assim, p pode ser um foco ou um centro de X. O problema que visa distinguir entre esses

dois tipos de singularidades no caso de autovalores puramente imaginários é o clássico

problema do centro-foco de Lyapunov-Poincaré, ou simplesmente problema do centro-foco

para pontos singulares não degenerados.

Sob o ponto de vista teórico, o problema de encontrar condições necessárias para um

centro é solucionado pela determinação das constantes de Lyapunov. Apresentamos a

seguir, os principais resultados relacionados a este assunto.

2.1.1 Preâmbulo teórico

Nesta seção, desenvolveremos algumas ferramentas úteis na investigação de impor-

tantes propriedades da aplicação de Poincaré e da função sucessão. Em particular, obte-

remos uma mudança de coordenadas que será utilizada na demonstração da Proposição

(2.1.5), que por sua vez, permitirá calcular a expressão da derivada da aplicação de

Poincaré na origem.

Seja o sistema diferencial analítico planar da forma (2.0.1), e seja γ0 uma órbita fechada

de período τ > 0 deste sistema, parametrizada por

{

x = ϕ(t),

y = ψ(t),
t ∈ R

+

Como γ0 é periódica de período τ , ϕ, ψ também são funções periódicas de período τ .

Além disso, ϕ, ψ, sendo soluções do sistema analítico (2.0.1), são também analíticas, e

particularmente, possuem segundas derivadas contínuas.

Por cada ponto M = (ϕ(s), ψ(s)) da curva γ0, construímos uma seção transversal

contida na reta normal ao ponto M , com comprimento δ
√

ϕ′(s)2 + ψ′(s)2, δ > 0, em

ambos os lados de γ0 ao longo da normal.

Tomamos então δ > 0 suficientemente pequeno de forma a satisfazer o Lema 2.1.6.

Então, as extremidades internas (externas) em relação à curva γ0, das seções transversais
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de comprimento δ
√

ϕ′(s)2 + ψ′(s)2, contidas nas retas normais a cada ponto de γ0, formam

uma curva simples Γ1 (Γ2), como ilustrado na figura a seguir.

Figura 2.1: Órbita periódica γ0, curvas fechadas simples Γ1 e Γ2 e a região Ω

As curvas Γ1 e Γ2 então, são tais que definem uma região Ω no plano contendo inteira-

mente γ0. Observe que Ω é claramente homeomorfa a um anel circular.

Para δ > 0 suficientemente pequeno, o sistema (2.0.1) não tem singularidades em Ω,

pois a origem é uma singularidade isolada.

Considere as funções:
{

ϕ̄(s, n) = ϕ(s) + nψ′(s),

ψ̄(s, n) = ψ(s)− nϕ′(s).

definidas na faixa

{(s, n) ∈ R
2 | s ∈ (−∞,+∞), n ∈ (−δ, δ)}. (2.1.1)

onde s indica o tempo e ψ′(s) denota
dψ

ds
.

As funções ϕ̄ e ψ̄ possuem as seguintes propriedades:

1. ϕ̄ e ψ̄ são funções analíticas, uma vez que ϕ, ψ são analíticas;

2. ϕ̄ e ψ̄ e suas respectivas derivadas parciais são periódicas em s, de período τ ;

3. ϕ̄(s, 0) = ϕ(s)

ψ̄(s, 0) = ψ(s)

Ou seja, para n = 0, x = ϕ̄(s, n) e y = ψ̄(s, n) são as equações paramétricas de γ0,

onde o parâmetro s coincide com t.
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4. O determinante

△(s, n) = D(ϕ̄, ψ̄)

D(s, n)
=

∣

∣

∣

∣

∣

ϕ̄′s(s, n) ϕ̄′n(s, n)

ψ̄′s(s, n) ψ̄′n(s, n)

∣

∣

∣

∣

∣

para n = 0 é igual a △(s, 0) = −ϕ′(s)2 − ψ′(s)2 6= 0, pois ϕ e ψ parametrizam a

solução periódica γ0 em (2.0.1).

Ou seja, para n = 0, o determinante △(s, n) não se anula para qualquer s, −∞ <

s < +∞.

Observamos que ϕ̄′s(s, n) denota
∂ϕ̄(s, n)

∂s
, o mesmo valendo para as demais derivadas

parciais expressas acima.

Da propriedade (4), do fato do determinante ser uma função contínua, da compacidade

do segmento 0 ≤ s ≤ τ e usando a periodicidade das funções ϕ̄ e ψ̄ em s, segue que para

valores suficientemente pequenos de n, △(s, n) 6= 0.

Por fim, observamos que, se δ > 0 é suficientemente pequeno, todos os segmentos

normais a pontos distintos de γ0 são seções transversais para as trajetórias de (2.0.1)

contidas na região Ω - cf. [5].

Em resumo, δ > 0 precisa ser suficientemente pequeno para satisfazer as seguintes

condições:

1. Os segmentos de reta de comprimento 2δ
√

ϕ′(s)2 + ψ′(s)2, normais à solução peri-

ódica γ0 em pontos distintos não se interceptam. Disto segue que, em particular, a

região Ω é homeomorfa a um anel circular;

2. Todos os segmentos normais descritos no item anterior são seções transversais para

pontos pertencentes a trajetórias do sistema na região Ω;

3. Não existem singularidades de (2.0.1) em Ω;

4. O determinante △(s, n) é não nulo na faixa (2.1.1).

Mostraremos agora, que

{

x = ϕ̄(s, n) ≡ ϕ(s) + nψ′(s),

y = ψ̄(s, n) ≡ ψ(s)− nϕ′(s),
(2.1.2)
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é uma mudança de coordenadas local do sistema (2.0.1). Para tanto, é suficiente mostrar

que (2.1.2) é um homeomorfismo.

De fato:

(i) n = 0 é levado por (2.1.2) na curva γ0. As retas n = c, 0 < |c| < δ, paralelas ao

eixo s são levadas por (2.1.2) em curvas fechadas simples que não se interceptam,

ficando uma “contida” na outra, em Ω;

(ii) os pontos da forma {(s, n) ∈ R
2 | s = s0, n ∈ (−δ, δ)} são levados por (2.1.2) em

segmentos normais a γ0;

(iii) Dos dois itens anteriores, segue que (2.1.2) leva a faixa (2.1.1) sobrejetivamente na

região Ω. De fato, ∀ (x, y) ∈ Ω, (x, y) é a intersecção de uma curva fechada simples

Γ0 e de um segmento Σ0 normal a Ω. Tome n = c e s = s0 de tal forma que (2.1.2)

leve o primeiro em Γ0 e o segundo em Σ0;

(iv) Todos os pontos da forma (s+kτ, n0), k ∈ Z, com n0 fixado, são levados num mesmo

ponto da região Ω;

(v) Do item anterior, para cada s0 fixado, (2.1.2) é injetora em {(s, n) ∈ R
2 | s ∈

[s0, s0 + τ), n ∈ (−δ, δ)}.

Das propriedades acima, segue que (2.1.2) é um homeomorfismo local e portanto, uma

mudança de coordenadas local do sistema (2.0.1).

Seja a mudança de coordenadas (2.1.2). Diferenciando com respeito a t, obtemos:



















dx

dt
= ϕ̄′s

ds

dt
+ ϕ̄′n

dn

dt
= P (ϕ̄(s, n), ψ̄(s, n)),

dx

dt
= ψ̄′s

ds

dt
+ ψ̄′n

dn

dt
= Q(ϕ̄(s, n), ψ̄(s, n)).

(2.1.3)

Pela condição (4),△(s, n) 6= 0 na faixa (2.1.1). Portanto, o sistema (2.1.3) tem solução

para
ds

dt
e
dn

dt
:



























ds

dt
=
P (ϕ̄, ψ̄)ψ̄′n −Q(ϕ̄, ψ̄)ϕ̄′n

△(s, n) ,

dn

dt
=
Q(ϕ̄, ψ̄)ϕ̄′s − P (ϕ̄, ψ̄)ψ̄′s

△(s, n) .

(2.1.4)
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Sabemos que ϕ̄(s, 0) = ϕ(s), ψ̄(s, 0) = ψ(s), e como x = ϕ(t), y = ψ(t), 0 ≤ t < τ é

solução do sistema (2.0.1), temos:























∂ϕ̄(s, 0)

∂s
= P (ϕ̄(s, 0), ψ̄(s, 0)),

∂ψ̄(s, 0)

∂s
= Q(ϕ̄(s, 0), ψ̄(s, 0)),

(2.1.5)

para todo s, 0 ≤ s ≤ τ . Segue que:

P (ϕ̄(s, 0), ψ̄(s, 0))ψ̄′n(s, 0)−Q(ϕ̄(s, 0), ψ̄(s, 0))ϕ̄′n(s, 0) =

= ϕ̄′s(s, 0)ψ̄
′
n(s, 0)− ψ̄′s(s, 0)ϕ̄

′
n(s, 0) = △(s, 0). (2.1.6)

Pela condição △(s, n) 6= 0, concluímos que △(s, 0) 6= 0, para todo s, 0 ≤ s ≤ τ .

Portanto, o lado esquerdo da Eq. (2.1.6) não é nulo para todo s, 0 ≤ s ≤ τ .

Logo, pela continuidade de todas as funções envolvidas e da compacidade do segmento

0 ≤ s ≤ τ , segue que, para todos os valores suficientemente pequenos de n e para todo s,

0 ≤ s ≤ τ :

P (ϕ̄(s, n), ψ̄(s, n))ψ̄′n(s, n)−Q(ϕ̄(s, n), ψ̄(s, n))ϕ̄′n(s, n) 6= 0. (2.1.7)

Como as funções ϕ̄ e ψ̄ e suas derivadas são periódicas em s, a relação (2.1.7) é

satisfeita para todo s e para valores de n suficientemente pequenos. Podemos assumir

que (2.1.7) é satisfeita na faixa (2.1.1). Para tanto, basta escolher δ > 0 suficientemente

pequeno.

Por (2.1.7), o lado direito da primeira equação em (2.1.4) não se anula na faixa (2.1.1).

Portanto, as Eqs. (2.1.4) podem ser substituídas por uma única equação diferencial

dn

ds
=
Q(ϕ̄, ψ̄)ϕ̄′s − P (ϕ̄, ψ̄)ψ̄′s
P (ϕ̄, ψ̄)ψ̄′n −Q(ϕ̄, ψ̄)ϕ̄′n

= R(s, n), (2.1.8)

obtida pelo quociente da segunda equação de (2.1.4) pela primeira.

A função R(s, n) é definida e contínua na faixa (2.1.1), e continuamente diferenciável

com respeito a n em (2.1.1). Assim, ambos Teorema de Existência e Unicidade das
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Equações Diferenciais e o Teorema da Dependência Contínua em Relação às Condições

Iniciais - cf. [48, 31], são aplicáveis à Eq. (2.1.8).

Do Teorema de Existência e Unicidade segue que, para todo s0, e todo n0, |n0| < δ,

existe uma única solução de (2.1.8)

n = f(s; s0, n0), (2.1.9)

a qual está definida em algum intervalo (maximal) (s1, s2) contendo o ponto s0 e satisfaz

a condição inicial f(s0; s0, n0) = n0.

Por (2.1.2) e (2.1.5), segue que R(s, 0) ≡ 0.

Em consequência, n = 0 é solução da Eq. (2.1.8) e, consequentemente, o eixo s do

plano (s, n) é uma solução de (2.1.8).

Todas as soluções da Eq. (2.1.8), situadas na faixa (2.1.1), evidentemente coincidem

com as soluções de (2.1.4). Se s = s(t), n = n(t) é uma curva solução γ̂ de (2.1.4) e

(s0, n0) é um ponto desta curva, a solução n = f(s; s0, n0) de (2.1.4) é uma equação de γ̂

nas coordenadas s, n.

A mudança de coordenadas (2.1.2) leva γ̂ em x = ϕ̄(s(t), n(t)), y = ψ̄(s(t), n(t)), a

qual, em virtude da regularidade local de (2.1.2) é uma curva integral do sistema (2.0.1)

situada na região Ω, por construção. Seja γ esta curva. É claro que toda solução γ de

(2.0.1) em Ω é a imagem, em (2.1.2), de pelo menos uma curva integral γ̂ de (2.1.4) na

faixa (2.1.1), ou seja, é a imagem de pelo menos uma curva solução da Eq. (2.1.8).

A Eq. (2.1.9) de γ̂, no plano (s, n), pode ser tratada como uma equação nas coorde-

nadas s, n de γ, no plano (x, y). Posteriormente, usaremos este fato em nossa análise da

função sucessão.

Seja l o segmento da reta normal a γ0, contido em Ω̄ e que passa pelo ponto M0 da

curva γ0 correspondente a s = 0. Logo, l é uma seção transversal de (2.0.1).

Do Teorema de Existência e Unicidade e do Teorema da Dependência Contínua em

Relação às Condições Iniciais, e também do fato de que n = 0 é solução de (2.1.8),

obtemos os seguintes resultados:

Proposição 2.1.1. Toda solução n = f(s; s0, n0) da Eq. (2.1.8), para todo s0, 0 ≤ s0 ≤ τ

e n0 suficientemente pequeno, está definida para todo s, 0 ≤ s ≤ τ , e pode ser escrita na

forma n = f(s; 0, n∗0).
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Para o sistema (2.0.1), isto significa, em termos geométricos que, toda solução passando

por um ponto numa vizinhança suficientemente pequena de γ0 cruza a normal l (para

s = 0) bem como todas as outras normais a γ0 no anel Ω, e em seguida, cruza novamente

a normal l (para s = τ), conforme ilustrado na figura abaixo:

Figura 2.2: Interpretação geométrica da Prop. 2.1.1 para o sistema (2.0.1)

Observe que, para n = 0,
ds

dt
= 1 (veja (2.1.6) e (2.1.4)), e como tanto o numerador

quanto o denominador da expressão para
ds

dt
em (2.1.4) não revertem seus sinais na faixa

(2.1.1), segue que
ds

dt
> 0 em (2.1.1), isto é, um incremento em s corresponde a um

incremento em t, e vice-versa.

Proposição 2.1.2. Para todo ε > 0, existe η > 0, η = η(ε), tal que se |n0| < η, então

|f(s; 0, n0)| < ε, ∀s, 0 ≤ s ≤ τ.

Isso implica que a parte da solução de (2.0.1), situada entre dois pontos de intersecção

sucessivos da curva integral e da seção transversal, está completamente contido em Uε(γo),

se o primeiro ponto de intersecção corresponde a n0, o qual é menor que η em termos

absolutos.
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Aplicação de Poincaré

A aplicação de Poincaré, também conhecida como aplicação de primeiro retorno é,

provavelmente, a ferramenta mais básica para o estudo da estabilidade e bifurcação de

órbitas periódicas. Desenvolvida por Poincaré em 1881 - cf. [45], esta técnica oferece diver-

sas vantagens no estudo de EDO’s, tais como a redução de dimensão. A seguir, definimos

formalmente a aplicação de Poincaré e, em seguida, apresentamos diversas propriedades

importantes que serão utilizadas ao longo da dissertação.

Definição 2.1.3. Sejam um campo vetorial X de classe Cr, com r ≥ 1 ou r = ω

(analítico), γ uma órbita periódica de X passando por um ponto p e Σ uma seção transver-

sal de X em M0. Definimos a aplicação de Poincaré Π : Σ0 → Σ como a função de

primeiro retorno do fluxo em Σ, isto é, para cada ponto de Σ pertencente a uma órbita

suficientemente próxima de p, a aplicação de Poincaré fornece o primeiro ponto em que

a órbita intercepta Σ num tempo positivo.

Vale ressaltar que, na definição acima Σ0 é escolhido suficientemente pequeno de modo

que a aplicação Π esteja definida em todos os pontos em Σ0.

Proposição 2.1.4. Seja X um campo vetorial de classe Cr, com r ≥ 1 ou r = ω

(analítico). Então, a aplicação de primeiro retorno Π(x) associada a uma órbita fechada

γ de X, numa vizinhança da origem, é um difeomorfismo de classe Cr sobre sua imagem

Σ1.

Demonstração. Seja a aplicação de primeiro retorno Π : Σ0 → Σ, conforme Definição

2.1.3, com Σ uma seção transversal de X.

Seja V uma vizinhança da origem, dada pelo Corolário 1.2.4. Como ϕ(τ0, p) = p, existe

uma vizinhança Σ0 de p em Σ, tal que ϕ(τ0, q) ∈ V para todo q ∈ Σ0. Seja ξ : V → Σ a

aplicação definida no Corolário 1.2.4. Denotemos Π : Σ0 → Σ, Π(q) = ξ(ϕ(τ0, q)).

Uma outra expressão para a Aplicação de Poincaré é Π(q) = ϕ(τ0 + τ(ϕ(τ0, q)), q),

onde τ : V → R é o tempo τ(x) que leva a órbita por x em V para interceptar Σ. Do

Teorema da Função Implícita, segue que τ é de classe Cr.

Destas expressões, resulta que Π é da mesma classe de diferenciabilidade de X.
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A aplicação inversa Π−1 : Σ1 → Σ0 de Π é definida tomando-se o campo −X.

Logo, segue que Π é um difeomorfismo de classe Cr.

Proposição 2.1.5. [5] Seja o sistema diferencial analítico planar da forma (2.0.1), e seja

γ0 uma órbita fechada de período τ > 0 deste sistema, parametrizada por







x = ϕ(t),

y = ψ(t).

Então, a derivada da aplicação de Poincaré ao longo de uma seção transversal normal

a Γ0 = {x ∈ R
2 : x = γ0(t)− γ0(0), 0 ≤ t ≤ τ}, em x = 0, é dada por:

Π′(0) = exp





τ
∫

0

[P ′x(ϕ(s), ψ(s)) +Q′y(ϕ(s), ψ(s))] ds



 . (2.1.10)

Para demonstrarmos esta proposição, usaremos o seguinte lema:

Lema 2.1.6. Sejam o sistema diferencial analítico planar da forma (2.0.1), e γ0 uma

órbita fechada de período τ > 0 deste sistema. Se δ > 0 é suficientemente pequeno, então

nenhum par de segmentos de retas normais passando por dois pontos distintos de γ0 possui

pontos em comum.

A demonstração deste lema pode ser verificada em [5] (Appendix, subsection 4, pp.

470− 471).

Podemos agora, proceder à demonstração da Proposição 2.1.5:

Demonstração. (Proposição 2.1.5). Conforme discutido na Seção 2.1.1, sejam l seção

transversal de (2.0.1) passando pelo ponto M0 da curva fechada γ0, e f(s; s0, n0) solução

da Eq. (2.1.8).

Como s é crescente em t, é claro que a aplicação de primeiro retorno de Poincaré, Π, na

seção transversal l é f(τ, 0, n0). De fato, conforme observação feita na Proposição 2.1.1,

em termos geométricos, f(τ, 0, n0) indica o primeiro ponto em que uma órbita intercepta

a seção transversal l em tempo positivo (de fato, em t = τ). Portanto,

Π(n0) = f(τ, 0, n0). (2.1.11)
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Como n = 0 é uma solução da Eq. (2.1.8), segue que

Π(0) = f(τ ; 0, 0) ≡ 0. (2.1.12)

Por definição, f(s; 0, n0) é uma solução da Eq. (2.1.8). Logo,

df(s; 0, n0)

ds
= R(s, f(s; 0, n0)).

Diferenciando com respeito a n0, obtemos

∂

∂n0

(

df(s; 0, n0)

ds

)

=
∂R(s, f(s; 0, n0))

∂n

∂f(s; 0, n0)

∂n0

.

Como R(s, n) é uma função contínua com derivada parcial contínua com respeito a n, a

derivada mista no primeiro membro da Eq. (2.1.13) é contínua e independe da ordem de

diferenciação - cf. [46], Teorema 17, p. 197. Assim, podemos escrever:

d

ds

(

∂f(s; 0, n0)

∂n0

)

=
∂R(s, f(s; 0, n0))

∂n

∂f(s; 0, n0)

∂n0

. (2.1.13)

Por definição, f(0; 0, n0) ≡ n0. Portanto,

∂f(s; 0, n0)

∂n0

∣

∣

∣

∣

s=0

= 1. (2.1.14)

Tomando n0 = 0 na Eq. (2.1.13) e integrando com a condição inicial (2.1.14), obtemos

∂f(s; 0, n0)

∂n0

∣

∣

∣

∣

n0=0

= exp





s
∫

0

∂R(s, f(s; 0, 0))

∂n
ds



 . (2.1.15)

Por (2.1.12), segue quef(s; 0, 0) = 0. Assim, o integrando em (2.1.15) é igual a
∂R(s, 0)

∂n
.

Por outro lado, diferenciando (2.1.8) com respeito a n resulta em:

∂R(s, n)

∂n
=
−[P ′xϕ̄′n + P ′yψ̄

′
n]ψ̄

′
s + [Q′xϕ̄

′
n +Q′yψ̄

′
n]ϕ̄

′
s − Pψ̄′′sn +Qϕ̄′′sn

Pψ̄′n −Qϕ̄′n
+

+
Pψ̄′s −Qϕ̄′s

(Pψ̄′n −Qϕ̄′n)
2

∂

∂n
(Pψ̄′n −Qϕ̄′n)

(2.1.16)
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onde P = P (ϕ̄, ψ̄), P ′x = P ′x(ϕ̄, ψ̄), e assim por diante.

De (2.1.5) segue que, para n = 0, P (ϕ̄, ψ̄)ψ̄′s − Q(ϕ̄, ψ̄)ϕ̄′s ≡ 0. Consequentemente,

para n = 0, apenas a primeira fração permanece no lado direito da Eq. (2.1.16). Temos
∂ϕ

∂s
= P (ϕ(s), ψ(s)),

∂ψ

∂s
= Q(ϕ(s), ψ(s)).

Diferenciando com respeito a s, obtemos

ϕ′′(s) = P ′x(ϕ(s), ψ(s))ϕ
′(s) + P ′y(ϕ(s), ψ(s))ψ

′(s),

ψ′′(s) = Q′x(ϕ(s), ψ(s))ϕ
′(s) +Q′y(ϕ(s), ψ(s))ψ

′(s).

Logo,

P ′y(ϕ(s), ψ(s))ψ
′(s) = ϕ′′(s)− P ′x(ϕ(s), ψ(s))ϕ

′(s),

Q′y(ϕ(s), ψ(s))ψ
′(s) = ψ′′(s)−Q′x(ϕ(s), ψ(s))ϕ

′(s).
(2.1.17)

Tomando n = 0 em (2.1.16) e usando (2.1.2), (2.1.5), e (2.1.17), obtemos após algumas

manipulações algébricas simples:

∂R(s, 0)

∂n
= P ′x(ϕ(s), ψ(s)) +Q′y(ϕ(s), ψ(s))−

2[ϕ′(s)ϕ′′(s) + ψ′(s)ψ′′(s)]

[ϕ′(s)]2 + [ψ′(s)]2

= P ′x(ϕ(s), ψ(s)) +Q′y(ϕ(s), ψ(s))− [ln([ϕ′(s)]2 + [ψ′(s)]2)]′

O primeiro membro desta última relação é o integrando de (2.1.15). Portanto,

∂f(s; 0, n0)

∂n0

∣

∣

∣

∣

n0=0

= exp





s
∫

0

{[P ′x +Q′y]− [ln([ϕ′(s)]2 + [ψ′(s)]2)]′} ds





=
[ϕ′(0)]2 + [ψ′(0)]2

[ϕ′(s)]2 + [ψ′(s)]2
exp





s
∫

0

[P ′x(ϕ(s), ψ(s)) +Q′y(ϕ(s), ψ(s))] ds





(2.1.18)

De (2.1.11) e (2.1.18), tomando s = τ e lembrando que as funções ϕ e ψ e suas

respectivas derivadas são periódicas, obtemos a expressão para Π′(0):

Π′(0) =
∂f(τ ; 0, n0)

∂n0

∣

∣

∣

∣

n0=0

= exp





τ
∫

0

[P ′x(ϕ(s), ψ(s)) +Q′y(ϕ(s), ψ(s))] ds




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Nosso próximo passo é definir a função sucessão a partir da aplicação de Poincaré e

estudar suas propriedades.

Função sucessão

Definição 2.1.7. Seja Π(x) a aplicação de primeiro retorno para uma órbita fechada γ

de um sistema diferencial analítico (2.0.1). Definimos a função sucessão como sendo

d(x) = Π(x)− x

Apresentamos a seguir, algumas propriedades da função sucessão, relativas a sistemas

diferenciais analíticos da forma (1.2.1), isto é, sistemas em que a origem é um ponto singu-

lar isolado não degenerado, e os autovalores de sua parte linear na origem são complexos

conjugados λ1,2 = α± iβ, β 6= 0 (vide Proposição 1.2.8).

Seja um sistema diferencial analítico da forma (1.2.1). Efetuando-se mudança de

coordenadas polares
{

x = ρ cos(θ),

y = ρsen(θ)
(2.1.19)

segue que ẋ = ρ̇ cos(θ) − θ̇ρ sen(θ) e ẏ = ρ̇ sen(θ) + θ̇ρ cos(θ), onde ẋ =
dx

dt
, valendo a

mesma notação para as demais variáveis. Assim,

ρ̇ =ẋ cos(θ) + ẏ sen(θ)

(2.1.19)
= cos(θ)(αρ cos(θ)− βρ sen(θ) + F (ρ cos(θ), ρ sen(θ)))

+ sen(θ)(βρ cos(θ) + αρ sen(θ) +G(ρ cos(θ), ρ sen(θ))).

Denotando F (ρ cos(θ), ρ sen(θ)) ..= F (ρ, θ) e G(ρ cos(θ), ρ sen(θ)) ..= G(ρ, θ) e efetuando

cálculos simples, obtemos:

ρ̇ = αρ+ F (ρ, θ) cos(θ) +G(ρ, θ) sen(θ) ..= Φ(ρ, θ)
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Analogamente,

ρθ̇ =− ẋ sen(θ) + ẏ cos(θ)

=− sen(θ)(αρ cos(θ)− βρ sen(θ) + F (ρ, θ))+

+ cos(θ)(βρ cos(θ) + αρ sen(θ) +G(ρ, θ)).

Logo,

θ̇ = β +
cos(θ)G(ρ, θ)

ρ
− sen(θ)F (ρ, θ)

ρ
..= β +Ψ(ρ, θ)

Obtemos, deste modo, o seguinte sistema diferencial analítico:



















dρ

dt
= Φ(ρ, θ),

dθ

dt
= β +Ψ(ρ, θ)

(2.1.20)

onde

Φ(ρ, θ) = αρ+ F (ρ cos(θ), ρ sen(θ)) cos(θ) +G(ρ cos(θ), ρ sen(θ)) sen(θ),

Ψ(ρ, θ) =
G(ρ cos(θ), ρ sen(θ))

ρ
cos(θ)− F (ρ cos(θ), ρ sen(θ))

ρ
sen(θ).

Assumiremos que Ψ(0, θ) ≡ 0, −∞ < θ < +∞. Esta condição garante a continuidade da

função Ψ.

Usando argumentos semelhantes aos empregados na obtenção da Eq. (2.1.8) (vide

seção 2.1.1), o sistema (2.1.20) pode ser reduzido para:

dρ

dθ
= R(ρ, θ) =

Φ(ρ, θ)

β +Ψ(ρ, θ)
. (2.1.21)

O sistema (2.1.20) e a Eq. (2.1.21) são considerados na faixa −ρ∗ < ρ < +ρ∗ do plano

(ρ, θ), onde ρ∗ é um inteiro positivo suficientemente pequeno.

Efetuando-se cálculos simples, constatamos que a função R(ρ, θ) tem derivada parcial

contínua com respeito a ρ em toda a faixa definida acima, e

∂R(ρ, θ)

∂ρ

∣

∣

∣

∣

ρ=0

=
α

β
, (2.1.22)
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para todo valor de θ.

Podemos então, aplicar os Teorema de Existência e Unicidade e Teorema da Dependên-

cia Contínua em Relação às Condições Iniciais à Eq. (2.1.21), na faixa −ρ∗ < ρ < +ρ∗.

Logo, para quaisquer θ0 e ρ0, |ρ0| < ρ∗, existe uma única solução de (2.1.21):

ρ = f(θ, θ0, ρ)

satisfazendo a condição

f(θ0, θ0, ρ0) ≡ ρ0. (2.1.23)

Convém salientar que, a solução acima está definida em algum intervalo (maximal)

(θ1, θ2) contendo o ponto θ0. Além disso,

f(θ; θ0, 0) ≡ 0 (2.1.24)

e assim, ρ ≡ 0 é uma solução de (2.1.21).

Por definição, f(θ; 0, ρ0) satisfaz
df(θ; 0, ρ0)

dθ
= R(f(θ; 0, ρ0), θ).

Agora, aplicando argumentos semelhantes àqueles empregados na demonstração da

Proposição 2.1.5, obtemos:

∂f(θ; 0, 0))

∂ρ0
= exp

(

2π
α

β

)

. (2.1.25)

É importante destacar que a Eq. (2.1.21) não é afetada pela substituição simultânea

de ρ por −ρ e de θ por θ + π. Mais precisamente, se ρ = ρ(θ) é uma solução de (2.1.21),

e se ρ∗ = −ρ e θ∗ = θ + π, então
dρ∗

dθ∗
= R(ρ∗, θ∗). De fato,

dρ∗

dθ∗
= − dρ

d(θ + π)
= −dρ

dθ
= −R(ρ, θ) = R(ρ∗, θ∗)

A última igualdade segue diretamente de (2.1.20) e (2.1.21). Logo, se ρ = ρ(θ) é uma

solução da Eq. (2.1.21), então

d(−ρ)
d(θ + π)

= R(−ρ, θ + π) ≡ −R(ρ, θ). (2.1.26)
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De maneira análoga à seção 2.1.1, podemos definir a aplicação de primeiro retorno

sobre o raio θ = θ0, como

Πθ0(ρ0) = fθ0(ρ0) = f(θ0 + 2π; θ0, ρ0) (2.1.27)

Portanto, a função sucessão é dada por

dθ0(ρ0) = fθ0(ρ0)− ρ0 (2.1.28)

Em muitos casos, não há prejuízo em tomarmos θ0 = 0 (bastando para isso, fazer uma

rotação de θ0 no sistema). Então, em geral, podemos tomar a aplicação de Poincaré e a

função sucessão como sendo, respectivamente

Π(ρ0) = f(2π; 0, ρ0)

d(ρ0) = Π(ρ0)− ρ0 = f(2π; 0, ρ0)− ρ0.
(2.1.29)

Proposição 2.1.8. Sejam um sistema diferencial analítico da forma (2.1.20) (expressão

de (1.2.1) em coordenadas polares), tal que a origem seja um ponto singular isolado não de-

generado, Π(ρ0) a função de primeiro retorno deste sistema definida numa seção transver-

sal Σ, e d(ρ0) a função sucessão. Então a derivada da função sucessão ao longo da seção

transversal, na origem, vale d′(0) = exp

(

2π
α

β

)

− 1.

Demonstração. As expressões da aplicação de primeiro retorno e da função sucessão

são dadas por (2.1.29). Derivando essas expressões em relação a ρ0 obtemos:

Π′(ρ0) =
∂f(2π; 0, ρ0)

∂ρ0

d′(ρ0) =
∂f(2π; 0, ρ0)

∂ρ0
− 1.

Para ρ0 = 0, e usando (2.1.25), segue que

d′(0) =
∂f(2π; 0, 0)

∂ρ0
− 1 = exp

(

2π
α

β

)

− 1.
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Desta proposição, segue imediatamente que a expressão da derivada da aplicação de

primeiro retorno em zero vale Π′(0) = exp

(

2π
α

β

)

. Além disso, para sistemas diferenciais

analíticos da forma (1.2.1), com autovalores puramente imaginários, isto é, com α =

0, β 6= 0, segue que as expressões das derivadas da aplicação de primeiro retorno e da

função sucessão, em zero, se reduzem respectivamente a Π′(0) = 1, e d′(0) = 0.

Proposição 2.1.9. Sejam um sistema diferencial analítico da forma (2.1.20) (expressão

de (1.2.1) em coordenadas polares), dθ0(ρ0) a função sucessão sobre o raio θ = θ0, e

ρ = ρ(θ) uma solução de (2.1.21). Então

dθ0(−ρ) = −dθ0+π(ρ) = −f(θ0 + 3π; θ0 + π, ρ) + ρ.

Demonstração. Por (2.1.28), segue que

dθ0(−ρ0) = f(θ0 + 2π; θ0,−ρ0)− (−ρ0), (2.1.30)

onde ρ = f(θ; θ0,−ρ0) é solução da Eq. (2.1.21) para as condições iniciais θ = θ0, ρ = −ρ0.

Considere a solução da Eq. (2.1.26) para condições iniciais ρ∗ = −ρ = ρ0, θ
∗ = θ+π =

θ0 + π. Esta solução tem a forma:

ρ∗ = −ρ = f(θ∗; θ0 + π, ρ0) = f(θ + π; θ0 + π, ρ0).

Portanto, para as condições iniciais particulares escolhidas ρ = −f(θ+π; θ0+π, ρ0). Mas

a condição ρ∗ = ρ0, para θ∗ = θ0 + π é equivalente à condição ρ = −ρ0 para θ = θ0. Em

virtude do Teorema de Existência e Unicidade,

−f(θ + π; θ0 + π, ρ0) ≡ f(θ; θ0,−ρ0). (2.1.31)

Por (2.1.30), (2.1.31), (2.1.27) e (2.1.28), segue que

dθ0(−ρ0) = f(θ0 + 2π; θ0,−ρ0)− (−ρ0) = −f(θ0 + 3π; θ0 + π, ρ0) + ρ0

= −[fθ0+π(ρ0)− ρ0] = −dθ0+π(ρ0).

Substituindo ρ por ρ0, obtemos a expressão desejada.
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Proposição 2.1.10. Nas condições da proposição anterior, se existir r1 > 0 tal que, para

todo ρ, 0 < |ρ| ≤ r1, dθ0(ρ) > 0 (dθ0(ρ) < 0), então também existe r2 > 0 tal que para

todo ρ, 0 < |ρ| ≤ r2, dθ0(−ρ) < 0 (dθ0(−ρ) > 0, respectivamente). Portanto, para todo

ρ, 0 < |ρ| ≤ r = min(r1, r2), vale dθ0(ρ)dθ0(−ρ) < 0.

Demonstração. Faremos a demonstração para o caso em que para todo ρ, 0 < ρ ≤ r1,

dθ0(ρ) > 0. O caso dθ0(ρ) < 0 é análogo.

Seja Σ uma seção transversal local parametrizada por (ρ, θ), 0 < ρ ≤ r1, θ = θ0.

Então, todas as órbitas do sistema (1.2.1), passando pelos pontos da forma (θ0, ρ), não

são fechadas. De fato, estas órbitas são espirais que divergem da origem para t → ∞.

Logo, todas essas órbitas cruzam os raios θ =constante, em particular, o raio θ = θ0 + π.

A aplicação de primeiro retorno Πθ0+π(ρ) = f(θ0 + 2π; θ0 + π, ρ) e a função sucessão

dθ0+π(ρ) = Πθ0+π(ρ)−ρ estão a priori definidas para todo ρ, 0 < |ρ| ≤ r2, onde r2 é algum

inteiro positivo suficientemente pequeno tal que Π e dθ0+π estejam bem definidas em Σ.

Como por hipótese, dθ0(ρ) > 0, segue que para todo ρ, 0 < |ρ| ≤ r2, temos dθ0+π(ρ) >

0. Então, pela Proposição 2.1.9, a função dθ0(−ρ) = −dθ0+π(ρ) está definida para todo

ρ, 0 < |ρ| ≤ r2 e é negativa.

Desta forma, para todo ρ, 0 < |ρ| ≤ r = min(r1, r2), temos dθ0(ρ)dθ0(−ρ) < 0.

A figura a seguir fornece uma interpretação geométrica do argumento.

Figura 2.3: Interpretação geométrica da Prop. 2.1.10
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Proposição 2.1.11. Nas condições da proposição anterior, se existir k tal que

d′(0) = d′′(0) = ... = dk−1 = 0, dk 6= 0, (2.1.32)

então k é um número ímpar.

Demonstração. Por (2.1.20) e (2.1.21), concluímos que ρ ≡ 0 é uma solução do sistema

(2.1.21) e portanto, f(0) = d(0) = 0. Como o sistema (2.1.21) é analítico, pela Proposição

2.1.4 segue que Π e d são analíticas numa vizinhança da origem. Usando estes fatos e a

hipótese (2.1.32), segue que a expansão em série de Taylor da função sucessão é dada por

d(ρ0) =
d(k)(ρ0)

k!
ρk0 + o(‖ρ0‖k+1)

Logo, se k for par, d(ρ0) tem o mesmo sinal para todo valor de ρ0 suficientemente pequeno,

coincidindo com o sinal de
d(k)(ρ0)

k!
. Entretanto, isto contradiz a Proposição 2.1.10. Assim,

k deve ser ímpar.

2.1.2 Constantes de Lyapunov

Nesta seção, apresentaremos as constantes de Lyapunov, uma das ferramentas fun-

damentais no estudo do problema do centro-foco em sistemas diferenciais com singular-

idades não degeneradas. Consideramos sistemas da forma (1.2.1), com α = 0, conforme

Proposição 1.2.8. Observamos que, após mudança de variáveis e reescalonamento de

tempo convenientes, tais sistemas assumem a forma (1.2.5).

Seja um sistema diferencial analítico da forma (1.2.5), tendo a origem como singu-

laridade não degenerada (a origem pode ser tomada como ponto singular sem perda de

generalidade, conforme mostrado no Lema 1.2.7), e sua respectiva Aplicação de Poincaré,

dada por:

Π : U ∩ [0, α) −→ (0, β),

onde os intervalos [0, α) e (0, β) são subconjuntos do semieixo OX+.

Para qualquer ponto da forma (x, 0) ∈ R
2, 0 < x < α, a Aplicação de Poincaré fornece

o primeiro retorno (Π(x), 0) ao semieixo OX+, da órbita que passa por (x, 0), Π(0) = 0.



56 Problema do centro-foco

Pela Proposição 2.1.4, a Aplicação de Poincaré do sistema (1.2.1) é analítica numa

vizinhança U da origem. Além disso, pela Proposição 2.1.8, Π′(0) = 1.

Então, a expansão em série de Taylor da Aplicação de Poincaré, na vizinhança U da

origem, é dada por:

Π(x) = x+
∑

n≥2

Πn(0)

n!
xn. (2.1.33)

A Proposição 2.1.11 assegura que o primeiro termo não-nulo em (2.1.33), caso exista,

tem grau ímpar.

Observe que, se Π(x) = x, isto é,
Πn(0)

n!
≡ 0, ∀n ≥ 2, então a órbita passando

por (x, 0) é periódica. Como x é um valor qualquer tomado em U ∩ [0, α), com [0, α)

subconjunto do semieixo OX+, segue que todas as órbitas passando por pontos em U ∩
[0, α) são periódicas. Ou seja, a origem é um centro. Por outro lado, se existir k ∈ N

∗, tal

que
Π2k+1(0)

2k + 1!
6= 0, então a aplicação de primeiro retorno não é igual à função identidade

e neste caso, temos um foco. Estas propriedades motivam a seguinte definição:

Definição 2.1.12. [38] O número real

V2k+1 =
Π2k+1(0)

(2k + 1)!
(2.1.34)

para k ∈ N
∗, é denominado a k-ésima constante de Lyapunov.

Segue das considerações acima que, se para algum k ≥ 1 temos V3 = V5 = ... =

V2k−1 = 0 e V2k+1 6= 0, então a origem é um foco. Se por outro lado, todas as constantes

de Lyapunov forem nulas, então a função de primeiro retorno é igual à função identidade

e assim, a origem é um centro. Para maiores detalhes, consultar [7].

Para sistemas representados por equações da forma (1.2.5), é possível mostrar que as

constantes de Lyapunov são polinômios nos coeficientes de F e G - cf. [5]. Desta forma,

podemos obter as condições necessárias para que a origem seja um centro, impondo que

as constantes de Lyapunov sejam nulas.

Vale ressaltar que, no caso em que as funções F e G (Eq. (1.2.5)) são polinômios de

grau k fixado, pelo Teorema da Base de Hilbert é necessário calcular apenas um número

finito de constantes de Lyapunov para obter a caracterização de uma família de sistemas

diferenciais. Entretanto, existem obstruções significativas nesta abordagem:
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• Obstruções computacionais: os algoritmos desenvolvidos para computar as cons-

tantes de Lyapunov precisam manipular extensas e complexas expressões algébricas,

especialmente para famílias de sistemas com uma grande quantidade de parâmet-

ros. Mesmo o uso de sofisticadas técnicas, como as ferramentas de álgebra simbólica

computacional, ainda não são capazes de lidar com a manipulação algébrica exigida

de maneira satisfatória. Para ilustrar o tipo e grau das dificuldades encontradas,

considere que para sistemas analíticos genéricos do tipo (1.2.5), V7 é um polinômio

com 526 monômios nos coeficientes de F e G, e V9 tem aproximadamente 3800

monômios;

• Obstruções de suficiência: o Teorema da Base de Hilbert, embora estabeleça a

existência de uma quantidade finita de constantes Lyapunov a serem calculadas para

caracterização de um sistema ou família de sistemas da forma (1.2.5), não explicita

que quantidade é essa. Assim, não temos ideia, na prática, de quantas constantes

de Lyapunov precisamos calcular para decidir se a singularidade é um foco ou um

centro.

Para ilustrar a complexidade da computação simbólica envolvida, chamamos a atenção

para o fato de que, enquanto uma forma geral para a primeira e segunda constantes de

Lyapunov foram obtidas para sistemas analíticos reais planares já nos anos 40-50 do século

passado - cf. [10], as formas gerais da terceira e quarta constantes de Lyapunov foram

computadas apenas em 2008 - cf. [34], e suas expressões ocupam cerca de 4 e 45 páginas,

respectivamente.

2.1.3 Algoritmo de Lyapunov

Descreveremos agora, um método computacionalmente mais eficiente - cf. [10, 12].

Este processo, desenvolvido por Lyapunov, é puramente algébrico. A ideia é construir

recursivamente funções de Lyapunov que podem ser utilizadas para determinar a estabi-

lidade do ponto singular.

Inicialmente, apresentamos algumas definições importantes, que serão usadas ao longo

desta seção.

Definição 2.1.13 (Estabilidade de Lyapunov). Conside um sistema ẋ = f(t, x), onde

f : U → R
n é contínua e tal que U ⊂ R × R

n é um aberto. Seja ϕ(t) uma órbita deste
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sistema, definida para todo t ≥ 0. Então ϕ(t) é estável se ∀ǫ > 0, ∃δ(ǫ) > 0 tal que se

ψ(t) é uma outra solução do sistema e |ψ(0) − ϕ(0)| < δ, temos ψ(t) definida para todo

t ≥ 0 e |ψ(t)− ϕ(t)| < ǫ, ∀t ≥ 0.

Definição 2.1.14 (Estabilidade assintótica). Dizemos que ϕ(t) é assintoticamente estável

se for estável por Liapunov e, além disso, existir um δ tal que se |ψ(0) − ϕ(0)| < δ ⇒
lim
t→∞

|ψ(t)− ϕ(t)| = 0.

Considere Hn o espaço vetorial dos polinômios homogêneos de grau n nas variáveis x

e y.

Seja o sistema:
{

ẋ = −y + P (x, y),

ẏ = x+Q(x, y).
(2.1.35)

onde






















P (x, y) =
+∞
∑

j=2

Pj(x, y),

Q(x, y) =
+∞
∑

j=2

Qj(x, y).

com Pj, Qj ∈ Hj, j ≥ 2. Observe que a origem é uma singularidade isolada de (2.1.35).

Além disso, considere uma função V representada formalmente por:

V (x, y) =
1

2
(x2 + y2) +

+∞
∑

j=3

Vj(x, y) (2.1.36)

onde cada Vj ∈ Hj, j ≥ 3 e X(x, y) = (−y + P (x, y), x + Q(x, y)) é o campo vetorial

associado ao sistema (2.1.35).

Para determinarmos a estabilidade da origem, analisaremos a derivada de V na direção

do campo vetorial X, conforme definição abaixo:

LXV (x, y) ..= V̇ (x, y) = ∇V (x, y) ·X(x, y). (2.1.37)

Se V (x, y) > 0 e V̇ (x, y) =≤ 0 em alguma vizinhança da origem, então V é chamada

de função de Lyapunov para o sistema (2.1.35), em (x, y) = (0, 0) - cf. [44].

O teorema a seguir trata da estabilidade do ponto singular para o sistema (2.1.35).
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Teorema 2.1.15. Se V é uma função de Lyapunov em (x, y) = (0, 0) para o sistema

(2.1.35) em alguma vizinhança da origem, então o ponto de equilíbrio na origem é estável.

Se, além disso, V̇ < 0, então a singularidade na origem é assintoticamente estável.

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [16].

A ideia de Lyapunov foi construir recursivamente a função V por meio de sucessivas

aplicações do Teorema 2.1.15 ao sistema (2.1.35). Mostraremos que a construção da função

V produz os coeficientes da expansão de Taylor da função sucessão e consequentemente,

fornece as constantes de Lyapunov para o sistema (2.1.35).

Seja o campo vetorial planar R(x, y) = (−y, x) e observe que, se V é uma função

definida no plano, então a derivada de V na direção do campo vetorial R pode ser vista

como a ação de um operador diferencial linear em V, definido por:

LR ..= −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
.

Em particular, LR atua no espaço vetorial Hn da seguinte forma:

(LRV ) (x, y) = −yVx(x, y) + xVy(x, y).

Aplicando a definição dada pela Eq. (2.1.37), obtemos:

LXV (x, y) =
(

−y +
+∞
∑

j=2

Pj(x, y)

)(

x+
+∞
∑

j=3

Vjx(x, y)

)

+

(

x+
+∞
∑

j=2

Qj(x, y)

)(

y +
+∞
∑

j=3

Vjy(x, y)

)

onde os subscritos x e y denotam as derivadas parciais em relação às respectivas variáveis.

Além disso, se coletarmos os termos do segundo membro desta identidade, de acordo com

seus graus, temos:

LXV (x, y) = xP2(x, y) + yQ2(x, y) + (LRV3)(x, y) +O(‖x2 + y2‖2), (2.1.38)

com xP2(x, y) + yQ2(x, y) ∈ H3.

As provas dos próximos lemas e teoremas encontram-se em [16].
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Lema 2.1.16. Se n é um inteiro ímpar, então LR : Hn → Hn é um isomorfismo linear.

Pelo Lema 2.1.16, existe algum V3 ∈ Hn tal que

(LRV3)(x, y) = −xP2(x, y)− yQ2(x, y).

Com esta escolha de V3, os termos de ordem 3 em Eq. (2.1.38) se anulam e portanto

temos:

LXV (x, y) =xP3(x, y) + yQ3(x, y) + V3x(x, y)P2(x, y) + V3y(x, y)Q2(x, y)

+ (LRV4)(x, y) +O(‖x2 + y2‖ 5

2 ).
(2.1.39)

Lema 2.1.17. Se n = 2k, k ∈ N
∗, então o núcleo da transformação linear LR : Hn → Hn

tem dimensão um e é gerado por (x2 + y2)k ∈ Hn.

Por este lema, existe um polinômio homogêneo V4 ∈ Hn, tal que a Eq. (2.1.39) assume

a forma:

LXV (x, y) = L4(x
2 + y2)2 +O(‖x2 + y2‖ 5

2 ).

onde L4 é uma constante com respeito às variáveis x e y.

Se L4 6= 0, então a função

V (x, y) =
1

2
(x2 + y2) + V3(x, y) + V4(x, y), (2.1.40)

determina a estabilidade da origem. Mais precisamente, se L4 < 0, então V é uma função

de Lyapunov em alguma vizinhança da origem e o ponto de equilíbrio é assintoticamente

estável. Se L4 > 0, então o ponto de equilíbrio é instável.

Observação 2.1.18. Este resultado sobre estabilidade não exige que o campo de vetores

X seja analítico. Além disso, os cálculos formais com V são justificados, pois a função

de Lyapunov dada pela expressão (2.1.40), que é um requisito para aplicação do Teorema

2.1.15, é, de fato, um polinômio.

Por outro lado, se L4 = 0, então, pelo mesmo procedimento feito anteriormente,

podemos obter uma nova expressão de V , tal que o termo líder de LX é L6(x
2 + y2)3 e

assim sucessivamente.

Os teoremas a seguir fornecem resultados bastante úteis com respeito a estabilidade.
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Teorema 2.1.19. Se L2n = 0, n = 2, ..., N , mas L2N+2 6= 0, então a estabilidade do

ponto singular na origem está determinada. Mais precisamente, se L2N+2 < 0, então a

origem é assintoticamente estável. Se L2N+2 > 0, a origem é instável.

Teorema 2.1.20 (Centro de Lyapunov). Se o campo vetorial X é analítico e L2n =

0, ∀n ≥ 2, então a origem é um centro. Além disso, a série que define V é convergente

numa vizinhança da origem e representa uma função cujos conjuntos de nível contêm as

órbitas da equação diferencial correspondente ao campo X.

Os Teoremas 2.1.19 e 2.1.20 e o algoritmo desenvolvido para calcular a expressão de

V nos fornecem um método para investigar a estabilidade em sistemas analíticos com

singularidade não degenerada.

O resultado a seguir nos permite estabelecer uma relação entre os coeficientes L2n da

série de V e a constante de Lyapunov definida em 2.1.12.

Lema 2.1.21. Sejam V2a+1, a ∈ N a k−ésima constante de Lyapunov para o sistema

(2.1.35), e L2b, b ≥ 2 os coeficientes de V construídos como descrito anteriormente. Se

k ∈ N
∗ e L2j = 0, j = 1, ..., k − 1, então V2k−1 = 2πL2k.

O seguinte teorema é consequência direta das construções feitas até o momento.

Teorema 2.1.22. Seja o sistema diferencial quadrático planar







ẋ = λ1x− y − λ3x
2 + (2λ2 + λ5)xy + λ6y

2,

ẏ = x+ λ1y + λ2x
2 + (2λ3 + λ4)xy − λ2y

2,

com λ1 = 0. Então, as três primeiras constantes de Lyapunov (a menos de uma constante

2π), não nulas, são dadas por:

1. V1 = −λ5(λ3 − λ6);

2. V3 = λ2λ4(λ3 − λ6)(λ4 + 5λ3 − 5λ6);

3. V5 = −λ2λ4(λ3 − λ6)
2(λ3λ6 − λ22 − 2λ26).

A seguir, apresentamos os resultados obtidos por Bautin [20] na investigação dos sis-

temas diferenciais polinomiais de grau 2. Desses estudos, podemos compreender melhor

a observação anterior a respeito das obstruções no estudo de casos mais gerais.
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2.1.4 Campos vetoriais quadráticos no plano

O problema do centro-foco para campos de vetores quadráticos planares foi com-

pletamente solucionado por Frommer [21] e Bautin [10], embora sua investigação tenha

recebido contribuições relevantes de diversos outros matemáticos (o método de Kapteyn,

por exemplo, que investigou o problema do centro-foco cerca de 20 anos antes de Frommer

e Bautin oferecerem sua solução, pode ser encontrado em [20] pp. 183-193).

Nesta seção, apresentaremos um teorema devido a Bautin, que possibilita caracterizar

os centros em campos vetoriais quadráticos no plano. Destacamos que o método de-

senvolvido por Bautin permite não apenas resolver o problema do centro-foco para esses

sistemas, mas oferece ferramentas para investigar a bifurcação de ciclos limites. Nesta dis-

sertação, entretanto, não trataremos desse estudo (o método de Bautin para problemas

de bifurcação pode ser consultado em [47]).

Considere o sistema diferencial:

{

ẋ = a20x
2 + a11xy + a02y

2,

ẏ = b20x
2 + b11xy + b02y

2,
(2.1.41)

onde

(a10 − b01)
2 + 4a01b10 < 0. (2.1.42)

Esta é a forma geral de um sistema diferencial polinomial planar de grau 2, com uma

singularidade isolada na origem, tal que sua parte linear tem um centro em (0, 0). De fato,

é fácil ver que a origem é ponto singular de (2.1.41). Mais, se houvessem termos constantes

na Eq. (2.1.41), então (0, 0) não seria ponto singular do sistema. Por outro lado, da

condição (2.1.42) segue que a parte linear de Eq. (2.1.41) tem autovalores complexos

conjugados λ1,2 = α± iβ, β 6= 0.

Deste modo, a Eq. (2.1.41) satisfaz as hipóteses da Proposição 1.2.8, podendo ser

escrita na forma:


















dζ

dτ
= αζ − βη + A20ζ

2 + A11ζη + A02η
2,

dη

dτ
= βζ + αη +B20ζ

2 +B11ζη +B02η
2.
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Efetuando uma mudança de coordenadas do tipo homotetia-rotação

{

x = hζ + kη,

y = −kζ + hη

os termos de primeiro grau do sistema permanecem invariantes. O sistema, então, assume

a seguinte forma:


















dx

dτ
= αx− βy + A∗20x

2 + A∗11xy + A∗02y
2,

dy

dτ
= βx+ αy +B∗20x

2 +B∗11xy +B∗02y
2.

É possível escolher h e k tais que B∗20 +B∗02 = 0, a menos que B20 +B02 = A20 +A02 = 0

(para maiores detalhes consultar [20] pp. 184-193), de tal forma que o sistema finalmente

pode ser escrito como



















dx

dt
= λ1x− y − λ3x

2 + (2λ2 + λ5)xy + λ6y
2 ≡ P (x, y),

dy

dt
= x+ λ1y + λ2x

2 + (2λ3 + λ4)xy − λ2y
2 ≡ Q(x, y).

(2.1.43)

onde βτ = t, λ1 =
α

β
, β 6= 0 por (2.1.42).

Os coeficientes λ4, λ5 são introduzidos na equação da forma dada para simplificar as

condições para um centro na origem.

Portanto, o sistema diferencial planar de grau 2 (2.1.41), com uma singularidade iso-

lada na origem e que satisfaz a condição (2.1.42), pode ser transformado em um sistema

da forma (2.1.43). De agora em diante, vamos nos referir a esta forma.

Teorema 2.1.23 (Teorema de Bautin). [10] A origem do sistema (2.1.43) é um centro

se, e somente se, uma das seguintes condições for satisfeita:

1. λ1 = 0, λ3 − λ6 = 0;

2. λ1 = λ2 = λ5 = 0;

3. λ1 = λ4 = λ5 = 0;
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4. λ1 = λ5 = λ4 + 5(λ3 − λ6) = λ3λ6 − λ22 − 2λ26 = 0.

A demonstração completa deste teorema pode ser encontrada em [10, 20, 12].

A seguir, discutimos algumas etapas da demonstração.

Suponhamos inicialmente, que a origem do sistema (2.1.43) é um centro. Na Seção

2.1.2, mostramos a relação entre as constantes de Lyapunov e os coeficientes da expan-

são da série de Taylor da Aplicação de Poincaré. Se a origem do sistema é um centro,

então pela expressão (2.1.33), segue que a aplicação de primeiro retorno é a identidade.

Consequentemente, as constantes de Lyapunov são todas nulas. Em particular, as três

primeiras constantes de Lyapunov são nulas, isto é, V1 = V3 = V5 = 0. Pelo Teorema

2.1.22, as constantes de Lyapunov do sistema (2.1.43) são dadas por:

1. V1 = −λ5(λ3 − λ6);

2. V3 = λ2λ4(λ3 − λ6)(λ4 + 5λ3 − 5λ6);

3. V5 = −λ2λ4(λ3 − λ6)
2(λ3λ6 − λ22 − 2λ26).

Usando que V1 = V3 = V5 = 0, obtemos as quatro condições dadas no Teorema 2.1.23.

Suponhamos agora, que as condições 1− 4 do Teorema 2.1.23 são satisfeitas.

Escrevendo o sistema (2.1.43) em coordenadas polares x = r cos(θ), y = r sen(θ):























ṙ = λ1r + (3λ2 + λ5)r
2sen(θ)cos2(θ) + (2λ3 + λ4 + λ6)r

2sen2(θ)cos(θ)− λ2r
2sen3(θ)

−λ3r2cos3(θ),
θ̇ = 1 + (3λ3 + λ4)rsen(θ)cos

2(θ)− (3λ2 + λ5)rsen
2(θ)cos(θ) + λ2rcos

3(θ)

−λ6rsen3(θ).

Segue que, numa vizinhança suficientemente próxima da origem, a expressão abaixo é

analítica:

R(r, θ) =
dr

dθ
=
rλ1 + r2χ1(θ)

1 + rχ2(θ)
(2.1.44)

onde

χ1 =− λ3cos
3(θ) + (3λ2 + λ5)sen(θ)cos

2(θ) + (2λ3 + λ4 + λ6)sen
2(θ)cos(θ)− λ2sen

3(θ)

− λ3cos
3(θ),

χ2 =(3λ3 + λ4)sen(θ)cos
2(θ)− (3λ2 + λ5)sen

2(θ)cos(θ) + λ2cos
3(θ)− λ6sen

3(θ).
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Portanto, podemos expandir R(r, θ) em potências de r:

R(r, θ) = R1r +R2(θ)r
2 +R3(θ)r

3 + ... . (2.1.45)

onde

R1 = λ1;

R2 = χ1(θ)− λ1χ2(θ);

Rk = (−1)kχ1(θ)χ2(θ)
k−2 + (−1)k−1λ1χ2(θ)

k−1, k ≥ 2,

isto é, Rk (k ≥ 2) são polinômios em sen(θ) e cos(θ) e nos parâmetros λi, 1 ≤ i ≤ 6.

Se r(θ) é uma solução de (2.1.44), satisfazendo a condição inicial r(0) = r0, então

numa vizinhança da origem, podemos expandir essa solução em série de potências:

r = v1(θ, λi)r0 + v2(θ, λi)r
2
0 + v3(θ, λi)r

3
0 + ... . (2.1.46)

Para θ = 0, temos r(0) = r0 e desta forma,

r0 = r(0) = v1(0, λi)r0 + v2(0, λi)r
2
0 + v3(0, λi)r

3
0 + ...

e consequentemente, v1(0, λi) = 1 e vk(0, λi) = 0 ∀k ≥ 2.

Agora, fazendo a substituição de (2.1.46) em (2.1.45) e comparando os coeficientes das

potências de r obtemos:











































dV1
dθ

= v1R1;

dV2
dθ

= v2R1 + v21R2;

dV3
dθ

= v3R1 + 2v1v2R2 + v31R3

(2.1.47)

e assim por diante.

Se θ = 2π, de Eq. (2.1.46) temos:

r(2π) = v1(2π, λi)r0 + v2(2π, λi)r
2
0 + v3(2π, λi)r

3
0 + ... . (2.1.48)

A proposição a seguir nos fornece um resultado importante para completarmos a de-
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monstração.

Proposição 2.1.24. As funções vk(2π, λi), em (2.1.48), são funções integrais dos coefi-

cientes λi. Se λ1 = 0, então vk(2π, λi) se tornam polinômios homogêneos de grau (k− 1)

nos parâmetros λi, i = 2, ... , 6. Além disso:

v1(2π, λi) = e2πλ1;

v2(2π, λi) = λ1ψ
(1)
2 ;

v3(2π, λi) = v̄3 + λ1ψ
(1)
3 ;

v4(2π, λi) = v̄3ψ
(3)
4 + λ1ψ

(1)
4 ;

v5(2π, λi) = v̄5 + v̄3ψ
(3)
5 + λ1ψ

(1)
5 ;

v6(2π, λi) = v̄5ψ
(5)
6 + v̄3ψ

(3)
6 + λ1ψ

(1)
6 ;

v7(2π, λi) = v̄7 + v̄5ψ
(5)
7 + v̄3ψ

(3)
7 + λ1ψ

(1)
7 ;

vk(2π, λi) = v̄7ψ
(7)
k + v̄5ψ

(5)
k + v̄3ψ

(3)
k + λ1ψ

(1)
k , k > 7,

onde

v̄3 = −1
4
πλ5(λ3 − λ6),

v̄5 =
1
21
πλ2λ4(λ3 − λ6)(λ4 + 5λ3 − 5λ6),

v̄7 =
25
32
πλ2λ4(λ3 − λ6)

2(λ3λ6 − 2λ26 − λ22)

e ψ
(j)
k são funções integrais dos λi.

Vale observar que, por recorrência e pela aplicação das condições 1 − 4 do Teorema

2.1.23, obtemos as expressões de v1 a v7. Para a prova de vk, k ≥ 8, sugerimos consultar

[53, 12].

Na Seção 2.1.2, mostramos a relação entre as constantes de Lyapunov e os coeficientes

da expansão da série de Taylor da aplicação de Poincaré (vide (2.1.33)). Observe que as

funções vi(2π, λi), i ≥ 2 definidas acima, são justamente os coeficientes da expansão da

série de Taylor da aplicação de Poincaré dada na Eq. (2.1.46), para θ = 2π. Portanto,

satisfeitas as condições 1−4 do Teorema 2.1.23, segue pela Proposição 2.1.24 que, todas as

constantes de Lyapunov são nulas e consequentemente, a origem de (2.1.43) é um centro.

2.2 Singularidades degeneradas linearmente nulas

Singularidades degeneradas podem ser do tipo nilpotente, elementares ou linearmente

nulas - cf. Definição 1.1.10. Em geral, para pontos singulares degenerados o problema do
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centro-foco pode ser decomposto em duas partes - cf. [1, 38]:

1. problema da monodromia, que consiste em determinar sob quais condições o ponto

singular é monodrômico;

2. problema da estabilidade, que visa decidir, uma vez conhecido que o ponto singular

é monodrômico, se é um centro ou um foco.

De acordo com Andronov at al. [5], pontos singulares elementares podem ser apenas

do tipo sela, nó, ou sela-nó e portanto, não são monodrômicos. O caso de singularidades

nilpotentes será estudado, em detalhes, no Capítulo 3.

A caracterização de centros para pontos singulares degenerados com parte linear iden-

ticamente nula ainda é um caso em aberto. Os resultados obtidos até o momento se

referem a famílias específicas de sistemas diferenciais - cf. [38, 24, 9].

Em geral, a investigação do problema do centro-foco para este tipo de singularidade se

divide em duas modalidades, dependendo da existência ou não de direções características.

No caso em que o ponto singular não tem direções características, sua estabilidade pode

ser investigada por meio de ferramentas como as constantes de Lyapunov generalizadas,

dentre outras. As principais dificuldades que surgem são do tipo computacional - cf.

[27]. Na presença de direções características, diversas técnicas vem sendo desenvolvidas,

mas nenhuma tão eficiente quanto as técnicas usadas nos casos de singularidades não

degeneradas e nilpotentes - cf. [38].

Apresentamos a seguir, alguns resultados extraídos de [29].

Seja p uma singularidade degenerada com parte linear identicamente nula que, sem

perda de generalidade, consideraremos como sendo a origem, de um sistema diferencial

analítico. Então, de acordo com a Proposição 1.2.11, este sistema pode ser escrito na

forma
{

ẋ = F (x, y),

ẏ = G(x, y),
(2.2.1)

onde F (x, y) e G(x, y) são funções analíticas numa vizinhança da origem, com F (0, 0) =

G(0, 0) = DF (0, 0) = DG(0, 0) = 0.

No que se segue, um centro de um sistema diferencial analítico em R
2 é chamado de

degenerado se puder ser escrito na forma (2.2.1).

Com base nos resultados que serão posteriormente apresentados na Seção 3.2, para os

chamados centros nilpotentes, apresentamos a seguinte definição:
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Definição 2.2.1. Suponhamos que a origem do sistema diferencial analítico (2.2.1) seja

um centro. Dizemos que este sistema é limite de centros lineares se existem funções

analíticas G1 e G2 em x, y, e ε, sem termos constantes e lineares em x e y, tais que o

sistema

ẋ = εy + F1(x, y) + εG1(x, y, ε), ẏ = −εx+ F2(x, y) + εG2(x, y, ε) (2.2.2)

tem um centro linear na origem, para todo ε 6= 0 suficientemente pequeno.

A partir desta definição, enunciamos o seguinte teorema:

Teorema 2.2.2. Suponha que a origem do sistema diferencial analítico real (2.2.1) é

monodrômica, e que o sistema é limite de centros lineares da forma (2.2.2). Suponha

ainda que não existe ponto singular de (2.2.2) tendendo para a origem, quando ε tende a

zero. Então, o sistema (2.2.1) tem um centro na origem.

A demonstração deste teorema é análoga àquela do Teorema 3.2.5, da Seção 3.2. A

condição de ausência de pontos singulares tendendo à origem, quando ε tende a zero,

pode ser facilmente verificada usando os termos de menor ordem do sistema perturbado

(2.2.2).

Uma das dificuldades na investigação do problema do centro-foco para este tipo de

singularidades vem do fato de que este problema pode não ser algebricamente solúvel,

isto é, pode não existir uma sequência infinita de expressões polinomiais independentes

envolvendo os coeficientes do sistema, de tal forma que seu anulamento simultâneo garanta

a existência de um centro - cf. [32].

O próximo resultado trata de centros degenerados que são limite de centros lineares.

Teorema 2.2.3. Para um centro analítico degenerado, as seguintes afirmações são váli-

das:

(a) Um centro degenerado hamiltoniano é sempre limite de centros hamiltonianos line-

ares;

(b) Um centro degenerado reversível no tempo é sempre limite de centros lineares rever-

síveis no tempo;
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(c) Existem centros degenerados que não são hamiltonianos ou reversíveis no tempo,

que são limite de centros lineares;

(d) Centros degenerados insolúveis algebricamente não são limite de centros lineares;

(e) Existem centros degenerados solúveis algebricamente que não são limite de centros

lineares;

(f) Existem centros degenerados com direções características que são limite de centros

degenerados sem direções características.

A demonstração deste teorema encontra-se em [29].

Como mencionamos anteriormente, há vários outros resultados que tratam do estudo

de centros linearmente nulos e não são discutidos nesta dissertação.
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Capítulo

3

Problema do centro-foco:

singularidades nilpotentes

Neste capítulo, vamos investigar detalhadamente o problema do centro-foco em sis-

temas diferenciais analíticos com singularidades nilpotentes. Este problema ainda é bas-

tante estudado, uma vez que, não existe até o momento, um algoritmo comparável ao

método de Lyapunov usado no estudo de campos com singularidades não-degeneradas -

cf. [29].

Duas técnicas bastante distintas serão apresentadas. A primeira, desenvolvida por

Álvarez & Gasull - cf. [1, 2], utiliza a teoria das formas normais, e aborda o problema da

maneira clássica, dividindo-o na investigação da monodromia e no estudo da estabilidade.

O segundo método, devido à Giacomini, Giné & Llibre - cf. [29], investiga os sistemas

diferenciais analíticos com centros nilpotentes como limite de sistemas com centros do

tipo linear.

3.1 Método de Álvarez-Gasull

Conforme mencionado no Capítulo 2, para pontos singulares degenerados, o problema

do centro-foco usualmente é decomposto em duas partes:
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1. problema da monodromia, que consiste em determinar sob quais condições o ponto

singular é monodrômico;

2. problema da estabilidade, que visa decidir, uma vez conhecido que o ponto singular

é monodrômico, se é um centro ou um foco.

O problema da monodromia para pontos singulares deste tipo foi solucionado por Andreev

[3], em 1958 e o problema da estabilidade por Moussu [41], em 1982. Nas próximas seções,

discutimos cada um destes problemas, apresentando demonstrações mais elegantes dos

teoremas de Andreev e Moussu, que utilizam a teoria das formas normais e a técnica de

blow-up (1,n)-quasehomogêneo, dentre outros.

3.1.1 Problema da monodromia

A solução para o problema da monodromia, determinada por Andreev [3], consiste em

analisar todas as possíveis configurações topológicas que um sistema diferencial não-linear

planar, com singularidade degenerada nilpotente, pode assumir numa vizinhança desta

singularidade. Esta análise extensiva permitiu a Andreev obter condições necessárias e

suficientes para caracterização da monodromia.

A demonstração deste resultado, apesar de clássica, é um tanto extensa e trabalhosa.

Optamos, então, por uma demonstração mais elegante e curta, obtida por Álvarez e Gasull

[1] em 2005.

Seja o sistema diferencial analítico no plano

{

ẋ = P (x, y),

ẏ = Q(x, y),
(3.1.1)

e seja p um ponto singular nilpotente deste sistema. Sem perda de generalidade, podemos

assumir que p é a origem (vide Lema 1.2.7). Pela Proposição 1.2.10, o sistema (3.1.1)

pode ser escrito na forma
{

ẋ = y +X2(x, y),

ẏ = Y2(x, y),
(3.1.2)

onde X2, Y2 são funções analíticas cujas séries de potências começam, pelo menos, com

termos de grau 2. Então, vale o seguinte resultado:
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Teorema 3.1.1 (Teorema da Monodromia para Singularidades Nilpotentes). [3]

Considere o sistema (3.1.2), e assuma que a origem seja uma singularidade isolada. De-

fina as funções:

f(x) .

.= Y2(x, F (x))

= axα +O(‖x‖α+1), a 6= 0, α ≥ 2

φ(x) .

.= div(y +X2(x, y), Y2(x, y))
∣

∣

y=F (x)

=

[

∂(y +X2(x, y))

∂x
+
∂Y2(x, y))

∂y

] ∣

∣

∣

∣

y=F (x)

onde φ(x) = bxβ +O(‖x‖β+1), b 6= 0, β ≥ 1 ou φ ≡ 0. A função y = F (x) é a solução de

y +X2(x, y) = 0 passando por (0, 0).

Então, a origem de (3.1.2) é monodrômica se, e somente se, a é negativo, α é um

número natural ímpar (α = 2n− 1, para algum n), e vale uma das três condições abaixo:

(i) β > n− 1;

(ii) β = n− 1 e b2 + 4an < 0;

(iii) φ ≡ 0.

Este teorema, que é o principal resultado desta seção, caracteriza a monodromia de

singularidades isoladas em sistemas nilpotentes. Para sua demonstração, são necessárias

algumas ferramentas adicionais que apresentamos a seguir.

Definição 3.1.2. [6] Seja f : Rn → R
n uma função diferenciável, tal que f(0) = 0, e

seja p um valor regular numa vizinhança da origem. Definimos o índice de f na origem

como sendo

ind0(f) =
∑

x∈Rn :x∈f−1(p)

sgn(Jf (x))

onde Jf (x) denota o determinante da matriz jacobiana de f no ponto x e sgn é a função

sinal.

O próximo resultado, devido a Poincaré - cf. [6], simplifica o cálculo do índice no caso

planar.
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Proposição 3.1.3. Seja C uma curva fechada simples em R
2 e X um campo vetorial

definido em uma região aberta simplesmente conexa de R
2 contendo C. Seja L uma reta

do plano. Suponha que existe um número finito de pontos Mk, k = 1, ..., n de C tais que o

vetor X(Mk) é paralelo a L. Seja M um ponto que percorre a curva C no sentido horário

e p (respectivamente q) o número de pontos Mk, tais que X(M) intercepta a direção L no

sentido horário (respectivamente no sentido anti-horário). Então, o índice de X em C é
p− q

2
. Adicionalmente, o índice de X em qualquer ponto crítico isolado p é o índice de

X em qualquer curva fechada simples que não possui pontos críticos sobre seu traço e que

contém apenas o ponto crítico p em seu interior.

Exemplo 3.1.4. O índice de um campo vetorial analítico em um ponto crítico isolado

monodrômico é +1.

De fato, numa vizinhança suficientemente pequena de um ponto crítico isolado mo-

nodrômico de um campo vetorial analítico, as órbitas não possuem direção característica

(observe que, de acordo com [33], uma singularidade monodrômica de um campo vetorial

analítico é um centro ou um foco).

Logo, tomando-se qualquer curva fechada simples γ na vizinhança do ponto crítico e

fixada uma direção L, ao percorrermos esta curva com um ponto M no sentido horário,

existirão sempre apenas dois pontos M1 e M2 na curva tais que X(M) intercepta a direção

L no sentido horário, e nenhum ponto em que X(M) intercepta a direção L no sentido

anti-horário, de modo que p = 2 e q = 0. Ou seja, o índice é +1. A figura a seguir ilustra

o procedimento:

Figura 3.1: Índice de um campo vetorial analítico com monodromia
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O próximo lema nos mostra como a técnica de blow-up (1,n)-quasehomogêneo - cf.

1.4, é eficiente no estudo do problema do centro-foco.

Lema 3.1.5. Considere o seguinte sistema diferencial planar







ẋ = y(−1 +X1(x, y)),

ẏ = f(x) + φ(x)y + Y0(x, y)y
2,

(3.1.3)

onde

X1(x, y) =
∑

i+j≥1

dijx
iyj,

f(x) = x2n−1 +
∑

i≥0

aix
2n+i,

φ(x) = bxβ +
∑

i≥1

bix
β+i,

Y0(x, y) =
∑

i+j≥0

eijx
iyj,

com β ≥ 1 um número natural arbitrário. Tome o valor de n dado pela expressão f(x) =

x2n−1 +O(‖x‖2n).

Então, a expressão de (3.1.3) em coordenadas (1, n)−quasehomogêneas - ver (1.4.7) -

é dada por:







ṙ = P1(θ)r
β+1 + P2(θ)r

n+1 + P3(θ)r
n+2 + P4(θ)r

n+3 +O(‖r‖n+4),

θ̇ = Q1(θ)r
β +Q2(θ)r

n +Q3(θ)r
n+1 +O(‖r‖n+2),

(3.1.4)

onde Pi(θ) = Pi(Cs(θ), Sn(θ)), para i = 1, ..., 4, e Qi(θ) = Qi(Cs(θ), Sn(θ)), para i =

1, ..., 3 são definidos como se segue:

P1(x, y) = X{β≤−1}bxβy2,

P2(x, y) = (a0 + d10)x
2ny + X{β=n}bxny2 + e00y

3,

P3(x, y) = (a1 + d20)x
2n+1y + [X{β=n}b1 + X{β=n+1}b]x

n+1y2 + e10xy
3 + X{n=2}d01x

2n−1y2,
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P4(x, y) = (a2 + d30)x
2n+2y + [X{β=n}b2 + X{β=n+1}b1 + X{β=n+2}b]x

n+2y2 + e20x
2y3

+X{n=2}[d11x
2ny2 + e01y

4] + X{n=3}[d01x
2n−1y]

Q1(x, y) = 1 + X{β≤n−1}bxβ+1y,

Q2(x, y) = a0x
2n+1 + (e00 − nd10)xy

2 + X{β=n}bxn+1y,

Q3(x, y) = a1x
2n+2 + (e10 − nd20)x

2y2 + [X{β=n}b1 + X{β=n+1}b]x
n+2y −X{n=2}2d01y

3

Demonstração. Substituindo as expressões de (1.4.7) e de (3.1.3) em (1.4.8) obtemos

r2n−1ṙ =(rCs(θ))2n−1{rn Sn(θ)[−1 +
∑

i+j≥1

dij(rCs(θ))
i(rn Sn(θ))j]}

+ rn Sn(θ){(rCs(θ))2n−1 +
∑

i≥0

ai(rCs(θ))
2n+i

+ rn Sn(θ)[b(rCs(θ))β +
∑

i≥1

bi(rCs(θ))
β+i]

+ (rn Sn(θ))2[
∑

i+j≥0

eij(rCs(θ))
i(rn Sn(θ))j]}

Efetuando-se os cálculos necessários, chega-se na seguinte expressão:

ṙ =
∑

i+j≥1

dijr
n+i+nj Cs2n+i−1(θ) Snj+1(θ) +

∑

i≥0

air
n+i+1Cs2n+i(θ) Sn(θ)

+ brβ+1Csβ(θ) Sn2(θ) +
∑

i≥1

bir
β+i+1Csβ+i(θ) Sn2(θ)

+
∑

i+j≥0

eijr
n+i+nj+1Csi(θ)Snj+3(θ)

Destacamos que, considerando-se os índices em cada somatório, não existem termos em

rn na expressão acima. Tomando-se x = Cs(θ) e y = Sn(θ), obtemos a expressão para ṙ

apresentada em (3.1.4).

A expressão para θ̇ é calculada de maneira similar e por isso, vamos omiti-la.

Lema 3.1.6. O sistema diferencial (3.1.2) pode ser escrito na forma







ẋ = y(1 +X1(x, y)),

ẏ = f(x) + φ(x)y + Y0(x, y)y
2,

(3.1.5)
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com as funções f e φ definidas no enunciado do Teorema 3.1.1. As funções x1 e Y0 são

analíticas na origem. Além disso, X1(0, 0) = 0.

Observe que, como a origem é uma singularidade isolada, a função f(x) não pode ser

identicamente nula. De fato, se f(x) ≡ 0, então todos os pontos da forma (x, 0) seriam

singularidades do sistema (3.1.5), e portanto a origem não seria singularidade isolada.

Logo, a 6= 0.

Demonstração. Mostraremos que a mudança de coordenadas analítica a seguir, efetua

a transformação desejada.
{

x = x,

y = y1 + F (x),
(3.1.6)

onde y = F (x) é a solução de y +X2(x, y) = 0 passando por (0, 0)

De fato, aplicando (3.1.6) em (3.1.2), e usando que F (x) = −X2(x, F (x)), pois y =

F (x) é solução de y +X2(x, F (x)) = 0, temos para ẋ:

ẋ = y1 + F (x) +X2(x, y1 + F (x))

= y1 −X2(x, F (x)) +X2(x, y1 + F (x))

= y1 + y1

(

X2(x, y1 + F (x))−X2(x, F (x)))

y1

)

Defina X1(x, y1) ..=
X2(x, y1 + F (x))−X2(x, F (x))

y1
.

A função X1 é analítica. De fato, como X2 é analítica por hipótese, podemos obter as

expansões em séries de Taylor de X2(x, y1+F (x)) e X2(x, F (x)). Nestas séries, os termos

da forma akxk, k ≥ 2 são idênticos e assim, se cancelam na expressão de X1. Assim,

X2(x, y1 + F (x))−X2(x, F (x)) = y1
∑

i+j≥1

xiyj1,

e portanto,

X1(x, y1) =
∑

i+j≥1

xiyj1

.
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Para ẏ, o argumento é semelhante. A seguir, fornecemos um esboço da demonstração:

ẏ1 + Ḟ (x) = Y2(x, y1 + F (x))

ẏ1 +
∂F (x)

∂x
ẋ = Y2(x, y1 + F (x))

ẏ1 = Y2(x, y1 + F (x))− ∂F (x)

∂x
y1[1 +X1(x, y)]

Observe que, como todas as funções na expressão acima são analíticas, usando suas re-

spectivas expansões em série de Taylor é possível escrever ẏ1 = p(x) + y1q(x) + y21r(x, y).

Esta forma, entretanto, não necessariamente fornece as funções φ(x) e Y0 do Lema 3.1.6.

Como y = F (x) é solução de y + X2(x, F (x)) = 0, temos, pelo Teorema da Função

Implítica,
∂F (x)

∂x
= −X2(x, F (x))

[

1 +
∂Y2(x, F (x))

∂y

]−1

.

Usando que
[

1 + ∂Y2(x,F (x))
∂y

]−1

=
[

1− ∂Y2(x,F (x))
∂y

+O(‖(x, y)‖2)
]

, e considerando a

expansão de Y2(x, y1 + F (x)) em parcelas respectivamente independente de y1, linear em

y1 e quadrada em y1 e rearranjando a expressão de maneira conveniente, obtemos a forma

desejada (3.1.5).

Procederemos agora à demonstração do Teorema 3.1.1.

Demonstração. (Teorema 3.1.1) Distinguimos dois casos, de acordo com a paridade

de α. Em ambos os casos, calcularemos o índice do campo vetorial na origem. Conforme

apresentado no Exemplo 3.1.4, todo ponto crítico monodrômico tem índice +1.

Assuma que α seja par. Fazendo uma reparametrização, podemos considerar a = 1.

Escolha a curva fechada simples Cδ = {x2 + y2 = δ2}, com δ suficientemente pequeno, e

a reta L = {x = 0}. Aplicaremos a Proposição 3.1.3 para calcular o índice na origem.

Primeiramente, observamos que existem apenas dois pontos em Cδ com campo vetorial

paralelo a L, M1 = (δ, 0) e M2 = (−δ, 0). De fato, para ser paralelo a L, o campo tem

que assumir a forma (0, k), k 6= 0. Como X1(0, 0) = 0, numa vizinhança suficientemente

pequena da origem temos (1+X1(x, y)) > 0. Logo, para que ẋ = 0 em (3.1.5), precisamos

ter y = 0. Isso implica que ẏ = f(x) 6≡ 0. Assim, o campo vetorial associado ao sistema

de equações diferenciais (3.1.5) será paralelo a L se, e somente se, y = 0.

Agora, vamos estudar o campo vetorial na vizinhança de M1. Para M2, o estudo é

análogo.
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Podemos escrever os pontos da curva Cδ, numa vizinhança de M1 = (δ, 0), como Mε =

(δ − ε,±
√
2δε− ε2), 0 ≤ ε ≤ δ. Como anteriormente, considerando-se uma vizinhança

suficientemente pequena da origem, temos (1 +X1(x, y)) > 0. Tomando-se os pontos de

Cδ em que y ≥ 0, conforme (3.1.5) temos ẋ ≥ 0 e o sinal de ẏ é determinado pelo sinal de

axα. Como a = 1 > 0 e α é par, por hipótese, ẏ > 0.

Assim, se tomarmos 0 ≤ ε ≤ δ e y ≥ 0, à medida que ε diminui (isto é, percorremos a

curva Cδ no sentido horário), o campo gira no sentido anti-horário, até que, para ε = 0,

temos o ponto M1 = (δ, 0), em que o campo é paralelo a L.

Analogamente, concluímos que o campo gira no sentido horário em torno de M2.

Portanto, o índice de (3.1.5) na origem é zero e neste caso, a origem não pode ser mono-

drômica.

Vamos agora assumir que α seja ímpar. Aplicando a Proposição 3.1.3 de modo análogo

ao realizado anteriormente, tomando-se a mesma curva fechada simples Cδ e a direção L,

concluímos que o índice da origem é −sign(a). De fato, para a > 0, a situação é idêntica

à anterior, porém o campo em M2 = (−δ, 0) terá sentido inverso, pois o sinal de ẏ será

determinado pelo sinal de x (lembre que o sinal de ẏ é determinado por axα, mas neste

caso, a > 0 e α é ímpar) , que numa vizinhança de M2 é negativo. Assim, o índice do

campo na origem neste caso será -1.

Para a < 0, temos axα < 0 para x > 0 e axα > 0 para x < 0. Como o sinal de ẏ é

determinado por axα, não é difícil de verificar que em M1 e M2 o campo gira no sentido

horário. Logo, o índice é igual a +1.

Assim, para α ímpar, o índice do campo na origem é −sign(a). Portanto, os únicos

sistemas candidatos a ter a origem como um ponto crítico monodrômico são aqueles com

α ímpar e a < 0.

Como nem todos os pontos singulares nilpotentes com índice +1 são monodrômicos

- por exemplo, campos vetoriais com singularidade nilpotente do tipo nó possuem índice

+1 ( - cf. [22] p.116-117) - efetuamos a reparametrização:



















x = (−1
a
)

1

2n−2 x̄,

y = −(−1
a
)

1

2n−2 ȳ,
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renomeando x̄ = x e ȳ = y, obtemos exatamente o sistema (3.1.5), estudado no Lema

3.1.6. Considerando-se as possíveis relações entre β e n− 1, temos os seguintes casos:

Caso β < n− 1. Nesta situação, usando as expressões dadas por (3.1.4) do Lema

3.1.5, temos:

P1(x, y) = bxβy2;

P2(x, y) = (a0 + d10)x
2ny;

P3(x, y) = (a1 + d20x
2n+1y + X{n=2}d01x

2n−1y2;

P4(x, y) = (a2 + d30)x
2n+2y + X{n=2}[d11x

2ny2 + e01y
4] + X{n=3}[d01x

2n−1y];

Q1(x, y) = 1 + bxβ+1y,

Q2(x, y) = a0x
2n+1 + (e00 − nd10)xy

2,

Q3(x, y) = a1x
2n+2 + (e10 − nd20)x

2y2 −X{n=2}2d01y
3.

onde Pi(x, y) = Pi(Cs(θ), Sn(θ)) = Pi(θ), o mesmo valendo para Qi.

Assim, temos

X̃ = X̃(r, θ) =

{

ṙ = bCsβ(θ) Sn2(θ)rβ+1 +O(‖r‖β+2),

θ̇ = bCsβ+1(θ) Sn(θ)rβ +O(‖r‖β+1).

Observe que, nas equações (3.1.4), P2, P3, P4 são coeficientes de potências de r com ex-

poentes respectivamente n + 1, n + 2, n + 3. Como por hipótese β < n − 1, segue que

n+ i > β + i, i = 1, 2, 3. Procedimento análogo foi usado para Qi, i = 2, 3.

Dividindo-se ambas as equações por rβ:

X̄ =

{

ṙ = bCsβ(θ) Sn2(θ)r +O(‖r‖2),
θ̇ = bCsβ+1(θ) Sn(θ) +O(‖r‖1).

Fazendo r = 0, obtemos, então:

{

ṙ = 0,

θ̇ = bCsβ+1(θ) Sn(θ).
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concluímos que o sistema possui θ = {0, T/2, T, 3T/2}, onde T é o período das funções

Cs(θ) e Sn(θ), como direções características. Consequentemente, as trajetórias tendem a,

ou se afastam da origem com direção definida e portanto, a singularidade não pode ser

monodrômica.

Caso β > n− 1 ou φ ≡ 0. Aplicando as expressões dadas por (3.1.4) do Lema 3.1.5,

obtemos:
{

ṙ = P2(θ)r
n+1 +O(‖r‖n+2),

θ̇ = rn−1 +Q2(θ)r
n +O(‖r‖n+1)

Após divisão por rn−1:
{

ṙ = P2(θ)r
2 +O(‖r‖3),

θ̇ = 1 +Q2(θ)r +O(‖r‖n+1)

Para r = 0, o sistema não possui singularidades. Consequentemente, a origem pode ser

um centro ou um nó.

Observamos que as expressões acima são válidas tanto para a condição β > n − 1

quanto para φ ≡ 0. Neste último caso, usando a expressão de φ(x) dada em (3.1.3),

tomamos b = bi = 0, ∀i > 1.

Caso β = n− 1. Analogamente ao efetuado nos dois outros casos, aplicamos as ex-

pressões dadas por (3.1.4) do Lema 3.1.5 para obtermos:

{

ṙ = rn(bCsβ(θ) Sn2(θ)) + P2(θ)r
n+1 +O(‖r‖n+2),

θ̇ = rn−1(1 + bCsβ+1(θ) Sn(θ)) +Q2(θ)r
n +O(‖r‖n+1)

Dividindo por rn−1,obtemos:

{

ṙ = r(bCsβ(θ) Sn2(θ)) +O(‖r‖2),
θ̇ = 1 + bCsβ+1(θ) Sn(θ) +O(‖r‖)

Para r = 0, considere a função g(θ) = 1 + bCsn(θ) Sn(θ).

Usando a Propriedade 1 da Proposição 1.4.12, podemos rescrever a função como g(θ) =

Cs2n(θ) + n Sn2(θ) + bCsn(θ) Sn(θ). Fazendo a substituição:

{

Csn(θ) = t,

Sn(θ) = w,
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obtemos g(t, w) = t2 + nw2 + btw
t 6=0
= n(w

t
)2 + b(w

t
) + 1. Observe que, se Csn(θ) = t = 0,

então g(θ) ≡ 1 6= 0.

O discriminante desta função do segundo grau em
w

t
é △ = b2 − 4n. Distinguimos

então três possibilidades:

(i) Se b2− 4n < 0, a função g(θ) não se anula. Logo, usando argumento similar ao caso

anterior (β > n−1), concluímos que o sistema não tem direções características, isto

é, a origem é monodrômica;

(ii) Se b2 − 4n > 0, g(θ) apresenta quatro zeros simples, ou seja, admite separatrizes e

consequentemente, não pode ser monodrômica .

(iii) Se b2 − 4n = 0, então g(θ) não muda de sinal e possui duas raízes duplas. Essas

raízes representam singularidades degeneradas do sistema e para determinar se neste

caso há monodromia, efetuamos uma análise mais detalhada, a seguir.

Efetuando uma nova mudança de coordenadas x = x, w =
y

xn
, o sistema resultante, após

divisão por xn−1 é:
{

ẋ = xw(−1 +O(‖(x, w)‖),
ẇ = 1 + bw + w2 +O(‖(x, w)‖).

Observe que o ponto (x, w) = (0, −b
2n
) é uma singularidade semi-hiperbólica deste sistema.

Esta singularidade, de fato, é do tipo sela-nó. Em particular, para o sistema acima existem

infinitas órbitas tendendo a esta singularidade. Em consequência, a origem não pode ser

monodrômica.

Desta forma, concluímos que o único caso de monodromia, para β = n− 1, ocorre sob

a condição b2 − 4n < 0.

3.1.2 Constantes de Lyapunov generalizadas

As constantes de Lyapunov generalizadas buscam estender a ideia empregada por

Lyapunov na caracterização de centros em sistemas com singularidade não degeneradas (

- cf. [37]), para sistemas que possuem ponto singular isolado degenerado. Neste trabalho,

vamos nos restringir ao estudo das constantes de Lyapunov generalizadas para pontos
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singulares nilpotentes. O caso de sistemas com pontos singulares linearmente nulos ainda é

um problema em aberto, apesar de já existirem alguns resultados utilizando constantes de

Lyapunov generalizadas em famílias particulares de sistemas (ver por exemplo [38, 24, 9]).

Na seção anterior, mostramos no Lema 3.1.5 que o sistema (3.1.3), em coordenadas

polares, é expresso por (3.1.4). A demonstração do Teorema 3.1.1 nos assegura que, no

caso monodrômico, a componente θ̇ em (3.1.4) não se anula em uma vizinhança do ponto

singular, à exceção deste próprio ponto. Portanto, o sistema diferencial (3.1.4) pode ser

escrito, nesta vizinhança da origem como:

dr

dθ
=

∞
∑

i=1

Ri(θ)r
i, (3.1.7)

onde Ri(θ), i ≥ 1 são funções T-periódicas, T sendo o período das coordenadas (1, n)−qua-

sehomogêneas (vide Definição 1.4.10 e Eq. (1.4.7)).

Considere a solução da Eq. (3.1.7), tal que r = ρ para θ = 0. Podemos escrevê-la

como

r(θ, ρ) =
∞
∑

i=1

ui(θ)ρ
i, (3.1.8)

com u1(0) = 1, ui(0) = 0, ∀i ≥ 2, pois r(0, ρ) = ρ =
∞
∑

i=1

ui(0)ρ
i.

Consequentemente, a aplicação de primeiro retorno é dada pela série:

Π(ρ) =
∞
∑

i=1

ui(T )ρ
i.

Para um dado sistema, o único termo significativo é o primeiro que faz com que a apli-

cação de primeiro retorno seja diferente da aplicação identidade. Este termo determinará

a estabilidade do sistema. Por outro lado, se considerarmos uma família de sistemas com

dependência em parâmetros, cada um dos ui(T ) dependerá destes parâmetros.

Definição 3.1.7. Definimos a k-ésima constante de Lyapunov generalizada, denotada por

Vk, como sendo o valor de uk(T ), assumindo u1(T ) = 1 e u2(T ) = ... = uk−1(T ) = 0. Ou

seja, Vk .

.= uk(T ), u1(T ) = 1 e ui(T ) = 0, ∀i, 2 ≤ i ≤ m− 1.

Observe que o sistema (3.1.2) tem um centro na origem se, e somente se, Π(ρ) ≡ ρ,

isto é, V1 = 1 e Vk = 0, ∀k ≥ 2.
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As constantes de Lyapunov generalizadas também possibilitam investigar bifurcações

de ciclos limites a partir da origem. Não abordaremos este estudo na dissertação.

3.1.3 Problema da estabilidade

Uma vez solucionado o problema da monodromia, precisamos investigar o problema da

estabilidade, isto é, dado um sistema com singularidade monodrômica nilpotente isolada,

desejamos determinar se esta singularidade é um foco ou um centro.

O problema da estabilidade foi resolvido por Moussu [41], em 1982. Usaremos uma

abordagem distinta da originalmente adotada por Moussu, baseada em artigo de Gasull

& Álvarez [2], de 2006.

Seja um sistema diferencial planar analítico, com singularidade nilpotente p, que, sem

perda de generalidade, assumiremos como sendo a origem (Lema 1.2.7). Pela Proposição

1.2.10, este sistema pode ser escrito na forma

{

ẋ = −y +X2(x, y),

ẏ = Y2(x, y),
(3.1.9)

ondeX2, Y2 são funções analíticas cujas séries de potências começam em termos de segunda

ordem ou superior.

Takens [51] provou que um sistema com parte linear nilpotente, isto é, sistema da

forma (3.1.9), pode ser formalmente transformado em um sistema Liénard generalizado:

{

ẋ = −y,
ẏ = a(x) + yb̃(x),

(3.1.10)

onde a(x) = as−1x
s−1(1 + O(‖x‖)), s ≥ 3 e b̃(x) com b̃(0) = 0 são séries de potência

formais. Além do artigo original de Takens [51], a demonstração deste resultado também

pode ser encontrada em [8], p.82-83.

Em 2002, Stróżyna & Żoładek [50] provaram que esta forma normal pode ser obtida

por meio de mudança de coordenadas analítica.
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Lema 3.1.8. Numa vizinhança da origem e após uma mudança de coordenadas e repa-

rametrização do tempo, o sistema (3.1.10)







ẋ = −y,
ẏ = a(x) + yb̃(x),

com a(x) = x2n−1(a2n−1 +O(‖x‖)), a2n−1 > 0, pode ser transformado em:







ẋ = −y,
ẏ = x2n−1 + b(x),

(3.1.11)

onde b(x) é uma função analítica fornecida na demonstração do lema.

Demonstração. Efetuamos as seguintes mudanças de coordenadas e reparametrização

do tempo:

u = 2n

√

2n

∫ x

0

a(s)ds ..= Φ(x) = x 2n
√

a2n−1 +O(‖x‖)),

dt

dt1
=
u2n−1

a(x)
=
(a2n−1x

2n−1 +O(‖x‖2n−1))(2n−1)/(2n)
a2n−1x2n−1 +O(‖x‖2n)

= a
−1/(2n)
2n−1 +O(‖x‖).

(3.1.12)

Temos então:

du

dt
= u̇ =

1

2n

(

2n

∫ x

0

a(s)ds

) 1

2n
−1

2n a(x) ẋ

=

[

a(x)

(

2n

∫ x

0

a(s)ds

)(− 2n−1

2n
)]

(−y)

(3.1.12)
= a(x) u−(2n−1)(−y).

Agora, u′ =
du

dt1
=
du

dt

dt

dt1
.

Efetuando as substituições convenientes, obtemos u′ = −y.
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Analogamente, temos:

y′ =
dy

dt1
=
dy

dt

dt

dt1

=
u2n−1

a(x)
[a(x) + yb̃(x)]

x=Φ−1(u)
= u2n−1 + y

[

u2n−1b̃(Φ−1(u))

a(Φ−1(u))

]

.

Ou seja,
{

u′ = −y,
y′ = u2n−1 + yb(u),

com b(u) =
u2n−1b̃(Φ−1(u))

a(Φ−1(u))
função analítica numa vizinhança da origem (composição de

funções analíticas), como desejado.

Proposição 3.1.9 (Caracterização de Centros). Considere o sistema analítico







ẋ = −y,
ẏ = x2n−1 + yb(x),

(3.1.13)

com b(x) =
∑

j≥β

bjx
j, e assuma que a origem é uma singularidade monodrômica deste

sistema, isto é, uma das seguintes condições é satisfeita:

(i) β > n− 1,

(ii) β = n− 1 e b2β − 4n < 0,

(iii) b(x) ≡ 0.

Então, a origem é um centro se, e somente se, be(x) .

.=
b(x) + b(−x)

2
≡ 0.

Demonstração. Do Teorema 3.1.3, segue que as condições de monodromia estão satis-

feitas para o sistema (3.1.13).
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Suponha que be(x) ≡ 0. Aplicando a mudança de coordenadas x = −x̄ e a reparame-

trização do tempo t = −t̄, obtemos:

dx̄

dt̄
=
dx̄

dt

dt

dt̄
= −dx̄

dt
x=−x̄
=

dx

dt
= −y

Analogamente,
dy

dt̄
=
dy

dt

dt

dt̄
= −dy

dt

Como be(x) ≡ 0 por hipótese, segue que b(x) = −b(−x) = −b(x̄). Portanto,

−dy
dt̄

= (−x̄)2n−1 + y(−b(x̄)) = −(x̄)2n−1 − yb(x̄))

Logo,
dy

dt̄
= x̄2n−1 + yb(x̄). Ou seja, obtemos o mesmo sistema.

Usando o Critério de Reversibilidade de Poincaré ( - cf. [44], Teorema 6 p.145),

concluímos que a origem do sistema (3.1.13) é um centro.

Reciprocamente, suponha que a origem seja um centro. A prova é feita por contradição.

Assuma que be(x) = x2l(b2l+O(‖x‖)), para algum b2l 6= 0. Defina bo(x) = b(x)−be(x).
Então, dado um sistema analítico (3.1.13), podemos construir, a partir deste sistema, o

seguinte sistema
{

ẋ = −y,
ẏ = x2n−1 + ybo(x).

(3.1.14)

Observe que o sistema (3.1.14) possui (bo)e(x) ≡ 0 por construção. Já demonstramos que

sistemas com tal condição possuem um centro na origem.

Lembremos que, se p ∈ R
2 é um ponto singular de um sistema diferencial analítico

planar, então p é um centro se, e somente se, existe uma integral primeira C∞ definida

em alguma vizinhança de p - cf. [39]. Assim, se a origem de (3.1.14) é um centro, então

existe uma função V = V (x, y) : U ⊂ R
2 → R, U uma vizinhança da origem, tal que

V (x, y) = k, são curvas integrais de (3.1.14). Logo, V̇ (x, y) =
∂V

∂x
ẋ+

∂V

∂y
ẏ.

Portanto,

V̇ (x, y) = (−x2n−1 − ybo(x))(−y) + (−y)(x2n−1 + yb(x))

= y2x2l(b2l +O(‖x‖))
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Deste modo, V̇ não muda de sinal numa vizinhança da origem. No entanto, pelo Teorema

de Lyapunov - cf. [52], a origem não pode ser um centro, contradizendo nossa hipótese.

Logo, e segue o resultado.

Finalmente podemos enunciar o principal teorema desta seção.

Teorema 3.1.10 (Teorema da Estabilidade para Singularidades Nilpotentes e Cálculo das

Constantes de Lyapunov Generalizadas). Seja um sistema analítico planar, com uma sin-

gularidade nilpotente monodrômica. Então, existe uma mudança de coordenadas analítica,

tal que o sistema pode ser escrito como:







ẋ = −y,
ẏ = x2n−1 + yb(x),

(3.1.15)

com b(x) ≡ 0 ou b(x) =
∑

j≥β

bjx
j, bβ 6= 0 e satisfazendo uma das seguintes condições:

(i) β > n− 1,

(ii) β = n− 1 e b2β − 4n < 0.

Além disso:

1. Se b(x) = bo(x) + x2l(b2l + O(‖x‖)), com b2l 6= 0, e bo(x) .

.=
b(x)− b(−x)

2
, então a

primeira constante de Lyapunov generalizada significativa é:

(a) V2−n+2l = K b2l, onde ou β > n−1, ou β = n−1 e β é ímpar. K = K(n, l, bn−1)

é uma constante positiva fornecida na demonstração;

(b) V1 = exp
2bβπ

n
√

4n− b2β

, onde β = 2l = n− 1.

2. A origem é um centro se, e somente se, be(x) .

.= b(x)− bo(x) ≡ 0.

Para provar o Teorema 3.1.10, apresentamos um importante resultado, inspirado em

[19, 54]. Este resultado fornece uma maneira de computar a primeira constante de Lya-

punov significativa para um sistema definido em um cilindro, aproveitando-se de um centro

“nas proximidades” do referido sistema.
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Proposição 3.1.11. Seja uma equação diferencial ordinária analítica, da forma

dr

dθ
= S(r, θ) + rm(v(θ) +O(‖r‖)), m ≥ 1, (3.1.16)

definida em um cilindro (r, θ) ∈ R× R/[0, T ] e assuma que a equação

dr

dθ
= S(r, θ) = r(S1(θ) +O(‖r‖)). (3.1.17)

é tal que r = 0 é uma solução periódica, e além disso, que todas as soluções nas vizinhanças

desta solução também são periódicas (r = 0 é um centro).

Então:

(a) se m = 1, então V1 = exp

(∫ T

0

v(θ) dθ

)

;

(b) se m > 1, então

(b.1) V1 = 1;

(b.2) Vi = 0, ∀i = 2, ...,m− 1; e

(b.3) Vm =

∫ T

0

v(θ)e(m−1)
∫ θ

0
S1(ψ)dψ dθ.

Demonstração. Por meio de procedimento similar ao realizado em [19, 54], expressamos

(3.1.16) em um novo sistema de coordenadas (R, θ), onde R = F (r, θ) uma mudança de

coordenadas tal que
dR

dθ
≡ 0. Vamos construir esta mudança de coordenadas.

A ideia geométrica é associar a cada ponto da órbita periódica de (3.1.17), o valor da

intersecção da órbita com a reta θ = 0. Mais concretamente, seja ϕ(θ; (θ0, r0)) a solução

de (3.1.17), tal que r = r0, quando θ = θ0. Então, definimos:

R = F (θ, r) ..= ϕ(−θ; (θ, r)), (3.1.18)

a Eq. (3.1.17) se escreve como
dR

dθ
= 0.

A inversa da mudança acima é dada por:

r = G(θ;R) ..= ϕ(θ; (0, R)), (3.1.19)
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que toma um ponto na reta θ = 0 de coordenadas (0, R), e leva ao ponto ϕ(θ;ϕ(θ; (0, R))),

da órbita periódica ϕ de (3.1.17). Escrevendo

ϕ(θ; (0, R)) = R(u1(θ) +O(‖R‖)), (3.1.20)

obtemos

u1(θ) = exp

(∫ θ

0

S1(ψ)dψ

)

. (3.1.21)

De fato, como ϕ é solução da Eq. (3.1.17), temos:

d

dθ
(ϕ(θ; (0, R))) = ϕ(θ; (0, R))[S1(θ) +O(‖ϕ(θ; (0, R))‖)]

que pode ser reescrita, por (3.1.20), como

d

dθ
(R(u1(θ) +O(‖R‖)) = R(u1(θ) +O(‖R‖)[S1(θ) +O(‖ϕ(θ; (0, R))‖]

Agora, efetuando a Regra da Cadeia no primeiro membro da equação acima e usando o

fato que
dR

dθ
≡ 0, obtemos, com mais algumas operações algébricas simples no segundo

membro, o seguinte resultado:

d

dθ
u1(θ) = u1(θ)s1(θ).

e integrando a expressão acima, obtemos (3.1.21).

A expressão (3.1.21) prova que (3.1.18) e (3.1.19) são de mudanças de coordenadas, e

também que

r = G(θ, R) = R(u1(θ) +O(‖R‖);

R = F (θ, r) = r

(

1

u1(θ)
+O(‖r‖)

)

Das relações acima, temos:

∂F (θ, r)

∂θ
= − r

u1(θ)
S1(θ) = −

(

1

u1(θ)
+O(‖r‖)

)

rS1(θ) = −
∂F (θ, r)

∂r
S(r, θ). (3.1.22)
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Vamos escrever Eq. (3.1.16) neste novo sistema de coordenadas:

dR

dθ
=
∂F (θ, r)

∂θ
+
∂F (θ, r)

∂r

dr

dθ

=
∂F (θ, r)

∂θ
+
∂F (θ, r)

∂r
[S(r, θ) + rm(v(θ) +O(‖r‖))]

=
∂F (θ, r)

∂θ
+
∂F (θ, r)

∂r
S(r, θ) +

∂F (θ, r)

∂r
rm(v(θ) +O(‖r‖))]

(3.1.22)
=

∂F (θ, r)

∂θ
[rm(v(θ) +O(‖r‖))] = rm

(

v(θ)

u1(θ)
+O(‖r‖)

)

= Rm(um−11 (θ)v(θ) +O(‖R‖)).

(3.1.23)

Como em θ = 0 as duas coordenadas r e R coincidem, nós calculamos a aplicação de

Poincaré de θ = 0 até θ = T na última variável. Agora, escrevendo a solução começando

em R = r = ρ quando θ = 0, como

R(θ, ρ) =
∑

i≥1

wi(θ)ρ
i, (3.1.24)

com w1(0) = 1 e wi(0) = 0, ∀i ≥ 1, pois R(0, ρ) = ρ =
∑

i≥1

wi(0)ρ
i.

Se m = 1, pelas Eqs. (3.1.23) e (3.1.24) temos
∂R

∂θ
= R(v(θ) + O(‖R‖)) =

=
∑

i≥1wi(θ)ρ
i(v(θ) + O(‖R‖)). Por outro lado, derivando a Eq. (3.1.24), temos

∂R

∂θ
=

∑

i≥1

w′i(θ)ρ
i, w′i =

dwi
dθ

. Igualando estas duas expressões segue que
∑

i≥1

w′i(θ)ρ
i =

∑

i≥1

wi(θ)ρ
i(v(θ)+

O(‖R‖)). Daí, tomando i = 1 resulta em w′1(θ) = w1(θ)v(θ) e então w1(θ) pode ser facil-

mente obtida.

Se m > 1, então efetuando-se operações análogas àquelas do caso anterior temos
∑

i≥1

w′i(θ)ρ
i = (

∑

i≥1

wi(θ)ρ
i)m(um−11 (θ)v(θ)+O(‖R‖)) e portanto, segue que w′i(θ) = 0, ∀i =

1, ...,m − 1. Como w1(0) = 1 e wi(0) = 0, ∀i ≥ 1, seque que w1(θ) = w1(0) = 1 e

wi(θ) = wi(0) = 0, ∀i = 1, ...,m− 1.

Para i = m, w′m(θ) = wm(θ)u
m−1
1 (θ)v(θ). Logo,

wm(θ) =

∫ θ

0

um−11 (ψ)d(ψ).

Como Vm = wm(T ), o resultado segue.
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Demonstração. (Teorema 3.1.10) Conforme já comentado no início desta seção, a

existência de uma mudança de coordenadas analítica que possibilita escrever um sistema

analítico planar, com uma singularidade nilpotente monodrômica, na forma (3.1.15) é

provada em [50].

Para dar a expressão das constantes de Lyapunov generalizadas da forma normal

(3.1.15), vamos escrever este sistema usando coordenadas (1,n)-quasehomogêneas (x, y)

{

x = rCs(θ),

y = rn Sn(θ).

Lembramos que um sistema diferencial analítico planar da forma

{

ẋ = X(x, y),

ẏ = Y (x, y).

se escreve, em coordenadas (1,n)-quasehomogêneas como























ṙ =
x2n−1X(x, y) + yY (x, y)

r2n−1
,

θ̇ =
xY (x, y)− nyX(x, y)

rn+1
.

conforme apresentado pela expressão (1.4.8), na Seção 3.1.1.

Para o sistema (3.1.15), temos

ṙ =

(rCs θ)2n−1(−rn Sn θ) + (rn Sn θ)

[

(rCs θ)2n−1 + (rn Sn θ) +
∑

j≥β

bj(r
nCs θ)j

]

r2n−1

=
∑

j≥β

bj Sn
2 θCsj θrj+1.
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θ̇ =

(rCs θ)

[

(rCs θ)2n−1 + (rn Sn θ)
∑

j≥β

bj(r
nCs θ)j

]

− n(rn Sn θ) (−rn Sn θ)

rn+1

= rn−1Cs2n θ + Sn θCs θ
∑

j≥β

bj(r
nCs θ)j + nrn−1 Sn2 θ

= rn−1
(

Cs2n θ + n Sn2 θ
)

+
∑

j≥β

bjr
j Sn θCsj+1 θ

Prop.3.1.22
= rn−1 +

∑

j≥β

bjr
j Sn θCsj+1 θ.

Assim,
dr

dθ
=

∑

j≥β

bj Sn
2 θCsj θrj+1

rn−1 +
∑

j≥β

bjr
j Sn θCsj+1 θ

.

Dividindo o numerador e o denominador por rn−1, temos então:

dr

dθ
..= T (r, θ) =

∑

j≥β

bj Sn
2 θCsj θr2−n+j

1 +
∑

j≥β

bj Sn θCs
j+1 θ

r1−n+j. (3.1.25)

Considere agora, a nova equação diferencial

dr

dθ
..= S(r, θ) =

∑

j≥β, j ímpar

bj Sn
2 θCsj θr2−n+j

1 +
∑

j≥β, j ímpar

bj Sn θCs
j+1 θ

r1−n+j. (3.1.26)

Observe que (3.1.26) é expressão de algum sistema da forma (3.1.13), em coordenadas

polares generalizadas, em que todas as potências de x em b(x) possuem grau ímpar, por

construção. Assim, pela Proposição 3.1.9, segue que a origem é um centro para Eq.

(3.1.26).

Para aplicarmos a Proposição 3.1.11, vamos calcular T (r, θ)−S(r, θ). Lembramos que,

por hipótese, b2l 6= 0 e vale uma das condições, β > n − 1 ou β = n − 1. Como 2l ≥ β,

segue que 2l ≥ n− 1. Então

T (r, θ)− S(r, θ) = b2lr
2−n+2l (v̄(θ) +O(‖r‖)) , (3.1.27)
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onde

v̄(θ) =















































Sn2 θCs2l θ, se β > n− 1,

Sn2 θCs2l θ

(1 + bn−1 Sn θCs
n θ)2

, se β = n− 1, e β é ímpar,

Sn2 θCs2l θ

1 + bn−1 Sn θCs
n θ
, se β = 2l = n− 1.

De fato, considere as expressões de T (r, θ) e S(r, θ) dadas, respectivamente, pelas Eqs.

(3.1.25) e (3.1.26). Considere ainda, a aproximação (1+O(‖r‖))−1 ≃ (1−O(‖r‖)), válida
numa vizinhança suficientemente pequena da origem. Vamos então, analisar separada-

mente cada um dos casos.

Caso 1: β > n− 1. Em ambos os denominadores das expressões (3.1.25) e (3.1.26),

o menor grau em r é 1− n+ β = β − (n− 1) ≥ 1. Assim, utilizando a aproximação men-

cionada acima, podemos considerar os denominadores de T (r, θ) e S(r, θ) como unitários,

numa vizinhança suficientemente pequena da origem. Como os índices de bi de S(r, θ)

são todos ímpares, então a diferença T (r, θ) − S(r, θ) =
∑

j≥2l, j par

bj Sn
2 θCsj θr2−n+j =

b2lr
2−n+2l

(

Sn2 θCs2l θ +O(‖r‖)
)

.

Caso 2: β = n− 1 e β ímpar. Em ambos os denominadores das expressões de T (r, θ)

e S(r, θ), o menor grau em r é 1− n + β = β − (n− 1) = 0. Logo, os denominadores de

(3.1.25) e (3.1.26) são, respectivamente, da forma [1 + bn−1 Sn θCs
n θ+ bn Sn θCs

n+1 θr+

...] e [1 + bn−1 Sn θCs
n θ + bn+1 Sn θCs

n+2 θr2 + ...]. Para computar T (r, θ) − S(r, θ),

precisamos calcular o mínimo múltiplo comum entre essas expressões. Efetuando-se um

cálculo simples, obtemos (1+bn−1 Sn θCs
n θ)2+O(‖r‖), que pode ser aproximado para (1+

bn−1 Sn θCs
n θ)2 numa vizinhança suficientemente pequena da origem. Para o numerador,

o cálculo é similar.

Caso 3: β = 2l = n− 1. O procedimento é análogo ao realizado nos dois casos

anteriores, observando-se que neste caso, como β é par, o denominador de S(r, θ) não

possui termo da forma bn−1 Sn θCs
n θ.

Precisamos ainda, calcular, em cada um dos casos acima, a expressão S(r, θ) =

r(S1(θ) + O(‖r‖)). Nos Casos 1 e 3, S1(θ) ≡ 0. De fato, da Eq. (3.1.26) e usando a

aproximação (1 + O(‖r‖))−1 ≃ (1 − O(‖r‖)), segue que o menor grau de r em S(r, θ) é
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k = j − (n− 2), com j = β, se β for ímpar, ou j = β + 1, se β for par. No Caso 1, temos

β > n − 1. Daí, k = j − (n − 2)
β>n−1

≥ 2 e consequentemente, S(r, θ) não possui termos

lineares em r. Para o Caso 3, β é par, o que implica k = j−(n−2) = β+1−(n−2)
β=n−1

≥ 2

e assim, tal como no primeiro caso, S(r, θ) não possui termos lineares em r.

No Caso 2, como β = n− 1 é impar, o grau da variável r no primeiro termo de S(r, θ)

é k = β − (n− 2) = 1. Assim,

S1(θ) =
bn−1 Sn

2 θCsn−1 θ

1 + bn−1 Sn θCs
n θ
. (3.1.28)

Finalmente temos todos os requisitos para aplicar a Proposição 3.1.11.

Se β = 2l = n − 1 (Caso 2), então da Eq. (3.1.27) segue que m = 2 − n + 2l = 1 e

portanto,

V1 = exp

[

Sn2 θCs2l θ

1 + bn−1 Sn θCs
n θ

]

(3.1.29)

Nos Casos 1 e 3, 2l > n− 1 e portanto, da Eq. (3.1.27), segue que m = 2−n+2l > 1.

Consequemente V1 = 1, V2 = ... = V1−n+2l = 0 e V 2− n+ 2l = b2l

∫ T

0

w(θ) dθ, onde

w(θ) =























Sn2 θCs2l θ, se β > n− 1,

Sn2 θCs2l θ exp [(1− n+ 2l)
∫ θ

0
S1(ψ)dψ]

(1 + bn−1 Sn θCs
n θ)2

, se β = n− 1, e β é ímpar,

onde S1(ψ) é dada em (3.1.28).

As expressões acima fornecem a demonstração para o item (1) do Teorema 3.1.10, pois

w(θ) é de fato, uma função não negativa (composição de funções quadráticas e exponen-

cial).

Para finalizar a demonstração, calculamos explicitamente as integrais acima, em dois

dos três casos.

Para computar a expressão (3.1.29), introduzimos a variável x =
Sn θ

Csn θ
. Segue que:

Sn2 θCs2l θ

1 + bn−1 Sn θCs
n θ

=
bn−1x

2Cs2n θCsn−1 θ

( 1
Cs2n

+ bn−1x) Cs
2n θ

(Cs2n θ= 1

1+nx2
)

=
bn−1x

2Cs3n−1 θ

(1 + bn−1x+ nx2) Cs2n θ
.
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Além disso,

dx
Def.1.4.6
=

Cs2n−1 θCsn θ − Sn θ nCsn−1 θ(− Sn θ)
Cs2n θ

dθ

=
Csn−1 θ(Cs2n θ + n Sn2 θ)

Cs2n θ
dθ

=
1

Csn+1 θ
dθ

isto é, dθ = Csn+1 θ dx.

Substituindo as expressões acima em (3.1.29), obtemos

V1 = 2

∫ +∞

−∞

bn−1x
2Cs3n−1 θ

(1 + bn−1x+ nx2) Cs2n θ
Csn+1 θ dx

=

∫ +∞

−∞

2bn−1x
2

(1 + bn−1x+ nx2)
Cs2n θ dx

=

∫ +∞

−∞

2bn−1x
2

(1 + bn−1x+ nx2)(1 + nx2)
dx

= exp

(

2bn−1π

n
√

4n− b2n−1

)

.

Quando β > n− 1, obtemos

V2−n+2l = b2l

∫ T

0

Sn2 θCs2l θ dθ =

√
π Γ(2l+1

2n
)√

n3 Γ(3n+2l+1
2n

)
b2l,

onde usamos a Proposição 1.4.12.

A demonstração da afirmação (2) do Teorema 3.1.10 é resultado direto da Proposição

3.1.9.

Essencialmente, o método apresentado neste capítulo faz uso da teoria das formas

normais para computar as constantes de Lyapunov generalizadas, que por sua vez são

utilizadas para resolução do problema do centro-foco para singularidades nilpotentes.

Apesar de interessante, esta abordagem é computacionalmente dispendiosa, conforme

ilustraremos em detalhes, no Capítulo 4.

Apresentamos a seguir uma outra técnica, que investiga o problema do centro-foco

para singularidades nilpotentes utilizando o método de Lyapunov para caracterização de

centros em singularidades não degeneradas.
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3.2 Método de Giacomini-Giné-Llibre

Seja p ∈ R
2 um ponto singular de um sistema diferencial em R

2. Se p é um centro,

um problema interessante consiste em verificar a existência de uma integral primeira H

definida em alguma vizinhança U de p (i.e. uma função não constante H : U → R tal que

H é constante sobre as órbitas do sistema diferencial).

Mais especificamente, vamos assumir um sistema diferencial analítico com um centro

em p. Então, sabe-se que existe uma integral primeira C∞ definida em alguma vizinhança

de p, ver [39]. Também é conhecido que existe uma primeira integral analítica definida

em U\{p}, para alguma vizinhança U de p, ver [35]. Mas, em geral, essa integral primeira

analítica não pode ser estendida a p. De fato, fixado um sistema diferencial analítico em

R
2 com um centro em p, ainda é um problema em aberto a caracterização da existência

de uma integral primeira analítica numa vizinhança de p, ou como usualmente dizemos,

uma integral primeira analítica local em p - cf. [27].

Seja p ∈ R
2 um ponto singular de um sistema diferencial analítico em R

2, e assuma

que p é um centro. Sem perda de generalidade, podemos assumir que p é a origem do

sistema de coordenadas. Então, pelas Proposições 1.2.8, 1.2.10 e 1.2.11, o sistema pode

ser escrito em uma das três formas seguintes:

ẋ = −y + F1(x, y), ẏ = x+ F2(x, y); (3.2.1)

ẋ = y + F1(x, y), ẏ = F2(x, y); (3.2.2)

ẋ = F1(x, y), ẏ = F2(x, y); (3.2.3)

onde F1(x, y) e F2(x, y) são funções reais analíticas sem termos constantes e lineares,

definidas numa vizinhança da origem.

No que se segue, um centro de um sistema diferencial analítico em R
2 é chamado

de linear, nilpotente ou degenerado se, após uma mudança de coordenadas afim e um

reescalonamento de tempo, puder ser escrito na forma (3.2.1), (3.2.2) ou (3.2.3), respec-

tivamente.

O estudo dos centros lineares, em termos da existência de uma integral primeira

analítica, é devido a Poincaré [45] e Lyapunov [36], ver também Moussu [42].
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Teorema 3.2.1 (Teorema do Centro Linear). O sistema diferencial analítico real (3.2.1)

tem um centro na origem se, e somente se, existe uma integral primeira analítica local da

forma H = x2+ y2+F (x, y), definida numa vizinhança da origem, onde F possui termos

de grau maior ou igual a 2.

O Algoritmo de Lyapunov - cf. 2.1.3, consiste justamente em determinar quando um

sistema da forma (3.2.1) tem uma integral primeira analítica local na origem, e conse-

quentemente, um centro neste ponto.

Para centros nilpotentes, apresentamos o teorema a seguir, em que o Algoritmo de

Lyapunov é utilizado para investigar o problema do centro-foco.

Teorema 3.2.2 (Teorema do Centro Nilpotente). Suponha que a origem do sistema dife-

rencial analítico (3.2.2) seja um centro. Então, existem funções analíticas G1 e G2, cujas

expressões são fornecidas na demonstração, tais que o sistema

ẋ = y + F1(x, y) + εG1(x, y), ẏ = −εx+ F2(x, y) + εG2(x, y) (3.2.4)

tem um centro linear na origem, para todo ε > 0.

Para demonstrarmos este teorema, vamos precisar de alguns resultados preliminares,

que apresentamos a seguir.

A caracterização dos centros nilpotentes em termos da existência de uma simetria é

devida a Berthier e Moussu - cf. [11] (ver também [50]), que obtiveram o seguinte teorema:

Teorema 3.2.3. Se o sistema analítico (3.2.2) tem um centro na origem, então existe

uma mudança de coordenadas analítica, tal que, o novo sistema também apresenta a forma

(3.2.2) e é invariante pela mudança de coordenadas (x, y, t)→ (−x, y − t).

De [15], se o sistema analítico (3.2.2) tem um centro na origem e existe uma mudança

de coordenadas analítica tal que o novo sistema também apresenta a forma (3.2.2) e é

invariante pela mudança de coordenadas (x, y, t)→ (−x, y− t), então o sistema tem uma

primeira integral analítica definida numa vizinhança da origem.

Também precisaremos do próximo teorema, extraído de [44] p. 145:
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Teorema 3.2.4. Seja E ⊂ R
2 aberto contendo a origem, e seja f ∈ C1(E), f(0) = 0.

Se o sistema não linear ẋ = f(x) é simétrico com respeito ao eixo x ou ao eixo y, e se a

origem for um centro para a parte linear do sistema, então a origem de ẋ = f(x) é um

centro.

Demonstração. (Teorema 3.2.2) Assuma que a origem do sistema (3.2.2) é um centro.

O Teorema 3.2.3 e sua demonstração nos garantem que, para todo centro nilpotente

(3.2.2), correspondendo a um campo vetorial analítico X(x, y), existe uma mudança de

coordenadas analítica (x, y)→ (u, v) da forma

x = u+ ... y = v + ... (3.2.5)

tal que X(x, y) escrito nestas novas variáveis é um campo vetorial da forma

Y (u, v) = (v + F̄1(u, v), F̄2(u, v)), (3.2.6)

onde F̄1(u, v) e F̄2(u, v) são funções analíticas com termos de segundo grau em u e v e

o sistema diferencial associado é invariante sob a mudança de coordenadas (x, y, t) →
(−x, y − t).

Considere agora a seguinte perturbação do campo vetorial (3.2.6):

Yε(u, v) = (v + F̄1(u, v),−εu+ F̄2(u, v)), (3.2.7)

com ε > 0. Então,

DJYε(0, 0) =

(

0 1

−ε 0

)

= ε > 0,

e os autovalores da origem são ±√εi. Consequentemente, a origem é um centro para a

parte linear de (3.2.7). Disto, e do fato de que o sistema diferencial associado ao campo

vetorial (3.2.7) é invariante sob a mudança de coordenadas (x, y, t) → (−x, y − t) (pois

o sistema não perturbado é invariante), segue do Teorema 3.2.4 que a origem do campo

vetorial (3.2.7) é um centro linear, ∀ ε > 0.

Observe que, a mudança de coordenadas (3.2.5) preserva a parte linear do campo, pois

seu jacobiano é da forma

(

1 0

0 1

)

. Assim, a mudança de coordenadas inversa de (3.2.5)
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pode ser escrita como:
{

u = x+ f1(x, y),

v = y + f2(x, y),
(3.2.8)

onde f1(x, y), f2(x, y) são funções analíticas sem termos constantes ou lineares. Diferen-

ciando (3.2.8), obtemos

u̇ =

(

1 +
∂f1(x, y)

∂x

)

ẋ+
∂f1(x, y)

∂y
ẏ,

v̇ =
∂f2(x, y)

∂x
ẋ+

(

1 +
∂f2(x, y)

∂y

)

ẏ,

(3.2.9)

Aplicando as expressões de u̇ e v̇ dadas pelas equações associadas ao campo perturbado

(3.2.7), em (3.2.9), , e efetuando-se os cálculos necessários, obtemos:

{

ẋ = y + F1(x, y) + εG1(x, y),

ẏ = −εx+ F2(x, y) + εG2(x, y),
(3.2.10)

onde

G1(x, y) = (x+ f1(x, y))
∂f1(x, y)

∂y
,

G2(x, y) =

(

−(x+ f1(x, y))
∂f1(x, y)

∂x
− f1(x, y)

)

.

(3.2.11)

Observe que, G1 e G2 são funções analíticas, pois f1 é uma função analítica.

Seja Xε(x, y) o campo vetorial associado ao sistema (3.2.10). Uma vez que Yε(u, v)

tem um centro linear na origem, para todo ε > 0, o mesmo vale para Xε(x, y) e assim,

concluímos a demonstração.

De modo simplificado, o teorema acima nos diz que um centro nilpotente analítico é

limite de centros lineares analíticos. Do Teorema do Centro Linear, segue que o sistema

(3.2.4) admite integral primeira local Hε(x, y) em (0, 0), para todo ε > 0. Além disso, se

H(x, y) = lim
ε→0+

Hε(x, y) existe e está bem definido numa vizinhança de (0, 0), então H é

integral primeira local de (3.2.2).

Logo, o Teorema do Centro Nilpotente reduz o estudo dos centros nilpotentes para o

caso dos centros lineares. Podemos aplicar o Algoritmo de Lyapunov - cf. 2.1.3, ao sistema
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(3.2.4), buscando integrais primeiras analíticas da forma H = (εx2 + y2)/2 + F (x, y, ε),

onde F começa com termos de ordem maior ou igual a 2 nas variáveis x e y. As constantes

de Lyapunov V2k são determinadas a partir de (2.1.21).

Teorema 3.2.5. Suponha que a origem do sistema diferencial analítico real (3.2.2) é

monodrômica, e que o sistema é limite de sistemas com centros lineares da forma (3.2.4).

Suponha ainda que não existe ponto singular de (3.2.4) tendendo para a origem, quando

ε tende a zero. Então, o sistema (3.2.2) tem um centro na origem.

Demonstração. Considere um sistema analítico da forma (3.2.2), que denotaremos por

(P,Q), tendo a origem como ponto singular monodrômico. Suponha que este sistema seja

limite de sistemas com centros lineares da forma (3.2.4), denotados por (Pε, Qε).

Como a origem por hipótese é singularidade monodrômica de (P,Q), se S é uma

curva suficientemente pequena com extremidade na origem, então a aplicação de primeiro

retorno Π : S → S, associada ao sistema (P,Q) está bem definida e o termo líder de

sua expansão de Taylor é linear, basta escolher convenientemente uma curva algébrica

semi-transversal, que pode ter uma singularidade no ponto singular - cf. [40].

Por hipótese, a aplicação de primeiro retorno Πε : S → S associada ao sistema (Pε, Qε)

é a identidade, ∀ε > 0. Logo, pelo Teorema da Dependência Contínua em Relação às

Condições Iniciais, seque que Π = limε→0+Πε.

A condição de ausência de pontos singulares tendendo à origem, quando ε tende a zero,

pode ser facilmente verificada usando os termos de menor ordem do sistema perturbado

(3.2.4).

Os Teoremas 3.2.2 e 3.2.5 podem ser usados para detectar centros nilpotentes de

sistemas diferenciais analíticos, por meio da aplicação do Algoritmo de Lyapunov - ver

Seção 2.1.3. No caso particular de sistemas polinomiais, o método é descrito a seguir.

Considere o sistema (3.2.2), com F1 e F2 polinômios sem termos constantes ou lineares

contendo um conjunto de parâmetros arbitrários e tais que a origem é um ponto singular

monodrômico. Nestas condições, de acordo com o Teorema 3.2.2, para detectar os centros

do sistema precisamos considerar o sistema perturbado

ẋ = y + F1(x, y) + εG1(x, y), ẏ = −εx+ F2(x, y) + εG2(x, y) (3.2.12)

onde G1, G2 são funções analíticas começando com termos quadráticos em x e y.
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Aplicamos então o Algoritmo de Lyapunov para determinar condições necessárias para

que a origem do sistema (3.2.12) seja um centro. Em geral, estas condições são satisfeitas

escolhendo-se convenientemente os coeficientes das funções analíticas G1 e G2. Quando

isto não é possível, devemos fazer uso dos parâmetros do sistema polinomial não pertur-

bado da forma (3.2.2). Deste modo, obtemos condições necessárias para a existência de

um centro da origem deste sistema.

Condições suficientes de centros para um sistema não perturbados da forma (3.2.2)

são obtidas em um número finito de passos, pois o Teorema da Base de Hilbert assegura

que este processo é finito. A cada vez que encontramos uma condição necessária para

que a origem do sistema não perturbado (3.2.2) seja um centro, precisamos conferir se

este sistema tem efetivamente um centro na origem. Como o número de passos é finito e

para a determinação de cada constante de Lyapunov do sistema perturbado (3.2.12) nós

precisamos de apenas um jato finito, a perturbação necessária para detectar os casos de

centro são polinômios, isto é, as funções G1 e G2 são polinômios.

No Capítulo 4, exibimos exemplos de aplicação do Teorema 3.2.2 na investigação de

centros em famílias de sistemas diferenciais analíticos.



Capítulo

4

Aplicações

Esta seção é dedicada à aplicação das duas técnicas apresentadas nesta dissertação

para investigação do problema do centro-foco em sistemas diferenciais analíticos planares

com singularidades nilpotentes.

Primeiramente, utilizamos os Teoremas 3.1.1 e 3.1.10, desenvolvidos por Álvarez &

Gasull - cf. [1, 2], que fazem uso da teoria das formas normais para calcular as constantes

de Lyapunov generalizadas, para uma família de sistemas diferenciais planos fixada. Em

etapa posterior, aplicamos o Teorema do Centro Nilpotente (Teorema 3.2.2), devido a

[29], que investiga centros nilpotentes como limite de centros do tipo linear para uma

segunda família.

A aplicação das duas técnicas nos possibilitou avaliar sua eficiência, bem como iden-

tificar possíveis dificuldades, tais como o custo computacional envolvido. Vale destacar

que a primeira família de sistemas diferenciais analíticos que investigamos é bastante con-

hecida, tendo sido estudada anteriormente por Gasull & Torregrosa - cf. [23, 25]. Nossos

resultados coincidem parcialmente com os apresentados nestes dois trabalhos, à exceção de

uma das condições para centro do sistema. Comentaremos mais a respeito deste assunto

ao final deste capítulo.

Para efetuar os cálculos necessários, utilizamos os softwares Mapler v.14.0 e

Mathematicar v.8.0, em um PC-Pentium 2.84GHz 4GB RAM. A seguir, apresentamos

os resultados obtidos.
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4.1 Método de Álvarez-Gasull

Nesta seção, aplicaremos os Teoremas 3.1.1 e 3.1.10, devidos a Álvarez & Gasull - cf.

[1, 2], para caracterização do sistema diferencial apresentado a seguir:

{

ẋ = −y + p3,0x
3 + p1,1xy,

ẏ = x3 + q4,0x
4 + q2,1x

2y + q0,2y
2

(4.1.1)

onde pi,j, qi,j ∈ R.

Problema da Monodromia

Para aplicarmos o Teorema 3.1.1, precisamos que o sistema (4.1.1) seja escrito na

forma
{

ẋ = y +X2(x, y),

ẏ = Y2(x, y),

com X2, Y2 funções analíticas cujas séries de potências começam, pelo menos, com termos

de grau 2. Para isso, basta efetuarmos a mudança de coordenadas x = −x no sistema

(4.1.1) obtendo
{

ẋ = y − p3,0x
3 − p1,1xy,

ẏ = −x3 + q4,0x
4 + q2,1x

2y + q0,2y
2,

(4.1.2)

e portanto, temos X2(x, y) = −p3,0x3− p1,1xy e Y2(x, y) = −x3+ q4,0x4+ q2,1x2y+ q0,2y2.
Utilizando a notação do Teorema 3.1.1, e com auxílio do Mapler, obtemos as funções

f(x) e φ(x) para o sistema (4.1.1):

f(x) = Y2(x, F (x)) = axα +O(‖x‖α+1), a 6= 0, α ≥ 2,

(4.1.2)⇒ f(x) = −x3 + q4,0x
4 + q2,1p3,0x

5 +
(

q2,1p3,0p1,1 + q0,2p3,0
2
)

x6 +O(‖x‖7).

φ(x) = div(y +X2(x, y), Y2(x, y))
∣

∣

y=F (x)

= bxβ +O(‖x‖β+1), b 6= 0, β ≥ 1 ou φ ≡ 0,

(4.1.2)⇒ φ(x) = (−3 p3,0 + q2,1) x
2 + (2 q0,2p3,0 − p1,1p3,0) x

3 +O(‖x‖4).

onde a função y = F (x) é a solução de y +X2(x, y) = 0 passando por (0, 0).
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Consequentemente, temos a = −1 < 0, α = 3, n = α+1
2

= 2. Como a função φ é

da forma φ(x) = p3,0

[

−3x2 + p1,1x
3

−1 + p1, 1x
− 2q0,2x

3

−1 + p1,1x

]

+ q2,1x
2, segue que φ(x) ≡ 0⇔

p3,0 = q2,1 = 0. Esta relação, de fato, será a primeira condição de centro para o sistema

(4.1.2), como veremos mais tarde.

Se φ(x) 6≡ 0, então β = 2. Então, 2 = β > n− 1 = 1, e consequentemente, o sistema

(4.1.2) satisfaz a condição (i) do Teorema 3.1.1.

Portanto, o sistema (4.1.1) satisfaz as condições do Teorema 3.1.1, e desta forma,

possui uma singularidade nilpotente monodrômica na origem. A seguir, apresentamos os

detalhes.

Problema da Estabilidade

Para aplicarmos o Teorema 3.1.10 e caracterizarmos os centros deste sistema, é neces-

sário realizar alguns passos preliminares.

Forma Normal

Utilizando o Teorema da Forma Normal, obtivemos, com o auxílio do Mapler, a forma

normal do sistema (4.1.1), com truncamento de ordem 7:

{

ẋ = −y,
ẏ = a(x) + yb̃(x),

(4.1.3)

onde:

a(x) =x3 + (−1
2
q0,2 −

3

2
p1,1 + q4,0)x

4 + (q2,1p3,0 +
3

2
p1,1q0,2 +

5

4
p1,1

2 +
1

4
q0,2

2

− q4,0q0,2 − 2 q4,0p1,1)x
5 + (−5

4
p1,1q0,2

2 − 15

8
p1,1

2q0,2 −
1

8
q0,2

3 +
5

6
q4,0q0,2

2

+ 3 q4,0p1,1q0,2 −
3

4
p1,1

3 − 3

2
q2,1p3,0p1,1 −

3

2
q2,1p3,0q0,2 +

13

6
q4,0p1,1

2 + q0,2p3,0
2)x6

+ (p1,1q0,2
3 +

25

12
p1,1

2q0,2
2 + 3 q2,1p3,0p1,1q0,2 +

7

120
q0,2

4 +
3

2
p1,1

3q0,2 −
2

3
q4,0q0,2

3

− 5

3
q4,0p1,1

3 − 13

3
q4,0p1,1

2q0,2 +
5

3
q2,1p3,0q0,2

2 − 10

3
q4,0p1,1q0,2

2 +
43

120
p1,1

4

+
4

3
q2,1p3,0p1,1

2 − 2 q0,2
2p3,0

2 − q0,2p3,0
2p1,1)x

7

(4.1.4)
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b̃(x) = (3 p3,0 + q2,1)x
2 + (−q0,2p3,0 − q2,1q0,2 − 2 p1,1p3,0 − q2,1p1,1)x

3 + (2 p1,1p3,0q0,2

+
5

4
p1,1

2p3,0 −
1

4
q0,2

2p3,0 +
3

2
q2,1p1,1q0,2 +

7

12
q2,1p1,1

2 +
11

12
q2,1q0,2

2)x4

+ (−1
2
p3,0p1,1

3 − 5

6
q2,1q0,2

3 − 1

4
q2,1p1,1

3 − 2 p3,0p1,1
2q0,2 −

3

2
p3,0p1,1q0,2

2

+ q0,2
3p3,0 −

7

4
q2,1q0,2

2p1,1 −
7

6
q2,1q0,2p1,1

2)x5 + (−22
15
q0,2

4p3,0 +
137

180
q2,1q0,2

4

+
31

360
q2,1p1,1

4 +
7

40
p1,1

4p3,0 +
11

12
q0,2

3p3,0p1,1 +
55

24
q0,2

2p3,0p1,1
2 +

13

12
p1,1

3p3,0q0,2

+
15

8
q2,1q0,2

3p1,1 +
119

72
q2,1q0,2

2p1,1
2 + 5/8 q2,1p1,1

3q0,2)x
6 + (− 7

10
q2,1q0,2

5

− 1

40
q2,1p1,1

5 − 1

20
p1,1

5p3,0 +
53

30
q0,2

5p3,0 −
25

24
q2,1q0,2

2p1,1
3 − 29

15
q2,1q0,2

4p1,1

− 31

120
q2,1q0,2p1,1

4 − 49

24
q2,1q0,2

3p1,1
2 − 55

24
q0,2

3p3,0p1,1
2 − 19

12
q0,2

2p3,0p1,1
3

− 11

30
q0,2

4p3,0p1,1 −
19

40
q0,2p3,0p1,1

4)x7

(4.1.5)

Aplicação do Lema 3.1.8

De (4.1.3), segue que a(x) = x3(1 + O(‖x‖)). Logo, 2n − 1 = 3, isto é, n = 2. Po-

demos então escrever a função Φ−1(u), do Lema 3.1.8, para o sistema (4.1.3): Φ(x) =

x 4
√

1 +O(‖x‖).

Utilizando o Mapler para:

• expandir a função Φ−1(u) em série de Taylor até ordem 7,e

• calcular a forma normal de Φ−1(u) até o grau 7,

obtemos o sistema:
{

ẋ = −y,
ẏ = x2n−1 + yb(x),

onde b(x) é dado por:

b(x) =
∑

j≥β

bjx
j, bβ 6= 0

=Ax2 +Bx3 + Cx4 +Dx5 + Ex6.
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onde A,B,C,D,E são funções de pi,j, qi,j, dadas no Anexo A.

Teorema 3.1.10

Com os resultados obtidos, finalmente podemos aplicar o Teorema 3.1.10.

Da expressão de b(x), obtida anteriormente, segue que β = 2l = 2 e portanto, 2 =

β > n− 1 = 1. Desta forma, estamos na condição 1.(a) do Teorema 3.1.10.

Segue que 2−n+2l = 2 e desta forma, a primeira constante de Lyapunov generalizada

significativa é V2. Efetuando-se os cálculos necessários, com o auxílio do Mapler, obtemos

V2 = K2(3p3,0 + q2,1).

Procedendo de forma análoga, obtemos V4 = K4(−
1

3
q2,1(2q0,2+p1,1)(p1,1−q0,2−q4,0)) e

V6 = K6(
1

216
q2,1(2q0,2+p1,1)(4q0,2+9q4,0)(3q4,0q0,2+6q

2
4,0+2q

2
2,1)). Se a origem é um centro,

todas as constantes generalizadas são nulas. Assim, obtemos as seguintes condições:

(a) p3,0 = q2,1 = 0;

(b) p1,1 + 2q0,2 = q2,1 + 3p3,0 = 0;

(c) 4p1,1 + 5q4,0 = q2,1 + 3p3,0 = 4q0,2 + 9q4,0 = 0;

(d) p1,1 − q0,2 − q4,0 = 6p23,0 + q0,2q4,0 + 2q24,0 = q2,1 + 3p3,0 = 0.

Discussão dos resultados

A técnica de Alvarez & Gasull - cf. [1, 2] faz uso da teoria das formas normais para

calcular as constantes de Lyapunov generalizadas. A aplicação desta técnica numa família

concreta de sistemas diferenciais nos permitiu identificar alguns aspectos importantes, que

destacamos a seguir.

• Truncamento da forma normal: a aplicação da técnica exige truncamento da

forma normal até ordem conveniente. Entretanto, o método não explicita qual deve

ser esta ordem. Outros truncamentos necessários, como a ordem da expansão da

série de Taylor da função inversa Φ−1 (vide Lema 3.1.8), também requerem cuidado,

uma vez que truncar a série em ordem muito baixa pode resultar em expressões que

não contemplam todas as condições de centro do sistema analisado;
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• Custo computacional: a aplicação da técnica mostrou-se computacionalmente

dispendiosa. A obtenção da forma normal e da função inversa Φ−1, bem como os

demais cálculos necessários à aplicação do Teorema 3.1.10, demandaram considerável

tempo de execução do computador utilizado para a pesquisa - PC Pentium 2.84GHz

4GB de RAM. Para os cálculos com formas normais truncadas em grau maior que

9, e com expansão de Taylor de Φ−1 superior a 8, foi preciso recorrer a máquina

com mais recursos, nesse caso, um MacAir i7 1.8GHz dual chip 8GB de RAM;

• Constantes de Lyapunov generalizadas: a afirmação (2) do Teorema 3.1.10

fornece condições necessárias e suficientes para que a origem seja um centro. Na

prática, no entanto, calculamos as constantes de Lyapunov generalizadas e verifi-

camos as condições para que sejam iguais a zero, uma vez que a origem é um centro

se, e somente se, todas as constantes forem nulas. Entretanto, o método também

não fornece a quantidade de constantes generalizadas que precisam ser calculadas

para obter todas as condições de centro de um dado sistema.

Com relação aos resultados obtidos para a família de sistemas diferenciáveis analíticos

(4.1.1), destacamos que nossos resultados diferem dos apresentados por Gasull & Torre-

grosa - cf. [23, 25], em uma das condições, a saber, a condição (c). Em seu lugar, os

referidos autores apresentam a condição 2p1,1 + q4,0 = q2,1 + 3p3,0 = 4q0,2 + 9q4,0 = 0.

Não identificamos erros em nossos cálculos e tampouco fomos capazes de mostrar que a

condição obtida em nossos trabalhos ou aquela apresentada por Gasull & Torregrosa não é

válida. Vale observar que, devido a dificuldades computacionais, a investigação da mesma

família de sistemas diferenciais segundo a abordagem apresentada na próxima seção, não

pôde ser concluída.

4.2 Método de Giacomini-Giné-Llibre

Nesta seção, discutimos a aplicação do Teorema do Centro Nilpotente (Teorema 3.2.2)

- cf. [29], que investiga centros nilpotentes como limite de centros do tipo linear. Para

tanto, vamos aplicar o método para uma família fixada de sistemas diferenciais proposta

em [29]. Vale ressaltar que os resultados obtidos em [29] coincidem parcialmente com

os apresentados abaixo, devido a uma diferença nas expressões de G1 e G2, corrigida

posteriormente pelos autores do paper. Para efetuar os cálculos, utilizamos os softwares

Mathematicar e Mapler.
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Considere a seguinte família de sistemas:

{

ẋ = −y + x2 + k2xy,

ẏ = k1x
2 − x3, k1, k2 ∈ R.

(4.2.1)

Vamos aplicar o Algoritmo de Lyapunov - cf. 2.1.3 ao sistema perturbado abaixo:

{

ẋ = −y + x2 + k2xy + εG1(x, y),

ẏ = k1x
2 − x3 + εG2(x, y),

onde ε > 0, e G1(x, y) =
7

∑

i+j≥2

aijx
iyj, G2(x, y) =

7
∑

i+j≥2

bijx
iyj. Vale ressaltar que, nas

expansões de G1 e G2 não encontramos monômio da forma αy2, α ∈ R, devido à forma

como foram definidas em (3.2.11). Utilizando o software Mathematicar, obtivemos a

primeira constante de Lyapunov:

V1 =
1

8ε
3

2

[2 k1 + (2 b20 + 2 a20k1 + b11k1 − k2) ε

+ (−a11 + 3a30 + 2a20b20 + b11b20 + b21 − a20k2)ε
2 + (a12 − a11a20 + 3b03) ε

3].

Observe que V1 possui apenas coeficientes dos termos quadráticos e cúbicos das funções

G1 e G2. Para que V1 se anule, precisamos que todos os coeficientes de cada potência

de ε seja zero. Assim, obtemos a condição necessária para centro k1 = 0 para o sistema

(4.2.1) e para uma perturbação arbitrária. Também obtemos as condições b20 = k2/2,

b21 = a11 − 3a30 − b11b20 e b03 = (−a12 + a11a20)/3.

A segunda constante de Lyapunov é:

V2 =
1

192ε
7

2

[−36k2ε2 +O(‖ε‖3)].

Na expressão de V2 temos contribuições dos coeficientes dos termos de grau 2 até grau 5

de G1 e G2.

Assim, as condições k1 = k2 = 0 são necessárias para que a origem do sistema (4.2.1)

seja um centro. Estas condições também são suficientes, como mostraremos a seguir.
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Proposição 4.2.1. O sistema







ẋ = −y + x2,

ẏ = −x3,
(4.2.2)

tem um centro nilpotente na origem.

Demonstração. Primeiramente, vamos aplicar o Teorema 3.1.1 para verificar que a

origem do sistema (4.2.2) é monodrômica. As funções f(x) e φ(x), conforme Teorema

3.1.1 neste caso são bastante simples:

{

f(x) = −x3,
φ(x) = 2x,

Seque que a = −1 < 0, α = 3, n = 2, b = 2 e β = 1. Assim, β = 1 = n − 1 e

b2 + 4an = −4 < 0 e pela condição (ii) do Teorema 3.1.1, a origem do sistema (4.2.2) é

monodrômica.

O próximo passo é mostrar que a origem do sistema (4.2.2) é de fato um centro. Com

o auxílio do Mapler, escrevemos o sistema (4.2.2) na forma:

{

ẋ = −y,
ẏ = x3 + y(−2x).

Logo, b(x) = −2x, isto é, be(x) ≡ 0 e pelo item 2 do Teorema 3.1.10, a origem é um

centro.

Vale salientar que, apesar da origem do sistema (4.2.2) ser um centro, este sistema

não possui uma primeira integral analítica local, e nem uma primeira integral formal

definida na origem - cf. [15]. Esse Exemplo portanto, ilustra a impossibilidade de esten-

dermos o Teorema do Centro Linear - cf. Teorema 3.2.1, para sistemas com singularidades

degeneradas.

O procedimento apresentado no exercício anterior para investigação de centros nilpo-

tentes é usual na literatura. Ou seja, uma vez obtidas condições necessárias para a sin-

gularidade ser um centro, utilizamos outros resultados e técncas que nos permitam obter

condições condições suficientes. Tais resultados, em geral, são específicos para a família
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a ser investigada. Este fato é uma das grandes dificuldades na caracterização de centros

nilpotentes.
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Capítulo

5

Conclusões

O estudo de duas técnicas distintas para investigação do problema do centro-foco em

sistemas analíticos com singularidade nilpotente nos permitiu conhecer, em profundidade,

este que é um dos problemas clássicos da teoria qualitativa das EDO’s. A aplicação das

técnicas em famílias concretas de sistemas diferenciais possibilitou verificar as dificul-

dades computacionais e demais obstruções, bem como avaliar a eficiência de cada um dos

métodos.

Pretendemos dar continuidade ao estudo de sistemas diferenciais analíticos planares

com centros do tipo nilpotente e degenerado com parte linear identicamente nula , em

particular, sistemas diferenciais polinomiais de grau 3 e 4. Conforme observado em [26],

o problema do centro-foco está fortemente relacionado ao 16o Problema de Hilbert e

à caracterização de sistemas diferenciais com integral primeira. Deste modo, também

pretendemos investigar questões relacionadas à bifurcação de ciclos limites e a sistemas

diferenciais com integral primeira local.
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Apêndice

A

Componentes da função b(x)

A = (3 p3,0 + q2,1)

B = (3 p3,0 + q2,1)(
1

4
q0,2 +

3

4
p1,1 −

1

2
q4,0)− q0,2p3,0 − 2 p1,1p3,0 − q2,1q0,2 − q2,1p1,1

+ (−3 p3,0 − q2,1)(−
1

8
q0,2 −

3

8
p1,1 +

1

4
q4,0)

C = ((−3 p3,0 − q2,1)(
87

64
p1,1q0,2 +

229

128
p1,1

2 − 79

32
q4,0p1,1 +

29

128
q0,2

2 − 29

32
q4,0q0,2 +

21

32
q4,0

2

+
1

4
q2,1p3,0 + (

1

8
q0,2 +

3

8
p1,1 −

1

4
q4,0)

2 + (
1

8
q0,2 +

3

8
p1,1 −

1

4
q4,0)(

1

4
q0,2

+
3

4
p1,1 −

1

2
q4,0) + (−1

2
q0,2 −

3

2
p1,1 + q4,0)(

1

2
q0,2 +

3

2
p1,1 − q4,0)) + (3 p3,0 + q2,1)

(− 3

32
p1,1q0,2 +

23

64
p1,1

2 − 5

16
q4,0p1,1 −

1

64
q0,2

2 +
1

16
q4,0q0,2 +

7

16
q4,0

2 − 1

2
q2,1p3,0

+ (
1

8
q0,2 +

3

8
p1,1 −

1

4
q4,0)

2) + (−q0,2p3,0 − 2 p1,1p3,0 − q2,1q0,2 − q2,1p1,1)(
3

8
q0,2 +

9

8
p1,1

− 3

4
q4,0) +

11

12
q2,1q0,2

2 +
3

2
q2,1q0,2p1,1 +

7

12
q2,1p1,1

2 − 1

4
q0,2

2p3,0 + 2 p1,1p3,0q0,2

+
5

4
p1,1

2p3,0 + (−1
8
q0,2p3,0 −

11

8
p1,1p3,0 +

9

4
p3,0q4,0 +

5

8
q2,1q0,2 −

1

8
q2,1p1,1

+
3

4
q2,1q4,0)(−

1

8
q0,2 −

3

8
p1,1 +

1

4
q4,0))
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D =(−3 p3,0 − q2,1)((−1/2 q0,2 − 3/2 p1,1 + q4,0)(−3/16 p1,1q0,2 +
23

32
p1,1

2 − 5/8 q4,0p1,1

− 1/32 q0,2
2 + 1/8 q4,0q0,2 +

7

8
q4,0

2 − q2,1p3,0 + 2 (1/8 q0,2 + 3/8 p1,1 − 1/4 q4,0)
2 + (1/4 q0,2

+ 3/4 p1,1 − 1/2 q4,0)
2) + (1/8 q0,2 + 3/8 p1,1 − 1/4 q4,0)(−

3

32
p1,1q0,2 +

23

64
p1,1

2

− 5

16
q4,0p1,1 −

1

64
q0,2

2 + 1/16 q4,0q0,2 +
7

16
q4,0

2 − 1/2 q2,1p3,0 + (1/8 q0,2 + 3/8 p1,1

− 1/4 q4,0)
2) + 3 a4 + 2 (1/8 q0,2 + 3/8 p1,1 − 1/4 q4,0)(−

3

64
p1,1q0,2 +

23

128
p1,1

2

− 5

32
q4,0p1,1 −

1

128
q0,2

2 + 1/32 q4,0q0,2 +
7

32
q4,0

2 − 1/4 q2,1p3,0) + (− 3

64
p1,1q0,2
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23

128
p1,1

2 − 5
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q4,0p1,1 −

1
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2 − 3/2 q2,1p3,0p1,1
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7

32
q4,0

2 − 1/4 q2,1p3,0)(−
3

32
p1,1q0,2 +

23

64
p1,1

2

− 5

16
q4,0p1,1 −

1

64
q0,2

2 + 1/16 q4,0q0,2 +
7

16
q4,0

2

− 1/2 q2,1p3,0 + (1/8 q0,2 + 3/8 p1,1 − 1/4 q4,0)
2) +

7

120
q0,2

4

+ p1,1q0,2
3 +

25

12
p1,1

2q0,2
2 − 2/3 q4,0q0,2

3 − 5/3 q4,0p1,1
3 + 3 q2,1p3,0p1,1q0,2

+ 5/3 q2,1p3,0q0,2
2 + 4/3 q2,1p3,0p1,1

2 − 13/3 q4,0p1,1
2q0,2

− 10/3 q4,0p1,1q0,2
2 +

43

120
p1,1

4 + 3/2 q0,2p1,1
3 − 2 q0,2

2p3,0
2

− q0,2p3,02p1,1 + (1/4 q0,2
2 − q4,0q0,2 + 5/4 p1,1

2 + 3/2 p1,1q0,2

− 2 q4,0p1,1 + q2,1p3,0)((1/8 q0,2 + 3/8 p1,1 − 1/4 q4,0)(1/2 q0,2 + 3/2 p1,1 − q4,0)

− 15

64
p1,1q0,2 +

115

128
p1,1

2 − 25

32
q4,0p1,1 −

5

128
q0,2

2 +
5

32
q4,0q0,2 +

35

32
q4,0

2

− 5/4 q2,1p3,0 + 2 (1/8 q0,2 + 3/8 p1,1 − 1/4 q4,0)
2 + (1/4 q0,2 + 3/4 p1,1 − 1/2 q4,0)

2))

+ (
11

12
q2,1q0,2

2 + 3/2 q2,1q0,2p1,1 +
7

12
q2,1p1,1

2 − 1/4 q0,2
2p3,0 + 2 p1,1p3,0q0,2 + 5/4 p1,1

2p3,0)

(−3/16 p1,1q0,2 +
23

32
p1,1

2 − 5/8 q4,0p1,1 − 1/32 q0,2
2 + 1/8 q4,0q0,2 +

7

8
q4,0

2

− q2,1p3,0 + 2 (1/8 q0,2 + 3/8 p1,1 − 1/4 q4,0)
2 + (1/4 q0,2 + 3/4 p1,1 − 1/2 q4,0)

2) [...]



124 Componentes da função b(x)

E = [...] + (−q0,2p3,0 − 2 p1,1p3,0 − q2,1q0,2 − q2,1p1,1)((1/8 q0,2 + 3/8 p1,1 − 1/4 q4,0)(−
3

32
p1,1q0,2

+
23

64
p1,1

2 − 5

16
q4,0p1,1 −

1

64
q0,2

2 + 1/16 q4,0q0,2 +
7

16
q4,0

2 − 1/2 q2,1p3,0

+ (1/8 q0,2 + 3/8 p1,1 − 1/4 q4,0)
2) + 3 a4 + 2 (1/8 q0,2 + 3/8 p1,1 − 1/4 q4,0)

(− 3

64
p1,1q0,2 +

23

128
p1,1

2 − 5

32
q4,0p1,1 −

1

128
q0,2

2 + 1/32 q4,0q0,2 +
7

32
q4,0

2

− 1/4 q2,1p3,0) + (− 3

64
p1,1q0,2 +

23

128
p1,1

2 − 5

32
q4,0p1,1 −

1

128
q0,2

2

+ 1/32 q4,0q0,2 +
7

32
q4,0

2 − 1/4 q2,1p3,0)(1/4 q0,2 + 3/4 p1,1 − 1/2 q4,0)) + (3 p3,0 + q2,1)(2 (1/8 q0,2

+ 3/8 p1,1 − 1/4 q4,0)a4 + (− 3

64
p1,1q0,2 +

23

128
p1,1

2 − 5

32
q4,0p1,1 −

1

128
q0,2

2

+ 1/32 q4,0q0,2 +
7

32
q4,0

2 − 1/4 q2,1p3,0)
2) + (q0,2

3p3,0

− 1/2 p3,0p1,1
3 − 2 p1,1

2p3,0q0,2 − 3/2 p1,1p3,0q0,2
2 − 7/4 q2,1q0,2

2p1,1

− 7/6 q2,1q0,2p1,1
2 − 5/6 q2,1q0,2

3 − 1/4 q2,1p1,1
3)(5/8 q0,2 +

15

8
p1,1 − 5/4 q4,0)

+
137

180
q2,1q0,2

4 +
7

40
p3,0p1,1

4 − 22

15
p3,0q0,2

4

+
31

360
q2,1p1,1

4 +
55

24
p1,1

2p3,0q0,2
2 + 5/8 q2,1q0,2p1,1

3

+
11

12
p1,1p3,0q0,2

3 +
13

12
q0,2p3,0p1,1

3 +
119

72
q2,1q0,2

2p1,1
2

+
15

8
q2,1q0,2

3p1,1 + (−1/8 q0,2p3,0 −
11

8
p1,1p3,0 + 9/4 p3,0q4,0

+ 5/8 q2,1q0,2 − 1/8 q2,1p1,1 + 3/4 q2,1q4,0)((−1/2 q0,2 − 3/2 p1,1 + q4,0)(−3/16 p1,1q0,2 +
23

32
p1,1

2

− 5/8 q4,0p1,1 − 1/32 q0,2
2 + 1/8 q4,0q0,2 +

7

8
q4,0

2 − q2,1p3,0

+ 2 (1/8 q0,2 + 3/8 p1,1 − 1/4 q4,0)
2 + (1/4 q0,2 + 3/4 p1,1 − 1/2 q4,0)

2) + (1/8 q0,2 + 3/8 p1,1

− 1/4 q4,0)(−
3

32
p1,1q0,2 +

23

64
p1,1

2 − 5

16
q4,0p1,1

− 1

64
q0,2

2 + 1/16 q4,0q0,2 +
7

16
q4,0

2 − 1/2 q2,1p3,0

+ (1/8 q0,2 + 3/8 p1,1 − 1/4 q4,0)
2) + 3 a4 + 2 (1/8 q0,2 + 3/8 p1,1 − 1/4 q4,0)(−

3

64
p1,1q0,2

+
23

128
p1,1

2 − 5

32
q4,0p1,1 −

1

128
q0,2

2 + 1/32 q4,0q0,2 +
7

32
q4,0

2

− 1/4 q2,1p3,0) + (− 3

64
p1,1q0,2 +

23

128
p1,1

2 − 5

32
q4,0p1,1 −

1

128
q0,2

2

+ 1/32 q4,0q0,2 +
7

32
q4,0

2 − 1/4 q2,1p3,0)(1/4 q0,2 + 3/4 p1,1 − 1/2 q4,0) + (1/4 q0,2
2 − q4,0q0,2

+ 5/4 p1,1
2 + 3/2 p1,1q0,2 − 2 q4,0p1,1 + q2,1p3,0)(5/8 q0,2 +

15

8
p1,1 − 5/4 q4,0)

− 5/4 p1,1q0,2
2 − 15

8
p1,1

2q0,2 − 1/8 q0,2
3 − 3/4 p1,1

3 + q0,2p3,0
2 + 5/6 q4,0q0,2

2

+ 3 q4,0p1,1q0,2 +
13

6
q4,0p1,1

2 − 3/2 q2,1p3,0p1,1 − 3/2 q2,1p3,0q0,2) [...]
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E = [...] + (−23
32
p3,0q4,0q0,2 +

35

32
p3,0q4,0p1,1 −

29

32
q2,1q4,0q0,2

+ 1/32 q2,1q4,0p1,1 + 9/4 q2,1p3,0
2 − 81

32
p3,0q4,0

2 + 3/4 q2,1
2p3,0

− 27

32
q2,1q4,0

2 +
23

64
q2,1q0,2p1,1 +

5

64
p1,1p3,0q0,2

− 169

384
q2,1q0,2

2 − 17

384
q2,1p1,1

2 +
87

128
q0,2

2p3,0 −
145

128
p1,1

2p3,0

)(
87

64
p1,1q0,2 +

229

128
p1,1

2 − 79

32
q4,0p1,1 +

29

128
q0,2

2

− 29

32
q4,0q0,2 +

21

32
q4,0

2 + 1/4 q2,1p3,0 + (1/8 q0,2 + 3/8 p1,1 − 1/4 q4,0)
2

+ (1/8 q0,2 + 3/8 p1,1 − 1/4 q4,0)(1/4 q0,2 + 3/4 p1,1 − 1/2 q4,0) + (−1/2 q0,2 − 3/2 p1,1 + q4,0)

(1/2 q0,2 + 3/2 p1,1 − q4,0)) + (−143
256

q2,1q0,2
2p1,1 +

265

768
q2,1q0,2p1,1

2

+
265

256
p1,1

2p3,0q0,2 −
15

16
q2,1p3,0

2q0,2 −
37

64
q2,1q4,0p1,1q0,2

+
47

384
q2,1q4,0p1,1

2 − 71

64
p3,0q4,0p1,1q0,2 −

49

128
p3,0q4,0q0,2

2

+
43

32
q2,1q4,0

3 + q2,1a4 +
129

32
p3,0q4,0

3 +
243

256
p1,1p3,0q0,2

2

+
149

64
p3,0q0,2q4,0

2 +
191

128
p3,0q4,0p1,1

2 − 89

64
p3,0p1,1q4,0

2

− 3

64
q2,1p1,1q4,0

2 − 311

256
p3,0p1,1

3 +
251

768
q2,1q0,2

3

− 29

256
q2,1p1,1

3 + 3 q0,2p3,0
3 + 3 p3,0a4 −

57

8
q4,0q2,1p3,0

2

+
67

16
q2,1p3,0

2p1,1 −
197

256
q0,2

3p3,0 +
103

64
q2,1q0,2q4,0

2

+
17

16
q2,1

2p3,0p1,1 −
19

8
q4,0q2,1

2p3,0 −
21

16
q2,1

2p3,0q0,2

+
367

384
q2,1q4,0q0,2

2)(−1/8 q0,2 − 3/8 p1,1 + 1/4 q4,0)x
6



Índice Remissivo

Aplicação de Poincaré, 45

Blow-up

(m,n)-quasehomogêneo, 32

direcional, 25, 28

polar, 22, 28

Centro, 8

Centro linear, 8

Constante

de Lyapunov, 55, 61

de Lyapunov generalizada, 82, 83, 88

coordenadas (m,n)-quasehomogêneas, 33

Estabilidade

assintótica, 58

de Lyapunov, 57

Foco, 8

Foco fraco, 9

Função

de Lyapunov, 58

sucessão, 49

Índice de campo vetorial planar, 74

Ponto singular

degenerado elementar, 8

degenerado linearmente nulo, 8

hiperbólico, 12

monodrômico, 8

não degenerado, 8

nilpotente, 8

Problema

da estabilidade, 67, 84, 105

da monodromia, 67, 72, 104

do centro-foco, 37, 71

Teorema

centro de Lyapunov, 61

da estabilidade, 88

da monodromia , 73

das formas normais, 19

de Bautin, 63

de Hartman-Grobman, 12

do centro linear, 98

do centro nilpotente, 98

do fluxo tubular, 11


