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RESUMO

SILVA, F. A. Controlabilidade e observabilidade em equacoes diferenciais generalizadas
e aplicacoes. 2017. 87 p. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias — Ciéncias de Computacao e
Matemdtica Computacional) — Instituto de Ci€ncias Matemaéticas e de Computagdo, Universidade
de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2017.

Neste trabalho, introduzimos os conceitos de controlabilidade e de observabilidade para equa-
¢oes diferenciais ordindrias generalizadas, apresentamos resultados inéditos sobre condi¢des
suficientes e necessdrias para controlabilidade e para observabilidade para estas equacdes e

também apresentaremos uma aplicagao.

Utilizando teoremas de correspondéncia entre equacdes diferenciais ordindrias generalizadas e
outras equacdes diferenciais, traduzimos os resultados obtidos para os casos particulares de con-
trolabilidade e observabilidade para equagdes diferenciais em medida e equagdes diferencias com
impulsos. O fato de trabalharmos no ambiente das equagdes diferenciais ordindrias generalizadas
permitiu que os resultados obtidos pudessem envolver fungdes com muitas descontinuidades e

muito oscilantes, ou seja, de variacdo ilimitada.

Os resultados novos apresentados aqui estdo contidos no artigo [21] que se encontra em fase

final de redacdo e serd submetido a publicacdo em breve.

Palavras-chave: Controlabilidade, Observabilidade, Equacdes Diferenciais Ordindrias Genera-
lizadas, Integral de Kurzweil, Integral de Perron-Stieltjes, Equacdes Diferenciais em Medida,

Equacdes Diferenciais Impulsivas.






ABSTRACT

SILVA, E. A. Controllability and observability in generalized ordinary differential equati-
ons and applications. 2017. 87 p. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias — Ciéncias de Computa-
cdo e Matematica Computacional) — Instituto de Ciéncias Matemdticas e de Computagdo, Univer-
sidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2017.

In this work, we introduce concepts of controllability and observability for generalized ordi-
nary differential equations, we present new results on necessary and sufficient conditions for

controllability and observability for these equations and we also present an application.

Using theorems of correspondence between generalized ordinary differential equations and other
differential equations, we translate the results obtained for the particular cases of
controllability and observability for measure differential equations and differential equations
with impulses. The fact that we work in the framework of generalized ordinary differential
equations allows us to obtain results where the functions involved can have many discontinuities

and be highly oscillating, that is, of unbounded variation.

The new results presented here are contained in the preprint [21] which is under final revision

and will soon be submitted for publication.

Keywords: Controllability, Observability, Generalized Ordinary Differential Equations, Kurzweil
Integral, Perron-Stieltjes Integral, Measure Differential Equations, Impulsive Differential Equa-

tions.
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Introducao

Todos nés ja tentamos, numa ou noutra ocasiao, manter em equilibrio uma caneta
sobre o dedo indicador (i.e., resolver o problema do péndulo invertido). A teoria de

controle permite fazé-lo sob a condicao de dispormos de um bom modelo matemaético.

Um sistema de controle é um sistema, que evolui no tempo, sobre o qual podemos
agir através de uma funcao de entrada ou controle. Um computador, que permite a
um utilizador efetuar uma série de comandos, um ecossistema sobre o qual podemos
agir favorecendo esta ou aquela espécie, os tecidos nervosos que formam uma rede con-
trolada pelo cérebro e realizam a transformacao de estimulos provenientes do exterior
em agoes do organismo, um robo que deve efetuar uma tarefa bem precisa, um satélite
ou uma nave espacial, sao todos exemplos de sistemas controlaveis, os quais podem ser

modelados e estudados pela teoria dos sistemas de controle.

A teoria de controle analisa as propriedades de tais sistemas, com o intuito de
conduzi-los de um determinado estado inicial a um dado estado final, respeitando pos-
sivelmente certas restrigoes. A origem de tais sistemas pode ser muito diversa: meca-
nica, elétrica, bioldgica, quimica, economica, etc. O objetivo pode ser o de estabilizar
o sistema, tornando-o insensivel a certas perturbagoes (problema de estabilizagao por
pertubagao) ou, ainda, determinar as solugoes étimas relativamente a um determinado

critério de otimizagao (problema de controlo 6timo).

Observabilidade, na teoria de controle, é uma medida para avaliar quao bem os
estados de um sistema podem ser inferidos a partir do conhecimento de suas saidas
externas. Grosseiramente falando, observabilidade significa que, a partir de saidas do

sistema, é possivel determinar o comportamento de todo o sistema.

Para modelar sistemas de controle, podemos recorrer a diversos tipos de equagoes:

diferenciais, integrais, funcionais, a diferencas finitas, a derivadas parciais, etc. Em
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relacao ao problema de controlabilidade e observabilidade, R. Kalman demonstrou, em
1949, alguns resultados importantes que caracterizam os sistemas lineares controlaveis
e/ou observaveis de dimensao finita (veja [14], por exemplo, e também os Teoremas
1.3, 1.5 e [14] do presente texto).

A fim de generalizar certos resultados na dependéncia continua da solucao de equa-
¢oes diferenciais ordindrias (EDOs) em relacao aos dados iniciais, J. Kurzweil introdu-
ziu, em 1957, a nocao de equacgoes diferenciais ordinarias generalizadas para funcoes
que tomam valores em espagos euclidianos e de Banach. Referimo-nos a estas equacoes
como EDOs generalizadas. Veja [15,16,21].

O presente trabalho introduz os conceitos de controlabilidade e de observabilidade
no ambito das EDOs generalizadas, apresenta resultados inéditos sobre condi¢oes neces-
sarias e suficientes para controlabilidade e para observabilidade de EDOs generalizadas
e aplica os resultados obtidos as equagoes diferenciais ordinérias em medida (EDMs) e
as equagoes diferenciais ordindrias impulsivas (EDIs).

Esse texto estd organizado em cinco capitulos que compoem os resultados preli-
minares, resultados principais e aplicagoes. No Capitulo 1, relembramos os conceitos
de controlabilidade e observabilidade ja existentes na literatura para EDOs classicas
e apresentaremos uma aplicacao sobre o aumento da pupila apds ser submetida a um

feixe de luz.

Nos Capitulo 2 e 3, apresentamos as teorias das integrais de Kurzweil e de Perron-

Stieltjes e a teoria das EDOs generalizadas.

No Capitulo 4 dedicamo-nos ao estudo da teoria de controlabilidade e de observabili-
dade para EDOs generalizadas. A Secao 4.1, apresenta os conceitos de controlabilidade

e de observabilidade para o sistema de EDO generalizadas lineares da forma

dx
= = DIA@Wz+B(t)u(t)] (1)
y(t) = Oz,

em que X, U, Y s@o espacos de Banach, A : [0,+00) — L(X), B : [0,+00) —
LU, X),C : [0,400) = L(X,Y) e u : [0,+00) — U sao operadores satisfazendo
condicoes particulares. O Teorema 4.3, na Secao 4.1, apresenta condigoes necessarias e
suficientes para o sistema (1) ser controldvel e/ou observavel. Na Se¢ao 4.2, propomos
que o volume, em ml, de glébulos vermelhos (hemécias) no sangue de um paciente
possa ser descrito por uma equacao diferencial com retardo. Estudamos condicoes de
controlabilidade para o caso em que o paciente sofre de hemoglobinopatia, doenca que

afeta a hemoglobina. Em alguns casos, verificamos que nao somos capazes de resol-
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ver o problema de controlabilidade usando a teoria para EDOs classicas e precisamos

recorrer aos resultados obtidos na Secao 4.1.

Finalizamos esse trabalho com o Capitulo 5 que consiste em aplicar os resultados
obtidos as EDMs e EDIs.






Capitulo

1

Fundamentos da Teoria de Controle

Este capitulo é dedicado a um exame detalhado dos conceitos e propriedades funda-
mentais de controlabilidade e observabilidade conhecidos na literatura. As principais

referéncias para este capitulo sao [4,14,24,25].

1.1 Controlabilidade e observabilidade para sistemas com
coeficientes constantes

Consideremos o seguinte sistema

& = Ax+ Bu
y = Cz+ Du, (1.1)

em que, para t € RT,
o & =dx/dt;
e z(t) é um vetor de estado (n-dimensional);
e u(t) é um vetor de entrada (r-dimensional) e u(-) é diferencidvel sobre R*;
e y(t) é um vetor de saida (p-dimensional);

e A B, C e D sao matrizes constantes de dimensdes n X n, n X r,pxXnepxr

respectivamente.
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Denotamos o espago de estado por X = R", o espaco de entrada ou espago de

controle por U = R" e 0 espacgo de observagao ou espago de saida por Y = RP.

A seguir, apresentamos os conceitos de controlabilidade e de observabilidade para

o sistema (1.1).

Definigao 1.1. Diremos que um vetor de estado x(t1) € X € controldvel no instante
to para o ponto T, se existir um vetor de entrada u(t) € U, definido no intervalo finito
[to, 1], tal que x(t1) = =. O sistema (1.1) serd dito controldvel no instante tq, se

todos os vetores de estado x € X forem controldveis no instante tg para todos os pontos
de X.

Definicao 1.2. Um vetor de estado x € X serd dito observdvel, se for unicamente
determinado a partir de algum vetor de saida, y(t), conhecido para algum intervalo
de tempo finito. O sistema (1.1) serd dito observdvel, se todos os vetores de estado

forem observdveis.

Pelas definicoes acima, é de se esperar que a controlabilidade e a observabilidade

do sistema (1.1) dependam, de alguma forma, de algumas propriedades das matrizes
A, B,CeD.

Primeiramente, trataremos da controlabilidade. Observe que

t = Ax+ Bu
i = A%x+ ABu+ Bu
) (1.2)
W = A"+ A" 'Bu+ A" ?Bu+ ...+ Bu" !,
em que a ultima equagao de (1.2) pode ser reescrita como
u™D(t) ]
u(n—2) (t)
e™(t) - A"z(t)=[ B AB --- A"'B | : : (1.3)
u(t)
| ult) ]
Seja C a matriz de controle do sistema (1.1), dada por
C=[B AB --- A'B "™ (1.4)

Entao a nao singularidade de C implica na existéncia de um vetor de entrada u(t) e de

suas n — 1 derivadas, para todo tg < t < t; < .
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Para um vetor de entrada u(t) em (1.1), a discussao acima produz uma relagao

entre a matriz de controle C e o vetor u(t), isto é

7 rnx1

crxrn : = 2(F) — Anz(t) (1.5)

e, da Algebra Linear, sabemos que, para se resolver (1.5), é suficiente que

postoC = n. (1.6)

As equagoes (1.3) e (1.5) estabelecem relagoes entre o vetor de estado x(t) e vetor
de entrada u(t). No entanto, de (1.3) e (1.5), ndo temos uma resposta explicita sobre a
existéncia de um vetor de entrada u(t) que transfira o sistema (1.1) de qualquer vetor
de estado inicial x(ty) para qualquer vetor de estado final z(¢;), em que t € [to,t1].

Verifiquemos, agora, essa situagao.

Sabemos, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade para EDOs classicas, que uma

solugao de (1.1), com condigao inicial x(ty) = x¢, pode ser escrita na forma

t
o(t) = eA(t_to)xOJr/ eA(t—T)Bu(T)dﬂ t > tp. (1.7)

to
Substituindo ¢ por ¢; e multiplicando ambos os lados da equacdo (1.7) por e~ obte-

110S

t1
e Myg(t)) — e Mgy = / e~ Bu(t)dr. (1.8)

to
O Teorema de Cayley-Hamilton (consulte o Apéndice para uma prova) diz que

qualquer matriz satisfaz seu préprio polinomio caracteristico, isto é, se p(s) = s" +

a;s" ' + ... + a, for o polinomio caracteristico da matriz A, entao p(4) = A" +
a A"t + ... 4 a,] = 0. Uma consequéncia desse fato é que A™ é uma combinacao
linear de {A7,j =0,...,n — 1} e, portanto, A%, k > n também o é. Como
(o ¢]
Amtm
At
© = Z m!
m=0

o Teorema de Cayley-Hamilton nos permite concluir que

n—1

e AT = Z fi(m) AL (1.9)
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em que f;(7),i=0,1,...,n — 1, sdo fungdes continuas. Substituindo (1.9) em (1.8),

obtemos )
n— t
(1) — Aoy = 3 AT / firyu(r)dr
=0 to

ou

— /: Fo(F)u(r)dr

e Maty) —e Mzg=[B AB --- A"'B] hi(u(r)dr . (1.10)

to

_ / fn_1£7>u<f>d7

Note que, no lado esquerdo de (1.10), todas as quantidades sdo conhecidas, isto é,
temos um vetor constante. No lado direito de (1.10), a matriz de controle é multiplicada
por um vetor cujas componentes sao fungoes da entrada requerida. Assim, temos a

seguinte equagao funcional

g || 20

const = . T E [to, t]. (1.11)
an—1(u(7))
Novamente, pela Algebra Linear, uma solugao da equagao (1.11) existird, se tivermos

postoC = n. (1.12)

Portanto, pelas equagoes (1.6) e (1.12), podemos enunciar o resultado seguinte.

Teorema 1.3 ([4], Teorema 6.1). O sistema (1.1) serd controldvel se, e somente se,
postoC = n,

em que a matriz de controle C € definida em (1.4). Neste caso, diremos que o par
(A, B) € controldvel.

A seguir, daremos um exemplo de um sistema controldvel.
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Exemplo 1.4. Controlabilidade de um oscilador harménico (caso linear).

Consideremos uma particula pontual de massa m ligada a uma mola, cujo movi-

mento estd restrito a um eizo Ox (veja a Figura 1.1).

r

AN NN

m L

AANANNNNY

Figura 1.1: sistema massa mola.

A particula sai da origem por uma forca, que supomos iqual a
—1{31(1} — l) — 1{32(37 — l)g,

em que | € o comprimento da mola em repouso. Aplicamos a essa particula uma forca
exterior horizontal u(t). Pela sequnda Lei de Newton, que diz que a for¢a resultante que

atua sobre o corpo € igual ao produto da massa do corpo por sua aceleragao, obtemos
mi(t) + ki (z(t) = 1) + kao(2(t) — 1)* = u(?). (1.13)

Para simplificar o exemplo, vamos considerar m = 1Kg, ky = IN/m el = Om (pas-
samos a | = 0 por translag¢io). A equag¢ao do movimento (1.13) €, entao, equivalente

ao sistema diferencial

= y(t)

—2(t) — koz(t)® + u(t), (1.14)
z(0) = o, #(0) = yo.

<
—
~
N— e
I

Como estamos tratando do caso linear, temos ko = 0 (na Secdo 1.4.1, adiante,
onde abordamos controlabilidade para sistemas nao lineares, vamos considerar o caso

ke #0). Escrevendo (1.14) na nota¢ao matricial, obtemos
X = AX + Bu, X(0) = X,, (1.15)

em que
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Entao a matriz de controle do sistema (1.15) é dada por

c_<(1) (1))

Como postoC = 2, concluimos que, no caso linear, o sistema do oscilador harmoénico

(1.14) ¢é controldvel.

Agora, vamos tratar da observabilidade do sistema (1.1). Assumiremos as matrizes
A,B,C,D e o vetor de entrada u(t) conhecidos ao longo do intervalo finito [ty, ],
t > to.

Como A, B,C' e D sao constantes, podemos supor, sem perda de generalidade, que
to = 0. Substituindo (1.7) em (1.1), obtemos

t1
y(t) = Ceay + C / e Bu(r)dr + Du(t), t € [0,t]. (1.16)
0

Assumindo que a entrada e os parametros do sistema (1.1) sejam conhecidos, os
segundo e terceiro termos a direta na equagao (1.16) também serao conhecidos. Entao

o sistema serd observavel se, e somente se, conhecermos o vetor
Z(t) = CeMag

durante o intervalo [0, ¢;], isto é, se o vetor de estado inicial xy puder ser unicamente

determinado por
n—1

Z(t) =Y fit)CAz, (1.17)

=0
para algum ¢ € [0, #;].

Seja O a matriz de observagao do sistema (1.1), dada por

C
CA

o=| CA | (1.18)

| oA

O proéximo resultado trata das condigoes necessarias e suficientes para a observabilidade
do sistema (1.1).

Teorema 1.5 ([4], Teorema 6.4). O sistema (1.1) serd observdvel se, se somente se,
o posto da matriz transposta de O for igual a n. Neste caso, diremos que o par (A, C')

é observduvel.
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Demonstragao. (=) Seja O' a matriz transposta de O. Suponha que o posto de O’
seja menor do que n. Entao existe algum vetor a no espaco de estado que é ortogonal

a todas as colunas de O, ou seja,
[A'CTa=0, i=0,1,....,n—1. (1.19)

A equacao (1.19) pode ser interpretada como um conjunto de np produtos escalares,

cada um dos quais é igual a zero. Estas equagoes podem ser escritas na forma
CA'a =0, i=0,1,...,n—1. (1.20)

Comparando (1.20) e (1.17), se o estado inicial z( estiver na diregdo do vetor a,
a saida resultante desse estado sera igual a zero. Isto quer dizer que o estado inicial
nao pode ser unicamente determinado através de Z(t) e, portanto, o sistema nao serd

observavel.

(«=) Suponha que o posto de O seja igual a n. Mostremos que o vetor de estado inicial
pode ser encontrado a partir do vetor de saida Z(t) durante o intervalo de tempo [0, ¢;].
Para isto, mostremos que os f;(t) na equagao (1.9) s@o linearmente independente sobre
qualquer intervalo de tempo finito. De fato, podemos descrever a equagao (1.17) por

j-ésimas componentes

n—1
Zi(t)=>_ filt)e;A'mg j=1,....p, (1.21)

i=0
em que ¢; ¢ a j-ésima linha da matriz C'.

Multiplicando ambos os lados da equagao (1.21) por fi(t) e integrando de 0 a t;,

obtemos

t1 n—1 t1
/ fk(t)Zj(t)dt:Z/ [ feOdte; Almodt,  G=1,....p, k=0,1,....n—1,

0 — Jo
(1.22)

em que p é o nimero de componentes de y (ou, equivalentemente, o nimero de linhas

de C).

Conhecendo todos os Z;(t) e os fi(t), as equacoes (1.22) representam np equacoes
nas quais os np escalares ¢;A'zg podem ser encontrados. Cada um desses escalares

pode ser expresso por

¢;A'my = [(A")' o, i=0,1,....n—1, j=1,...,p. (1.23)
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Como o vetor coluna (A’)'¢j é a j-ésima coluna da matriz (A’)'C", a solucao de
(1.22) nos déd os np produtos escalares de np vetores (A)'C’ (i =0,...,n—1) e o vetor
xo. Esses np vetores sdo os vetores coluna de O'. Além disso, como o posto de O é
igual a n, as colunas de O’ contém o conjunto de n vetores linearmente independentes.
Portanto, como podemos calcular o produto escalar de zy por um conjunto de n vetores
linearmente independentes, podemos determinar o estado inicial xy unicamente a partir

da observacao da saida y ao longo do intervalo [0, ¢;]. O

1.1.1 Invariancia sob transformacoes nao singulares

Nesta subsecgao, apresentaremos varios resultados interessantes e importantes relaci-
onados a controlabilidade e observabilidade do sistema (1.1). Comegamos apresentando

o conceito de transformacao de similaridade.

Definigao 1.6. Dada duas matrizes A e B, uma transformacao de similaridade

¢ uma transformacao efetuada por alguma matriz nao singular, P, tal que
A=PBP' < B=P'AP, detP #0.
Consideremos o sistema (1.1) e a transformacao de similaridade
T = Pz, (1.24)

com

(1.25)

em que A= PAP, B=PBe(C=CP%

Mostraremos que os resultados sobre a controlabilidade e observabilidade do sistema
(1.1) sao invariantes sob transformacao de similaridade, isto é, o sistema (1.1) sera
controldvel (observével) se, e somente se, o sistema (1.25) for controlavel (observavel),

independente da transformacao de similaridade P.

Nas condicoes acima, temos os resultados seguintes conhecidos na literatura.

Teorema 1.7 ([4], Teorema 6.2). O par (A, B) serd controldvel se, e somente se, o

par (A, B) for controldvel.
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Demonstrac¢ao. Sabemos que

C(A,B) = [E AB - Zw—lé]
= [ PB PAP'PB ... PA"'P'PB]
— P[B AB --- A"'B]
= PC(A,B).

Como P é uma matriz nao singular, ela nao altera o posto do produto PC e, entao,
posto C(A, B) = posto C(A, B)
e a prova esta completa O

Teorema 1.8 ([4], Teorema 6.02). O par (A,C) serd observdvel se, e somente se, o
par (121\, 5) for observavel.

Demonstracao. Temos

CC 1T cp-! 1 [ ¢ ]
CA CP'PAP! CA
OA,C)y=| CA* | = | CcP'pA?Pt | _ | CA? | p1,
i (jfl'nfl | | cptpAiPT | | CAMT

isto é,
O(A,C) = O(A,C)P .

A nao singularidade de P implica na igualdade
posto (’)(g, 6) = posto O(A, C)

e terminamos a prova. [

1.2 Teorema da Decomposicao de Kalman

O Teorema de Decomposicao de Kalman nos d4 uma unica condi¢ao tanto para a
controlabilidade quanto para a observabilidade para o sistema (1.1). Tal decomposicao

exibe as partes de um sistema que sao:

a) nao observavel e controldvel;
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b) observavel e controldvel;
¢) nao observavel e ndo controlavel

d) observavel e nao controlavel.

Mostraremos, a partir da Decomposicao de Kalman, que somente as partes observa-
vel e controlavel contribuem para a fungao de transferéncia do sistema e que tal funcao
serd irredutivel (isto é, nao possuird polos) se, e somente se, o sistema for controlavel e

observavel. Os resultados descritos nesta se¢ao foram baseados no Capitulo 4 de [14].

Counsideremos o sistema linear

z(t) = Ax(t)+ Bu(t),
y(t) = Cux(t) + Du(t), (A,B,C,D)
z(ty) = o, t <o,

emque A: X - X, B:U — X,C:X =Y, eD:U — Y sao transformacgoes

continuas e X, U, eY sao espacos vetoriais de dimensoes n, r, p respectivamente.

Suponhamos que

postoC(A, B) = posto [ B AB ... A“lpB } =n <n
e
C
CAB
posto O(A, C') = posto _ =ny < n.
CAn—l

Podemos definir uma matriz n X n

P1_1:[Q1 e Gny ]

em que as np primeiras colunas sao quaisquer n; colunas linearmente independentes
de C(A, B) e as n — n; colunas restantes podem ser tomadas arbitrariamente, desde

que P; seja nao singular. Entao, utilizando a transformacao de similaridade 7 = Pz,

obtemos ‘ L R
/I\c . Ac A12 i'\c + Bc
/.T\E n O 1/4\5 ZE\E O ’
~ o~ [z
y=1C. 1| 2]+ ou

em que A, é a matriz ny X ny e Az é a matriz de ordem (n —ny) X (n —nq).
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Pelo Teorema 1.3, o sistema
I, = Ec/x\c + Ecu
y = C.2.+ Du
é controlavel, uma vez que postoC (A\c, EC) = n, por construcao.

Da mesma forma, podemos definir uma matriz n x n

b1

P2: Pny 5

L Pn
em que as ns primeiras linhas sao quaisquer ns linhas linearmente independentes de
O(A,C) e as n — ny linhas restantes podem ser tomadas arbitrariamente, desde que
P, seja nao singular. Entao, pela transformacao de similaridade ¥ = Pz, podemos

determinar o seguinte sistema

em que A, é a matriz ny X ng e Az é a matriz de ordem (n — ng) X (n — ny).

Pelo Teorema 1.5, o sistema

T, A,T. + Byu
y C,z.+ Du

é observavel, uma vez que posto O(A,, C,) = ny por construgao.

Assim, podemos determinar os subespagos
e X, C X subespaco controlavel;
e X; C X subespago nao observavel,

ambos sao A-invariantes, em que a imagem da fun¢do B é um subconjunto de X, (i.e.
IM(B) C X.) e X5 é um subconjunto do nicleo de C' (i.e. Xz C N(C)). Assim X,.N X5

e X, + X5 também sdo A-invariantes.
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Seja {A1, Ag, ..., A\x} uma base para X.N X5 Como X.NX; C X.e X.NX; C X,
pelo Teorema do Completamento, podemos construir uma base para X. da forma
{1, A2y o Ak, P1, P2y - -5 Ps ), em que {p1, pa, ..., ps} € um subconjunto da base de
X., e podemos construir uma base para Xz da forma {1, Ao, ..., Ag, 71,72, ..., 7}, em

que {n1,m2,...,m,} ¢ um subconjunto da base de X5. Logo

S = {)\17)\27"'7)‘k7p1ap27"'7ps77177727"'777p}
é uma base para X. @ Xz. Completando S, obtemos
S ={ A1, A0 Ak D1, P2y s PS T 12y« ey Ty L1, Ty ooy Ty}

que é uma base para X.

Defina os seguintes subespagos:

X gerado por {A1, A, ..., A\r}, subespago controliavel e nao observéavel (A;;);
X, gerado por {p1, pa, ..., ps}, subespago controlavel e observavel (Ax);

Xz gerado por {n1,m2,...,m,}, subespago nao controldvel e nao observavel (As3);
Xz, gerado por {z1,x,...,2,}, subespago nao controlavel e observavel (Ayy).

O proximo resultado é conhecido como Teorema da Decomposicao de Kalman. Sua

demonstracao segue os passos encontrados em [14], Teorema 1, pagina 8.

Teorema 1.9 (Teorema da Decomposigao de Kalman). Escrevendo o sistema (A,B,C,D)
na base S" de X, temos o sequinte sistema (g, E, 6, ﬁ), denominado Decomposi¢cao

de Kalman
An A Az Au

AA\ _ O A22 O A24
O 0 A33 A34
0 0 0 Ay

By

5 | By

B = 0

0

em que o par

A Ag By
{ ! AQQHBJ (1.26)
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¢ controldvel (parte controldvel do sistema) e o par

Az A } (1.27)

[CZ C4:|7|: 0 A44

¢ observdvel (parte observavel do sistema,).

Demonstracao. Apresentaremos apenas as ideias principais da prova.

Os zeros matriciais que estao abaixo de A;; s@o consequéncia do fato de

X = X, N X5 ser A-invariante. Os quatro zeros matriciais abaixo da submatriz
A Ap

0 Ay

de B é consequéncia de IM(B) C X, = X5 + Xe. Como X, = X5 + X, segue que

(1.26) ¢ a parte controlavel do sistema.

} sao consequéncia do fato de X, = X5 + X, ser A-invariante. A forma

Os trés zeros matriciais da tltima linha de A decorrem da A-invaridncia de
X, + X5 = X5+ X + Xes. Levando em conta a A-invariancia de Xz = X5 + X5, a
submatriz As3 (da segunda linha e terceira coluna) de A énula. Os dois zeros matriciais
de C decorrem do fato de que X5 = X5+ Xo € N(C). Como X5 = X5 + Xo, segue

que (1.27) é a parte observéavel do sistema e terminamos a prova. ]
Proposicao 1.10 ([14], Proposicao 1). A funcao de transferéncia
H(s) = C(sI — A'B+ D

do sistema (A,B,C,D) depende somente da parte (Asz, Ba, Cs, D), isto €, da parte con-

troldvel e observdavel do sistema.

Demonstragio. Sabemos que H(s) = C(sI — A)"'B+ D = C(sI — A)™ B + D. Note

que

C(sl —A)'B+D =

(8—7 - An) —A —Aus —Aw By
. 0 (S] - AQQ) 0 —A24 B2
=[0G 0 G 0 0 (s — As3)  —A34 0
0 0 0 (sI — Ay 0
(s — Ayp) X X X
_ 0 (S[ — A22)_1 X X
=[0G 0 G 0 0 (sI — Ass)™! X 0
0 0 0 (S] — A44)_1 0

= CQ(SI_A22>71.BQ

e a prova estd completa. O]
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Observagao 1.11. Pelo Teorema da Decomposi¢ao de Kalman, (Teorema 1.9) e pela
Proposicao 1.10, a func¢ao de transferéncia H, dada pela Proposi¢ao 1.10, é determi-

nada unicamente por X.,.

Definigao 1.12. Seja H(s) = C(sI — A)"'B + D a funcao de transferéncia de um
sistema linear. Os nimeros (matrizes) de Markov associados a esta fungdo de
transferéncia sao dados por

M_y=D

M, =CA*B, k € N.

Note que
(sI — AP =L(eM =L

Ak
- Z ght1’

keN

(At)!
>

keN

em que L representa a transformada de Laplace. Em particular, vale

CA*B M,
His) =D+ 5 =) v

keN k>—1
Assim, as matrizes de Markov determinam completamente a funcao de transferéncia.

Para demonstrar o resultado principal desta segao, precisaremos do seguinte resul-

tado auxiliar da Algebra Linear.

Lema 1.13. Sejam O : X — V e C : W — X transformacoes lineares. Valem as

sequintes afirmacaoes:
(i) O posto da transformacao composta serd menor ou igual ao minimo dos postos.

(ii) Se O for injetora, entao o posto da composicio de O com C coincidird com o
posto de C'.

Teorema 1.14 ([14], Teorema 2). A fungao de transferéncia H(s) = C(s[—A)"'B+D
do sistema linear (A,B,C,D) serd irredutivel se, e somente se, o sistema for controldvel

e observduvel.

Demonstracao. A necessidade decorre da Decomposicao de Kalman.

Para mostrar a suficiéncia, suponha que (A, B, C, D) seja um sistema diferencial li-
near de ordem n com fungao de transferéncia H (s) tal que (C, A) é observavel e (A, B) é
controlavel. Suponha, por absurdo, que H(s) seja redutivel. Em outras palavras, existe

um sistema linear (A4, B, C, ZA?), de ordem n < n, com func¢do de transferéncia H(s).
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A~ AN A A~

Como as fungoes de transferéncia dos sistemas (A, B,C, D) e (A, B,C, D) coincidem,

as matrizes de Markov também coincidem, ou seja,
CA*B = CA*B.

Sejam O e C as matrizes de observacao e de controle de (A, B,C, D) respectiva-

mente. Defina

CB CAB -.- CA“'B
CAB CA’B --- CA"B
M:OC : : . .
| CA"'B CA"B --- CA*" VB |
e AN AN AN AN AN AN AN —~
CB CAB --- CA"'B ]
—~ | CAB CA*B ... CA"B
M=0C : . : :
| GA1B CA'B ... CANVB |
Entdao M = M.

Como o par (C, A) é observavel, N(O) = {0}. Como (A, B) é controlavel, o posto
de C é igual n. Portanto, pela parte (ii) do Lema 1.13, o posto de M é igual a n. Por
outro lado, como 1 é menor que n e os postos de O e de C sio limitados superiormente
por n, pela parte (i) do Lema 1.13, o posto de M é menor ou igual a n, o que é uma

contradicao. O

1.2.1 Aplicacao do Teorema da Decomposicao de Kalman

Consideremos a analise de sistemas de equacoes diferenciais ordinarias em que o
valor de uma variavel de estado z(t) depende de seu valor em algum momento 7 no
passado, ou seja, x(t — 7), para 7 > 0 fixado. Referimo-nos a 7 como laténcia ou
retardo. Nossos resultados sao discutidos com referéncia a estudos sobre o reflexo de
luz na pupila humana. O leitor pode consultar [17] para obter mais detalhes sobre a

modelagem do reflexo de luz na pupila humana.

Os retardos surgem, por exemplo, no sistema nervoso devido aos tempos de con-
ducao e integracao axonais, na biologia celular devido ao tempo de maturacao celular,
na biologia molecular devido ao tempo necessario para a transcricao e traducao e em

diversas outras areas. Assim, os modelos matematicos que descrevem estes sistemas
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fisiolégicos assumem a forma de uma equacao diferencial com retardo do tipo
dx(t)
dt

em que « é uma taxa constante.

= —ax(t) + f(z(t — 7)), (1.28)

Deve-se notar que, para resolver a equagao (1.28), nao é suficiente um valor inicial
de z(0) = xy. Em vez disso, devemos especificar uma fungao inicial, isto é, todos os

valores de x(s) que se encontram no intervalo [—7, 0].

Voltando ao problema do reflexo de luz na pupila humana, o tamanho da pupila
reflete um equilibrio entre dois grupos musculares opostos localizados na iris. A con-
tracao da pupila é devida ao aumento da tensao no compressor pupilar. O musculo
compressor é inervado pelo sistema nervoso parassimpatico e seu nicleo motor, cha-
mado de niicleo de Edinger-Westphal ou niicleo do mesencéfalo, o qual esta

localizado no mesencéfalo.

Existem dois mecanismos de dilatacao pupilar:
(1) Dilatagao pelo reflexo ativo que é devido & contragao do compressor pupilar;

(2) Dilatagao pelo reflexo passivo que é devido a inibigdo da atividade do nicleo de
Edinger-Westphal.

O misculo dilatador pupilar é disposto radialmente e é inervado pelo sistema nervoso

simpatico; seus nicleos motores estao localizados no hipotalamo.

E ingénuo pensar no tamanho da pupila como simplesmente um equilfbrio entre
as forcas de compressao e de dilatacao. Obviamente, o tamanho da pupila nao é
determinado exclusivamente por estas forcas de equilibrio. Para cada forca de dilatacao,
existe uma forca de contracao que a equilibra para dar o mesmo tamanho de pupila.
Em outras palavras, para medir o tamanho da pupila nao é suficiente determinar, de
forma tnica, a atividade nos musculos dilatadores e compressores. E somente através
das observacoes da dinamica da mudanca do tamanho da pupila que essas forcas podem

ser estimadas.

O termo reflexo de luz na pupila refere-se a alteracao no tamanho da pupila
que ocorre em resposta a um pulso ou pulsos de luz. O fotorreceptor para esta via nao
visual é uma célula ganglionar retiniana contendo melanopsina. Estas células gangli-
onares especializadas absorvem energia luminosa em escalas de tempo muito longas e
respondem mal a estimulos breves. Entretanto, a luz nao é a unica entrada que in-
fluéncia o tamanho da pupila. Aqui, nos concentraremos nas oscilacoes do tamanho da

pupila que ocorrerao quando o ganho no arco reflexo for alto.
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A figura abaixo mostra as mudangas no tamanho da pupila que ocorrem apds um

unico pulso de luz.

Iris Retina

>

Light
Source
M T N{D) -
Constrictor
Muscle Midbrain
J (Edinger-Westphal Nucl
E(®)
A

Figura 1.2: Representagao do reflexo de luz da pupila.
Adaptado por Longtin e Milton. Veja [17].

Nao existem estruturas presentes na musculatura da iris que sejam andlogas aos
eixos musculares e aos 6rgaos do tendao de Golgi no musculo esquelético. Isso significa
que nao hé retardo no reflexo de luz da pupila que esteja diretamente relacionado ao
tamanho da pupila. Em vez disso, a entrada é a quantidade de luz que cai sobre a

retina. Logo, o fluxo de luz da retina ¢ é igual a
6= IA,

em que [ é a iluminancia retiniana e A ¢ a area da pupila.

A iris age de maneira parecida com a abertura de uma camera. Se o fluxo de luz
da retina ¢ for muito alto, o reflexo de luz da pupila diminuird a area da pupila A e,
portanto, diminuird ¢. Por outro lado, se ¢ for bem pequeno, ¢ crescera pelo aumento
de A. Em outras palavras, o reflexo de luz da pupila age como um mecanismo de
controle de realimentacao negativa. O tamanho da pupila nao muda imediatamente
em resposta a uma mudanca na iluminagao, mas comec¢a a mudar apdos um retardo.

Veja a Figura 1.2.

A primeira tentativa de se modelar o reflexo de luz da pupila em termos de uma
equagao diferencial com retardo foi feita por Longting e Milton em [17]. Aqui, apre-
sentamos uma deducao mais simples do seu modelo que permite que certos aspectos

fisiologicos do reflexo de luz da pupila sejam melhor discutidos.

H&a uma compressao de intensidades de luz na retina regida por uma funcao logarit-

mica. Isto significa que a saida da retina para um dado fluxo de luz, medida em termos
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da frequéncia de potenciais de agdo neural no nervo 6ptico, N(t), é da forma
t— r
VCRTIE =

em que
e 1) ¢ uma constante positiva;
e ¢ é o nivel limiar;
e 7, ¢ 0 tempo necessario para o processamento da retina.

A notagao ¢(t — 7,) indica que N(t) é uma funcao do fluxo de luz da retina medida
em um momento ¢t — 7, no passado. Na discussao que se segue, assumiremos que a
iluminancia retiniana é constante e os efeitos da mudanca na area da pupila dependem
de ¢.

As nao linearidades no reflexo de luz da pupila surgem ou na retina ou na muscu-
latura da iris. Surpreendentemente, os nicleos do mesencéfalo atuam apenas como um
filtro e introduzem um retardo. Entao a saida dos nicleos de Edinger-Westphal, E(t),

¢ dada por

E(t)=n"In : (1.29)

[Qb(t — (1 + Tm))]
¢
em que
e 7, ¢ o retardo introduzido pelos niicleos do mesencéfalo;

e 1/ é uma constante.

Quando o potencial de agao atinge a juncao neuromuscular do musculo compressor
da pupila, os nicleos do mesencéfalo iniciam uma sequéncia complexa de eventos. O
resultado final é que a tensao produzida pelo musculo compressor muda. Existe uma
relacao direta entre a tensao muscular e a drea da pupila. Longtin e Milton propuseram
que a relagao entre a atividade neural e a area do pupila poderia ser determinada em

dois passos que descrevemos a seguir.

Passo 1) Determinar a relacao entre a atividade neural, F(t), e a atividade da fris, x.

Passo 2) Determinar a relagao entre a atividade da iris, x, e a area da pupila, A.
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Uma vez que estamos interessados na area da pupila, nao é necessario especificar
o valor exato de z. Entao a relacao entre E(t) e a atividade da iris, =, é dada pela

aproximacao

BE(t) ~k (@ + ax) , (1.30)

em que
e « é uma taxa constante para os movimentos da pupila;
e k é uma constante.

Combinando as equagoes (1.29) e (1.30), obtemos

dx(t) ot — 7‘):|
dt ) ’

+ azx(t) = fln [ (1.31)

em que 3 =1n'/k e T é o retardo total do fluxo no arco reflexo de pupila, isto é, 7 é a

soma de 7., T, € 0 tempo tomado pelos eventos que ocorrem na jungao neuromuscular.

A fim de escrever a equagao (1.31) em termos da area de pupila, é necessario consi-
derarmos uma funcdo h(z) que relaciona a atividade neural, E(t), e a area da pupila,

A, isto é,

A= h(x)
Entao podemos definir
9(A) = h™'(A)
e podemos reescrever (1.31) como
dg dA ot —1)
—— A)=0FIn|——=|. 1.32
T st = ot |22 (1.32)

Intuitivamente, sabemos que h(z) deve satisfazer:

(i) a area da pupila deve ser positiva para todo x e limitada por limites finitos;

(ii) deve refletir o papel desempenhado pelas propriedades elasto-mecanicas da iris.

Assim, uma escolha possivel para h(x) é

em que
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e A é a area minima da pupila;
e A+ A’ é a drea méxima da pupila ;
e O ¢é o valor x para o qual a area da pupila é de médio alcance.

Entao podemos reescrever (1.31), em termos da drea da pupila, como

B aga) = o |2

— Bl [I(t—r)A(t_T)} | (1.33)

IA

Isto leva a uma descricao fraca da resposta da pupila a entrada sinusoidal. Assim, pode-
mos estender o modelo de Longtin e Milton, introduzindo uma variavel dinamica, V' (t),

que representa o potencial da membrana das células ganglionares retinianas.

Consideremos

= V(1) + o~ AIK ~ V), (1.34)

em que € é uma taxa de decaimento e K é o potencial de reversao da membrana. A
atividade neural, E(t), é levada para uma funcdo nao linear de V' (¢), isto é, E(t) =

f(V(t)) e temos
1
FV) = T xv—vm-

Entao a equagao (1.33) pode ser reescrita como

dA dg

dtdA +ag(A) =~vf(V(t—T)).

Em condigoes de malha fechada (isto é, a acao de controle dependente da saida),

as seguintes equagoes introduzem um novo sistema diferencial

av —
= V(1) + 60— FIIK — V(1)
A d (1.35)
g
— = A) = t—1)).
=+ ag(A) = (V- 7)
Na presenca de uma iluminancia retiniana I* constante, existe apenas um ponto de
A
equilibrio (V*, A*), definido por i =0e A =0, isto é,
dt dt
V= ag(A™) = Bf(V7).

€+ TA*
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Linearizando as equagoes em (1.35), obtemos

fz_: = €v(t) + I"(K = V)a(t) + A" (K — V*)i(t),

(1.36)
da 7
- = —oa(t) + (E) v(t — 1),

° E* — —€+[*A*, ﬁ* :g/(A*)’
o 7 =[f1(V").

Utilizando a transformada de Laplace no par de equagoes (1.36), obtemos a fungao

de transferéncia em malha fechada definida por

_ A7
HE) = Ti9a
em que .
A(s) = /O e=a(t),
I(s) = /O et
Logo
" _ Gl
() = 1+ G(s)’

em que G(s) é a fungao de transferéncia em malha aberta (isto é, a a¢do de controle

independe da saida) e é dada por

_ Grexp(—rs) A TE -V
G(S) = m, com GF= ﬁ* > 0.
Observe que (5
—G(s
H(s) 1+ G(s)
—  (G(s) = 0

<~ exp(—71s) = 0.
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Concluimos, assim, que a fungao de transferéncia do sistema, H(s), ndo contém
polos e, pelo Teorema da Decomposicao de Kalman, o sistema que modela o aumento

da area da pupila em relacao a um reflexo de luz é controlavel e observavel.

1.3 Conceitos de controlabilidade diferencial e obser-
vabilidade diferencial

Ja sabemos que se um sistema diferencial linear a coeficientes constantes for con-
trolavel, entao qualquer variavel de estado do sistema podera ser levada para a origem
num intervalo de tempo finito através de uma entrada. Nesta secao, discutiremos as
condicoes sob as quais o mesmo tipo de resultado é valido para sistemas que variam

no tempo.

Consideremos o sistema diferencial dependendo do tempo

i(t) = A@®)a(t) + Bt)u(t)
y(t) = C(t)=(t),

definido na reta real, em que

(1.37)

e z € X é o vetor de estado (n—dimensional);

u € U é o vetor de entrada (p—dimensional);

y €Y é o vetor de saida (r—dimensional);

e A: X > X, B:U— X,e(C:X —Y sao fungoes continuas.

X =R", U =RPeY = R" sao os espacos de estado, de entrada e de saida

respectivamente.

Dada uma condicao inicial z(tg) = o, to € [0, 400), sabemos que uma solugao de

(1.37) é unicamente dada por
t
x(t) = ®(t,t0)o +/ O(t, 7)B(T)u(r)dr, t€|0,+00), (1.38)
to
em que ¢ é a matriz fundamental do sistema (1.37) e satisfaz as equagoes

dd

E - A(t>¢)7 (I)(t0>t0) = ]7 (139)
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em que I é a matriz identidade. E fdcil verificar que ®(t,7) tem as seguintes proprie-
dades

B(t, 1) = B(t, to)D(to, ) (1.40)

O(t,7) =07 Y(1,1),

para quaisquer ¢, 7,ty € [0,+00). Além disso, substituindo (1.38) em (1.37), obtemos

y@—cwwﬁmm+/nw@@ﬂ3mwﬂw,tem+my (1.41)

to

Para sistemas diferenciais dependentes do tempo, temos as definigdes que seguem.

Definicao 1.15 ([25], Definicao 1). Um vetor de estado xz(ty) do sistema (1.37) serd
diferencialmente controldvel em um intervalo de tempo finito, I = [to,t1], se para
qualquer subintervalo K C I arbitrariamente pequeno, pudermos encontrar uma en-
trada w, definida em K, tal que z(t1) = x(ty). Se todo vetor de estado do sistema
(1.37) for diferencialmente controldvel em I, entao o sistema serd diferencialmente
controldvel em 1. Se o sistema (1.37) for diferencialmente controldvel em toda reta

real, entao o sistema serda completamente diferencialmente controldvel.

Definicao 1.16 ([25], Definigao 2). Consideremos o sistema (1.37) com u = 0. O
sistema (1.37) serd diferencialmente observdvel no intervalo de tempo I, se o
vetor de estado do sistema em qualquer tempo t € I puder ser unicamente determinado
a partir de um vetor de saida conhecido sobre um subintervalo K C I arbitrariamente
pequeno, em quet é o limitante superior de K. Se o sistema (1.37) for diferencialmente
observavel na reta real, entao o sistema serd completamente diferencialmente

observavel.

Defini¢ao 1.17. Se o sistema (1.37) satisfizer a Defini¢ao 1.1 (respectivamente a

Definigao 1.2), diremos que tal sistema é controldvel (observdvel).

A seguir, apresentaremos os principais teoremas de controlabilidade e observabili-

dade para o sistema (1.37).

Teorema 1.18 ([25], Teorema 1). O sistema (1.37) serd diferencialmente controldvel
sobre um intervalo I se, e somente se, para todo ty € I fizo, as linhas da matriz

O(tg, ) B() forem fungdes linearmente independentes sobre todo subintervalo de I.
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Demonstracao. (<) Seja (£7,£") um intervalo arbitrariamente pequeno contido em
I. Se as linhas da matriz ®(to,-)B(-) forem funcoes linearmente independentes em
(£7,&T), entao a matriz

£+

Ol e+) = / (e BB ()€, 1),

serd definida positiva, em que E’ indica a transposta de uma matriz F. Se em (1.38),

tivermos tg =&, t =&t e

u(t) = =B'(t)®'(§,1)C7H(E7,€M)=(€7),

entdo x({1) = 0 e o sistema (1.37) serd diferencialmente controldvel.

(=) Suponha, por absurdo, que exista um subintervalo (£7,¢7) C I tal que as li-
nhas de ®(ty,-)B(:) sejam linearmente dependentes. Ent@o existird um vetor z; no

espago de estado X tal que
2\ ®(tg,t)B(t) =0, paratodo te (£7,&7). (1.42)

Utilizando (1.38), (1.40) e (1.39), obtemos

O(tg, t)x(t) = D(tg, t)D(t, to)xo + P(to, 1) /t O(t, 7)B(T)u(r)dr
(1.40)

= (I)(fo,to)%"’/t O (to, 7)B(T)u(r)dr
(1:39) x0+/tq>(t0,7')3(7')u(7')d7'.

to

Entao, substituindo ¢y por £~ e utilizando (1.42), obtemos

t
@, )x(t) = xize+ /5_ 21 ®(E,7)B(T)u(r)dr
= zhzg Vte (£,&).

Finamente, note que ®({~,¢)z(t) é um vetor de estado de (1.37), mas sua com-
ponente em diregdo a x; nao é controlavel para todo t € (£7,£1), o que contradiz a

hipétese. O

Teorema 1.19 ([25], Teorema 2). Considere o sistema (1.37) com u(t) = 0. O sistema
serd diferencialmente observdvel sobre um intervalo I se, e somente se, para todo to € 1
fizo, as colunas da matriz C(-)®(-,ty) forem fungoes linearmente independentes sobre

todo subintervalo de I.
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Demonstragao. (<) Seja (§7,£") um intervalo arbitrariamente pequeno contido em I.

Por (1.41), o vetor de saida no intervalo I, com u(t) = 0, é dado por
y(t) = CO)2(t,Nx(ET), & <t<m (1.43)

Multiplicando ambos os lados de (1.43) por ®'(¢,£%)C"(t) e integrando sobre (£,&1),

obtemos

&t &t
/{ (N Wyt = /E (€N (OB (1, € )t 2(E7)

= D(&", ¢ )x(Eh),

em que

£+
D6 = [ [CWBEEN (et
Claramente, se D for nao singular, entao z(£") podera ser identificado pelo conhecido
vetor de saida, y(+), sobre (£7,£™). Por outro lado, a ndo singularidade de D seguira
de (1.43), se as colunas de C'(-)®(-,£") (e, portanto, as colunas de C'(-)®(-, o)) forem

fungoes linearmente independentes em (£1,£7).

(=) Suponha, por absurdo, que exista um subintervalo (£,£7) C I cujas colunas
de C(-)®(-,to) (e, portanto, as colunas de C(-)®(-,£T)) sejam fungdes linearmente de-
pendentes em (£1,£7). Entao, pela equacao (1.43), existird um vetor de estado x (")
tal que y(t) = 0, para todo t € (£7,£7). Logo, o sistema nao serd diferencialmente

observavel, o que contradiz a hipotese. O

Observagao 1.20. Pelo Teorema 1.18, podemos concluir que o sistema (1.37) serd
controldvel no instante t < oo se, e somente se, as linhas da matriz ®(ty,t)B(t) forem
linearmente independentes e, pelo Teorema 1.19, o sistema (1.37) serd observdvel no
instante t < oo se, e somente se, as colunas da matriz C(t)®(t,tg) forem linearmente

independentes, em que x(toy) € a condi¢ao inicial de (1.37).

1.3.1 Dualidade dos resultados principais

A natureza da dualidade dos dois conceitos discutidos nesta secao é evidente. De
fato, se considerarmos o sistema
dx
— = As)z+ C'(s)u(s
= AWEHCE) o
y(s) = B'(s)z(s),
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definido na reta real, em que z é n—dimensional, u é r—dimensional, i é p—dimensional,
A, B,C sao como em (1.37) e a escala s é ordenada no sentido oposto a escala de
tempo em (1.37), entao todas as declaracoes feitas neste segao sobre a controlabilidade
diferencial de (1.37) se tornarao declaragoes sobre a observabilidade diferencial de (1.44)

e vice-versa.

1.4 Controlabilidade para sistemas diferenciais com re-
tardo

Nesta secao, discutiremos a noc¢ao de controlabilidade para um sistema diferencial

linear com retardo da forma
T = A(t)x(t) + B(t)z(t — h) + C(t)u(t), (1.45)
em que
e h > 0 é constante;
o r ¢ R",
o uc R

e A(-), B(-) e C(-) sao fungoes matriciais continuas de ordem n X n, n X nen X p

respectivamente.

A principal referéncia para esta se¢ao é [24].

Consideremos a equacao da forma

dx
pri flt,x()) +u(t), (1.46)

£(t) = §lt), t € [to— hyto], h >0,

com espaco de fungao inicial B = C([ty — h,to],R"™) (espaco das fungbes continuas
definidas em [ty — h,t)] C R a valores em R"), em que f(t,z(-)) ¢é linear em z(-) e
depende somente dos valores de x(s) parat —h < s < t. Além disso, assumiremos
que [[f(t, ()| < L(t)||¢||t—ny para todo ¢ € B e para todo ¢, com L(-) continua e
positiva. A funcao de controle u(-) pertence a classe de fungoes mensuraveis e limitadas

em todo intervalo finito de R e a chamaremos de controle admissivel.
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Note que (1.46) é equivalente a equagao integral funcional

l’(t) t), te [to —h to]

/fs.r ds+/ u(s)ds + ¢(to), t > to.

Denotaremos a solugao x de (1.46), com condicao inicial z(t) = ¢(t), parat € [to—h, to),
por $(t) = I(t, lo, ¢7 )

As hipéteses sobre f nos permitem aplicar o Teorema de Representacao de Riesz

(1.47)

para estabelecer a existéncia de uma matriz funcional  de dimensao n x n definida em
(—00,00) x [—h,0] tal que
0
ft.o0) = [ e, ves,
—h
em que 7(t,-) é de variagdo limitada em [—h, 0] para cada t € (—o0,0) e a integral
acima ¢ do tipo Riemann-Stieltjes.

Denotaremos por Li([to,t), R™) o espago das fungdes de [tg,t) em R"™ que sdo Le-

besgue integraveis, com respeito a norma || - ||1, isto é,

f € Lu(lto,£), RY) <= [flls = / @)y < oo,

em que u é a medida de Lebesgue e denotaremos por L. ((to,t],R*") o espaco das

fungoes de [tg,t) em R?"

: ||OO’
isto é,
fe Loo([to,t),RQn) — || fllo = sup |f(t)] < occ.

te(to,t]
O préximo teorema trata da existéncia de soluc¢ao para a equagao (1.46). A demos-

tragao desse resultado é andloga & prova do Teorema 3.1 apresentado em [24].

Teorema 1.21. Seja (-, to, ¢, u) uma solucao de (1.46) (ou de (1.47)) com controle
u € Ly([to, 7),R™) para todo T >ty e com ¢ € B. Entdo

x(t, to, @, u) = x(t, to, »,0 / K(t,s)u(s)ds, t > to, (1.48)

em que K(t,s) é definido para s <t —h, h > 0 fizo, K(t,-) € LOO((to,t],Rn2), para

cada t > to, e K(t,s) = %
s

em que W (t,s) é a unica solugdo da equagao

Wi(t,s) = 0, te[s—h,s]

W(t,s) = // L&, TW(t+ & Ede — (t— )T, t>s.

quase sempre com respeito a medida de Lebesgue,

(1.49)
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Pelo Teorema 1.21, a solugao de (1.45) pode ser representada como em (1.48) e é

facil verificar que a funcao K (t, s) satisfaz as equagoes diferenciais parciais

8K€§t, 5) —K(t,s)A(s) — K(t,s + h)B(s + h), ty<s<t—h,
S
aKa(t7S> —K(t,s)A(s), t—h<s<t,
S
K(t,t) = 1.

A seguir, enunciaremos definigoes de controlabilidade para o sistema (1.45) andlogas

as Definigoes 1.1 e 1.2.

Definicao 1.22 ([24], Defini¢ao 4.1). O sistema (1.45) serd R"-controldvel se, para
qualquer ¢ € B, ezistir t; = t1(¢) € (to,00) e um controle admissivel, u, definido em
[t07t1]7 tal que x(tla to, ¢7 U) = 0.

Definicao 1.23 ([24], Definigao 4.2). O sistema (1.45) serd controldvel para a
origem com respeito ao espago das fungoes iniciais B (escrevemos B-controldvel para
origem) se, para todo ¢ € B, ezistir t; = t1(p) € (to,00) e um controle admissivel, u,
definido em [to,t1 + h], tal que x(t,t9, ¢, u) = 0 para todo t € [to,t1 + h].

O préximo resultado trata das condigoes para o sistema (1.45) ser controlavel. A
demostragao desse resultado é andloga a prova do Teorema 1.18 e pode ser encontrada
em [24], Lema 5.1.

Lema 1.24. O sistema (1.45) serd R™-controldvel se, e somente se, existir t; >ty tal

que

posto ( | w. n)C(n)C'(n)K’(tw)dn) —n. (1.50)

1.4.1 Controlabilidade e observabilidade para sistemas diferenciais
nao lineares

Apresentaremos, agora, algumas técnicas para a analise de problemas de controle
para sistemas diferenciais nao lineares. O exemplo da massa mola nao linear sera

tratado no final dessa secao.

Consideremos o sistema diferencial nao linear

T = f(t,x(t),u(t)), (1.51)

em que f : R x R" x RP — R"™ é continua, com derivadas parciais continuas (i.e.
fech), f(t,0,0) = 0 para todo t e u(-) ¢ um controle admissivel.
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Definicao 1.25. O sistema diferencial nao linear (1.51) serd localmente R™-controldvel,
se o sistema

&= A(t)z(t) + B(t)u(t)

for R™-controlavel para a origem, em que

Alt) = g—i(t,o,()),
B(t) = %@,0,0).

Analogamente, podemos apresentar o conceito de controlabilidade local para um

sistema diferencial nao linear com retardo da forma

Z_f — f (), 2t — B),u(), ¢ o, (1.52)

em que z(t) € R, u(t) € RP e u é admissivel. O retardo é representado por um escalar
real A > 0 e assumimos que f € C' e f(¢,0,0,0) = 0 para todo ¢. O espago de fungao

inicial é o espago B como definido na Secao 1.4.

Definicao 1.26 ([24], Definicao 6.1). O sistema diferencial nao linear (1.52) serd

localmente R"- controldvel para a origem, se o sistema
= A(t)x(t) + B(t)x(t — h)C(t)u(t)

for R™-controlavel para a origem, em que

(a0 = %(t,0,0,0)
B(t) = g_x];(t7 0,0,0), com xq=x(t—h),
ct) = %(t,0,0,0).

Retomemos o exemplo da mola descrito no Exemplo 1.4.

Exemplo 1.27. Controlabilidade de um oscilador harménico (caso nao li-

near)

Consideremos o sistema

B(t) = =yt ;
fiy = o o
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Podemos reescrever (1.53) como

2= Cz(t) + F(t) + Du(t) = f(t,v(t)), (1.54)

()8 ) (2 ()

e v(t) = F(t)+ Du(t). Sabemos que (1.54) serd controldvel para a origem se, e somente

em que

se, o sistema

z = Az(t) + Bu(t) (1.55)

for controldvel para a origem, em que

af 0 1
a=Soo=( % ¢).

B:%mm:( 0 )

1-— 3k2yox3

Calculando a matriz de controle do sistema (1.55), obtemos

C — 0 1-—- 3k2yol'(2)
o 1-— 3k52y0x% 0 .

Como postoC = 2, concluimos que o sistema (1.53) é controldvel para a origem.



Capitulo

2

As integrais de Kurzweil e de
Perron-Stieltjes

Neste capitulo, apresentaremos a definicao da integral de Kurzweil e algumas de
suas propriedades que serao utilizadas no decorrer deste trabalho. Um leitor mais
interessado no tema pode consultar [21], por exemplo. Como casos particulares da
integral de Kurzweil, mencionaremos resultados para as integrais de Perron e de Perron-
Stieltjes.

Por todo esse capitulo, a menos que seja dito o contrario, X e Y denotarao espagos
de Banach com normas || - ||x e || - ||y respectivamente. O conjunto de todas as transfor-
magoes lineares limitadas de X em Y serd denotado por L(X,Y). No caso particular

em que X =Y, escreveremos apenas L(X) no lugar de L(X, X).

Antes de introduzirmos a defini¢ao da integral de Kurzweil, vamos mencionar algu-

mas defini¢oes necessarias.

Seja [a,b] C R um intervalo compacto, com a < b. Uma particao marcada do
intervalo [a,b] é uma colegao finita de pares, D = {(7;, [ti-1,%i]),s = 1,...,|D|}, tal
quea=1t; <ty <...<tp=ber € [ti_,t;],1=1,2,...,|D|, em que |D| denota o
nimero de subintervalos na qual a particao marcada é dividida. Os elementos 7; sao

ditos marcas dos subintervalos [t;_1,%;],7 = 1,2,...,|D|, de [a,b].

35



36 Capitulo 2 — As integrais de Kurzweil e de Perron-Stieltjes

Uma funcao positiva 0 : [a, b] — (0,00) é chamada de calibre de [a, b]. Sejam [a, b]

um intervalo e § um calibre de [a, b], uma parti¢ao marcada

D = {(to,m,t1, ... tipj=1, D> LD}
sera dita d-fina, se tivermos
[ti—1,t;]) C (1 — (1), 75 + 6(Ti)),
para cada i = 1,2,...,|D|.
A seguir, vamos enunciar um lema que serd importante na definicao da integral de

Kurzweil. A demostracao desse resultado é andloga a prova do Lema 1.4 apresentado
em [21].

Lema 2.1 (Lema de Cousin). Dado um calibre § de [a,b], existe uma particao marcada

d—fina de |a,b.

No que segue, apresentaremos a definicao da integral de Kurzweil de uma funcao
U:la,b] x [a,b] — X.
Definig¢ao 2.2. Seja U : [a,b] X [a,b] — X uma fun¢do. Diremos que U é Kurzweil

integrdvel, se existir [ € X com a sequinte propriedade: dado € > 0, existe um calibre

d de [a,b] tal que
|D|

Z[U(Tzatz) — U(Ti,ti—l)] —I|| <e€

i=1
para toda particio marcada d—fina de [a,b], D = {(to,71,t1,....{ipj-1, T}, tip)}- O

elemento I € X serd chamado de integral de Kurzweil de U sobre o intervalo
b

la,b] e serd denotado por I = / DU(r,t). Denotaremos por K(|a,b], X) o espaco das
fungaées de [a,b] X [a,b] em X qaue sao Kurzweil integrdveis.

Observacgao 2.3. O Lema de Cousin garante que a integral de Kurzweil esteja bem

definida.

Observacao 2.4. E fdcil verificar que a integral de Kurzweil é unica quando existir.

b
Observacao 2.5. Quando/ DU (t,t) ezistir, definiremos

/:DU(T, P = —/abDU(T, )

b
€ USaremos a ConveEnCao / DU(r,t) =0 quando a = b.
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Exemplo 2.6. Seja f : [a,b] — X e considere U : [a,b] X [a,b] — X uma fun¢do dada
por U(t,t) = f(7)t. Neste caso particular,
Z[U(Tiatz> Tz7 i— 1 Zf Tz z_ i—1 )
b
e, quando existir, a integral de Kurzweil DU(1,t) coincidird com a integral de

Perron a qual € usualmente denotada por ‘

/a " F(s)ds

Exemplo 2.7. Seja U : [a,b] X [a,b] — X wuma fun¢ao dada por U(r,t) = F(t)g(7)
com F :[a,b] - L(X) e g:|a,b] - X. Neste caso particular,

D U t) = Ulritiz)] = Y _[F(t:) = Fltiz)]g(n)
b
e a integral de Kurzweil DU(t,t), quando existir, coincidird com a integral de

Perron-Stieltjes a qual ¢ usualmente denotada por

b
/ AF(s)]g(s).

Observacgao 2.8. Para estendermos a integral de Kurzweil a intervalos ilimitados,
precisamos definir as -vizinhangas de —oo e co. Tome §(—0o0), §(c0) > 0 arbitrdrios
e considere [—oo, —ﬁ) e (@,oo]. Podemos afirmar que —oo e 0o $Go especi-
ais em relacao a qualquer calibre definido em R = R U {—o0, 0}, a reta estendida.
De fato, sejam 6 um calibre definido em [—oo,00] e D = {(7, [ti—1,t:]) | i =1,...,n}
uma particao marcada d-fina. Seja [t,_1,00] o ultimo intervalo de D. Assim, T, €
[th—1,00] C 5(00
tradiz a sentenca anterior. Portanto T, = 0o, ou seja, d € co-especial. Analogamente,

L oo] pois D € 0-fina. Se 1, # oo entdo 1, + d(7,) < 00, 0 que con-

demonstra-se que § € (—oo)-especial.

Vamos, agora, apresentar algumas propriedades da integral de Kurzweil. Come-
caremos exibindo resultados que mostram que esta integral possui as propriedades de
linearidade, aditividade com respeito a intervalos adjacentes e integrabilidade em su-
bintervalos. Suas demonstragoes podem ser encontradas em [21], nos Teoremas 1.9,
1.10, 1.11 e 1.14, respectivamente. Cabe observar que, apesar de em [21] os resultados
estarem enunciados para o caso em que X possui dimensao finita, as demonstracoes

seguem de modo andlogo para o caso em que X possui dimensao infinita.
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Teorema 2.9. Sejam U,V € K([a,b],X) e c1,¢; € R. Entio U + oV € K([a, b], X)

e teremos

/abD[clU(T, t)+eV(rt)] =a /ab DU(7,t) + ¢y /ab DV (r,1).

Teorema 2.10. Se ¢ € (a,b) e U : [a,b] X [a,b] = X for tal que U € K(|a,c|,X) e
U e K([e,b],X), entao U € K([a,b], X) e valerd a igualdade

/:DU(T, 5= /:DU(T, 0+ /cbDU(T, D,

O proximo resultado é conhecido como Teorema de Hake para a integral de Kurzweil.

Teorema 2.11. Seja U : [a,b] X [a,b] — X uma fungdo tal que U € K([a,c], X) para

todo ¢ € [a,b) e suponha que o limite

c—b—

lim [ / DU ) — Ulb,¢) + U(b, b)} _J

exista. Entao U € K([a,b], X) e valerd a igualdade

/ab DU(r,t) = 1.

Observacao 2.12. Vale um resultado andlogo ao teorema acima para o caso em que
U € K([c,b], X) para todo ¢ € (a,b]. Assim, fica claro que as integrais de Kurzweil
“improprias” também sao integrais de Kurzweil, ou seja, a integral de Kurzweil é in-

variante por extensoes de Cauchy.

Observacao 2.13. Como caso particular da integral de Kurzweil, a integral de Perron-
Stieltjes € linear, aditiva em intervalos subjacentes e contém suas “integrais impro-

prias”.

As provas dos préximos resultados para o caso em que X é um espago de Banach
de dimensao finita podem ser encontradas em [21] no Lema 1.13 e no Teorema 1.16 res-

pectivamente. As provas correspondentes para X com dimensao infinita sao analogas.

Lema 2.14 (Saks-Henstock). Seja U : [a,b] X [a,b] — X wuma fun¢do tal que U €
K([a,b], X). Dado € > 0, suponha que exista um calibre § de |a,b] tal que

DI

b
Z[U(n,ti) —U(mi,ti-1)] — / DU(t,t)|| <€

=1
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para toda particao marcada 6—fina D = {to, 71, t1 ..., tpj—1, Tip|, tip|} de [a,b]. Se
a<b <G << <HL<nS. . SO <{n <m0

for tal que [B;,vi] C (& — 0(&),& 4+ 0(&)), parai=1,2,... ,m, entdo

Z {[U(fu%) —U(&, B)] —

=1

Vi
DU(r, t)} < e.

Bi

Teorema 2.15. Sejam U : [a,b] X [a,b] — Xuma funcao tal que U € K([a,b], X) e
c € la,b]. Entdo

Ss—cC

lim [ / DU(r 1) — Ules) + Ule, c)] _ / DU )

lim MbDU(T, B+ Ule,s) — Ule, c)] _ /CbDU(T, .

S—cC

Observacgao 2.16. O Teorema 2.15 nos mostra que a fun¢ao

s € [a, b r—)/sDU(T,t),

isto €, a integral indefinida de U ndo é necessariamente continua. A integral indefinida
serd continua em c € |a,b] se, e somente se, a fun¢ao Ulc,-) : [a,b] = X for continua
em c. Em particular, a integral indefinida de Perron-Stieltjes nao € necessariamente

continua.

Recordamos que uma fungao f : [a,b] — X é dita regrada, se os limites laterais
lir?_ f(s) = f(t7) € X, parat € (a,b] e lirﬂf(s) = f(t') € X, para t € [a,b)
Z;istirem. Neste caso, escreveremos f € G([z:b], X). Além disso, diremos que f é de
variagao limitada no intervalo [a, b], se

|D|

varh f = sup Y |[f(t:) = f(ti1)|lx < oo,
deDlab] S

em que Dla,b] denota o conjunto de todas as partigdes de [a,b], |D| é o nimero de
subintervalos da forma [t;_1,t;] de uma parti¢ao d de [a,b]. Representaremos o espago
de todas funcoes f : [a,b] — X de variacdo limitada por BV ([a,b], X). E sabido que

BV(la,b], X)) munido com a norma da variagao,

IfllBy = IIf (@) + vargf,

é um espaco de Banach.
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Observagao 2.17. Sao bem conhecidos os sequintes resultados sobre fun¢oes regradas:

(i) G([a,b], X) munido com a norma usual do supremo, || - ||, definida por ||flle =

sup ||f(®)||x, € um espaco de Banach;
te(a,b]

(ii) G(la,b],X) D BV([a,b],X) e G([a,b], X) D C([a,b], X) em que C([a,b]) denota

o espago das fungoes de [a,b] em X que sdo continuas;

(iii) Se f € G([a,b], X), entao para todo € > 0, o0s conjuntos
{tela,b) |ft7) = fOll =} e {te(abd]:[f(t)—fE)] =e}
sao finitos.
As provas das afirmagoes acima podem ser encontradas em [13].

O resultado a seguir apresenta condigoes que garantem a existéncia da integral
de Perron-Stieltjes em espacos de Banach. Para uma demonstracao, o leitor pode

consultar [20], Proposigao 15.

Teorema 2.18. Se g : [a,b] — X for uma fungao regrada e F : [a,b] — L(X)

for uma funcao de variacao limitada em [a,b], entdo a integral de Perron-Stieltjes
b
/ d[F(s)|g(s) existird.

Apresentaremos, agora, uma versao do Teorema de Integracao por Partes para
fungoes Perron-Stieltjes integraveis e uma versao do Teorema Fundamental do Célculo
para fung¢oes Perron integraveis. Suas demonstragoes podem ser encontradas em [9],

Teorema 6 e Corolario 5 respectivamente.

Teorema 2.19 (Teorema de Integracao por Partes). Se f € BV ([a,b], L(X,Y)) e
g : [a,b] = X for Perron integravel, entao f-g: [a,b] = Y serd Perron integrdvel e as

1qualdades \ \
/ F(t)g(t)dt = / F(0)d3 (1) (2.1)

/ f)dg(t) = f(b)g(b) — f(a)g(a) — / df (t)g(t) (2.2)

a

serao vdlidas, em que

30 = [ ooyt e Fo= [ ss
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Teorema 2.20 (Teorema Fundamental do Calculo). Se F': [a,b] — X for continua e
existir sua derivada, F'(t) = f(t), para todo t € |a,b], entdo f : [a,b] — X serd Perron

integrdvel e teremos

/t f(s)ds = P(t) — F(a), t€ [ab).






Capitulo

3

Equacoes diferenciais ordinarias
generalizadas

Neste capitulo, vamos apresentar a teoria fundamental das equacoes diferenciais
ordindrias generalizadas (escrevemos EDOs generalizadas). Em seguida, vamos nos
restringir as EDOs generalizadas lineares e exibiremos algumas propriedades de suas

solugoes. As principais referéncias para este capitulo sao [3], [11], [16] e [21].

3.1 Solucoes de EDOs generalizadas

Sejam X um espago de Banach e {2 C X x R um conjunto aberto. Suponhamos que

F :Q — X seja uma funcao F(z,t) definida para (z,t) € Q, em que x € X et € R.

Definicao 3.1 ([21], Defini¢ao 3.1). Uma fungdo x : [a, 5] — X serd uma solugdo da
equacao diferencial ordindria generalizada
dz

— = DF(a,t), (3.1)

no intervalo [a, ] C R, se (x(t),t) € Q para todo t € |«, B] e se

2(55) — a(s1) = / " DF(a(), 1)

estiver satisfeita para quaisquer si, sy € |, 5], em que a integral do lado direito da

equacdo acima € no sentido da integral de Kurzweil (veja a Defini¢ao 2.2).

43
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Observagao 3.2. Pelo Lema 6.1 em [21] e pelo Lema 2.11 em [3], se x : [a,b] = X
for solu¢ao do PVI (3.3), entio x € BV ([a,b], X).

x
Observemos que o simbolo — nao significa que a solucao de (3.1) tenha derivada,

como mostra o exemplo a seguir, extraido de [21], Capitulo 3, pagina 100.

Exemplo 3.3. Seja r : [0,1] — R uma fungdo continua que nao possui derivada em
qualquer ponto do intervalo [0,1]. Defina F : R x [0,1] — R por F(z(7),t) = r(t).
Neste caso, temos

[ pree0 = [ D) = o)~ risn,

1
pela defini¢ao de integral, o que significa que a fun¢ao z : [0,1] — R, dada por x(s) =
r(s) para s € [0,1], € uma solug¢do da equagao
dx
— = DF(x,t) = Dr(t
= DF(x,1) = Dr(t),
porém x nao possui derivada em qualquer ponto do intervalo [0, 1].

A Definicao 3.1 nao fornece informagoes sobre propriedades de uma solucao x :
[a, f] = X da EDO generalizada (3.1). A seguir, apresentaremos uma classe de fun¢oes
F : Q) — X para a qual é possivel obter informacoes mais especificas sobre as solugoes
de (3.1). No que segue, consideraremos 2 = O x [a, b], em que O C X é um subconjunto
aberto e a,b € R com a < b.

Defini¢ao 3.4. Diremos que uma fungao F : Q — X pertence a classe F (S, h), se

existir uma fungdo nao decrescente h : [a,b] — R satisfazendo as condigies:
(i) ||F(I7t2) - F(‘I7t1)||X < |h<t2) - h(t1>|7 para quaisquer (x7t2>7 (ZE,t1> S Qa

(i) [|[F(z,ta)—F(z,t1)—F(y,t2)+F(y. t1)llx < [|lz—yllx|h(t2) —h(t1)], para quaisquer
(x?t2>7 (x?t1>7 <y7t2>? (yutl) € Q.

A classe F(, h) definida acima permite obtermos vérias propriedades qualitativas
das solugoes de uma EDO generalizada. No resultado seguinte, exibimos condigoes

suficientes para que a EDO generalizada (3.1) admita uma tnica solucao local.

Teorema 3.5 ([21], Teorema 2.15). Suponha que F : Q — X pertenca a classe F(Q, h),
em que h € uma funcao nao decrescente e continua a esquerda. Assuma que, para cada
(T,ty) € Q, tem-se (Ty,to) € Q, em que T, =T+ F(T,t) — F(,ty). Entdo existem
A > 0 e uma unica solugdo x : [to, to+A] — X da EDO generalizada (3.1) no intervalo
[to, to + A] satisfazendo z(ty) = 7.
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E importante mencionar que a continuidade a esquerda da funcao h no Teorema 3.5
garante que as solugoes da EDO generalizada (3.1) sejam continuas a esquerda (veja a
Observagao 2.16).

Agora, apresentaremos um resultado que trata da existéncia e da unicidade de uma
solu¢do maximal para a EDO generalizada (3.1). Antes de enunciarmos tal resultado,

vamos relembrar alguns conceitos preliminares.

Definicao 3.6.

e Uma solugdo x : [tg, to+A] — X, A > 0 de (3.1) serd dita localmente tinica no
futuro, se para qualquer solugao y : [to, to+0] = X, 0 > 0 de (3.1) com y(to) =
x(to), existirn > 0 tal que x(t) = y(t) parat € [to, to+ AlNto, to+o]N[te, to+n).

e Um ponto (T,ty) € Q serd dito ponto de existéncia local no futuro para a
equacao (3.1), se toda solugao x de (3.1), com z(ty) = &, for localmente tinica
no futuro. Diremos que a equacgdo (3.1) terd a propriedade de existéncia
local no futuro, se todo ponto (T,ty) € Q for um ponto de existéncia local no

futuro para a equagdio (3.1).

e Seja x : [to,tg + Al — X, A > 0 uma solugio da EDO generalizada (3.1)
com x(ty) = =. Uma solugio y : [to,to + 0] — X, 0 > 0 de (3.1) serd dita
prolongamento de x, se [ty, to+A] C [to, to+0] ex(t) = y(t) parat € [to, to+A].

o Se (z,ty) € Q, entao uma solugio x de (3.1), com x(ty) = =, definida para todo
t > ty serd mazximal, se existir um valor b(z,ty) > to tal que x existe sobre
[to, b(Z, o)) e nao pode ser prolongada para um intervalo maior do que [ty, B] em

que B > b(Z,ty). Equivalentemente, ndao existe um prolongamento da solugdo
x: [to,b(T,t9)) — X de (3.1).

Proposicao 3.7 ([21], Proposicao 4.13). Suponha que F : Q — X pertenca a classe
F(Q,h). Se a equagdo (3.1) tiver a propriedade de existéncia local no futuro, entdo
ezxistird um intervalo J com extremo esquerdo ty e uma funcao x : J — X tal que
to € J, z(ty) =2 ex : J - X € uma solugio mazimal de (3.1). O intervalo J e
a funcao x serao unicamente definidos pela condicdo inicial T e pela propriedade da

solucao maximal.

No resultado seguinte, exibimos condigoes suficientes para que a EDO generalizada

(3.1) admita uma tnica solugdo maximal.
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Corolario 3.8 ([1], Corolario 4.13). Suponha que F' : Q@ — X pertenca a classe F (S, h),
em que h € uma fung¢ao nao decrescente e continua a esquerda. Entao para todo (Z,tg) €

Q, existira uma tunica solugcao mazimal definida em [tg, +00) de (3.1) satisfazendo

3.2 EDOs generalizadas lineares

Nesta se¢ao, vamos considerar EDOs generalizadas para o caso particular em que
a funcdo F': X x J — X é dada pela lei F(z,t) = A(t)x, em que A: J — L(X) é um
operador localmente de variagao limitada em J e J C R é um intervalo (limitado ou

ilimitado). Neste caso, a equagao

dz
— = D[A(t 3.2
= D[A(t)] (32)
¢ conhecida como EDO generalizada linear.
De acordo com a Definigdo 3.1, uma solugao de (3.2) no intervalo [a,b] C J é uma

fungao x : [a,b] — X que satisfaz a igualdade

2(52) = 2(s1) + / " DIA® ()

para quaisquer sy, s € [a, b].
Note que a integral de Kurzweil da expressao acima é aproximada por somas da

forma

> TA() — Alty-1)]a(r).
J
b
Assim, podemos denotar a integral / D[A(t)x(7)] pela forma convencional / d[A(s)]z(s)]

para a integral de Perron-Stieltjes como ja mencionamos no Exemplo 2.7. Portanto z

serd solugao de (3.2) no intervalo [a, b], se tivermos
s2
s2) = a(s0) + [ dLA(s)Ja(s)
para quaisquer sy, o € [a, b].
No caso de um problema de valor inicial (PVT), dados ¢y € [a,b] e T € X, diremos
que uma fungao x : [a,b] — X serd uma solugdo do PVI
dz
— = DIA(t
% DlA®)]
I(to) = f,

(3.3)



3.2 EDOs generalizadas lineares A7

no intervalo [a,b] C J, se

x(t) = 55+/ d[A(s)]z(s),

to

para qualquer ¢ € [a, b].
Para obtermos propriedades de existéncia e unicidade de solucao global para o PVI
(3.3), vamos assumir que o operador A : J — L(X) satisfaga as seguintes condigoes:

(H1) A€ BV([a,b], L(X)) para todo subintervalo compacto [a,b] C J;

(H2) Para todo t € J, valem
(I —[A(t) = A@)]) " =[I - ATA®)] " € L(X)

(I 4+ [A@) = AW) ™ = [T+ AT AW € L(X),
em que [ denota o operador identidade em L(X).
Observagao 3.9. Como A € BV ([a,b], L(X)) C G([a,b], L(X)), os limites laterais
A(tT) = lim A(r) € L(X), te€ |a,b)

r—tt

A(t™) = lim A(r) € L(X), te€ (a,b],

r—t—

existem. Dado € > 0, seque da Observagao 2.17, item (iii), que 0s conjuntos
{t €la,b): JAXT) —A@M)| = e} e {te(ab]:[Alt) - A7) > e}

sao finitos. Desta forma, tomando ¢ = 1, existe um conjunto finito {t1,... ,t,} C
[a,b] tal que ||A(tT) — A(t)|| < 1 para todo t € [a,b), com t # t;, i = 1,...,m, e
|A(t) — A(t7)|| < 1 para todo t € (a,b], comt #t;, i=1,...,m. Entio

IT+ATA(t) e L(X) te€ab), t#t, i=1,...,m

I—-A"A(t)e L(X) te(ab], t#t, i=1,...,m.

Assim, se A : |a,b] — L(X) for um operador linear de variagdo limitada em |a,b], a
condigao (H2) serd vdlida, exceto por uma quantidade finita de pontos em [a,b]. Seja
B={t1,...tm} € considere A(t) = A(t)x5(t) em que x5 : [a,b] — X € definida por

1 sexeB
XB(t)_{ 0 sex¢ B.

Entio A € BV ([a,b], L(X)) e a hipdtese (H2) serd vdlida para todo t € [a,b].
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O préximo resultado trata da existéncia global e unicidade de solugao para o PVI

(3.3). Esse resultado é consequéncia das Proposicoes 6.3 e 6.4 em [21].

Teorema 3.10. Assuma que o operador A : J — L(X) satisfaca as condigoes (H1) e
(H2). Entao o PVI (3.3) possui uma tnica solug¢ao definida no intervalo [a,b] C J.

O teorema a seguir trata da existéncia de um operador que sera bastante utilizado
no decorrer desse trabalho e serda chamado de operador fundamental da EDO ge-
neralizada linear (3.2). A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em [21],
Teorema 6.13, para o caso em que X possui dimensao finita, e em [3], Teorema 2.15,

para o caso em que X possui dimensao infinita.

Teorema 3.11. Suponha que o operador A : J — L(X) satisfaca as condi¢oes (H1) e
(H2). Entao existe um tnico operador U : J x J — L(X) tal que

U(s,t) = I—i—/ d[A(r)|U(r, s) (3.4)

para quaisquer t,s € J. Além disso, para cada s € J fixzado, U(-,s) serd um opera-
dor de variacao limitada. FEste operador ¢ chamado operador fundamental da EDO

generalizada
dx

p DI[A(t)x].
O proximo resultado relaciona solucoes de EDOs generalizadas lineares com o seu
operador fundamental correspondente. Uma demonstracao para tal resultado pode ser
encontrada em [21], Teorema 6.14, para o caso em que X possui dimensao finita, e

em [3], Teorema 2.15, para o caso em que X possui dimensao infinita.

Teorema 3.12. Suponha que o operador A : J — L(X) satisfaca as condigoes (H1) e
(H2). Entao para todo s € [a,b] C J, a tnica solugao x : [a,b] — Xem [a,b] C J do
PVI

dx
T = DA,
x(s) = 7,
serd dada pela relacao
z(t) =Ul(t,s)z, te€la,b, (3.5)

em que U : J x J — L(X) € dado por (3.4).

O teorema a seguir mostra algumas propriedades interessantes do operador funda-
mental U dado por (3.4). Uma demostragao para este teorema pode ser encontrada
em [21], Teorema 6.15, para o caso em que X possui dimensao finita, e em [3], Teorema

2.15, para o caso em que X possui dimensao infinita.
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Teorema 3.13. Suponha que A : J — L(X) satisfaca as condi¢oes (H1) e (H2). Entdo
U:JxJ — LX), que é unicamente determinado por (3.4), satisfaz as sequintes

propriedades:
(a) U(t,t) =1, para t € J;

(b) Para todo intervalo compacto [a,b] C J, existe uma constante M > 0 tal que

|U(t,s)]| < M, para quaisquer t,s € [a,b],
var’U(t,-) < M, para qualquer t € [a,b],
var’U(-,s) < M, para qualquer s € [a, b];

(c) Para r,s,t € J, vale
U(t,s) =U(t,r)U(r,s),

(d) U(t,s) € L(X) € invertivel para quaisquer t,s € J;

(e) Parat,s € J, temos

Utt,s) = [I+ATA@MU(L,s),
Ut=,s) = [I-A AU, s),
Ut,s?) = U(t,s)[I+ATA®#)]!
Ut,s™) = U(t,s)[I —A"A@#)]™!

sempre que os limitem envolvidos fizerem sentido;

(f) Parat,s € J, vale
[U(t,s)] ™ = Uls, ).

Observagao 3.14. Consideremos uma equacao diferencial ordindria da forma
i = f(a,t) (3.6)

dx
em que © = —, B C R™ € um conjunto aberto e f : B X [a,b] — R™ € uma func¢ao.
Sabemos que uma solugdo de (3.6), com condi¢ao inicial x(tg) = o, poderd ser escrita

na forma t
—afte)+ [ fla(r)r)dn, o€l t2t (37)

se a integral existir em algum sentido. Se a integral em (3.7) for considerada no sentido
de Riemann, Lebesque ou Perron, por exemplo, poderemos aproximd-la por uma soma

da forma
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em que tg = 51 < $3 < 8, =t € uma particao suficientemente fina do intervalo [to,t] e

T; € [si_1, 8i], para cada i = 1,2,...,m. Defina
F(z,s) —/ f(z,o)do, (x,s) € BxR.
50

Entao, pelo Lema de Saks-Henstock (Lema 2.14), a integral em (3.7) pode ser aproxi-

mada por
m

Z /51 flz(ry),0)do = Z[F(x(n), si) — F(xz(m), si—1)]. (3.8)

i=1
Neste caso, o lado direito da igualdade (3.8) aproxima a integral de Kurzweil (Defini¢do

2.2) a qual, quando considerada em (3.7), dd origem a uma EDO generalizada da forma

dx
i DF(x,t) (3.9)

como na Defini¢ao 3.1. Logo, se y : [a,b] — R™ for uma solu¢ao para a EDO generali-

zada (3.9), com condicao inicial y(ty) = xo, teremos

2(t) — o (?’i)/t Fla(r), 7)dr @/t DF(x(r),t) = y(t) — 0.

Portanto a solu¢ao da EDO (3.6) pode ser identificada como uma solu¢ao da EDO
generalizada (3.9).

Observacao 3.15. Consideremos
&= F(t)z, (3.10)

em que F : J CR — L(R"™) € localmente Lebesgue ou Perron integravel em J. Dado
a € J, defina

At) = /tF(s)ds, teJd (3.11)

Como consequéncia do Lema de Saks-Henstock (Lema 2.14), a fung¢ao A, dada em

(3.11), € continua. Entdo
IT+ATA{t)=1 e I—A"A({)=1 paratodote J.
Portanto A satisfaz (H2). Agora, consideremos a EDO generalizada

fl—ﬁ — D[A(t)a], (3.12)
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e seu operador fundamental U : J x J — L(X) dado por (3.4). Se s,t,7 € J, entdo

Ut,s) = U(r,s)+ / d[A()]U (r, s)
’ (3.13)

= U(T,s)+/ F(r)U(r,s)dr,

ou seja,

U(t,s) = o(t,7)U(T,s), (3.14)
em que ® : J x J — L(R") é a matriz fundamental da EDO linear (3.10) e a sequnda
igualdade da equacao (3.13) seque do Teorema 2.20, ji que U é regrada (Teorema
3.11) e A € continua e, portanto, regrada. Além disso, multiplicando (3.14) por U(s,t)

e usando as propriedades do operador fundamental U, dadas no Teorema 3.13, obtemos
U(t,7) =®(t,7), para quaisquer t,7 € J.

Assim, a matriz fundamental de uma EDO linear do tipo (3.10) pode ser relacionada
com o operador fundamental de uma EDO generalizada como em (3.12) pela igualdade

(3.14).

3.3 EDOs generalizadas lineares perturbadas

Dados A : J — L(X), um operador localmente de variagdo limitada em J, e
g : J — X uma fungdo Perron integravel, consideremos F' : X x J — L(X) definida
por F(z,t) = A(t)x + g(t). Dizemos que uma EDO generalizada do tipo
X~ DI + g(0)
¢ uma EDO generalizada linear perturbada.
Dados ty € [a,b] C J e T € X, diremos que a fungao z : [a,b] — X é uma solugao
do PVI

dx
— = DIAW®z+ (1)), (3.15)
l‘(to) = i,

no intervalo [a, b] C J, se tivermos

ww=%+[z%«@ﬂﬂ+g@ﬂ=%+/XDM@ﬁ@»+DM®m

to

para todo t € [a, b].
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Como ja foi observado antes, podemos escrever

A ' DIA(s)a(r)] = /t:d[ / Dlg(s)] = 9(1) — ato).

Portanto x : [a,b] — X sera solucao do PVI (3.15) em |[a, b] se, e somente se, tivermos
¢
x(t) = §+/ d[A(s)]z(s) + g(t) — g(to), t € [a,b]. (3.16)
to
O préximo resultado é conhecido como Férmula da Variacao das Constantes para
EDOs generalizadas lineares e sua prova pode ser encontrada em [3], Teorema 2.22.
Teorema 3.16 (Férmula da Variagao das Constantes). Suponha que A : J — L(X)
satisfaca as condi¢oes (H1) e (H2) e G : X x J seja uma fungao tal que, para cada
b
x € G([a,b], X), a integral de Kurzweil/ DG(x(1),t) exista, para todo [a,b] C J. Se
to € [a,b] e x € G([a,b], X) for uma solugdo do PVI

Z_f = DI[A(t)x + G(x,1)],
x(to) = 57

entao x poderd ser escrita como

2(t) = U(t,t)F + /t: DG(x(7), s) — /t: d,[U(t,0)] ( /t: DG(x(T)S)), t € [a,b],

em que U : J x J — L(X) € o operador fundamental dado por (3.4).

Note que, no caso particular em que G(x(7),t) = g(t), com g : J — X uma fungao,

/t D(G(x(r), )] = / Dlg(s)] = 9(t) - glto)

para quaisquer ¢,ty € [a,b] C J e x € G([a,b], X). Dessa forma, o resultado a seguir é

temos

consequencia imediata dos Teoremas 3.16 e 2.18.

Corolario 3.17. Sejam A satisfazendo as condi¢ées (H1) e (H2) e g - J — X uma

fungdo Perron integrdvel. Entao a inica solugdo x : [a,b] — X de

X = DM +g(1)]
LC(to) = Eg,

em la,b] C J, serd dada por

o) = Ut )T + (9(6) ~ glto)) ~ [ dolU(t0)al0) ~ glta)), tE fab. (37

to
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Observagao 3.18. Seja ¥(t) = g(t) — g(to), com g : J C R — X uma fungao
Perron integravel e ty € J. Pelo Teorema de Integracao por Partes para a integral de

Perron-Stieltjes (Teorema 2.19), temos

/t 0 U W(0) 2 U w) - / U(t, 0)di()
2w - [ Ut 0)0(0)do

t
tO

— g(t) — glto) - / U(t, 0)(g(0) — g(ts))do.

to
Entao, usando as igualdades acima, podemos reescrever (3.17) como
t
x(t) = U(t,to)f+/ U(t,o)(g(o) — g(ty))do, t € |a,b].
to

No préoximo capitulo, utilizaremos os resultados e propriedades vistos ao longo deste
capitulo para estudar a teoria de controlabilidade e de observabilidade para EDOs

generalizadas.






Capitulo

4

Controlabilidade e observabilidade
para EDOs generalizadas

A teoria de controlabilidade e observabilidade para EDOs generalizadas € inexistente
até o presente. Dedicamos este capitulo a investigacao dessa nova teoria, a fim de propor

condigbes mais gerais para as fungoes A(-), B(+) e C(-) do sistema

i = A{t)r+ B(t)u

y(t) = Cl)r, (4.1)

descrito na Segao 1.3.

O capitulo esta dividido em duas secoes. Na Secao 4.1, iremos introduzir a defini-
cao de controlabilidade e de observabilidade para EDOs generalizadas e estenderemos
alguns resultados existentes na teoria de controlabilidade e de observabilidade para
EDOs classicas para o caso de EDOs generalizadas. Na Secao 4.2, daremos uma apli-
cacao sobre o nimero de hemacias no sangue, modelada por uma equacao diferencial

funcional com retardo.

Os resultados descritos neste capitulo sao inéditos e estdo contidos no artigo [22].
Viérias das técnicas utilizadas nas provas desses resultados podem ser encontradas
em [5].
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4.1 Controlabilidade e observabilidade

Sejam U, S, X e Y espacos de Banach, em que U é o espago de controle, S é
espaco de estado inicial, X é o espago de evolucgao ou espago de estado e Y ¢

o espaco de observagao. Definimos
e A:[0,00) — L(X) um operador satisfazendo:
(H1) A € BV([a,b], L(X)) para todo subintervalo compacto [a,b] C [0, +00);
(H2) Para todo t € [0,400), temos
(I—[A() =A@ ) =1 — A" A@W)] ™ € L(X)

(I +[A@EY) =A@~ = I+ ATA®W)] ™ € LX),
em que [ denota o operador identidade em L(X);
e B:[0,+00) = L(U,X) e u: [0,+00) — U sado operadores tais que B(-)u(-) é
localmente Perron integravel sobre [0, 400);

e Para cada t € (0,+00), a fungao C(t) : BV([0,t], X) — BV([0,t],Y) é regrada

em relacao a t.

Denotaremos por U o conjunto de todas as fungdes de controle u : [0, +00) — X tais
que B(-)u(-) é localmente Perron integravel em [0, 400).
Nas condigoes acima, consideremos o sistema de EDOs generalizadas

% = DI[A(t)z + B(t)u(t)]

y(t) = C(t)x.
Pela Observagao 3.18, uma fungao z : [a,b] — X serd solucdo da EDO generalizada
(4.2) em [a,b] C [0, +00), se tivermos

(4.2)

(t) = U(t, t)d + / U(t, 7)(B(r)u(r) — Blto)ulto))dr, (4.3)

to
para t,tyg € [a,b], em que U(t,s) é dada por (3.4) e z(ty) = d € S. Denotaremos
a solucao = de (4.2), com condigao inicial x(tg) = d, por z(t) = z(t,d,u) e y(t) =
y(t,d,u) = C(t)x(t,d, u).
Na sequéncia, assumiremos que todas as solugoes da EDO generalizada linear (4.2)
estao definidas para todo t € [0, +00).
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Defini¢ao 4.1. A funcao de evolugdo da EDO generalizada (4.2) no tempo t €
[0,00) € dada por
(d,u) > a(t, d,u) = F(t)d + G(t) )

definida em S X U a valores em X, satisfazendo as sequintes propriedades:

(i) Para todo d € S, a fungao t € [0,4+00) — F(t)d € X ¢ dada por
F(t)d = U(t,to)d,
em que Ul(t,ty) € definido em (3.4);

(ii) Para todo t € [0,00), a fung¢io uw € U — G(t)u € X € dada por

G(t)u = / U(t, 7)(B(1)u(t) — B(to)u(to))dr,

to

em que U(t,T) € definido em (3.4).

A seguir, vamos apresentar os conceitos de controlabilidade e observabilidade para
o sistema (4.2). Relembramos o leitor que os conceitos de controlabilidade e obser-
vabilidade para EDOs clédssicas estao presentes nas Defini¢oes 1.15 e 1.16 da Secao
1.3.

Definicao 4.2. Seja T € R fizado com 0 <'T' < oo.

(1) O estado inicial d € S serd controldvel no tempo T para o ponto T € X, se
existir uma sequéncia de fungoes de controle {u,} em U tal que z(T,d,u,) — T;
d serd estritamente controldvel no tempo T para x, se exvistir uma funcao
de controle w € U tal que x(T,d,u) = z. O sistema (4.2) serd dito controldvel
(estritamente controldvel) no tempo T, se todos os pontos de S forem

controldveis (estritamente controldveis) no tempo T' para todos os pontos de X.

(ii) Dado u € U, um estado inicial d € S serd observdvel no tempo T, se d
for unicamente determinado a partir de u e da observagao y(T,d,u). O sistema
(4.2) serd dito observdvel no tempo T, se todos os estados iniciais em S forem

observdveis no tempo T'.

Note que, quando X é um espaco de dimensao finita, os conceitos de controlabilidade
e controlabilidade estrita coincidem, ja que todo subespaco de um espaco de Banach

de dimensao finita é fechado.
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Agora, vamos investigar condi¢oes sob as quais o sistema (4.2) serd controldvel e

observavel. Defina

F(T): S — BV([0,T];X)
d —  F(T)d: 0,7

t

—- X
—  (F(T)d)(t) = F(t)d.
O teorema a seguir descreve condigoes necessarias e suficientes para que o sistema

(4.2) seja controlavel, estritamente controlavel e observavel.

Teorema 4.3. Seja T € R fizado com 0 < T < co. Considere a funcao F apresentada
acima e a funcao G apresentada na Defini¢cao 4.1. Entdo as sequintes afirmagoes sao

validas:

(i) O sistema (4.2) serd controldvel no tempo T se, e somente se, a imagem de G(T')

for densa em X.

(ii) O sistema (4.2) serd estritamente controldvel no tempo 7' se, e somente se, a

fungao G(T') for sobrejetora.

(iii) O sistema (4.2) serd observével no tempo 7" se, e somente se, a fungdo composta
C(T)F(T) for injetora.

Demonstra¢ao. Vamos provar o item (i). Dado ¥ € X qualquer, seja d = 0. Como
(4.2) é controlavel no tempo T', existe um sequéncia {u, } em U tal que z(7T,0,u,) — Z,
isto é, G(T)u, — =, quando n — oo. Assim, a imagem de G(7') é densa em X.
Reciprocamente, para d € S arbitrario e T € X, como a imagem de G(T') é densa em X,
existe uma sequéncia {u, } em U tal que G(T)u,, —» = — F(T)d, isto ¢, (T, d, u,) — =,
quando n — oo.

Para provar o item (ii), consideremos € X dado e d = 0. Como (4.2) é estrita-
mente controlavel, existe u € U tal que z(7,0,u) = 7, isto é, G(T)u = . Assim G(T)
¢ sobrejetora. Reciprocamente, dados d € S ez € X, seja z =7 — F(T)d. Como G(T)
é sobrejetora, existe u € U tal que G(T)u =z =z — F(T)d. Entao z(T,d,u) = Z.

Finalmente, para a prova de (iii), consideremos d’, d € S tais que d’ # d. Como (4.2)
é observével no tempo T, por definicio, y(T,d’,0) # y(T,d,0), isto é, C(T)(F(T)d) #
C(T)(F(T)d'). Assim C(T)F(T) é injetora. Reciprocamente, dado d € S arbitrario,
suponhamos que o sistema (4.2) nao seja observavel. Entao existird d’ # d € S tal que
y(T,d',0) = y(T,d,0), para v = 0. Logo C(T)(F(T)(d — d)) = 0, o que contradiz a

hipétese inicial. O]
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Prosseguimos para mostrar que quando consideramos o seguinte sistema de EDOs

i) 44

com A(-), B(-)u(-) e C(-) sendo localmente Perron integraveis sobre [0, +00), X =
R"=S,Y =R", U=R?, u(t) = a(t),

A(t) = / A(s)ds, B(t)u(t) = / B(s)u(s)ds, C(t) = /t C(s)ds

to to
e o seguinte sistema de EDOs generalizadas

Z_f — D[A(t)z + B(tyu(t)],

(4.5)
y(t) = C)z(t).

nods teremos uma generalizacao dos resultados classicos para o sistema (4.4).

O préximo resultado relaciona as condigbes para o sistema (4.5) ser controldvel
(Teorema 4.3, item (ii)) com as condigdes para o sistema (4.4) ser controlavel (Teorema
1.18, Segao 1.3).

Teorema 4.4. A fun¢io G(T') da Definicio 4.1 serd sobrejetora se, e somente se, as

linhas da matriz U(ty, T)B(T) forem linearmente independentes.

Demonstracao. Se as linhas da matriz U(ty, T)B(T) forem linearmente independentes,

entao a matriz

Clto, T) — / U(T, 7)B(r)B (1)U (ty, 7).

to
em que E’ indica a matriz transposta de uma matriz F, serd definida positiva. Para
todo x € X, tome

u(t) = B' (1)U (to, 7)C (to, T)w, 7 € [to, T).

Entao

G(Tyu = / U(T, 1)[B(r)u(r) — Blto)ulty)]

to

= /t U(T,7)B(T)u(r)dr

Assim G(T') é sobrejetora.
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Reciprocamente, assumiremos que as linhas da matriz U (to, T') B(T") sao linearmente

dependentes. Entao existe z € X, x # 0, tal que
2'U(ty, 7)B(1) =0, 7€ [to,T].

Como G(T) ¢ sobrejetora, existe u tal que G(T)u = x. Assim

T
/ U(T,7)B(t)u(r)dr = .
to
Multiplicando a equagao acima por z'U(to, T'), obtemos

T
2'U(ty, T)x = / 2'U(ty, 7)B(T)u(r)dr = 2'U(to, T)x = 0,
to

o que contradiz o fato de que U é o operador fundamental fundamental do sistema
(4.5). m

A seguir, relacionaremos as condigoes para o sistema (4.5) ser observével (Teorema
4.3, item (iii)) com as condigdes para o sistema (4.4) ser observavel (Teorema 1.19,
Secao 1.3).

Teorema 4.5. Seja u =0 em (4.5). Entdo C(T)F(T) serd injetora se, e somente se,

as colunas da matriz C(T)U(T,ty) forem linearmente independentes.

Demonstracio. Seja C(T)F(T) injetora. Suponha que as colunas da matriz C(T)U (T, t,)

sejam linearmente dependentes. Entao existe d € S, com d # 0, tal que
C(TU(T, to)d = 0. (4.6)

Por outro lado,
C(T)U(T,to)d = C(T)(F(T)d). (4.7)
Entao, por (4.6) e (4.7), obtemos
C(T)(F(T)d) =0, d+#0,

em contradigao com nossa hipotese.

Reciprocamente, suponha que C(T)F(T) nao seja injetora. Entdo existe d’ # d € S

tal que C(T)(F(T)d) = C(T)(F(T)d'). Assim,
C(T)(F(T)(d—d)) =0 implica C(T)U(T,to)d =0, parad=d—d #0,

em contradicdo com o fato que as colunas de C(T)U(T,ty) sao linearmente indepen-

dentes, o que completa a prova. O
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Observagao 4.6. Se x : [a,b] - X e T : [a,b] — X forem solugioes de (4.5) e de (4.4)
respectivamente, com mesma condigdao inicial x(ty) = xo = Z(ly), para ty € [a, b] entao,

para todo t € |a,b], teremos

x(t) = U(t,to)xo—l—/ U(t, 7)d[B(T)u(T)]

em que a primeira igualdade seque da Observacao 3.15, a sequnda igualdade seque do
Teorema de Integragcdo por Partes para integral de Perron-Stieltjes (Teorema 2.19),
U(t, ) € dada por (3.4) e ®(t,7) € a matriz fundamental de (4.4).

Como consequéncia da Observacao 4.6 e dos Teoremas 4.4 e 4.5, temos o resultado

seguinte.

Corolario 4.7. O sistema (4.4) serd controldvel (observdvel) se, e somente, se o sis-

tema (4.5) for controldvel (observdvel).

Pelo Corolario 4.7, podemos considerar condi¢bes mais gerais para as fungoes A(-),

B(:) e C(-) em (4.1), desde que tais fungoes sejam Perron integraveis.

4.2 Controlabilidade em um modelo de sobrevivéncia
de globulos vermelhos

Apresentaremos um exemplo simples que ilustra como uma equacao diferencial com

retardo pode ser 1til para modelar mais concretamente alguns fenomenos biolégicos.

Propomos que o volume, em ml, de glébulos vermelhos (hemécias) no sangue de
um paciente possa ser descrito por uma equacao diferencial com retardo. Estudaremos
condicoes de controlabilidade para o caso em que o paciente sofre de hemoglobinopatia,
doenga que afeta a hemoglobina. Em alguns casos, investigaremos equacoes diferenciais
com retardo perturbadas e aplicaremos o conceito de controlabilidade que obtivemos

para equacoes diferenciais ordindrias generalizadas, descrito na se¢ao anterior.
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4.2.1 Alguns fatos sobre hemacias

O volume de sangue existente no corpo humano corresponde, em média, a 7% ou
8% do peso corporal de cada pessoa. Por exemplo, uma pessoa com 75 quilos tera,

aproximadamente, entre cinco a seis litros de sangue.

As hemacias sao produzidas na medula dssea e tém uma vida de apenas 120 dias
em média. As hemacias consideradas velhas sao destruidas pelo bago. Isso significa
que, apds quatro meses, nossas hemacias ja foram todas renovadas. A producao e
a destruicao das hemacias sao constantes, de modo a se manter sempre um nimero
estavel de hemacias circulantes no sangue. Para ficar mais facil de compreender, vamos

explicar do que ¢é feito o sangue.

Didaticamente, o sangue pode ser dividido em duas partes: plasma e células. O
plasma sanguineo é a parte liquida, correspondendo a 55% do volume total de sangue.
O plasma é basicamente agua (92%), com alguns nutrientes diluidos, como proteinas,
anticorpos, enzimas, glicose, sais minerais, hormonios, etc. Os outros 45% do sangue
sao compostos por células: hemdcias, leucécitos e plaquetas. Destas células, 99% sao

hemaécias.

Agora, vamos considerar uma doenca que afeta o percentual de hemadcias no sangue:

a anemia.

A anemia surge quando o percentual de hemacias no sangue fica reduzido, deixando-
o mais diluido. O diagnédstico da anemia é feito, basicamente, pela dosagem das he-
mécias no sangue, realizada através de um exame de sangue chamado hemograma.
Na pratica, a dosagem das hemadcias é feita através dos valores do hematdécrito e da
hemoglobina. O hematocrito é o percentual do sangue que é ocupado pelas hemacias
(glébulos vermelhos) e sera considerado normal, se estiver entre 41% a 54% nos homens,
e entre 35% a 47% nas mulheres. O nivel baixo de hematdcrito pode indicar compli-
cagoes para o paciente, uma vez que as hemédcias sao responsaveis pelo transporte de

oxigenio e nutrientes pelo corpo.

A anemia pode ser considerada como tendo trés causas basicas:
C1) Perda de hemacias e ferro através de sangramentos;

C2) Elevada destruigdo de hemécias pelo corpo (Anemia hemolitica ou Talassemia

tipo alpha);

C3) Pouca producao de hemécias pela medula dssea (Anemia falciforme ou Talassemia

tipo beta).
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Estudaremos os trés casos acima para um adolescente do sexo masculino com 40 kg,

contendo aproximadamente 2, 8 litros de sangue no corpo.

4.2.2 Descricao do modelo

Em [23], M. Wazewska-Czyzevsia e A. Lasota, descreveram um modelo para a

sobrevivéncia dos globulos vermelhos pela equacgao
i(t) = —az(t) + be 7Rt > ¢, (4.8)

em que & = dx/dt, x(t) representa o volume (ml) de glébulos vermelhos no instante ¢
(dias), a (dias) é a probabilidade de morte de um glébulo vermelho, b (ml/dia), v > 0
(ml) sdo constantes relacionadas a producao de glébulos vermelhos por unidade de

tempo, e o retardo h > 0 (dias) é o tempo necessério para produzir globulos vermelhos.

Sabemos que a solugao de (4.8) com condigao inicial

pode ser escrita na forma

¢(t)7 te [_h7 0]7

t) =
=(t) z(0)e " + b/ eds=tem1els=hgs >0,
0

(4.10)

Para t > 0, a Figura 4.1 adiante mostra uma familia de solucoes correspondente ao
mesmo valor inicial, z(0) = 2300 ml, com coeficientes a = 0,1 dias, b = 724, 5 ml/dia,
v=0,0015mleh=1;4¢6,5.

Para estudar a controlabilidade da equacao de sobrevivencia de hemaécias, intro-
duziremos uma entrada u(t) em (4.8), em que u(t) representa o volume de hemécias
(ml) recebido pelo paciente no instante ¢, em caso de transfusao de sangue. Assim,

consideremos a seguinte equagao
i(t) = —ax(t) + be N L), t >t (4.11)

Consideremos, agora, que o paciente sofra de anemia causada pelo caso C1). Seja
v(t) o volume de hemédcias (ml) que o paciente perde no instante ¢ através de um

sangramento. Entao temos a sequinte EDO

i(t) = —az(t) + be TN () +u(t), t >t (4.12)



64 Capitulo 4 — Controlabilidade e observabilidade para EDOs generalizadas
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Figura 4.1: (-): h=4; (-): h=6.5; (-): h=1.

Por (4.10), a solugao de (4.12), com condigao inicial (4.9), é da forma

o), te[-ha],
t t
z(0)e™ ™ + b/ et el gg 4 / eI (u(s) —v(s))ds, t>0.
0 0

(4.13)
Observe que, quando u(t) = —be 7~ 4 4(s) + azx(0), (4.12) é controlével para a
origem (basta substituir u(t) em (4.13)).

x(t) =

Verifiquemos, a partir de um exemplo, qual é a menor quantidade de sangue, em
litros, que o paciente deve receber apds o sangramento, para evitar a morte.

Consideremos z(0) = 2300 ml, a = 0,1 dia, b = 724,5 ml/dia, v = 0,0015 ml,
h = 4 dias e v(t) = To0%

pessoa saudavel e o valor assumido para v é determinado com base numa comparagao

(0), em que os valores de x(0) e a sdo normais para uma

da amostra de curvas de experimento teérico. Substituindo tais valores em (4.13), com
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u(t) = 0, temos as seguintes solugoes aproximadas:

t=0 | x(t)= 2300 ml
t=1 | x(t)= 2058,4 ml
t=2 | x(t)= 1793, ml
t=3 | x(t)= 1545,3 ml
t=4 | x(t)= 1308,6 ml
t=5 | x(t)= 1078,7 ml
t=6 | x(t)= 859 ml
t=7 | x(t)= 659 ml
t=8 | x(t)= 482,4 ml
=9 | x(t)= 336,8 ml
£=10 | x(t)= 231,5 ml
t=11 | x(t)= 176,6 ml
=12 | x(t)= 180 ml
t=13 | x(t)= 244,2 ml
=14 | x(t)= 359,90 ml
t=15 | x(t)= 501,1 ml
=16 | x(t)= 626,3 ml
t=17 | x(t)= 688,4 ml
t=18 | x(t)= 655,2 ml
=19 | x(t)= 5215 ml
=20 | x(t)= 308,6 ml
t=21 | x(t)= 53,5 ml

Agora, suponhamos que o paciente venha a ébito, caso o volume de hemacias no
sangue seja menor ou igual a 1000 ml, ou seja, se seu hematocrito estiver abaixo de
35%. Nestas condicoes, o paciente precisara de uma transfusdo de sangue em ¢t > 5.

Assim, o menor valor de u(t), para que o paciente sobreviva é dado por
u(t) = —be M L y(s) + azx(5), t>5.

Consideremos, agora, que o paciente sofra de anemia causada pelo caso C2). Entao
a = a(t) poderd variar de acordo com tempo. Por exemplo, a talassemia tipo alpha
é uma doenca hereditaria autossomica recessiva caracterizada por reducao da taxa de
sintese de uma das cadeias de globina, podendo causar anemia hemolitica (anemia
devido & ruptura das hemdcias antes da sua vida normal de 120 dias). Tal reducao
pode ser constante (a(t) = c), estavel (a(t) continua) ou oscilar com o tempo (a(t)
Perron integravel, por exemplo). Para o dltimo caso, devemos considerar os resultados

descritos na Secao 4.1.
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Finalmente, se o paciente sofrer de anemia causada pelo caso C3). Entao b = b(t) e
~v = v(t) poderao variar de acordo com tempo. Por exemplo, anemia falciforme é uma
doenga hematoldgica hereditaria monogénica, caracterizada pela producao anormal de
hemoglobinas, podendo comprometer até 3% da producao total de homoglobinas (pro-
teina encontrada no interior das hemaécias). Tal produc¢ao anormal pode ser constante
(b(t) = ¢), estavel (b(t) continua) ou oscilar com o tempo (b(t) Perron integrével, por
exemplo). Assim, para o ultimo caso, devemos investigar resultados sobre controlabi-

lidade para equacoes diferenciais ordindrias generalizadas nao lineares.



Capitulo

5

Aplicacoes

Neste capitulo, utilizaremos os resultados de controlabilidade e de observabilidade
para equagoes diferenciais ordinarias generalizadas lineares para obtermos controlabili-
dade e de observabilidade para equacoes diferenciais em medida e equagcoes diferenciais
com impulsos. Como consequéncia dos resultados desse capitulo, obtemos controlabi-

lidade e observabilidade para as equacoes diferenciais ordindarias lineares classicas.

5.1 Equacoes diferenciais em medida

O objetivo principal do conceito de equacoes diferenciais em medida é a descri¢ao
do sistema expondo solucoes descontinuas causadas pelo comportamento impulsivo do
sistema diferencial. Uma solu¢ao de uma equagao diferencial em medida é, em geral,
uma func¢ao descontinua de variacao limitada, ou seja, tem propriedades similares as
solugoes das equacgoes diferenciais ordinéarias generalizadas.

Sejam X um espaco de Banach e B, = {z € X : ||z|| < ¢}, em que ¢ > 0. Sejam
A: [0, +00) = L(X), g: B.x [0,+00) = X e v : [0, 4+00) — R fungoes satisfazendo as

condigoes:
(A1) A(-) é localmente Perron integravel sobre [0, +00);

(A2) v é de variacao limitada em [0, +00) e continua a esquerda,;

67
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(A3) Para cada x € B,, a funcio t +— g(z,t) é Perron-Stieltjes integravel em relacdo &

v (i.e. para cada r € B,, existe a integral de Perron—StieltjeS,/g(x(t), t)dv(t).

Nestas condigoes, consideremos a equagao diferencial da forma
Dz = A(t)x + g(x,t) Do, (5.1)

em que Dx e Dv representam as derivadas distribucionais de x e v no sentido de L.

Schwartz. A equagao (5.1) é chamada de equagao diferencial em medida (EDM).

Definigao 5.1. Uma fungao x : [a,b] C [0,+00) = X serd chamada de solu¢do do
PVI

{Dx = A(t)z + g(x,t)Dv (5.2)

l’(to) = X,
em [a,b], comty € [a,b], sex for uma funcao continua & esquerda, de variacao limitada,
x(tg) = xo e a derivada distribucional de x satisfizer a equagdo (5.1) para quase todo
t € la,bl.

Pelo Teorema da Representacao Integral apresentadado em [11], Teorema 3.2, pode-
mos estabelecer a seguinte defini¢ao equivalente: uma fungao x : [a,b] C [0,400) = X

serd solugao do PVI (5.2) se, e somente, se

z(t) =z + /t A(s)z(s)ds + / g(z(s), s)dv(s),

to
para todo t € [a,b] em que, as integrais sdo no sentido de Perron e Perron-Stieltjes

respectivamente.

O préximo resultado, apresenta condicoes para a existéncia e para a unicidade de
solugbes para o PVI (5.2). Para isso, consideremos as seguintes hipdteses adicionais

sobre as funcoes envolvidas na equagao (5.2):

(A4) Existe uma fungao localmente Lebesgue integravel, my : [0,+00) — R, tal que

para quaisquer a,b € [0,400), tem-se / mi(s)ds < oo e

] [

(A5) Existe uma fungao localmente Lebesgue integravel em relagao a v, my : [0, +00) —

R, tal que para quaisquer a, b € [0, +00), tem-se / mo(s)dv(s) < 0o e

b
‘/g(wsdv

/ my(s)dv(s), para todo z € B,;
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(A6) Existe uma funcao localmente Lebesgue integravel em relacao a v, [ : [0, +00) —

b
R, tal que para quaisquer a,b € [0, 4+00), tem-se / I(s)dv(s) < o0 e

/abg(x,s)dv(s) - /abg(y,s)dv(s) < |lz —y| /abl(s)dv(s)

para quaisquer z,y € B..
Proposicao 5.2 ([21], Proposic¢ao 5.11). Sejam v : [0,+00) — R satisfazendo (A2) e
g: B.x[0,4+00) — X satisfazendo (A3), (A5) e (A6). Entdo, para G : B.x [0, +00) —
X definida por

G($,t):/ g(z, s)dv(s), (5.3)

to
em que x € B, et ty € [0,+00), existe uma fun¢do ndo decrescente h : [0, +00) — R
tal que
|G (z,t2) — Gz, t1)|| < |h(t2) — h(t1)|

|G(z,t2) — G(z,t1) — Gy, t2) + Gy, )| < |lz — yll|h(t2) — h(t1)]

para ty,ty € [0,+00) e x,y € B,.

Demonstragao. Basta tomar h(t) = hi(t) + ho(t) em que

/ mo(s)d(vargv), t € [0,+00);

hg(t)—/o 1(8)dv—(s) + /Oz< S)dvt(s), € [0, +00):

ev=0v"—0v" éa decomposi¢ao de Jordan da fungao v em [0, +00). ]

Como consequéncia direta da Proposicao 5.2, G(z,t) definido em (5.3) pertence a
classe F(B, x [0,+00), h).

Considerando (5.3), a proposigao seguinte diz que, nas condi¢ées da Proposigao 5.2,
b b
/ DG(z(T),t) :/ g(x(s), s)ds para [a,b] C [0, +00).
Proposigao 5.3 (|21}, Proposigao 5.12). Sejam v : [0,4+00) — R satisfazendo (A2) e
g : B, x [0,+00) = X satisfazendo (A3), (A5) e (A6) e G : B, x [0,+00) — X tal
t
que G(x,t) = / g(x, s)dv(s), para x € B, e t,ty € [0,400). Se z : [a,b] = B., com

to
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[a,b] C [0,+00), for o limite pontual de uma sequéncia de fungdes escadas, entao a
b b
integral de Kurzweil/ DG(z(7),t) e a integral de Perron-Stieltjes / g(x(s), s)dv(s)

a
existirao e terao o mesmo valor.

No que segue, apresentamos o teorema de correspondéncia entre a EDM (5.1) e sua

EDO generalizada correspondente.

Teorema 5.4 ([7], Teorema 3.2). Uma fun¢ao x : [a,b] — X serd solu¢ao do PVI (5.2)
em [a,b] C [0,400), com as condi¢oes adicionais (A4), (A5) e (A6) se, e somente se,
x for solu¢ao do PVI

dx
{ — = DIF(t)z+G(x,1)] (5.4)
I’(to) = Xy,

t t

em que F(t) = / A(s)ds e G(x,t) = / g(x, 8)dv(s) para quaisquert € [a,b] e v € B...
to to

Observagao 5.5. Assumiremos que as solugoes da EDM (5.2) estao definidas em todo

intervalo [0, +00).

O préximo teorema trata da existéncia e unicidade de um operador fudamental da

EDM (5.2). A demonstragao desse resultado pode ser encontrada em [19], Teorema
4.6.

Teorema 5.6. Seja G : [0, +00) — X a restricio de g ao intervalo [0,+00). Entao,
existe um unico operador U : [0,400) X [0, +00) = L(X) tal que

U(ts)—[—l—/A( rsdr—i—/g U(r,s)dv(r), (5.5)

S

para quaisquer t,s € [0,+00). Além disso para cada s € [0,+00) fizado, U(-,s) serd
um operador localmente de variacao limitada. FEste operador ¢ chamado operador
fundamental da EDM (5.2) e, dado ty € J, a funcao x(t) = U(t,ty)zg € solucao da
EDM (5.2) satisfazendo a condigao x(ty) = xqy, com xy € X.

Usando o Teorema 3.13 e um argumento analogo ao da demonstracao do Teorema

5.6, podemos mostrar que o operador U definido em (5.5) satisfaz as condigoes:

(a) U(t,t) =1, parat € [0, +00);
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(b) Para todo intervalo compacto [a,b] C [0,400), existe uma constante M > 0 tal

que
|U(t,s)]| < M, para quaisquer t,s € |a,b,
var’U(t,.) < M, para qualquer t € [a,b],
var’U(.,s) < M, para qualquer s € [a,b];

(c) Parar, s, t € [0,+00), vale

U(t,s) =U(t,r)U(r,s);

(d) U(t,s) € L(X) é invertivel para todo t, s € [0, +00);
(e) Parat,s € [0,+00), temos
Utt,s)=[I+ATA@)|U(t,s),
Ut™,s) = [[ — A AU, s),
Ut,sT) =U(t,s)[I + ATA@L)] ™,
U(t,s™)=U(t,s)[I — A"A@t)] 1,
sempre que os limitem envolvidos fizerem sentido;
(f) Para t,s € [0, 400), vale
[U(t,s)] ™t =U(s,t).
5.1.1 Controlabilidade e observabilidade para EDMs

Sejam U, S, X e Y espacos de Banach. Sejam A : [0, +00) = L(X), B : [0, +00) —
LU, X), u:[0,400) = U, C:[0,+00) = L(X,Y), G:[0,+00) = X e v :[0,+00) —

R funcoes satisfazendo as condigoes:

e A(-) é localmente Perron integravel sobre [0, 4+00);

e B:[0,+00) = L(U,X) e u: [0,+00) — U sao tais que B(-)u(-) é localmente

Perron integravel sobre [0, +00);
e Para cada t € (0, +00), a fungao C(t) : BV([0,t], X) — BV([0,¢],Y) é regrada;

e v ¢é localmente de variacao limitada em [0, +00) e continua a esquerda;
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e Existe uma funcao localmente Lebesgue integravel, my : [0,+00) — R, tal que

para quaisquer a,b € [0, 400), tem-se / mi(s)ds < oo e

[ o] f s

e G ¢ localmente Perron-Stieltjes integravel sobre [0, 400) em relagao a v;

e Existe uma fungao localmente Lebesgue integravel em relagao a v, my : [0, +00) —

R, tal que para quaisquer a,b € [0, +00) tem-se / ma(s)dv(s) < oo e

/ g dU / mg dU

Denotaremos por U o conjunto de todas as fungoes de controle u : [0, +00) — X

tais que B(-)u(-) é localmente Perron integravel sobre [0, 400).

Nas condigoes acima, consideremos o sistema de EDMs

Dz = A(t)x+ G(t)zDv + B(t)u(t)
y@t) = C(t)z,

em que Dx e Dv representam as derivadas distribucionais de x e v no sentido de L.

(5.6)

Schwartz.
Pelo Teorema 5.4, temos o resultado seguinte.
Teorema 5.7. Seja ty € [0,+00). Uma funcao x : [a,b] — X serd solu¢ao de (5.6)

em [a,b] C [0,4+00), com condi¢cdo inicial x(ty) = xo, se e somente se, x for solu¢do
do PVI

{% = DIF(t)z+ G(t)x + B(t)u(t)]
z(ty) = o,

t
em que F(t) :/ A(s)ds e G(t / G(s)dv(s) para quaisquer t € [a,b] e x € B,.

to

Observagao 5.8. Defina A : [0, +00) — L(X) por
A(t) = F(t) + G(t). (5.7)

Como A definida em (5.7) é localmente de variag¢ao limitada em [0, +00) e continua,

entao
I+ATA(t)=1 e I—A"A({t)=1 paratodot € [0,+00).
Portanto A satisfaz (H2) do Capitulo 4.
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O préximo teorema segue imediatamente do Teorema 5.7 e da Observagao 5.8.

Teorema 5.9. Seja ty € [0,+00). Uma fungao x : [a,b] — X serd solu¢io da EDM

(5.6) com condigdo inicial x(ty) = o se, e somente se, x for solu¢ao do PVI

{3_';” = DIA(t)z + B(t)u(t)]
Jf(to) = Xo,

t t
em que A(t) = F(t) + G(t), F(t) = / A(s)ds, G(t) = / G(s)dv(s) e B(-)u(-) €
localmente Perron integrdvel sobre [0, +c§g) !

No que segue, apresentaremos um resultado sobre controlabilidade e observabilidade
para a EDM (5.6).

Teorema 5.10. O sistema (5.6) serd controldvel (observdvel) se, e somente se, o

sistema
{Z_”T” = DIA(t)z + B(t)u(t)]
y(t) = C(t)z

t
for controldvel (observdvel), em que A(t) = F(t) + G(t), F(t) = / A(s)ds, G(t) =
to

t
G(s)dv(s), B(-)u(-) € localmente Perron integrdvel sobre [0,400) e para cada t €
to

(0,400), a fungao C(t) : BV(]0,t], X) — BV([0,t],Y) € regrada.

5.2 Equacoes diferenciais ordinarias com impulsos

Sejam X um espaco de Banach e B, = {z € X : ||z]| < ¢} . Consideremos uma
funcao f : [0, +00) = L(X) satisfazendo

(B1) f(:) é localmente Perron integrével sobre [0, +00);

(B2) Existe uma funcao localmente Lebesgue integravel m : [0, +00) — R tal que para

b
quaisquer a,b € [0,400), tem-se / m(s)ds < 0o e

‘/abf(s)ds S/abm(s)ds.
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Seja {t1,ta, ... tg, ...} C[0,400) tal que t; < ty < ... <t} < ... e consideremos
operadores I; € L(X),i=1,2,..., taisque [ + ;]! € L(X),i=1,2,..., em que |

denota o operador identidade em X. Assumiremos lim t; = oo.
k—o0

Nas condigoes acima, consideremos a equagao diferencial impulsiva (escrevemos
EDI)
o= f(t)r, t#1;,
{ A(t)) = 2(th) —a(ts) = L(ts), i=1,2,.... (5.8)

Defini¢ao 5.11. Suponha que {t1,--- ,tx} C [a,b] € tyy1 > b. Uma funcao x : [a,b] —
X, com |a,b] C [0,400), serd uma solug¢ao para a EDI (5.8) se, e somente se, valerem

as condigoes:

(i) z(t) € B. para todo t € [a,b);
(ii) =« € continua em |a,t1], em (t;,tis1], i =1,2,...,k —1, e em [tg, b];
(iii) #(t) = f(t)x(t) para quase todo t € [a,b] \ {t1,- - ,tr};

(iv) x(t]) = lim z(t) = x(t;) + Li(x(t;)), para todo i =1, - - k.

Defini¢ao 5.12. Para cada d € [0,+00), definimos a fungao de Heawviside por

0, se t<d
Ha(t) = { 1, se t>d.
No Lema 5.13 e no Teorema 5.14 a seguir, assumiremos que {t1,...,t} C [a,b] C

0, +00).

Lema 5.13. Sejam to € [a,b] e 29 € B.. Uma fun¢do x : [a,b] — X serd solugio do
PVI
Po= fet £t
A(z(t;)) z(th) —z(t;) = La(t;), i =1,2,...k, (5.9)
l’(to) = X

se, e somente se, tivermos

x(t) = xo + / f(s)x(s)dx + Z Li(x(t;))Hy, (1),
to i€ {1, k}

para todo t € |a,bl.
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Veremos, agora, a correspondéncia entre a EDI (5.9) e sua EDO generalizada associ-
ada. A demonstracao desse resultado é andloga a prova do Teorema 5.20 apresentando
em [21].

Teorema 5.14. Sejam to € [a,b] e zg € B.. Uma funcio x : [a,b] C [0, +00) — X,

serd uma solugcio do PVI (5.9) se, e somente se, x for solugio da EDO generalizada

v _ DI[A(t)x|, em que
dr

A(t) = /t t fls)ds + Y- La(t) Hy(0), t€ [0, +0). (5.10)

Observacao 5.15. Assumiremos que as soluc¢oes da EDI (5.8) estao definidas em todo

intervalo [0, +00).

Note que o operador A, definido em (5.10), satisfaz as seguintes condi¢oes

T+ATA(t) =1, se t#t;, i=1,2... k...

T+ATA) =T+, se t=t;,i=1,2... )k, ...

Como A é continua a esquerda, temos
I-AAlt)=1, tel0,+00).

Portanto A satisfaz (H2). Veja o Exemplo 6.20 em [21] para mais detalhes.
Seja @ : [0,400) x [0,400) — L(X) o operador fundamental da EDO & = f(t)z.
Defina o operador V : [0, 4+00) x [0, +00) — L(X) por
j+1
V(t,s) = ®(t,1;) (H[I + L] ®(t, tk+1)> [+ I;]®(t;, s)
k=i
set > s, t€ (t,ti] N[0,4+00), s € (tj_1,t;] N[0,+00) (s € (—o0,t1] N[0, +00), se
j=1) e
V(t,s)=[V(s,)] ' =@t t;)[I + L] [T+ L] 7' D(ti, 5)
set <8, 5 € (ti,tig1] N[0,4+00), t € (tj_1,t;] N[0,4+00) (t € (—o0,t1] N[0, +00) se
j=1).

De acordo com o Exemplo 6.20, pagina 193 em [21], temos o lema seguinte.
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Lema 5.16. O operador V(t,s) serd o operador fundamental da EDI (5.8) e x(t) =
V(t,to)xo serd solu¢ao da EDI (5.8) com condi¢do inicial x(ty) = xo, parat > s, t €
(tiytis1]N]0, +00), s € (tj_1,t;]N[0, +00) (s € (—o0,t1]N[0,+00) se j = 1). Além disso
U(t,s) = V(t,s) para todo t,s € [0,400), em que U(t,s) é o operador fundamental da
EDO generalizada % = D[A(t)x] e A(t) € dado por (5.10).

5.2.1 Controlabilidade e observabilidade para EDIs

Sejam U, S, X e Y espagos de Banach. Sejam f : [0, +00) — L(X), B : [0, +00) —
LU, X), u:[0,400) = U, C:[0,+00) = L(X,Y) ewv:J— R fungdes satisfazendo

as condigoes:

e f(-) é localmente Perron integravel sobre [0, +00);

e Existe uma fungao localmente Lebesgue integravel m : [0,400) — R tal que,
para quaisquer a,b € [0,400), tem-se

/abf(s)ds < /abm(s)ds;

o B:[0,400) = L(U,X) e u : [0,+00) = U sdo tais que B(-)u(-) é localmente
Perron integravel sobre [0, +00);

e Para cada t € (0,+00), a funcao C(¢t) : BV([0,¢], X) — BV([0,¢],Y) é regrada.

Denotaremos por U o conjunto de todas as fungoes de controle u : [0, +00) — X tais

que B(-)u(-) é localmente Perron integrével sobre [0, +00).

Nas condicoes acima, consideremos o sistema de EDIs

i = f(O)x+ Btult), t £t
y(t) = Cl)x

Agora, defina
t
Bltyu(t) = / Bls)u(s)ds, to,t € [0,400).
to

Entao B(-)u(:) € C([0,+00), X). Pelo Teorema 5.14, temos o resultado seguinte.
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Teorema 5.17. Uma funcao x : [a,b] — X serd soluc¢ao de (5.11) em [a,b] C [0, +00)

com condi¢ao inicial x(ty) = xg, para ty € [a,b] se, e somente se, x for solu¢ao do PVI

Z_f = D[A(t)x + B(t)u(t)]
$(t0> = Xy,

em que A é dada por (5.10) e B(t)u(t) = /tﬁ(s)u(s)ds, t € [0,4+00).

to
No que segue, apresentaremos o resultado sobre controlabilidade e observabilidade

para a EDI (5.11). Sua prova segue imediatamente do Teorema 5.17.

Teorema 5.18. O sistema impulsivo (5.11) serd controldvel (observdvel) se, e somente,

se o sistema

Z_f = D[A(t)x + B(t)u(t)]
y(t) = C(t)z

¢
for controlavel (observdvel), em que A ¢é dada por (5.10), B(t)u(t) = / B(s)u(s)ds,
¢
to,t € [0,+00) e para cada t € (0,+00), a funcao C(t) : BV([0,t], X) OBV([O,t],Y)

¢ regrada.
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A

Apéndice

Neste apéndice, apresentaremos o Teorema de Cayley-Hamilton, pois achamos per-

tinente para o entendimento deste trabalho.
Seja A = (a;;) uma matriz n X n, com coeficientes sobre um corpo K. Escrevemos
A € M,(K). O polinémio caracteristico de A é dado por
p(A) =det(A—A) = \"+a; A" '+ ...+ ap 1A +a,, emque A €K

Seja A;; o determinante da matriz quadrada de ordem n—1 que surge ao eliminarmos
a i—ésima linha e a j—ésima coluna da matriz A. A matriz dos cofatores de A é
de tamanho n x n e definida por C' = (¢;;) com ¢;; = (—1)""7 A;;. A matriz adjunta

de A é a matriz transposta de C. Usaremos a notagao
adj(A) = C".

Para provar o Teorema de Cayley-Hamilton, utilizaremos o seguinte resultado au-

xiliar sem prové-lo. Uma prova do préximo lema pode ser encontrada em [12].
Lema. Seja A € M,(K). Entdo
A adj(A) = (detA)I,

em que I = I, € a matriz identidade de ordem n. Em particular, se detA £ 0, entao
1 _ 1
detA

adj(A).
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Teorema de Cayley-Hamilton. Seja A € M,(K), com polinémio caracteristo p(\).
Entao
p(A) = An + a/lAn_l + ... +a,n_1A+an_[ = O

Demonstragao. Considere a matriz adj(A — AI), A € K, com elementos cuja maior

poténcia em \ seja A" 1. Assim, podemos escrever
adj(A — XI) = BIN" ' 4+ BoA" 2 + ...+ B, (A1)

em que B; sao n X n matrizes constantes, isto é, independentes de A\. Usando o lema

anterior, temos

(A — M)adj(A — M) = det(A — \I)I (A.2)
Substituindo (A.1) em (A.2), obtemos

(A.

(A= XD)(BIA" 1+ BoA" 2 + ...+ B,)

= —B\"+ (AB; — Bo)\" '+ ...+ (AB,_1 — B,)\+ AB,
= det(A — AI)I

e usando a equagao caracteristica de det(A — AI)I, temos

—BiN"+ (ABy — Bo)N" '+ ...+ (AB,—1 — B,)XA + AB,
=\T+a N+ +a,l

Agora, igualando os coeficientes de mesma poténcia em A, obtemos

-B, =1
ABl — B2 = CL1]
ABQ - Bg = alf

Aanl_Bn = apl
AB, = a,l.

Multiplicando a primeira equacao acima por A", a segunda por A" !, e assim por

diante, e somando todas as equacoes, obtemos

(—A"By + A"By) + (A" ' By + A" 'B,) +
+ (—A’B,_1 + A’B,_1) + (—AB, + AB,) = p(A),

Por outro lado,

(—=A"By + A"By) 4+ (—A" "By + A" ' By) +
+ (=A’B,_1 + A’B,_1) + (=AB, + AB,) = 0,

entao p(A) = 0. O
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