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RESUMO

SILVA, F. A. Controlabilidade e observabilidade em equações diferenciais generalizadas
e aplicações. 2017. 87 p. Dissertação (Mestrado em Ciências – Ciências de Computação e
Matemática Computacional) – Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação, Universidade
de São Paulo, São Carlos – SP, 2017.

Neste trabalho, introduzimos os conceitos de controlabilidade e de observabilidade para equa-
ções diferenciais ordinárias generalizadas, apresentamos resultados inéditos sobre condições
suficientes e necessárias para controlabilidade e para observabilidade para estas equações e
também apresentaremos uma aplicação.

Utilizando teoremas de correspondência entre equações diferenciais ordinárias generalizadas e
outras equações diferenciais, traduzimos os resultados obtidos para os casos particulares de con-
trolabilidade e observabilidade para equações diferenciais em medida e equações diferencias com
impulsos. O fato de trabalharmos no ambiente das equações diferenciais ordinárias generalizadas
permitiu que os resultados obtidos pudessem envolver funções com muitas descontinuidades e
muito oscilantes, ou seja, de variação ilimitada.

Os resultados novos apresentados aqui estão contidos no artigo [21] que se encontra em fase
final de redação e será submetido à publicação em breve.

Palavras-chave: Controlabilidade, Observabilidade, Equações Diferenciais Ordinárias Genera-
lizadas, Integral de Kurzweil, Integral de Perron-Stieltjes, Equações Diferenciais em Medida,
Equações Diferenciais Impulsivas.





ABSTRACT

SILVA, F. A. Controllability and observability in generalized ordinary differential equati-
ons and applications. 2017. 87 p. Dissertação (Mestrado em Ciências – Ciências de Computa-
ção e Matemática Computacional) – Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação, Univer-
sidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2017.

In this work, we introduce concepts of controllability and observability for generalized ordi-
nary differential equations, we present new results on necessary and sufficient conditions for
controllability and observability for these equations and we also present an application.

Using theorems of correspondence between generalized ordinary differential equations and other
differential equations, we translate the results obtained for the particular cases of
controllability and observability for measure differential equations and differential equations
with impulses. The fact that we work in the framework of generalized ordinary differential
equations allows us to obtain results where the functions involved can have many discontinuities
and be highly oscillating, that is, of unbounded variation.

The new results presented here are contained in the preprint [21] which is under final revision
and will soon be submitted for publication.

Keywords: Controllability, Observability, Generalized Ordinary Differential Equations, Kurzweil
Integral, Perron-Stieltjes Integral, Measure Differential Equations, Impulsive Differential Equa-
tions.
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Introdução

Todos nós já tentamos, numa ou noutra ocasião, manter em equiĺıbrio uma caneta

sobre o dedo indicador (i.e., resolver o problema do pêndulo invertido). A teoria de

controle permite fazê-lo sob a condição de dispormos de um bom modelo matemático.

Um sistema de controle é um sistema, que evolui no tempo, sobre o qual podemos

agir através de uma função de entrada ou controle. Um computador, que permite a

um utilizador efetuar uma série de comandos, um ecossistema sobre o qual podemos

agir favorecendo esta ou aquela espécie, os tecidos nervosos que formam uma rede con-

trolada pelo cérebro e realizam a transformação de est́ımulos provenientes do exterior

em ações do organismo, um robô que deve efetuar uma tarefa bem precisa, um satélite

ou uma nave espacial, são todos exemplos de sistemas controláveis, os quais podem ser

modelados e estudados pela teoria dos sistemas de controle.

A teoria de controle analisa as propriedades de tais sistemas, com o intuito de

conduzi-los de um determinado estado inicial a um dado estado final, respeitando pos-

sivelmente certas restrições. A origem de tais sistemas pode ser muito diversa: mecâ-

nica, elétrica, biológica, qúımica, econômica, etc. O objetivo pode ser o de estabilizar

o sistema, tornando-o insenśıvel a certas perturbações (problema de estabilização por

pertubação) ou, ainda, determinar as soluções ótimas relativamente a um determinado

critério de otimização (problema de controlo ótimo).

Observabilidade, na teoria de controle, é uma medida para avaliar quão bem os

estados de um sistema podem ser inferidos a partir do conhecimento de suas sáıdas

externas. Grosseiramente falando, observabilidade significa que, a partir de sáıdas do

sistema, é posśıvel determinar o comportamento de todo o sistema.

Para modelar sistemas de controle, podemos recorrer a diversos tipos de equações:

diferenciais, integrais, funcionais, a diferenças finitas, a derivadas parciais, etc. Em

1



2 Introdução

relação ao problema de controlabilidade e observabilidade, R. Kalman demonstrou, em

1949, alguns resultados importantes que caracterizam os sistemas lineares controláveis

e/ou observáveis de dimensão finita (veja [14], por exemplo, e também os Teoremas

1.3, 1.5 e [14] do presente texto).

A fim de generalizar certos resultados na dependência cont́ınua da solução de equa-

ções diferenciais ordinárias (EDOs) em relação aos dados iniciais, J. Kurzweil introdu-

ziu, em 1957, a noção de equações diferenciais ordinárias generalizadas para funções

que tomam valores em espaços euclidianos e de Banach. Referimo-nos a estas equações

como EDOs generalizadas. Veja [15, 16, 21].

O presente trabalho introduz os conceitos de controlabilidade e de observabilidade

no âmbito das EDOs generalizadas, apresenta resultados inéditos sobre condições neces-

sárias e suficientes para controlabilidade e para observabilidade de EDOs generalizadas

e aplica os resultados obtidos às equações diferenciais ordinárias em medida (EDMs) e

às equações diferenciais ordinárias impulsivas (EDIs).

Esse texto está organizado em cinco caṕıtulos que compõem os resultados preli-

minares, resultados principais e aplicações. No Caṕıtulo 1, relembramos os conceitos

de controlabilidade e observabilidade já existentes na literatura para EDOs clássicas

e apresentaremos uma aplicação sobre o aumento da pupila após ser submetida a um

feixe de luz.

Nos Caṕıtulo 2 e 3, apresentamos as teorias das integrais de Kurzweil e de Perron-

Stieltjes e a teoria das EDOs generalizadas.

No Caṕıtulo 4 dedicamo-nos ao estudo da teoria de controlabilidade e de observabili-

dade para EDOs generalizadas. A Seção 4.1, apresenta os conceitos de controlabilidade

e de observabilidade para o sistema de EDO generalizadas lineares da forma

dx

d⌧
= D[A(t)x+B(t)u(t)]

y(t) = C(t)x,
(1)

em que X, U, Y são espaços de Banach, A : [0,+1) ! L(X), B : [0,+1) !
L(U,X), C : [0,+1) ! L(X, Y ) e u : [0,+1) ! U são operadores satisfazendo

condições particulares. O Teorema 4.3, na Seção 4.1, apresenta condições necessárias e

suficientes para o sistema (1) ser controlável e/ou observável. Na Seção 4.2, propomos

que o volume, em ml, de glóbulos vermelhos (hemácias) no sangue de um paciente

possa ser descrito por uma equação diferencial com retardo. Estudamos condições de

controlabilidade para o caso em que o paciente sofre de hemoglobinopatia, doença que

afeta a hemoglobina. Em alguns casos, verificamos que não somos capazes de resol-



Introdução 3

ver o problema de controlabilidade usando a teoria para EDOs clássicas e precisamos

recorrer aos resultados obtidos na Seção 4.1.

Finalizamos esse trabalho com o Caṕıtulo 5 que consiste em aplicar os resultados

obtidos às EDMs e EDIs.





Caṕıtulo

1
Fundamentos da Teoria de Controle

Este caṕıtulo é dedicado a um exame detalhado dos conceitos e propriedades funda-

mentais de controlabilidade e observabilidade conhecidos na literatura. As principais

referências para este caṕıtulo são [4, 14,24,25].

1.1 Controlabilidade e observabilidade para sistemas com
coeficientes constantes

Consideremos o seguinte sistema

ẋ = Ax+Bu
y = Cx+Du,

(1.1)

em que, para t 2 R+,

• ẋ = dx/dt;

• x(t) é um vetor de estado (n-dimensional);

• u(t) é um vetor de entrada (r-dimensional) e u(·) é diferenciável sobre R+;

• y(t) é um vetor de sáıda (p-dimensional);

• A, B, C e D são matrizes constantes de dimensões n ⇥ n, n ⇥ r, p ⇥ n e p ⇥ r

respectivamente.

5



6 Caṕıtulo 1 — Fundamentos da Teoria de Controle

Denotamos o espaço de estado porX = Rn, o espaço de entrada ou espaço de

controle por U = Rr e o espaço de observação ou espaço de sáıda por Y = Rp.

A seguir, apresentamos os conceitos de controlabilidade e de observabilidade para

o sistema (1.1).

Definição 1.1. Diremos que um vetor de estado x(t1) 2 X é controlável no instante

t0 para o ponto ex, se existir um vetor de entrada u(t) 2 U , definido no intervalo finito

[t0, t1], tal que x(t1) = ex. O sistema (1.1) será dito controlável no instante t0, se

todos os vetores de estado x 2 X forem controláveis no instante t0 para todos os pontos

de X.

Definição 1.2. Um vetor de estado x 2 X será dito observável, se for unicamente

determinado a partir de algum vetor de sáıda, y(t), conhecido para algum intervalo

de tempo finito. O sistema (1.1) será dito observável, se todos os vetores de estado

forem observáveis.

Pelas definições acima, é de se esperar que a controlabilidade e a observabilidade

do sistema (1.1) dependam, de alguma forma, de algumas propriedades das matrizes

A,B,C e D.

Primeiramente, trataremos da controlabilidade. Observe que

ẋ = Ax+Bu
ẍ = A2x+ ABu+Bu̇
...

x(n) = Anx+ An�1Bu+ An�2Bu̇+ . . .+Bun�1,

(1.2)

em que a última equação de (1.2) pode ser reescrita como

x(n)(t)� Anx(t) =
⇥
B AB · · · An�1B

⇤

2

666664

u(n�1)(t)
u(n�2)(t)

...
u̇(t)
u(t)

3

777775
. (1.3)

Seja C a matriz de controle do sistema (1.1), dada por

C =
⇥
B AB · · · An�1B

⇤
n⇥rn

.

(1.4)

Então a não singularidade de C implica na existência de um vetor de entrada u(t) e de

suas n� 1 derivadas, para todo t0 < t < t1 < 1.



1.1 Controlabilidade e observabilidade para sistemas com coeficientes constantes 7

Para um vetor de entrada u(t) em (1.1), a discussão acima produz uma relação

entre a matriz de controle C e o vetor u(t), isto é

Cn⇥rn

2

666664

u(n�1)(t)
u(n�2)(t)

...
u̇(t)
u(t)

3

777775

rn⇥1

= x(n)(t)� Anx(t) (1.5)

e, da Álgebra Linear, sabemos que, para se resolver (1.5), é suficiente que

posto C = n. (1.6)

As equações (1.3) e (1.5) estabelecem relações entre o vetor de estado x(t) e vetor

de entrada u(t). No entanto, de (1.3) e (1.5), não temos uma resposta expĺıcita sobre a

existência de um vetor de entrada u(t) que transfira o sistema (1.1) de qualquer vetor

de estado inicial x(t0) para qualquer vetor de estado final x(t1), em que t 2 [t0, t1].

Verifiquemos, agora, essa situação.

Sabemos, pelo Teorema de Existência e Unicidade para EDOs clássicas, que uma

solução de (1.1), com condição inicial x(t0) = x0, pode ser escrita na forma

x(t) = eA(t�t0)x0 +

Z
t

t0

eA(t�⌧)Bu(⌧)d⌧, t � t0. (1.7)

Substituindo t por t1 e multiplicando ambos os lados da equação (1.7) por e�At1 , obte-

mos

e�At1x(t1)� e�At0x0 =

Z
t1

t0

e�A⌧Bu(⌧)d⌧. (1.8)

O Teorema de Cayley-Hamilton (consulte o Apêndice para uma prova) diz que

qualquer matriz satisfaz seu próprio polinômio caracteŕıstico, isto é, se p(s) = sn +

a1sn�1 + . . . + a
n

for o polinômio caracteŕıstico da matriz A, então p(A) = An +

a1An�1 + . . . + a
n

I = 0. Uma consequência desse fato é que An é uma combinação

linear de {Aj, j = 0, . . . , n� 1} e, portanto, Ak, k � n também o é. Como

eAt =
1X

m=0

Amtm

m!
,

o Teorema de Cayley-Hamilton nos permite concluir que

e�A⌧ =
n�1X

i=0

f
i

(⌧)Ai, (1.9)
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em que f
i

(⌧), i = 0, 1, . . . , n � 1, são funções cont́ınuas. Substituindo (1.9) em (1.8),

obtemos

e�At1x(t1)� e�At0x0 =
n�1X

i=0

AiB

Z
t1

t0

f
i

(⌧)u(⌧)d⌧

ou

e�At1x(t1)� e�At0x0 =
⇥
B AB · · · An�1B

⇤

2

66666666664

Z
t1

t0

f0(⌧)u(⌧)d⌧

Z
t1

t0

f1(⌧)u(⌧)d⌧

...Z
t1

t0

f
n�1(⌧)u(⌧)d⌧

3

77777777775

. (1.10)

Note que, no lado esquerdo de (1.10), todas as quantidades são conhecidas, isto é,

temos um vetor constante. No lado direito de (1.10), a matriz de controle é multiplicada

por um vetor cujas componentes são funções da entrada requerida. Assim, temos a

seguinte equação funcional

const = Cn⇥rn

2

6664

↵1(u(⌧))
↵2(u(⌧))

...
↵
n�1(u(⌧))

3

7775

rn⇥1

, ⌧ 2 [t0, t1]. (1.11)

Novamente, pela Álgebra Linear, uma solução da equação (1.11) existirá, se tivermos

posto C = n. (1.12)

Portanto, pelas equações (1.6) e (1.12), podemos enunciar o resultado seguinte.

Teorema 1.3 ([4], Teorema 6.1). O sistema (1.1) será controlável se, e somente se,

posto C = n,

em que a matriz de controle C é definida em (1.4). Neste caso, diremos que o par

(A,B) é controlável.

A seguir, daremos um exemplo de um sistema controlável.
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Exemplo 1.4. Controlabilidade de um oscilador harmônico (caso linear).

Consideremos uma part́ıcula pontual de massa m ligada a uma mola, cujo movi-

mento está restrito a um eixo Ox (veja a Figura 1.1).

Figura 1.1: sistema massa mola.

A part́ıcula sai da origem por uma força, que supomos igual a

�k1(x� l)� k2(x� l)3,

em que l é o comprimento da mola em repouso. Aplicamos a essa part́ıcula uma força

exterior horizontal u(t). Pela segunda Lei de Newton, que diz que a força resultante que

atua sobre o corpo é igual ao produto da massa do corpo por sua aceleração, obtemos

mẍ(t) + k1(x(t)� l) + k2(x(t)� l)3 = u(t). (1.13)

Para simplificar o exemplo, vamos considerar m = 1Kg, k1 = 1N/m e l = 0m (pas-

samos a l = 0 por translação). A equação do movimento (1.13) é, então, equivalente

ao sistema diferencial
8
<

:

ẋ(t) = y(t)
ẏ(t) = �x(t)� k2x(t)3 + u(t),
x(0) = x0, ẋ(0) = y0.

(1.14)

Como estamos tratando do caso linear, temos k2 = 0 (na Seção 1.4.1, adiante,

onde abordamos controlabilidade para sistemas não lineares, vamos considerar o caso

k2 6= 0). Escrevendo (1.14) na notação matricial, obtemos

Ẋ = AX +Bu, X(0) = X0, (1.15)

em que

A =

✓
0 1
�1 0

◆
, B =

✓
0
1

◆
e X =

✓
x
y

◆
.
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Então a matriz de controle do sistema (1.15) é dada por

C =

✓
0 1
1 0

◆
.

Como posto C = 2, conclúımos que, no caso linear, o sistema do oscilador harmônico

(1.14) é controlável.

Agora, vamos tratar da observabilidade do sistema (1.1). Assumiremos as matrizes

A,B,C,D e o vetor de entrada u(t) conhecidos ao longo do intervalo finito [t0, t1],

t1 > t0.

Como A,B,C e D são constantes, podemos supor, sem perda de generalidade, que

t0 = 0. Substituindo (1.7) em (1.1), obtemos

y(t) = CeAt1x0 + C

Z
t1

0

eA(t1�⌧)Bu(⌧)d⌧ +Du(t), t 2 [0, t1]. (1.16)

Assumindo que a entrada e os parâmetros do sistema (1.1) sejam conhecidos, os

segundo e terceiro termos à direta na equação (1.16) também serão conhecidos. Então

o sistema será observável se, e somente se, conhecermos o vetor

Z(t) = CeAtx0

durante o intervalo [0, t1], isto é, se o vetor de estado inicial x0 puder ser unicamente

determinado por

Z(t) =
n�1X

i=0

f
i

(t)CAix0, (1.17)

para algum t 2 [0, t1].

Seja O a matriz de observação do sistema (1.1), dada por

O =

2

666664

C
CA
CA2

...
CAn�1

3

777775
. (1.18)

O próximo resultado trata das condições necessárias e suficientes para a observabilidade

do sistema (1.1).

Teorema 1.5 ([4], Teorema 6.4). O sistema (1.1) será observável se, se somente se,

o posto da matriz transposta de O for igual a n. Neste caso, diremos que o par (A,C)

é observável.
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Demonstração. ()) Seja O0 a matriz transposta de O. Suponha que o posto de O0

seja menor do que n. Então existe algum vetor a no espaço de estado que é ortogonal

a todas as colunas de O0, ou seja,

[AiC 0]0a = 0, i = 0, 1, . . . , n� 1. (1.19)

A equação (1.19) pode ser interpretada como um conjunto de np produtos escalares,

cada um dos quais é igual a zero. Estas equações podem ser escritas na forma

CAia = 0, i = 0, 1, . . . , n� 1. (1.20)

Comparando (1.20) e (1.17), se o estado inicial x0 estiver na direção do vetor a,

a sáıda resultante desse estado será igual a zero. Isto quer dizer que o estado inicial

não pode ser unicamente determinado através de Z(t) e, portanto, o sistema não será

observável.

(() Suponha que o posto de O0 seja igual a n. Mostremos que o vetor de estado inicial

pode ser encontrado a partir do vetor de sáıda Z(t) durante o intervalo de tempo [0, t1].

Para isto, mostremos que os f
i

(t) na equação (1.9) são linearmente independente sobre

qualquer intervalo de tempo finito. De fato, podemos descrever a equação (1.17) por

j-ésimas componentes

Z
j

(t) =
n�1X

i=0

f
i

(t)c
j

Aix0 j = 1, . . . , p, (1.21)

em que c
j

é a j-ésima linha da matriz C.

Multiplicando ambos os lados da equação (1.21) por f
k

(t) e integrando de 0 a t1,

obtemos

Z
t1

0

f
k

(t)Z
j

(t)dt =
n�1X

i=0

Z
t1

0

f
i

(t)f
k

(t)dtc
j

Aix0dt, j = 1, . . . , p, k = 0, 1, . . . , n� 1,

(1.22)

em que p é o número de componentes de y (ou, equivalentemente, o número de linhas

de C).

Conhecendo todos os Z
j

(t) e os f
k

(t), as equações (1.22) representam np equações

nas quais os np escalares c
j

Aix0 podem ser encontrados. Cada um desses escalares

pode ser expresso por

c
j

Aix0 = [(Ai)0c0
j

]x0, i = 0, 1, . . . , n� 1, j = 1, . . . , p. (1.23)
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Como o vetor coluna (Ai)0c0
j

é a j-ésima coluna da matriz (Ai)0C 0, a solução de

(1.22) nos dá os np produtos escalares de np vetores (Ai)0C 0 (i = 0, . . . , n� 1) e o vetor

x0. Esses np vetores são os vetores coluna de O0. Além disso, como o posto de O0 é

igual a n, as colunas de O0 contém o conjunto de n vetores linearmente independentes.

Portanto, como podemos calcular o produto escalar de x0 por um conjunto de n vetores

linearmente independentes, podemos determinar o estado inicial x0 unicamente a partir

da observação da sáıda y ao longo do intervalo [0, t1].

1.1.1 Invariância sob transformações não singulares

Nesta subseção, apresentaremos vários resultados interessantes e importantes relaci-

onados à controlabilidade e observabilidade do sistema (1.1). Começamos apresentando

o conceito de transformação de similaridade.

Definição 1.6. Dada duas matrizes A e B, uma transformação de similaridade

é uma transformação efetuada por alguma matriz não singular, P , tal que

A = PBP�1 () B = P�1AP, detP 6= 0.

Consideremos o sistema (1.1) e a transformação de similaridade

bx = Px, (1.24)

com

ḃx = bAbx+ bBu

by = bCbx,
(1.25)

em que bA = PAP�1, bB = PB e bC = CP�1.

Mostraremos que os resultados sobre a controlabilidade e observabilidade do sistema

(1.1) são invariantes sob transformação de similaridade, isto é, o sistema (1.1) será

controlável (observável) se, e somente se, o sistema (1.25) for controlável (observável),

independente da transformação de similaridade P .

Nas condições acima, temos os resultados seguintes conhecidos na literatura.

Teorema 1.7 ([4], Teorema 6.2). O par (A,B) será controlável se, e somente se, o

par ( bA, bB) for controlável.
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Demonstração. Sabemos que

C( bA, bB) =
h
bB bA bB · · · bAn�1 bB

i

=
⇥
PB PAP�1PB · · · PAn�1P�1PB

⇤

= P
⇥
B AB · · · An�1B

⇤

= PC(A,B).

Como P é uma matriz não singular, ela não altera o posto do produto PC e, então,

posto C( bA, bB) = posto C(A,B)

e a prova está completa

Teorema 1.8 ([4], Teorema 6.02). O par (A,C) será observável se, e somente se, o

par ( bA, bC) for observável.

Demonstração. Temos

O( bA, bC) =

2

666664

bC
bC bA
bC bA2

...
bC bAn�1

3

777775
=

2

666664

CP�1

CP�1PAP�1

CP�1PA2P�1

...
CP�1PAn�1P�1

3

777775
=

2

666664

C
CA
CA2

...
CAn�1

3

777775
P�1,

isto é,

O( bA, bC) = O(A,C)P�1.

A não singularidade de P implica na igualdade

postoO( bA, bC) = postoO(A,C)

e terminamos a prova.

1.2 Teorema da Decomposição de Kalman

O Teorema de Decomposição de Kalman nos dá uma única condição tanto para a

controlabilidade quanto para a observabilidade para o sistema (1.1). Tal decomposição

exibe as partes de um sistema que são:

a) não observável e controlável;
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b) observável e controlável;

c) não observável e não controlável

d) observável e não controlável.

Mostraremos, a partir da Decomposição de Kalman, que somente as partes observá-

vel e controlável contribuem para a função de transferência do sistema e que tal função

será irredut́ıvel (isto é, não possuirá polos) se, e somente se, o sistema for controlável e

observável. Os resultados descritos nesta seção foram baseados no Caṕıtulo 4 de [14].

Consideremos o sistema linear

x(t) = Ax(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(t) +Du(t),
x(t0) = x0, t  t0,

(A,B,C,D)

em que A : X ! X, B : U ! X, C : X ! Y, eD : U ! Y são transformações

cont́ınuas e X, U, eY são espaços vetoriais de dimensões n, r, p respectivamente.

Suponhamos que

posto C(A,B) = posto
⇥
B AB · · · An�1B

⇤
= n1 < n

e

postoO(A,C) = posto

2

6664

C
CAB

...
CAn�1

3

7775
= n2 < n.

Podemos definir uma matriz n⇥ n

P�1
1 = [ q1 · · · q

n1 · · · q
n

],

em que as n1 primeiras colunas são quaisquer n1 colunas linearmente independentes

de C(A,B) e as n � n1 colunas restantes podem ser tomadas arbitrariamente, desde

que P1 seja não singular. Então, utilizando a transformação de similaridade bx = P1x,

obtemos 
ḃx
c

ḃx
c

�
=

"
bA
c

bA12

0 bA
c

# 
bx
c

bx
c

�
+

 bB
c

0

�
,

y = [ bC
c

bC
c

]


bx
c

bx
c

�
+Du,

em que bA
c

é a matriz n1 ⇥ n1 e bA
c

é a matriz de ordem (n� n1)⇥ (n� n1).



1.2 Teorema da Decomposição de Kalman 15

Pelo Teorema 1.3, o sistema

ḃx
c

= bA
c

bx
c

+ bB
c

u

y = bC
c

bx
c

+Du

é controlável, uma vez que posto C( bA
c

, bB
c

) = n1 por construção.

Da mesma forma, podemos definir uma matriz n⇥ n

P2 =

2

666664

p1
...

p
n2

...
p
n

3

777775
,

em que as n2 primeiras linhas são quaisquer n2 linhas linearmente independentes de

O(A,C) e as n � n2 linhas restantes podem ser tomadas arbitrariamente, desde que

P2 seja não singular. Então, pela transformação de similaridade bx = P2x, podemos

determinar o seguinte sistema


ḃx
c

ḃx
c

�
=

"
bA
o

0
bA21

bA
o

# 
bx
c

bx
c

�
+

"
bB
o

bB
o

#
,

y = [ bC
o

0 ]


bx
c

bx
c

�
+Du,

em que bA
o

é a matriz n2 ⇥ n2 e bA
o

é a matriz de ordem (n� n2)⇥ (n� n2).

Pelo Teorema 1.5, o sistema

ḃx
c

= bA
o

bx
c

+ bB
o

u

y = bC
o

bx
c

+Du

é observável, uma vez que postoO( bA
o

, bC
o

) = n2 por construção.

Assim, podemos determinar os subespaços

• X
c

⇢ X subespaço controlável;

• X
o

⇢ X subespaço não observável,

ambos são A-invariantes, em que a imagem da função B é um subconjunto de X
c

(i.e.

IM(B) ⇢ X
c

) e X
o

é um subconjunto do núcleo de C (i.e. X
o

⇢ N(C)). Assim X
c

\X
o

e X
c

+X
o

também são A-invariantes.
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Seja {�1,�2, . . . ,�k} uma base para X
c

\X
o

. Como X
c

\X
o

⇢ X
c

e X
c

\X
o

⇢ X
o

,

pelo Teorema do Completamento, podemos construir uma base para X
c

da forma

{�1,�2, . . . ,�k, ⇢1, ⇢2, . . . , ⇢s}, em que {⇢1, ⇢2, . . . , ⇢s} é um subconjunto da base de

X
c

, e podemos construir uma base para X
o

da forma {�1,�2, . . . ,�k, ⌘1, ⌘2, . . . , ⌘p}, em
que {⌘1, ⌘2, . . . , ⌘p} é um subconjunto da base de X

o

. Logo

S = {�1,�2, . . . ,�k, ⇢1, ⇢2, . . . , ⇢s ⌘1, ⌘2, . . . , ⌘p}

é uma base para X
c

�X
o

. Completando S, obtemos

S 0 = {�1,�2, . . . ,�k, ⇢1, ⇢2, . . . , ⇢s ⌘1, ⌘2, . . . , ⌘p, x1, x2, . . . , xr

}

que é uma base para X.

Defina os seguintes subespaços:

X
co

gerado por {�1,�2, . . . ,�k}, subespaço controlável e não observável (A11);

X
co

gerado por {⇢1, ⇢2, . . . , ⇢s}, subespaço controlável e observável (A22);

X
co

gerado por {⌘1, ⌘2, . . . , ⌘p}, subespaço não controlável e não observável (A33);

X
co

gerado por {x1, x2, . . . , xr

}, subespaço não controlável e observável (A44).

O próximo resultado é conhecido como Teorema da Decomposição de Kalman. Sua

demonstração segue os passos encontrados em [14], Teorema 1, página 8.

Teorema 1.9 (Teorema da Decomposição de Kalman). Escrevendo o sistema (A,B,C,D)

na base S 0 de X, temos o seguinte sistema ( bA, bB, bC, bD), denominado Decomposição

de Kalman

bA =

2

664

A11 A12 A13 A14

0 A22 0 A24

0 0 A33 A34

0 0 0 A44

3

775

bB =

2

664

B1

B2

0
0

3

775

bC =
⇥
0 C2 0 C4

⇤

bD = D,

em que o par 
A11 A12

0 A22

�
,


B1

B2

�
(1.26)
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é controlável (parte controlável do sistema) e o par

⇥
C2 C4

⇤
,


A22 A24

0 A44

�
(1.27)

é observável (parte observável do sistema).

Demonstração. Apresentaremos apenas as ideias principais da prova.

Os zeros matriciais que estão abaixo de A11 são consequência do fato de

X
co

= X
o

\ X
o

ser A-invariante. Os quatro zeros matriciais abaixo da submatriz
A11 A12

0 A22

�
são consequência do fato de X

o

= X
co

+X
co

ser A-invariante. A forma

de bB é consequência de IM(B) ⇢ X
o

= X
co

+X
co

. Como X
o

= X
co

+X
co

, segue que

(1.26) é a parte controlável do sistema.

Os três zeros matriciais da última linha de bA decorrem da A-invariância de

X
o

+X
o

= X
co

+X
co

+X
co

. Levando em conta a A-invariância de X
o

= X
co

+X
co

, a

submatriz A23 (da segunda linha e terceira coluna) de bA é nula. Os dois zeros matriciais

de bC decorrem do fato de que X
o

= X
co

+X
co

⇢ N(C). Como X
o

= X
co

+X
co

, segue

que (1.27) é a parte observável do sistema e terminamos a prova.

Proposição 1.10 ([14], Proposição 1). A função de transferência

H(s) = C(sI � A)�1B +D

do sistema (A,B,C,D) depende somente da parte (A22, B2, C2, D), isto é, da parte con-

trolável e observável do sistema.

Demonstração. Sabemos que H(s) = C(sI � A)�1B +D = bC(sI � bA)�1 bB + bD. Note

que

bC(sI � bA)�1 bB + bD =

=
⇥
0 C2 0 C4

⇤

2

664

(sI � A11) �A12 �A13 �A14

0 (sI � A22) 0 �A24

0 0 (sI � A33) �A34
0 0 0 (sI � A44)

3

775

�1 2

664

B1

B2

0
0

3

775

=
⇥
0 C2 0 C4

⇤

2

664

(sI � A11)�1 X X X
0 (sI � A22)�1 X X
0 0 (sI � A33)�1 X
0 0 0 (sI � A44)�1

3

775

2

664

B1

B2

0
0

3

775

= C2(sI�A22)
�1B2

e a prova está completa.
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Observação 1.11. Pelo Teorema da Decomposição de Kalman, (Teorema 1.9) e pela

Proposição 1.10, a função de transferência H, dada pela Proposição 1.10, é determi-

nada unicamente por X
co

.

Definição 1.12. Seja H(s) = C(sI � A)�1B + D a função de transferência de um

sistema linear. Os números (matrizes) de Markov associados a esta função de

transferência são dados por

M�1 = D

M
k

= CAkB, k 2 N.

Note que

(sI � A)�1 = L(eAt) = L
"
X

k2N

(At)k

k!

#
=
X

k2N

Ak

sk+1
,

em que L representa a transformada de Laplace. Em particular, vale

H(s) = D +
X

k2N

CAkB

sk+1
=
X

k>�1

M
k

sk+1
.

Assim, as matrizes de Markov determinam completamente a função de transferência.

Para demonstrar o resultado principal desta seção, precisaremos do seguinte resul-

tado auxiliar da Álgebra Linear.

Lema 1.13. Sejam O : X ! V e C : W ! X transformações lineares. Valem as

seguintes afirmações:

(i) O posto da transformação composta será menor ou igual ao mı́nimo dos postos.

(ii) Se O for injetora, então o posto da composição de O com C coincidirá com o

posto de C.

Teorema 1.14 ([14], Teorema 2). A função de transferência H(s) = C(sI�A)�1B+D

do sistema linear (A,B,C,D) será irredut́ıvel se, e somente se, o sistema for controlável

e observável.

Demonstração. A necessidade decorre da Decomposição de Kalman.

Para mostrar a suficiência, suponha que (A,B,C,D) seja um sistema diferencial li-

near de ordem n com função de transferênciaH(s) tal que (C,A) é observável e (A,B) é

controlável. Suponha, por absurdo, que H(s) seja redut́ıvel. Em outras palavras, existe

um sistema linear ( bA, bB, bC, bD), de ordem bn < n, com função de transferência H(s).
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Como as funções de transferência dos sistemas (A,B,C,D) e ( bA, bB, bC, bD) coincidem,

as matrizes de Markov também coincidem, ou seja,

CAkB = bC bAk bB.

Sejam O e C as matrizes de observação e de controle de (A,B,C,D) respectiva-

mente. Defina

M = OC

2

6664

CB CAB · · · CAn�1B
CAB CA2B · · · CAnB

...
...

...
...

CAn�1B CAnB · · · CA2(n�1)B

3

7775
.

e

cM = bO bC

2

6664

bC bB bC bA bB · · · bC bAn�1 bB
bC bA bB bC bA2 bB · · · bC bAn bB
...

...
...

...
bC bAn�1 bB bC bAn bB · · · bC bA2(n�1) bB

3

7775
.

Então M = cM .

Como o par (C,A) é observável, N(O) = {0}. Como (A,B) é controlável, o posto

de C é igual n. Portanto, pela parte (ii) do Lema 1.13, o posto de M é igual a n. Por

outro lado, como bn é menor que n e os postos de bO e de bC são limitados superiormente

por bn, pela parte (i) do Lema 1.13, o posto de cM é menor ou igual a bn, o que é uma

contradição.

1.2.1 Aplicação do Teorema da Decomposição de Kalman

Consideremos a análise de sistemas de equações diferenciais ordinárias em que o

valor de uma variável de estado x(t) depende de seu valor em algum momento ⌧ no

passado, ou seja, x(t � ⌧), para ⌧ > 0 fixado. Referimo-nos a ⌧ como latência ou

retardo. Nossos resultados são discutidos com referência a estudos sobre o reflexo de

luz na pupila humana. O leitor pode consultar [17] para obter mais detalhes sobre a

modelagem do reflexo de luz na pupila humana.

Os retardos surgem, por exemplo, no sistema nervoso devido aos tempos de con-

dução e integração axonais, na biologia celular devido ao tempo de maturação celular,

na biologia molecular devido ao tempo necessário para a transcrição e tradução e em

diversas outras áreas. Assim, os modelos matemáticos que descrevem estes sistemas
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fisiológicos assumem a forma de uma equação diferencial com retardo do tipo

dx(t)

dt
= �↵x(t) + f(x(t� ⌧)), (1.28)

em que ↵ é uma taxa constante.

Deve-se notar que, para resolver a equação (1.28), não é suficiente um valor inicial

de x(0) = x0. Em vez disso, devemos especificar uma função inicial, isto é, todos os

valores de x(s) que se encontram no intervalo [�⌧, 0].
Voltando ao problema do reflexo de luz na pupila humana, o tamanho da pupila

reflete um equiĺıbrio entre dois grupos musculares opostos localizados na ı́ris. A con-

tração da pupila é devida ao aumento da tensão no compressor pupilar. O músculo

compressor é inervado pelo sistema nervoso parassimpático e seu núcleo motor, cha-

mado de núcleo de Edinger-Westphal ou núcleo do mesencéfalo, o qual está

localizado no mesencéfalo.

Existem dois mecanismos de dilatação pupilar:

(1) Dilatação pelo reflexo ativo que é devido à contração do compressor pupilar;

(2) Dilatação pelo reflexo passivo que é devido à inibição da atividade do núcleo de

Edinger-Westphal.

O músculo dilatador pupilar é disposto radialmente e é inervado pelo sistema nervoso

simpático; seus núcleos motores estão localizados no hipotálamo.

É ingênuo pensar no tamanho da pupila como simplesmente um equiĺıbrio entre

as forças de compressão e de dilatação. Obviamente, o tamanho da pupila não é

determinado exclusivamente por estas forças de equiĺıbrio. Para cada força de dilatação,

existe uma força de contração que a equilibra para dar o mesmo tamanho de pupila.

Em outras palavras, para medir o tamanho da pupila não é suficiente determinar, de

forma única, a atividade nos músculos dilatadores e compressores. É somente através

das observações da dinâmica da mudança do tamanho da pupila que essas forças podem

ser estimadas.

O termo reflexo de luz na pupila refere-se à alteração no tamanho da pupila

que ocorre em resposta a um pulso ou pulsos de luz. O fotorreceptor para esta via não

visual é uma célula ganglionar retiniana contendo melanopsina. Estas células gangli-

onares especializadas absorvem energia luminosa em escalas de tempo muito longas e

respondem mal a est́ımulos breves. Entretanto, a luz não é a única entrada que in-

fluência o tamanho da pupila. Aqui, nos concentraremos nas oscilações do tamanho da

pupila que ocorrerão quando o ganho no arco reflexo for alto.
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A figura abaixo mostra as mudanças no tamanho da pupila que ocorrem após um

único pulso de luz.

Figura 1.2: Representação do reflexo de luz da pupila.

Adaptado por Longtin e Milton. Veja [17].

Não existem estruturas presentes na musculatura da ı́ris que sejam análogas aos

eixos musculares e aos órgãos do tendão de Golgi no músculo esquelético. Isso significa

que não há retardo no reflexo de luz da pupila que esteja diretamente relacionado ao

tamanho da pupila. Em vez disso, a entrada é a quantidade de luz que cai sobre a

retina. Logo, o fluxo de luz da retina � é igual a

� = IA,

em que I é a iluminância retiniana e A é a área da pupila.

A ı́ris age de maneira parecida com a abertura de uma câmera. Se o fluxo de luz

da retina � for muito alto, o reflexo de luz da pupila diminuirá a área da pupila A e,

portanto, diminuirá �. Por outro lado, se � for bem pequeno, � crescerá pelo aumento

de A. Em outras palavras, o reflexo de luz da pupila age como um mecanismo de

controle de realimentação negativa. O tamanho da pupila não muda imediatamente

em resposta a uma mudança na iluminação, mas começa a mudar após um retardo.

Veja a Figura 1.2.

A primeira tentativa de se modelar o reflexo de luz da pupila em termos de uma

equação diferencial com retardo foi feita por Longting e Milton em [17]. Aqui, apre-

sentamos uma dedução mais simples do seu modelo que permite que certos aspectos

fisiológicos do reflexo de luz da pupila sejam melhor discutidos.

Há uma compressão de intensidades de luz na retina regida por uma função logaŕıt-

mica. Isto significa que a sáıda da retina para um dado fluxo de luz, medida em termos
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da frequência de potenciais de ação neural no nervo óptico, N(t), é da forma

N(t) = ⌘ ln


�(t� ⌧

r

)

�

�
,

em que

• ⌘ é uma constante positiva;

• � é o ńıvel limiar;

• ⌧
r

é o tempo necessário para o processamento da retina.

A notação �(t� ⌧
r

) indica que N(t) é uma função do fluxo de luz da retina medida

em um momento t � ⌧
r

no passado. Na discussão que se segue, assumiremos que a

iluminância retiniana é constante e os efeitos da mudança na área da pupila dependem

de �.

As não linearidades no reflexo de luz da pupila surgem ou na retina ou na muscu-

latura da ı́ris. Surpreendentemente, os núcleos do mesencéfalo atuam apenas como um

filtro e introduzem um retardo. Então a sáıda dos núcleos de Edinger-Westphal, E(t),

é dada por

E(t) = ⌘0 ln


�(t� (⌧

r

+ ⌧
m

))

�

�
, (1.29)

em que

• ⌧
m

é o retardo introduzido pelos núcleos do mesencéfalo;

• ⌘0 é uma constante.

Quando o potencial de ação atinge a junção neuromuscular do músculo compressor

da pupila, os núcleos do mesencéfalo iniciam uma sequência complexa de eventos. O

resultado final é que a tensão produzida pelo músculo compressor muda. Existe uma

relação direta entre a tensão muscular e a área da pupila. Longtin e Milton propuseram

que a relação entre a atividade neural e a área do pupila poderia ser determinada em

dois passos que descrevemos a seguir.

Passo 1) Determinar a relação entre a atividade neural, E(t), e a atividade da ı́ris, x.

Passo 2) Determinar a relação entre a atividade da ı́ris, x, e a área da pupila, A.
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Uma vez que estamos interessados na área da pupila, não é necessário especificar

o valor exato de x. Então a relação entre E(t) e a atividade da ı́ris, x, é dada pela

aproximação

E(t) ' k

✓
dx

dt
+ ↵x

◆
, (1.30)

em que

• ↵ é uma taxa constante para os movimentos da pupila;

• k é uma constante.

Combinando as equações (1.29) e (1.30), obtemos

dx(t)

dt
+ ↵x(t) = � ln


�(t� ⌧)

�

�
, (1.31)

em que � = ⌘0/k e ⌧ é o retardo total do fluxo no arco reflexo de pupila, isto é, ⌧ é a

soma de ⌧
r

, ⌧
m

e o tempo tomado pelos eventos que ocorrem na junção neuromuscular.

A fim de escrever a equação (1.31) em termos da área de pupila, é necessário consi-

derarmos uma função h(x) que relaciona a atividade neural, E(t), e a área da pupila,

A, isto é,

A = h(x).

Então podemos definir

g(A) = h�1(A)

e podemos reescrever (1.31) como

dg

dA

dA

dt
+ ↵g(A) = � ln


�(t� ⌧)

�

�
. (1.32)

Intuitivamente, sabemos que h(x) deve satisfazer:

(i) a área da pupila deve ser positiva para todo x e limitada por limites finitos;

(ii) deve refletir o papel desempenhado pelas propriedades elasto-mecânicas da ı́ris.

Assim, uma escolha posśıvel para h(x) é

A = h(x) =
⇤⇥n

⇥n + xn

+ ⇤0,

em que
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• ⇤ é a área mı́nima da pupila;

• ⇤+ ⇤0 é a área máxima da pupila ;

• ⇥ é o valor x para o qual a área da pupila é de médio alcance.

Então podemos reescrever (1.31), em termos da área da pupila, como

dg

dA

dA

dt
+ ↵g(A) = � ln


�(t� ⌧)

IA

�

= � ln


I(t� ⌧)A(t� ⌧)

IA

�
.

(1.33)

Isto leva a uma descrição fraca da resposta da pupila à entrada sinusoidal. Assim, pode-

mos estender o modelo de Longtin e Milton, introduzindo uma variável dinâmica, V (t),

que representa o potencial da membrana das células ganglionares retinianas.

Consideremos
dV

dt
= �✏V (t) + [�� �][K � V (t)], (1.34)

em que ✏ é uma taxa de decaimento e K é o potencial de reversão da membrana. A

atividade neural, E(t), é levada para uma função não linear de V (t), isto é, E(t) =

f(V (t)) e temos

f(V ) =
1

1 + e�K(V�Vth)
.

Então a equação (1.33) pode ser reescrita como

dA

dt

dg

dA
+ ↵g(A) = �f(V (t� ⌧)).

Em condições de malha fechada (isto é, a ação de controle dependente da sáıda),

as seguintes equações introduzem um novo sistema diferencial

dV

dt
= �✏V (t) + [�� �][K � V (t)],

dA

dt

dg

dA
+ ↵g(A) = �f(V (t� ⌧)).

(1.35)

Na presença de uma iluminância retiniana I⇤ constante, existe apenas um ponto de

equiĺıbrio (V ⇤, A⇤), definido por
dV

dt
= 0 e

dA

dt
= 0, isto é,

V ⇤ =
KIA⇤

✏+ IA⇤ , ↵g(A⇤) = �f(V ⇤).
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Linearizando as equações em (1.35), obtemos

dv

dt
= ✏⇤v(t) + I⇤(K � V ⇤)a(t) + A⇤(K � V ⇤)i(t),

da

dt
= �↵a(t) +

✓
�⇤

�⇤

◆
v(t� ⌧),

(1.36)

em que,

• v(t) = V (t)� V ⇤;

• a(t) = A(t)� A⇤;

• i(t) = I(t)� I⇤;

• ✏⇤ = �✏+ I⇤A⇤, �⇤ = g0(A⇤);

• �⇤ = f 0(V ⇤).

Utilizando a transformada de Laplace no par de equações (1.36), obtemos a função

de transferência em malha fechada definida por

H(s) =
[A(s)I⇤]

I(s)A⇤ ,

em que

A(s) =

Z 1

0

e�sta(t),

e

I(s) =

Z 1

0

e�sti(t).

Logo

H(s) =
�G(s)

1 +G(s)
,

em que G(s) é a função de transferência em malha aberta (isto é, a ação de controle

independe da sáıda) e é dada por

G(s) =
G⇤exp(�⌧s)
(s+ ↵)(s+ ✏)

, com G⇤ =
��⇤I⇤(K � V ⇤)

�⇤ > 0.

Observe que

H(s) =
�G(s)

1 +G(s)
= 0

() G(s) = 0

() exp(�⌧s) = 0.
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Conclúımos, assim, que a função de transferência do sistema, H(s), não contém

polos e, pelo Teorema da Decomposição de Kalman, o sistema que modela o aumento

da área da pupila em relação a um reflexo de luz é controlável e observável.

1.3 Conceitos de controlabilidade diferencial e obser-
vabilidade diferencial

Já sabemos que se um sistema diferencial linear a coeficientes constantes for con-

trolável, então qualquer variável de estado do sistema poderá ser levada para a origem

num intervalo de tempo finito através de uma entrada. Nesta seção, discutiremos as

condições sob as quais o mesmo tipo de resultado é válido para sistemas que variam

no tempo.

Consideremos o sistema diferencial dependendo do tempo

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)
y(t) = C(t)x(t),

(1.37)

definido na reta real, em que

• x 2 X é o vetor de estado (n�dimensional);

• u 2 U é o vetor de entrada (p�dimensional);

• y 2 Y é o vetor de sáıda (r�dimensional);

• A : X ! X, B : U ! X, e C : X ! Y são funções cont́ınuas.

• X = Rn, U = Rp e Y = Rr são os espaços de estado, de entrada e de sáıda

respectivamente.

Dada uma condição inicial x(t0) = x0, t0 2 [0,+1), sabemos que uma solução de

(1.37) é unicamente dada por

x(t) = �(t, t0)x0 +

Z
t

t0

�(t, ⌧)B(⌧)u(⌧)d⌧, t 2 [0,+1), (1.38)

em que � é a matriz fundamental do sistema (1.37) e satisfaz as equações

d�

dt
= A(t)�, �(t0, t0) = I, (1.39)
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em que I é a matriz identidade. É fácil verificar que �(t, ⌧) tem as seguintes proprie-

dades

�(t, ⌧) = �(t, t0)�(t0, ⌧) (1.40)

e

�(t, ⌧) = ��1(⌧, t),

para quaisquer t, ⌧, t0 2 [0,+1). Além disso, substituindo (1.38) em (1.37), obtemos

y(t) = C(t)�(t, t0)x0 +

Z
t

t0

C(t)�(t, ⌧)B(⌧)u(⌧)d⌧, t 2 [0,+1). (1.41)

Para sistemas diferenciais dependentes do tempo, temos as definições que seguem.

Definição 1.15 ([25], Definição 1). Um vetor de estado x(t1) do sistema (1.37) será

diferencialmente controlável em um intervalo de tempo finito, I = [t0, t1], se para

qualquer subintervalo K ⇢ I arbitrariamente pequeno, pudermos encontrar uma en-

trada u, definida em K, tal que x(t1) = x(t0). Se todo vetor de estado do sistema

(1.37) for diferencialmente controlável em I, então o sistema será diferencialmente

controlável em I. Se o sistema (1.37) for diferencialmente controlável em toda reta

real, então o sistema será completamente diferencialmente controlável.

Definição 1.16 ([25], Definição 2). Consideremos o sistema (1.37) com u ⌘ 0. O

sistema (1.37) será diferencialmente observável no intervalo de tempo I, se o

vetor de estado do sistema em qualquer tempo t 2 I puder ser unicamente determinado

a partir de um vetor de sáıda conhecido sobre um subintervalo K ⇢ I arbitrariamente

pequeno, em que t é o limitante superior de K. Se o sistema (1.37) for diferencialmente

observável na reta real, então o sistema será completamente diferencialmente

observável.

Definição 1.17. Se o sistema (1.37) satisfizer a Definição 1.1 (respectivamente a

Definição 1.2), diremos que tal sistema é controlável (observável).

A seguir, apresentaremos os principais teoremas de controlabilidade e observabili-

dade para o sistema (1.37).

Teorema 1.18 ([25], Teorema 1). O sistema (1.37) será diferencialmente controlável

sobre um intervalo I se, e somente se, para todo t0 2 I fixo, as linhas da matriz

�(t0, ·)B(·) forem funções linearmente independentes sobre todo subintervalo de I.
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Demonstração. (() Seja (⇠�, ⇠+) um intervalo arbitrariamente pequeno contido em

I. Se as linhas da matriz �(t0, ·)B(·) forem funções linearmente independentes em

(⇠�, ⇠+), então a matriz

C(⇠�, ⇠+) =

Z
⇠

+

⇠

�
�(⇠�, t)B(t)B0(t)�0(⇠�, t)dt,

será definida positiva, em que E 0 indica a transposta de uma matriz E. Se em (1.38),

tivermos t0 = ⇠�, t = ⇠+ e

u(t) = �B0(t)�0(⇠�, t)C�1(⇠�, ⇠+)x(⇠�),

então x(⇠+) = 0 e o sistema (1.37) será diferencialmente controlável.

()) Suponha, por absurdo, que exista um subintervalo (⇠�, ⇠+) ⇢ I tal que as li-

nhas de �(t0, ·)B(·) sejam linearmente dependentes. Então existirá um vetor x1 no

espaço de estado X tal que

x0
1�(t0, t)B(t) ⌘ 0, para todo t 2 (⇠�, ⇠+). (1.42)

Utilizando (1.38), (1.40) e (1.39), obtemos

�(t0, t)x(t) = �(t0, t)�(t, t0)x0 + �(t0, t)

Z
t

t0

�(t, ⌧)B(⌧)u(⌧)d⌧

(1.40)
= �(t0, t0)x0 +

Z
t

t0

�(t0, ⌧)B(⌧)u(⌧)d⌧

(1.39)
= x0 +

Z
t

t0

�(t0, ⌧)B(⌧)u(⌧)d⌧.

Então, substituindo t0 por ⇠� e utilizando (1.42), obtemos

x0
1�(⇠

�, t)x(t) = x0
1x0 +

Z
t

⇠

�
x0
1�(⇠

�, ⌧)B(⌧)u(⌧)d⌧

= x0
1x0 8t 2 (⇠�, ⇠+).

Finamente, note que �(⇠�, t)x(t) é um vetor de estado de (1.37), mas sua com-

ponente em direção a x1 não é controlável para todo t 2 (⇠�, ⇠+), o que contradiz a

hipótese.

Teorema 1.19 ([25], Teorema 2). Considere o sistema (1.37) com u(t) ⌘ 0. O sistema

será diferencialmente observável sobre um intervalo I se, e somente se, para todo t0 2 I

fixo, as colunas da matriz C(·)�(·, t0) forem funções linearmente independentes sobre

todo subintervalo de I.
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Demonstração. (() Seja (⇠�, ⇠+) um intervalo arbitrariamente pequeno contido em I.

Por (1.41), o vetor de sáıda no intervalo I, com u(t) ⌘ 0, é dado por

y(t) = C(t)�(t, ⇠+)x(⇠+), ⇠� < t < ⇠+. (1.43)

Multiplicando ambos os lados de (1.43) por �0(t, ⇠+)C 0(t) e integrando sobre (⇠�, ⇠+),

obtemos
Z

⇠

+

⇠

�
�0(t, ⇠+)C 0(t)y(t)dt =

Z
⇠

+

⇠

�
�0(t, ⇠+)C 0(t)C(t)�(t, ⇠+)dt x(⇠+)

= D(⇠+, ⇠�)x(⇠+),

em que

D(⇠+, ⇠�) =

Z
⇠

+

⇠

�
[C(t)�(t, ⇠+)]0C(t)�(t, ⇠+)dt.

Claramente, se D for não singular, então x(⇠+) poderá ser identificado pelo conhecido

vetor de sáıda, y(·), sobre (⇠�, ⇠+). Por outro lado, a não singularidade de D seguirá

de (1.43), se as colunas de C(·)�(·, ⇠+) (e, portanto, as colunas de C(·)�(·, t0)) forem
funções linearmente independentes em (⇠+, ⇠�).

()) Suponha, por absurdo, que exista um subintervalo (⇠+, ⇠�) ⇢ I cujas colunas

de C(·)�(·, t0) (e, portanto, as colunas de C(·)�(·, ⇠+)) sejam funções linearmente de-

pendentes em (⇠+, ⇠�). Então, pela equação (1.43), existirá um vetor de estado x(⇠+)

tal que y(t) ⌘ 0, para todo t 2 (⇠+, ⇠�). Logo, o sistema não será diferencialmente

observável, o que contradiz a hipótese.

Observação 1.20. Pelo Teorema 1.18, podemos concluir que o sistema (1.37) será

controlável no instante t < 1 se, e somente se, as linhas da matriz �(t0, t)B(t) forem

linearmente independentes e, pelo Teorema 1.19, o sistema (1.37) será observável no

instante t < 1 se, e somente se, as colunas da matriz C(t)�(t, t0) forem linearmente

independentes, em que x(t0) é a condição inicial de (1.37).

1.3.1 Dualidade dos resultados principais

A natureza da dualidade dos dois conceitos discutidos nesta seção é evidente. De

fato, se considerarmos o sistema

dbx
ds

= A0(s)bx+ C 0(s)bu(s)

by(s) = B0(s)bx(s),
(1.44)
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definido na reta real, em que bx é n�dimensional, bu é r�dimensional, by é p�dimensional,

A,B,C são como em (1.37) e a escala s é ordenada no sentido oposto à escala de

tempo em (1.37), então todas as declarações feitas neste seção sobre a controlabilidade

diferencial de (1.37) se tornarão declarações sobre a observabilidade diferencial de (1.44)

e vice-versa.

1.4 Controlabilidade para sistemas diferenciais com re-
tardo

Nesta seção, discutiremos a noção de controlabilidade para um sistema diferencial

linear com retardo da forma

ẋ = A(t)x(t) + B(t)x(t� h) + C(t)u(t), (1.45)

em que

• h > 0 é constante;

• x 2 Rn,

• u 2 Rp;

• A(·), B(·) e C(·) são funções matriciais cont́ınuas de ordem n⇥ n, n⇥ n e n⇥ p

respectivamente.

A principal referência para esta seção é [24].

Consideremos a equação da forma

dx

dt
= f(t, x(·)) + u(t),

x(t) = �(t), t 2 [t0 � h, t0], h > 0,
(1.46)

com espaço de função inicial B = C([t0 � h, t0],Rn) (espaço das funções cont́ınuas

definidas em [t0 � h, t0] ⇢ R a valores em Rn), em que f(t, x(·)) é linear em x(·) e

depende somente dos valores de x(s) para t � h  s  t. Além disso, assumiremos

que kf(t,�(·))k  L(t)k�k[t�h,t] para todo � 2 B e para todo t, com L(·) cont́ınua e

positiva. A função de controle u(·) pertence à classe de funções mensuráveis e limitadas

em todo intervalo finito de R e a chamaremos de controle admisśıvel.
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Note que (1.46) é equivalente à equação integral funcional
8
><

>:

x(t) = �(t), t 2 [t0 � h, t0]

x(t) =

Z
t

t0

f(s, x(s))ds+

Z
t

t0

u(s)ds+ �(t0), t � t0.
(1.47)

Denotaremos a solução x de (1.46), com condição inicial x(t) = �(t), para t 2 [t0�h, t0],

por x(t) = x(t, t0,�, u).

As hipóteses sobre f nos permitem aplicar o Teorema de Representação de Riesz

para estabelecer a existência de uma matriz funcional ⌘ de dimensão n⇥n definida em

(�1,1)⇥ [�h, 0] tal que

f(t, (·)) =
Z 0

�h

[d
⌧

⌘(t, ⌧)] (⌧),  2 B,

em que ⌘(t, ·) é de variação limitada em [�h, 0] para cada t 2 (�1,1) e a integral

acima é do tipo Riemann-Stieltjes.

Denotaremos por L1([t0, t),Rn) o espaço das funções de [t0, t) em Rn que são Le-

besgue integráveis, com respeito à norma k · k1, isto é,

f 2 L1([t0, t),Rn) () kfk1 =
Z

|f(x)|dµ < 1,

em que µ é a medida de Lebesgue e denotaremos por L1((t0, t],R2n) o espaço das

funções de [t0, t) em R2n que são Lebesgue integráveis, com respeito à norma k · k1,

isto é,

f 2 L1([t0, t),R2n) () kfk1 = sup
t2(t0,t]

|f(t)| < 1.

O próximo teorema trata da existência de solução para a equação (1.46). A demos-

tração desse resultado é análoga à prova do Teorema 3.1 apresentado em [24].

Teorema 1.21. Seja x(·, t0,�, u) uma solução de (1.46) (ou de (1.47)) com controle

u 2 L1([t0, ⌧),Rn) para todo ⌧ � t0 e com � 2 B. Então

x(t, t0,�, u) = x(t, t0,�, 0) +

Z
t

t0

K(t, s)u(s)ds, t � t0, (1.48)

em que K(t, s) é definido para s  t � h, h > 0 fixo, K(t, ·) 2 L1((t0, t],Rn

2
), para

cada t � t0, e K(t, s) =
@W (t, s)

@s
quase sempre com respeito à medida de Lebesgue,

em que W (t, s) é a única solução da equação
8
><

>:

W (t, s) = 0, t 2 [s� h, s],

W (t, s) =

Z
t

s

Z 0

�h

[d
⌧

⌘(⇠, ⌧)]W (t+ ⇠, ⇠)d⇠ � (t� s)I, t � s.
(1.49)



32 Caṕıtulo 1 — Fundamentos da Teoria de Controle

Pelo Teorema 1.21, a solução de (1.45) pode ser representada como em (1.48) e é

fácil verificar que a função K(t, s) satisfaz as equações diferenciais parciais
8
>>>><

>>>>:

@K(t, s)

@s
= �K(t, s)A(s)�K(t, s+ h)B(s+ h), t0  s < t� h,

@K(t, s)

@s
= �K(t, s)A(s), t� h  s  t,

K(t, t) = I.

A seguir, enunciaremos definições de controlabilidade para o sistema (1.45) análogas

às Definições 1.1 e 1.2.

Definição 1.22 ([24], Definição 4.1). O sistema (1.45) será Rn-controlável se, para

qualquer � 2 B, existir t1 = t1(�) 2 (t0,1) e um controle admisśıvel, u, definido em

[t0, t1], tal que x(t1, t0,�, u) = 0.

Definição 1.23 ([24], Definição 4.2). O sistema (1.45) será controlável para a

origem com respeito ao espaço das funções iniciais B (escrevemos B-controlável para
origem) se, para todo � 2 B, existir t1 = t1(�) 2 (t0,1) e um controle admisśıvel, u,

definido em [t0, t1 + h], tal que x(t, t0,�, u) = 0 para todo t 2 [t0, t1 + h].

O próximo resultado trata das condições para o sistema (1.45) ser controlável. A

demostração desse resultado é análoga a prova do Teorema 1.18 e pode ser encontrada

em [24], Lema 5.1.

Lema 1.24. O sistema (1.45) será Rn-controlável se, e somente se, existir t1 > t0 tal

que

posto

✓Z
t1

t0

K(t1, ⌘)C(⌘)C 0(⌘)K 0(t1, ⌘)d⌘

◆
= n. (1.50)

1.4.1 Controlabilidade e observabilidade para sistemas diferenciais
não lineares

Apresentaremos, agora, algumas técnicas para a análise de problemas de controle

para sistemas diferenciais não lineares. O exemplo da massa mola não linear será

tratado no final dessa seção.

Consideremos o sistema diferencial não linear

ẋ = f(t, x(t), u(t)), (1.51)

em que f : R ⇥ Rn ⇥ Rp ! Rn é cont́ınua, com derivadas parciais cont́ınuas (i.e.

f 2 C1), f(t, 0, 0) = 0 para todo t e u(·) é um controle admisśıvel.
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Definição 1.25. O sistema diferencial não linear (1.51) será localmente Rn-controlável,

se o sistema

ẋ = A(t)x(t) + B(t)u(t)

for Rn-controlável para a origem, em que
8
>><

>>:

A(t) =
@f

@x
(t, 0, 0),

B(t) =
@f

@u
(t, 0, 0).

Analogamente, podemos apresentar o conceito de controlabilidade local para um

sistema diferencial não linear com retardo da forma

dx

dt
= f(t, x(t), x(t� h), u(t)), t � t0, (1.52)

em que x(t) 2 Rn, u(t) 2 Rp e u é admisśıvel. O retardo é representado por um escalar

real h > 0 e assumimos que f 2 C1 e f(t, 0, 0, 0) = 0 para todo t. O espaço de função

inicial é o espaço B como definido na Seção 1.4.

Definição 1.26 ([24], Definição 6.1). O sistema diferencial não linear (1.52) será

localmente Rn- controlável para a origem, se o sistema

ẋ = A(t)x(t) + B(t)x(t� h)C(t)u(t)

for Rn-controlável para a origem, em que
8
>>>>>>><

>>>>>>>:

A(t) =
@f

@x
(t, 0, 0, 0)

B(t) =
@f

@x
d

(t, 0, 0, 0), com x
d

= x(t� h),

C(t) =
@f

@u
(t, 0, 0, 0).

Retomemos o exemplo da mola descrito no Exemplo 1.4.

Exemplo 1.27. Controlabilidade de um oscilador harmônico (caso não li-

near)

Consideremos o sistema
8
>><

>>:

ẋ(t) = = y(t)
ẏ(t) = �x(t)� k2x(t)3 + u(t),
x(0) = x0,
ẋ(0) = y0.

(1.53)
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Podemos reescrever (1.53) como

ż = Cz(t) + F (t) +Du(t) = f(t, v(t)), (1.54)

em que

z =

✓
x
y

◆
, C =

✓
0 1
�1 0

◆
, D =

✓
0
1

◆
, F (t) =

✓
0

�k2x(t)3

◆

e v(t) = F (t)+Du(t). Sabemos que (1.54) será controlável para a origem se, e somente

se, o sistema

ż = Az(t) + Bv(t) (1.55)

for controlável para a origem, em que

A =
@f

@z
(0, 0) =

✓
0 1
�1 0

◆
,

e

B =
@f

@v
(0, 0) =

✓
0

1� 3k2y0x2
0

◆
.

Calculando a matriz de controle do sistema (1.55), obtemos

C =

✓
0 1� 3k2y0x2

0

1� 3k2y0x2
0 0

◆
.

Como posto C = 2, conclúımos que o sistema (1.53) é controlável para a origem.



Caṕıtulo

2
As integrais de Kurzweil e de

Perron-Stieltjes

Neste caṕıtulo, apresentaremos a definição da integral de Kurzweil e algumas de

suas propriedades que serão utilizadas no decorrer deste trabalho. Um leitor mais

interessado no tema pode consultar [21], por exemplo. Como casos particulares da

integral de Kurzweil, mencionaremos resultados para as integrais de Perron e de Perron-

Stieltjes.

Por todo esse caṕıtulo, a menos que seja dito o contrário, X e Y denotarão espaços

de Banach com normas k ·k
X

e k ·k
Y

respectivamente. O conjunto de todas as transfor-

mações lineares limitadas de X em Y será denotado por L(X, Y ). No caso particular

em que X = Y , escreveremos apenas L(X) no lugar de L(X,X).

Antes de introduzirmos a definição da integral de Kurzweil, vamos mencionar algu-

mas definições necessárias.

Seja [a, b] ⇢ R um intervalo compacto, com a < b. Uma partição marcada do

intervalo [a, b] é uma coleção finita de pares, D = {(⌧
i

, [t
i�1, ti]), i = 1, . . . , |D|}, tal

que a = t1 < t2 < . . . < t|D| = b e ⌧
i

2 [t
i�1, ti], i = 1, 2, . . . , |D|, em que |D| denota o

número de subintervalos na qual a partição marcada é dividida. Os elementos ⌧
i

são

ditos marcas dos subintervalos [t
i�1, ti], i = 1, 2, . . . , |D|, de [a, b].

35
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Uma função positiva � : [a, b] ! (0,1) é chamada de calibre de [a, b]. Sejam [a, b]

um intervalo e � um calibre de [a, b], uma partição marcada

D = {(t0, ⌧1, t1, . . . , t|D|�1, ⌧|D|, t|D|}
será dita �-fina, se tivermos

[t
i�1, ti] ⇢ (⌧

i

� �(⌧
i

), ⌧
i

+ �(⌧
i

)),

para cada i = 1, 2, . . . , |D|.
A seguir, vamos enunciar um lema que será importante na definição da integral de

Kurzweil. A demostração desse resultado é análoga à prova do Lema 1.4 apresentado

em [21].

Lema 2.1 (Lema de Cousin). Dado um calibre � de [a, b], existe uma partição marcada

��fina de [a, b].

No que segue, apresentaremos a definição da integral de Kurzweil de uma função

U : [a, b]⇥ [a, b] ! X.

Definição 2.2. Seja U : [a, b] ⇥ [a, b] ! X uma função. Diremos que U é Kurzweil

integrável, se existir I 2 X com a seguinte propriedade: dado ✏ > 0, existe um calibre

� de [a, b] tal que ������

|D|X

i=1

[U(⌧
i

, t
i

)� U(⌧
i

, t
i�1)]� I

������
< ✏

para toda partição marcada ��fina de [a, b], D = {(t0, ⌧1, t1, . . . , t|D|�1, ⌧|D|, t|D|}. O

elemento I 2 X será chamado de integral de Kurzweil de U sobre o intervalo

[a, b] e será denotado por I =

Z
b

a

DU(⌧, t). Denotaremos por K([a, b], X) o espaço das

funções de [a, b]⇥ [a, b] em X que são Kurzweil integráveis.

Observação 2.3. O Lema de Cousin garante que a integral de Kurzweil esteja bem

definida.

Observação 2.4. É fácil verificar que a integral de Kurzweil é única quando existir.

Observação 2.5. Quando

Z
b

a

DU(⌧, t) existir, definiremos

Z
a

b

DU(⌧, t) = �
Z

b

a

DU(⌧, t)

e usaremos a convenção

Z
b

a

DU(⌧, t) = 0 quando a = b.
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Exemplo 2.6. Seja f : [a, b] ! X e considere U : [a, b]⇥ [a, b] ! X uma função dada

por U(⌧, t) = f(⌧)t. Neste caso particular,
X

i

[U(⌧
i

, t
i

)� U(⌧
i

, t
i�1)] =

X

i

f(⌧
i

)(t
i

� t
i�1)

e, quando existir, a integral de Kurzweil

Z
b

a

DU(⌧, t) coincidirá com a integral de

Perron a qual é usualmente denotada por
Z

b

a

f(s)ds.

Exemplo 2.7. Seja U : [a, b] ⇥ [a, b] ! X uma função dada por U(⌧, t) = F (t)g(⌧)

com F : [a, b] ! L(X) e g : [a, b] ! X. Neste caso particular,
X

i

[U(⌧
i

, t
i

)� U(⌧
i

, t
i�1)] =

X

i

[F (t
i

)� F (t
i�1)]g(⌧i)

e a integral de Kurzweil

Z
b

a

DU(⌧, t), quando existir, coincidirá com a integral de

Perron-Stieltjes a qual é usualmente denotada por
Z

b

a

d[F (s)]g(s).

Observação 2.8. Para estendermos a integral de Kurzweil a intervalos ilimitados,

precisamos definir as �-vizinhanças de �1 e 1. Tome �(�1), �(1) > 0 arbitrários

e considere
h
�1,� 1

�(�1)

⌘
e
⇣

1
�(1) ,1

i
. Podemos afirmar que �1 e 1 são especi-

ais em relação a qualquer calibre definido em R̄ = R [ {�1,1}, a reta estendida.

De fato, sejam � um calibre definido em [�1,1] e D = {(⌧
i

, [t
i�1, ti]) | i = 1, ..., n}

uma partição marcada �-fina. Seja [t
n�1,1] o último intervalo de D. Assim, ⌧

n

2
[t
n�1,1] ⇢

⇣
1

�(1) ,1
i
, pois D é �-fina. Se ⌧

n

6= 1 então ⌧
n

+ �(⌧
n

) < 1, o que con-

tradiz a sentença anterior. Portanto ⌧
n

= 1, ou seja, � é 1-especial. Analogamente,

demonstra-se que � é (�1)-especial.

Vamos, agora, apresentar algumas propriedades da integral de Kurzweil. Come-

çaremos exibindo resultados que mostram que esta integral possui as propriedades de

linearidade, aditividade com respeito a intervalos adjacentes e integrabilidade em su-

bintervalos. Suas demonstrações podem ser encontradas em [21], nos Teoremas 1.9,

1.10, 1.11 e 1.14, respectivamente. Cabe observar que, apesar de em [21] os resultados

estarem enunciados para o caso em que X possui dimensão finita, as demonstrações

seguem de modo análogo para o caso em que X possui dimensão infinita.
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Teorema 2.9. Sejam U, V 2 K([a, b], X) e c1, c1 2 R. Então c1U + c2V 2 K([a, b], X)

e teremos
Z

b

a

D[c1U(⌧, t) + c2V (⌧, t)] = c1

Z
b

a

DU(⌧, t) + c2

Z
b

a

DV (⌧, t).

Teorema 2.10. Se c 2 (a, b) e U : [a, b] ⇥ [a, b] ! X for tal que U 2 K([a, c], X) e

U 2 K([c, b], X), então U 2 K([a, b], X) e valerá a igualdade

Z
b

a

DU(⌧, t) =

Z
c

a

DU(⌧, t) +

Z
b

c

DU(⌧, t).

O próximo resultado é conhecido como Teorema de Hake para a integral de Kurzweil.

Teorema 2.11. Seja U : [a, b] ⇥ [a, b] ! X uma função tal que U 2 K([a, c], X) para

todo c 2 [a, b) e suponha que o limite

lim
c!b

�

Z
c

a

DU(⌧, t)� U(b, c) + U(b, b)

�
= I

exista. Então U 2 K([a, b], X) e valerá a igualdade

Z
b

a

DU(⌧, t) = I.

Observação 2.12. Vale um resultado análogo ao teorema acima para o caso em que

U 2 K([c, b], X) para todo c 2 (a, b]. Assim, fica claro que as integrais de Kurzweil

“impróprias” também são integrais de Kurzweil, ou seja, a integral de Kurzweil é in-

variante por extensões de Cauchy.

Observação 2.13. Como caso particular da integral de Kurzweil, a integral de Perron-

Stieltjes é linear, aditiva em intervalos subjacentes e contém suas “integrais impró-

prias”.

As provas dos próximos resultados para o caso em que X é um espaço de Banach

de dimensão finita podem ser encontradas em [21] no Lema 1.13 e no Teorema 1.16 res-

pectivamente. As provas correspondentes para X com dimensão infinita são análogas.

Lema 2.14 (Saks-Henstock). Seja U : [a, b] ⇥ [a, b] ! X uma função tal que U 2
K([a, b], X). Dado ✏ > 0, suponha que exista um calibre � de [a, b] tal que

������

|D|X

i=1

[U(⌧
i

, t
i

)� U(⌧
i

, t
i�1)]�

Z
b

a

DU(⌧, t)

������
< ✏
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para toda partição marcada ��fina D = {t0, ⌧1, t1 . . . , t|D|�1, ⌧|D|, t|D|} de [a, b]. Se

a  �1  ⇠1  �1  �2  ⇠2  �2  . . .  �
m

 ⇠
m

 �
m

 b

for tal que [�
i

, �
i

] ⇢ (⇠
i

� �(⇠
i

), ⇠
i

+ �(⇠
i

)), para i = 1, 2, . . . ,m, então
�����

mX

i=1

⇢
[U(⇠

i

, �
i

)� U(⇠
i

, �
i

)]�
Z

�i

�i

DU(⌧, t)

������ < ✏.

Teorema 2.15. Sejam U : [a, b] ⇥ [a, b] ! Xuma função tal que U 2 K([a, b], X) e

c 2 [a, b]. Então

lim
s!c

Z
s

a

DU(⌧, t)� U(c, s) + U(c, c)

�
=

Z
c

a

DU(⌧, t)

e

lim
s!c

Z
b

s

DU(⌧, t) + U(c, s)� U(c, c)

�
=

Z
b

c

DU(⌧, t).

Observação 2.16. O Teorema 2.15 nos mostra que a função

s 2 [a, b] 7!
Z

s

a

DU(⌧, t),

isto é, a integral indefinida de U não é necessáriamente cont́ınua. A integral indefinida

será cont́ınua em c 2 [a, b] se, e somente se, a função U(c, ·) : [a, b] ! X for cont́ınua

em c. Em particular, a integral indefinida de Perron-Stieltjes não é necessariamente

cont́ınua.

Recordamos que uma função f : [a, b] ! X é dita regrada, se os limites laterais

lim
s!t

�
f(s) = f(t�) 2 X, para t 2 (a, b] e lim

s!t

+
f(s) = f(t+) 2 X, para t 2 [a, b)

existirem. Neste caso, escreveremos f 2 G([a, b], X). Além disso, diremos que f é de

variação limitada no intervalo [a, b], se

varb
a

f = sup
d2D[a,b]

|D|X

i=1

kf(t
i

)� f(t
i�1)kX < 1,

em que D[a, b] denota o conjunto de todas as partições de [a, b], |D| é o número de

subintervalos da forma [t
i�1, ti] de uma partição d de [a, b]. Representaremos o espaço

de todas funções f : [a, b] ! X de variação limitada por BV ([a, b], X). É sabido que

BV([a, b], X) munido com a norma da variação,

kfk
BV

= kf(a)k+ varb
a

f,

é um espaço de Banach.
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Observação 2.17. São bem conhecidos os seguintes resultados sobre funções regradas:

(i) G([a, b], X) munido com a norma usual do supremo, k · k1, definida por kfk1 =

sup
t2[a,b]

kf(t)k
X

, é um espaço de Banach;

(ii) G([a, b], X) � BV ([a, b], X) e G([a, b], X) � C([a, b], X) em que C([a, b]) denota

o espaço das funções de [a, b] em X que são cont́ınuas;

(iii) Se f 2 G([a, b], X), então para todo " > 0, os conjuntos

{t 2 [a, b) : kf(t+)� f(t)k � "} e {t 2 (a, b] : kf(t)� f(t�)k � "}

são finitos.

As provas das afirmações acima podem ser encontradas em [13].

O resultado a seguir apresenta condições que garantem a existência da integral

de Perron-Stieltjes em espaços de Banach. Para uma demonstração, o leitor pode

consultar [20], Proposição 15.

Teorema 2.18. Se g : [a, b] ! X for uma função regrada e F : [a, b] ! L(X)

for uma função de variação limitada em [a, b], então a integral de Perron-StieltjesZ
b

a

d[F (s)]g(s) existirá.

Apresentaremos, agora, uma versão do Teorema de Integração por Partes para

funções Perron-Stieltjes integráveis e uma versão do Teorema Fundamental do Cálculo

para funções Perron integráveis. Suas demonstrações podem ser encontradas em [9],

Teorema 6 e Corolário 5 respectivamente.

Teorema 2.19 (Teorema de Integração por Partes). Se f 2 BV ([a, b],L(X, Y )) e

g : [a, b] ! X for Perron integrável, então f · g : [a, b] ! Y será Perron integrável e as

igualdades Z
b

a

f(t)g(t)dt =

Z
b

a

f(t)deg(t) (2.1)

Z
b

a

f(t)deg(t) = ef(b)g(b)� ef(a)g(a)�
Z

b

a

df(t)eg(t) (2.2)

serão válidas, em que

eg(t) =
Z

t

a

g(s)ds e ef(t) =
Z

t

a

f(s)ds.
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Teorema 2.20 (Teorema Fundamental do Cálculo). Se F : [a, b] ! X for cont́ınua e

existir sua derivada, F 0(t) = f(t), para todo t 2 [a, b], então f : [a, b] ! X será Perron

integrável e teremos

Z
t

a

f(s)ds = F (t)� F (a), t 2 [a, b].





Caṕıtulo

3
Equações diferenciais ordinárias

generalizadas

Neste caṕıtulo, vamos apresentar a teoria fundamental das equações diferenciais

ordinárias generalizadas (escrevemos EDOs generalizadas). Em seguida, vamos nos

restringir às EDOs generalizadas lineares e exibiremos algumas propriedades de suas

soluções. As principais referências para este caṕıtulo são [3], [11], [16] e [21].

3.1 Soluções de EDOs generalizadas

Sejam X um espaço de Banach e ⌦ ⇢ X⇥R um conjunto aberto. Suponhamos que

F : ⌦ ! X seja uma função F (x, t) definida para (x, t) 2 ⌦, em que x 2 X e t 2 R.

Definição 3.1 ([21], Definição 3.1). Uma função x : [↵, �] ! X será uma solução da

equação diferencial ordinária generalizada

dx

d⌧
= DF (x, t), (3.1)

no intervalo [↵, �] ⇢ R, se (x(t), t) 2 ⌦ para todo t 2 [↵, �] e se

x(s2)� x(s1) =

Z
s2

s1

DF (x(⌧), t)

estiver satisfeita para quaisquer s1, s2 2 [↵, �], em que a integral do lado direito da

equação acima é no sentido da integral de Kurzweil (veja a Definição 2.2).
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Observação 3.2. Pelo Lema 6.1 em [21] e pelo Lema 2.11 em [3], se x : [a, b] ! X

for solução do PVI (3.3), então x 2 BV ([a, b], X).

Observemos que o śımbolo
dx

d⌧
não significa que a solução de (3.1) tenha derivada,

como mostra o exemplo a seguir, extráıdo de [21], Caṕıtulo 3, página 100.

Exemplo 3.3. Seja r : [0, 1] ! R uma função cont́ınua que não possui derivada em

qualquer ponto do intervalo [0, 1]. Defina F : R ⇥ [0, 1] ! R por F (x(⌧), t) = r(t).

Neste caso, temos
Z

s2

s1

DF (x(⌧), t) =

Z
s2

s1

Dr(t) = r(s2)� r(s1),

pela definição de integral, o que significa que a função x : [0, 1] ! R, dada por x(s) =

r(s) para s 2 [0, 1], é uma solução da equação

dx

d⌧
= DF (x, t) = Dr(t),

porém x não possui derivada em qualquer ponto do intervalo [0, 1].

A Definição 3.1 não fornece informações sobre propriedades de uma solução x :

[↵, �] ! X da EDO generalizada (3.1). A seguir, apresentaremos uma classe de funções

F : ⌦ ! X para a qual é posśıvel obter informações mais espećıficas sobre as soluções

de (3.1). No que segue, consideraremos ⌦ = O⇥[a, b], em queO ⇢ X é um subconjunto

aberto e a, b 2 R com a < b.

Definição 3.4. Diremos que uma função F : ⌦ ! X pertence à classe F(⌦, h), se

existir uma função não decrescente h : [a, b] ! R satisfazendo as condições:

(i) kF (x, t2)� F (x, t1)kX  |h(t2)� h(t1)|, para quaisquer (x, t2), (x, t1) 2 ⌦;

(ii) kF (x, t2)�F (x, t1)�F (y, t2)+F (y, t1)kX  kx�yk
X

|h(t2)�h(t1)|, para quaisquer

(x, t2), (x, t1), (y, t2), (y, t1) 2 ⌦.

A classe F(⌦, h) definida acima permite obtermos várias propriedades qualitativas

das soluções de uma EDO generalizada. No resultado seguinte, exibimos condições

suficientes para que a EDO generalizada (3.1) admita uma única solução local.

Teorema 3.5 ([21], Teorema 2.15). Suponha que F : ⌦ ! X pertença à classe F(⌦, h),

em que h é uma função não decrescente e cont́ınua à esquerda. Assuma que, para cada

(ex, t0) 2 ⌦, tem-se (ex+, t0) 2 ⌦, em que x̃+ = ex + F (ex, t+0 ) � F (ex, t0). Então existem

� > 0 e uma única solução x : [t0, t0+�] ! X da EDO generalizada (3.1) no intervalo

[t0, t0 +�] satisfazendo x(t0) = ex.
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É importante mencionar que a continuidade à esquerda da função h no Teorema 3.5

garante que as soluções da EDO generalizada (3.1) sejam cont́ınuas à esquerda (veja a

Observação 2.16).

Agora, apresentaremos um resultado que trata da existência e da unicidade de uma

solução maximal para a EDO generalizada (3.1). Antes de enunciarmos tal resultado,

vamos relembrar alguns conceitos preliminares.

Definição 3.6.

• Uma solução x : [t0, t0+�] ! X, � > 0 de (3.1) será dita localmente única no

futuro, se para qualquer solução y : [t0, t0+�] ! X, � > 0 de (3.1) com y(t0) =

x(t0), existir ⌘ > 0 tal que x(t) = y(t) para t 2 [t0, t0+�]\ [t0, t0+�]\ [t0, t0+⌘].

• Um ponto (ex, t0) 2 ⌦ será dito ponto de existência local no futuro para a

equação (3.1), se toda solução x de (3.1), com x(t0) = ex, for localmente única

no futuro. Diremos que a equação (3.1) terá a propriedade de existência

local no futuro, se todo ponto (ex, t0) 2 ⌦ for um ponto de existência local no

futuro para a equação (3.1).

• Seja x : [t0, t0 + �] ! X, � > 0 uma solução da EDO generalizada (3.1)

com x(t0) = ex. Uma solução y : [t0, t0 + �] ! X, � > 0 de (3.1) será dita

prolongamento de x, se [t0, t0+�] ⇢ [t0, t0+�] e x(t) = y(t) para t 2 [t0, t0+�].

• Se (ex, t0) 2 ⌦, então uma solução x de (3.1), com x(t0) = ex, definida para todo

t � t0 será maximal, se existir um valor b(ex, t0) > t0 tal que x existe sobre

[t0, b(ex, t0)) e não pode ser prolongada para um intervalo maior do que [t0, �] em

que � � b(ex, t0). Equivalentemente, não existe um prolongamento da solução

x : [t0, b(ex, t0)) ! X de (3.1).

Proposição 3.7 ([21], Proposição 4.13). Suponha que F : ⌦ ! X pertença à classe

F(⌦, h). Se a equação (3.1) tiver a propriedade de existência local no futuro, então

existirá um intervalo J com extremo esquerdo t0 e uma função x : J ! X tal que

t0 2 J , x(t0) = ex e x : J ! X é uma solução maximal de (3.1). O intervalo J e

a função x serão unicamente definidos pela condição inicial ex e pela propriedade da

solução maximal.

No resultado seguinte, exibimos condições suficientes para que a EDO generalizada

(3.1) admita uma única solução maximal.
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Corolário 3.8 ([1], Corolário 4.13). Suponha que F : ⌦ ! X pertença à classe F(⌦, h),

em que h é uma função não decrescente e cont́ınua à esquerda. Então para todo (ex, t0) 2
⌦, existirá uma única solução maximal definida em [t0,+1) de (3.1) satisfazendo

x(t0) = ex.

3.2 EDOs generalizadas lineares

Nesta seção, vamos considerar EDOs generalizadas para o caso particular em que

a função F : X ⇥ J ! X é dada pela lei F (x, t) = A(t)x, em que A : J ! L(X) é um

operador localmente de variação limitada em J e J ⇢ R é um intervalo (limitado ou

ilimitado). Neste caso, a equação

dx

d⌧
= D[A(t)x] (3.2)

é conhecida como EDO generalizada linear.

De acordo com a Definição 3.1, uma solução de (3.2) no intervalo [a, b] ⇢ J é uma

função x : [a, b] ! X que satisfaz a igualdade

x(s2) = x(s1) +

Z
s2

s1

D[A(t)x(⌧)],

para quaisquer s1, s2 2 [a, b].

Note que a integral de Kurzweil da expressão acima é aproximada por somas da

forma X

j

[A(t
j

)� A(t
j�1)]x(⌧j).

Assim, podemos denotar a integral

Z
b

a

D[A(t)x(⌧)] pela forma convencional

Z
b

a

d[A(s)]x(s)]

para a integral de Perron-Stieltjes como já mencionamos no Exemplo 2.7. Portanto x

será solução de (3.2) no intervalo [a, b], se tivermos

x(s2) = x(s1) +

Z
s2

s1

d[A(s)]x(s),

para quaisquer s1, s2 2 [a, b].

No caso de um problema de valor inicial (PVI), dados t0 2 [a, b] e ex 2 X, diremos

que uma função x : [a, b] ! X será uma solução do PVI
8
<

:

dx

d⌧
= D[A(t)x],

x(t0) = ex,
(3.3)
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no intervalo [a, b] ⇢ J , se

x(t) = ex+

Z
t

t0

d[A(s)]x(s),

para qualquer t 2 [a, b].

Para obtermos propriedades de existência e unicidade de solução global para o PVI

(3.3), vamos assumir que o operador A : J ! L(X) satisfaça as seguintes condições:

(H1) A 2 BV ([a, b],L(X)) para todo subintervalo compacto [a, b] ⇢ J ;

(H2) Para todo t 2 J , valem

(I � [A(t)� A(t�)])�1 = [I ���A(t)]�1 2 L(X)

e

(I + [A(t+)� A(t)])�1 = [I +�+A(t)]�1 2 L(X),

em que I denota o operador identidade em L(X).

Observação 3.9. Como A 2 BV ([a, b],L(X)) ⇢ G([a, b],L(X)), os limites laterais

A(t+) = lim
r!t

+
A(r) 2 L(X), t 2 [a, b)

e

A(t�) = lim
r!t

�
A(r) 2 L(X), t 2 (a, b],

existem. Dado " > 0, segue da Observação 2.17, item (iii), que os conjuntos

{t 2 [a, b) : kA(t+)� A(t)k � "} e {t 2 (a, b] : kA(t)� A(t�)k � "}
são finitos. Desta forma, tomando " = 1, existe um conjunto finito {t1, . . . , tm} ⇢
[a, b] tal que kA(t+) � A(t)k < 1 para todo t 2 [a, b), com t 6= t

i

, i = 1, . . . ,m, e

kA(t)� A(t�)k < 1 para todo t 2 (a, b], com t 6= t
i

, i = 1, . . . ,m. Então

I +�+A(t) 2 L(X) t 2 [a, b), t 6= t
i

, i = 1, . . . ,m

e

I ���A(t) 2 L(X) t 2 (a, b], t 6= t
i

, i = 1, . . . ,m.

Assim, se A : [a, b] ! L(X) for um operador linear de variação limitada em [a, b], a

condição (H2) será válida, exceto por uma quantidade finita de pontos em [a, b]. Seja

B = {t1, . . . tm} e considere eA(t) = A(t)�
B

(t) em que �
B

: [a, b] ! X é definida por

�
B

(t) =

⇢
1 se x 2 B
0 se x /2 B.

Então eA 2 BV ([a, b],L(X)) e a hipótese (H2) será válida para todo t 2 [a, b].
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O próximo resultado trata da existência global e unicidade de solução para o PVI

(3.3). Esse resultado é consequência das Proposições 6.3 e 6.4 em [21].

Teorema 3.10. Assuma que o operador A : J ! L(X) satisfaça as condições (H1) e

(H2). Então o PVI (3.3) possui uma única solução definida no intervalo [a, b] ⇢ J .

O teorema a seguir trata da existência de um operador que será bastante utilizado

no decorrer desse trabalho e será chamado de operador fundamental da EDO ge-

neralizada linear (3.2). A demonstração desse resultado pode ser encontrada em [21],

Teorema 6.13, para o caso em que X possui dimensão finita, e em [3], Teorema 2.15,

para o caso em que X possui dimensão infinita.

Teorema 3.11. Suponha que o operador A : J ! L(X) satisfaça as condições (H1) e

(H2). Então existe um único operador U : J ⇥ J ! L(X) tal que

U(s, t) = I +

Z
t

s

d[A(r)]U(r, s) (3.4)

para quaisquer t, s 2 J . Além disso, para cada s 2 J fixado, U(·, s) será um opera-

dor de variação limitada. Este operador é chamado operador fundamental da EDO

generalizada
dx

d⌧
= D[A(t)x].

O próximo resultado relaciona soluções de EDOs generalizadas lineares com o seu

operador fundamental correspondente. Uma demonstração para tal resultado pode ser

encontrada em [21], Teorema 6.14, para o caso em que X possui dimensão finita, e

em [3], Teorema 2.15, para o caso em que X possui dimensão infinita.

Teorema 3.12. Suponha que o operador A : J ! L(X) satisfaça as condições (H1) e

(H2). Então para todo s 2 [a, b] ⇢ J , a única solução x : [a, b] ! Xem [a, b] ⇢ J do

PVI ( dx

d⌧
= D[A(t)x],

x(s) = ex,
será dada pela relação

x(t) = U(t, s)x̃, t 2 [a, b], (3.5)

em que U : J ⇥ J ! L(X) é dado por (3.4).

O teorema a seguir mostra algumas propriedades interessantes do operador funda-

mental U dado por (3.4). Uma demostração para este teorema pode ser encontrada

em [21], Teorema 6.15, para o caso em que X possui dimensão finita, e em [3], Teorema

2.15, para o caso em que X possui dimensão infinita.
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Teorema 3.13. Suponha que A : J ! L(X) satisfaça as condições (H1) e (H2). Então

U : J ⇥ J ! L(X), que é unicamente determinado por (3.4), satisfaz as seguintes

propriedades:

(a) U(t, t) = I, para t 2 J ;

(b) Para todo intervalo compacto [a, b] ⇢ J, existe uma constante M � 0 tal que

kU(t, s)k  M, para quaisquer t, s 2 [a, b],
varb

a

U(t, ·)  M, para qualquer t 2 [a, b],
varb

a

U(·, s)  M, para qualquer s 2 [a, b];

(c) Para r, s, t 2 J, vale

U(t, s) = U(t, r)U(r, s),

(d) U(t, s) 2 L(X) é invert́ıvel para quaisquer t, s 2 J ;

(e) Para t, s 2 J, temos

U(t+, s) = [I +�+A(t)]U(t, s),
U(t�, s) = [I ���A(t)]U(t, s),
U(t, s+) = U(t, s)[I +�+A(t)]�1,
U(t, s�) = U(t, s)[I ���A(t)]�1,

sempre que os limitem envolvidos fizerem sentido;

(f) Para t, s 2 J, vale

[U(t, s)]�1 = U(s, t).

Observação 3.14. Consideremos uma equação diferencial ordinária da forma

ẋ = f(x, t) (3.6)

em que ẋ =
dx

dt
, B ⇢ Rn é um conjunto aberto e f : B ⇥ [a, b] ! Rn é uma função.

Sabemos que uma solução de (3.6), com condição inicial x(t0) = x0, poderá ser escrita

na forma

x(t) = x(t0) +

Z
t

t0

f(x(⌧), ⌧)d⌧, t, t0 2 [a, b], t � t0, (3.7)

se a integral existir em algum sentido. Se a integral em (3.7) for considerada no sentido

de Riemann, Lebesgue ou Perron, por exemplo, poderemos aproximá-la por uma soma

da forma
mX

i=1

f(x(⌧
i

), ⌧
i

)(s
i

� s
i�1),
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em que t0 = s1  s2  s
m

= t é uma partição suficientemente fina do intervalo [t0, t] e

⌧
i

2 [s
i�1, si], para cada i = 1, 2, . . . ,m. Defina

F (x, s) =

Z
s

s0

f(x, �)d�, (x, s) 2 B ⇥ R.

Então, pelo Lema de Saks-Henstock (Lema 2.14), a integral em (3.7) pode ser aproxi-

mada por
mX

i=1

Z
si

si�1

f(x(⌧
i

), �)d� =
mX

i=1

[F (x(⌧
i

), s
i

)� F (x(⌧
i

), s
i�1)]. (3.8)

Neste caso, o lado direito da igualdade (3.8) aproxima a integral de Kurzweil (Definição

2.2) a qual, quando considerada em (3.7), dá origem a uma EDO generalizada da forma

dx

d⌧
= DF (x, t) (3.9)

como na Definição 3.1. Logo, se y : [a, b] ! Rn for uma solução para a EDO generali-

zada (3.9), com condição inicial y(t0) = x0, teremos

x(t)� x0
(3.7)
=

Z
t

t0

f(x(⌧), ⌧)d⌧
(3.8)
=

Z
t

t0

DF (x(⌧), t) = y(t)� x0.

Portanto a solução da EDO (3.6) pode ser identificada como uma solução da EDO

generalizada (3.9).

Observação 3.15. Consideremos

ẋ = F (t)x, (3.10)

em que F : J ⇢ R ! L(Rn) é localmente Lebesgue ou Perron integrável em J . Dado

a 2 J , defina

A(t) =

Z
t

a

F (s)ds, t 2 J. (3.11)

Como consequência do Lema de Saks-Henstock (Lema 2.14), a função A, dada em

(3.11), é cont́ınua. Então

I +�+A(t) = I e I ���A(t) = I para todo t 2 J.

Portanto A satisfaz (H2). Agora, consideremos a EDO generalizada

dx

d⌧
= D[A(t)x], (3.12)
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e seu operador fundamental U : J ⇥ J ! L(X) dado por (3.4). Se s, t, ⌧ 2 J , então

U(t, s) = U(⌧, s) +

Z
t

⌧

d[A(r)]U(r, s)

= U(⌧, s) +

Z
t

⌧

F (r)U(r, s)dr,

(3.13)

ou seja,

U(t, s) = �(t, ⌧)U(⌧, s), (3.14)

em que � : J ⇥ J ! L(Rn) é a matriz fundamental da EDO linear (3.10) e a segunda

igualdade da equação (3.13) segue do Teorema 2.20, já que U é regrada (Teorema

3.11) e A é cont́ınua e, portanto, regrada. Além disso, multiplicando (3.14) por U(s, t)

e usando as propriedades do operador fundamental U, dadas no Teorema 3.13, obtemos

U(t, ⌧) = �(t, ⌧), para quaisquer t, ⌧ 2 J.

Assim, a matrix fundamental de uma EDO linear do tipo (3.10) pode ser relacionada

com o operador fundamental de uma EDO generalizada como em (3.12) pela igualdade

(3.14).

3.3 EDOs generalizadas lineares perturbadas

Dados A : J ! L(X), um operador localmente de variação limitada em J , e

g : J ! X uma função Perron integrável, consideremos F : X ⇥ J ! L(X) definida

por F (x, t) = A(t)x+ g(t). Dizemos que uma EDO generalizada do tipo

dx

d⌧
= D[A(t)x+ g(t)]

é uma EDO generalizada linear perturbada.

Dados t0 2 [a, b] ⇢ J e ex 2 X, diremos que a função x : [a, b] ! X é uma solução

do PVI 8
<

:

dx

d⌧
= D[A(t)x+ g(t)],

x(t0) = ex,
(3.15)

no intervalo [a, b] ⇢ J , se tivermos

x(t) = ex+

Z
t

t0

D[A(s)x(⌧) + g(s)] = ex+

Z
t

t0

(D[A(s)x(⌧)] +D[g(s)]),

para todo t 2 [a, b].
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Como já foi observado antes, podemos escrever
Z

t

t0

D[A(s)x(⌧)] =

Z
t

t0

d[A(s)]x(s) e

Z
t

t0

D[g(s)] = g(t)� g(t0).

Portanto x : [a, b] ! X será solução do PVI (3.15) em [a, b] se, e somente se, tivermos

x(t) = ex+

Z
t

t0

d[A(s)]x(s) + g(t)� g(t0), t 2 [a, b]. (3.16)

O próximo resultado é conhecido como Fórmula da Variação das Constantes para

EDOs generalizadas lineares e sua prova pode ser encontrada em [3], Teorema 2.22.

Teorema 3.16 (Fórmula da Variação das Constantes). Suponha que A : J ! L(X)

satisfaça as condições (H1) e (H2) e G : X ⇥ J seja uma função tal que, para cada

x 2 G([a, b], X), a integral de Kurzweil

Z
b

a

DG(x(⌧), t) exista, para todo [a, b] ⇢ J . Se

t0 2 [a, b] e x 2 G([a, b], X) for uma solução do PVI
8
<

:

dx

d⌧
= D[A(t)x+G(x, t)],

x(t0) = ex,

então x poderá ser escrita como

x(t) = U(t, t0)x̃+

Z
t

t0

DG(x(⌧), s)�
Z

t

t0

d
�

[U(t, �)]

✓Z
�

t0

DG(x(⌧)s)

◆
, t 2 [a, b],

em que U : J ⇥ J ! L(X) é o operador fundamental dado por (3.4).

Note que, no caso particular em que G(x(⌧), t) = g(t), com g : J ! X uma função,

temos Z
t

t0

D[G(x(⌧), s)] =

Z
t

t0

D[g(s)] = g(t)� g(t0)

para quaisquer t, t0 2 [a, b] ⇢ J e x 2 G([a, b], X). Dessa forma, o resultado a seguir é

consequência imediata dos Teoremas 3.16 e 2.18.

Corolário 3.17. Sejam A satisfazendo as condições (H1) e (H2) e g : J ! X uma

função Perron integrável. Então a única solução x : [a, b] ! X de
8
<

:

dx

d⌧
= D[A(t)x+ g(t)],

x(t0) = ex,

em [a, b] ⇢ J , será dada por

x(t) = U(t, t0)ex+ (g(t)� g(t0))�
Z

t

t0

d
�

[U(t, �](g(�)� g(t0)), t 2 [a, b]. (3.17)
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Observação 3.18. Seja  (t) = g(t) � g(t0), com g : J ⇢ R ! X uma função

Perron integrável e t0 2 J . Pelo Teorema de Integração por Partes para a integral de

Perron-Stieltjes (Teorema 2.19), temos

Z
t

t0

d
�

[U(t, �)]( (�))
(2.2)
= U(t, t)( (t))�

Z
t

t0

U(t, �)d e (t)

(2.1)
= U(t, t)( (t))�

Z
t

t0

U(t, �) (�)d�

= g(t)� g(t0)�
Z

t

t0

U(t, �)(g(�)� g(t0))d�.

Então, usando as igualdades acima, podemos reescrever (3.17) como

x(t) = U(t, t0)ex+

Z
t

t0

U(t, �)(g(�)� g(t0))d�, t 2 [a, b].

No próximo caṕıtulo, utilizaremos os resultados e propriedades vistos ao longo deste

caṕıtulo para estudar a teoria de controlabilidade e de observabilidade para EDOs

generalizadas.





Caṕıtulo

4
Controlabilidade e observabilidade

para EDOs generalizadas

A teoria de controlabilidade e observabilidade para EDOs generalizadas é inexistente

até o presente. Dedicamos este caṕıtulo à investigação dessa nova teoria, a fim de propor

condições mais gerais para as funções A(·), B(·) e C(·) do sistema

ẋ = A(t)x+B(t)u
y(t) = C(t)x,

(4.1)

descrito na Seção 1.3.

O caṕıtulo está dividido em duas seções. Na Seção 4.1, iremos introduzir a defini-

ção de controlabilidade e de observabilidade para EDOs generalizadas e estenderemos

alguns resultados existentes na teoria de controlabilidade e de observabilidade para

EDOs clássicas para o caso de EDOs generalizadas. Na Seção 4.2, daremos uma apli-

cação sobre o número de hemácias no sangue, modelada por uma equação diferencial

funcional com retardo.

Os resultados descritos neste caṕıtulo são inéditos e estão contidos no artigo [22].

Várias das técnicas utilizadas nas provas desses resultados podem ser encontradas

em [5].
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4.1 Controlabilidade e observabilidade

Sejam U, S, X e Y espaços de Banach, em que U é o espaço de controle, S é

espaço de estado inicial, X é o espaço de evolução ou espaço de estado e Y é

o espaço de observação. Definimos

• A : [0,1) ! L(X) um operador satisfazendo:

(H1) A 2 BV ([a, b],L(X)) para todo subintervalo compacto [a, b] ⇢ [0,+1);

(H2) Para todo t 2 [0,+1), temos

(I � [A(t)� A(t�)])�1 = [I ���A(t)]�1 2 L(X)

e

(I + [A(t+)� A(t)])�1 = [I +�+A(t)]�1 2 L(X),

em que I denota o operador identidade em L(X);

• B : [0,+1) ! L(U,X) e u : [0,+1) ! U são operadores tais que B(·)u(·) é

localmente Perron integrável sobre [0,+1);

• Para cada t 2 (0,+1), a função C(t) : BV([0, t], X) ! BV([0, t], Y ) é regrada

em relação à t.

Denotaremos por U o conjunto de todas as funções de controle u : [0,+1) ! X tais

que B(·)u(·) é localmente Perron integrável em [0,+1).

Nas condições acima, consideremos o sistema de EDOs generalizadas

dx

d⌧
= D[A(t)x+B(t)u(t)]

y(t) = C(t)x.
(4.2)

Pela Observação 3.18, uma função x : [a, b] ! X será solução da EDO generalizada

(4.2) em [a, b] ⇢ [0,+1), se tivermos

x(t) = U(t, t0)d+

Z
t

t0

U(t, ⌧)(B(⌧)u(⌧)� B(t0)u(t0))d⌧, (4.3)

para t, t0 2 [a, b], em que U(t, s) é dada por (3.4) e x(t0) = d 2 S. Denotaremos

a solução x de (4.2), com condição inicial x(t0) = d, por x(t) = x(t, d, u) e y(t) =

y(t, d, u) = C(t)x(t, d, u).

Na sequência, assumiremos que todas as soluções da EDO generalizada linear (4.2)

estão definidas para todo t 2 [0,+1).
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Definição 4.1. A função de evolução da EDO generalizada (4.2) no tempo t 2
[0,1) é dada por

(d, u) 7! x(t, d, u) = F (t)d+G(t)(u)

definida em S ⇥ U a valores em X, satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) Para todo d 2 S, a função t 2 [0,+1) 7! F (t)d 2 X é dada por

F (t)d = U(t, t0)d,

em que U(t, t0) é definido em (3.4);

(ii) Para todo t 2 [0,1), a função u 2 U 7! G(t)u 2 X é dada por

G(t)u =

Z
t

t0

U(t, ⌧)(B(⌧)u(⌧)� B(t0)u(t0))d⌧,

em que U(t, ⌧) é definido em (3.4).

A seguir, vamos apresentar os conceitos de controlabilidade e observabilidade para

o sistema (4.2). Relembramos o leitor que os conceitos de controlabilidade e obser-

vabilidade para EDOs clássicas estão presentes nas Definições 1.15 e 1.16 da Seção

1.3.

Definição 4.2. Seja T 2 R fixado com 0 < T < 1.

(i) O estado inicial d 2 S será controlável no tempo T para o ponto ex 2 X, se

existir uma sequência de funções de controle {u
n

} em U tal que x(T, d, u
n

) ! ex;
d será estritamente controlável no tempo T para ex, se existir uma função

de controle u 2 U tal que x(T, d, u) = ex. O sistema (4.2) será dito controlável

(estritamente controlável) no tempo T , se todos os pontos de S forem

controláveis (estritamente controláveis) no tempo T para todos os pontos de X.

(ii) Dado u 2 U , um estado inicial d 2 S será observável no tempo T , se d

for unicamente determinado a partir de u e da observação y(T, d, u). O sistema

(4.2) será dito observável no tempo T , se todos os estados iniciais em S forem

observáveis no tempo T .

Note que, quandoX é um espaço de dimensão finita, os conceitos de controlabilidade

e controlabilidade estrita coincidem, já que todo subespaço de um espaço de Banach

de dimensão finita é fechado.
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Agora, vamos investigar condições sob as quais o sistema (4.2) será controlável e

observável. Defina

F (T ) : S ! BV([0, T ];X)
d 7! F (T )d : [0, T ] ! X

t 7! (F (T )d)(t) = F (t)d.

O teorema a seguir descreve condições necessárias e suficientes para que o sistema

(4.2) seja controlável, estritamente controlável e observável.

Teorema 4.3. Seja T 2 R fixado com 0 < T < 1. Considere a função F apresentada

acima e a função G apresentada na Definição 4.1. Então as seguintes afirmações são

válidas:

(i) O sistema (4.2) será controlável no tempo T se, e somente se, a imagem de G(T )

for densa em X.

(ii) O sistema (4.2) será estritamente controlável no tempo T se, e somente se, a

função G(T ) for sobrejetora.

(iii) O sistema (4.2) será observável no tempo T se, e somente se, a função composta

C(T )F (T ) for injetora.

Demonstração. Vamos provar o item (i). Dado ex 2 X qualquer, seja d = 0. Como

(4.2) é controlável no tempo T , existe um sequência {u
n

} em U tal que x(T, 0, u
n

) ! ex,
isto é, G(T )u

n

! ex, quando n ! 1. Assim, a imagem de G(T ) é densa em X.

Reciprocamente, para d 2 S arbitrário e ex 2 X, como a imagem de G(T ) é densa emX,

existe uma sequência {u
n

} em U tal que G(T )u
n

! ex�F (T )d, isto é, x(T, d, u
n

) ! ex,
quando n ! 1.

Para provar o item (ii), consideremos ex 2 X dado e d = 0. Como (4.2) é estrita-

mente controlável, existe u 2 U tal que x(T, 0, u) = ex, isto é, G(T )u = ex. Assim G(T )

é sobrejetora. Reciprocamente, dados d 2 S e ex 2 X, seja z = ex�F (T )d. Como G(T )

é sobrejetora, existe u 2 U tal que G(T )u = z = ex� F (T )d. Então x(T, d, u) = ex.
Finalmente, para a prova de (iii), consideremos d0, d 2 S tais que d0 6= d. Como (4.2)

é observável no tempo T , por definição, y(T, d0, 0) 6= y(T, d, 0), isto é, C(T )(F (T )d) 6=
C(T )(F (T )d0). Assim C(T )F (T ) é injetora. Reciprocamente, dado d 2 S arbitrário,

suponhamos que o sistema (4.2) não seja observável. Então existirá d0 6= d 2 S tal que

y(T, d0, 0) = y(T, d, 0), para u = 0. Logo C(T )(F (T )(d0 � d)) = 0, o que contradiz a

hipótese inicial.
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Prosseguimos para mostrar que quando consideramos o seguinte sistema de EDOs

ḃx = bA(t)bx+ bB(t)bu(t)
by(t) = bC(t)bx,

(4.4)

com bA(·), bB(·)u(·) e bC(·) sendo localmente Perron integráveis sobre [0,+1), X =

Rn = S, Y = Rr, U = Rp, u(t) = bu(t),

A(t) =

Z
t

t0

bA(s)ds, B(t)u(t) =

Z
t

t0

bB(s)u(s)ds, C(t) =

Z
t

t0

bC(s)ds

e o seguinte sistema de EDOs generalizadas

dx

d⌧
= D[A(t)x+B(t)u(t)],

y(t) = C(t)x(t).
(4.5)

nós teremos uma generalização dos resultados clássicos para o sistema (4.4).

O próximo resultado relaciona as condições para o sistema (4.5) ser controlável

(Teorema 4.3, item (ii)) com as condições para o sistema (4.4) ser controlável (Teorema

1.18, Seção 1.3).

Teorema 4.4. A função G(T ) da Definição 4.1 será sobrejetora se, e somente se, as

linhas da matriz U(t0, T )B(T ) forem linearmente independentes.

Demonstração. Se as linhas da matriz U(t0, T )B(T ) forem linearmente independentes,

então a matriz

C(t0, T ) =
Z

T

t0

U(T, ⌧)B(⌧)B0(⌧)U 0(t0, ⌧),

em que E 0 indica a matriz transposta de uma matriz E, será definida positiva. Para

todo x 2 X, tome

u(⌧) = B0(⌧)U 0(t0, ⌧)C�1(t0, T )x, ⌧ 2 [t0, T ].

Então

G(T )u =

Z
T

t0

U(T, ⌧)[B(⌧)u(⌧)� B(t0)u(t0)]

=

Z
T

t0

U(T, ⌧)B(⌧)u(⌧)d⌧

= x.

Assim G(T ) é sobrejetora.
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Reciprocamente, assumiremos que as linhas da matriz U(t0, T )B(T ) são linearmente

dependentes. Então existe x 2 X, x 6= 0, tal que

x0U(t0, ⌧)B(⌧) ⌘ 0, ⌧ 2 [t0, T ].

Como G(T ) é sobrejetora, existe u tal que G(T )u = x. Assim
Z

T

t0

U(T, ⌧)B(⌧)u(⌧)d⌧ = x.

Multiplicando a equação acima por x0U(t0, T ), obtemos

x0U(t0, T )x =

Z
T

t0

x0U(t0, ⌧)B(⌧)u(⌧)d⌧ =) x0U(t0, T )x = 0,

o que contradiz o fato de que U é o operador fundamental fundamental do sistema

(4.5).

A seguir, relacionaremos as condições para o sistema (4.5) ser observável (Teorema

4.3, item (iii)) com as condições para o sistema (4.4) ser observável (Teorema 1.19,

Seção 1.3).

Teorema 4.5. Seja u ⌘ 0 em (4.5). Então C(T )F (T ) será injetora se, e somente se,

as colunas da matriz C(T )U(T, t0) forem linearmente independentes.

Demonstração. Seja C(T )F (T ) injetora. Suponha que as colunas da matriz C(T )U(T, t0)

sejam linearmente dependentes. Então existe d 2 S, com d 6= 0, tal que

C(T )U(T, t0)d = 0. (4.6)

Por outro lado,

C(T )U(T, t0)d = C(T )(F (T )d). (4.7)

Então, por (4.6) e (4.7), obtemos

C(T )(F (T )d) = 0, d 6= 0,

em contradição com nossa hipótese.

Reciprocamente, suponha que C(T )F (T ) não seja injetora. Então existe d0 6= d 2 S

tal que C(T )(F (T )d) = C(T )(F (T )d0). Assim,

C(T )(F (T )(d� d0)) = 0 implica C(T )U(T, t0)d = 0, para d = d� d0 6= 0,

em contradição com o fato que as colunas de C(T )U(T, t0) são linearmente indepen-

dentes, o que completa a prova.
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Observação 4.6. Se x : [a, b] ! X e bx : [a, b] ! X forem soluções de (4.5) e de (4.4)

respectivamente, com mesma condição inicial x(t0) = x0 = bx(t0), para t0 2 [a, b] então,

para todo t 2 [a, b], teremos

x(t) = U(t, t0)x0 +

Z
t

t0

U(t, ⌧)d[B(⌧)u(⌧)]

= �(t, t0)x0 +

Z
t

t0

�(t, ⌧) bB(⌧)u(⌧)d⌧

= bx(t),

em que a primeira igualdade segue da Observação 3.15, a segunda igualdade segue do

Teorema de Integração por Partes para integral de Perron-Stieltjes (Teorema 2.19),

U(t, ⌧) é dada por (3.4) e �(t, ⌧) é a matriz fundamental de (4.4).

Como consequência da Observação 4.6 e dos Teoremas 4.4 e 4.5, temos o resultado

seguinte.

Corolário 4.7. O sistema (4.4) será controlável (observável) se, e somente, se o sis-

tema (4.5) for controlável (observável).

Pelo Corolário 4.7, podemos considerar condições mais gerais para as funções A(·),
B(·) e C(·) em (4.1), desde que tais funções sejam Perron integráveis.

4.2 Controlabilidade em um modelo de sobrevivência
de glóbulos vermelhos

Apresentaremos um exemplo simples que ilustra como uma equação diferencial com

retardo pode ser útil para modelar mais concretamente alguns fenômenos biológicos.

Propomos que o volume, em ml, de glóbulos vermelhos (hemácias) no sangue de

um paciente possa ser descrito por uma equação diferencial com retardo. Estudaremos

condições de controlabilidade para o caso em que o paciente sofre de hemoglobinopatia,

doença que afeta a hemoglobina. Em alguns casos, investigaremos equações diferenciais

com retardo perturbadas e aplicaremos o conceito de controlabilidade que obtivemos

para equações diferenciais ordinárias generalizadas, descrito na seção anterior.
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4.2.1 Alguns fatos sobre hemácias

O volume de sangue existente no corpo humano corresponde, em média, a 7% ou

8% do peso corporal de cada pessoa. Por exemplo, uma pessoa com 75 quilos terá,

aproximadamente, entre cinco a seis litros de sangue.

As hemácias são produzidas na medula óssea e têm uma vida de apenas 120 dias

em média. As hemácias consideradas velhas são destrúıdas pelo baço. Isso significa

que, após quatro meses, nossas hemácias já foram todas renovadas. A produção e

a destruição das hemácias são constantes, de modo a se manter sempre um número

estável de hemácias circulantes no sangue. Para ficar mais fácil de compreender, vamos

explicar do que é feito o sangue.

Didaticamente, o sangue pode ser dividido em duas partes: plasma e células. O

plasma sangúıneo é a parte ĺıquida, correspondendo a 55% do volume total de sangue.

O plasma é basicamente água (92%), com alguns nutrientes dilúıdos, como protéınas,

anticorpos, enzimas, glicose, sais minerais, hormônios, etc. Os outros 45% do sangue

são compostos por células: hemácias, leucócitos e plaquetas. Destas células, 99% são

hemácias.

Agora, vamos considerar uma doença que afeta o percentual de hemácias no sangue:

a anemia.

A anemia surge quando o percentual de hemácias no sangue fica reduzido, deixando-

o mais dilúıdo. O diagnóstico da anemia é feito, basicamente, pela dosagem das he-

mácias no sangue, realizada através de um exame de sangue chamado hemograma.

Na prática, a dosagem das hemácias é feita através dos valores do hematócrito e da

hemoglobina. O hematócrito é o percentual do sangue que é ocupado pelas hemácias

(glóbulos vermelhos) e será considerado normal, se estiver entre 41% a 54% nos homens,

e entre 35% a 47% nas mulheres. O ńıvel baixo de hematócrito pode indicar compli-

cações para o paciente, uma vez que as hemácias são responsáveis pelo transporte de

oxigênio e nutrientes pelo corpo.

A anemia pode ser considerada como tendo três causas básicas:

C1) Perda de hemácias e ferro através de sangramentos;

C2) Elevada destruição de hemácias pelo corpo (Anemia hemoĺıtica ou Talassemia

tipo alpha);

C3) Pouca produção de hemácias pela medula óssea (Anemia falciforme ou Talassemia

tipo beta).
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Estudaremos os três casos acima para um adolescente do sexo masculino com 40 kg,

contendo aproximadamente 2, 8 litros de sangue no corpo.

4.2.2 Descrição do modelo

Em [23], M. Wazewska-Czyzevsia e A. Lasota, descreveram um modelo para a

sobrevivência dos glóbulos vermelhos pela equação

ẋ(t) = �ax(t) + be��x(t�h), t � t0, (4.8)

em que ẋ = dx/dt, x(t) representa o volume (ml) de glóbulos vermelhos no instante t

(dias), a (dias) é a probabilidade de morte de um glóbulo vermelho, b (ml/dia), � > 0

(ml) são constantes relacionadas à produção de glóbulos vermelhos por unidade de

tempo, e o retardo h > 0 (dias) é o tempo necessário para produzir glóbulos vermelhos.

Sabemos que a solução de (4.8) com condição inicial

x(t) = �(t), t 2 [�h, 0], (4.9)

pode ser escrita na forma

x(t) =

8
<

:

�(t), t 2 [�h, 0],

x(0)e�at + b

Z
t

0

ea(s�t)e��x(s�h)ds, t � 0.
(4.10)

Para t > 0, a Figura 4.1 adiante mostra uma famı́lia de soluções correspondente ao

mesmo valor inicial, x(0) = 2300 ml, com coeficientes a = 0, 1 dias, b = 724, 5 ml/dia,

� = 0, 0015 ml e h = 1; 4 e 6, 5.

Para estudar a controlabilidade da equação de sobrevivência de hemácias, intro-

duziremos uma entrada u(t) em (4.8), em que u(t) representa o volume de hemácias

(ml) recebido pelo paciente no instante t, em caso de transfusão de sangue. Assim,

consideremos a seguinte equação

ẋ(t) = �ax(t) + be��x(t�h) + u(t), t � t0, (4.11)

Consideremos, agora, que o paciente sofra de anemia causada pelo caso C1). Seja

v(t) o volume de hemácias (ml) que o paciente perde no instante t através de um

sangramento. Então temos a sequinte EDO

ẋ(t) = �ax(t) + be��x(t�h) � v(t) + u(t), t � t0. (4.12)
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Figura 4.1: (-): h=4; (-): h=6.5; (-): h=1.

Por (4.10), a solução de (4.12), com condição inicial (4.9), é da forma

x(t) =

8
<

:

�(t), t 2 [�h, 0],

x(0)e�at + b

Z
t

0

ea(s�t)e��x(s�h)ds+

Z
t

0

ea(s�t)(u(s)� v(s))ds, t � 0.

(4.13)

Observe que, quando u(t) = �be��x(s�h) + v(s) + ax(0), (4.12) é controlável para a

origem (basta substituir u(t) em (4.13)).

Verifiquemos, a partir de um exemplo, qual é a menor quantidade de sangue, em

litros, que o paciente deve receber após o sangramento, para evitar a morte.

Consideremos x(0) = 2300 ml, a = 0, 1 dia, b = 724, 5 ml/dia, � = 0, 0015 ml,

h = 4 dias e v(t) =
t

100
x(0), em que os valores de x(0) e a são normais para uma

pessoa saudável e o valor assumido para � é determinado com base numa comparação

da amostra de curvas de experimento teórico. Substituindo tais valores em (4.13), com
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u(t) ⌘ 0, temos as seguintes soluções aproximadas:

t=0 x(t)= 2300 ml
t=1 x(t)= 2058,4 ml
t=2 x(t)= 1793,9 ml
t=3 x(t)= 1545,3 ml
t=4 x(t)= 1308,6 ml
t=5 x(t)= 1078,7 ml
t=6 x(t)= 859 ml
t=7 x(t)= 659 ml
t=8 x(t)= 482,4 ml
t=9 x(t)= 336,8 ml
t=10 x(t)= 231,5 ml
t=11 x(t)= 176,6 ml
t=12 x(t)= 180 ml
t=13 x(t)= 244,2 ml
t=14 x(t)= 359,9 ml
t=15 x(t)= 501,1 ml
t=16 x(t)= 626,3 ml
t=17 x(t)= 688,4 ml
t=18 x(t)= 655,2 ml
t=19 x(t)= 521,5 ml
t=20 x(t)= 308,6 ml
t=21 x(t)= 53,5 ml

.

Agora, suponhamos que o paciente venha a óbito, caso o volume de hemácias no

sangue seja menor ou igual a 1000 ml, ou seja, se seu hematócrito estiver abaixo de

35%. Nestas condições, o paciente precisará de uma transfusão de sangue em t � 5.

Assim, o menor valor de u(t), para que o paciente sobreviva é dado por

u(t) = �be��x(t�h) + v(s) + ax(5), t � 5.

Consideremos, agora, que o paciente sofra de anemia causada pelo caso C2). Então

a = a(t) poderá variar de acordo com tempo. Por exemplo, a talassemia tipo alpha

é uma doença hereditária autossômica recessiva caracterizada por redução da taxa de

śıntese de uma das cadeias de globina, podendo causar anemia hemoĺıtica (anemia

devido à ruptura das hemácias antes da sua vida normal de 120 dias). Tal redução

pode ser constante (a(t) = c), estável (a(t) cont́ınua) ou oscilar com o tempo (a(t)

Perron integrável, por exemplo). Para o último caso, devemos considerar os resultados

descritos na Seção 4.1.



66 Caṕıtulo 4 — Controlabilidade e observabilidade para EDOs generalizadas

Finalmente, se o paciente sofrer de anemia causada pelo caso C3). Então b = b(t) e

� = �(t) poderão variar de acordo com tempo. Por exemplo, anemia falciforme é uma

doença hematológica hereditária monogênica, caracterizada pela produção anormal de

hemoglobinas, podendo comprometer até 3% da produção total de homoglobinas (pro-

téına encontrada no interior das hemácias). Tal produção anormal pode ser constante

(b(t) = c), estável (b(t) cont́ınua) ou oscilar com o tempo (b(t) Perron integrável, por

exemplo). Assim, para o último caso, devemos investigar resultados sobre controlabi-

lidade para equações diferenciais ordinárias generalizadas não lineares.



Caṕıtulo

5
Aplicações

Neste caṕıtulo, utilizaremos os resultados de controlabilidade e de observabilidade

para equações diferenciais ordinárias generalizadas lineares para obtermos controlabili-

dade e de observabilidade para equações diferenciais em medida e equações diferenciais

com impulsos. Como consequência dos resultados desse caṕıtulo, obtemos controlabi-

lidade e observabilidade para as equações diferenciais ordinárias lineares clássicas.

5.1 Equações diferenciais em medida

O objetivo principal do conceito de equações diferenciais em medida é a descrição

do sistema expondo soluções descont́ınuas causadas pelo comportamento impulsivo do

sistema diferencial. Uma solução de uma equação diferencial em medida é, em geral,

uma função descont́ınua de variação limitada, ou seja, tem propriedades similares às

soluções das equações diferenciais ordinárias generalizadas.

Sejam X um espaço de Banach e B
c

= {x 2 X : kxk  c}, em que c > 0. Sejam
eA : [0,+1) ! L(X), g : B

c

⇥ [0,+1) ! X e v : [0,+1) ! R funções satisfazendo as

condições:

(A1) eA(·) é localmente Perron integrável sobre [0,+1);

(A2) v é de variação limitada em [0,+1) e cont́ınua à esquerda;

67
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(A3) Para cada x 2 B
c

, a função t 7! g(x, t) é Perron-Stieltjes integrável em relação à

v (i.e. para cada x 2 B
c

, existe a integral de Perron-Stieltjes,

Z
g(x(t), t)dv(t).

Nestas condições, consideremos a equação diferencial da forma

Dx = eA(t)x+ g(x, t)Dv, (5.1)

em que Dx e Dv representam as derivadas distribucionais de x e v no sentido de L.

Schwartz. A equação (5.1) é chamada de equação diferencial em medida (EDM).

Definição 5.1. Uma função x : [a, b] ⇢ [0,+1) ! X será chamada de solução do

PVI ⇢
Dx = eA(t)x+ g(x, t)Dv
x(t0) = x0,

(5.2)

em [a, b], com t0 2 [a, b], se x for uma função cont́ınua à esquerda, de variação limitada,

x(t0) = x0 e a derivada distribucional de x satisfizer a equação (5.1) para quase todo

t 2 [a, b].

Pelo Teorema da Representação Integral apresentadado em [11], Teorema 3.2, pode-

mos estabelecer a seguinte definição equivalente: uma função x : [a, b] ⇢ [0,+1) ! X

será solução do PVI (5.2) se, e somente, se

x(t) = x0 +

Z
t

t0

eA(s)x(s)ds+
Z

t

t0

g(x(s), s)dv(s),

para todo t 2 [a, b] em que, as integrais são no sentido de Perron e Perron-Stieltjes

respectivamente.

O próximo resultado, apresenta condições para a existência e para a unicidade de

soluções para o PVI (5.2). Para isso, consideremos as seguintes hipóteses adicionais

sobre as funções envolvidas na equação (5.2):

(A4) Existe uma função localmente Lebesgue integrável, m1 : [0,+1) ! R, tal que

para quaisquer a, b 2 [0,+1), tem-se

Z
b

a

m1(s)ds < 1 e

����
Z

b

a

eA(s)ds
���� 

Z
b

a

m1(s)ds;

(A5) Existe uma função localmente Lebesgue integrável em relação a v,m2 : [0,+1) !
R, tal que para quaisquer a, b 2 [0,+1), tem-se

Z
b

a

m2(s)dv(s) < 1 e

����
Z

b

a

g(x, s)dv(s)

���� 
Z

b

a

m2(s)dv(s), para todo x 2 B
c

;
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(A6) Existe uma função localmente Lebesgue integrável em relação a v, l : [0,+1) !
R, tal que para quaisquer a, b 2 [0,+1), tem-se

Z
b

a

l(s)dv(s) < 1 e

����
Z

b

a

g(x, s)dv(s)�
Z

b

a

g(y, s)dv(s)

����  kx� yk
Z

b

a

l(s)dv(s)

para quaisquer x, y 2 B
c

.

Proposição 5.2 ([21], Proposição 5.11). Sejam v : [0,+1) ! R satisfazendo (A2) e

g : B
c

⇥[0,+1) ! X satisfazendo (A3), (A5) e (A6). Então, para G : B
c

⇥[0,+1) !
X definida por

G(x, t) =

Z
t

t0

g(x, s)dv(s), (5.3)

em que x 2 B
c

e t, t0 2 [0,+1), existe uma função não decrescente h : [0,+1) ! R
tal que

kG(x, t2)�G(x, t1)k  |h(t2)� h(t1)|
e

|G(x, t2)�G(x, t1)�G(y, t2) +G(y, t1)k  kx� yk|h(t2)� h(t1)|
para t1, t2 2 [0,+1) e x, y 2 B

c

.

Demonstração. Basta tomar h(t) = h1(t) + h2(t) em que

h1(t) =

Z
t

0

m2(s)d(var
s

0v), t 2 [0,+1);

h2(t) =

Z
t

0

l(s)dv�(s) +

Z
t

0

l(s)dv+(s), t 2 [0,+1);

e v = v+ � v� é a decomposição de Jordan da função v em [0,+1).

Como consequência direta da Proposição 5.2, G(x, t) definido em (5.3) pertence à

classe F(B
c

⇥ [0,+1), h).

Considerando (5.3), a proposição seguinte diz que, nas condições da Proposição 5.2,Z
b

a

DG(x(⌧), t) =

Z
b

a

g(x(s), s)ds para [a, b] ⇢ [0,+1).

Proposição 5.3 ([21], Proposição 5.12). Sejam v : [0,+1) ! R satisfazendo (A2) e

g : B
c

⇥ [0,+1) ! X satisfazendo (A3), (A5) e (A6) e G : B
c

⇥ [0,+1) ! X tal

que G(x, t) =

Z
t

t0

g(x, s)dv(s), para x 2 B
c

e t, t0 2 [0,+1). Se x : [a, b] ! B
c

, com
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[a, b] ⇢ [0,+1), for o limite pontual de uma sequência de funções escadas, então a

integral de Kurzweil

Z
b

a

DG(x(⌧), t) e a integral de Perron-Stieltjes

Z
b

a

g(x(s), s)dv(s)

existirão e terão o mesmo valor.

No que segue, apresentamos o teorema de correspondência entre a EDM (5.1) e sua

EDO generalizada correspondente.

Teorema 5.4 ([7], Teorema 3.2). Uma função x : [a, b] ! X será solução do PVI (5.2)

em [a, b] ⇢ [0,+1), com as condições adicionais (A4), (A5) e (A6) se, e somente se,

x for solução do PVI ( dx

d⌧
= D[F (t)x+G(x, t)]

x(t0) = x0,
(5.4)

em que F (t) =

Z
t

t0

eA(s)ds e G(x, t) =

Z
t

t0

g(x, s)dv(s) para quaisquer t 2 [a, b] e x 2 B
c

.

Observação 5.5. Assumiremos que as soluções da EDM (5.2) estão definidas em todo

intervalo [0,+1).

O próximo teorema trata da existência e unicidade de um operador fudamental da

EDM (5.2). A demonstração desse resultado pode ser encontrada em [19], Teorema

4.6.

Teorema 5.6. Seja G : [0,+1) ! X a restrição de g ao intervalo [0,+1). Então,

existe um único operador U : [0,+1)⇥ [0,+1) ! L(X) tal que

U(t, s) = I +

Z
t

s

eA(r)U(r, s)dr +

Z
t

s

G(r)U(r, s)dv(r), (5.5)

para quaisquer t, s 2 [0,+1). Além disso para cada s 2 [0,+1) fixado, U(·, s) será

um operador localmente de variação limitada. Este operador é chamado operador

fundamental da EDM (5.2) e, dado t0 2 J , a função x(t) = U(t, t0)x0 é solução da

EDM (5.2) satisfazendo a condição x(t0) = x0, com x0 2 X.

Usando o Teorema 3.13 e um argumento análogo ao da demonstração do Teorema

5.6, podemos mostrar que o operador U definido em (5.5) satisfaz as condições:

(a) U(t, t) = I, para t 2 [0,+1);
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(b) Para todo intervalo compacto [a, b] ⇢ [0,+1), existe uma constante M � 0 tal

que
kU(t, s)k  M, para quaisquer t, s 2 [a, b],

varb
a

U(t, .)  M, para qualquer t 2 [a, b],
varb

a

U(., s)  M, para qualquer s 2 [a, b];

(c) Para r, s, t 2 [0,+1), vale

U(t, s) = U(t, r)U(r, s);

(d) U(t, s) 2 L(X) é invert́ıvel para todo t, s 2 [0,+1);

(e) Para t, s 2 [0,+1), temos

U(t+, s) = [I +�+A(t)]U(t, s),

U(t�, s) = [I ���A(t)]U(t, s),

U(t, s+) = U(t, s)[I +�+A(t)]�1,

U(t, s�) = U(t, s)[I ���A(t)]�1,

sempre que os limitem envolvidos fizerem sentido;

(f) Para t, s 2 [0,+1), vale

[U(t, s)]�1 = U(s, t).

5.1.1 Controlabilidade e observabilidade para EDMs

Sejam U, S, X e Y espaços de Banach. Sejam eA : [0,+1) ! L(X), B : [0,+1) !
L(U,X), u : [0,+1) ! U , C : [0,+1) ! L(X, Y ), G : [0,+1) ! X e v : [0,+1) !
R funções satisfazendo as condições:

• eA(·) é localmente Perron integrável sobre [0,+1);

• B : [0,+1) ! L(U,X) e u : [0,+1) ! U são tais que B(·)u(·) é localmente

Perron integrável sobre [0,+1);

• Para cada t 2 (0,+1), a função C(t) : BV([0, t], X) ! BV([0, t], Y ) é regrada;

• v é localmente de variação limitada em [0,+1) e cont́ınua à esquerda;
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• Existe uma função localmente Lebesgue integrável, m1 : [0,+1) ! R, tal que

para quaisquer a, b 2 [0,+1), tem-se

Z
b

a

m1(s)ds < 1 e

����
Z

b

a

eA(s)ds
���� 

Z
b

a

m1(s)ds;

• G é localmente Perron-Stieltjes integrável sobre [0,+1) em relação à v;

• Existe uma função localmente Lebesgue integrável em relação à v,m2 : [0,+1) !
R, tal que para quaisquer a, b 2 [0,+1) tem-se

Z
b

a

m2(s)dv(s) < 1 e

����
Z

b

a

G(s)dv(s)
���� 

Z
b

a

m2(s)dv(s).

Denotaremos por U o conjunto de todas as funções de controle u : [0,+1) ! X

tais que B(·)u(·) é localmente Perron integrável sobre [0,+1).

Nas condições acima, consideremos o sistema de EDMs

Dx = eA(t)x+ G(t)xDv +B(t)u(t)
y(t) = C(t)x,

(5.6)

em que Dx e Dv representam as derivadas distribucionais de x e v no sentido de L.

Schwartz.

Pelo Teorema 5.4, temos o resultado seguinte.

Teorema 5.7. Seja t0 2 [0,+1). Uma função x : [a, b] ! X será solução de (5.6)

em [a, b] ⇢ [0,+1), com condição inicial x(t0) = x0, se e somente se, x for solução

do PVI ( dx

d⌧
= D[F (t)x+G(t)x+B(t)u(t)]

x(t0) = x0,

em que F (t) =

Z
t

t0

eA(s)ds e G(t) =

Z
t

t0

G(s)dv(s) para quaisquer t 2 [a, b] e x 2 B
c

.

Observação 5.8. Defina A : [0,+1) ! L(X) por

A(t) = F (t) +G(t). (5.7)

Como A definida em (5.7) é localmente de variação limitada em [0,+1) e cont́ınua,

então

I +�+A(t) = I e I ���A(t) = I para todo t 2 [0,+1).

Portanto A satisfaz (H2) do Caṕıtulo 4.
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O próximo teorema segue imediatamente do Teorema 5.7 e da Observação 5.8.

Teorema 5.9. Seja t0 2 [0,+1). Uma função x : [a, b] ! X será solução da EDM

(5.6) com condição inicial x(t0) = x0 se, e somente se, x for solução do PVI

( dx

d⌧
= D[A(t)x+B(t)u(t)]

x(t0) = x0,

em que A(t) = F (t) + G(t), F (t) =

Z
t

t0

eA(s)ds, G(t) =

Z
t

t0

G(s)dv(s) e B(·)u(·) é

localmente Perron integrável sobre [0,+1).

No que segue, apresentaremos um resultado sobre controlabilidade e observabilidade

para a EDM (5.6).

Teorema 5.10. O sistema (5.6) será controlável (observável) se, e somente se, o

sistema ( dx

d⌧
= D[A(t)x+B(t)u(t)]

y(t) = C(t)x

for controlável (observável), em que A(t) = F (t) + G(t), F (t) =

Z
t

t0

eA(s)ds, G(t) =
Z

t

t0

G(s)dv(s), B(·)u(·) é localmente Perron integrável sobre [0,+1) e para cada t 2
(0,+1), a função C(t) : BV([0, t], X) ! BV([0, t], Y ) é regrada.

5.2 Equações diferenciais ordinárias com impulsos

Sejam X um espaço de Banach e B
c

= {x 2 X : kxk  c} . Consideremos uma

função f : [0,+1) ! L(X) satisfazendo

(B1) f(·) é localmente Perron integrável sobre [0,+1);

(B2) Existe uma função localmente Lebesgue integrável m : [0,+1) ! R tal que para

quaisquer a, b 2 [0,+1), tem-se

Z
b

a

m(s)ds < 1 e

����
Z

b

a

f(s)ds

���� 
Z

b

a

m(s)ds.
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Seja {t1, t2, . . . , tk, . . .} ⇢ [0,+1) tal que t1 < t2 < . . . < t
k

< . . . e consideremos

operadores I
i

2 L(X), i = 1, 2, . . . , tais que [I + I
i

]�1 2 L(X), i = 1, 2, . . ., em que I

denota o operador identidade em X. Assumiremos lim
k!1

t
k

= 1.

Nas condições acima, consideremos a equação diferencial impulsiva (escrevemos

EDI) ⇢
ẋ = f(t)x, t 6= t

i

,
�(x(t

i

)) = x(t+
i

)� x(t
i

) = I
i

x(t
i

), i = 1, 2, . . . .
(5.8)

Definição 5.11. Suponha que {t1, · · · , tk} ⇢ [a, b] e t
k+1 > b. Uma função x : [a, b] !

X, com [a, b] ⇢ [0,+1), será uma solução para a EDI (5.8) se, e somente se, valerem

as condições:

(i) x(t) 2 B
c

para todo t 2 [a, b];

(ii) x é cont́ınua em [a, t1], em (t
i

, t
i+1], i = 1, 2, . . . , k � 1, e em [t

k

, b];

(iii) ẋ(t) = f(t)x(t) para quase todo t 2 [a, b] \ {t1, · · · , tk};

(iv) x(t+
i

) = lim
t!t

+
i

x(t) = x(t
i

) + I
i

(x(t
i

)), para todo i = 1, · · · k.

Definição 5.12. Para cada d 2 [0,+1), definimos a função de Heaviside por

H
d

(t) =

⇢
0, se t  d
1, se t > d.

No Lema 5.13 e no Teorema 5.14 a seguir, assumiremos que {t1, . . . , tk} ⇢ [a, b] ⇢
[0,+1).

Lema 5.13. Sejam t0 2 [a, b] e x0 2 B
c

. Uma função x : [a, b] ! X será solução do

PVI 8
<

:

ẋ = f(t)x, t 6= t
i

,
�(x(t

i

)) = x(t+
i

)� x(t
i

) = I
i

x(t
i

), i = 1, 2, . . . , k,
x(t0) = x0

(5.9)

se, e somente se, tivermos

x(t) = x0 +

Z
t

t0

f(s)x(s)dx+
X

i 2 {1, · · · , k}
t > ti

I
i

(x(t
i

))H
ti(t),

para todo t 2 [a, b].
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Veremos, agora, a correspondência entre a EDI (5.9) e sua EDO generalizada associ-

ada. A demonstração desse resultado é análoga à prova do Teorema 5.20 apresentando

em [21].

Teorema 5.14. Sejam t0 2 [a, b] e x0 2 B
c

. Uma função x : [a, b] ⇢ [0,+1) ! X,

será uma solução do PVI (5.9) se, e somente se, x for solução da EDO generalizada
dx

d⌧
= D[A(t)x], em que

A(t) =

Z
t

t0

f(s)ds+
+1X

i=1

I
i

(x(t
i

))H
ti(t), t 2 [0,+1). (5.10)

Observação 5.15. Assumiremos que as soluções da EDI (5.8) estão definidas em todo

intervalo [0,+1).

Note que o operador A, definido em (5.10), satisfaz as seguintes condições

I +�+A(t) = I, se t 6= t
i

, i = 1, 2 . . . , k, . . .

e

I +�+A(t) = I + I
i

, se t = t
i

, i = 1, 2 . . . , k, . . .

Como A é cont́ınua à esquerda, temos

I ���A(t) = I, t 2 [0,+1).

Portanto A satisfaz (H2). Veja o Exemplo 6.20 em [21] para mais detalhes.

Seja � : [0,+1) ⇥ [0,+1) ! L(X) o operador fundamental da EDO ẋ = f(t)x.

Defina o operador V : [0,+1)⇥ [0,+1) ! L(X) por

V (t, s) = �(t, t
i

)

 
j+1Y

k=i

[I + I
k

]�(t
k

, t
k+1)

!
[I + I

j

]�(t
j

, s)

se t � s, t 2 (t
i

, t
i+1] \ [0,+1), s 2 (t

j�1, tj] \ [0,+1) (s 2 (�1, t1] \ [0,+1), se

j = 1), e

V (t, s) = [V (s, t)]�1 = �(t, t
j

)[I + I
j

]�1 · · · [I + I
i

]�1�(t
i

, s)

se t < s, s 2 (t
i

, t
i+1] \ [0,+1), t 2 (t

j�1, tj] \ [0,+1) (t 2 (�1, t1] \ [0,+1) se

j = 1).

De acordo com o Exemplo 6.20, página 193 em [21], temos o lema seguinte.
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Lema 5.16. O operador V (t, s) será o operador fundamental da EDI (5.8) e x(t) =

V (t, t0)x0 será solução da EDI (5.8) com condição inicial x(t0) = x0, para t � s, t 2
(t

i

, t
i+1]\[0,+1), s 2 (t

j�1, tj]\[0,+1) (s 2 (�1, t1]\[0,+1) se j = 1). Além disso

U(t, s) = V (t, s) para todo t, s 2 [0,+1), em que U(t, s) é o operador fundamental da

EDO generalizada
dx

d⌧
= D[A(t)x] e A(t) é dado por (5.10).

5.2.1 Controlabilidade e observabilidade para EDIs

Sejam U, S, X e Y espaços de Banach. Sejam f : [0,+1) ! L(X), B : [0,+1) !
L(U,X), u : [0,+1) ! U , C : [0,+1) ! L(X, Y ) e v : J ! R funções satisfazendo

as condições:

• f(·) é localmente Perron integrável sobre [0,+1);

• Existe uma função localmente Lebesgue integrável m : [0,+1) ! R tal que,

para quaisquer a, b 2 [0,+1), tem-se

����
Z

b

a

f(s)ds

���� 
Z

b

a

m(s)ds;

• bB : [0,+1) ! L(U,X) e u : [0,+1) ! U são tais que bB(·)u(·) é localmente

Perron integrável sobre [0,+1);

• Para cada t 2 (0,+1), a função C(t) : BV([0, t], X) ! BV([0, t], Y ) é regrada.

Denotaremos por U o conjunto de todas as funções de controle u : [0,+1) ! X tais

que bB(·)u(·) é localmente Perron integrável sobre [0,+1).

Nas condições acima, consideremos o sistema de EDIs

8
<

:

ẋ = f(t)x+ bB(t)u(t), t 6= t
i

,
�(x(t

i

)) = x(t+
i

)� x(t
i

) = I
i

x(t
i

), i = 1, 2, . . . ,
y(t) = C(t)x.

(5.11)

Agora, defina

B(t)u(t) =

Z
t

t0

bB(s)u(s)ds, t0, t 2 [0,+1).

Então B(·)u(·) 2 C([0,+1), X). Pelo Teorema 5.14, temos o resultado seguinte.
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Teorema 5.17. Uma função x : [a, b] ! X será solução de (5.11) em [a, b] ⇢ [0,+1)

com condição inicial x(t0) = x0, para t0 2 [a, b] se, e somente se, x for solução do PVI

8
<

:

dx

d⌧
= D[A(t)x+B(t)u(t)]

x(t0) = x0,

em que A é dada por (5.10) e B(t)u(t) =

Z
t

t0

bB(s)u(s)ds, t 2 [0,+1).

No que segue, apresentaremos o resultado sobre controlabilidade e observabilidade

para a EDI (5.11). Sua prova segue imediatamente do Teorema 5.17.

Teorema 5.18. O sistema impulsivo (5.11) será controlável (observável) se, e somente,

se o sistema 8
<

:

dx

d⌧
= D[A(t)x+B(t)u(t)]

y(t) = C(t)x

for controlável (observável), em que A é dada por (5.10), B(t)u(t) =

Z
t

t0

bB(s)u(s)ds,

t0, t 2 [0,+1) e para cada t 2 (0,+1), a função C(t) : BV([0, t], X) ! BV([0, t], Y )

é regrada.





Apêndice

A
Apêndice

Neste apêndice, apresentaremos o Teorema de Cayley-Hamilton, pois achamos per-

tinente para o entendimento deste trabalho.

Seja A = (a
ij

) uma matriz n⇥ n, com coeficientes sobre um corpo K. Escrevemos

A 2 M
n

(K). O polinômio caracteŕıstico de A é dado por

p(�) = det(A� �I) = �n + a1�
n�1 + . . .+ a

n�1�+ a
n

, em que � 2 K.

Seja A
ij

o determinante da matriz quadrada de ordem n�1 que surge ao eliminarmos

a i�ésima linha e a j�ésima coluna da matriz A. A matriz dos cofatores de A é

de tamanho n⇥ n e definida por C = (c
ij

) com c
ij

= (�1)i+jA
ij

. A matriz adjunta

de A é a matriz transposta de C. Usaremos a notação

adj(A) = C 0.

Para provar o Teorema de Cayley-Hamilton, utilizaremos o seguinte resultado au-

xiliar sem prová-lo. Uma prova do próximo lema pode ser encontrada em [12].

Lema. Seja A 2 M
n

(K). Então

A adj(A) = (detA)I,

em que I = I
n

é a matriz identidade de ordem n. Em particular, se detA 6= 0, então

A�1 =
1

detA
adj(A).
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Teorema de Cayley-Hamilton. Seja A 2 M
n

(K), com polinômio caracteŕısto p(�).

Então

p(A) = An + a1A
n�1 + . . .+ a

n�1A+ a
n

I = 0.

Demonstração. Considere a matriz adj(A � �I), � 2 K, com elementos cuja maior

potência em � seja �n�1. Assim, podemos escrever

adj(A� �I) = B1�
n�1 +B2�

n�2 + . . .+B
n

, (A.1)

em que B
i

são n ⇥ n matrizes constantes, isto é, independentes de �. Usando o lema

anterior, temos

(A� �I)adj(A� �I) = det(A� �I)I (A.2)

Substituindo (A.1) em (A.2), obtemos

(A� �I)(B1�n�1 +B2�n�2 + . . .+B
n

)
= �B1�n + (AB1 � B2)�n�1 + . . .+ (AB

n�1 � B
n

)�+ AB
n

= det(A� �I)I

e usando a equação caracteŕıstica de det(A� �I)I, temos

�B1�n + (AB1 � B2)�n�1 + . . .+ (AB
n�1 � B

n

)�+ AB
n

= �nI + a1�n�1I + . . .+ a
n

I.

Agora, igualando os coeficientes de mesma potência em �, obtemos

�B1 = I
AB1 � B2 = a1I
AB2 � B3 = a1I

...
...

AB
n�1 � B

n

= a
n�1I

AB
n

= a
n

I.

Multiplicando a primeira equação acima por An, a segunda por An�1, e assim por

diante, e somando todas as equações, obtemos

(�AnB1 + AnB1) + (�An�1B2 + An�1B2) + . . .

. . .+ (�A2B
n�1 + A2B

n�1) + (�AB
n

+ AB
n

) = p(A),

Por outro lado,

(�AnB1 + AnB1) + (�An�1B2 + An�1B2) + . . .

. . .+ (�A2B
n�1 + A2B

n�1) + (�AB
n

+ AB
n

) = 0,

então p(A) = 0.
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