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Resumo

Este trabalho ¢ dedicado ao estudo do problema de controlabilidade e estabi-
lizagdo de sistemas de controle descritos por equacdes diferenciais abstratas
com retardo distribuido. Sao estabelecidas uma propriedade de controlabili-
dade aproximada e, para sistemas periddicos, uma propriedade de estabiliza-
¢d0. Assumindo que o semigrupo de operadores associado a equac¢do ndo con-
troldvel e sem retardo é compacto, e usando a caracterizacdo de estabilidade
assintética em termos do espectro do operador de monodromia do sistema nao
controldvel, mostramos que a propriedade de controlabilidade aproximada é
uma condicao suficiente para garantir a existéncia de um controle “feedback”
periédico que estabiliza o sistema. Este resultado € estendido para incluir al-

guns sistemas assintoticamente periédicos.






Abstract

This work is concerned with the controllability and stabilizability problem for
control systems described by an abstract differential equations with distributed
delay. An approximate controllability property is established and, for periodic
systems, the stabilization problem is studied. Assuming that the semigroup of
operators associated with the uncontrolled and non delayed equation is com-
pact, and using the characterization of the asymptotic stability in terms of
spectrum of the monodromy operator of the uncontrolled system, we show
that the approximate controllability property is a sufficient condition for the
existence of a periodic feedback control law that stabilizes the system. The
result is extended to include some systems which are asymptotically periodic.
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Introducao

Este trabalho é dedicado ao estudo da controlabilidade e estabilizacdo de alguns sistemas de
controle hereditédrios lineares do tipo periddico com retardo finito.

Da literatura existente sobre Teoria de Controle, é conhecido que um requisito geral para o desen-
volvimento de estratégias de controle é que o sistema seja assintoticamente estdvel. Por esta razao, a
estabilizagdo de sistemas € um assunto importante na Teoria de Controle.

O problema de estabilizar um sistema de controle invariante do tipo linear por uma dindmica
“output feedback” tem uma literatura muito extensa. Atualmente, a teoria para sistemas de controle
de dimensdo finita estd bem estabelecida. Em relagdo a este caso, citamos os livros de O’Reilly [50],
Wonham [69] e Dragan e Halanay [19] como referéncias bésicas para a parte mais importante desta
teoria.

Similarmente, o problema de “feedback stabilization” de sistemas de controle periédicos € discu-
tido em varios trabalhos, veja como exemplos [1, 7, 8, 11, 13, 34, 40, 61]. Esses trabalhos consideram

o sistema de controle linear

'(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), (1)

7z

onde z(t) € R"™ denota o estado, u(t) € R™ é o “input” no tempo ¢ e A(-), B(-) sdo fungdes ma-
trizes w-periddicas. Sabemos de [11] que se o sistema (1) é controldvel, entdo existe um “feedback”

periédico F'(-) tal que os multiplicadores caracteristicos do sistema
/() = [A() + BOF()]=(t) ©)

podem ser escolhidos arbitrariamente para alguns valores p1, . . . , tiy, quando a condico g . . . iy >
0 € satisfeita.

Por outro lado, os conceitos de controlabilidade e estabilizacdo para sistemas de controle descritos
por equagdes diferenciais ordindrias com retardo (termo que abreviaremos por EDOR) t€m sido es-
tudados por muitos autores. A maioria dos trabalhos referentes a este assunto estdo relacionados ao

sistema

2! (t) = Az(t) + L(z¢) + Bu(t),
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onde z(t) € R" representa o estado, a fungdo z; : [—r,0] — R™ é definida por z:(0) = x(t + 6)
para 6 € [—r,0], e denota a “histéria” de = no tempo ¢, u(t) € R™, A e B sdo matrizesn x me L é
uma aplicacdo linear limitada definida no espaco das fung¢des continuas C([—r, 0]; R™). Aqui, 7 > 0
€ uma constante que representa o retardo da equacao.

Virios autores tém estudado diferentes aspectos do problema de estabilizagdo para sistemas com
retardo numérico fixado (x(t —n)), por exemplo, veja [6, 12, 25, 31, 32, 38, 41, 45, 49, 51, 56, 57, 63,
65, 66, 67, 68], enquanto outros autores tém considerado o problema de estabilizacdo independente
de retardos, para este caso veja [10, 16, 20, 21, 22, 24, 35, 36, 37, 39, 42, 64]. Por outro lado, alguns

desses trabalhos consideram retardos distribuidos. Em particular, a estabilizag¢do do sistema

0

2 (t) = / dgN(0)z(t + 0) + Buf(t),
T

onde N () é uma fungdo de variagdo limitada em [—r, 0], com valores no espaco das matrizes n X n,

foi estudada por Pandolfi em [51]. Especificamente, introduzindo a matriz caracteristica do sistema

0
AN = AT — / MdgN(6),
—r
foi provado que se o posto de [A(A), B] é igual a n, para Re(\) > 0, entdo existe uma fungéo linear
limitada K : C([—r,0],R™) — R™ tal que o sistema

(1) = / " doN(O)(t + 0) + BK (z0)
—r
é estavel (para o leitor interessado, citamos [28] como referéncia sobre as propriedades espectrais de
equagdes diferenciais funcionais com retardo). Um resultado similar foi estabelecido em [52] para
sistemas descritos por uma equagdo diferencial funcional do tipo neutra.

Neste trabalho, vamos estudar sistemas de controle lineares que podem ser descritos por uma
equacdo diferencial funcional abstrata com retardo r > 0 (termo que abreviaremos por EDFAR). Em
ordem para especificar esta classe de sistemas, sejam X e U espagos de Banache C = C([—r,0]; X)
o espago das fungdes continuas de [—7, 0] em X munido da norma da convergéncia uniforme. Ao
longo de todo este trabalho, denotaremos por A o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente
continuo de operadores lineares limitados (7'(t)):>0 em X, B : U — X serd um operador linear
limitado que representa a acdo de controle e L(t) : C' — X serd uma aplicacdo linear limitada
que satisfaz algumas condi¢bes que serdo especificadas posteriormente. Estudaremos o sistema de

controle descrito pela equacao
2'(t) = Ax(t) + L(t)(z¢) + Bu(t), 3)

onde x(t) € X, u(t) € Ueaxy : [—r,0] — X € definida por x4(0) = z(t + 0) para § € [—r,0].
Mostraremos que os resultados mencionados anteriormente podem ser apropriadamente esten-
didos para incluir alguns sistemas do tipo (3) com L(-) peridédica. Além disso, estabelecemos um

critério de controlabilidade aproximada para esta classe de sistemas.
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Ao longo deste trabalho, para espacos de Banach (Y| - ||[y) e (Z,]| - ||z), denotaremos por
L(Y; Z) o espago dos operadores lineares limitados de Y em Z, munido da topologia de operadores,
e usaremos apenas £(Y') quando Y = Z. O dual topoldgico de Y serd descrito por Y* e paray € Y,
y* € Y*, usaremos (y*,y) para denotar o valor de y*(y). Em particular, denotaremos por C" o
espago de n-vetores coluna e por (C™)* o espago n-vetores linha. Além disso, para um operador
linear £ com dominio denso, indicamos por E* seu adjunto. Mais ainda, para um operador linear
E com dominio D(E), nicleo NV (E) e imagem R(E) em Y, representamos por o(E) e o,(E) o
espectro e o espectro pontual de F, respectivamente.

Este trabalho tem dois capitulos. No primeiro capitulo, apresentamos as ferramentas bdsicas
necessdrias para o desenvolvimento de nossos resultados sobre controlabilidade e estabilizagdo de
sistemas de controle hereditdrios lineares. Mais especificamente, na Se¢do 1.1 fazemos um resumo
de alguns resultados da Teoria de Semigrupo. Na Secdo 1.2 apresentamos alguns resultados sobre
Teoria Espectral. A Secdo 1.3 é dedicada as equacdes diferenciais funcionais abstratas com retardo.
Neste caso, consideramos a existéncia de solugdes “fracas” para sistemas com retardo nos casos onde
xy € C([-r,0]; X) e xy € LP([—r,0]; X). Por fim, na Secdo 1.4 estudamos o conceito de Sistemas
de Evolugao.

No segundo capitulo apresentamos alguns resultados sobre controlabilidade e estabilizacdo de
sistemas hereditdrios. Convém ressaltar que esses resultados estdo resumidos em um artigo submetido
a publicacdo. Na Secdo 2.1 introduzimos conceitos preliminares e as notagdes que precisaremos
para dar continuidade ao estudo. Na Secdo 2.2 estudamos a estabilizacdo de sistemas de controle
do tipo (3). Mais especificamente, no Teorema 2.2.5 assumimos que o semigrupo de operadores
associado ao sistema (3) é compacto e que L(-) é w-periddica, e mostramos que a controlabilidade
aproximada do sistema (3) garante sua estabilizacdo. Este resultado ¢ estendido para uma classe de
sistemas assintoticamente periddicos. J4 na Secdo 2.3, estudamos a controlabilidade aproximada do
sistema (3). Em particular, usando [48] e [58] como base, obtemos o Teorema 2.3.9, que compara a
controlabilidade aproximada do sistema de controle com retardo

2'(t) = Az(t) + L(t)(z¢) + Bu(t), t>0,
ro = € C,

com a controlabilidade aproximada do sistema sem retardo

2’ (t) = Az(t) + Bu(t), t >0
z(0) = p(0) € X.

Finalizamos esta se¢do com dois exemplos, um deles baseado na equagdo do calor. Concluimos este
trabalho na Secdo 2.4, apresentando algumas aplicacdes dos resultados obtidos nas se¢des anteriores.
Nessa mesma se¢do, obtemos condi¢des onde os diferentes conceitos de controlabilidade das Secdes

2.2 e 2.3 coincidem.






CAPITULO

1

Preliminares

Neste capitulo s@o introduzidos alguns preliminares técnicos necessarios no resto da tese. Sdo
considerados de maneira especial alguns tépicos de Teoria de Semigrupos de operadores lineares
limitados e Teoria Espectral de operadores fechados. Em todo este capitulo, (X, || - ||) serd um espago
de Banach e £(X) representard o espaco dos operadores lineares continuos de X em X munido da

norma da topologia de operadores denotada por || - || £(x).

1.1 Teoria de semigrupo

Nesta se¢@o faremos uma revisdo bésica de alguns conceitos e propriedades da Teoria de
Semigrupos de operadores lineares limitados. Por isso, apenas enunciaremos os principais resultados

que, em geral, sdo aqueles usados posteriormente. Para maiores detalhes, citamos [53] e [54].

Definicdo 1.1.1. Uma familia a um parametro (T'(t));>0 de operadores lineares em L(X) é um

semigrupo de operadores lineares em X se
(i) T(0) = I, onde I é o operador identidade em X ;

(ii) T(t+ s) =T(t)T(s), paratodot,s € [0,00).

Definiciio 1.1.2. Seja (T'(t))t>0 um semigrupo de operadores lineares em X e D(A) o conjunto
T(t)x —
definido por D(A) = {x € X : lim ()fm existe}. O operador linear A : D(A) C X — X,

t]0

. Ttz —=z P

definido por Az = lim , é chamado gerador infinitesimal de (T'(t))>o.
, >

10

19
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Definicao 1.1.3. Um semigrupo (T (t)):>0 de operadores lineares é um semigrupo fortemente con-

tinuo se im T'(t)x = x para todo © € X. Um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares
t10

limitados em X serd chamado de Cy-semigrupo.

Teorema 1.1.4. Seja (T'(t))¢>0 um Co-semigrupo em X. Entdo, existem constantes w > 0 e M > 1
tais que ||T(t)|| < MeYt, para todo t € [0, 00).

O préximo resultado resume algumas propriedades basicas de um Cp-semigrupo.

Teorema 1.1.5. Sejam (T'(t))>0 um Co-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Entdo, as seguintes

propriedades sdo verificadas:

(i) A fungao t — T (t)x pertence a C(]0,00); X ) para todo x € X;

t+h

(ii) Paratodox € X et >0, }llir% = T(s)xds = T(t)x;
- t

t ¢
(iii) Paraxz € X et >0, / T(s)xds € D(A) e A/ T(s)xds =T(t)x — x;
0 0
(iv) Parax € D(A)et >0, T(t)x € D(A) e %T(t)x = AT (t)x = T(t)Ax;
t t
(V) Paraxz € D(A)et>s>0,T(t)x —T(s)x = / T(7)Azxdr = / AT (1)xdr;

(vi) A é um operador linear fechado e D(A) é denso em X.

Proposicio 1.1.6. Sejam (T'(t))i>0 um Co-semigrupo e f : [0,00) — X uma fungdo localmente

t
integrdvel. Entdo, a fung¢do t — / T(t — s)f(s)ds é continua de [0,00) em X.
0

Uma classe de Cp-semigrupos que serdo importantes neste trabalho, sdo os semigrupos com-
pactos.

Defini¢do 1.1.7. Um Cy-semigrupo (T'(t)):>0 em X é chamado compacto para t > to, se T'(t) é um
operador compacto para todo t > to. O semigrupo é chamado compacto se T (t) é compacto para

todo t > 0.

Note que se (T°(t))+>0 € compacto para ¢t > 0, entdo o operador identidade em X € compacto e
consequentemente, X é um espago de dimenso finita. Além disso, se T'(tp) é compacto para algum
to > 0, entdo T'(t) é compacto para todo ¢ > tg, pois T'(t) = T'(t — to)T (to).

Teorema 1.1.8. Seja (T'(t))t>0 um Cy-semigrupo. Se (T'(t))i>0 € compacto para t > tg, entdo
T() € C((to, 00); LX)
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Concluimos esta se¢do com um importante resultado, conhecido como Teorema de Hille-Yosida,
que garante quando um operador linear A : D(A) C X — X (ndo necessariamente limitado) é o
gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo. Porém, antes de enunciarmos tal resultado, precisamos

de algumas defini¢des.

Definiciio 1.1.9. Seja (T'(t))i>0 um Co-semigrupo em X. Se M > 1 e w > 0 sdo tais que ||T'(t)| <
Me™* para todo t > 0, entdo dizemos que (T(t))i>0 é um semigrupo de classe (M, w). Se M =1 e

w = 0, entdo (T(t))¢>0 é chamado de semigrupo de contragaes.

Seja B : D(B) € X — X um operador linear. O conjunto resolvente de B é definido por
p(B) = {\ € C: (M — B) teminversae (A — B)~! € £(X)}. O conjunto o(B) = p(B)*
é chamado espectro de B. Além disso, para A € p(B), representamos R(\ : B) pelo operador
(M — B)~t. O operador R()\ : B) é chamado operador resolvente de B.

Teorema 1.1.10. (Teorema de Hille-Yosida)/53, Teorema 3.1] Um operador linear A : D(A) C
X — X é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragdes (T'(t))i>0 em X se, e somente

se,

(i) A é um operador fechado em X e D(A) = X;

1
(i) p(A) DR e||R(N: A)| < | para todo \ > 0.
Como consequéncia direta do Teorema 1.1.10 temos o seguinte resultado.

Corolario 1.1.11. Se A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracoes (T (t))i>0 em
X, entdo p(A) D {A € C: Re(A\) >0} e ||[R(A:A)| <

ReV) para todo X tal que Re(\) > 0.

A partir do Teorema 1.1.10 € possivel mostrar a seguinte caracterizagao.

Proposicao 1.1.12. Um operador linear A : D(A) C X — X € o gerador infinitesimal de um

Co-semigrupo de classe (1,w) se, e somente se,

(i) A é um operador fechado em X e D(A) = X;

(i) p(A) D{AeR: A>wle||RA:A)| <

para todo A > w.
A—w

No que se segue, consideremos alguns exemplos de Cj-semigrupos.

Definicdo 1.1.13. Seja (Z, || - || z) um espago de Hilbert. Dizemos que uma sequéncia (¢n)neN em Z

€ uma base de Riesz para Z se as seguintes condigdes sdo satisfeitas:

(i) Span{¢, :n € N} = Z;
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(ii) Existem constantes positivas m e M tais que

N N
mz |Oén|2 < H Z@n¢n
n=1 n=1

paratodo N e Neay,...,ay € C.

N
2 2
S MZ |Oén‘ I
Z
n=1

Definicdo 1.1.14. Sejam (Z, || - || z) um espago de Hilberte A : D(A) C Z — Z um operador linear
fechado com autovalores simples {\,, : n > 1} tais que os autovetores correspondentes formam uma
base de Riesz para Z. Dizemos que A é um operador espectral de Riesz se {\,, : n > 1} é totalmente

desconexo.

O seguinte resultado estabelece quando um operador espectral de Riesz € o gerador infinitesimal

de um Cj-semigrupo. Neste resultado, 6., = 1 se m =n e dpm = 0se n #£ m.

Teorema 1.1.15. [15, Teorema 2.3.5] Sejam (Z, || - || z) um espago de Hilberte A : D(A) C Z — Z
um operador espectral de Riesz com autovalores simples {\,, : n > 1} e autovetores correspondentes
{¢n : n > 1}. Sejam {1, : n > 1} autovetores do operador adjunto de A tais que (¢p, Vm) = Onm,

n, m € N. Entdo, as seguintes propriedades sdo satisfeitas:

() p(A):{)\EC:ir;fll)\—/\n\>0}, o(A)={ :n>1}e

(z,Yn)bn, paratodo X\ € p(A), z € Z;

(A — A)~ i

i) D(A)={z€Z: > |Ml[{z ¢n)]> <oo}e
n=1
Az = Z Az, Un)Pn, paratodo z € D(A);

(iii) A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo se, e somente se, sup{Re(\,,) : n € N} < oc.

Neste caso,

oo
Ze)‘”t yUn)Yon, paratodo t >0, z € Z.
n=1

Exemplo 1.1.16. Sejam X = L%([0,7]), D(A) = {z € X : 2(0) = z(7) = 0, 2" € X} e
A: D(A) C X — X o operador definido por Az = z”. O operador A é o gerador infinitesimal de
um Cy-semigrupo em X. De fato, podemos facilmente verificar que os autovalores de A sdo dados

1
por A, = —n?, n € N, e que os autovetores correspondentes ¢, (z) = (2)2 sin(nz), formam uma
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base ortonormal de X. Além disso, a condi¢do (ii) da Defini¢do 1.1.13 se verificacomm = M = 1.

Como consequéncia do Teorema 1.1.15, temos que

Az = —n(z,¢n)n
n=1

o
para todo z € D(A) = {z eX: Zn4|<z,¢n)|2 < oo} e A é o gerador infinitesimal de um
n=1

Co-semigrupo (7'(t))>0, que é dado por

T(t)z = Z e_"Qt(z, ¢n)n, paratodo z € Z.

n=1

O semigrupo do exemplo anterior corresponde a uma classe mais geral de Cp-semigrupos, os

semigrupos analiticos.

Definicdo 1.1.17. Sejam 01,02 € Rcom0; <0< bre A ={z€ C: ¢ <argz < pa}. Una

familia de operadores lineares (T (2)).ca em L(X) é chamado semigrupo analitico em A se
(i) z+— T(z) é analitica em A;
(ii) T(0)=1e lir% T(z)x =  para todo x € X;
zZ—

(iii) T(z1 + 22) = T(21)T (22) para todo z1, z5 € A.

1.2 Teoria espectral

A seguir apresentamos alguns resultados sobre Teoria Espectral de operadores lineares fecha-
dos. Em toda esta se¢do, B : D(B) C X — X serd um operador linear. No seguinte resultado
sdo apresentadas duas propriedades basicas do operador resolvente. Para a demonstracio dessas pro-

priedades citamos [59, Teorema 5.1-C].

Proposicio 1.2.1. Sejam A\, i € p(B). Entdo, R(\: B) — R(p: B) = (u— A\)R(\: B)R(u: B) e
R(A:B)R(u: B)=R(u: B)R(\: B).

O espectro de um operador linear B, o(B) = p(B)¢, dividi-se em trés partes, mutuamente exclu-

sivas, descritas na préxima defini¢ao.

Definicao 1.2.2. Dizemos que o conjunto

(@) o0,(B) ={X € C: (A — B) ndo é injetora} é o espectro pontual de B;



24 Capitulo 1 — Preliminares

(b) 0,(B) ={A € C: (A — B) éinjetorae R(A\] — B) & X} é o espectro residual de B;
(¢) 0o(B) = {\ € C: (\[ — B) éinjetora, RAl —B) = X e (M[-B)"' ¢ L(X)}éo

espectro continuo de B.

Definimos agora o raio espectral de um operador linear 5. Este conceito € util para garantir

estabilidade de certos tipos de sistemas.

Definicio 1.2.3. O raio espectral de um operador linear B : D(B) C X — X é definido por

ro(B) = sup{|\| : A € 0(B)}.
O préximo resultado considera algumas propriedades do raio espectral de um operador.

Proposicao 1.2.4. Seja B € L(X) e X um espago de Banach complexo. Entdo
@) ro(B) = lim {/[B"[;
(ii) Se S € L(X), entdo ry(BS) = rs(SB);
(iii) Se B ¢ auto-adjunto e X é um espago de Hilbert, entdo r,(B) = || B]|.

Demonstracao: A prova do item (1) se encontra em [59, pag. 262]. O item (2) estd em [15, Lema
A.4.15] e o item (3) é consequéncia de [59, Teorema 6.2-B, Teorema 6.11-C].

No préximo resultado, e no restante desta tese, denotaremos por N'(B) e R(B) o nicleo e a

imagem de B, respectivamente.

Definicdo 1.2.5. O ascendente de B : D(B) C X — X, denotado por a(B), é o menor inteiro
positivo n tal que N'(B™) = N'(B" ). O descendente de B, denotado por §(B), é o menor inteiro
positivo n tal que R(B") = R(B"*!).

Note que a(B) = 0 se, e somente se, B~! existe. Por outro lado, §(B) = 0 se, e somente se,
R(B) = X. O préximo resultado segue de [59, Teorema 5.41-D, Teorema 5.41-E].

Teorema 1.2.6. Se «(B) e 0(B) sdo finitos, entdo o(B) < §(B). Além disso, se D(B) = X entdo,
a(B) = §(B).

Teorema 1.2.7. Suponha que B € L(X) e que B é compacto. Se A # 0, entdo N ((A\I — B)") possui
dimensao finita e R((AI — B)™) é um subconjunto fechado de X para todon > 1.

Demonstracio: Para a prova deste resultado veja [59, Teorema 5.5-C] e [59, Teorema 5.5-D].
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Teorema 1.2.8. [59, Teorema 5.5-E] Suponha que o operador B € L(X) é compacto. Se \ # 0,

entdo o ascendente e o descendente do operador (\I — B) sdo finitos.

Definicao 1.2.9. Sejam M,,..., M,, n > n2, subespacos lineares de X. Dizemos que a familia
(M;)1<i<n € linearmente independente, se Z M; N My, = {0} para todo n,k € N, comn > k.
iZh
Na seguinte definicdo, X = My & Ma e P; : X — M, sao as projecdes definidas por Pix = x;,
1=1,2,ondex = x1 + x5 comx; € X;exy € Xo.

Defini¢ao 1.2.10. O operador B é chamado completamente reduzido por (M1, Ms) se My e My sdo
subespagos de X linearmente independentes, invariantes por B e P;(D(B)) C D(B) parai = 1,2.

A prova do préximo resultado pode ser encontrada em [59, Teorema 5.41-G].

Teorema 1.2.11. Suponha que D(B) = X e que «(B) e §(B) sdo finitos. Entdo, B é completamente
reduzido por N (B*B)) e R(B*B)). Mais ainda, B : R(B*B)) — R(B%B)) é um isomorfismo.

Suponha que X seja um espago de Banach complexo e que B : D(B) C X — X é fechado, com
p(B) # 0. Entdo R(- : B) é uma fungdo analiticaem p(B) e
d

RO B)=—R(\:B)%, A€ p(B).

Assim, um ponto isolado de o(B) é um ponto singular isolado de R(-, B), o que implica que existe
uma expansio de Laurent para R(\ : B) em poténcias de (A — \g), para todo )y ponto singular
isolado. Isso significa que

R(\: B) = i()\ — )" An + i(A — %) "B,
n=0 n=1

para todo 0 < |\ — Ao| < 4, onde o(B)\{ o} £ {N € C: A= Xo| <6},

1 1
Ap=— [ (A =2) " 'R(\: B)d\ e B, — 2/

= — )"t : B

com C = {\ € C: |A — X\g| = h} orientada no sentido anti-horério e 0 < h < 4.

Definicdo 1.2.12. Dizemos que Ao é um polo de ordem m de A\ — R(\ : B) se B,,, # 0e B,, =0

para todo n > m.

Os coeficientes A, e B,, satisfazem as seguintes propriedades:

(B= 2ol Ani1 = Au; (L1)
(B—=XoI)Bn, = Bny1 = (B—Xl)"By; (1.2)
(B—XI)Ay = B — 1. (1.3)
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Consequentemente, Ao € um polo de ordem m de R(- : B) se, e somente se, By, # 0 ¢ By,+1 = 0.
Note ainda que, neste caso, By, Ba, ..., By, # 0. Apresentamos a seguir dois resultados envolvendo

o conceito de polo.

Teorema 1.2.13. [59, Teorema 5.8-D] Suponha que exista um inteiro n tal que N'((\oI — B)™) N
R((MoI — B)™) = {0}, R((AoI — B)") é fechado e X = R((AoI — B)") ® N ((Ao — B)"). Seja
m > 1 o menor inteiro tal que essas propriedades sejam vdlidas. Entdo, Ao € um polo de ordem m

de R(-: B).

Teorema 1.2.14. Se B € L(X) é um operador compacto, entdo todo elemento de o(B)\{0} é um
polo de R(- : B).

Demonstracdo: Seja \g € o(B), A9 # 0. Pelo Teorema 1.2.8, a(AI — B) = 6(Aol — B) = m
para algum inteiro m > 1. Por outro lado, o Teorema 1.2.7 garante que R((Aol — B)"™) é fechado
para todo n € N. Além disso, do Teorema 1.2.11 sabemos que (Aol — B) é completamente reduzido
por R((MoI —B)™) e N ((Aol —B)™), o que implica que esses subespacos sio linearmente indepen-
dentes, invariantes por (A\gI — B) e que X = R((AoI — B)™)® N ((A\oI — B)™). Agora, o resultado
segue diretamente do Teorema 1.2.13. |

Além do conceito de espectro de um operador B, precisaremos do conceito de espectro estendido.

Definicdo 1.2.15. O espectro estendido de B, denotado por o.(B), é definido por o.(B) = o(B) se
Be L(X)eo.(B)=0(B)U{cx} quando B ¢ L(X).

Definicdo 1.2.16. Um subconjunto o de o.(B) é chamado conjunto espectral de B se o é aberto e

fechado na topologia de o.(B).

Seja o um conjunto espectral de B e defina uma funcéo f : C — R por

1, para A em uma vizinhanga de o
0, para A em uma vizinhanga de o.(T)\o.

R

Segundo [59] Se¢do 5.7, podemos associar a f(-) um operador E, tal que E,FE, = E, ¢ assim,
dizemos que E, € a projecdo associada a 0. Da mesma forma, a fungdo 1 — f(-) estd relacionada
com o conjunto o¢(7")\o, 0 que implica que E,, 1)\, = (I — E,) € a projecio associada ao conjunto

espectral o (T")\o. Além disso, as seguintes propriedades sdo validas:
() Eo + Ey (r)\o = I
(i) EoEo.(r)\o = Eo.(r)\oEo = 0;
(iii) R(Es) e R(E,, (1)) sdo subconjuntos fechados;

(iv) R(EU) N R(EUG(T)\J) = {0}’
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) X =R(E;) ® R(Eg,(1)\0)-

Quando pensamos no coeficiente B; da expansdo de Laurent de R(\ : B), temos que B; se
comporta como a projegdo E, para o caso onde 0 = {\g}. Além disso, se o # (), entdo By # 0.

No teorema a seguir apresentamos outro resultado sobre conjunto espectral.

Teorema 1.2.17. Sejam o um conjunto espectral de B e B= Blr(g,). Entdo,

(i) o = 0.(B);

~

(i) o Nop(B) = 0p(B);

~

(iii) o No,.(B) = 0.(B);
(V) 0 Noe(B) = 0o(B);
(V) Se oo ¢ o, entdo R(E,) C D(B™) paratodon > 1e B é continua em R(Ey).

Demonstraciao: Este resultado estd provado em [59, teorema 5.7 -Ba].

Agora estamos prontos para enunciar o principal resultado desta secao.

Teorema 1.2.18. Seja Ao um polo de ordem m de \ — R(\ : B). Entdo, Ay é um autovalor de B,
a(XI —B) =6(MI —B) =m, R(B1) = N((AI —B)™) e R(I - B1) = R((MI — B)™), onde
B € o coeficiente da expansdo de Laurant de R(\ : B). Além disso,

X =R((MI—-B)™")®N (Aol —B)™)
e o operador B é completamente reduzido por R((AoI — B)™) e N' (Ao — B)™).

Demonstracio: Sejam X; = N (Bj) e Xo = R(Bp). Como By é uma proje¢do associada ao

conjunto espectral {\g}, temos que
(a) X7 e X3 sdo subespacos fechados e linearmente independentes,
(b) X =X1 @& Xo,
(c) Pi(D(B)) C D(B),onde P; : D(B) — X ¢é a projecdo definida por X;, parai = 1,2,
) B(X;) C Xi,i=1,2,

o que implica que B é completamente reduzido por (X7, X2).

Para facilitar a notagdo, defina N¥ = N (Aol — B)¥) e R¥ = R((\oI — B)¥) para todo k € N.
Usando as propriedades (1.1)-(1.3) e o fato de B comutar com os coeficientes A,, e B,, podemos
mostrar que X2 = N™ paratodon > m. Além disso, temos que N™~1 ¢ N™ pois, se N™ L = N™
entdo, N~ = X, o que implica que B,, = 0, contrariando o fato de \q ser polo de ordem m de
R(-, B).
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Pelo anterior e pela igualdade (1.2) temos que a(Agl — B) = m e A\ é autovalor de B.

Consideremos agora as restricdes B|x, ¢ B|x,. Pelo Teorema 1.2.17, temos que A\g € o.(B|x,)
e Ao ¢ 0c(B|x,). Dessa forma, segue que R(\ol — B|x,) = X;. Como (\g — Blx,)" = I|x, e
R(Mo — Blx,)" = R(Mo — Blx;)" ", o descendente de (\g — Blx, ) é zero, R(M\oI — B|x,)" = X1
e X3 C R", paratodon > 1.

Além disso, N" N R™ = {0} para todo n > m pois, se z € N" N R" entdo, (\gl — B)"z =0e
existe y € X tal que x = (Ao — B)"y, implicando que y € N?® = N" e assim, que = = 0.

Sejamn > m e x € R". Pelo item (b), podemos escrever x = x1 + x2 com x1 € X7 e 9 € Xo,
o que implica que x2 € R™. Como X3 = N", temos que xo € R"NN", isto é, xo = 0. Assim, segue
que x € X;. Com isso provamos que R" = X; para todo n > m. Mais ainda, usando o Teorema

1.2.6, concluimos que 6(A\gI — B) = m. A prova estd agora completa. |

1.3 Equacoes diferenciais funcionais abstratas com retardo

Nesta se¢@o consideramos alguns resultados sobre a existéncia e a unicidade de solucdes fracas

para uma classe de equagdes diferenciais funcionais descritas na forma abstrata

2/ (t) = Az(t) + F(t,xy), t> o, (1.4)
re =€ C=0C(-r0;X), (1.5)

onde o > 0, z(t) € X,z € C, 24(0) = x(t + ) para todo 6 € [—r,0], A é o gerador infinitesimal
de um Cyp-semigrupo de operadores lineares limitados (7'(¢));>p em X e F' : [0, 00) x C' — X é uma

funcdo com propriedades que especificaremos posteriormente.

Definicdo 1.3.1. Uma fungdo x : [0 — r,a] — X, a > o, é chamada solugdo fraca de (1.4)-(1.5) em
[0,a] se xo = p, x(-) € C(lo —r,al; X) e

(t) = T(t — o)p(0) + /tT(t — $)F(s,25)ds, 1€ [o,q] (1.6)

g

Definicdo 1.3.2. Uma fun¢do x : [0 — r,00) — X é chamada solugdo fraca de (1.4)-(1.5) se x é
solugdo fraca de (1.4)-(1.5) em [0, a] para todo a > o.

O problema de Cauchy (1.4)-(1.5) tem sido estudado em numerosos trabalhos, mencionamos,
entre outros, [47, 60, 70]. Em [60, Proposi¢do 2.1] encontramos o seguinte resultado de existéncia e

unicidade de solucio fraca.

Proposicdo 1.3.3. Suponha que F' € C([o,a] x C; X) e que existe L > 0 tal que

IF(t,¢) — F(t,9)l| < LY — ¢llc, Vieloa], ¥,9eC. (L.7)

Entdo, para cada ¢ € C' existe uma uinica solugdo fraca de (1.4)-(1.5) em [0, al.



1.3 Equagdes diferenciais funcionais abstratas com retardo 29

No que segue, consideremos o problema da existéncia global de solugdes para o caso onde

F(t,¢) = L(t)(¥) + f(1), (1.8)

sendo f : [0,00) — X uma funcdo localmente integrdvel e (L(t));>0 uma familia fortemente con-
tinua de operadores lineares limitados de C' em X.

Procedendo como na demonstracio da Proposicao 1.3.3 podemos estabelecer o seguinte resultado.

Proposicio 1.3.4. Seja f : [0,00) — X uma fungdo localmente integrdvel, (L(t))s>0 uma familia
fortemente continua de operadores lineares limitados de C em X e F(t,v) = L(t)(v)+ f(t). Entdo,

para toda ¢ € C existe uma unica solugdo fraca de (1.4)-(1.5) em [0, 0).

Demonstracio: Como consequéncia do Teorema da Limitacdo Uniforme, para cada b > o existe
Ly > 0 tal que || L(t)| z(c,x) < Ly paratodo t € [, b]. Consequentemente, temos que

|F(t, 1) — F(t,92)|| < Lyllvr — allc

paratodo t € [o,b] e 11,19 € C.
t

Como f ¢é integrdvel em [o,b], a fungdo t — / T(t — s)f(s)ds é continua em [o,b] (ver
Proposi¢ao 1.1.6) e assim, procedendo como na demongtragﬁo da Proposi¢do 1.3.3 podemos mostrar
a existéncia de uma tnica solugfo fraca para a equagéo (1.4)-(1.5) em [o, b]. Isto permite completar a

prova, pois b > o & arbitrério. |

No restante desta se¢do, para o > 0 e ¢ € C, denotemos por z(+, 0, ¢, f) a dnica solucdo fraca
de (1.4)-(1.5).
Se, além das hipdteses da Proposi¢do 1.3.4, assumirmos que o Cp-semigrupo (7°(¢))s>0 é com-

pacto, entdo podemos concluir que a fun¢do ¢ — z(-, 0, ¢, f) é compacta para todo t > r + o.

Lema 1.3.5. [70, Lema 2.1.6] Assuma que o semigrupo (T'(t)):>0 € compacto em X. Se B C
X é limitado e {g, : v € '} é uma familia de fungoes em C([a,b]; B), entdo o conjunto K =

b
{/ T(s)gy(s)ds:v € F} é relativamente compacto em X.
a

Lema 1.3.6. [55, Teorema 33] Se {f, : v € I'} C C ¢ equicontinuo e {f(0) : v € T'} é rela-
tivamente compacto em X para todo 0 € [—r,0], entdo o conjunto {f, : v € T'} € relativamente

compacto em C.

Na demonstrag¢do do préximo resultado usaremos as notagdes

Ly = sup{||L(s)l i) : s € oo} e fo= [ £ll 1 (o)

Proposicio 1.3.7. Suponha que o semigrupo (T (t)):>0 € compacto. Entdo, a fun¢do ¢ — x4(-, 0, ¢, f)
é compacta de C em C para todot > r + o.
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Demonstracdo: Sejamt > r + o fixoe ¥; : C' — C a fungéo definida por ¥, (¢) = (-, 0, ¢, f).
No que se segue, mostraremos que para cada k > 0, o conjunto ¥ (B (0, C')) é relativamente com-
pacto em C, onde By(0, C') é a bola de centro em zero e raio k em C. Para isso, mostraremos sepa-
radamente que W, (B (0, C)) é limitado, que W (B (0, C)) é equicontinuo e que V(B (0,C))(0) =
{T(¢)(0) : ¢ € Bg(0,C)} é relativamente compacto em X para todo 6 € [—r, 0].

Para comecar, observamos que para ¢ € C'e § € [—r, 0],

t+6

Ti()(0) = T(t+0—0)p(0) + / T(t 46— 5)L(s) (2:( 0 00 f))ds

oz

+ /t+9 T(t+60—s)f(s)ds.

(1) O conjunto ¥, (B (0,C)) é limitado.
Para § € [—r,0] e ¢ € Bi(0,C), vemos que

() (O)] < ﬂfew“_”)ﬁf+zﬁ]+-ﬂ4€w“_”)ftjftHxsﬂ’a,w,f)chs,

o

o que implica que

lze( 000, fllle < Nk““”%+jﬂ+kkmhwzﬁ/tdemijc%-
o
Agora, pela Desigualdade de Gronwall, obtemos que
laesoup. Pllc < Me™=[k + flels M7,
o que prova que o conjunto {¥;(p) : ¢ € By(0,C)} é limitado.

(2) O conjunto {¥.(¢) : ¢ € Bx(0,C)} é equicontinuo em [—r, 0].
Seja N; > 0 tal que ||[U;(¢)|| < Ny para todo ¢ € By(0,C). Para ¢ € B(0,C), 0 < ¢ <
(t—r—o)eb,ne[—r 0] comb > n, vemos que

1We(p)(0) = Wi(p))l < ([Tt +0 = 0)p(0) = T(t+n—a)p0)

t+n

t+60
" / T(t 40— 5)L(s) (a0 0, f))ds — / T(t +0 — $)L(s)(xs(- 0, 0, f))ds

g

t+
+ l U 40— 5) — Tt 40— ) L()(ws( 0,0, £))ds

+n—c

t+ c
+ / U+ 0 - 5) — Tt 40— $)]L(S) (w0, 0, )

t+n

t+6
+ / T(t+0—s)f(s)ds—/ T(t+n—s)f(s)ds

oz

t+6 =N
< Tt+0—-0)=T(t+n—o0)llellc+ MLy |z (-, 0,0, f) | cds
t+n
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t+n -
4 / IT(t+6—8)— Tt +1— )| Eellas(r 0,0, llcds
t+n—c

t+n—c R
+ / IT(t+0—s) = T(t+n—s)|Lillzs(-, 00, f)llcds

t+n

t+-60
/ T(t+9—3)f(s)ds—/ T(t+n—s)f(s)ds

o

|

t+0 N
IT(t+6 —0)—T(t+n—o)|k+ Me* =T, N,ds
t+n

IN

t+n A t+n—c S
+ / IM =T, Nds + / IT(t 40— )= T(t+ 11— 8)| Ly Nods
t

+n—c o

t+n

t+6
/ T(t+9—s)f(s)ds—/ T(t+n—s)f(s)ds

(e

|

IT(t+60—0)—T(t+n—o)||k+ M O"DL,N,(6 — n)

IN

PN PN t+n—c
+ 2M e O, Nye + LtNt/ |T(t+60 —s) —T(t+n—s)|ds

o

t+n

t+-60
/ T(t+9—s)f(s)ds—/ T(t+n—s)f(s)ds| .

o

|

t+60
Logo, como s +— T'(s) é uniformemente continua em [c,t| e 6 — T(t+60—s)f(s)dsé

continua, da desigualdade anterior podemos afirmar que {U;(¢) : ¢ € B;: (0,C)} € equicontinuo em

[—7,0].

(3) O conjunto {U.(¢)(0) : ¢ € Bx(0,C)} é relativamente compacto em X para todo 6 € [—r,0].

Para 6 € [—r, 0] vemos que

{We(p)(0) : o € Bi(0,C)} C {T(t+6—0)p(0): ¢ € Bi(0,C)}
t+6
+ {/ T(t+ 60— s)L(s)(xs(-, 0,0, f))ds : ¢ € B(0, C)}

+ {/UHQT(H—H— s)f(s)ds: ¢ € Bk(OaC)}-

E obvio que o primeiro e o terceiro conjunto da direita sdo relativamente compactos em X. Por

outro lado, do Lema 1.3.5, inferimos que

t+60
K= {/U Tt + 0 — $)L(s)(2s(-, 0,0, f))ds : o € Bk(O,C)}
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também ¢é relativamente compacto em X. Assim, obtemos que V(B (0,C))(#) é relativamente
compacto em X para todo 6 € [—r,0].
Finalmente, como consequéncia do Lema 1.3.6 e dos passos anteriores, podemos concluir que ¥,

€ um operador compacto. A prova estd completa. |

Continuando com nossos preliminares, estudaremos agora o sistema

2/ (t) = Ax(t) + L(t)(z¢) + f(t), t >0, (1.9)
((0),20) = (2,0) € X x LP([-r,0]; X), (1.10)

onde A, L e f sdo como antes.
Seja MP(X) = X x LP([—r,0]; X), para 1 < p < oo, munido da norma

: :
Il = ato+ ([ Ioras)” = et + ol

Comecamos considerando o seguinte conceito de solugdo fraca para (1.9)-(1.10).

Defini¢do 1.3.8. Uma fungdo x : [0 — r,00) — X € uma solugdo fraca de (1.9)-(1.10) se z,(6) =
©(0) para —r < 0 < 0, x(0) = 2, z(-) € continua em [0, 00) e satisfaz a seguinte equagdo integral

x(t)=T({t—0)z +/ T(t—s)[L(s)(zs) + f(s)]ds, t>o. (1.11)

o

Note que nas condigdes anteriores, (-) ndo é necessariamente uma fungéo continua em [—r, 0].
Porém, é obvio que x;(-) € LP([—r,0]; X).

Nosso préximo passo € estudar a existéncia e unicidade de solugdes fracas para (1.9)-(1.10).

Considere inicialmente o seguinte lema.

Lema 1.3.9. Existe uma tinica extensdo de L(t) sobre LP([—r,0]; X).

Demonstracdo: Seja C.([—r,0]; X) o espago das fun¢des em C' que possuem suporte compacto.
Como L(t) é continua para todo ¢ > 0, a propriedade segue diretamente do fato que C..([—r, 0]; X) é
denso em LP([—r,0]; X). [

No que se segue, usaremos a mesma notagdo para a extensdo de L(t).

Lema 1.3.10. Sejam a > o e z € C([oc — r,a]; X). Entdo, a fungdo t — L(t)(z) pertence a
LY([o, a]; X).

Demonstracdo: SejaI' : [0,a] — C a fung¢do definida por I'(¢) = z;. Como z é continua, é facil
ver que I' € C(]o, a]; C). Do anterior, existe uma sequéncia de fungdes simples y,, : [0, a] — C tais

que y,, — I pontualmente parat € [0, a] e y, — ' em L([o,a; C).
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Assuma que
k’!L
= afxan(t)
i=1

onde a; € C, k, € N, AT C [0,a] sdo mensurdveis com Ule A = [0,a]. Defina agora L,

[0, a] — C por

kn
= L(t)afxar(t)
=1

E claro que L(-)a é continua, de onde obtemos que L, (-) é mensurdvel. Observando que L, (t) —

)T'(t) quase sempre em [0, a] e que

a
/ lLoretd < [ 1zollled < [ Laelogo-ramdt = olalzlogo-ra,

g
onde L, = sup{||L(s)| : s € [0,a]}, concluimos que L(-)T'(:) € L'([o,al; X). A prova estd
completa. |
Observacio 1.3.11. Por causa da extensdo de L(¢) para o espago LP([—r,0]; X ), temos que o Lema

anterior continua vdlido em LP([—r,0]; X). Assim, se z € LP([o — r, aLX) entdo, t — L(t)(z)
pertence a L' ([0, a]; X).

Proposicao 1.3.12. Suponha que todas as condicées anteriores sdo verificadas. Entdo, para todo
(z,¢) € MP(X) existe uma unica solugdo fraca de (1.9)-(1.10).

Demonstracdo: Procedendo como na demonstra¢do da Proposi¢do 1.3.3, para (z,p) € MP(X),
defina uma a sequéncia de fungdes (2™),en no espago LY ([0 — 7, 00); X) por
p(t—o), oc—r<t<o,
20(t) =
T(t—o0)z, 0<t<oo,
e paratodon € N,
p(t—o), oc—r<t<o,

z"(t) = t

T(t—a)z—l—/ T(t — $)[L(s)(@") + f(s)|ds, o <t < oo.

g

Afirmamos que a sequéncia ("), cn é pontualmente convergente em X para todo ¢ € [0 —r,00)
e uniformemente convergente em subintervalos compactos de [0 — 7, 00). Para provar esta afirmago,

parat > o — r introduzimos as constantes,

Ly = sup{||L(s)|| : s € [0, 1]},

= / 1£(s)ds,

0

L = HL(s)(wU)Hds-
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Note que [|z™(t) — 2"~ 1(t)|| = O paratodo t € [0 — r,0) e todo n € N. Mais ainda,

lz'(t) = 2°@)] < /IIT(t—S)HIIL(S)(ﬂﬂS)!d«SJr/ 1Tt =)l f(s)llds

< MePUILF + Fy.

Usando um processo indutivo, obtemos que

n-1 - R ~ (t — n—1
(0 = ol < e e TpEy R

n €N,
0 que nos permite concluir que ||2™(t) — 2"~1(t)|| — 0 quando n — co. Além disso, é facil deduzir
do anterior que =™ é uniformemente convergente sobre compactos.

Definimos agora x : [0 — r,00) — X por

lim z"(t), parat € [o,00),
n—oo

2(t) = (1.12)
o(t — o), para t€fo—r0).

Mostremos que x(-) é uma solug@o fraca de (1.9)-(1.10). Obviamente, x, = ¢ em [—7,0) e z(-)
¢ continua para todo t em [0, 00), pois " — z uniformemente sobre compactos.
Mais ainda, parat > o

t t

x(t) =Tt —0)z— / T(t — s)L(s)(xzs)ds — / T(t—s)f(s)ds

g g

IN

() — 2" @) + / T(t = s)L(s)[zs™" — zs)ds

IN

t
le(t) — " (1) + M) E, / 1271 — 2 oo .

Como z" — z uniformemente em [o, ] quando n — oo, temos que = — x5 em LP([—r,0]; X)
uniformemente para s € [0, t] quando n — oo, 0 que implica que os termos da direita da desigualdade
acima convergem para zero quando n — oo. Consequentemente, temos que

t t

zx(t)=T(t—0)z+ / T(t—s)L(s)(zs)ds + / T(t—s)f(s)ds, paratodo t > o,

e que x(o) = z. Isto prova que z(-) € solugdo fraca de (1.9)-(1.10).
Para finalizar, mostremos que x(-) é dnica. Para isso, suponha que v(-) também é uma solugio
fraca de (1.9)-(1.10). Definamos

. / | L(s) () | ds.

Ri= [ 1265)1o, ~ ).
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Parat € [0, 00), temos que

[o(t) = 2(@)]]

IN

/ 1T (t = $)II[L(s)[vs — s][|ds

< Mew(tfa)}-?t,
o que implica que
lo(t) =2 = Jo(t) = T(t - 0)z]

t

u(t) — (x(t)—/UtT(t—s)L(s)(xs)ds—/

o

T(t - s) f(s)ds) H

é Mew(t—o‘) [I?t + E? + F\t]

Procedendo por inducdo, obtemos que

n

n o (t—
lo() — ") < M rne-TnR, 1+ I + BT

> paratodot > o, n € N.
n!

Esta desigualdade mostra que z"(t) — w(t) para todo ¢t € [0,00) quando n — oo e portanto,

z(t) = v(t) em [0 — 7, 00). A prova estd completa. [ |

Se acrescentarmos as hipdteses da Proposicao 1.3.12 que o semigrupo (7'(t))+>0 é compacto,
podemos provar de maneira similar ao que foi feito no estudo do sistema (1.4)-(1.5), que a fun¢do

(z,0) (x(t,a, (z,0), ), xe(-, 0, (z,cp),f)) é compacta paratodo t > r + 0.

1.4 Sistemas de evolucao

Para lidar com a teoria desenvolvida no préximo capitulo, precisamos considerar alguns con-

ceitos e propriedades relativas a familias de evolugdo.

Defini¢do 1.4.1. Uma familia a dois pardmetros de operadores lineares limitados U (t,s), t > s,

t,s € [0,a], em L(X) é chamada de sistema de evolugdo, se as seguintes condigdes sdo satisfeitas:
(i) U(s,s) =1, paratodo 0 < s < a;
(ii) U(t,s) =U(t,r)U(r,s), paratodo0 < s <r <t <a;

(iii) A fungdo (t,s) — U (t, s) é fortemente continua para 0 < s < t < a, isto é, (t,s) — U(t,s)x

é continua para todo x € X.
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Assuma que (L(t))s>0 ¢ uma familia fortemente continua em C. Da Proposi¢ao 1.3.4 sabemos

que para todo o > 0 e ¢ € C existe uma tnica solugdo fraca x = z(-, 0, ¢, f) da equagédo

a'(t) = Ax(t) + L(t)(2e) + f(t), t>o0, (1.13)
e =g € C. (1.14)

Assim, para t > s > 0 podemos definir o operador V (¢, s) : C'— C' por

V(t7 8)90:.%15(',8,90), (1.15)

onde, para abreviar a escrita, temos usado a notagdo z(-,s,¢) = z(-,s,¢,0). O operador V(-)
¢ chamado de operador solugdo de (1.13)-(1.14) e, como veremos a seguir, V' (-) é um sistema de

evolucao.

No préximo resultado, para a > 0, M, e L, sdo constantes positivas tais que | T'(t)|| < M, e
|IL(t)|| < Lq paratodo ¢ € [0, a.
Proposicio 1.4.2. A familia de operadores {V (t,s) : 0 < s < t < a} € um sistema de evolugdo no
espago C.

Demonstracdo: Da unicidade de solucdes de (1.13)-(1.14) e da linearidade de L(t), segue facil-
mente que para ¢, € C e « escalar, ax(-, s, p) + z(-, s,1) é a tnica solugdo fraca de (1.13) com

condicdo inicial cep 4 ¥, 0 que mostra que

V(t,s)(ap+v) = z(-,s,ap +v) = ax(-,s,¢) +x(,8,9) = aV(t,s)e+ V(t,s),

de modo que V' (¢, s) é linear. Mais ainda, da prova da Proposicéo 1.3.7 segue que V'(t,s) € L(X) e
que |V (t,s)|| < C, paratodo t, s € [0,al, t > s, com Cp = MyeMola,
E obvio que V(t,t)¢ = o paratodo ¢ € C' et € [0,a]. Mostrar que V (t,u)V (u,s) = V(t,s),

0 <s<wu<t<a,éequivalente a provar que

(s u, (4, 8,0)) = x4(+, 8, ), (1.16)
para todo ¢ € C. Veja agora que para 6 € [—r, 0],
(0, u, 2y (-, 8,0)) = zu(t+60 —u,s,0), sebe[—r,u—1

t+6
$t(9)u7$u('7 S, 90)) = T(t +0 - S)IU(O, S, 90) + / T(t +0 - n)L(n)(xn('vuvxu('v 5, w)))dn

u

t+0
— T( 40— 5)p(0) + / Tt + 0 — ) L(7) (a1, 2, 5, 0)))dn,

se 0 € [u—t,0], de onde segue (1.16).
Para finalizar, mostremos que a fung@o (¢, s) — V(¢, s) é fortemente continua. Sejam ¢ € C,
t,s € [0,aleh,k € Rtaisque s < t,t+h,s+k € [0,a] e s+k < t+ h. Suponha ainda que k < h.
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Sejam u(-) = z(-, s + k,¢) e v(-) = z(+, s, ). Entao,

T

u(r) =T(r —s—k)p(0) + /+k T(t —n)L(n)(uy)dn, 7> s+Fk,

or) = T(r = s)o(0) + [ T — L)y, 7> 5.

No que se segue, estimaremos a diferenga ||u(t + h) — v(t)||. Primeiramente, suponha que ¢ >

7 > s. Como, T + h > s + k segue que
[u(r +h) —o()]| < |T(r+h—s=k)p0)=T(r—s)p(0)]

/ST+h T(7+ h —n)L(n)(uy)dn — /ST T(T — n)L(U)(Un)dUH

i
+k

IN

IT(r+h—s—k) =TT —s)p0)]
+/s 1T (r = ML+ 2| (uyn)llodn
s+k—h

+ /T 1T = m[I[1L(n + h)(unn) = L(n)(vg)lldn

I[T(r+h—s—k)—T(r — s)]e(0)] + / M,Lo,Codn
s+k—h

IA

+ / MoLalltinen — vglledn + / Mo |[L( + B) — L(n)](uy)ldn.
Assim,

lu(r +B) — o) < Cilphik) +Co / s — vllodn,

onde C, (¢, h,k) — 0 quando h,k — O e C'; é uma constante que independe de ¢, h e k.
Por outro lado, se 7 < s,entdo 7+ h < s+ h. Se 7 + h < s + k, note que

[u(r +h) —o(@ = llo(r+h—s—k) = -3l

Ses+k<t+h<s+h,

T+h

lu(r + 1) — ()| = HT<T+h—s—k>so<o>+ [T L )dn ot

T+h
+ / T(r + b — 1) L(n) (un)dn — (7 — 5)
s+k
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T+h—k
< \|v<f+hk>w<fs>||+\/ T(r 4+ h— k — n)L(n)(vy)dn
T+h—k
-/ T(Hh—k—n>L<n+h><un+h>dnH
T+h—k
< lor+h=B—plr=sl+ [ MallLl) - Lo+ Rlenldn

T+h—k N
+ / MaLa”Un - un—l—h“Cdn
S

de modo que
N N T+h—k
lu(r +B) — o)l < Col,h k) + G / g — g nllodn,

onde 6*2(% h,k) — 0 quando h,k — Oe C’, é uma constante que independe de o, h e k

Das estimativas anteriores, podemos concluir que
T
[u(r+h) —v(r)] < Cs(p hk)+ 03/ [y = upsnlcdn, paratodos—r <7 <t,
S
onde 63(% h,k) — 0 quando h,k — 0. Assim,

lucsn —vlle < Calp,h, k) + G / lon — wnralldn.
S

Usando agora a Desigualdade de Gronwall, obtemos que
Hut—&-h - UtHC < 03(907 h, k)ean’
o que implica que ||ui+n, — ve]|c — 0 quando h, k — 0. Isto prova que (¢, s) — V (¢, s)¢ é continua.

A demonstragdo estd completa. |

Procedendo como antes, podemos definir um sistema de evolugdo no espago MP (X)) associado as
solugdes fracas da equacéo (1.9)-(1.10). Pela Proposicéo 1.3.12, paracadac > 0 e (z,¢) € MP(X),

existe uma tnica solug@o fraca x = z(-, 0, ) de

2'(t) = Ax(t) + L(t) (1), t >0 (1.17)
(z(0),x25) = (2,p) € MP(X). (1.18)

Definamos o operador V/ (¢, s) : MP(X) — MP(X) por
‘7(75’ s)(z,0) = (x(t), 2) = (2(t, 5, (2,0)), 2(+, 5, (2, 0)))- (1.19)

Proposiciao 1.4.3. A familia de operadores {V(t, s):0<s<t<a}éumsistema de evolugdo no
espaco MP(X).
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Demonstracio: A linearidade de XA/(t, s),para0 < s <t < a, segue como na prova da Proposi¢do
1.4.2. Vejamos agora que V/(t, s) é limitado. Primeiro observamos que (6, s, (z,¢)) = ¢(6 — s)

para 6 € [s — r, s). Por outro lado, para 6 € s, t]
0
20,5 () = TO =)+ [ TO = DILOo o, (20l
de onde obtemos que

t
[2(8, s, (z,0))] - < Ma!!Z!lx+MaLa/ 27 5 (20 @) Lo (=0T

Do anterior, se t — r < s segue que

0
o1, oDy = [ N0, o)) Pt

-

- / s, oD+ [ 0,5, ol

-r

Veja agora que
S s 0
I :/t 12(6, s, (2, #)) [P d0 =/ (6 — s)|[Pde g/ PO ——

- t—r —r

t
L = / [2(0, 5, (=, 0))|7d

t t P
/ [MaIIZIIXJrMaLa / ||:cT<-,s,<z,so>>umr,omch] a8

IN

IN

t p
|:MGHZ||X+MGLCL/ ||.’L‘7—(',8, (Z?(p))HLP([—T,O];X)dT] a.

Set—r > s, obtemos uma desigualdade como no caso de I>. Logo, das desigualdades anteriores,

obtemos que

1
th(v&(%@))HLP([—r,o];X) < HSDHLP([—r,o];X)+Maa”||ZHX+

t
1~
v MabL, / 12+( 5, (2, 0) | o (eroni) 07

Usando a Desigualdade de Gronwall, concluimos que
1tp

1 -
loeCrs, (oDllirnopx) < (I9looonopx) + Maa|l2]lx ) eMee ™ Be.
Consequentemente

||‘7(t7 S)(27(10)|| = ||$(t757 (Z7 50))HX+ th(‘,s, (’Zagp))HLP([—T,O};X)

IN

14p ~ 1+p 1 1+p
D = p
(Ma + M2a» LgeMea ” Lo 4 M apeMec La) 2|l x
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1+p 1+p

+ (Maaiaej\/[aa P Lg —|—€Maa p La> ||SDHLP([—7"O]’X)

< Calll2llx + Il zo-ropx) = Call(z @l (x),

onde C,, é uma constante positiva independente de s, ¢ e (z, ¢). Isto prova que V (¢, s) € L(MP(X)).
A prova das propriedades restantes segue procedendo como na demonstracio da Proposicao 1.4.2.
A demonstracio estd completa. u



CAPITULO

2

Controlabilidade e estabilizacao de
sistemas de controle hereditarios

Neste capitulo estudamos a estabilizacdo de sistemas hereditdrios periddicos e a controla-
bilidade de sistemas com retardo. Na parte final do capitulo, sdo apresentadas algumas aplicacdes
concretas dos resultados abstratos.

Ao longo este capitulo, (X, || - ||) é um espaco de Banach, C = C([-r,0;X),r > 0e A :
D(A) ¢ X — X é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de operadores lineares limitados
(T'(t))t>0 em X.

2.1 Resultados preliminares

Nesta secao introduzimos algumas terminologias, notagdes e propriedades referentes a equacdes
diferenciais funcionais abstratas com retardamento. Em geral, usaremos as terminologias e notag¢des

de [47]. No que se segue, consideraremos o problema de Cauchy abstrato

2/ (t) = Ax(t) + L(t)(x) + f(t), t> o, (2.1)
zo=¢ € C, (2.2)

onde f : [0,00) — X € uma funcdo localmente integravel e (L(¢)):>0 ¢ uma familia fortemente
continua em C.

Pela Proposi¢do 1.3.4 sabemos que o sistema (2.1)-(2.2) possui uma dnica solugdo fraca x =
z(-, 0,9, f) definida em [0, o). Para simplificar notagdes, no que se segue z(-, o, ¢) = z(+, 0, ¢, 0).
Como na Segdo 1.4, V(t,s) representa o operador V(t,s) : C — C definido por V(t,s)p =
x(+, 8, 0).

41
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A seguir, consideramos a situag@o especial onde L(-) é w-periddica para algum w > 0. Como
veremos, neste caso o sistema de evolucdo V() é w-periddico, ou seja, V(t + w,s +w) = V(t,s)

para todo ¢t > s > 0. Para mostrar a periodicidade de V (-), fixemos ¢ € C, 0 < s < t, e seja

z: [=r,t] — X afungdo 2(7) = x(T + w, s + w, ). E claro que z, = . Mais ainda, para v > s
segue que
v+w
2(v) = T(v+w—s—w)p(0)+ / Tw+w—71)L(7)(x:(,s + w,p))dr
s+w

= T(v—s)p(0)+ /V T(v—7)L(T 4+ w)(Xr40(-, s + w, p))dT

= T —3s)p(0)+ /V T(v —7)L(7)(2)dT,

o que implica que z(+) é uma solugdo fraca de (2.1)-(2.2). Logo, da unicidade de solugdes, concluimos
que (- + w, s + w, p) = z(-, s, p) em [—r,t] e assim que, V (¢t + w, s + w)p = V (¢, s)¢ para todo
t > s.

Definimos agora a familia de operadores (1 (t));>0 em C por
W(t)p =V(t+ w,t)p.

Definicdo 2.1.1. O operador W = W (0) é chamado de operador monodromia do sistema homogé-

neo associado a (2.1).

No que se segue, (7'(t))+>0 € um semigrupo compacto, M e N sdo constantes positivas tais que
IT@)| < MelV(ts)|]| < Nparatodo 0 < s <t < we B,(z,Z) representa a bola de raio p
e centro z em um espago normado Z. Mais ainda, como estamos interessados no comportamento
assintdtico de solugdes, assumiremos, sem perda de generalidade, que w > r. Pela Proposicao 1.3.7,
sabemos que a fun¢do ¢ — x.(-,t,¢) é compacta para 7 > t + r, o que implica que W (t) =
V(t + w,t) é compacto para todo ¢ > 0. Adicionalmente, a familia (W (¢)):>0 possui a seguinte
propriedade.

Proposicéo 2.1.2. Suponha que L(-) € C([0,w]; L(C; X)). Entdgo W (-) € C([0,00); L(C)).

Demonstracdo: Como W (-) é w-periddica, é suficiente mostrar que W (-) é continua em [0, w]. Para
simplificarmos a escrita, mostraremos a continuidade em £ = 0. Sejam ¢ € C, u(-) = z(-,0,¢) e

v(-) = z(-,h,¢),com h > 0. Parat > 0 vemos que

u(t) = T(t)e(0) + /0 T(t—s)L(s)(us)ds, t>0, (2.3)
o) = T(t — h)e(0) + /h Tt - $)L(s)(va)ds, > h. 2.4)
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Assim, para § € [—r, 0] obtemos que

w0
ww +0) —v(w+0+h) — /0 T(w + 0 — 5)L(s)(us)ds
w~+60+h
—/h T(w+ 0+ h— s)L(s)(vs)ds
w0
_ /O T(w+ 0 — $)L(s)(us)ds

w6
— /0 T(w+0—s)L(s+ h)(vsyn)ds.

Como L(-) é continua em [0, w], para e > 0 existe § > 0 tal que ||L(s + h) — L(s)|| < € para todo
s € [0,w] e todo |h| < §. Do anterior, para 0 < h < § segue que

w0
[u(w+0) —v(w+0+h)| < /0 IT(w+0 = s)[[|L(s) = L(s + h)l|lusllcds

w+6
+/0 IT(w+ 0 = s)[[[[L(s + h)[[lus — vernllods

w+0 w6

MeNds + M sup {||L(s)||}|us — vs+nllcds
0 0 5€[0,w]

IA

IA

w6
cMNw+ M sup {||L(s)||}/ s — vesnllods
s€[0,w] 0

. . rwto
< C+C [ fu—venleds
0
onde C' = max{M Nuw, M sup,epo [ L(s)[|}- Logo,

[uw = votnllc = sup {[luw(8) — vorn(0)[|}
0e[—r,0]

< eC+ 6/: llus — vstn|lcds.
Aplicando agora a Desigualdade de Gronwall, obtemos que

[uw = Vosnlle < 56’
onde C = CeC independe de . Portanto, para) < h < ¢

W (h)e =W(0)pll = [[V(h+w,h)e—V(w0)¢|

= H$w+h('a h7 90) - .I'w(-, Oa W)HC

= Nvosn —uolle < eC,
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o que prova que W (-) é continua em zero na norma de operadores. A prova estd completa. u

Consideremos o sistema homogéneo associado ao sistema (2.1)

2/ (t) = Ax(t) + L(t)(zy), t > o, (2.5
z, =p € C. (2.6)

Definiciio 2.1.3. Um valor 0 # p € o,(W) é chamado multiplicador caracteristico do sistema (2.5).

Observamos que, como W é compacto, o(W)\{0} = o,(W)\{0}.
Tomando o capitulo 8 de [28] como base e fazendo adaptagdes para nosso caso, obtemos alguns
resultados que serdo de grande importancia no desenvolvimento do restante do trabalho. Resumimos

isto através dos lemas e observagdes seguintes.

Lema 2.1.4. Sejam s > 0 e ji € 0,(W (s)) com pu # 0. Entdo, existem subespagos fechados E,,(s) e
Qu(s) de C tais que

(i) E,(s) e Qu(s) sao invariantes por W (s) e C = E,) @ Qu(s);
(ii) o(W(s)|E,(s)) = {nt:
(iii) E,(s) tem dimensao finita;
(iv) Existe k € N tal que E,,(s) = N ((ul — W(s))F) e Quls) = R ((uI — W (s))¥);
(v) V(t,8)Eu(s) C E,(t) e V(t,s)Qu(s) C Qu(t) paratodot > s.

Demonstracdo: Pelo Teorema 1.2.14, sabemos que x ¢ um polo de R(- : W(s)). Digamos que x é

um polo de ordem m. Do Teorema 1.2.18 segue que
(1) 11 é um autovalor de W (s);
) a(pl =W (s)) = d(ul = W(s)) =m;
(3) R(B1) =N ((ul = W(s))™);
4 R(I = B1) =N (B1) =R ((ud = W(s))™);
(5) C=R((pl =W(s)™) &N ((nI = W(s))™):
(6) W (s) é completamente reduzido por R ((ul — W (s))™) e N (((ul — W (s))™),

onde B; ¢ definida na Se¢do 1.2. Sejam E,,(s) = N ((ud =W (s))™) e Qu(s) = R((uI — W (s))™).
Como E,(s) e Q,(s) sdo imagens das projegdes By e I — By, temos que E,(s) e Q,(s) sdo
subespacos fechados de C' (veja o item (a) da demonstragdo do Teorema 1.2.18).
Visto que W (s) é completamente reduzido por E,(s) e Q,(s), temos que E,(s) e Q,(s) sdo

invariantes por W (), o que mostra a primeira parte de (). A segunda parte, segue diretamente de (5).
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Para provar o item (ii) é suficiente aplicar o Teorema 1.2.17 com B = W (s) e 0 = {u}. De fato, seja
B= W(s)|E,(s)- Do Teorema 1.2.17 obtemos que {u} = oc(W(s)|g,(s)) € como W (s) € L(C),
temos que oc(W(s)|g,(s)) = o(W(s)|g,(s))s 0 que implica que o(W(s)|g,(s)) = {1}-

Por outro lado, como E,,(s) = N((ul — W(s))™), W(s) é um operador compacto e f # 0, o
Teorema 1.2.7 nos permite concluir que E),(s) tem dimensao finita, o que mostra o (iii).

As propriedades em (iv) seguem diretamente da defini¢ao de E,(s) e Q(s), com k = m.

Para finalizar, mostraremos (v). Note que um processo indutivo permite mostrar que
Wl =WV (t,s) = V(t,s)[ul —W(s)]F, ¥ keN.
Sejap € V(t,s)Eu(s) e ¢ € E,(s) tal que v = V(t,s)p. Como E,(s) = N((ul — W (s))™),

segue que

(I =W (&)™ = (ul = W(E)"[V(t,s)e]
= V(t,s)(ul =W(s))"¢

= V(t,s)0=0,

de onde segue que ¢ € N ((ul — W (t))™) = E,(t). Isto mostra que V' (t,s)E,(s) C E,(t). Para
provar que V'(t,5)Qu(s) € Qu(t),sejayy € V(t,5)Qu(s) e ¢ € Qu(s) tal que ¢ = V (¢, s)p. Como
Qu(s) = R((uI — W (s))™), temos que existe ¢ € C tal que ¢ = (ul — W (s))™¢. Consequente-

mente,

b=Vt s)p=V(t,s)[(ul = W(s))"¢] = (I = W(t))"V(t,5)o,

o que implica que ¢ € R((ud — W (t))™) = Qu(t). Isso mostra (v). A prova estd completa. [

Os multiplicadores caracteristicos do sistema (2.5) foram definidos em termos do operador W (0).

Como veremos, os multiplicadores caracteristicos ndo dependem do tempo inicial s = 0.

Lema 2.1.5. Se i é um multiplicador caracteristico de (2.5), entdo jv € o,(W (7)) para todo T €
[0,w].

Demonstracdo: Sejam 0 < s <we p € 0,(W(s)), p # 0. Pelo Lema 2.1.4, existem subespacos
fechados, £, (s) e Q,(s) tais que C' = E,(s) ® Qu(s) e dim E,(s) = du(s) < oo. Seja ®(s) =
{#1, @2, ..., Pau(s)} uma base para E;,(s). Como W (s)E,(s) C E,(s), existe uma matriz M(s)
de dimensdo du(s) x du(s), tal que W (s)®(s) = ®(s)M(s). Agora, pela propriedade (ii) do Lema
2.1.4 temos que o(M(s)) = {u}. Além disso, existe uma matriz B(s) de ordem dpu(s) x du(s) tal
que B(s) = w'log M(s). Parat > s definamos P(t) = V (t, s)®(s)eB()!, Entdo,

Plt+w) = V(t+w,s+w)V(s+w,s)B(s)e BEwe BH)!

= V(t, S)W(S)Q)(s)e*B(s)we*B(s)t
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o que implica que P(+) é w-periddico. Definamos agora uma extenséo de P(-) (que ainda denotaremos
por P) da seguinte forma: se ¢ < s, entdo P(t) = P(t + kw), sendo k € Z tal que t + kw > s. A
fungdo t +— (-, 5, B(s)) = V(t,5)®(s) = P(t)eP)! estd bem definida para t € R e é facil ver que
cada coluna da matriz x4 (-, s, (s)) é uma solugdo fraca da equacdo (2.5).

Para todo 7 € [0, w],

W(r)V(r,s)®(s) = V(r+w,7)V(T,5)P(s)
= V(T +w,s)P(s)
= V(r,8)V(s+w,s)P(s)

= V(r,s)P(s)M(s).
Se N(s) = uI — M(s), entdo N (s) é uma matriz nilpotente para o expoente m e
[l =W (T)[V(7,5)®(s) = V(7,5)@(s)N(s). 2.7)

Suponha que V (7, s)®(s)b = 0. Como W (s)®(s)b = V (s+w, T)V(7,5)P(s)b = 0e W(s)|g, (s

m—1

¢ injetor, obtemos que b = 0. Consequentemente, aplicando N (s) em ambos os lados de (2.7),

segue que
(ul — W(n)]V(r, S)(I)(S)N(S)m_l = V(r,s)®(s)N(s)™ = 0,

com V(7,8)®(s)N(s)™ ! # 0, o que implica que p € o,(W(7)). Isto permite concluir que
op(W(s)) C op(W (7)) paratodo 7 € [0,w]. A prova estd completa. [ |

Lema 2.1.6. Um niimero complexo . # 0 é um multiplicador caracteristico do sistema (2.5) se, e

somente se, existe € C, ¢ # 0, tal que V (t + w,0)p = uV (t,0)p para todo t > 0.

Demonstracdo: Seja 1o um multiplicador caracteristico de (2.5). Entdo, 1 € 0,(W) e existe p € C,

v # 0, tal que (uI — W)p = 0. Logo, para t > 0 obtemos que
VEt+w,0)p = V(t+ww)V(w0)p = V(,0We = uV(t,0)e.

Suponha agora que existem ¢ € C, com ¢ # 0, e u # 0 tais que V (¢t +w, 0)p = pV (¢, 0)¢ para
todo ¢ > 0. Entéo, para ¢t > 0 vemos que

pVit,00p = V(it+w,00p = V(t+w,w)V(w,0)p = V(t0)We.
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Em particular, para ¢ = 0, temos que W¢ = pyp, o que permite concluir que p € o,(W). Isto

completa a prova. |

O seguinte resultado € essencial em nosso estudo sobre a estabiliza¢do de sistemas hereditarios.

Primeiramente, definamos o seguinte conceito.

Definicao 2.1.7. O sistema (2.5)-(2.6) é dito exponencialmente estdvel se existem constantes positivas
K e 3 tais que ||z4(-, 0, )| < Ke Pt=9)||o|| para todo t > o.

Lema 2.1.8. O sistema (2.5) é assintoticamente (exponencialmente) estdvel se, e somente se, 0s

multiplicadores caracteristicos de (2.5) possuem norma menor que um.

O termo “exponencialmente” aparece acima entre parénteses pois, no caso de sistemas lineares
como os que usamos neste trabalho, é possivel mostrarmos (com base em [27, pdg. 43]) que a
estabilidade assintética equivale a estabilidade exponencial.

Demonstracio do Lema 2.1.8: Suponha que o sistema (2.5) € assintoticamente estdvel. Entao,
existem constantes positivas K e v tais que ||z:(-, 5, 0)|| = [|[V(t, s)¢|| < Ke 7¢=9)||p|| para todo
s <tew e C. Sejam y um multiplicador caracteristico de (2.5) e ¢ € C, ¢ #£ 0, tal que W¢ = ue.
Como V(nw,0)¢p = W"¢p = p"¢ paratodo n € N, segue que |u"|||¢]] = ||V(nw,0)p| <
Ke "||¢||, o que implica que |u| < 1.

Suponha agora que todo multiplicador caracteristico de (2.5) tem norma menor do que um. Como
W é um operador compacto, r,(W) = sup{|\| : A € o(W)} < 1. Seja 3 = w™tlogr,(W). Pelo
item (i) da Proposicdo 1.2.4, sabemos que e’ = r, (W) = nlg]go HW”HTIL Mais ainda, para todo
v >0,e7 = lim e~ B« | x.

n—o0

Das observacdes anteriores, existem N € Ne L € (0,1) tais que e~ (#+7)« HW"H% =e W+ey,
ee ™ +¢, <L < 1paratodon > N. Logo, temos que e~ BV ||| = (7% 4 £,)", 0 que
permite concluir que e~ (#+) || W"|| — 0 quando n — oo.

Defina agora
K (y) = N2 712 maxfe=(F0me [y .
n>

Set — s < w,entdo existen € Ntal que nw < s <t < (n + 1)w e assim,

IV(t,s)| < Ne B+nNt=s)c(B+7)(t=s)
< Nelf(t=s) (B+7)(t=s)
< NelBt2w (B+7)(t=s)

< NZelBtvi2w m%({ef(ﬁﬂ)nwuwn”}e(ﬂﬂ)(tﬂ)
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= K(y)elltMt=s),

Isto prova que ||V (¢, s)p|| < K(7)eB+1E=9)||p| para todo ¢ € C e todo t > s em intervalos da
forma [nw, (n + 1)w],n € N.
Por outro lado, se 0 < s < pw < t para algum p € N, entdo existem k,m € N tais que

(k—1w<s<kwemw<t<(m+1)w, comk < m. Tomando i = m — k, obtemos que

IVt )l < [V Emw)[[[V(mw, s)|

< N|[V(mw, (m - Dw)V((m — Lw, (m = 2)w) ... V((m — iw, s)|
= N[W IV (kw,s)]

< N2e—(ﬁ+7)(t—s—iw)e—(ﬁ+v)iwHWi”e(ﬁﬂ)(t—s)

< N2 (B2 = (B ppri| o (B+7)(t=s)

<

N2elB+7120 mga({e—(ﬁﬂ)nw W™ Bt (=)

= K(ry)e(ﬂ'i")/)(t_s)

Portanto, ||z:(-, s, 0)|| = [V (t,8)p| < K(7)el#)¢=3)|| o] paratodo s < t, ¢ € Cey > 0, 0que

mostra que (2.5) é assintoticamente (exponencialmente) estdvel. A prova estd completa. |

Nossos préximos resultados s@o baseados na Férmula da Variagcdo das Constantes para a equacao
ndo-homogénea (2.1). Para estabelecer apropriadamente essa férmula € conveniente trabalharmos no
espaco MP(X) = X x LP([-r,0], X), 1 < p < oo, munido da norma

0 ’
II(Z,w)H=||zII+</_ ||¢(«9)de9) = [lzllx + I¢llr-

No restante desta secdo, assumiremos que L(t) é da forma

0
L(t)p = As()p(—r) + / 0(t,0)p(0)d8, € C, 2.8)

—-Tr

onde 7 : [0,00) X [—7,0] — L(X) e A : [0,00) — L(X) sdo fun¢des fortemente continuas e 7(t, 6)
¢ de variagdo limitada em 6 para todo ¢t > 0.
Considere o problema de Cauchy abstrato,

2(t) = Ax(t) + L(t)(z¢) + f(t), t >0 (2.9)
(x(0),25) = (2,¢) € MP(X). (2.10)
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Como ja vimos na Secdo 1.3, o sistema (2.9)-(2.10) tem uma unica solu¢do fraca para cada fungdo
localmente integrdvel f. Parat > s > 0 definimos o operador V (¢, s) : MP(X) — MP(X) por
V(t,s) = (z(t),z;), onde = z(-, s, (2, ¢)) representa a solucdo fraca da equacio homogénea
associada a (2.9). Sabemos da Secdo 1.4 que (V (¢, s)),t > s, é um sistema de evolugdo em MP(X).
Considere agora a decomposi¢do V(t, s) = (‘71(15, s), ‘72(15, s)). Note que, para ¢ € C, V(t,0)p =
Vs (t,0)(¢(0), ). De fato, das defini¢des de V' e V temos que

~

Va(t,0)(0(0),0) = wt(-,0,(9(0),9)) = wt(-,0,90) = V(t,0)p.

Do anterior, temos o seguinte resultado.

Lema 2.1.9. Seja f : [0,00) — X localmente integrdvel e ¢ € C. Entdo,

2(t,0, 0. f) = V(L 0)g)(0) + / Di(t, 5)(f(s), 0)ds, @.11)
«Tt('u g,y f) = V(t7 O—)(p + / VQ(L 3>(f(8)7 O>d37 (2.12)

para todot > o.

Demonstracdo: Sejau : [0 —r,00) — X definida poru, = pe

u(t) = [V (t,0)¢](0) —I—/ Vi(t, s)(f(s),0)ds, para t> 0.

~

Mostraremos que u(-) é solucdo fraca de (2.1)-(2.2). Das defini¢des de u(-), V(-) e V() segue que

a(t) = [V(t0)g)(0)+ / Da(t,5)(f(s), 0)ds

g

t

= x(t,a,go)+/ x(t, s, (f(s),0))ds.

Para § € [—r,0] comt + 6 > o, temos que

t+60
w(0) = :c(t—l—9,a,g0)—|—/ x(t+46,s,(f(s),0))ds

o

t t

20,5, (f(5),0))ds — / (6,5, (f(3),0))ds

t+0

= a:t(H,a,go)—l-/

[

t

= w(0.0.9)+ / 20,5, (f(5),0))ds,

pois z(t + 0, s, (f(s),0)) =0 paras € [t + 0,t]. Se § € [-r,0] com ¢t + § < o segue que,

w(®) = o(t+0—o0)

= 2,(t+60—0,0,0)



50 Capitulo 2 — Controlabilidade e estabilizacdo de sistemas de controle hereditdrios

t

= xt(ﬁ,a,go)—i-/ zs(t+6 —s,s,(f(s),0))ds

[

t

= xt(e,a,go)—i—/ z(0,s,(f(s),0))ds.

[

Segue agora das observagdes anteriores que

t

mmzaumw+/xmaw@mmw (2.13)

Usando agora (2.13), vemos que parat > o

t t

T(t—o0)p(0) + / T(t — s)L(s)(us)ds + / T(t—s)f(s)ds

o o

- ﬂwww@+/dw—@um%mamm3

g

+/[:T(t —s)L(s) </: zs(-, T, (f(T),O))dT) ds + /:T(t —s)f(s)ds

- a(t,a,w)%—thjCSTKt——s)L(s)(xs(,7y(f(TL(D))des%—JCtIKt——s)f(s)ds

t

:x@m@f[l%wﬁw@@¢mqmnM@m+/Twﬂﬁ@m

o

t t

= :U(t,a,cp)—l—/ [:U(t,T,(f(T),O))—T(t—7)f(7‘)]d7+/ T(t—s)f(s)ds

o g

= m(t,a,gp)—i—/ x(t, T, (f(1),0))dr,

g
de modo que

t t

u(t) =Tt —o0)p(0) + / T(t — s)L(s)(us)ds —|—/ T(t—s)f(s)ds, para t>o.

g e

Mais ainda, como u, = ¢, temos que u(-) é uma solugdo fraca para (2.1)-(2.2), o que implica que
u(t) = x(t,0,¢, f) parat > o — r. Isso prova a representagéo (2.11).
Mostremos agora (2.12). Para comegar note que, 172(75, $)(z,0) = x(+y8,(z,0)) parat > se

@ € C. Assim, por (2.13) temos que

t/\
(o0, f) = w() = V(t,a)go—i—/ Va(t,s)(f(s),0)ds, para t> o,

o que prova (2.12). A prova estd completa. |
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Seja X : X — MP(X) a funcio definida por Xoz = (z,0). E claro que X, é uma aplicacio
linear limitada e que Va(t, s)(x,0) é uma fungio continua para t — s > r. Assim, fazendo uso da
notacio V (¢, s) Xoz = Va(t, s)(z, 0), podemos reescrever (2.11) e (2.12) na forma

t

mumevzn«u@ﬂa»+/Wvuﬁ»&J@ana 2.14)

g

t
%um%ﬁzvmw@+/vm$%ﬂww 2.15)

Como primeira aplicagdo de (2.14), estabelecemos a seguinte propriedade de estabilidade, a qual
generaliza [27, Teorema 1.11]. Antes porém, precisamos introduzir algumas terminologias. Daqui

para frente, assumiremos que toda aplicacdo de [0, c0) em L(C, X ) é da forma (2.8).

Defini¢do 2.1.10. Uma fungdo F : [0,00) — L(C, X) é chamada S-assintoticamente w-periddica
(n+1)w
se existem fungdes G, R : [0,00) — L(C, X) tais que G(-) é w-periddica, / |IR(s)||ds — 0
nw

quandon — x e F = G+ R.

Nas condicdes da definicéio acima, € claro que a decomposi¢do de ' como soma de G e R € tinica.

Por isso, chamaremos a fung¢do G de parte periddica de F.

Teorema 2.1.11. Suponha que o sistema (2.5) é assintoticamente estdvel. Seja F : [0,00) —
w

L(C; X) S-assintoticamente w-periddica com parte periddica G tal que / |G(s)||ds < e. En-
0

tdo, para € suficientemente pequeno, o sistema
2 (t) = Ax(t) + (L(t) + F(t))(xr), t>0 (2.16)
é assintoticamente estdvel.

Demonstracdo: Para abreviar a prova, consideraremos somente o caso o = 0. Seja x(-) a solugdo
fraca do sistema (2.16) com x¢y = . Fazendo uso da Férmula da Variacdo das Constantes (2.14),

podemos escrever

z(t) = [V (¢,0)¢](0) —i—/o [V(t,s)XoF(s)(xs)](0)ds, para t > 0.

Como o sistema (2.5) é assintoticamente estavel, do Lema 2.1.8 existem constantes C7 > 1e 3 > 0
tais que ||z¢(-, s, ©)||c < Cre ?=9)||¢||c para todo 0 < s < t. Assim, para t > 0 obtemos que

el < II‘/(IhO)sOIICJr/0 1V (2, 8) XoF(s)(s) || ods

IN

t
Cle_ﬁtHchJr/O Cre 9| P (s) |l ods.
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Da desigualdade anterior, para 6 € [—r,0] com ¢ + 6 > 0 vemos que

t4-0
[EACH I Cle_ﬁ(”g)lwlchrCl/ e I P (s) sl ods
0

t
< Cre B |glle + Oy / e BEHI=5)| P(s)]| |4 s,
0

Por outro lado, se t + 6 < 0

t
lz:0)| = llet+0) < Cie?)|ygllc+Ci /0e_B(tJra_s)HF(s)H|9Cs|\cd8-

Das desigualdades anteriores obtemos que
t
lzelle < Cre?lpllc + Cr / e ET=I|F (s) [ sl ods.
0
Se definirmos v(t) = t||x;||c entdo,

t
ot) < o [cleﬁ(t”usoucwl | e EG s
0

t
= Callgle+Ca [ IFlls)ds
onde Cy = C1e”". Agora, da Desigualdade de Gronwall, segue que v(t) < Cs|¢||ce? Jo I1F(3)lids

para todo ¢ > 0.

Em particular, temos que

v(nw) < CyllpllceC? o™ IFEIds - e N,

|lznollc = ePv(nw) < Collplloe ™™ IFGI e N,

w
Como F' é S-assintoticamente w-periddica e / |G (s)||ds < e,
0

/0 IF(s)lds < /0 1G(s)ds + /0 IR(s)]ds

= n /O 1G(s)lds + /0 |R(s)llds + / |R(s)||ds

ow

< ne+C3+(n—mng)e

< 2ne+ Cs,
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para alguma constante C'3 e n suficientemente grande. Usando o anterior, obtemos que

HzanC < 02||(p”cen(ff8w+202|\<p||cg+Cz\lﬂlcCs)’

para n suficientemente grande. Portanto, se € < e n é suficientemente grande de modo que

Bw
2Ca|lelle
v = —Pw+2Cs||¢|lce + < 0, obtemos que €7 — 0 quando n — 00, 0 que mostra que
|Znw||c converge exponencialmente para zero quando n — oo. Isto nos permite completar a prova

do resultado. [ ]

CallpllcC3
n

No restante desta se¢do, assumiremos que A (t) e (¢, #) sdo w-periddicas em t.

Observacao 2.1.12. As propriedades para sistemas periédicos consideradas nos Lemas 2.1.4 e 2.1.5
dependem basicamente da teoria espectral de operadores compactos. Consequentemente, essas pro-
priedades ainda sdo vélidas em MP(X). Especificamente, para cada multiplicador caracteristico p do
sistema (2.5), existem subespacos Eu(s) e @H(s) com as propriedades do Lema 2.1.4 com MP(X)
no lugar de C. Além disso, da propriedade (iv) do Lema 2.1.4, temos que os elementos de E“(s) sdo
do tipo (¢(0), ) com ¢ € C. Por esta razdo, identificaremos (¢ (0), ¢) com ¢, e assim podemos
considerar Eu(s) =E,(s) CC.

Sejam A = {u1, p2, ..., fn} um conjunto de multiplicadores caracteristicos do sistema (2.5) e
E\(s) = ®]-,E,,(s). Entdo, o espaco M?(X) é decomposto por

MP(X) = Ex(s) ® Qa(s),

onde Ej(s) e Q(s) sdo invariantes por /W(s) e dim E) (s) < oo. Seja ®(s) = {¢!(s),..

uma base de Ex (s). Se ®(t) = V (¢, s)®(s), entdo V (t,0)Ex(0) = Ex(t) e V(£,0)QA(0) C Qu(t)

para todo ¢ > 0. Além disso, Ex(t +w) = Ep(t) e Qa(t +w) = Qa(t).
Denotemos por M (b x b) o espago das matrizes de ordem b x b. Sejam oEat) ¢ @QA(t) as

projecdes de o em E,(t) e Q(t), respectivamente. Como W (s)Ex(s) C Ex(s), existe uma matriz

H(s) € M(d x d), tal que W(s)®(s) = ®(s)H(s) e o(H(s)) = A. Existe também uma matriz

R(s) € M(d x d) tal que H(s) = e*F(%)_ Dessa forma, a fungdo P : [0,00) — (C%)* definida por

P(t) = V(t,0)®(0)e ),

é w-periédica e continua. Mais ainda, segue de [28, Secdo 8.1] que P(t) : C¢ — Ex(t) tem uma

inversa continua.

Sejam 7 (t) € (MP(X))*,j =1,2,...,d, tais que (¢’ (t), ' (t)) = 6; j parai, j € {1,...,d} e
(13 (t), ) = 0 para todo ¢ € Q4 (t) e definamos Wh (t) = col (P (t), 2(t), ..., (t)).

Lema 2.1.13. Nas condicdes anteriores as seguintes propriedades sdo vdlidas:

i vi(t) = V(t s)* W (s) para todo s < t;
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~

(ii) Paratodo s <te € MP(X), ®(t)(¥3(t),V(t,s)Y) =V (t,s)P(s)(¥}(s), ).
Demonstracdo: Mostremos (i). Da defini¢do de W7 (¢) obtemos que
(V(t,8)" Wi (1), ®(s)) = (VA1) V(t,9)B(s)) = I = (Ti(s),D(s)), 2.17)

onde I é o operador identidade. Além disso, para ¢ € Q A(s),

o~ ~

(V(t,s)"WA(1), 0) = (VAQ@),V(t s)p) = 0 = (¥i(s), ). (2.18)
Como M?(X) = Ex(s) + Qa(s), de (2.17) e (2.18) segue que
(V(t,s)" WD), ¢) = (VA(s),9),
para todo ¢ € MP(X), o que nos permite concluir que V (t, s)* Wi (t) = WU (s) paratodot > s.

Vejamos agora (ii). Da propriedade (i), vemos que para ¢ € MP(X),

Q) (TR(1), V(t,s)0) = Vi(t,s)(s)(Wa(t), V(t,5)0)
= V(t,8)®(s)(V(t,8) Wr(t), 1)

= V(t,8)P(s)(Pr(s), ).

A demonstragdo estd completa. |

Lema 2.1.14. Se n € C([0,00) x [—7,0]; £L(X)) e A1 € C([0,00); L(X)), entdo a fungdo ¥}, (-) €
C([0, 00); L(X)).

Demonstraciio: Sejam I17(s) e IT?(s) as projecdes lineares de MP(X) em Ex(s) e Qa(s), respec-
tivamente. O mesmo argumento usado na prova da Proposicao 2.1.2 nos permite concluir que /I/I?() €
C(]0,00); L(MP(X))). Combinando esta propriedade com o célculo operacional de Dunford-Taylor,
veja [59], obtemos que I17(s) e II?(s) sdo funcdes continuas em s na norma de operadores. Além
disso, como IT¥ (+) MP(X) C E(t), temos que para ) € MP(X), I1¥ ()1 é uma combinagio linear
dos elementos da base de E(t). Assim IT1Z(t)yp = ®(t)c(t), onde c(t) € M(d x 1). Mais ainda,
como ®(t) = V(¢,0)®(0), segue que

Mty = ®(t)e(t) = V(t,0)P(0)c(t). (2.19)
Vejamos agora algumas propriedades do operador V' (¢,0).

(a) V(t,0) : EA(0) — EA(t) é um isomorfismo entre espagos de dimensao finita.

Para provar este fato, mostremos que V'(¢,0) € injetora e sobrejetora. Suponha que ¢ € Ex(0)
é tal que V' (¢,0)p = 0. Como ®(0) é base para E)(0), existe b € M (d x 1) tal que p = P(0)bd.
Fixemos m € N tal que mw > t. Nestas condi¢des, temos que

V(mw,0)®(0)b = V(mw,t)V(t,0)2(0)b = 0.
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Mais ainda, como W (t) é w-periddica, temos que
0 = V(mw,0)®(0)b = W(0)"®(0)b = P(0)H(0)"b.
Como os autovalores de H (0)™ sdo da forma p", com 0 # p; € A, i = 1,2,...,n, obtemos que
0 € p(H(0)™), de onde concluimos que b = 0 e que ¢ = 0. Portanto, V (¢, 0) é injetora.
Provemos agora que V' (t,0) é sobrejetora. Seja ) € Ex(t)eb € M(d x 1) tal que ¢ = P(¢)b.
Como ®(t) = V(t,0)®(0), segue que v = ®(t)b = V(¢,0)P(0)b, o que mostra que V' (¢,0) é

sobrejetora. Isto completa a prova de que V' (¢,0) é um isomorfismo.

(b) A fungdo V (-, 0)|g, o) € C([0,00); L(EA(0)).
Esta propriedade segue diretamente do fato que E; (0) € de dimensao finita e que V' (-, 0)|g, (o) €

uma familia fortemente continua.
De (2.19) e das propriedades (a) e (b), € facil ver que
V(t, 00 IE () = ®(0)c(t)
¢ uma fungdo continua em ¢ na norma de operadores. Além disso, como ¢(-) é continua e

() = (F3(0),2(0)c(t)) = (¥4(0),V(L0) "I (1)¥)
— (VL0 TR0, V(0 T () = (Wh(0). TP ()Y)

= (WA, 7 +I2()y) = (PA(t),¥),

segue que a fungdo t — W (¢) é continua na norma de operadores, como queriamos demonstrar.

Observacdo 2.1.15. (Formula da Variacdo das Constantes no espaco Fx(t).) Sejam ¢ € C e
z(-) = z(-, 0, ¢, f) a solugdo fraca de (2.1)-(2.2). Entdo

(a(t), ze) = I (1) (2(t), 22) + T2(8) (2(8), z2).

Denotemos por w(t) a segunda componente de IT17(¢)(z(t), ;). Usando as Férmulas da Variacio das
Constantes (2.11)-(2.12), a Observagédo 2.1.12 e o Lema 2.1.13 obtemos que

w(t) = V{t, o)w(o) + / V£, 5)®(s) (W (s), Xof(s))ds. (2.20)

(e

De fato, veja que

w(t) = S)(VA®), (2(t), 1))
= ®)(VA(), (V(t,0)p(0), V(t 0)p))

~

+ 00 (300, [ (79, Ta(09)) (7(6).00ds )
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= ®(1)(WA(D), V(t,0)(£(0), ¢)) + &(1) <‘I’7\(t),/ V(t78)(f(8),0)d8>

t A~

= ‘1’(75)<‘1’7\(t)7V(t70)(90(0)790)>+/ () (WA (), V(t, 5)(f(s),0))ds

(e

— V(L)) V() (5(0).20)) + [ V(E5)R()WR6), (£(5). 0)ds
= V(toyw(o)+ / V(t, 5)B(s) (W} (s), Xof(s))ds,

g

o que mostra (2.20).

Assuma agora que w(t) = ®(t)c(t), com c(t) € C%e seja z(t) = e Dtc(t). Assim, temos que
c(t) = e 102 (¢). Substituindo ¢(t) em (2.20), obtemos que

wt) = ®t)e BO()

= V(t,0)®(0)e O72(0) + / V(t,s)®(s) (W4 (s), Xof(s))ds
= (e O%(0) + [ SO, Xof(9)ds
= B(t)e RO (0) 4 B(1) / (W% (s), Xof(s))ds.

(e

SeI'(t) : X — C? é a aplicagio linear definida por
() = " ONW3 (1), Xoz), .21
entao

t
2(t) = MO 2 (5) + / eROE=D(5) f(s5)ds,

g

o que implica que z(-) é solugdo da equagdo diferencial ordinaria

2'(t) = R(0)x(t) + T(¢)f(t), t>o. (2.22)

Completamos a construgo anterior mostrando que (2.22) é um sistema w-periddico.

Proposicao 2.1.16. Suponha que todas as condicoes anteriores sdo verificadas. Entdo, a funcdo
Tty = RO (1), 4)) é w-periddica para todo 1) € MP(X).

Demonstracdo: Seja i) € MP(X) e considere a decomposi¢do

U= 0(t)e(t) + ',
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onde ®(t)c(t) € Ex(t) e o' € Qa(t) = Qa(t 4 w). Usando que c(t) = (W1 (t),v) paratodo t > 0,

segue que
Lty = MONWR(1),¢) = MOUWL(1), 2(t)e(t)) + eRONTR(®), ") = e O%(t).
Como P(t) = V(t,0)®(0)e % temos que ®(t) = P(t)ef0 e

Y = Pt)efO%(t) + ¢
— P(t+w)eR(0)(t+w)efR(0)wC(t) + s01

= Bt +w)e FOwe(t) 4+ ol
Substituindo esta expressdo na definicdo de f(), vemos que

T(t+w)p = FOENT, (1 +w), )
= RO (W3 (2 + w), Bt +w)e EO¥e(1) + )
_ ROy

= L)y,

o que implica que f(t) € w-periddica. |

Corolario 2.1.17. Sob as condi¢oes anteriores, temos que I'(t + w) = I'(t) para todo t > 0.

Demonstracio: Note que para 2 € X, I'(t)z = OU WA (t), Xoz) = I'(t)(Xoz). Logo, como
Xox = (2,0) e I(t) é w-peri6dica, segue que

Lt +w)z =T(t +w)(Xoz) = T(t)(Xo) = I'(t)z,

o que mostra que I'(-) também é w-periddica. [ |

2.2 Estabilizacao

Nesta secdo, voltamos nossa atengdo para o problema da estabilizagcdo do sistema

2'(t) = Az(t) + L(t)(z¢) + Bu(t), t>0, (2.23)
zo = p € C, (2.24)
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onde A é o gerador infinitesimal de um semigrupo (7'(t))¢>0 compacto em X, U = C™, u(t) € U,

B : U — X é um operador linear limitado, L(¢t) : C' — X é w-periédicacomw > re

0
L(t)e = Ay(t)p(—r) + / n(t,0)(6)db,

-r
com7 : [0,00) X [-7,0] = L(X)e A : [0,00) — L(X) fungdes continuas na norma de operadores
e 1)(t,0) de variagdo limitada em 6 para todo ¢ > 0. No que se segue, consideramos como controles

admissiveis as fungdes localmente integriveis.

Para comecar, introduzimos o seguinte conceito de estabilizacao.

Defini¢do 2.2.1. O sistema (2.23) é dito estabilizdvel se existe K € C([0,00); L(C,C™)) tal que
o' (t) = Az(t) + (L(t) + BK(t))(z¢), t >0, (2.25)

é assintoticamente estdvel.

Como na Secdes 1.4, V() denotard o sistema de evolugio associado a (2.25) e z(-, p, u) serd a
solugdo de (2.23)-(2.24). A seguir consideraremos (2.23) como um sistema de controle com histdrias

em C.

Definicao 2.2.2. O sistema (2.23) é chamado controldvel na origem em tempo finito se para toda

¢ € C existemt; > 0 e um controle admissivel u € L*([0,t1]; U) tais que x4, (-, ¢, u) = 0.

Definicao 2.2.3. O sistema (2.23) é chamado aproximadamente controldvel na origem em tempo
finito se para toda ¢ € C e todo ¢ > 0 existem t; > 0 e um controle admissivel u € L*([0,t1];U)
tais que ||z, (-, g, u)|| < e

No que se segue, usaremos as notagdes introduzidas na Observagdo 2.1.12 e A = {\ € o,(W) :
> 1¢t. Segue de (2. ue x = P(t)z(t) paratodo t > 0, onde x € a projecao de x; em
Al > 11. Segue de (2.22) que z74") = P para todo ¢ > 0, onde z7*") & a projecdio d

E\(t) e z(t) satisfaz a equagdo diferencial
2/ (t) = R(0)z(t) + T'(t) Bu(t). (2.26)

Como consequéncia do Coroldrio 2.1.17, sabemos que o sistema (2.26) é w-periédico.

Proposicao 2.2.4. Seja Q = {p1, p2, ..., tq} um subconjunto de C tal que o produto py . .. g >
0. Se o sistema (2.23) é aproximadamente controldvel na origem em tempo finito, entdo existem
fungoes F € C([0,00);C™) e z € C([0,00);C™) tais que F(-) é w-periddica e o conjunto dos
multiplicadores caracteristicos de (2.26), com u(t) = F(t)z(t), é 2.

Demonstracido: Sejam ¢; € C? e 1)! = P(0)c;. Como (2.23) é aproximadamente controlavel na

origem em tempo finito, para ¢ > 0 existem 7 > 0 e um controle admissivel u € L?([0,7]; U) tais
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que ||z, (-,%"', u)|| < e. Como foi observado anteriormente, (-, 1", u)?a() = P(t)z(t) para todo
t > 0, o que implica que zo(-, ', u)®r) = P(0)2(0). Mais ainda, como P(0) : C* — E,(0),
temos que ¥' € Fx(0). Logo, zo(-, 0", u)Pa0) = (41)Ba0) = 41 Dessa forma, segue que
P(0)e; = ¢! = P(0)z(0), o que nos permite concluir que ¢; = z(0), pois P(t) : C — Ej(t)
possui inversa continua.

Usando que a projegio 117 (1) : C — Ex(7) e a aplicagio P(7) : C? — Ex(7) sdo continuas e

w-periddicas em 7, bem como o fato de P(7) ter inversa continua, vemos que

Lz = 1P~ IP(r)2(7)]

IN

1P THITE ()l (-, 9t w)|

< P THIIE () e

Como P(-)~! e II¥(-) sdo uniformemente limitadas, a estimativa acima nos permite deduzir que
llz(7)|| < e, 0 que implica que o sistema (2.26) é aproximadamente controldvel segundo a defini¢éo
de controlabilidade aproximada para espagos de dimensao finita. Além disso, podemos concluir que
(2.26) € controlavel. Agora a propriedade segue do Teorema da pagina 302 de [11]. |

No restante desta se¢do, fixamos {2 de modo que os nimeros y;, ¢ = 1, ..., d, ndo sejam multipli-
cadores caracteristicos do sistema (2.5) e tais que p1 . .. ug > 0. Assim, aplicando a Proposi¢do 2.2.4
podemos selecionar um F' € C([0, 00); C™) tal que o conjunto dos multiplicadores caracteristicos do

sistema

Z(t) = (R(0)+ T (¢t)BF(t))z(t), t >0, (2.27)
seja €. Podemos ainda escolher p; tal que |u;| < 1 paratodoi = 1,...,d, o que implica que (2.27)
¢ assintoticamente estdvel.

Definamos K (t) : C' — C™ por
K(t)p = F(t)e"OUTL(1), ¢). (228)

Segue da Observacio 2.1.12 e da Proposigdo 2.1.16 que K € C([0, 00); C%) e que K () é w-periddica.
A seguir, Z(+) denotard a solugdo de (2.25) com K (-) dada por (2.28) e y(+) serd a solucdo de (2.5)
com condicdo inicial ¢ em t = 0. Agora, estamos em condi¢des de estabelecer o principal resultado

desta secao.

Teorema 2.2.5. Se o sistema (2.23) é aproximadamente controldvel na origem em tempo finito, entdo

o sistema ¢ estabilizdvel.

Demonstracdo: Mostremos inicialmente que se p € Q4 (0), entdo y(t) = Z(t) paratodot > 0 e

V(t,s)p = V(t,s)p parat > s. De fato, para ¢ € QA(0) temos que V (¢,0)p = y: € Qa(t), de
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onde segue que
K(t)ye = F(t)e" O WL (#), V(t,0)0) =0,

para todo ¢ > 0. Isto implica que y(+) é solugdo de (2.25) pois,

y(t) = T@w@%ﬁATW—SMSX%MS

= TR0 + | T =) (L) + BE () (n)ds

Agora, da unicidade de solu¢des concluimos que y(t) = z(t) para todo ¢ > 0. Mais ainda, como
V (t,s) é o sistema de evolugdo associado a Z(-), segue que V (t,0)p = Z; = y; = V (£,0)¢.

Agora, mostraremos que se p é multiplicador caracteristico do sistema (2.25) entdo, |u| < 1.
Sejam g um multiplicador caracteristico de (2.25) e ¢ € C, ¢ # 0, um autovetor associado a .
Considere a decomposigio ¢ = a0 4 ©@a0) com HFa0) = ®(0)v. Nessas condigdes temos

duas possibilidades:

(i) Se v = 0, entdo P20 = 0, 0 que implica que p = @20 ¢ Q4(0). Logo, pelo que provamos
inicialmente, segue que V (w, 0)p = V(w, 0)p = up, pois u € ap(v(w, 0)). Isto mostra que x é um
multiplicador caracteristico de (2.5). Mais ainda, como ¢ € QA (0) e o(U|Ex(0)) = A, concluimos
que p ¢ A={X€o,(W): |\ > 1}, oqueimplica que |p| < 1.

(ii) Se v # 0, entdo

PO~ pa)z(t)

= P(t)ef MW} (1), 7),

de onde segue que z(t) = RO (T (¢), 7). Mais ainda, de (2.22) vemos que z(-) é uma solugdo da

equagdo

Z'(t) = R(0)z(t)+I'(t)BK(t)
= R(0)z(t) + D (t) BF (t)e™ O (W (), T;)
= R(0)z(t) + D(t) BF(t)=(2).

Como ¢ é um autovalor associado a 1, V (t + w, 0)¢ = uV (t,0)¢ e assim

AT~ P+ w)z(t+w)

= P(t+w)e MO0 (W] (¢ 4 w), V(t +w,0)¢)
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= pV(t+w)@(0)(T3(t+w),7r)

= pu®(t+w)c(t+w)

_ 'u(*xvt)EA(t—i-w)

Do anterior podemos concluir que P(t + w)z(t + w) = P(t)z(t + w) = pP(t)z(t), o que por sua
vez implica que z(t + w) = pz(t) paratodo t > 0 e que p € Q.

Finalmente, pela forma como tomamos o conjunto ), segue que o sistema (2.27) € assintoti-
camente estdvel e que |u| < 1. Agora, do Lema 2.1.8 podemos concluir que o sistema (2.25) é

assintoticamente estdvel, o que mostra que o sistema (2.23) € estabilizavel. |

Combinando os Teoremas 2.1.11 e 2.2.5, podemos estabelecer um resultado de estabilizacao para
sistemas que sdo uma perturbacdo de sistemas periddicos. No préximo coroldrio, assumiremos que

as fungdes envolvidas satisfazem as condi¢des gerais consideradas na Se¢do 2.1.

Corolario 2.2.6. Suponha que o sistema (2.23) é aproximadamente controldvel na origem em tempo
finito e que F : [0,00) — L(C; X) é uma fungdo S-assintoticamente w-periédica com parte pe-
w

riddica G tal que |G(s)||ds < e. Entdo, o sistema
0

#'(t) = Az (t) + [L(t) + F(t)](x¢) + Bu(t), (2.29)
€ estabilizdvel para ¢ suficientemente pequeno.

Demonstracdo: Do Teorema 2.2.5 sabemos que (2.23) é estabilizavel. Assim, existe K € C([0, 00);
L(C;C™)) tal que

2’ (t) = Ax(t) + [L(t) + BK(t)](z¢)
¢ assintoticamente estdvel. Usando agora o Teorema 2.1.11, obtemos que
2’ (t) = Az(t) + [L(t) + BK(t) + F(t)](z)

é assintoticamente estdvel para ¢ suficientemente pequeno. Equivalentemente, existe um operador

continuo K (o mesmo do inicio) tal que

2'(t) = Ax(t) + [(L(t) + F(t)) + BK(t)](z:)
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¢ assintoticamente estdvel, o que nos permite concluir que
o' (t) = Az(t) + [L(t) + F(t)|(x¢) + Bu(t)

¢ estabilizdvel. Isto completa a prova. |

2.3 Controlabilidade de sistemas hereditarios lineares em es-
pacos de Hilbert

Sabemos que para aplicar o Teorema 2.2.5, precisamos que o sistema (2.23) seja aproximada-
mente controldvel na origem em tempo finito. A controlabilidade aproximada de sistemas de controle
abstratos tem sido estudada em numerosos artigos. Para sistemas de controle do tipo considerado
neste trabalho citamos [2, 3, 4, 17, 18, 26, 62] e as referéncias neles citadas. Além disso, existem tra-
balhos dedicados ao estudo da controlabilidade de sistemas que podem ser considerados como uma
perturbacdo de um sistema linear, neste caso citamos [48, 58, 72]. Entretanto, algumas hipéteses
consideradas nos trabalhos citados ndo sdo apropriadas quando tratamos de certos tipos de sistemas
que aparecem em situacdes reais. Nosso objetivo nessa secdo é estabelecer resultados que sejam

aplicdveis a sistemas reais, como por exemplo para a equagdo do calor.

Nesta parte da tese, consideremos o sistema de controle

a'(t) = Ax(t) + L(t)(x¢) + Bu(t), t >0, (2.30)
z0 = ©, (2.31)

com z(t) € X, u(t) € U, X e U espagos de Hilbert ¢ x; : [-r,0] — X a histéria de z(-) no
ponto t, x;(0) = z(t + 0), 6 € [—r,0]. Assumiremos ainda que A é o gerador infinitesimal de
um Cy-semigrupo (7'(t))s>0 em X, que L : [0,00) — L£(C, X); X) é fortemente continua, sendo
C =C([-r,0];X),eque B: U — X é uma aplicacao linear continua.

O lema a seguir estabelece uma propriedade essencial para nosso estudo de controlabilidade.

Lema 2.3.1. Sejam H um espaco de Hilbert e Hi, Ho subespacos fechados de H tais que H =
Hy + Hs. Entdo, existe uma projecdo linear limitada P : H — Hs tal que para cada x € H,
r1=x—Pre Hie

lz1]| = min{||y|| : vy € Hi, t =y + 2, z € Ha}.

Demonstracio: Como este resultado € bem conhecido, apresentaremos somente um esbogo da

prova e um par de propriedades de P para referéncia futura. Para cada x € H, seja

Cx)={yeH e =y+z z€ Hy}.
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Note que C(x) = Hy N (z + Hy) e que C(z) # (. E claro que C(z) é convexo e fechado. Logo,

existe um dnico elemento x; € C(x) tal que
|z1|| = min{||y|| : y € Hi, x =y + 2z, z € Ha}.

Defina P: H — Hypor Pr =x —x1. Sex € HHex =y+ 2, comy € H; e z € Ho, entdo
z € HiNHs e Px é amelhor aproximagao de x por elementos de H1NHs. Seja@ : Hy — HiNHza
projecdo ortogonal sobre H N Hy. Consequentemente, Pz = Qx e P é uma projecdo linear limitada
com || Pz < |z

Se x € Ho, entdo C(x) = Hy N Ha. Assim, 21 = 0 e Pz = x. [ |

Para estudar a controlabilidade do sistema (2.30), estudaremos o sistema sem retardo

8.
—~
~
N~—
I

Az(t) + Bu(t), t >0, (2.32)

z(0) = 2°. (2.33)
Tanto a controlabilidade exata como a controlabilidade aproximada do sistema (2.32)-(2.33) t€m sido
estudadas por vdrios autores. E bem conhecido, veja ([5, 15, 30, 43]), que muitos dos sistemas
distribuidos que aparecem em situacdes concretas ndo sao exatamente controldveis, mas aproximada-
mente controldveis. No que resta desta se¢do, assumiremos que X e U sao espacos de Hilbert munidos

com um produto interno denotado genericamente por (-, -). Para 7 > 0, L?([0,7]; X) e L([0,7]; U)

sdo0 munidos com o produto interno

< fg>= /0 "(F(5)9(s))ds.

Adicionalmente, S, : L%([0,7];U) — X é o operador linear definido por

Sr(u) = /OT T (T — s)Bu(s)ds.

Usaremos também a seguinte terminologia.

Definicdo 2.3.2. O sistema (2.32)-(2.33) é chamado aproximadamente controldvel em [0,T] se a
imagem do operador S, denotada por R(S;), é densa em X. Diremos que (2.32)-(2.33) é aproxi-

madamente controldvel em tempo finito se U R(S:) € denso em X.
>0

Citamos aqui os trabalhos [5, 14, 15, 29, 46] e as referéncias nesses trabalhos, em relacdo ao
estudo da controlabilidade aproximada de sistemas distribuidos do tipo (2.32)-(2.33). Considerando

esses trabalhos, introduzimos o seguinte conceito.

Definicao 2.3.3. O conjunto atingivel, Ro(T, 370), do sistema (2.32)-(2.33) é o conjunto

Ro(r,2%) = {T(T):co + /UT T(1 — s)Bu(s)ds : u € L*([0,]; U)} .
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Segue das Defini¢bes 2.3.2 e 2.3.3 que o sistema (2.32)-(2.33) é aproximadamente controldvel em
[0, 7] se, e somente se, o conjunto Ro(7, z°) é denso em X. Um conceito mais fraco de controlabili-

dade € o seguinte.

Definicdo 2.3.4. O sistema (2.32)-(2.33) é chamado aproximadamente controldvel na origem em
[0,7] se 0 € R(7,20) para todo o € X. O sistema (2.32)-(2.33) é chamado aproximadamente

controldvel na origem em tempo finito se 0 € U R(7,z0) para todo xy € X.
>0

Para sistemas de controle hereditdrios existem véarios conceitos de controlabilidade. A diferenca
bésica € entre controlabilidade pontual (ou euclidiana) e controlabilidade funcional. Nas Definicdes
2.2.2 e 2.2.3 introduzimos um tipo de controlabilidade funcional. Procedendo agora como nas Defini-
coes 2.3.2 e 2.3.4, vamos considerar algumas formas de controlabilidade pontual para o sistema
(2.30)-(2.31). No que segue deste trabalho, o conjunto atingivel de (2.30)-(2.31) é dado por

Ri(r,p) = {T(T)go(O) + /OT T(r—s) [L(S)(ms(-,(p,u» + Bu(s)|ds: u € Lz([o,r); U)} .

Definicao 2.3.5. Diremos que o sistema (2.30)-(2.31) é:
(a) X-aproximadamente controldvel em [0, 7] se Rr(T,0) é denso em X ;

(b) X-aproximadamente controldvel em tempo finito se U Rr(7,0) é denso em X ;
>0

(¢) X-aproximadamente controldvel na origem em [0, 7] se 0 € R (T, ) para todo ¢ € C;

(d) X-aproximadamente controldvel na origem em tempo finito se 0 € U R (T, ) para todo

>0
pel.

No que se segue, M e Lo sdo as constantes definidas por
M =sup{||T(t)]|:0<t <7} e Lo=sup{||L(¥)||:0<t <7}
Note que M e Ly dependem de 7. A notagdo Cy([0, 7]; X) representara o subespaco de C([0, 7]; X)
formado pelas fungdes z(-) tais que 2(0) = 0. Adicionalmente, J : L?([0,7]; X) — Co([0, 7]; X),
Jr: L2([0,7]; X) — X e B : L2(|0,7]; U) — L2([0, 7]; X) sdo as fun¢des definidas por
t
J@) () = / T(t — 5)3(s)ds, (2.34)
0
.
Jo(z) = / T(r — 8)2(s)ds, (2.35)
0

(Bu)(t) = Bu(t). (2.36)
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E ficil ver que .J e J, sdo operadores lineares limitados com ||.J|| < M Toe |J-]| < M 72. Também
usamos a notagdo N (7) = N (J;)eparat’ < 7, L'(:) : [0,7'] — L(C; X) seréd o operador definido
por L'(t) = L(t — 7/ + t)para 0 < t < 7.

Lema 2.3.6. Para 7' < T as seguintes propriedades sdo vdlidas:
(@) Ro(r,2°) € J{Ro(™,y) 1y € Ro(r — 7',2°)};

(ii) Se x = z(-,p,u) é a solugdo fraca de (2.30)-(2.31), entdo Ry (7',v¢) C Rr(7, ) com p =

Lr—r!.

Demonstragio: Vejamos (i). Se a € R (T, 79), entdo existe u € L*([0,7]; U) tal que
T
0 = 2(r) = T(r)® + / T(r — 5)Bu(s)ds.
0

Logo, para 7/ < 7 vemos que

/

z(r) = T(T(r—7")2"+ /OT_T T(T")T(r — 7" — s)Bu(s)ds + /i T(T — s)Bu(s)ds

7—/

/

= T(a(r—1')+ / T(r' — s)Bu(t — 7' + s)ds
0
- T+ / T(+ — 5)Bii(s)ds,
0
onde j = (7 — 7') € X e t(s) = u(r — 7" + s) para s € [0,7']. E claro que § € Ro(1 — 7'2°),
t
u e L3([0,7),U) ez(t) = T(t)y + / T(t — s)Bu(s)ds é uma solugdo de (2.32). Como z(7) =
0

z(7'), segue que x(7) € Ro(7',7) paray € Ro(T — 7/, 2°). Portanto, z(7) € [J{Ro(7,y) : y €
Ro(T — 7/,2°)}. Isso prova (i).

Mostremos agora (ii). Seja x(-) uma solucdo fraca de (2.30) com condi¢@o inicial zp = ¢ e

fungdo controle u € L2([0, 7]; U). Assim,

t
z(t) = T(t)p(0) +/ T(t — s)[L(s)(xs) + Bu(s)]ds, t € [0,7].
0
Seja agora a € Rp/(7',4) com ¢ = x,_,.. Entdo, a = y(7’), onde y(-) = y(-, ¥, u) é solugdo

fraca de (2.30) com L'(-) no lugar de L(-), com condig@o inicial ¢ e fun¢@o de controle u. Dessa

forma, temos que

y(t) = T(t)ye(0) + /0 Tt — )L/ (s)(ys) + Bia(s))ds

= Tt (0) + /O T(t— $)L(r — ' + 5)(ys)ds + /0 T(t — 5)Bii(s)ds, t € [0,7].
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Nosso objetivo € construir uma fung@o z(-) em [—r, 7] tal que z(-) seja solucdo de (2.30) com
condigdo inicial e alguma fun¢do de controle v(-) de modo que y(7') = a = 2(7).
Observando que 0 < 7" < 7, definimos
QO(t), —r<t< 07
z(t) = xz(t), 0<t<7t-—7,
yt—174+7), -7 <t<T

Note que, zp = ¢ e z(-) estd bem definida. Definamos agora v : [0, 7] — U por

o(t) = u(t), 0<t<7t-17,
|l ut-7+7), -7 <t<T
Mostraremos que z(-) é solugdo fraca de (2.30) em [0, 7] com condigdo inicial ¢ e fungdo controle
v(-). Set’ € [r—7', 7], entdoexiste t € [0, 7| talquet’ =t+7—7',deonde y(t) = y(t'—7+7') =
z(t'). Mais ainda,

2(t") = T#)z,—(0)+ /0 T(t—s)L(T — 7' + s)(ys)ds + /0 T(t — s)Bu(s)ds

/

— T |T(r = 7)p(0) + /0 T P = = $)L(s)(w)ds

/

+ /0 T(r — 7" — s)Bu(s)ds

+ /0 T(t—s)L(t — 1" + 8)(ys)ds

+ /0 T(t — s)Bu(s)ds

/ /

= T(t)e(0)+ /OT_T T(t' — s)L(s)(xs)ds + /OT_T T(t' — s)Bu(s)ds

t’ t
+ / Tt — 8)L(8)(Ys—r+r)ds + / T(t' — s)Bi(s — 7 + 7')ds

T—71'

/

= W0+ [ T =L+ [T = L) i)

+ /0 T(t' — s)Bu(s)ds.

Note agora que para s + 0 < s < 7 — 7/, 6 € [—r,0], temos que z; = z,. Por outro lado, se
7 — 7' < s <t entdo, para € [—r,0],

2a(60) = z(s+0), s+0<71—71,
S ys+O0—7+7), 17 <s+0<T.

Ses+ 60 <7 — 7 entdo

2(s+0) = 2, p(s+0—7+7) = P(s+0—7+7) = yo(s+0—7+7) = ys_r(0),
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o que implica que z; = ys_, 1, se T — 7' < s < t'. Dessas observacgdes temos que

!

/ "I~ ) L(s) (a)ds + [T =L )
0 T—7'

/

= /T_T Tt — s)L(s)(zs)ds + / Tt — s)L(s)(zs)ds
0 T—7'

:lA'nﬂ—@u@@gﬁ.

Usando esta ultima igualdade concluimos que

T(t' — s)L(s)(zs)ds + /0 T(t' — s)Bu(s)ds, t' €[t —1/,7].

A(t) = T()p(0) + /

0

Como zy = ¢, segue que z(-) é solucdo fraca de (2.30) com condi¢do inicial ¢ e fungdo de controle

v(+). Isto completa a prova de (ii), pois a = y(7') e 2(7) = y(r — 7+ ') = y(7'). u

A seguir, mostraremos que uma modificagdo na argumentagdo de Sukavanam [58] pode ser apli-
cada para comparar a controlabilidade aproximada dos sistemas (2.30)-(2.31) e (2.32)-(2.33). Antes
porém, precisamos de algumas notagdes. Para ¢ € C([-r,0];X) e x € C([0,7]; X) tais que
2(0) = ¢(0), definimos a fungio F : Co([0, 7]; X) — L%([0, 7]; X) por

F(2)(t) = L(t)(z + x¢), t€]0,7],

onde z; e z; sdo definidas por

2(t+0), t+0>0,
ot +0), t+0<0,

[ 2(t+0), t+0>0,
“wy‘{ 0, t+6<0.

Note que F' € uma fungdo continua.

Assuma que N (1) + R(B) = L?([0,7], X) e denotemos por P a projegdo construida no Lema

2.3.1,com Hy = R(B) e Hy = N (7). Considere também o espago
Z={2€Cy([0,7];X):z=J(n), n e N(1)},

esejal’ : Z — Z C Cy([0,7], X) a fungdo definida por I' = J o P o F. A seguir, estudaremos a

existéncia de pontos fixos para I'. No préximo resultado, v = M || P|| Lo.

Lema 2.3.7. Se yv7 < 1, entdo I tem um ponto fixo.

Demonstracdo: Para provar esta propriedade, mostraremos que I' € uma contragdo. Para isso, dado

2 € Z,sejam Fy(2)(t) = L(t)(2) e Tg = Jo Po Fy. Como J, P e Fy sdo fungdes lineares limitadas,



68 Capitulo 2 — Controlabilidade e estabilizacdo de sistemas de controle hereditdrios

temos que I'p também € linear e limitada. Além disso, fazendo f = (P o Fp)(z), vemos que

To)®I = 170 )]
< [ ira-slisel
< it ( /Ofuﬂswds);
< arbirino ([ ||zs||%ds)é
S ,

1 T
MtA|[P||Lo ( / HzHQco({o,ﬂ;X)d8>

< ’YTHZHC()([O,T};X)v

de modo que || To(2)(2)]] < 772]lcy(j0,7);x) Para todo z € Z e todo ¢ € [0,7], 0 que mostra que I'g

é uma contracdo. Veja agora que para z, 2 € Z,
L(z)(t) =TE)(t) = Jo P[F(2)(t) = F(2)()] = Jo PIL{)(2 — 2)] = To(z = 2)(1),

de modo que
IT() (@) =TEMI < 7llz = Zlleo-ro:x): € [0,7].

Portanto,

IT(2) = TGE)llco-ropx) = sup{l[T(2)(#) =T E)@)] : t € [0, 7]}

< 7llz = Zllco (=0 x)

0 que completa a prova. ]

Sob certas condigdes podemos modificar a hipétese (1) + R(B) = L2([0, 7]; X).

Lema 2.3.8. Suponha que R(B) Q[i(ﬁ) NN (T)] @ N (T)* e que 0 espaco N () + R(B) é denso
em L2([0,7]; X). Entdo, N'(7) + R(B) = L([0,7]; X).

Demonstracdo: Obviamente N (7) +® C L?([0,7]); X ). Mostremos a inclusdo contrdria. Seja
x € L?([0,7]; X), entdo existem sequéncias (Y, )nen em N (7) € (un)nen em L2([0, 7]; U) tais que
Buy + yn —  quando n — oo. Seja Q : L2([0,7): X) — L2([0,7]; X) a projecdo ortogonal
sobre N (7). Nessas condicdes, (I — Q)Eun + QBuy, + yn — x quando n — oco. Note ainda
que (I — Q)Bu, € R(B) N N(1)* e QBu, + yn, € N(7). Como Qz, é convergente quando
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n — 00, temos que Qéun + y, converge para algum elemento y2 € N(7) quando n — oo.

Consequentemente, (I — Q)Eun também é convergente, com limite y; € R(f? ). Isso implica que

x =11 +1y2 € N(7) + R(B). A prova ests completa. [ |

Em relag@o aos resultados anteriores, é importante ressaltar que se N'(B) = 0 e R(B) é um
subespaco fechado (fato que ocorre, por exemplo, se U tem dimensdo finita), entdo o espago R(E)
também € fechado. De fato, se (E (tn))nen converge para f € L%([0,7]; X) quando n — oo, entdo
existe uma subsequéncia, que ainda denotaremos por (uy, ),en, tal que Buy,(s) — f(s) quase-sempre
em [0, 7] quando n — oo. Portanto, f(s) € R(B) quase sempre e podemos escrever f na forma
f(s) = Bu(s) para algum u(s) € U. Além disso, se R denota a inversa a esquerda de B, entdo
u(s) = Rf(s), o que implica que u € L2([0,7); U) e Bu(s) = f(s).

O préximo resultado estabelece um critério de comparag@o para os conjuntos atingiveis dos sis-
temas (2.30) e (2.32).

Teorema 2.3.9. Suponha que y7 < 1 e que N'(7) + R(E) = L?([0,7]; X). Entdo, Ro(T,(0)) C

RL(7, ) para todo ¢ € C([—r,0]; X).

Demonstracdo: Sejam u(-) uma funcdo de controle e z(-) a solugdo fraca de (2.32) com condico
inicial z(0) = ¢(0). Do Lema 2.3.7 sabemos que existe um tnico ponto fixo z € Z C Cy([0, 7]; X)
de T'. Logo, z(0) = 0 e z = J(n) para algum n € N (7). Mais ainda,

0 = J(n)(r) = 2(r) = T(=)(r) = /0 T(r—5)(Po F)()(s)ds = J(P(F(2)),

de modo que z(7) = 0.

Por outro lado, do Lema 2.3.1, com H; = @ e Hy = N(7), temos que ¢ = F(z) —
P(F(z)) € R(B). Definamos agora y : [—r,7] — X por yo = ¢ e y(t) = 2(t) + x(t) para
t € [0, 7]. Das propriedades de z(-) e z(-), vemos que y(7) = z(T) e que

y(t) = L))+ ()
= / T(t — s)[P(F(2))](s)ds + T(t)(0) + / T(t — s)Bu(s)ds
0 0
= / T(t —s)[F(z)(s) — q(s)]ds + T(t)p(0) + / T(t — s)Bu(s)ds
0 0

= / T(t — s)[L(s)(zs + xs) — q(s)]ds + T(t)¢(0) + / T(t — s)Bu(s)ds,
0 0

ou seja,

y(t) = T(t)e(0) + /OtT(t — 8)[L(s)(ys) — q(s) + Bu(s)]ds. (2.37)
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=~

Como g € R(B), temos que existe uma sequéncia (v, ),en em L2([0, 7]; U) tal que Buv,, — qquando

n — o0o. Denotemos por y"(-) a solugdo fraca do sistema

2'(t) = Az(t) + L(t)(ze) + B(u(t) — va(t)), t >0,

o = @.

E claro que y™(7) € R(r,¢) para todo n € N. Note que y™(7) — y(7) quando n — oo. De
fato, para ¢ > 0 existe N € N tal que |Bv, — ¢|z2 < p

— para todo n > N. Usando agora a
T2
Desigualdade de Holder, temos que

ly" (@) =yl < /0 1Tt = )Ly — ysllods + /0 IT(t = s)[[|Bon(s) — q(s)llds

t T
< / MLolly? — ysllcds + / M|[Bun(s) — q(s) | ds
0 0

IN

t 1 T %
Mo [ = weleds + M7 ( [ 1Bt - q<s>||2ds)
0 0

t
1
— ML, / lo2 — ysllods + M3 Bug — qllza,
0

o que implica que

t
ly™(t) — y()]| < / MLolly” — ysllcds + e,

sen > N. Como (y")p = o, desta dltima desigualdade segue que paran > N,

t
lyr —welle < MLO/ ly? — ysllcds + e,
0

o que implica que ||y? — wllc < eeM™0sen > N e que y? — y; quando n — oo. Assim,

y™" (1) — y(7) o que mostra que y(7) € RL(7,¢). Portanto, z(7) € RL(T,¢), 0 que permite

concluir que
RO(Ta (p(O)) - RL(T7 90)

Isto completa a prova. ]

Estamos em condi¢des agora de estabelecer um critério para a controlabilidade do sistema (2.30).
O seguinte resultado segue diretamente do Teorema 2.3.9.

Corolario 2.3.10. Suponha que vr < 1, que o sistema (2.32) é aproximadamente controldvel em
[0,7] e que N'(7)+R(B) = L2([0, 7]; X). Entdo, o sistema (2.30) é X -aproximadamente controldvel

em [0, 7].
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Demonstracdo: Seja ¢ € C. Como o sistema (2.32) é aproximadamente controldvel em [0, 7],

temos que R (7, p(0)) = X.
Como y7 < 1le N(71) + @ = L%([0,7]; X), o Teorema 2.3.9 garante que Ro(T,©(0)) C
RL(T, ), 0 que implica que R (7, ) é denso em X. Em particular, se ¢ = 0, segue que R, (7, 0)
|

¢ denso em X e portanto, o sistema (2.30) é X -aproximadamente controldvel em [0, 7].

Por causa da condi¢do y7 = M||P||LoT < 1, o coroldrio acima é aplicdvel a sistemas onde o
operador L(t) é uma “pequena” perturba¢do. Nosso proximo objetivo é enfraquecer essas hipéteses.
E 6bvio que a projecio P depende de 7. Por essa razdo, no que se segue, usaremos a notagio P, para
essa projecgao.

Procedendo como na demonstracdo do Lema 2.3.7, € claro que

1

T2 < Mri|P| ( I ||L<s>\2ds>2 12l

Nos préximos resultados usaremos a translagdo L¢(t) = L(§ + t). Seja também vg(7) =
ITo

1
Mtz || Py || (Jo IL(& + s)||*ds) 2. Estamos agora aptos a estabelecer o seguinte resultado.

, onde I'y é definida como no Lema 2.3.7 com L¢ no lugar de L. Observe que, vg(7) <

Corolario 2.3.11. Seja 7 > 0 e suponha que as seguintes condicdes sdo vdlidas:

(a) O sistema (2.32) é aproximadamente controldvel em [0, T];

(b) Paratodo 0 <t <1, N(t) + R(B) = L%([0, t]; X);
(c) ve(t) — 0 quando t — 0T uniformemente para & em conjuntos limitados.

Entdo, o sistema (2.30) é X -aproximadamente controldvel em [0, 7).

Demonstracdo: Parap € C,sejal = {0 <t <7: Ro(t,»(0)) C Rr(t,¢)}. Do Teorema 2.3.9,
segue que t € I parat > 0 suficientemente pequeno. Suponha que 0 < 79 € I e escolha e > 0 tal

que sup v(e) < 1.
0<t<r

Sejam z(-, »(0), u) a solugdo fraca do problema (2.32)-(2.33) para uma fungédo de controle u(-)
definida em [0, 79 + €] € 2! = z(79 + ¢, 0(0),u) € Ro(70 + &, ¢(0)). Do item (i) do Lema 2.3.6,

2

temos que 2! € Ro(e,2?) com 22 = 2(79,¢(0),u) e 2! = z(e, 2%, u(- + 70)). Além disso, pela

escolha de 7, obtemos que

22 € Ro(10,9(0)) € Ry (10, 0).

Consequentemente, podemos escrever 22 = lim 2", onde 2™ = y(7p, ¢, u™) e y(-, ¢, u™) denota
q p ¥ 2

n—oo
a solucdo fraca da equagdo (2.30) com condi¢@o inicial yo = ¢ e fungdo controle u(-) = u"(:)
definida em [0, 79|, para todo n € N. Para abreviarmos o texto, escrevemos y"(-) = y(-, p, u™).

Assim, segue que z(7, 2", u(- + 7')) — 2! quando n — oc.
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Definamos L'(t) = L(t + 79). Aplicando novamente o Teorema 2.3.9, temos que (e, 2™, u(- +

70)) € Rp/(e,y2 ). De fato, como 2" = y(70, ¢, u") =y (0),
£
2, 2" u(- + 7)) = T(e)2 (0) + / T(c - 5)Bu(m + s)ds € Role,y (0)).
0

Do Teorema 2.3.9 temos que Ro(e, yr (0)) € m o que implica que z(g, 2", u(- + 719)) €

Por outro lado, usando o item (ii) do Lema 2.3.6, vemos que R/ (¢,yn ) € Rr(o + €,¢), 0
que nos permite concluir que (e, 2", u(- + 7)) € Rr(10 + &, ¢). Como z(e, 2", u(- + 7)) —
2!, segue que z' € Ry (1 + ¢, ¢) e, consequentemente, que Ro(7 + &, ¢(0)) C R (10 + €, @).
Assim podemos afirmar que 79 + € € I e, como ¢ é independente de 73, podemos concluir que
7 € I. Combinando a condi¢do (a) com esta propriedade, concluimos que o sistema (2.30) € X -

aproximadamente controldvel em [0, 7|, 0 que completa a prova. |

Corolario 2.3.12. Suponha que as seguintes condicdes sdo vidlidas.
(a) O sistema de controle (2.32) é aproximadamente controldvel em tempo finito;
(b) Para todo t > 0, N (t) —|—ﬁ = L*([0,7]; X);
(c) ve(t) — 0 quando t — 0T uniformemente para & em intervalos limitados.
Entdo, o sistema (2.30) é X -aproximadamente controldvel em tempo finito.

Demonstracdo: Argumentando como na prova do Coroldrio 2.3.11, segue que Ro(7,¢(0)) C
RL(7,¢)paratodo 7 > 0 e ¢ € C. Dessa forma,

U Ro(r,0(0) € [JRe(re) € [JRel(r o)
>0 >0 >0

Usando agora que (2.32) é aproximadamente controldvel, obtemos que |J.. (R (7, ¢) é denso em
X para todo ¢ € C. Em particular, para ¢ = 0 temos que | J,., R (7,0) é denso em X. Isto prova
que o sistema (2.30) é X -aproximadamente controldvel em tempo finito. |

Resultados similares para controlabilidade aproximada na origem podem ser estabelecidos usando

essas mesmas ideias. Finalizamos esta se¢do com uma aplicacdo desses resultados.

Exemplo 2.3.13. Este exemplo se refere a uma classe de sistemas que satisfazem as condic¢des consi-

deradas previamente. O gerador infinitesimal A é dado por

Ar = — Z AT, 2n) 20,
n=1

onde D(A) C X, —\,, n € N, sdo os autovalores distintos de A e {2, : n € N} é uma base

ortonormal de X formada por autovetores de A correspondentes aos autovalores —\,. Suponha
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que a sequéncia (\,)nen € crescente e que A\, — oo quando n — 0. E bem conhecido que A é
um operador auto-adjunto que gera um semigrupo analitico e compacto (7'(¢)):>0, 0 qual pode ser

expresso por
oo
T(t)z = Z ez 22, 2z € X.
n=1

Segue do anterior que ||7'(t)|| < e~** para todo ¢ > 0. Para maiores detalhes, veja [23].

Sejam U = Re B : U — X definida por Bu = bu, onde b € X é um vetor tal que (b, z,) # 0
para todo n € N. Sejam X,, = Span{z1,...,z,} e m, : X — X, a projecdo ortogonal em X,,.
Definamos ainda B,, = m,0B e Ly, (t) = m,oL(t). Como X, é invariante por A, podemos considerar

o sistema
2'(t) = Az(t) + Buu(t), t >0, (2.38)

com z € X, o qual € a restri¢cdo do sistema (2.32) ao espagco X,,. E conhecido que o sistema (2.38)
¢ exatamente controldvel em [0, 7], para todo 7 > 0. Além disso, L%([0, 7], X,,) = N(7) + R(EZ)
De fato, esta propriedade é equivalente a R(J;) C R(J; o B;) Para mostrar esta inclusdo, observe
que T'(t) é auto-adjunto, J*z = T'(T — -)z e B*z = (x,b). Assim, temos que

2

152l 2oy = ||T(F =)D (@ 2z
=1 L2([0,7];X)
n 2
= Z e Mi(T=s) (x, zi)zi
=1 L2([0,7];X)

2
ds

:/OT

= > /0 e dg) (2, ;) |2 (2.39)
=1

Z e i(T=3) (x, i)z
i=1

Por outro lado,

n 2

1B Faliageny = |2 )b )z

=1 L2([o,7])
= > / e 220 ds| (1, 23) [P (b, 20) . (2.40)
=170

De (2.39) e (2.40) podemos afirmar que existe 3 > 0 tal que || J7z[[ 22([0,7;x) < 6|]§*J;‘:1:||L2([07T])
para todo x € X,,. A afirmacdo agora é consequéncia de [71, Teorema IV.2.2].

Podemos também considerar o sistema com retardo

2'(t) = Ax(t) + Lp(t)(z¢) + Buu(t), t >0, (2.41)
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em X,,. Denotemos por v/} = ||I'o|| a constante definida antes do Coroldrio 2.3.11 mas agora para o
sistema (2.41). Denotemos por Ro(7, Xp,), Rr(T, X;,) os conjuntos atingiveis com condi¢éo inicial

zero dos sistemas (2.38) e (2.41), respectivamente. Podemos agora estabelecer o seguinte resultado.

Corolario 2.3.14. Seja 7 > 0. Se v (1) < 1 para todo n € N e existem ¢, €, > 0, n € N, tais que
|IL(t)|| <epara0 <t <7, |By,— Bl <epe|Ln(t)—L(t)| <epparan € Ne0 <t < T, entdo

o sistema (2.30) é X -aproximadamente controldvel em |0, T].

Demonstracio: E claro que o sistema (2.41) satisfaz as hipéteses do Teorema 2.3.9. En-
tado, X,, = Ro(r,X,) C W Como R (7, X,) é subespago vetorial de X,,, segue que
RL(7, Xy) = X, Seja @, : L2([0,7]) — X, definida por ®,,(u) = x(7,0,u) (®,, é a aplicagdo
solugdo correspondente a equagdo (2.41)). Como R(®,) = X,, podemos selecionar y,, > 0 tal que
para w, € X, existe u € L*([0,7]) tal que wy, = ®p(u) e [|ull12(j0,7) < finllwnll.

Sejam agora w € X, w, = m,(w) e u, € L*(]0,7]) escolhidos como acima. Denotemos por
z" () e y™(-) as solugdes fracas com condi¢@o inicial zero e fungdo de controle u,, das equagdes (2.41)
e (2.30), respectivamente. E facil de ver que existe uma constante C,, > 0 tal que ||z"(t)| < C|lw||

para todo w € X. Além disso, das expressodes

" (t) = /0 T(t— s)Ln(s)(:z:?)ds—i—/o T(t — s)Bpun(s)ds

() = /0 T(t — 8)L(s)(y")ds + /0 T(t — 5)Bun(s)ds,

segue que
¢ 1
ly™ (@) =™ < 6M/ lys — @llds + MTCllwllen + M72 pn [[w][en.
0
Podemos assumir que pne, — 0e Cpe,, — 0 quando n — oco. Usando agora a Desigualdade

de Gronwall concluimos que ||y"(t) — z"(t)|| — 0 quando n — oo uniformemente para ¢t € [0, 7].

Em particular,

y™(r) — 2™(7)|| — 0 quando n — oco. Como z"(7) = w, — w quando n — oo,

deduzimos que w = lim y"(7) € Rz(7,0), 0 que completa a prova. [ |
n—oo

Estimemos agora v/ (7) em um caso particular. Suponha que

L(t)y = A(t)v(-r),

onde A; : [0,00) — L£(X) é continua. Definamos as fungdes L : L2([0,7]; X) — L2([0,7]; X) e
Ly : L2([0,7]; X,,) — L%([0, 7]; X,,) por
i _ At =), t=m,

oy - { ARy 12
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paraz € L2([0,7]; X) e z € L2([0,7]; X»). E facil ver que o operador adjunto L* : L2([0, 7]; X ) —
L?([0,7]; X) é dado por

Fx _ J A+ )zt +r), 0<t<T -,
(Lrz)(t) = { 0, t>7—m,

e que uma expressio similar vale para E’fl. Seja agora C' : X — X o operador definido por Cx =
o0
Z<ZL’, 2;)(b, z;) 2. E claro que C' é auto-adjunto. Consideremos agora a seguinte hipétese:
i=1
Hipotese: R(A1(t)) C R(C).

Segue desta hipétese e de [71, Teorema IV.2.2], que existe p > 0 tal que || A7 (¢)z|| < p(t)]|C*x||
parax € X.

Sejam J™, J e P! as fungdes J, J, e P, correspondentes a equagdo (2.38). Aplicando a decom-
posi¢do Lpz = P"Ly,z + Byu para z € L2([0, 7]; X,,) obtemos que R(J"L,,) € R(J"B,). Mais

ainda, usando novamente [71, Teorema IV.2.2] garantimos que se existe § > 0 tal que

|’EZ(J77?)*x||L2([O,T};Xn) < ﬁ”B:L(J?)*xHL%[O,T],Xn)7

entdo podemos escolher u(-) € L*([0,7]) com [Jull 120,y < Bllzllz2(0,7);x,,)- Procedendo como

acima obtemos (2.39) e usando (2.40) obtemos que

1L (I 2l 20 mxny = ||En DT —8) Y (@, 2:)2
' L2([0,7];X)
2

=1 L2([0,7]:X)
T—r || T 2
= / Z e NS g 2V AS (s + 1) zil| ds
0 i=1
T—T n 2
= / Al(s + r)[z e M= (g 20z ds
0 i=1
T—T n 2
< / p(s+7)? C*[Z e M= (g 20zl ds
0 i=1
T—T n 2
< / p(s+7)? Z e NS (g 2 (b, 23V 2| ds
0 i=1

T 82 g 672)\1(775) . 2 2 o 2‘2 S
< /Op<>(z (@, ) \<b,z>z>d

i=1

< sup p(s)* | B*(I7) /|72 (0.9)-
0<s<T
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Do que foi feito anteriormente concluimos que
[P Lnz|| = |[J"Bpu = J"Lnz|| < k7|2l 20,7, %)
para alguma constante £ > 0. Isso implica que v//(7) < k7 independente de n € N.
Uma situagdo particular do exemplo anterior aparece em sistemas de controle associados a equagao
da distribui¢@o de calor em uma barra de metal. Trataremos deste caso no préximo exemplo.

Exemplo 2.3.15. Controle da equagdo do calor.

Neste exemplo, estudamos a distribui¢do de temperatura em uma barra de metal de comprimento
7. Assumiremos que as extremidades da barra permanecam com a mesma temperatura e que a barra

é aquecida por uma fonte de calor com retardo r. Este problema pode ser descrito pelas equagdes

ow(t, &) 0?w(t,§)

" /0 St myw(t — rn)dn + b(E)ut), (1,€) € (0,00) x (0,7),

o 0
(2.42)
w(t,0) = w(t,m) = 0, t>0, (2.43)
w(f,&) = ¢(0,§), —r<0<0,0<E<T (2.44)

Para modelar esse sistema na forma abstrata (2.30), escolhemos X = L2([0,7]) e A : D(A) C
X — X o operador Az = z” definido sobre D(A) = {z € X : 2" € X,2(0) = z(n) = 0}. E
conhecido ([15, 33]) que A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo (7°(¢)):>0 em X. Mais

2

ainda, o espectro de A esta formado por elementos da forma —n* com autovetores correspondentes

Zn = (%)% sin(nt). O conjunto {z, : n € N} é uma base ortonormal para X e para todo ¢ > 0
oo

ez e X, T(t)z = Z e*"2t<z, 2n)2n. E facil ver desta representagdo que (7'(t));>0 é compacto,
n=1

analitico e que ||T'(t)|| < e~ para todo ¢t > 0.

Assuma que b(-) € X, que ¢ € C([-r,0];X), onde ©(0,£) = ¢(0)(£) e que a fungdo a :

[0,00) x [0, 7] x [0, 7] — R satisfaz as seguintes propriedades:

(i) a fungdo t — a(t,&,n) é continua para quase-todo (£,n) e a fungdo (&,7n) — a(t,&,n) é mensu-
rdvel para cada ¢;

(ii) existe uma fungdo mensurdvel e positiva 3 € L2([0, ]?) tal que |a(t,&,m)| < B(€,n) para todo

t > 0. Seja
T pT %
LO = sup (/ / a(t7£7 77)2d§d77> .
t>0 0 0

Seja A;(t) : X — X dado por
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E facil ver que A;(t) é linear e limitado e que A;(-) € C([0,00); £(X)). Parat > 0 definimos
L(t) : C([-r,0]; X) — X por L(t)(vp) = A1(t)y(—r). Das propriedades de A; é facil ver que
L € C([0,00); L(C([—7,0]; X); X)) e que | L(t)|| < Lo para todo ¢t > 0.

Como espago de controle usamos U = Re B : U — X serd o operador definido por Bu = b(-)u.
E ficil ver que B é um operador linear limitado com || B|| < ||b(-)]| £2([0,7])-

Nas condig¢des anteriores, o problema (2.42)-(2.44) pode ser modelado na forma abstrata (2.30)-

(2.31). Como consequéncia de nossos resultados abstratos, temos o seguinte corolario.
Corolario 2.3.16. Seja 7 > 0. Suponha que (b,z,) # 0 para todo n € N, que a(t,&,n) =

o
Z an(t,m)zn (&) com an(t,n) € R, e que as seguintes condigdes sdo verificadas:
n=1

o0
(a) Zan(tﬂl)Q < ooparatodot € [0,7] en € [0, 7]

n=1

s Han(t,-)H%Q([O 7)
b : 005
YL e

(o]
(c) > lai(t,)* <& paran € N;
i=n-+1

(d) ||Bn — B|| < en,

para algum €, > 0, n € N. Entdo, o sistema (2.42)-(2.44) é X -aproximadamente controldvel em

tempo finito.

Demonstracdo: A afirmacdo é consequéncia direta do Exemplo 2.3.13. A maioria das condicdes
necessdrias para usar o Coroldrio 2.3.14 sdo imediatas. De (c) € claro que, paran = 0, | L(t)|| <

w2 ¢eq. Para estimar | Ln(t) — L(t)]|, note que

(L(t) = La()Y = AiOo(—r) — mAi(®)p(=r) = 3 /O“az-u,n)w(—r,n)dnzi(f).

1=n-+1

Logo, aplicando a condicio (c),
IEO) = L) lagomy < 7eb [ (o

Resta mostrar que R(A1(t)) € R(C). Para z € L?([0, 7]), defina a fungdo

win) = Wzn(n)-

E imediato que A1 (t)z = Cw. Entdo, para ¢¢ suficientemente pequeno, temos que 3 (7) < 1. W

n=1

E importante ressaltar que a condi¢io

L2([0,7], X) = N(7) + R(B), (2.45)
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que ¢ usada em vdrios trabalhos, veja como exemplo [48], ndo é vdlida em nosso caso. De fato, se
assumirmos que (2.45) é vilida, entdo R(J;) C R(J; o B ), 0 que implica que existe 3 > 0 tal que
72| L2 j0,7;x) < ﬁ||§*J7’fa:||L2([O,T];X) para todo € X. Logo, como (7'(t));>0 € auto-adjunto,

3

para x = z, obtemos que

15zl 72 om0y = 1T =)zl Z20.5)

i
- / le™* (=92, || %ds
0
i

_ / 6—2112 (T—S)ds
0

< 52/ |B*T (1 — 5)2q|?ds
0
0

- B / e (79 ds| (b, 2,) |2,
0

o que é uma contradi¢do pois (b, z,,) — 0 quando n — oc.

2.4 Aplicacoes

Para finalizar esta capitulo, estudaremo estabiliza¢do do sistema de controle
2'(t) = Ax(t) + A1 (H)z(t — r) + Bu(t), t >0, (2.46)

onde z(t) € X, u(t) € C™, A é o gerador infinitesimal de um semigrupo compacto de operadores
lineares (7'(t))+>0 em X, A1 € C([0,00); L(X)) é w-periddicoe B € L(C™; X).

Para aplicar o Teorema 2.2.5, precisamos garantir que o sistema (2.46) é aproximadamente con-
troldvel na origem, no sentido da Defini¢do 2.2.3. Porém, os resultados estabelecidos na Secdo 2.3
nos permitem somente concluir a controlabilidade X -aproximada de (2.46). E claro que todo sis-
tema aproximadamente controldvel é também X -aproximadamente controldvel. De forma similar ao
que é valido para sistemas de dimensao finita ([44]), o proximo resultado estabelece um caso onde a

propriedade inversa também € vélida.

Corolario 2.4.1. Suponha que B : C"™ — X tem uma inversa a esquerda continua. Se o sistema
(2.46) ¢ X -aproximadamente controldvel na origem, entdo o sistema é aproximadamente controldvel

na origem.
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Demonstracdo: Seja M > 1 tal que ||7°(¢)|| < M para todo 0 < ¢ < w. Pela Definigdo 2.3.5, para
e > 0, existe 7 > 0 e uma fungdo u € L?([0,7]; C™) tal que ||z(7,p,u)|| < e. ParaT <t <7+,
existe uma funcdo u € C([r, 7 + r]; C™) tal que

Ai1(t)z(t —ryo,u) + Bu(t) = 0.
Consequentemente, o sistema (2.46) é reduzido a equa¢do homogénea

2 (t) = Az(t), parat <t <7+, (2.47)
2(1) = 2(7, ¢, u). (2.48)

A solugio fraca de (2.47) é x(t) = T'(t — 7)x(7) de modo que ||z (t)|| < Me paratodot € [, T +7].
Mais ainda, como

|2rtrll = sup{l|zrr ()] : 0 € [-7,0]} < Me,

podemos concluir que o sistema (2.46) € aproximadamente controldvel. |

A seguinte propriedade é uma consequéncia imediata do Teorema 2.2.5 e do Coroldrio 2.4.1.

Corolario 2.4.2. Suponha que B : C™ — X possui inversa continua a esquerda. Se o sistema (2.46)

é X -aproximadamente controldvel na origem, entdo ele é estabilizdvel.

Podemos aplicar este resultado no estudo do Exemplo 2.3.15. Em adi¢ado as condi¢des conside-
radas no Exemplo 2.3.15, suponha que a fungdo ¢ — a(t,&,n) é w-periddica. Isto implica que o
operador A;(-) também é w-periddico. Agora, dos Corolérios 2.4.2 e 2.3.16 podemos estabelecer o

seguinte resultado de estabilizagao.

Corolario 2.4.3. Suponha que as condicdes consideradas no Exemplo 2.3.15 sdo verificadas e que

a(+,&,m) é w-periédica. Entdo o sistema de controle (2.42)-(2.44) é estabilizdvel.
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