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Resumo
Seja G/ H um espago homogéneo. Neste trabalho estudamos o contato entre érbitas
por acdo de subgrupos a um parametro de G e curvas em G/H. Como um resultado,
desenvolvemos um método que permite determinar os elementos na élgebra de Lie de
G que ddo origem a uma érbita que estd em contato de ordem k com uma dada curva
em G/H, para k arbitrario. Também apresentamos algumas aplicagoes em questoes de

congruéncia.



Abstract
Let G/H be a homegeneous space. In this work we study the contact between
orbits by one-parameter subgroups of G and curves in G/H. As a result we develop a
method that allows one to find the elements in the Lie algebra of G that give rise to
an orbit being in contact of any order with a given curve in G/H. Some applications

to questions of congruence are also presented.
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INTRODUGAO

A geometria de curvas em espagos euclidianos tem sido estudada com sucesso,
usando teoria das Singularidades, particularmente no que diz respeito a invariantes
por difeomorfismos do espago ambiente. Uma das nog¢bes fundamentais que viabilizon
esse sucesso €, com certeza, aquela de coniato entre duas curvas, a ordem de contato
sendo o mais bdsico invarjante. A idéia por tras dessa noc¢do, como é bem conhecido, é
a de definir um modo de “comparar”duas curvas em pontoé onde elas se tocam. Sendo
assim, ndo devemos nos surpreender com o fato de que resultados interessantes surgem
quando comparamos uma curva com outras curvas tomadas como modelos por suas
caracteristicas mais “simples”. Assim, por exemplo, as retas e os circulos servem de
modelos no caso de curvas planas.

[3] explora vérios aspectos da geometria de curvas utilizando a nogdo de contato.
No caso de curvas no plano euclidiano, a majoria desses aspectos emergem do estudo
das singularidades das fungbes, assim chamadas, altura e quadrado da distincia, restri-
tas a uma dada curva; nesse caso essas singularidades medem o contato entre a dada
curva e retas e circulos, respectivamente. Neste ponto, colocamos a seguinte questio:
como poderiamos ampliar a classe de curvas-modelo? Noutras palavras, devemos dar
significado ao termo simples que utilizamos acima. E esperado que isso traga novos
entendimentos sobre a geolmetria das curvas. De fato, em [7] e [19], por exemplo, po-
demos ver vérios resultados nesse sentido, obtidos pela inclusfo das demais conicas
na classe das curvas-modelo. Vale observar que os resultados em [19] foram obtidos

utilizando as, assim chamadas, funcdo altura afim e cubo da distdncia afim, que sdo



generalizagdes das fungoes altura e quadrado da distdncia. Para nés, preocupados com
a questdo gue pusemos, o0 mais importante agora é notar que, na verdade, tais genera-
lizagOes tém como suporte outras generalizagdes ji conhecidas. A saber, a geometria
afim unimodular plana (Ver [10], por exemplo), contendo generalizagdes de conceitos
da geometria euclidiana tais como comprimento de arco, curvatura e referencial de Fre-
net. Nessa geometria, as cOnicas, com excessdo das retas, sao as curvas de curvatura
afim constante. Tal como cada circulo e cada reta pode ser obtido pela agio, no plano,
de um subgrupo a um pardmetro do grupo de movimentos euclidianoes, cada conica
pode ser obtida pela agio de um subgrupo a um parametro do grupo SL(2,IR) x IR?
(produto semi direto).

Com base nas discussdes acima, vamos contentar-nos em entender por mais simples,
curvas numa variedade diferencidvel M, que sejam érbitas pela a¢io de subgrupos a
um parametro de um grupo de Lie G agindo sobre M. Essas passam, portanto, a ser
nossas curvas-modelo. Nossa tarefa, entéo; ¢ dizer sobre o contato entre uma dada
curva em M e as curvas-modelo. Claro, ndo devermnos esperar poder dizer algo quando
M ou G forem arbitrdrios. Contudo, se M é um espaco homogéneo, M = G/H, entdo
bastante pode ser dito. Isso ocupari metade deste trabalho, e o resultado principal é
o que chamamos de teorema da Estratificacdo. Trata-se da resposta para a seguinte
pergunta: dada uma curva em G/H, dado um ponto p dessa curva e dado um inteiro
k > 1, quais sdo os elementos na Algebra. de Lie de G que geram um subgrupo a um
pardmetro cuja orbita passando por p estd em contato de ordem k com a curva dada?

Observamos que, portanto, esse resultado pode ser considerado como uma generalizacio



dos resultados fornecidos pelas funcées altura e quadrado da disténcia. Nesse sentido
ele as unifica. Quanto ao método que desenvolvemos para obter isso, queremos destacar
o seguinte: na verdade, nfo se faz necessdrio determinar os subgrupos a um parametro
de G, uma vez conhecamos um levantamento (qualquer) da curva a G; de posse de um
tal levantamento, o resultado final pode ser obtido utilizando apenas Algebra Linear
elementar. Uma boa razao, talvez, para acreditarmos no método em sua generalidade,
seja o teorema da Estabilizaco, cujo resultado, foi-nos uma boa surpresa. Diz que
se 0 conjunto de curvas-modelo que estio em contato de ordem k com uma dada
curva, coincide com aquele das que estio em contato de ordem k + 1, entdo ou néo
existe curva-modelo estando em contato de ordem k+ 2 ou, se existir, o conjunto delas
coincide com os anteriores. Como consequéncia desse resultado, pudemos dar uma
interpretagao geométrica de certas condicGes de regularidade exigidas no método de
Cartan ([4]), diferente da interpretacio tradicional em termos da ndo existéncia de
referenciais candnicos.

Os exemplos que apresentamos, ainda que simples, mostram que o método é tra-
balhoso mas permite que reconhegamos pontos singulares da curva a partir de desvios
de certo padr@o da estratificagio. Contudo, essa observagio ainda estd restrita aos
exemplos, wma vez que até o momento nio fomos capazes de discutir questdes de
genericidade, que justificassem o termo padrao.

Passaremos agora a introduzir a segunda parte do trabalho, Dadas duas subvari-
cdades, X e Y, de G/H, a questdo congruéncia é poder decidir sobre a existéncia de

movimento de G/ H, por um elemento de G, queleva X em Y. E uma questao cléssica



em geometria, remontando a Frenet, e foi longamente explorada por Cartan com seu
método do Referencial Mével. A literatura disponivel sobre o assunto é vastissima, pro-
vavelmente devido a dois fatos principais: o primeiro seria que ndo existe um método
propriamente dito, e talvez pudéssemos dizer dicas de Cartan no lugar da estabelecida
denominacio método de Cartan; o segundo fato seria o da grande forca dos resultados
que se obtem quando se consegue por em pratica tais dicas. Uma referéncia bastante
interessante, contendo um panorama geral, é [9]. E curioso observar que, contudo,
na situagio em que X e Y sio unidimensionais hd menos literatura disponivel. Para
que possamos situar-nos melhor, é necessdrio nfo tardar em comentar o aspecto de
congruéneia de aplicacdes versus congruéncia de subvariedades, comumente conhecidos
como problemas de equivaléncia parametrizada e ndo parametrizada, Tespectivamente.
Denotemos por l, a translagio em G/H definida por g € G. Se I C IR é um intervalo
ea,: I — G/H sio duas imersdes, entdo diz-se que « e § sdo congruentes se existe
g € G tal que ({; o a)(t) = B(t), para todo ¢t € I. Esse é, na verdade, o problema
discutido em [9]. Ver também [1] e [17] para congruéncia parametrizada e [16], [12]
e [2] para congruéncia nao parametrizada. Parece inevitdvel termos que considerar
os dois problemas quando, em termos préticos, pensamos em variedades como sendo
descritas por parametrizagdes locais. Em [18], Weyl chama atencfio para como esses
dois problemas foram tratados por CARTAN. Basicamente, no caso de curvas, os dois
problemas sido unificados quando se introduz uma parametrizacio “candnica”. Em [12]
encontramos outras discussdes sobre esses dois problemas de congruéncia.

Claro, estamos longe de poder entender todas as sutilezas do assunto, mesmo na



situagado unidimensional que é a que consideramos neste trabalho. Centudo, acredita-
mos que nossa discussao sobre o assunto pée sobre ele alguma luz. A pergunta que nos
guiou fol a seguinte: até que ponto o conhecimento do contato entre curvas e 6rbitas de
subgrupos a um parametro fornece informagdes sobre congruéncia? Bem, agora neces-
sitamos dizer a qual dos dois tipos de congruéncia estamos nos referindo. Trata-se de
congruéncia nao parametrizada. No entanto, estaremos sempre considerando questoes
locais e as subvariedades serdo pensadas como imagens de mergulhos. A possibilidade
de tratar o problema nio parametrizado mesmo considerando essas parametrizacoes
locais, vem da defini¢do de contato entre dois mergulhos, que tomamos. De fato, ela
impde condi¢des ndo sobre os k-jatos desses mergulhos mas, sim, de possiveis repara-
metrizacdes deles. Ou seja, estamos considerando os elementos de contato (no sentido
de Ehresmann, [6]) de ordem & e dimensao 1, definidos pela imagem de dado mergu-
lho. Dito desse modo, os subespagos associados (Definicio 2.2) que criamos, os quais
ao final levam ao teorema da estratificacio, sio modelos na Algebra de Lie, para os
elementos de contato definides por érbitas de subgrupos a um pardmetro. A agédo de
G sobre G/H induz uma agio natural de G sobre a variedade Ex(G/H) dos elementos
de contato sobre G/H de ordem k e dimensdo 1. Restrita aos modelos na Algebra de
Lie, essa aclo corresponde a agBo adjunta de G sobre sua Algebra de Lie. Dizemos
que uma subvariedade unidimensional X de G/H é k-comparivel, se X define mes-
mos elementos de contato de ordem k e dimensfio 1 que uma familia (indexada por
X) de 6rbitas. A idéia agora é olhar para a situag@o quando tal famflia é \inicamente

determinada, para algum k; é a situac@o ideal. Isso cria um objeto a ser associado



a cada subvariedade X, que nos aprouve chamar de evoluta de Lie de X (Defini¢io
3.2 ). Que o objeto assim criado tem caracteristicas desejadas para ser utilizado em
questdes de congruéncia, isso esté revelado no Teorema 3.9. Finalmente, devemos ob-
servar que, na pratica, quando queremos indexar por X a familia a que nos referimos,
surge novamente a questdao de uma parametrizagio dada a X. Na situagio ideal, essa
questdo é resolvida pela introdugéo de uma parametrizacao “canénica”, tendo assim

uma analogia com o método de Cartan.



Capitulo 1

Conceitos fundamentais e notacao

Os conceitos e resultados que compdem este capitulo estio, desde h4 muito, bem esta-
belecidos, de modo que quase sempre vamos limitar-nos a enuncii-los e fornecer uma
bibliografia. Assim, o objetivo é mesmo fixar linguagem e notacao.

Entenderemos por diferencidvel, classe de diferenciabilidade infinita. Considerare-
mos apenas variedades diferencidveis reais, de dimensao finita. Se M e N sio varie-
dades diferencidveis e F' : M — N é wma aplicaclo diferencidvel, entdo escreveremos
DF:T:M — Tp(zyN a derivada de F em z € M. Na maioria das vezes, confiantes de
que isso nao trara confusido, abusaremos da notagio e escreveremos D, F'v no lugar de
D.F(v), para a derivada de F' no ponto z avaliada em v € T; M. No caso particular
em que M é um intervalo aberto I C IR, diremos que F' é uma curvea em N. Nesse
caso, identificaremos T,] com IR para cada z € I, do modo usual, e escreveremos
simplesmente F'(z) para a derivada de F em = € I. No caso mais particular ainda em

que N é nm espago vetorial V, identificaremos os fibrados tangentes de V' de ordem
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mais alta com o préprio V, também do modo usual, e escreveremos F™(z) a n-ésima

derivada de Fem z € I.

1.1 Generalidades sobre grupos de Lie

Quando K denotar um grupo de Lie, a dlgebra de Lie dos campos de vetores sobre KX,
invariantes a esquerda, serd denotada por X, a letra caligrafica correspondente. Além
disso, K serd identificada de modo usual com o espago tangente a K em seu elemento

identidade e.

Por todo o trabalho, G denotard um grupo de Lie. Os difeomorfismos

Ly:G — G
k — gk
Ry,:G — G
k — kg

sdo denominados as translacdes & direita e ¢ esquerde em (G, por g, respectivamente.

Para g € (G, a aplicacao
I(¢):G —» (&

k — gkg™!

é um isomorfismo analitico de G sobre si mesmo. Notemos, I(g) = Ly o B,

Teorema 1.1 Pare cada g € G, Ad(g) = D.(I(g)) € um automorfismo de dlgebras de

Lie. ([11], Lema 1.12, p.110)



Portanto, para cada g € G, Ad(g) é um elemento do grupo (de Lie), GL(G) dos

antomorfismos (de 4lgebras de Lie) de G.

Definicao 1.1 O homomorfismo (de grupos de Lie)

Ad: G - GL(Q)
'g —  Ad(g)

é chamado a representacdo adjunta de G.

Lembramos que estaremos abusando da notagéo, escrevendo Ad(g)v = D.(I(g))v,
para v € G, no lugar de Ad(g)(v); também de acordo com nossa convengio acima,
a algebra de Lie de GL(G), isto é o espago vetorial de todos os endomorfismos de &G
munido da opera¢do colchete, deve ser denotada por GL(G).

Dado X € &, consideremos ad(X) : ¢ — @, definida por ad(X)(Y) = [X,Y],
o colchete de Lie dos campos de vetores X,Y. Entdo, para cada X € G temos o

endomorfismo ad(X) de G.

Definicdo 1.2 O homomorfismo (de dlgebras de Lie),

ad: ¢ — GL(G)

X +— ad(X),

é chamado a representagdo adjunta de G.

Seja exp : T.G = § — G a aplicagiio exponencial do grupo de Lie G e, para

cada v € @, consideremos o subgrupo a um paradmetro de G, gerado por v, isto &,



consideremos

v e IR.—rG
s > ezxp(sv)

Dada uma agdo diferencidvel de G sobre uma variedade diferenciavel M,
®: G x M — M, podemos definir naturalmente a IR-a¢8o
p:BRxM — M

(s,z) > ®(exp(sv),z),
simplesmente restringindo a agdo ®, de G a seu subgrupo {exp(sv),s € R}. Assim,

fixado z € M, a dérbita de z por essa agdo ¢ tem uma parametrizacio natural:

By :R—= M, By(s)=d¢(s,z).

Definigao 1.3 A curva §, justo descrita, sera chamada a trajetdria passando por z,

determinada por v.

Seja H C G um subgrupo. Denotemos por G/H o conjunto das classes laterais, a
esquerda, de H em G. Denotando a classe de ¢ € G por gH, temos a agdo natural, a

esquerda, de G sobre G/H
®:GxG/H —-G/H

(g.9H) +—(Go)H.

Mantendo essa notacdo, temos:

Teorema 1.2 Se H € fechado em G e a G/ H ¢ dada a topologia quociente, entdo existe
uma unica estrutura de variedade analitica em G/H tal que ® é uma agdo diferencidvel.

Também, dim G/H = dimG — dimH. ([11], Teorema 4.2, p.123).
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A existéncia de um a agdo transitiva de um grupo de Lie sobre G/H j4 habilitaria
dizer que G/H é uma variedade homogénea. Quando se deseja deixar claro que se est4

considerando exatamente a¢io @, diz-se que G/ H é um espago homogéneo.

Teorema 1.3 Seja G/H um espaco homogéneo. A proje¢do candnicaw: G — G/H,

¢ a proje¢do de um fibrado principal de grupo estrutural H. ([13], p.117).

Dada uma agdo diferencidvel (acdo, para ser breve) de um grupo de Lie G so-
bre uma variedade diferencidvel M, ¥ : G x M — M, muitas vezes escreveremos
¥(g,z) = g- z. O subgrupo de isotropia de G em = € M, serd denotado G,. Ou seja,
Gz = {9 € G; g-z = z}. Notando que G, é um subgrupo fechado de @, podemos

considerar em G/G; a estrutura de variedade obtida no Teorema 1.2.

Teorema 1.4 Se Gx M — M € uma agédo transitiva, entdo, uma vez escolhido x € M,

podemos identificar M com G /G, no sentido sequinte: a aplicagdo
G/G, - M
gGz: +— gz

€ um difeomorfismo G-equivariante. ( [15], Teorema 3.3, p.18).

Os espagos homogéneos, em muitos casos, como serio os dos nossos exemplos,
surgem via a identificagdo dada nesse tltimo teorema. Reforgamos, contudo, que a

identificacdo néo é canénica, devido a escolha do ponto z.

11



1.2 Congruéncia

Definigéio 1.4 i) Sejam §;, S» subconjuntos de G/H. Dizemos que Sy, 52 sdo con-
gruentes, se existe g € G tal que Sy = g+ 5.

ii) Seja I C IR um intervalo e sejam a, : I — G/H duas curvas. Dizemos que o,
s&o congruentes, se existe g € G tal que v = g - a, isto &, ¥(t) = g - a(t), para todo

tel.

Observagio 1.5 E f4cil verificar que congruéncia é uma relagio de equivaléncia nos
respectivos conjuntos. Assim, por exemplo, também diremos - é congruente a «, para

dizer que - e « 880 congruentes.

Podemos pensar no préprio grupo G como sendo o espago homogéneo G/H, com

H = {e}, onde ¢ € G é o elemento identidade. Com isso em mente, temos:

Teorema 1.6 Seja I C IR um intervalo e sejem f, f : I — G, curves no grupo de Lie

G. Entdo f e f sdo congruentes se, e somente se,
—
Dy Lygy1f (8) = Dy Ly £(2)
para todo t € I. ([9])

Corolario 1.7 Duas curvas o,y : I — G/H sdo congruentes se, e somente se, algum

levantamento de a a G € congruente a algum levantamento de 3 ¢ G.

Observagao 1.8 Se f: I — G é um levantamento a G de : I — G/H, entdo gf é

um levantamento a G de uma curva congruente a «, a saber, g - . Portanto, segue-se

12



do corolario acima que a curva
Dfo—-If’ I — g

pode ser associada & classe de todas as curvas congruentes a . Noutras palavras, pelos
menos em teoria, é sempre possivel obtermos condi¢do necessaria para congruéncia.
Dissemos teoria, porque dependendo do levantamento, tal condigdo pode ndo trazer

informagao interessante; ver [9] para uma discussao sobre isso.

Teorema 1.9 Seja G o dlgebra de Lie de um grupo de Lie G e sejav : I — G uma
curva. Fi-zadost, € I e g, € G, eriste uma dnica curva l(t) (resp.r(t)) em G, tal que

(t,) = go (resp.rts) = go) € Dily-l' =v (resp.D.Re—1v' = v). ([14], p.29).

1.3 Contato

Definicdo 1.5 Seja M uma variedade diferencidvel. Sejam o : I; — M e
B : Iy — M mergulhos, onde I;,; C IR s@o intervalos abertos. Sejam ¢, € I e
s, € I tais que aft,) = B(s,). Dizemos que « e 3 estdo em contato de ordem k (k=
1,2,...), em aft,) = B(s,), quando vale o seguinte: existe um difeomorfismo local
v : I,t, — I s, tal que &« ¢ B o ¢ definem o mesmo k-jato em t = i,

(F*a(t,) = j*(8 o ©)(t,), para ser breve).

Na definigdo acima héd a consideracdo da reparametrizagio 3 o ¢ de [ e nao se
considera reparametrizacdo de . N&ao obstante, diz-se o e 8 estdo em contato, sem

distin¢do ou ordem. O Coroldrio 1.11, abaixo, assegura que isso pode ser desse modo.
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Proposigao 1.10 Seja N, P, @ variedades diferencidveis. Sejam fi,fo : N — P e
g1,92 + P — @ aplicagdes diferencidveis e seja x € N. Suponhamos que
7*(H)(=) = *(f2)(=) (vortanto, fi(z) = fo(z)) e *(91)(f1(2)) = j*(g2) (fao(=)). Emtdo
7%(g1 0 fi)(z) = 7*(g2 © f2) ().

DEMONSTRACQAO: ([13], Proposicio 12.3, pagina 118). n

Corolario 1.11 Sejam M, a e B como na Definicdo 1.5, e seja ¢ : I1,t, — 12,5,
um difeomorfismo local.  Entdo j*a(t,) = 7*(8 o ¢)(t.) se, e somente se,

3*B(s0) = j* (e 0 0™1)(50).

DEMONSTRACAOQ: Basta considerar a Proposicio 1.10 nas situacdes em que:
a) N=5L, P=1,Q=M fi=fa=¢, a=a,g2=FBoy;

byN=5,P=05,Q=M, fi=fo=¢,1=0,ga=cop™ u

Coroldrio 1.12 Sejam M, o e 3 como na Definicdo 1.5. Sejam Z uma variedade
diferencidvel e f : M — Z um difeomorfismo. Entio a e 3 estéo em contato de ordem

k, em a(t,) = B(s,) se, e somente se, foa e f o estio em contato de ordem k em

Fla(to)) = F(B(so))-

DEMONSTRACAQO: Suponhamos que @ e 8 estejam em contato de ordem k em
aft,) = B(s,). Seja ¢ : I, t, — Iy, s, difeomorfismo tal que j*¥(a)(t,) = 7%(8 o ©)(50)-
Tomando, na Proposicio 1.10, N = I[P = M,Q =Z,fi = a, fs = oy e

g1 = 92 = f, obtemos J*(f o a)(to) = j*(f o Bp)(ts), dizendo-nos que foa e fof

14



estdo em contato de ordem k em f(a(t,)) = f(8(s.)). A reciproca segue-se de modo
anélogo, ja que f é difeomorfismo. ||

Uma consequéncia imediata do Corolario 1.11 é:

Corolério 1.13 Seja M uma variedade diferencidvel e sejap € M. Seja A o conjunto
de todos 0s mergulhos o : I — M tais que c(t,) = p para algum t, € I, onde I CIR €

algum intervalo aberto. A relagdo em A gque relaciona dois mergulhos se eles estGo em

contato de ordem k em p, € uma relagdo de egquivaléncia. n

Definicao 1.6 Cada classe de equivaléncia estabelecida no Corolario 1.13 é chamada
um elemento de contato de dimensdo 1 e ordem k sobre M, em p. O elemento de

contato definido por um mergulho @ : I — M em p = «(t,), serd denotado por C:(to)'

Denotemos por Ex(G/H) o conjunto de todos os elementos de contato de ordem
k e dimensao 1 sobre G/H. Esse conjunto tem uma estrutura natural de variedade
diferencidvel. Além disso, a agdo de G sobre G/ H, induz uma agdo natural de G sobre

E.(G/H). A saber,
G x Ex(G/H) — Ex(G/H)
( g, C":(to)) —_ C’(c.g'a)(to) '

Para esses fatos, ver ([13], p.124).
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Capitulo 2

Contato com trajetdrias

Seja G um grupo de Lie e seja G a algebra de Lie de G. Dado v € G, considere-
mos o subgrupo a um paridmetro de G, ¢y : IR — G, determinado por v. Isto é,
#v(s) = exp(sv), para s € R. Para H um subgrupo fechado de G, continuaremos

denotando por ® a agdo candnica de G que define o espago homogéneo G/H, ou seja,
:GxG/H—-G/H

é definida por ®(g1,9:H) = (9192)H, para g1, 92 € G. Lembramos, para g € G e para
z € G/H, também denotaremos ®(g,z) =g =

Seja a : I —+ G/H um mergulho do intervalo aberto I C IR, no espago homogéneo
G/H. Uma vez fixado t € I, obtemos de modo natural uma familia de curvas passando
por a(t), familia essa indexada pela dlgebra de Lie G. De fato, para cada v € G temos
a trajetéria

By : R — G/H, definida por G, (s) = exp(sv) - a(t).
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Como sabemos, By é uma imers3o se, € somente se, v & Gu(y) (2 sub algebra de isotropia
de G em af(t)).

Neste capitulo trataremos de medir o contato em cada ponto a(t), entre a e tra-
jetérias passando por oft). Queremos reforgar que n3o se trata de medir o contato
entre o e uma trajetéria particular. O que obteremos (Teorema da Estratificagao) é
uma descri¢ao capaz de determinar as trajetdrias que est&o em contato, de dada ordem,

com a em cada ponto aft).

2.1 Construcoes fundamentais

De agora em diante vamos restringir-nos aos casos em que dimG/H > 2. Em tais
casos, dado um mergulho o : I — G/H e fixado oft) € a(l), aqueles elementos na
lgebra de Lie G que determinam uma trajetéria passando por «(t) e sao tangentes a o
nesse ponto, estao contidos naturalmente num sub espago vetorial préprio de &, como
veremos na proposi¢ao seguinte.

Fixado a(t) € G/H e dado w € G, consideremos 3, a trajetéria passando por af(t),

determinada por w € G.

Proposicao 2.1 Seja S§(t) = {w € G; 5, (0) = Ad(t) para algum X € IR}, onde
“! ?denota a derivada com relagdo ao respectivo pardmetro. Se v, € G € tal que
4 (0) = L(exp(sv) - a(t)) |s=o= &/(t), entdo temos a decomposigdo (como espagos
vetoriais) ST (t) = Guqy @ IRv,, onde IRv, denota o subespago de G, gerado por v..

DEMONSTRAGAOQ: Seja &y : G — M definida por @,4(g) = g- alt), g € G.
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E bem conhecido ([11], pégina 124) que Gur) = Ker DBy, 0 nicleo da derivada
de ®,(;) tomada no elemento identidade ¢ € G. O resultado segue-se, entdo, j4 que

St () = (De®ay) ™ (R (2)). u

Seja 7w : G — G/H aprojegéo candnica. Lembramos que 7 é uma fibracao (Teorema

1.3) e que, portanto, podemos levantar & a G. Isto é, existe g : I — G diferenciével,

tal que

é comutativo. Seja g um tal levantamento. Entao

Doy (exp(sv)) = exp(sv) - aft) = exp(sv) - 7(g(t)) = 7(exp(sv)g(t)),

para todo v € G. Lancando mao das translagGes & direita em G, podemos reescrever a

expressao acima na forma

Pagy (exp(sv)) = (7 0 Ryry) (exp(sv)).

Como isso é verdadeiro para todo v € G e como exp(sv) é acurvaem G queem 5 =0

passa pelo elemento identidade e € G com velocidade v, obtemos

Deq)a(l:) = Dg(g)TngRg(t)-
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Agora, v(t) = DgsyRo(s)-19'(t) é um elemento de G, para todo t € I, e temos

De®aqy(v(t)) = DyymDeRopv(t)
= Doty DeBy(s) Doty Ro(r)-19' (¢)
= Dypyng'(t)
= a(2),
mostrando que a escolha de v; na Proposigac 2.1 pode ser feita diferenciavelmente
quando ¢ varia em I. A saber, v; = v(t) = Dyu)Ryr)-14'(t). Também, v(t) # 0 para

todo ¢ € I, visto que o/ (t) # 0. Portanto, pela prépria proposigao, temos
dim S§(t) = dim Gor) + 1.

Observagao 2.2 Uma consequéncia imediata das consideragoes acima é a seguinte:
se « é ela prépria uma trajetéria, isto é, se a(t) = exp(tw) - p, para algum p € G/H e
algum w & G,, entdo w € S (t) para todo t € I. De fato, se, digamos, p = g,H para

algum g, € G, entéo ¢g(t) = exp(tw)g, é um levantamento de o a . Agora,
V(t) = Doty Ro(t)-19'(t) = Dexp(twr) Fexp(ew)1 (exp(tw)) = w,

pela prépria definicio de exp(tw), o que mostra o que afirmamos. Assim, no caso

presente, a Proposigdo 2.1 toma a forma seguinte: S¢(t) = Gu(r) ® IRW, para todo t.

Bem mais adiante utilizaremos a préxima proposi¢do. Vamos estabelecé-la agora

para aproveitarmos de imediato a notagao.
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Proposicao 2.3 Parat € I, seja W(t) C 52(t) um subespaco vetorial unidimensional.

Se W(t) ndo estd contido em G,(t), entdo eziste w(t) € W (t) tal que
DyeymDeRo(yw(t) = e/ (),
qualguer que seja o levantamento g: I — G de o. Consequentemente,
DeRg(t)w(t) —-q (t) € KerDyym.
Além disso, w(t) € inico com tais propriedades.

DEMONSTRAGAO: Desde j4, observamos que a unicidade estd garantida, pois W (¢)
é unidimensional e DyymD Ry € linear.

Seja g um levantamento qualquer de o a G. Como S§(t) = (D.Pagy) (IR (B)),
temos duas possibilidades:

1) se S(t) = W(t), entdo segue-se que (DPaqry) ' (/(t)) é constituido de um tinico
ponto, w(t), ja4 que ST(t) é unidimensional se, e somente se, Hq) = {0};

2) se S7(t) # W(t) entdo (D.Buqy) ' (c/(t)) é um hiperplano de S§(t), paralelo a
(De@a(yy) {0) = Gar). Seja w(t) a intersecgdo desse hiperplano com W (¢).

J4 vimos que

De®a(r) = Doty DeRy(e)-
Portanto, como g € um levantamento de «, obtemos
Dyry(g'(t)) = &/ () = De@a(e)(W(2)) = Doy DeFg(y (W(2)),

donde o resultado em ambos os casos. |
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2.2 Os subespacos associados
Dotemos G com um produto interno (arbitrario) e denotemo-lo {:, ).

Definigao 2.1 i)Um campo transverso ao longode @: I — G/H, em torno de ¢, € I,
é uma curva N : I, — G tal que, para cada t € I,, N(t) # 0 e N(t) é (-, }-ortogonal a
S¢(t), onde I, C I é alguma vizinhanca de t,.

#)Sejam N;(t),...,N.(t) : I, = G campos transversos ao longo de a em torno de
t,. Diremos que {Ni(t),...,N.(t)} é um referencial transverso ao longo de @ em torno
de £,, se for um conjunto linearmente independente que gera o complemento ortogonal

de Sf(t) em G. (Assim, r = dim G — dim §¢(t) = dim G — (dim H +1).)

Proposicdo 2.4 Dado t, € I eziste wm referencial transverso ao longo de o em torno

det,.

DEMONSTRAGAO: Dado t, € I, seja g(t) um levantamento de & a G em torno de t,.
Seja v(t) = DgwyRyw-19'(t) e consideremos A(t) = g(t)g(t,)”!. Entdo
h(t) - g(t,)H = g(t)H, isto é h(t) - a(t,) = a(t). Segue-se que Gorry = Ad(A(t))Ga(e,)-
Isso permite transportarmos (diferenciavelmente) qualquer base de Gu(,), para ob-
termos uma base de Ga(y, a qual, juntamente com v(t), fornece uma base, digamos
{e1(t), ..., eamu+1(t)}, de SE(¢).

Escolhamos {wy,...,W,} C G, um conjunto linearmente independente, cujos ele-
mentos nao pertencam a Sy (t,). Claramente, existe uma vizinhanga de ¢, tal que, se ¢

pertence a essa vizinhanga, entdo w; nao pertence S§(t), 1 =1,2,...,r.
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Segue-se que, para cadai=1,...,r, o produto vetorial
N,_(t) =81(t) XX edimg+1(t) XWX e XW; X oo X Wr,

onde W; denota a auséncia do fator xw;, fornece um campo transverso ao longo de «.
Além disso, é ficil ver, {Ny,...,N,} ¢ linearmente independente. Temos, assim, um

referencial transverso ao longo de @ em torno de ¢,. |

Lembrete: Temos dotado G com um produto interno (-,:). Isso nos permite de-
finir, depois de orientar G, a forma determinante {det) como sendo aquela multi-
linear cujo valor numa base ortonormal positiva é igual a 1. O produto wvetorial
V=Vy X+ X Vaimg—1 ¢ 0 Uinico elemento em G tal que (w,v) = det (W, Vvy,...,Va-1)
para todo w € G.

Convenciao: De agora em diante, exceto onde haja possibilidade de confusao, vamos
referir-nos a um campo transverso ao longo de & em torno de algum ponto relevante t,,
dizendo simplesmente um campo transverso ao longo de a. Noutras palavras, estaremos
sempre contraindo o intervalo de definicdo de o a um intervalo apropriado para a

construgao local.

Seja {N1{t),...,N.(t)} um referencial transverso ao longo de o. Para cada t € I,

consideremos os subespagos vetoriais de G, definidos pela regra indutiva

Set)={ve so,(t); ~N¥VE)y=0i=1,...,r}
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onde Ngkml)(t) denota a (k—1)-ésima derivada de N; em ¢ € I. Assim, para cada t € I,

obtemos uma cadeia
Sp(t) 2855 2.
Definigao 2.2 Cada subespago Sg(t) C G serd dito associado a a (em af(t)).

Na defini¢io acima, nao fizemos mengio 2o produto interno considerado em G,
nem ao referencial transverso ao longo de «, utilizado na construgido dos subespacos

associados. Em seguida, veremos que, de fato, nao é necessirio mencionar tais coisas.

Proposi¢io 2.5 Dados produtos internos {(,-) e {({,-)), em g, sejam
{N1(8),...,Ne(£)} e {Ny(t),...,N,(t)} referenciais transversos ao longo de o, ob-
tidos de {-,-) e {(-,)), respectivamente. Isto €, para cada t, N;(t) € (-,-)-ortogonal a
S2(t) e Ny(t) é {{-,-)}-ortogonal a S¢(t), parai=1,...,r. Consideremos o funcionais

lineares sobre G, (omitindo o pardmetro t)
k .
¢£ = (Ni;l ')1 QS: = (N;.F ')1"' :‘ﬁgk) = (NE )! '): e=1,...,rn
Analogamente, consideremos

Q_b,- = (N—i: '): 55': (ﬁ:: )1 :_Ek) = (ﬁ('k): '): i=1,...,rn

Entao, para v € g, temos

se, e somente se,



Para demonstrar a proposiggo acima, necessitaremos do resultado seguinte, de

Algebra Linear.

Lema 2.6 Seja V um espago vetorial de dimensdo finita € sejam ¢,,...,d,, ¢ fun-
cionais lineares sobre V. Se N_,Kerd; C Kerg, entdo existem escalares )y,..., A
tais que ¢ = M1 + - -+ + Aedr. Portanto, se {¢1, -+, dr}, € um conjunto linearmente
independente, como subconjunto de V*, o espaco dual de V, entio {¢y,...,d-} € uma

base do subespago vetorial de V*, formado pelos funcionais lineares que se anulam sobre

N, Kerd;.
DEMONSTRAGAO (do Lema): Sejam
T:VoR e L:T(V)—R
definidos por
T(x) = ($1(x),..., (X)) e L($1(x),.-.,8:(X)) = $(x).
L estid bem definido jd que

se (¢1(x),...,#:(X)) = ($1(y),...,#-(y)), entdo x—y €N Kerg; C Kerg.

Como L é um funcional linear sobre T'(V'), sabemos que podemos estendé-lo a um
funcional linear, digamos I, sobre IR™. Agora, todo funcional linear sobre R™ tem a
forma L(y,,...,¥:) = My1+-- -+ \.¥, para certos escalares )y, ..., \,. Em particular,

para y; = ¢;(x), ¢ =1,...,r, obtemos

¢(x) = (1 (x), .., $,(x)) = M1 (%) + ... + Mo, (x).
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A 1ltima conclusao no enunciado é imediata. =
DEMONSTRAGAO ( da Proposigio 2.5): Pela propria definicao de um referencial
transverso ao longo de ¢, temos que NI_;Ker ¢; = S¢ = N, Ker¢,. Agora, sabemos
da Algebra Linear que o fato de cada conjunto {Ny,...,N,} e {N;,...,N,} ser linear-
mente independente garante que também o é cada conjunto {@y,...,d.} e {dy,.... .}
Pelo Lema acima, esses conjuntos sdo bases do sub espago vetorial, digamos W, do -
dual G*, formado pelos funcionais lineares que se anulam sobre S%. Portanto, existem
escalares Ay (= A;(t)), 4,7 =1,...,r, tais que

.
b= Ny, isto ¢,

=1

(N3, -)) =Z,\ij(N,-, D, =1, (%)

Pela mesma razao, existem escalares 0;;(= §;(t)), tais que

¢ = Z 5iih;-

=1
Claro também, a matriz (\;) é invertfvel e tem (;;) como sua inversa.
Utilizando a expressdo (*) acima para avaliar {{N;,N,)), obtemos a identidade
matricial ({{(N;,N;))) = ({(N;,N;)) (Az), ou seja, () = ((N;, No))™! ((N:,N,))). B
claro, portanto, que cada J;;, bem como cada §;;, é diferencidvel.

Derivando

55=ZA-;J'¢;', 1=1,...,7,
=1
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sucessivamente, obtemos

;= D i1 Ng®s + iy Nii

—(k _
¢i ) = ZJ—I )\(k)qu + Z:;.-I Aqul’l +o- 4t EJ-] Agk 1¢(k ) + ZJ =1 ‘J (k)’
onde j = (f) )\g.‘"l), l=1,...,k—1. Analogamente, derivando
¢ = 6;f;
i=1

sucessivamente, obtemos

r - * -
& = Zj:]_ 5£j¢’j + Zj:l by 33

B s S )
¢£k) = ZJ—I 61(;)453 + Zaml Bk 1¢’ +oee+ ZJ=1 BH 1 b + ZJ'=1 bi; i
onde ij” = (f) 68‘_1), I=1,...,k — 1. Podemos agora verificar facilmente que
Gi(v)=---=¢F(v) =0, i=1,...,7

se, e somente se,

FV) = =3 =0, i=1,...,n

tal como queriamos. Notemos, noutras palavras, que ambos esses conjuntos de equacies

definem o mesmo subespago de G, o qual é justamente Sg,;(%). |

Esta claro na demonstragao acima que, essencialmente, o que devemos garantir é

que temos duas bases para o subespago vetorial W, de G*, formado pelos funcionais
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lineares que se anulam sobre S{. Os demais argumentos sio usuais. Sendo assim, e
para evitar repetigoes, observamos que se {Ny,...,N,} e {N,..., N, } sdo referenciais

transversos ao longo de a, entao

{(Nli'>:"':(N":')} ¢ {(ﬁli')r"':(ﬁfv')}
sao, claramente, bases de W. Podemos, portanto, estabelecer a seguinte

Proposigao 2.7 Dois referenciais transversos ao longo de o : I — G/H definem a

mesma cadeia ST(t) 2 SE(t) D -, de subespagos associados a &, em cadat € 1. M

De agora em diante, salvo mencao em contrario, estaremos considerando que um
produto interno estd fixado em G. Esse continuara sendo denotado por (-, -).

A préxima proposigao estabelece o comportamento dos subespagos associados a @,
quando de uma reparametrizagio de c. Esse serd o significado que daremos para a

frase os subespagos associados a «, sdo invarianies por reparamelrizagoes de .

Proposicao 2.8 Seja ¢t : t7{I) ¢ R — I um difeomorfismo e consideremos a
reparametriza¢do v de «, definida por y(s) = «aft(s)), s € t1{I). Eniao,

S7(s) = S§(t(s)), para todo s € t™1(I) e todo j =1,2,....

DEMONSTRAGAQ: Segue-se diretamente da definicao (Proposigio 2.1) e da regra da
cadeia, que S7(s) = S¥(¢(s)), para todo s € t~!(I). Portanto, se {N;,...,N,} é um
referencial transverso ao longo de @, e se n; é definido por n;(s) = N;(¢(s)) para todo

s € t71(I), entdo {m,...,n,}, é um referencial transverso ao longo de .
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Agora, para cada i =1,...,r, a k-ésima derivada ngk}(s) tem a forma
n{"(s) = ax (sINi(t(s)) + ara() N (8(s)) + - - + 2w (SINP(t(5)

para certas fungSes diferencidveis ax;(s), com axx(s) = (#'(s))* # 0.

Por um lado, segue-se imediatamente que se v € G é tal que

(v, Ni(t(s))) = --- = (v, NI (¥(s))) =0, entdo

(vin(s)) = -+ = (v,n(s)) = 0.

Por outro lado, considerando que ay(s) # 0, para todo k, um argumento simples de

indugdo mostra que se v € G é tal que

(v,ng(s)) = -+ = {(v,n{(s)) =0, entdo

(v, Nit(s))) = -+ = (v, N{ (8(s))) = 0.
Como ambas as conclusces sao vélidas para todo ¢ = 1,...,7, obtemos
er1(t(8)) = S, (s). =

As propriedades dos sub espagos associados que temos obtido até agora, ja dao
esperancas de que eles contenham informagdes interessantes sobre o mergulho que lhes
d4 origem. O préximo teorema relaciona os sub espacos associados de mergulhos

congruentes.
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Teorema 2.9 Sejac: I — G/H um mergulho, e seja g, € G. Consideremosy = g,-c.

Entdo os sub espagos associados a o e a vy satisfazem
SY(t) = Ad(g,)S2(t), k=1,2....
DEMONSTRAGAO: Inicialmente mostraremos que S7(f) = Ad(g,)S(t). Seja
v(t) € G tal que
ST () = Gy ® R (2),
como na Proposi¢do 2.1. Vimos que se g{t) é um levantamento de o a G, entao podemos

tomar v(t) = v = D,R,-14'. Como (g,9)(t) é um levantamento de y a G, temos, pela

mesma razio,
51(t) = Gy @ Rw (),
onde w = Dg,g R(g,9)-1(gog)’. Afirmamos que w = Ad(g,)V, o que passamos a demons-
trar. Por um lado temos
Ad(go)v = Dy, R -1 DeLg, Dy Ry-1d
e, por outro lado, temos
W = Dg,g Ri5,9)-1(909)' = Dyo Byt DyogRy-1 Dy Ly, g’
Agora, de Ry-1 = L,-1Ry-1 L,,, obtemos

DyRy-1 = Dy, L1 Dygog Ry Dy Ly,

o g,

A afirmagao segue-se, substituindo esta ltima expresséo na primeira e comparando
com a segunda expressio. Ora, como Ad(g,) élinear e como G, = Ad(g,)Ga, concluimos
que 57 (t) = Ad(g,)S7(t).
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Seja {N1(t),...,N.(t)} um referencial transverso a0 longo de . Parai=1,...,r,
definamos n;(t) = Ad(g,)N;(t), para todo t. Além disso, consideremos em G o produto
interno

(v, w)) = (Ad(g;")v, Ad(g; )W), Vv, w € G.
A relagiio S7(t) = Ad(g,)ST(t) que obtivemos, assegura que {n;(?),...,n.(t)} é um
referencial transverso ao longo de vy, segundo o produto interno {{-,-}}. Podemos,

portanto, aplicar a Proposi¢éo 2.5 para concluir que v € S} (t) se, e somente se,

(ni(t), v)) = ... = (" V(t), v)) =0,

para todo i =1,...,7. Agora, pela definicdo de {{-,-)), temos:
(@ (0),v)) = (Ad(g;)n, Ad(g;")v) = (NP(2), Ad(g; v,

qualquer seja o natural j. Segue-se que v € S](t) se, e somente se, Ad(g;!)v € S2(¢),

que é equivalente a v € Ad(g,)SE(t). u

Observagao 2.10 Dado t € I, seja d = dimSZ(t). Seja Gr(d) a variedade de Grass-
mann dos d-sub espagos de G. A agfio adjunta de G sobre G induz naturalmente uma
agao de G sobre Gr(d). O teorema acima diz, noutras palavras, que os sub espagos
Sk(t) associados a mergulhos congruentes, residem todos na mesma 6rbita por essa
agao. Nao deixa de ser, desde ja, condigdo necessiria para congruéncia. Talvez seja

interessante comparar com a Observagao 1.8.

Proposigao 2.11 Seja u: I — G uma curva tal que u(t) € S§(t), para todo t € I. Se
u'(t,) =---=u®(i,) = 0 para algum t, € I, entdo u(t,) € 52,,(t,)-
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DEMONSTRAGAOQ: Seja {Ni(?),...,Nu(t)} um referencial transverso ao longo de c.
Entao, (N;(¥),u(t)) =0paratodot e [ etodot=1,...,7. Agora, a n-ésima derivada
de (N:(t), u(t)) = 0 &

3 (NP (2),u®(2)) =0,

I+3=n

onde a;; s8o os inteiros a;; = (}) = G‘) . Portanto, se n < k, o anulamento em ¢, das
derivadas de u de ordem 1 até ordem n leva ac anulamento também de (N.E") (to), u(t,)).
Como isso vale paraz = 1,...,r, o resultado segue-se, entao, fazendo n variar de 1 até

k. n

Temos agora o seguinte refinamento da Observacao 2.2:

Coroldrio 2.12 Se a(t) = exp(tv) - p, para algum p € G/H e algum v & G,, entdo

vESH(), paratodot € R etodo k=1,2,....

DEMONSTRAGAO: Sabemos pela Observagao 2.2 que v € S7(t) para todo t. Assim,

basta tomar u(t) = v na proposi¢io acima. [ |

Para ilustrar o corolério, adiantamos (ver Secciio 4.1 para detalhes) que, no caso
da agao do grupo euclidiano G = E/(2) sobre IR?, temos o seguinte. Dado p € IR% e
dado v € G, com v & G, consideremos a trajetéria de p determinada por v, isto é,
ay(t) = exp(tv) - p. Lembramos que a dimenséo de G ¢ igual a 3. Em conformidade
com a Proposigio 2.1, temos que S§(¢) é um plano de G, passando pela origem. Quanto
a S§(t), esse coincide com a reta gerada por v, para todo ¢. Assim, temos uma familia

de planos {S{'(t)}, g, tendo Sg(t) como reta comum.

31



2.3 A estratificagao

De certa forma o corolario acima é o ponto de partida de nossas investigagdes. Ora, a
idéia por tras da nogao de contato nalgum ponto é justamente a de definir uma medida
de quanto as curvas (os tragos, na verdade) podem ser consideradas a mesma, numa
vizinhanga do ponto de contato. A idéia agora é tomar como padrio de medida as
trajetérias (tragos dessas, na verdade) de subgrupos a um pardmetro. Veremos nesta
secgao que o Coroldrio 2.12 pode ser considerado como uma primeira caracterizagao
desse padrio ou, pelo menos, de algo associado a ele na algebra de Lie do grupo em
questdo. Por sua vez, a escolha dessa 1iltima como ambiente para as investigagSes é

natural, j4 que em geral um grupo de Lie é menos trativel que sua lgebra de Lie.

Para X € G, consideremos ad(X) : ¢ — G dada por ad(X)(Y) = [X,Y]. Ou seja,

ad : G — GL(G) é a representacio adjunta de G. (Definigdo 1.2).

Lema 2.13 Suponhamos que w, : I — G sejo uma curva tal que, para todo t € I,

tenhamos m (expwo(t)) = (). Jeja

u(t) = £52sl(wht))

adwa(t) a

= o ALl (w (1))

Wa(£) + 5ilWa(t), we (8)] + 5i[Wa(t), [Walt), wo ()] + ... .

Entdo, u(t) € S§(t), para todo t € 1.

DEMONSTRAGAO: Para nio sobrecarregar a notagao, omitiremos o parametro ¢. Por
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um lado, temos

e, portanto,

(
((exp(wa)(exp(we)) "lexp(su)) - &) lomo
4 ((sxp(Wa)(exp(Wa)) texp(su)) - 7(expWa) ) |so

( (7 © Lexpwe) ((exp(Wa)) ~exp(su)exp(wa)) ) [0
(Decpwa™ © DeLeap(wa) © Ad(exp(We)) ) (u)

(Dexpwa'ir 0 DeLexpw,) © e2d(-Wa) ) (u)

ficamos com

3: (sxp(su) - @) a0

_de—ad(wa)
(De,q,wafr 6 DeLep(w.) 0 l—aw) (Wh).

Por outro lado, derivando m(exp(w,)) = «, obtemos

(Depwa™ © Dy exp) (Wh) = . (2)

Agora, como ([11], p.105)

-ch,exp = DeLexp(wc.) o

1 — e~ ad(Wa)

ad(wg) (3)

podemos combinar as equagoes (1), (2) e (3) para obter

donde u € S¢.

2 (exp(su) @) om0 = @,

Coroldrio 2.14 Nas condigbes do Lema 2.18, suponhamos que wq(t,) = O para algum

t, € 1. Sew.(t.),...

,Wg)(to) sdo miiltiplos de W, (t,), entdo u¥~V(¢t,) = Wg)(to):

qualquer que seja 7 > 1.
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DEMONSTRAQAO: Primeiro observamos que a j-ésima derivada em ¢ = ¢, do pri-
meiro termo da expansao de u, é justamente wd +1)(t,,). Portanto, se mostrarmos que
as derivadas em { = f, dos demaijs termos anulam-se uma a uma, e se mostrarmos
que podemos derivar termo a termo para obtermos as derivadas de u, entao teremos
demonstrado o lema. Suponhamos, por enquanto, que isso dltimo seja permitido. Con-
sideremos, entao, apenas os termos outros que o primeiro termo. Pela bilinearidade
do colchete, temos que a j-ésima derivada de cada desses termos é uma soma termos
envolvendo no maximo a j-ésima derivada de wg, com um termo envolvendo a (j +1)-
ésima derivada de w,. Agora, em t = {,, todos os termos envolvendo no méximo
G

a j-ésima derivada wg’(t,) sdo nulos, pois a hipStese sobre essas derivadas diz que

teremos colchetes de vetores paralelos. Quanto ao termo que envolve a (j + 1)-ésima
derivada w§ 1 (t,), ele s6 aparece na forma [Wa(to), WSV (£,)], sendo nulo, portanto,
pela hipétese w,(t,) =0 .

Vamos mostrar em seguida que a série derivada da série que define u converge
uniformemente e, portanto, que u’ é a série derivada. O mesmo fato segue-se analoga-
mente para as derivadas de ordem mais alta. Consideremos uma vizinhanca de ¢, na
qual || wo ||, || W, || e ]| wa || sfo limitadas por, digamos, K € IR. A bilinearidade do
colchete garante que existe uma constante ¢ > 0 tal que || [x,y] [<c| x| || ¥ ||, para
todox,y € G. Seja f, = (-(iE:—_I"_'%%D: (Wa(t)))’. Entao, || fo [|=|| wi ]|< K e, para

n 2> 1 temos:

I ( (ad(wa(t)))n (W

! cnKn+1 il [ Gar ot Kn+1
el i) | () iE L ST

< pe————— <
S =V



Portanto, Yecy | fo IS K 3000, CE° = Kel*K). A convergéncia uniforme da série

derivada segue-se, entdo, pelo critério de Weierstrass. [

Teorema 2.15 (da Estratificagio) Seja o« : I — G/H um mergulho. Fizado t, € I,
seja v € G, v € Gaq,) € consideremos B(s) = (exp(sv)) - a(t,). Entdo: o e f estdo em

contato de ordem k em a(t,) = B(0) se, e somente se, v € SZ(t,).

A demonstragao do teorema acima é um tanto extensa. Um guia bom talvez seja
ter a idéia geral da mesma. E a seguinte: para n = dimG /H, podemos encontrar um
difeomorfismo F' entre IR" e uma vizinhanga de p = «(t,) = B(0) em G/H tal que
F o B seja uma parametrizagio de um segmento de reta em IR™. Pelo Coroldrio 1.12
podemos medir o contato entre o e 3, em p, medindo o contato entre Foa e Fofi
em F(p). A idéia agora é buscar um subespaco apropriado, de G, que seré identificado
com IR™, no qual reside a um segmento da reta {sv, s € IR}, sendo que este tltimo

serd parametrizado por Fo §.

DEMONSTRAQAO (do Teorema 2.15) Comeg¢amos com a seguinte afirmagao:
AFIRMACAO 1: E suficiente demonstrar o teorema na situagio em que
a(t,) = eH € G/H. Vejamos porque. Digamos que «a(t,) = g,H. Consideremos
@ e (B obtidas de a e B, respectivamente, pelo difeomorfismo z — g7 !z, de G/H sobre
si mesmo. Isto é, @(t) = g7t - a(t) e
B(s) =g, - B(s) =g7" ((exp(sv)) - g H)
= (g (exp(sv))g0) H

= exp(sAd(g;')v)H.
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Pelo Corolario 1.12, temos que a e 3 estao em contato de ordem &k em af{t,) = §(0)
se, e somente se, & e 3 estio em contato de ordem k em g;! - a(t,) = g;16(0) = eH.
Portanto, dizer que o teorema é verdadeiro para @ é dizer que @ e J estao em contato
de ordem k se, e somente se, Ad(g;')v € Sg(t,). Mas, pelo Teorema 2.9 temos
SZ(t,) = Ad(g;1)S2(t,), do que segue-se a afirmagio.

Primeiro observamos que para k = 1 o teorema segue-se imediatamente da Propo-
sicao 2.1. Suponhamos, entao, k > 1.

Seja {N;(),...,N,(t)} um referencial transverso ao longo de c e seja W C G o
sub espago vetorial gerado por {v,Ni(t,),...,N.(t,)}. Segue-se da prépria definigao

de um referencial transverso, e da Proposigio 2.1 mais uma vez, que

Gor) W =G.

Com base na afirmagio que fizemos, suponhamos que a(t,) = eH. E conhecido ([11],
123-124) que existe uma vizinhanga, digamos U,, de 0 em W, a qual é difeomorfa a uma
vizinhanga, digamos Uy,), de af(t,) em G/H. Além disso, se 7 : G — G/H denota,
como antes, a projegao candnica e exp denota a restricao a U, da aplicagao exponencial
de G, entdo moexp : U, = U,y € um difeornorfismo.

Seja w,(t) a curva em U, tal que {7 o exp){w.(t)) = a(t). Entéo, w,(t,) = 0.

Claramente, wg(s) = sv é a curva em U, tal que

(m 0 exp)(wp(s)) = B(s),

para s numa vizinhanca de 0 em IR. Pelo Corolario 1.12 temos que o e B estao em

contato de ordem k em «(t,) = B(0) se, e somente se, w, e Wy estao em contato
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de ordem k em wa(t,) = wg(t,) = 0. Portanto, a tese no Teorema é equivalente a:
v € Sg(t,) se, e somente se, existe um difeomorfismo local ¢ : R,0 — I,t, tal que a

reparametrizagdo w., = W, 0 ¢ de W, satisfaz
wfr(O) = w’p(O) =ve w,gj)(ﬂ) = wg)(ﬂ) =0,

paraj = 2,...,k. Suponhamos que exista uma tal reparametrizagao e consideremos,

entso,

u(t)=u = e‘::;:l (WJ'Y)
= “’fr‘}'%[wvx“’{r]"‘é[wm (W, W]l + -
Como w,(0) = wq(t,) = 0, e como w’,r(O),...,wp(yk)(O) sdo multiplos de w.(0),

podemos aplicar o Corolério 2.14 (com W, no lugar de w,) para obtermos

u(0) = Wfr(O) = v
YO = WO = 0

u(0) = wi(0) = o
Podemos, assim, aplicar a Proposigao 2.11 para assegurar que v = u(Q) € S (0). Além
disso, pela Proposigao 2.8, temos v € §7(0) = Sg(t,), que era desejado mostrar.
Reciprocamente, suponhamos que v € S§(t,). Introduzamos coordenadas em U,
escrevendo um elemento w € U, na forma w = a,v+a,N; (£,) +. .. +a,N,(t,). Assim,
Wa(t) = a,(t)v4a, () Ny (t,) +. . . +a.(t)N, (), com a,(t,) = a1(t) = ... = ar(t,) = 0.
Além disso, vale lembrar, w',(¢,) # 0, j& que a é mergulho.

AFIRMACAO 2: w&p)(to) = a.&p)(to)v, parap=1,...,k
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Para que nao haja descontinuidade na linha de raciocfnio, adiamos um pouco a
demontragao da afirmagdo. Como, conforme ji lembrado, w/ (t,) # 0, segue-se da
afirmagdo 2 que a/(t,) # 0. Seja, entdo, ¢ : R,0 — I,{, um difeomorfismo local tal
que ¢’'(0) = mlm Claramente, w,, = w, 0 satisfaz W/ (0) = v. Utilizando novamente

a afirmagao 2, podemos escrever

wi(0) = WA(t)0(0) + Wh(te) (0) = (#(©)a(t,) + allto)e (0) ) v
Isso mostra que se tomarmos ¢ satisfazendo também

\ a(t,)
#"O =~ )

entao teremos w(0) = 0, conforme desejado. Assim, nao é dificil ver, esse é o primeiro

passo para um argumento de indugdo mostrando que podemos tomar

0(s) = to + 1o, 9®P(0)% com derivadas em O prescritas de modo a termos
wi(0) =... = wiP(0) =0.

DEMONSTRACAO da AFIRMACAO 2: Procederemos por indugdo. Seja uft) co-
mo no Lema 2.13, com w, 14 coincidindo com w, que introduzimos acima. Entao,
(u(t), N;(t)) = 0, para todo t e parai = 1,...,r. Em particular, em ¢t = t,, pelo caso

a) do Corolario 2.14, temos:

0= (u(to):Nl(to)) = (Wa(ta)le(t"))

= a/ (t,){v, Ni{t,)) + S0, al(t.){(Ni(t,), N1 (t.)),

0 = (u(t,), N-{t.)) = (W, (t,),N-(t.))

a,(t){v, Ni(to)) + 220 ai(ta){N:(to), Ni(2o)).-
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Como v € Sg(t,) C Sf(t,), sabemos que (v,N;(t,)) = 0, para i = 1,...,r;
como {Ni(t,),...,N;(t;)} é um conjunto linearmente independente, concluimos que
ai(t,) =0, parai=1,...,7

Isso mostra que a afirmago é verdadeira para p = 1. Suponhamos que ela seja

verdadeira para p=1,2,...,l < k. Entdo, pelo Corol4rio 2.14, obtemos

u'(t,) = whit,),...,ul@,) = wi(,). (%)

Derivando (u(t),N;(t)) = 0, sucessivamente ! vezes, obtemos
! . _
0= (1), Ni(t)) + 3 _my(ul(2), NP (1)),
i=1
onde m; = (}), parai = 1,...,7. Avaliando essa expressdo em t = t,, e utilizando (),

obtemos

0= (W(I+1)(to) Ni(to)) + ng w(l+1 J)(t ), N(J)(t )

j=1

A hipdtese de indugdo permite-nos reescrever isso como
! *
0 = (witD(t,), Nu(to)) + > m;(al*' =Dt )v, N (1,)).
j=1
Da hipétese v € SZ(t,) temos o anulamento de cada termo sob o sinal somatério,

Ja que [ é estritamente menor que k. Assim, obtivemos

0 = (W™ (L), Nu(to)) = (X708 V()N (6,), Ni(t,))
= al* () (v, Nu(to)) + T, a8 D (0) (NG (£), Ni(t,))
= 71 O (E,) (NS (2.), Na(to))

parat=1,...,7
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Portanto, o mesmo argumento utilizado no caso p = 1 pode ser aplicado agora,
do qual obtemos a_,(,-lﬂ)(to) = 0 para j = 1,...,r. Isso mostra que a afirmagéo feita

é verdadeira também para p = ! + 1, o que completa o passo de indugao e finaliza a

demonstragao do teorema. ||

Definicao 2.3 Dizemos que o : I — G/H é k-compardvel em t € I, se S2(t) ndo
esti contido em Ga(1); noutras palavras, se existe uma trajetéria passando por a(t) e
estando em contato de ordem & com a em a(t). Quando isso vale para todo t € I,

dizemos que « é k-compardvel.

O teorema da estratificagao néo relaciona de modo direto os sub espacos associados
a ¢, com aqueles associados a trajetéria 3, mesmo porque a hipétese v & Gy, j4 exclui
elementos dos espagos associados a a em aft,). No entanto, basta observarmos alguns
detalhes para obtermos tal relagio. Na verdade, sob a hipétese de k-comparabilidade,

podemos obter essa relagdo para dois mergulhos quaisquer, como veremos em seguida.

Proposigao 2.16 Sejama: Iy — G/H ev: I; — G/H, mergulhos k-compardveis em
t1 e ta, respectivamente, com «ft:) = y(t2). Entdo, a ey estdo em contato de ordem
k, em ot;) = v(t2), se, e somente se S2(t;) = S7(ta), que também é equivalente a

SH(0) = S7(ta), - ., S2(t:) = ST(ta).

DEMONSTRAGAO: Seja C, o conjunto complementar de S¥(t;) N Ga(t;) em SE(&).
Analogamente, seja C, o conjunto complementar de S{(t1) N G,(¢;) em S] (). A

hipétese de k-comparabilidade garante que C, e C, sdo, ambos, nio vazios. Além disso,
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pela Proposigio 2.1, temos que dimSZ(t;) = dim (Sg(¢;) N Gaty)) + 1. Portanto, C, é
um subconjunto denso do subespago vetorial S§(t;). Claro, afirmacio correspondente
vale com relagéo a C, e S](t2).

Agora, por um lado, segue-se do Teorema da estratificaciio e do Corolério 1.13 (a
transitividade da relagao de equivaléncia, especificamente), que @ e v estdo em contato
de ordem k em «a(t)) = ¥(ty) se, e somente se, C, = C.,.

Por outro lado, invocando a densidade de C, = C,, conforme estabelecida acima,
temos: C, = C,, se, e somente se, SE(t)) = S (ta).

Para finalizar a demonstragéo, observamos que k-comparabilidade implica em

j-comparabilidade para j =1,...,k. m

A demonstragéo acima confirma que, tratando-se de contato com trajetérias, pode-
mos tomar como padrao de comparagao os subespagos associados as trajetérias. Esses,
por vez deles, pelo menos localmente, sao de certo modo mais “trataveis”. Os resulta-

dos de agora até o final deste capitulo tendem a dar melhor sentido a isso.

Proposigdo 2.17 Sejap € G/H e sejav € G, v &€ G,. Consideremos a trajetéria
passando por p, B(s) = exp(sv) - p. Seja, ainda, {n,;(0),...,n,(0)} um conjunto li-
nearmente independente que gera o complemento ortogonal de S°(0). Se, para cada

i=1,...7, N;(s) € definido por
(N;(s), w) = (n;(0), Ad(exp(—sv))w), VYw e G,

entdo {N;(s),...,N,(s)} é um referencial transverso ao longo de 8. (Para s numa
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vizinhanga de s = 0).

DEMONSTRAGAO: Sabemos pela Observagio 2.2 que S7(s) = Ga(;) ® Rv. Agora,

por um lado, como 3(s) = exp(sv) - p = exp(sv) - 5(0), temos
Ga(s) = Ad(exp(sv))Gp.
Por outro lado, como Ad(exp(sv))v =v, Vv € G, obtemos
51 (s) = Ad(exp(sv)) S (0).

Assim, se w(s) € S8(s), entio w(s) = Ad(exp(sv))w, , para certo w, € S%(0).
Segue-se que

(N;(s),w(s)) = (m;(0),w,) =0,2=1,...,7.

Para concluirmos a demonstragio, observamos que {N;(s),...,N,(s)} é linearmente
independente numa vizinhanca de s = 0, o que segue-se de N;{0) = n;{0),i=1,...,,

invocando a continuidade das aplicagdes envolvidas. |

Coroldrio 2.18 Sejam 8 e {N1(s),...,N,(s)} o referencial transverso ao longo de (3
tais como na Proposi¢do 2.17. Parai=1,...,7, a j-€sima derivada Ngj)(O),j > 1,
satisfaz
(NP(0), w) = (-1 (N:(0), v, [vL:- - fv, wil -+ 1),
\.-_\r_/
2

qualquer que seja w € G. (Como usual, [-,-] denota o colchete de Lie.)
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DEMONSTRAGAO: O corolario segue diretamente quando avaliamos a j-ésima deri-

vada de
{Ni(s), w) = (n,(0), Ad(exp(—sv))w),
valendo-nos da relagdo bem conhecida
Ad(exp(sx))y =exp(sad(x))y

=y+3[XIY] +%[X,[X,Y]] + ,szyeg
|

Lema 2.19 Sejao: I — G/H (k+1)-compardvel em t, € I e seja v € Sg,1(t,), com
V € Gagz,) - Seu €5g,,(t,), entdo

[v,u] € S¢(t,)-
DEMONSTRAGAO: Consideremos a trajetéria 4(s) = exp(sv)-af(t,). Pela Proposicio

2.16, temos

S (to) = S7(0), ..., Sg1 (o) = S2,,(0),

de modo que devemos mostrar que se u € Sf+1(0), entdo [v,u] € S2(0).

Seja {Ni(s),...,N,(s)} o referencial transverso ao longo de g, tal como construido
na Proposicao 2.17. Paracadai = 1,...,r, e para todo w € G temos, pelo Corolario
2.18,

a1) (N(0),w) = —(N:(0),[v,w])
az) (N; (0),w) = (N(0),[v,[v,w]l)
ax) (NP©,w) = (=D N:(0), v, [, [ [y, W] T

k
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Assim, devemos mostrar que Sy,;(0) C S¢,,(0), sebendo que S7,,(0) = 52(0). Seja,
entdo u € S§,,(0). Considerando o referencial transverso ao longo de § obtido na
Proposigao 2.17, temos, pelo Corolario 2.18,

NED (g = (—1)"YN; e S[v,u] e -

(N;77(0),0) = (1)*UN:(0), [v, [v]--- s [v,u]]--- ]I

k+1 (*)
= -0, v, ),

para cada ¢ =1,...,7. Mas, como v € Sf+2(0) C Sf_l_l(O) e v & Ga(t,), sabemos pelo
Lema 2.19 que [v,u] € S£(0). Por hipétese temos, entdo, [v,u] € §2,,(0). Ora, isso

diz justamente que o 1ltimo termo de (*) € nulo. Portanto,
(N(0), ) =0,
parai=1,...,7, e concluimos que u € 5¢,,(0). =

Observagao 2.21 Considerando que uma trajetéria, digamos 8, é k-comparéivel para
todo k, o Teorema 2.20 diz que, se SP(s,) = SP, (s,) para slgum k, entio
Sf (s0) = SP(s,) para todo j > k. Tal fato permitird (Secgéo 4.3) uma interpre-
tacdo geométrica para a exclusdo das retas, na geometria afim unimodular. Veremos

também (Subsecgdo 4.3.3), que a hipétese de (k + 2)-comparabilidade é essencial no

Teorema 2.20.
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3.1 Da acao de G sobre Ex(G/H)

Comecemos indagando sobre a validade da reciproca do Teorema 2.9. Assim nos
perguntamos: dados mergulhos a,y : I — G/H tais que SJ(¢f) = Ad(g,)S2(¢),
Vtel, k=1,2,..., epara algum g, € G, seria verdade que y =g, - a ?

Desde j4, infelizmente, a resposta é negativa. Em termos gerais o que acontece
¢ o0 seguinte. Suponhamos que para cada ¢t € I e para todo k, exista g(t) € G tal
que Ad(g(?))Sg(t) = S(t). Entdo a hipétese SY(t) = Ad(g,)Sg(t), é equivalente a
SY(t) = Ad(g,g(t))52(t), da qual ndio devemos, claro, esperar conclusdo alguma sobre
congruéncia.

O fendmeno anunciado acima ocorre de fato. Para ver isso, basta considerar um
caso em que (& é abeliano (o grupo das translagées de IR, por exemplo). Num tal caso
Ad(g) é a identidade, qualquer que seja g € G. Portanto, S&(t) = Ad(g)Sg(t) para
todot € I, para k = 1,2,..., e para todo ¢ € G. Claro, a transitividade da ac¢éo nao
permite a = g - « para todo g € G.

Est4 claro da discuss@o acima que devemos, antes de tudo, estudar o conjunto dos
elementos g € G tais que Ad(g)Sg(t) = Sg(t), para todo t e cada k. Isso daria uma
medida para & obstrugio & validade da reciproca do Teorema 2.9. Nesta sec¢do, desen-
volveremos ferramentas que ajudam a medir isso. A situagio ideal que consideraremos
na Secgio 3.2 é justamente uma maneira de eliminar tais obstrugdes, de modo que os
resultados que agora estabeleceremos nao sdo essenciais para o que 14 serd feito. Con-

tudo, claro, sdo fundamentais para que entendamos o quanto e como a situagio ideal
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é restritiva.

Dado um mergulho @ : 7 C R — G/H edadot € I, seja CZ® 6 elemento de contato
de ordem k, em a(t), (Definicio 1.6) definido por a. Consideremos HZ(t) C Goq)
definido por

Hx(t) ={g€ G; C7W = cE#I0},
Em termos da agdo natural de G sobre a variedade Ey(G/H) dos elementos de contato
de ordem k sobre G/ H, temos que H(t) é justamente o subgrupo de isotropia em C',':(t).
Portanto, HZ(t) é um subgrupo de Lie de . Se o é k-comparével, entdo podemos dizer

sobre a Algebra de Lie de HZ(t):

Proposigdo 3.1 Se a ¢ k-compardvel em t € I, entdo a Algebra de Lie de He(t) €
Hi(t) = { w € Gory: [w, S ()] C SR() }-

DEMONSTRACAO: Primeiro observamos que para todo ¢ € G, temos que g - o é k-
compardvel em t. Isso & consequéncia direta do Teorema 29 e do fato de
Goaty = Ad(g)G. Assim, podemos invocar a Proposigio 2.16 para garantir que,

se h € Gay), entdo
h € HZ(t) se, e somentese, SZ(t) = SFe(t).
Equivalentemente, pelo Teorema 2.9 novamente, obtemos
h € H(t) se, e somente se, h &€ Gup) e Ad(h)Si(t) = Sg(t).

Segue-se que HZ(t) é justamente a intersecgio de Ga(;y com 0 normalizador de Sg(¢)
em G. O resultado fica, portanto, conhecido (ver [12] pp.19-e 36 — 37, por exemplo.) R
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Corolério 3.2 Se a € k-compardvel em t, entdo
HE(8) = Ad(g)Hi(2)
qualquer que seja g € G.

DEMONSTRAGAO: Seja w € HZ(%), isto & w € Go(t) e [w, Sg(t)) c Sg(t). Entdo

Ad(g)[w, Sg(t)] C Ad(g)S2(t) = SE°(t). Ora, sabemos (Teorema 1.1) que
Ad(g)[v, w] = [Ad(g)v, Ad(g)w],
quaisquer sejam g € G e v,w € G. Temos, portanto,
[Ad(g)w, Ad(g) S (2)] = [Ad(g)w, S{* ()] C SE°(¢),

donde Ad(g)w € H{°(t). Assim, Ad(g)HZ(t) C HI“(t). A inclusdo contraria é obtida

analogamente. [ |

Teorema 3.3 Suponhamos que o seja (k + 1)-compardvel em t.  Tomemos

H3(t) = Ga@) € para j 2 1, sejam H$(t) como na Proposigo 3.1. Entdo
H;(t) = 851 (1) N Gagry, F=0,...,k.

DEMONSTRAGCAO: Procederemos por indugéo sobre k. O Teorema é verdadeiro para
k = 0, como consequéncia da Proposicio 2.1. Suponhamos (a hip6tese de indugéo) que
« ser k-comparével em ¢ implique em H§(t) = S7,1(t) N Gawy, para j =0,...,k — 1.

Devemos mostrar que o fato de « ser (k + 1)-comparavel em ¢, implica em

H?(t) = S;'-;-l(t) N ga(t)y pa.raj = 01 RS k.
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Ora, se « é (k + 1)-comparével em ¢, entdo « é m-comparével param=1,...,k+1

H

de modo que a hipétese de indugso garante ser suficiente mostrar que
HE () = Sga(t) N Gagy-

Primeiro mostraremos que Sg,;(¢) N Gay C HE(t), sendo que para isso conside-

raremos 3 casos.

Seja u € 8¢, ,(¢) N Gagry. De acordo com a Proposicio 3.1, devemos mostrar que
[u,v] € Sg(t), para todo v € Sg(¢).

CASO 1: v € S¢(t) N Gagy - Temos v,u € SE(t) N Gogyy , J& que ST, (¢) C SE(2).
Por hipétese de indugdo temos que Sg(t) N Goy € justamente a sub algebra de Lie
HZ_,(t); portanto [u, v] € HE_,(¢) C SE(L).

CASO 2: v € S¢,,(t), v & Sg(t) N Gaq. Ora, a situagio aqui é justamente a que
se apresenta no Lema 2.19 e, portanto, estd resolvida.

CASO 3: v ¢ SZ(t) N Guy e v & SE,(2).

Como « é (k 4 1)-comparivel em ¢, podemos escolher viyy € S, () tal que
ST(t) = Gag) ® Rvs,.

Em particular, todo elemento v de SF(t) C S%(¢) pode ser escrito na forma
V = Vi + AViq, para certos vy € Goed € R. Temos v, = v — Aveyy € SE(2),
ja que viyy € 87, (t) C Sg(¢). Obtemos, portanto, vi € Sg(t) N Gag)-

Assim, invocando a linearidade de [u, -] (para u fixo), temos reduzido o CASO 3

aos dois casos anteriores. Portanto, solucionamos também este caso. Isso finaliza a
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demonstracéo de
Sk41(t) N Gay C H (D).
Vejamos a incluséo contréria. Tomemosl u € HY(t), isto &,
U € Gogyy € [u,v] € Sg(t), Vv € SE(¢).

Fixemos v € S§,(f), v € Ga), a existéncia de um tal elemento estando garan-
tida pela (k + 1)-comparabilidade de @, como j4 observamos acima. Considerando a
trajetéria 5(s) = exp(sv) - a(t), podemos refazer a construgio feita na demonstracio
do Lema 2.19. Desta vez temos que as equagdes bp), . ..,bg.1) estarfio satisfeitas por
hipétese. Tomando w = u em a,),...,a;) obtemos o anulamento dessas expressdes
a partir de bp),...,b-1). Assim, u € Sg,,(t) N Gay) ¢ concluimos, portanto, que

Hi(8) C S8 (8) N Gage- =

3.2 A evoluta de Lie

O objetivo desta subsecgso é discutir o que seria um padréo ideal de comparabilidade
entre um dado mergulho e trajetérias. Os resultados que estabeleceremos, ainda nesta
Secgdo, mostraréo que podemos tomar um tal padréo como sendo caracterizado pela

definicao seguinte.

Definicdo 3.1 Seja o : I — G/H um mergulho.

i) Diremos que k é uma ordem boa de contato para a : I — G/H, se o é
k-comparével e a dimenséo de cada S?(t) é constante quando ¢ varia em I, para
i=1,...,k
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ii) Diremos que uma ordem boa de contato para o, k, ¢ a ordem ideal de contato
para a se dimSg(t) = 1 e k é o menor nimero natural nestas condigbes. Quando a

ordem de contato para « existir, diremos que « é um mergulho ideal.

Seja o um mergulho ideal e seja k a ordem ideal de contato para . Entdo, como
Sk(t) ndo esta contido em G (pela k-comparabilidade), podemos invocar a Propo-

sigdo 2.3 para afirmar: para cada t € I, existe um dnico w,(t) € SE(t) tal que
DR, () (wq(t)) — 2'(t) € KerD,ym,

qualquer que seja o levantamento z : I — G de a. Equivalentemente, pela demons-
tragdo da mesma proposigio, temos que w,(t) é o dnico elemento em S&(t) tal que

De®@agy(wal(t)) = /(t), onde Bu(py : G — G/ H é definida por Pgqy(g) = g - ().

Definigao 3.2 w, : I — G tal como construida acima sera chamada a evoluta de Lie

do mergulho ideal a.

Proposicao 3.4 A evoluta de Lie, w,, de um mergulho ideal a : I — G/H € diferen-

cidvel.

DEMONSTRACAOQ: Seja {Ny,...,N;} um referencial transverso ao longo de « e
seja k a ordem ideal de contato para esse mergulho. Pela definicao de um sub es-
pago associado, temos que Sg(t) é o complemento ortogonal do subespago, digamos
V(¢), gerado por {N,(t),...,N.(£),N,(¢),...,N.(8),..., NED)  NED). Fi
xemos, arbitrariamente, ¢, € I e escolhamos {m;(%,), .. ., Naima—1(%,)}, nm subconjunto
de {N; (t,), ..., Np(to), NI (o), . .., NL(Eo), ..., INEETD 2y L N¥D(2 )} que seja uma
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base de V(t,). Por continuidade, a escolha correspondente {n; (), ..., Ngima—1(t)},
subconjunto  de  {Ny(2),...,N,(t), N{(#),...,N.@®),...,NE V), . NEDay,
fornece um subconjunto que havera de permanecer linearmente independente para t
numa vizinhanga de ¢, e, consequentemente, gerar V(t). Restrigindo nossa atencio a

essa vizinhanga de t,, temos que o produto vetorial
u(t) = my(t) X - -+ X Dgime-1(t)

fornece um gerador de Sg(t), para cada . Vemos diretamente que u é diferenciavel.
Sendo u(t) um gerador de S%(¢), temos que a evoluta de Lie w,, escreve-se na forma
Wa(t) = A(t)u(t), para certa funcio real A, nunca nula, é claro. A diferenciabilidade
de w, seguir-se-4, portanto, se mostrarmos a diferenciabilidade de .

Pela definicho de w, temos que D.Pop(wa(t)) = o/(2). Portanto,
D@y (A(t)u(t)) = o/(t). Agora, sabemos que em toda variedade diferencidvel po-
demos definir uma métrica riemanniana (aqui bastaria fazer isso localmente o que,
claro, é imediato). Seja, entdo, p — {(-,*))p, » € G/H, uma tal métrica. Isso nos

permite escrever
A () ((De@aryu(t), De@amyu(t)))a = (< (t), &/ (£))).

Considerando que A é nunca nula, é suficiente mostrarmos a diferenciabilidade de A2.
Considerando a diferenciabilidade da métrica riemanniana, é suficiente mostrarmos a

diferenciabilidade de ¢ — D@y (ul(?)).
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Seja ¥ : G x I — G/H definida por ¥(g,t) = g- a(t), g € G,t € I. Consideremos

as identificagdes naturais do fibrado tangente T(G x I):
TGExD)=TE@xTI=(GxG)x (IxR).

Definindo © : I — (G x G) x (I x IR), por 6(t) = ((e, u(t)), (t,0)) , temos, claramente,
que © & diferencidvel. Além disso, se DV : T(G x I) — T(G/H) denota a aplicagio

derivada de ¥, entao
(D¥ 0 8)(t) = Diey ¥ ((u(t),0)) = De®agyy(uft)),
o que mostra a diferenciabilidade de ¢ — D ®qy(uft). |

Proposigao 3.5 Seja a(s) = exp(sv) - p para algump € G/H (v € G,). Sea é
um mergulho ideal, entdo a evoluta de Lie de o, w,, € constante; mais precisamente,

Wo = V.

DEMONSTRACAO: Seja k a ordem ideal de contato para o. Entdo SZ(s) é o sub
espago vetorial de G gerado por v, como consequéncia do Corolério 2.12. Por outro
lado, ¢ claro que D, @) (v) = ¢/(s), de modo que o resultado segue-se diretamente da

definicdo de evoluta de Lie. u

Observagao 3.6 « pode ser mesmo uma trajetéria e, nem assim, existir a ordem de
contato ideal, ou seja, sua evoluta de Lie pode nao estar definida. Por exemplo, esse é

o caso das retas na geometria afim unimodular (Subsecgdo 4.1.2).

54



Lema 3.7 Seja z um levantamentodecx : I — G/H aG e fizemost, € I. Suponhamos
« ideal e consideremos w, a evoluta de Lie de a. Se, de acordo com o Teorema 1.9,
9: I — G € anica curva tal que 9(t,) = z(t,) € DyRy-19' = wa, entio g € um

levantamento de o

DEMONSTRACAO: Sabemos que
D.R,w— 27z € KerD,m.
Como KerD,nw = D,L,H, obtemos
(DeL;) M2 — DoR,w) = D,L,-1z' — Ad(z })w € H.

Agora, pelo fato de H ser a dlgebra de Lie do subgrupo H C G, podemos, de acordo

com o mesmo Teorema 1.9, considerar a curva b : I — H, tal que h(t,) =ee
DyLyh = Dsz-lz' - Ad(z‘l)w.

Consideremos agora a curva z(t) = g(t)~'z(t), t € I. Afirmamos que z = k, o que pas-
samos a demonstrar . Considerando h{¢) como uma curva em G temos, pelo Teorema
1.6,

z=~h se esomentese, DylL,12'=DpLpK,

j& que z(¢,) = h(t,) = e. Utilizando a regra de Leibniz, obtemos que a derivada do

produto gz = z é

D,L,7 = Ad(zY)DyLy—rg + DyLya’,
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como é bem conhecido ([14], p.30). Ent&o, substituindo z~! = z7¢ nessa expressao,

obternos

DyLe-12' = D, 012 — Ad(z7Y)DyRy-1 o
e, pela escolha de g, podemos escrever
DoLyz’' = D, 0,12 — Ad(z71)w.

Ora, pela escolha de h, o que obtivemos é DyLp—1 = D;Ly-12’ e, portanto, segue-se a

afirmagéo feita. Finalmente, como h é uma curva em H , temos
7(g) = m(gh) = n(2} = e,

0 que conclui a demonstragao. n

Temos agora a reciproca da Proposi¢ao 3.5.

Corolério 3.8 Sejo @ : R — G/H um mergulho ideal. Se o evoluta de Lie de a
é constante, digamos Wq(s) = v para todo s, entdo a(s) = exp(sv) - p para algum

preG/H.

DEMONSTRAGAO: Seja z um levantamento de o e seja p = 7(2(0)) = a(0) € G/H.
Pelo Lema 3.7, temos que a curva em G que satisfaz DyRy-19' = v e g(0) = 2(0) &
um levantamento de . Ora, pela definigao de exp(sv) temos que g(s) = exp(sv)z(0)

é justamente tal curva. |
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Teorema 3.9 Sejam o, : I — G/H mergulhos ideais e sejam wq e wy:l =G, as

evolutas de Lie de a e 7y, respectivamerite. Se g, € G € um elemento fizo, entdo
TE o
s€, e somente se,

Ad(go)Wa = W,y € ¥(to) = g - @(t,) para algumt, € I.
DEMONSTRACAO: Suponhamos v = ig,, <. Seja k a ordem ideal de contato para
« (e, portanto, para %, pelo Teorema ‘LLQ) Fixemos um levantamento z, qualquer,
de o a G. Por defini¢io, w, é o tnico elemento w € Sg tal que D, #D.R,w = &'
Como g,z é um levantamento de « a q, temos que w., é o tnico elemento w € S}

i

tal que D,,.7D. R, .,w = ~'. Por outro Ié.do, pelo Teorema 2.9, temos S = Ad(g.)Sg.

Portanto, para mostrar que Ad(g,)w, = w., devemos mostrar que
Dy,;7De Rz Ad(go)Wa = 7'

Agora, temos
Dy, DeRy,. Ad(go) W =Dgoz:7"D9oRzDeRgoAd(ga)Wa
= got:“_' Dy R: DRy, Dy, R -1 D Ly, Wo
= Dgoz}anoRz D.L,wa.
= Dot D:Lg, DeR: Wa

= D, .wD,L; (2 + K),

1
onde, pela Proposi¢iao 2.3, K é certo elw‘emento de KerD,w. Por outro lado, como
KerDg, ,m = D, Ly, (KerD,m), o que temos é
Dy,.:mDeRy,:Ad(g,)Wo = Dy,,wD, Ly (2' + K) = Dy, D, Lg, 7.
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O que se encontra no lado direito dessa expressdo é exatamente 7/, ja que y = w(g,z).

Reciprocamente, suponhamos Ad(go)we = Wy € ¥(t,) = go - a(to). Seja g um
levantamento de o a G, satisfazendo DyR,-1g' = w,, o qual sabemos existir, pelo
Lema 3.7. Entdo r = g.¢ satisfaz D,.R,-1.r' = Ad(g,)Wa, 0 que pode ser extraido
da afirmagio no inicio da demonstracdo do Teorema 2.9. Portanto, Ad{g,)wWa = W,
garante que r satisfaz DRt = w,. Mas, como (%) = go - &(t,), sabemos que
existe um levantamento de -y, passando por g,g(t,) = r(t,). Assim, podemos utilizar

novamente o Lema 3.7 para garantir que r é um levantamento de . Segue-se que

7 =(r) = 7(g,9) = o - -

3.3 A questao do parametro

Proposigio 3.10 Sejam @ : I, — G/H, 5 : I — G/H mergulhos. Para g, € G, te-
mos:  F(I) = g, + @(l;) se, e somente se, existem reparametrizacoes
a=aop: I - G/Hey=Fogy: I — G/H, tais que v = g, - o . (Obvia-

mente, 7' (1) = I = ;Y (I).)

DEMONSTRACAO: Suponhamos F(Iy) = go-G(1I2). Seja I = I, eseja ¢ aidentidade
em ;. Como 7 e g, - @ sdo mergulhos, temos que se 2 : I — I, é definido por
w2(3) =¥ ((g, - @(s))), entdo -y e « satisfazem v = g, - c.

A reciproca é imediata. u
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Como vemos, o papel da Proposi¢do 3.10 é mudar o problema da congruéncia dos
tragos ¥(ly) = g, - @([2), para um problema de congruéncia de aplicagdes. Na prética,
porém, o avango € pequeno, haja imaginado todas as possibilidades de reparametri-
zagdes que teriamos que considerar. Nessa diregio, portanto, o que se deseja é reduzir
tais possibilidades. Ora, a introducio do pardmetro comprimento de arco na geome-
tria euclidiana nao desempenha esse papel de redugdo? A questdo natural é, portanto,
sobre a possibilidade de introdug¢io de um parimetro que venha desempenhar, de algu-
ma forma, o papel do parAmetro comprimento de arco. Veremos, em seguida, algumas

respostas para essa questao.

Proposigdo 3.11 Sek > 2 esev:I — G é uma curva tal que v(t) € Sg(t) para todo

t eI, entdo v'(t) € S ,(t), para todo t € I.

DEMONSTRACAOQ: Procederemos por indugéo sobre k. Seja {Ny,...,N;} um re-
ferencial transverso ao longo de . Tomemos k = 2. Ent#o, paracada i =1,...,r,

temos

(N,‘, V) = 0 (1)
Nyv)=0. (2
Derivando (1), obtemos

(N;,V) -+ (Niavl) = 0.

Substituindo (2) nessa 1iltima expressdo, obtemos

(N, V') = 0.
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Como isso é verdadeiro para ¢ = 1,...,r, concluimos que v’ € $%, o que mostra que
a proposigao € verdadeira para k& = 2. Suponhamos que esse também seja o caso para

k = 2,...,m. Mostraremos que se v € S%_,, entfo v/ € S%. Ora, se v € S% 11

entdo v € S para todo j = 1,...,m. Portanto, a hipdtese de indugio garante que

v/ € §%_,. Assim, para mostrarmos que v’ € S&, falta mostrarmos que
(N™Y, vy = o,

para todoi=1,...,r. Como v € S5, C S, temos
(N7, vy =0,

parai=1,...,r. Derivando essa expressio, obtemos

(NI vy + (NI vy = 0.

O primeiro termo no lado esquerdo dessa equagdo é nulo para todoi = 1,...,r, j4 que
v € 57..,. Portanto, (N§”“”, vy =0parai=1,...,r, que é justamente o que faltava
mostrarmos. u

Proposigao 3.12 Sejo o : I — G/H um mergulho ideal e seja wy : I — G a evoluta
de Lie de a. Sey =aoyp: ¢~ (I) = G/H, € uma reparametrizacio de «, entdo a

evoluta de Lie de v € dada por
Wy(s) = /() Wa(p(s)) para todo 5 € ¢~\(I),
isto €, w., = ¢'w, 0 .
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DEMONSTRAGCAO: Seja & a ordem ideal de contato para a. Lembramos que w, é
justamente a intersecgio de S com (Deq)a)'l(a'), onde @y : G — G/H é dada por
Da()(9) =g aft), parag e G.

Agora, pela Proposigio 2.8, sabemos que os subespagos associados a a sdo inva-

riantes por reparametrizacdo de a. Em particular, 57 (s) = S& (»(s)). Assim,

wils) = ((DeBat) 7 V() N SYs) = ((DeBria) (¥ (5))) N S2leo(s))-

Portanto, o resultado serd obtido se mostrarmos que

-1 -1
(De®ryis)  (7(8)) = &' (8)(De@atpisyy) (& (10(5)))-
Isso é consequéncia da regra da cadeia e do fato de ¢’ nunca anular-se. [ |

Lema 3.13 Seja a : I — G/H wmn mergulho ideal e seja w, a evoluta de Lie de c.
Também, seja k a ordem ideal de contato para . Se k > 2 et, € I € dado, entdo
ezxiste uma vizinhanga I, de t, e uma reparametrizacdo v = ao ¢ : ¢ (I,) —» G/H,

de a, tal que a evoluta de Lie de 7y satisfaz
W’n;(s) € H _,(s) (= 82—1(5) N Gos))s
para todo s € ¢ 1(1,).

DEMONSTRAGAO: Como w,(t) € S2(t) para todo ¢, a Proposigéo 3.11 garante que

w,(t) € Sg_,(t) para todo ¢. Podemos, portanto, escrever
wo (t) = A(t)we(t) + v(2), (%)
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com v(t) € S&_, (t)NGapy (= HE_,(t)), para todo ¢ e para certa fungiio A(t). Afirmamos
que a fungdo A € diferencigvel. De fato, como a dimensao de HZ , () é constante quando
t varia, podemos escolher uma base, digamos {v1(t),...,v,(t)}, de HZ ,(¢), variando
diferenciavelmente com ¢. Isso, juntamente com a diferenciabilidade de w,, garante
que os coeficientes da expansio de w',(t} na base {w4(t), vi(£),...,Va(t)} de Sg_,(t)
variam diferenciavelmente. Ora, A(t) é um desses coeficientes.

Fixemos ¢, € I e consideremos 1 a solugdo da equagdo diferencial

P'(t) — ¢ (DA) =0

com condigdes iniciais 1¥(t,) = 0 e ¥/(t,) = ¢ # 0. Entdo ¢ é um difeomorfismo de uma
vizinhanga I, de ¢,, numa vizinhanca de 0.

Seja v = o 9p~1. Entdio @ = o 9 e segue-se, pela Proposicio 3.12, que
Wa(t) =9/ (t)wy (¥(8), ()

para todo £ € [,. Derivando essa expressao, obtemos
Wa(t) = (@' ()W) (W) + ¥ (B)wo (V(t), (% %)

para todo £ € I,. Substituindo (x) em (* * %) temos
MB)Walt) + v(t) = (W(@)) W (¥(2)) + 9" () wy (1))

Mais uma substituicio, agora de (¥*), e obtemos
v(t) = (¥"(¢) — AW (8)) wy (B (2)) + (W' (8))* W), (9 (2)) .
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Pela escolha que fizemos de 1), ficamos com

W (3(t)) = @% € S21(8) N Gay = ST () N Grtwiey-

O lema segue-se, portanto, tomando ¢ = 31, ]

Definicao 3.3 Diremos que o : I — G/H é uma parametriza¢io natural, se @ é um
mergulho ideal tal que a evoluta de Lie de a, wa : I — G, satisfaz W', (t) € Gu) para
todo ¢ € I. (Observamos, nfo estamos supondo que a ordem ideal de contato para o

seja maior que 1)

Observagao 3.14 Segue-se da Proposigfio 3.5 que se uma trajetéria é um mergulho

ideal, ent@o é uma parametrizacdo natural.

Observagao 3.15 Um fato bastante conhecido (ver {3], p.37) na geometria euclidiana
plana, é que os pontos extremos da fungéo curvatura de uma curva parametrizada por
comprimento de arco, correspondem exatamente aos pontos de ciispide da evoluta dessa
curva. Nos exemplos com dimG/H = 2 que apresentaremos, veremos que podemos
considerar uma fun¢éo que desempenha papel que a curvatura desempenha e é tal que,
quando se trata de uma parametrizagio natural, entfo os pontos extremos dessa funcio
correspondem exatamente aos pontos onde a evoluta de Lie deixa de ser uma imers8o.

Justificamos assim a escolha de nome que fizemos.

Corolério 3.16 (do Teorema 8.9) Ser uma parametrizacio natural € uma propriedade

G-invariante.
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DEMONSTRACAO: Se v = g, - @, entdo as evolutas de Lie W, e W, de v e @, respec-
tivamente, satisfazem w, = Ad(g,)w., pelo Teorema 3.9. Como G, = Ad(g,)Ga(,
para todo ¢, temos que se w;, € Gq, entdo w/ = Ad(g,)w), € G,. Isto 4, se o é uma

parametrizagio natural, entdo v também é uma parametrizacio natural. [ |

Coroldrio 3.17 Se « : I — G/H é uma parametrizagio natural e se
¥ =aocp: ¢ () = G/H é uma reparametrizacio de o, entdo y também € uma
parametrizacdo natural se, e somente se, ¢ € da forma p(s) =as+b coma(£0) eb

constantes.

DEMONSTRACAOQ: Seja k a ordem de contato ideal para ¢. Consideraremos dois
Casos:

Caso 1: k > 2. Sabemos que w.(s) = ¢/(s)wa(p(s)) e, portanto,
W, (s) = (¢/(5))*Wali(s)) + ¢ (s)wa(i(s)).
Agora, se v é uma parametrizagio natural, entdo
W, (s) € SI_1(8) N Gy(sy = SE1(#(5)) N Gaots))-

Portanto, como « é parametriza¢io natural, obtemos

!

" (8)Wal(ip(s)) = Wi, (s) — (#'(5))*Walw(s)) € Sie1((5)) N Gagpts)-

Assim, ¢"(s) deve anular-se em todo s pois, do contririo teriamos que
Wa(0(50)) € S_1(9(50)) N Gaers,)) Para algum s, 0 que é impossivel j& que o é
k-compardvel. Claro, portanto, ¢(s) = as+ b com a # 0, j4 que é um difeomorfismo.

64



Caso 2: k = 1. Dizer que a ordem de contato ideal para a é k = 1 é equivalente a
dizer que dimSf(t) = 1 para todo ¢. Portanto, se, além disso, o é uma parametrizacéio
natural, entdo w,(t) € H§(t) = ST(t) N Gawy = {0}, para todo ¢. Isso diz que w, é

constante. Como,

W, (8) = (¢ () wa(p(s)) + ¢" (s)walp(s)),
obtemos W’ (s) = ¢"(s)Wa(i(s)). Assim, se v também é uma parametrizagio natural,
devemos ter ¢"(s) = 0 para todo s.
A reciproca em ambos 0s casos segue-se do mesmo modo, j& que o é uma repame-

trizagao de 7. ||

Sejam @ : I, » G/H e ¥ : I — G/H mergulhos ideais de mesma ordem ide-
al de contato £ > 2. Suponhamos que existam reparametrizagdes o : I, — G/H,
v : Iy — G/H de @ e 7, respectivamente, que sejam parametrizacdes naturais. Va-
le lembrar, o Lema 3.13 garante que tais reparametrizacdes existem localmente, pelo

menos. Claramente, para g, € G, temos

¥(I2) = go - @(11) se, e somente se, v(L2) = g, - a(fL).
Sob as condigfes acima temos o seguinte

Teorema 3.18 Seja g, € G. Para que tenhamos v(Iy) = g, - a(l)) € necessdrio e
suficiente que existaw : I} — I da forma p(s) = as+b, coma # 0, tal que yop = go-cr.
DEMONSTRACAO: A condicio 6, claramente, suficiente. Suponhamos
¥(I3) = g, - a(l,). Pela Proposi¢io 3.10 (methor, pela demonstracio dessa), temos
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a existéncia de um difeomorfismo ¢ : I, — I tal que yop = g, - @. Entao g, - & é
uma reparametrizacdo de 4. Agora, pelo Corolério 3.16 temos que g, - & é uma para-
metrizagdo natural. Como 4 também é uma parametrizagio natural, por hipétese, o

resultado segue-se diretamente do Corolério 3.17. |

Juntando os resultados dos Teoremas 3.9 e 3.18 e da Proposi¢ao 3.12 temos

Coroldrio 3.19 Sejam a : [y —» G/H e v : I, » G/H parametriza¢des naturais e
sejam w, e w., as evolutas de Lie de a e v, respectivamente. Entdo, v(I2) = g, - a(l1)
se, e somente se, existem nimeros reais a # 0, tais que aw.(as+b) = w,(s),¥s € I;,

e y(aso + b) = go - a(s,) para algum s, € I.
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Capitulo 4

Exemplos

Além de exemplificar, propriamente dito, os resultados que obtivemos, temos em mente
discutir vantagens e desvantagens dos mesmos. Essas aparecem j4 em casos de espagos
bem conhecidos, de modo que vamos restringir-nos a eles.

Queremos lembrar que todos os resultados sobre contato entre trajetérias e 1m
dado mergulho em G/H, podem ser obtidos sem que determinemos explicitamente os
subgrupos a um pardmetro de G. Contudo, nas situacdes que consideraremos é possivel
determinar tais subgrupos e com isso poderemos reconhecer as trajetérias.

Cada exemplo tornou-se um potico longo, na medida em que quisemos incluir algins
detalhes e tecer alguns comentdrios. Por isso, trataremos um exemplo em cada secgao.
A situagéo que encontraremos é de que o grupo G édaforma G = HxR® (n=2,3),

produto semi direto de um subgrupo H# C GL(n,IR) por IR®. Assim, G consiste na
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variedade diferencidvel H x IR, munida da multiplicacio
(A,a)(B,b) = (AB, Ab + a),

onde AB denota a multiplicagio usual das matrizes A, B € H, e onde a,b € IR™ s#o
considerados como vetores-coluna tal que Ab também denota o produto usual de ma-
trizes. Isso faz de G um grupo de Lie. Lembramos, G = H x R* (produto semi direto)
pode ser realizado como um grupo de tranformacées de IR™: basta considerarmos a
agio G X R" — IR", definida por (4,a) - v = Av + a para (4,a) € Gev € R".
Vendo assim, temos que H é o subgrupo de isotropia na origem 0 € IR™. Temos, por-
tanto, a identificacdo de G/H com IR*, dada pelo Teorema 1.4, a qual, juntamente
com o conhecimento dos subgrupos a um pardmetro de G, permite identifiquemos as
trajetérias

Seja I, € H a matriz identidade, n x n. Identificando, como temos feito, a dlgebra
de Lie de G com o espaco tangente a G em seu elemento identidade, e = (I,,0), e

fazendo o mesmo para os grupos H e IR®, temos
Q = TeG = Te(H X ]Rn) = TInH X To]Rn,

como espagos vetoriais. Identificando, além disso, ToIR" com IR®, escreveremos sim-
plesmente G = H x R".

Cada (X, v) € G determina um subgrupo a um parametro de G,

#(s) = exp(s(X,v)) = (%, (/: "X dx)v),

onde e** denota o subgrupo a um pardmetro de H, determinado por X € H. Assim,
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para conhecermos 0s subgrupos a um parametro de (G, basta conhecermos aqueles de

H.

4.1 Curvas no plano euclidiano

Este é o caso em que, matendo a notagio acima, H = SO(2).

4.1.1 As curvas-modelo

Os subgrupos a um pardmetro de G sdo aqueles da forma

5 > B(s) = exp(s(X, v)) = (% ( f "X daz)v),

onde v € IR? e e** denota o subgrupo a um pardmetro de SO(2), determinado por

X € SO(2). Sabemos que SO(2) consiste nas matrizes 2 x 2 anti-simétricas e que,

0 @ cos(sf) —sen(sb)
se X = , entdo X = (56) (

—4 0 sen(sf) cos(s0)

(Isso pode ser obtido dos detalhes na Secgdo 3.3, jd que SO(2) é um subgrupo de Lie

de SL(2,R).) De posse disso, podemos falar sobre as trajetérias: fixado p € IR, a

trajetéria
— e = = * zX .= a3X * X
B(s) = ¢(s) - p = exp(s(X, v)) (esX,( /0 € dx)V) p=e"p+( fo e dz)v

terd como trago o préprio ponto p se (X, v) € G, ou, caso contririo, uma reta ou um

circulo. Na verdade, todos os circulos e retas passando por p podem ser obtidos assim.
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4.1.2 A estratificagao
Seja o = (i, p) uma curva regular (=imersio) em IR? e olhemos a estratificagéio de
G de acordo com contato entre « e trajetérias passando por «(t). Temos

S¢(t) = {((X,v) € G; B'(0) = Xa(t) + v = Ad/(t), para algum A € R}
Observagao 4.1 Observamos que se fizermos A = 1, entdo obteremos exatamente o

hiperplano de S(t) cuja intersecgdo com SZ(t) apropriado (veremos que esse exite),

vai dar-nos a evoluta de Lie de .

0 =z o o (t)
Escrevendo X = , V= e aft) = , temos
-z 0 vg i (t)
0 =z Ao (t) — zoe(t)
STt = {( , );z, A € R}.
-z 0 Aty () + zay (B)
Identificando
0 =z ]
( . YEG com (z,v;,v) € R,
-z 0 Vg

e tomando em IR® o produto interno usual, obtemos:
(z,v1,v2) € SE(L) se, e somente se, (a(t) - &/ (t))z + ag(t)vr; — () = 0,

onde a(t) - &(t) denota o produto interno usual (em R?) de a(t) por ¢/(£). Noutras
palavras, N(t) = ((a(t) - &/(t)), o(t), —ai(2)) é um referencial transverso ao longo de
o. Assim,

(a(t). o/ (8)) + h(tyor — h By = O

(z, 11,v2) € SZ(t) se, e somente se,

(ft) 2 (B))s + ltys - Aty = 0
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Portanto, S§'(t) é o subespago de G gerado por (retornando & notagio matricial e

omitindo o parametro )

0 -—-kf a'l + kfaz
w = ) )

kf 0 aé—kfal

onde k; = 3'13];2:—;‘,&'2. Claro, qualquer miiltiplo nao nule do produto vetorial N x N’
serviria como gerador de Sg; escolhemos w justamente porque trata-se da evoluta de
Lie de a. Nao ¢€ diffcil verificar que a trajetéria passando por af(t), pelo subgrupo a
um parametro determinado por w(t) (ou por seus miltiplos néo nulos), serd

a) areta tangente a o em of(t), se ks(t) = 0,

b) o circulo osculador a o em «ft), se ky(t) # 0.

Prosseguindo, gostariamos de justificar algo da notacdo: temos utilizado o indice f

'3 F i
o, off el o

(de falsa), em &y, para distingui-la da funcfo curvatura &k = .

4.1.3 O parametro
Finalmente, observamos que o é uma parametrizacio natural se, e somente se,

0 —K o + (kras)
W’ = ( f ] 1 ) € gC!'
k} 0 a{,’ - (kfal)’

Como G, é o subespago gerado por
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obtemos que o é uma parametrizagao natural se, e somente se

05’1' + kfafz =0

oy — kpay =0 |
E facil verificar que isso acontece se, e somente se, || o || é constante. Em particular, se
a constante é escolhida como sendo igual a 1, as equacdes acima constituem justamente
a férmula de Frenet que relaciona a derivada do vetor tangente T' = (o}, ), com o
vetor normal N = (—a4, o)), e assim define curvatura. E claro, porém, que nenhuma
geometria haveria de ser perdida se essa constante fosse fixada em valor diferente de 1;

teriamos apenas um reescalonamento do valor da curvatura de um circulo.

4.2 Semelhangas no plano

Este é o caso em que H = {A4; A€ SO(2),A € R, A > 0}.

Dada uma matriz A, denotemos por AT a matriz transposta de A. Vemos direta-
mente que H é justamente a componente conexa contendo a identidade do grupo de
Lie {B € GL(2,IR); BBT = A*I; para algum A € IR}. Isso perminte reconhecermos a

dlgebra de Lie de H:

6 =z
H={ ;2 € R, 6 € R}.
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4.2.1 As curvas-modelo

Dado u = (X,v) € G = H x IR?, temos o subgrupo a um par&metro gerado por u, a
saber,

5 ¢(s) = (%, (foa e *dr)v).
A exponenciagio e** ¢ obtida facilmente, bastando observar que podemos escrever

X = =6 +
—x & 01 —x 0

Assim, a trajetdria passando por p € IR? (identificado com G/H, como combinado),

determinada por u = (X,v), é
’ 8
s fu(s) =d(s) - p=ep+ (/ & Xdr)v.
0

Se u ¢ G,, entdo uma tal trajetéria descrevers uma reta, um circulo ou uma espiral
logaritmica.
Buscando certa simplificacio na notacio, identificaremos G com IR?, do modo se-

guinte: a u = (X, v) € G faremos corresponder (4, z,v1, v;) € R*), onde

X = e v=

4.2.2 A estratificacio

Seja / C R um intervalo e sgja @ = (@, ) : 7 — IR? um mergulho. Dado ¢t € 7,
temos, por defini¢do,
S7(6) = {u € G; B,(0) = A/(t), para algum A € R}.
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Como #'(0) = Sa(t)+Xa(t)+ v, obtemos facilmente que (6,2, v1,v2) é um elemento de
S&(t) se, e somente se, v, = A (£} —5 (t) —zao(t) e v, = Adh(t) —bon(t)+zau(t), para
algum A, 8,z € IR. Observamos que, portanto, a evoluta de Lie de ¢, se existir, sera
da forma w(t) = (8,z,c)(t) — faa(t) — zas(t), ah(t) — San(t) + zai(t)), para certos
b,z € R.

As consideragbes acima, noutras palavras, dizem que S¢(t) é o sub espaco de R,

gerado por

{(01 11 —a2(t))al(t)), (11 D’ —al(t)a '_a2(t))s (Oa Da O!i (t)’ ag(t))}

Fixemos em IR* o produto interno usual, que denotaremos < -,- >, €, para v, w €
IR?, denotemos por v - w o produto interno usual em IR?. Alguns cdlculos simples
mostram que (omitindo o parametro ¢)

/ 7 ! / !
N = (a2al = 0y, —a- o, —a2,a1)
é um campo transverso 2o longo de o. Temos, entéo,
! 4 1 ) / H " "
N' =(a] —ma), —d -a — a-ad",—d, of),
N” = (ahof — afaf + apaf — aiady,—3a’ - " — - ", —af, af").

De posse disso, se fosse desejado, poderfamos determinar explicitamente os sub espagos
associados S7(t), S5(t) e Sg(t). Preferimos, no entanto, discutir a respeito da evoluta
de Lie de . Se existir, essa serd, para cada t € I, o tnico elemento w(t) € G da forma

w(t) = (6,2, (t) — San(t) — zan(t), ab(t) — Son(t) + zon(t), satisfazendo

< w(t),N'(2) >=< w(t),N"(t) >=0.
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Esse é um sistema de equagbes lineares nas varidveis z e §, facilmente discutivel. Ele

. . ool —allt
tem solugdo dnica se, e somente se, (omitindo t) ky = I2—1%2 £ (), caso em que

ohef’~af'al
kra'-of

asolugio éa = —kse d = + 32’,‘_2,". De agora em diante, neste exemplo,

estaremos supondo ks # 0. Notemos, entdo, que podemos escrever
w = (0, —ky, 1 + ks, 0 — kyon) + 6(1,0, —oy, —ag), (*)

onde é estd dado acima.

4.2.3 Invariantes e parametrizagao

"Tudo que ainda faremos neste exemplo, tem por objetivo mostrar que &; e § sdo inva-
riantes diferenciais. Mais que isso, por uma reparametrizacio, se necessdria, podemos
fazer k; constante igual a 1, tal como a velocidade na geometria euclidana.

Em seguida utilizaremos o seguinte fato, o qual é bem conhecido ( e é ficil ser

obtido): parag=(4,v)€ Geu=(X,w) € g,
Ad(G)(u) = (AXA™L, Aw — AXA"1v).

Seja v = (1,7) : I = IR? um outro mergulho. Para distinguir os objetos associa-
dos a a daqueles associados a v, utilizaremos essas mesmas letras como fndices. Temos,
entao,

wa = (0, —kF,a} + kfap, of — kfay) + 6%(1,0, —ay, —axz),

Wy = (OJ “k}ysvi + k'frﬂf%’\é - k’frnfl) + 57(1! 0: -7 _’72)
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Suponhamos que <y e & sejam congruentes, ¥ = g, - &. Digamos que g, = (A4, v). Pelo

Teorema 3.9 temos w., = Ad(g,)w,, isto é,

57—k} & —k2
T1=4 T lat e
k} &7 ki &°
v+ klyy — 81y o) + k%a; — &a 5 —k¢
! ! ! == A 1 ! ' - A f A_IV.
% —kin— & oy — ko — e kg 6°

Da primeira dessas expressdes, como H é abeliano, obtemos imediatamente que k% = k}
e §° = §7. Obtivemos assim, dois invariantes diferenciais.

AFIRMAGAO:(1,0, —ay, —a) gera H§ = S NG,. Demonstraremos isso em seguida.
Como g = (I, @) € G é tal que g+ 0 = c, temos que G, = Ad(g)Go = Ad(g)H. Assim,
como os elementos de H sdo aqueles da forma (X, 0), obtemos que os elementos de

Ga(r) sdo aqueles da forma

€ z —€Q — Ty
u = ( ; )s
- € —Eas + T
para algum ¢,z € IR. Com a identificagio de G com IR* que temos feito, devemos
escrever u = (¢, %, —e0y — Ta, —eqg + ;). Um tal elemento encontra-se também em

S5 se, e somente se, < u, N’ >= 0 se, e somente se, £ = 0. Portanto, H® = S¢ NG, é

o sub espago gerado por (1,0, —a;, —as3), como afirmado.

Observagao 4.2 A titulo de ilustracdo, lembramos que HE(t) € a digebra de Lie do
subgrupo de Ga) formado pelos elementos g tais que @ e g - @ estdo em contato de

ordem 1 em a(t) = g- at). Aqui, tal grupo consiste nas homotetias de centro em «f(t).
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Agora queremos observar que, da expressio (*) para a evoluta de Lie de a e da
obtemos imediatamente uma condi¢io necessdria para que o seja uma parametrizagio

natural: devemos ter &} identicamente nula. De fato, temos
w' = (Or — K, a’1’+k}a2+kfa’2? ag'_'k}al_kfa;)"f"é(or 0, _'aflx _a’2)+6f(1? 0, —axy, —ana),

e, portanto, se W' € S3 N G,, entdo Ky =0.
Afirmamos que k; = 0 é também uma condico suficiente para que a seja uma
parametrizagdo natural, o que passamos a argumentar. Na verdade, devemos verificar

que se ky é constante, entao

of +kyoy — 6oy =0 e of —kpay — 6oy =0.

o o —alal .,
12 12 &

Isso & de verificagio simples, sendo conveniente observar que se ky = =2

o -t

(1'"&" .

nr i
9 —

constante, entéo, derivando, obtemos 2ksa’ - o = o« an e, portanto, § =

Observagao 4.3 Dentre as curvas parametrizadas por comprimento de arco (no sen-
tido euclidiano), aquelas que t&m um circulo como trago, sdo as iinicas que sdo uma
parametrizacdo natural na geometria que ora consideramos. Queremos observar que 6 é
identicamente nula para tais curvas. Isso tinha que ser assim, considerando a afirmacéo
que fizemos de que § é um G-invariante e considerando que quaisquer dois cirenlos séo

congruentes aqui.

Mesmo que o nao seja uma parametrizacio natural, é possivel, pelo Lema 3.13,
determinar uma reparametrizagiio, digamos @ = « o ¢ que o seja. Efetuando alguns

célculos mais e segnindo a demonstracio do lema referido, obtemos que ¢ = 9~!, onde
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, - K, _ -
1 é uma solucdo de ¥ — £y’ = 0, faz de @ = @ o ¢ uma parametrizagdo natural.
ks ! ¥ P G

Assim, basta fixarmos t, € I e tomarmos

wie) = [ ky(riar

Como kf é um invariante pela agdo de G, o que temos obtido é nm G-invariante
elemento de arco. Na verdade, tomando ¥(t) da forma descrita acima, obtemos ky =
it sl S

Finalmente, observamos que se w é a evoluta de Lie de uma parametrizagao natural

@, entdio podemos escrever w' = §'(1,0, —a, —a). Portanto, w'(t,) = O se, e somente

se, §'(t,) = 0. Fato esse que adiantamos na Observagéo 3.15.

4.3 O caso afim unimodular

Este é o caso em que H = SL(2,R) e G = H x R? Ainda que tal grupo seja bem
conhecido, vamos incluir aqui alguns detalhes que facilitardo certas discnssoes poste-

riores.

4.3.1 Exponenciacdo em SL(2,R)

Se X € S£(2,R) entdo e°X é a solugdo da equagio

d¢

= (8) = DeLy X = ¢(5)X,
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sX 2

sujeita a condigio inicial ¢(0) = I;. Derivando novamente, vemos que ¢** é a solugao

da equagio
d*¢

T () = ()X,

com $(0) = I, e %(0) = X. Essa equagio & fcil de ser resolvida, porque, se

Yy
X = ,
z —x
entao
z? 4+ yz 0
X? = = (2 +yz) Io.
0 2t+4yz

Ha 3 casos, dependendo do sinal de (z2 + y2):
(1) 2%+ yz> 0: entdo
cosh(As) + Zsenh(As) % senh(As)

%senh(As) cosh(As) — Zsenh(As)

1+sz sy

sz l—sz
(3) 2?2+yz < 0: entdo

bs) = o cos(As) + Zsen(As) Zsen(As)
s) =X = ,

% sen(As) cos(As) — %sen(As)
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4.3.2 As curvas-modelo

Seja @ : IR — IR? uma curva regular e consideremos a trajetéria do ponto a(t), pela

agio do subgrupo a um pardmetro determinado por (X, v) € G, isto é, consideremos
&
B(s) = ezp(s(X, v)) - a(t) = eXa(t) + ( / e"Xdz)v.
0

Excluamos o caso em que o trago de 8 reduz-se a a(t), isto é, (X, v) € Ga(). Utilizando
nosso conhecimento da exponenciagio em SL(2, R} e efetuando alguns célculos mais,
podemos reconhecer as trajetérias. Temos:

a) se (X, v)) é tal que X encontra-se no caso (1), entdo o trago de 8 ou é uma
hipérbole, ou é uma semi reta (homeomorfa a (0,00) C IR), ou é uma reta.

b) se (X,v) é tal que X encontra-se no caso (2), entdo o trago de 8 ou é uma
pardbola, ou é uma reta;

c) se {X, v) é tal que X encontra-se no caso (3}, entdo o trago de 8 é numa elipse.

4.3.3 A estratificacao

Por defini¢do {construgdo, na verdade), temos

(1) = {(X,v) €G; F'(0) = Xo(t) +v = A/(t), para algum A € R}

I y 1 al(t)
Escrevendo X = , V= e alt) = , temos
z -z V2 az(t)
T Yy Aoy () — zay (t) — yas(t)
S50 = {( B B e
z -z Ao (t) — zay (t) + zop(t)
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Para facilitar a notagdo, vamos omitir o pardmetro £ e vamos identificar G com RR®

como a seguir.

sera identificado com

(z,y,2,v1,12) € IRS.

Com tal identificagdo, temos que S¢ é o subespago de IR® gerado por
{(1,0,0, —ay, 2), (0,1,0,—,0), (0,0,1,0, —a;), (0,0,0,0},a5)}.
Alguns calculos a mais e obtemos que‘
N = (—a0) — apa, —p0h, a0, —ai, o)

é um campo transverso ao longo de a, de acordo como o produto interno usual em IR®.
Podemos imaginar, as expressdes das derivadas de N, que ao final definem os demais
espacos associados a «, sdo deveras extensas. Claro, sao obtidas facilmente com o
auxilio do MAPLE, mas preferimos nio inclui-las aqui. Mesmo assim, afirmamos:

Se o (£)a (t) — o (t)oh(t) 5 0, entdo
{N(),N'(2),N"(t), N®(2)} ¢ linearmente independente.

(Lembremos que a independéncia linear de {N,N’ N",N®} ¢ equivalente a
dim S¢ =5 — k para k= 1,2,3,4.) Agora, as condi¢des acima sio, claramente, invari-
antes por G. Como rotagdes e translagées do plano estio incluidas nos movimentos de

G, podemos supor que a curva a passa pela origem no instante ¢ em questao. Além
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disso, como as condi¢bes também séo invariantes por reparametrizagoes de o, podemos

supor que o instante em questdo é t = 0 e que a tem a forma a(t) = (¢, f(t)) com

f(0) = f(0) = 0. Fagamos todas essas suposigbes. Entéo temos

N(f) = (—¢f() — f(8), —F () F(2), £, = f/(2), 1),

e obtemos
N(O) = (0, 0,0,0, 1),
N'(0) = (0,0,1,~£"(0),0),
N”(O) = ('—3.f”(0): 0,0, "'f(B)(O)a 0):

N®(0) = (—4f®(0), —3£"(0)%,0, —F?(0),0).

A condi¢io ooy — offa # 0 é agora f (0) # 0; vemos facilmente que se ela esté

satisfeita entdo temos a independéncia linear de {IN(0), N’(0), N (0), N®)(0)}.

Se £”(0) # 0, temos (retornando & notacio matricial):

sso=¢(| = ¥ Y imwawens,

#(0) = {( AT ieswemy,
0w —=z 0

_f(a)([))w
. 7 Y w
sg0)={({ : )y, w € R},

(3)
f"(0)w %w 0
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_9,, __K_Lf(“)ﬁ w+—4-%—4f(a)°2w w
sg)={(| O won erern T Jiw € R}.

F(0)w w 0
Consideremos agora o caso singular f”(0) = 0. Nesse caso temos
N(0) = (0,0,0,0,1), N'(0) = (0,0,1,0,0),
N"(0) = (0,0,0,—®)(0),0), N®(0) = (-4/%(0),0,0,—f(0),0).
Tal qual em todo caso singular, aqui necessitamos fazer uma andlise detalhada. E
claro que 5¢(0) aqui coincide com aquele no caso nio singular. Quanto a S5(0), esse é
obtido diretamente substituindo f“(0) = 0 na expressdo que define $¢(0) no caso nio

singular. Ou seja, aqui temos

T Yy w
S3(0) = {( , iz, v, w € R}
0 —z 0

Quanto aos demais subespagos associados temos

Caso 1: f"(0) = 0 # f®(0). Entéo temos

T Yy 0
S5(0) = {( , )iz, y € R}
0 —=z 0
(Obtemos, portanto, S§(0) C H = G,(), dizendo-nos que nao existe trajetéria que

esteja em contato de ordem pelo menos 3 com a em «a(0) = 0. Em nossa linguagem,

néo é 3-comparédvel em «(0). Temos também

0 vy 0
St (0) = {( , iy € R}
00 0
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(Mostrando que podemos ter dimSg = 1, sem que tenhamos k-comparabilidade.)
Caso 2: f"(0) = f®)(0) = 0.

Subcaso 2.1: f"(0) = f®(0) = 0 = f®(0). Temos

z vy w
Sg(o) ={( 1 );a:,y,welR},
0 —x 0
ou seja, S§(0) = S¢(0), e
Y w '
S50y = {( ; )@y w € R},
0 —z 0

ou seja, S7(0) = S5(0) = S5(0). Notemos, este ¢ o exemplo que prometemos (Obser-
vacdo 2.21), para o Teorema da Estabilizacio, visto termos 4-comparabilidade neste
aso.
Subcaso 2.2: f7(0) = f®(0) =0 5 f*(0). Aqui o que temos é S$(0) = S(0) e
T Yy 0

S5(0) = {( : ); @,y € R},
0 —=z 0

o que nos diz que S§(0) C H, ou seja, @ nio é 4-compardvel em «(0). Notando que
S5 (0) # 55(0) = 52(0),

temos aqui o exemplo mostrando que a hipdtese de (k+2)-comparabilidade no Teorema

da Estabilizagdo € essencial.

4.3.4 Discussao

Vimos que se ojo; —af ol # 0 (que é equivalente 20 ndo anulamento da curvatura nsual

de o), entdo S¢ é unidimensional e a é 4-compardvel, ou seja, 4 é uma ordem ideal de
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contato para a. Nesse caso, portanto, podemos valer-nos de todos os resultados que
obtivemos sobre congruéncia.

Queremos observar também que ndo temos prosseguido na construcdo de outros
subspacos associados, justamente porque queriamos falar sobre a evoluta de Lie de a.
Contudo, nalgum caso de interesse particular, poderemos continuar a construcdo, de
modo a conhecer condi¢fes para que o esteja em contato com alguma trajetdria, de
qualquer ordem desejada.

Nos pontos a(,) em que of (£,)04(t.) — ] (o) (t.) = 0, algumas possibilidades ori-
ginam. De interesse particular para nds é aquela onde ndo hé perda de comparabilidade
mas que, entretanto, nao conseguimos obter a evoluta de Lie de a e, consequentemente,
ndo obtemos resultados de congruéncia. Essa é a situagio no subcaso 2.1. Nesse caso
temos 5§ (t,) = S5(t.) = S§(t,), e tais subespagos t&m dimens3o igual a 3.

E possivel verificar que todos os elementos em Sg(f,) com excessdo, é claro, daqueles
em S§(t,) N Ga(t.), determinam a mesma trajetéria, a saber, a reta tangente a o em
a(t,). Sabendo, como sabemos, que as trajetdrias possiveis sio as cdnicas, o resultado
acima podia ser esperado, j& que ele ocorre na situacdo a”(t,) = a”(t,) = o¥(t,) =
0. A novidade é que agora podemos interpretar a exclusao das linhas retas (e de
curvas com pontos nos quais a curva e sua reta tangente estao em contato de ordem
pelo menos 2) na geometria afim unimodular, sob o ponto de vista de contato: a
estabilizacdo dos subespacos associados ndo permite que consigamos uma trajetdria
definida canonicamente (=via contato) com a qual & curva teria contato de ordem

suficientemente alta.
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4.4 Curvas no espacgo euclidiano

Aqui H = S0(2), cuja Asalgebra de Lie consiste nas matrizes 3 x 3 anti-simétricas.
Como é bem conhecido (ver [5] p.198, por exemplo), os subgrupos a um parimetro,
de H, dao origem a rotages em torno de algum eixo em IR®. Assim, escolhendo em
IR? um sistema de coordenadas adequado, podemos reconhecer as trajetérias. Dado

u=(X,v) € G =80(2) x R? a trajetéria passando por p € IR® determinada por u,

B(s) = #(s) - p = exp(s(X, v)) = (e’x, (fos emxdw)V) p=eXp+ (/Os eXdz)v

terd como trago o préprio ponto p se (X,v) € G, ou, caso contririo, uma reta, um
circulo ou uma hélice circular.

Identificaremos G com IR® como a seguir: para.

0 T U (%1
A=] —z 0 2 |€SOB) e v=] 4 | €eR},
-y -z 0 3

veremos o elemento (A,v) € G como (z,y, z,v1,2,v3) € R®, e vice-versa.
Seja a = (ay, s, a3) : IR — IR? uma imersfio. Com célculos analogos aqueles nos
exemplos anteriores, obtemos que S é o sub espago de G gerado por {n;,ny, N3, ny},

onde
n; = (1,0,0, —as, a;,0), np=(0,1,0,—a3,0, ),

n3 = (0,0,1,0, —a3, as), ng=(0,0,0,a},ch,af).
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Suponhamos que ¢} # 0; entdo, por verificagdo simples, vemos que se

N; = (a204 + ;o a0k, —aszd], oh, —af, 0) e

N2 = (204, azaf + a0, anaf, 4,0, —a),
entdo {N;, Nz} é um referencial transverso ao longo de ¢, segundo o produto interno
usual em IRS.

Vamos encontrar os sub espagos associados a o em apenas um ponto. Claro, nio
ha perda de generalidade, no caso em questdo, em supor que esse ponto é a origem
de IR? e que nesse ponto a curva é tangente ao primeiro eixo coordenado. Também,
considerando a invarianga dos sub espagos associados, com relagio a reparametrizagdes,
suporemos que & tem a forma «(t) = (¢, f(t), g(t)), com £(0) = g(0) = f'(0) = ¢(0) =
0. Para obtermos os sub espagos associados a o« em 0, devemos substituir essas condicdes
nas expressoes para Ny, N e suas derivadas em, ¢ = 0. Isso, claro, é apenas trabalhoso;

limitamo-nos a exibir os resultados. Temos:

(z,y, 2, v1, 02, v3) € S¥(0) se, e somente se, 1, = vg = 0,

T — _f”(o),”l
(z,y,2,v1,0,0) € S$(0) se, e somente se, :
y = —g"(0)n
f'(0)z = —g®(0)ey

(=f"(0)v1, —g"(0)v1, 2,11, 0,0) € 5(0) se, e somente se,
g0z = fO0)m

Em seguida, analisaremos esses fatos. Primeiro observamos que nio devemos impor

condigdo algnma para ¢ seja 2-comparével nesse ponto, e portanto, em qualquer ponto.
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J4 para a 3-comparabilidade, temos dois casos, dependendo do anulamento ou néo

_ o X! _ ,J(?gll_glfff)2+fll2+g”2
da curvatura de o, K = ”m,—u = e T

Caso 1) f"(0) = g"(0) = 0, o que significa que a curvatura de « é nula em 0: Neste

caso, o é 3-comparivel em 0 se, e somente se, g (0) = f©®)(0) = 0. Isso acontece se, e
somente se, o estd em contato de ordem 3 com sua reta tangente nesse ponto. Notamos
que, entao, a reta tangente a o nao estéd determinada por uma tnica reta na dlgebra
de Lie, ja que dim Sg(0) = 2.

O fato de a dimensgo de HZ(0) = S§(0) N H ser igual a 1, significa neste caso que
qualquer rotacdo de o em torno da reta tangente no ponto em questio, produzird uma
curva ainda em contato de ordem 2 com ¢, nesse ponto.

Caso 2) A curvatura de o niio é nula em 0: neste caso, o é 3-comparivel em 0 se,
e somente se, f(0)f(0) + g (0)g"(0) = 0 se, e somente se, dim S§(0) = 1.

De posse da expressdo para a curvatura K, podemos verificar que a condi¢io acima
€ equivalente a dizer que a derivada de K é nula em t = (. Considerando que essa
propriedade é G-invariante e invariante por reparametrizagio de c, podemos dizer que
a condicao necessiria e suficiente para que a evoluta de Lie de « esteja definida é que

o tenha curvatura constante.

Observacao 4.4 Queremos chamar a atengdo para o fato de ndo devermos ser tenta-
dos a querer unificar os dois casos, dizendo que a é 3-compardvel em 0 se, e somente
se, f(0)£"(0) + ¢®)(0)g"(0) = 0. De fato, se f"(0) = g"(0) = 0, mas f®(0) # 0 ou

g (0) # 0, entdo Sg(0) ndo reduz-se a {0}, mas estd contido em H.
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Sabemos do curso de Geometria Diferencial que se a curvatura de o nio for nula,
entio o circulo osculador a o bem como qualquer hélice que tem este mesmo circulo
como osculador, serao as trajetérias que estardo em contato de ordem 2 com a curva.
Claro, o circulo é tnico. Contudo, h4 infinitas hélices nessa condi¢do. Para vermos

isso, basta calcularmos a tor¢io de um elemento de S§(0) : Sejam

0 —f0)nn —g"(0)u v
X=| 0w 0 z ev=1| 0
(0, -z 0 0
Entdo u = (X,vy) é a forma geral de um elemento de S$(0). A trajetéria

B(s) = ezp(su) - a(0) satisfaz

m 0 —(f"2(0) + g"*(0))vy
FO=| o0 |, B'O=] O |, 890) = zg"(0)v,
0 9" (0)vs —zf"(0)w,

Dessas expressdes podemos facilmente calcular a torgio de 8: 7 = W.
Obtemos T = —ﬁ. Assim, para cada z ndo multiplo de v; temos uma hélice distinta
(claro, o circulo osculador se z = 0).

Por outro lado, se @ estd em contato de ordem 3 com uma trajetéria, entdo a tem
mesmas curvatura e torcéo que a trajetéria. Contudo, o que o caso 2 estd dizendo
€ que a condigdo de estar em contato de ordem 3 é uma condi¢io muito forte, no
sentido que dentre todas as hélices que estao em contato de ordem 2, h4 uma tinica
com mesma torgio que «, mas essa pode néo estar em contato de ordem 3 com .

Fica, portanto, a pergunta que seria 1itil para tratarmos de congruéncia: como escolher
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a hélice que estd em contato de ordem 2 e tem mesma torgdo, sem antes falar em
torgdo 7 Talvez seja inevitavel termos que considerar contato de curvas com planos,
mas também podemos acreditar que seja possivel ampliar a classe das curvas modelo
de modo razodvel. A prépria discussdo acima pode estar sugerindo a inclusao das
curvas de curvatura constante. Contudo, nfo vemos ainda com que naturalidade essas
como emergem do grupo G. Claro, uma tal ampliacio demandaria um novo teorema
tipo o da Estratificacio. Dizendo isso, estamos, na verdade, conduzindo para outras

discussoes, as quais deixamos para as préximas paginas.
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CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Como ja observamos na Introdugéo, as informacdes fornecidas pelo teorema da Es-
tratificacio aparecem na literatura em situacdes particulares, onde nem sempre estd
claro o papel desempenhado por algum grupo de Lie de transformacdes. Ao que sabe-
mos, esse resultado, em sua generalidade e tratamento, é novo. E claro, porém, que
muito ainda necessita ser explorado.

A nocgéo de referencial transverso que introduzimos mostrou-se apenas uma nocéo
auxiliar, dada a arbitrariedade na escolha do produto interno na 4lgebra de Lie. Se,
por um lado, isso é vantajoso em termos praticos, por outro lado pode estar ocultando
estruturas mais ricas. Noutras palavras, uma das primeiras coisas a fazer deve ser
aprimorar o formalismo.

Vimos que a aplicagio dos resultados do Capitulo 2 questdes de congruéncia, ne-
cessita que estejamos considerando mergulhos ideais. Agora, o exemplo de curvas em
IR® j4 mostra que as condicbes que definem um mergulho ideal sdo muito restritivas.
A hipdtese de dimensao constante para os sub espagos associados, parece natural ser
mantida, podendo ser vista como ums. hipétese de regularidade. Vale lembrar que isso
é obtido por condigdes de dependéncia linear de certos conjuntos de vetores obtidos
de um referencial transverso e suas derivadas. Quanto & hipdtese de dimS; = 1, essa
86 € natural pelo desejo de se poder fazer uma escolha candnica de trajetéria em cada
ponto. Claro, isso estd preso & necessidade de existéncia de trajetéria com tal ordem
k de contato. O que podemos dizer é que, com certeza, algum avanco ja se consegue

quando, para algum k, tivermos Sy # S,. Nesse caso podemos restringir-nos a buscar
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estruturas no fibrado Ex(G/H) — G/H, que permitam encontrar secgdes candnicas.
Podemos ver em (1] como essa idéia é utilizada em alguns casos particulares incluindo
o de curvas no espago euclidiano, que foi onde encontramos problema. Observamos,
contudo, que, precisamente a questao tratada nessa referéncia é a da congruéncia para-
metrizada, de modo que E(G/H) é substituido por J*(G/H). Também nesse sentido
parametrizado, [8] e também com essa idéia de secgBes candnicas daquele fibrado, [8]
apresenta varios resultados que parecem interessantes mas que, confessamos, ainda nao
somos capazes de entender,

Neste ponto é importante revermos a literatura. A nogdo que aparece é a de G-
contato: Dois mergulhos o, 8 : I — G/H séo ditos estarem em G-contato de ordem
k em t, € I se existe g, € G tal j%(g, - ®)(t,) = j*(B)(t,). Espera-se, entdo, que
sob alguma hipétese de regularidade sobre os mergulhos, seja possivel encontrar um
inteiro k& tal que se eles estiverem em contato de ordem & em todo ¢ € I, entdo serdo
congruentes. Assim, o tratamento usual nfo se limita a considerar contato com tra-
jetérias, preferindo comparar diretamente os dois mergulhos. Claro, isso coincide com
nosso tratamento sempre que os mergulhos em consideracao forem k-comparéveis. Co-
mo na pratica hé a dificuldade de se encontrar modelos para os elementos de contato,

acreditamos que alguma contribuigdo nosso tratamento traz.

Uma das questoes que se apresentam mais intrigantes para nés é a possibilidade
de obtengao de invariantes diferenciais, entendidos como generalizacio da curvatura de

uma curva no plano euclidiano. Nos exemplos em dimensao dois que apresentamos,
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tivemos oportunidade de observar essa possibilidade. Nesses casos, sendo particulares,
pudemos obter esses invariantes a partir do conhecimento da agio adjunta do grupo
em sua algebra de Lie. Em seguida vamos discutir um procedimento que sugere um
caminho para investigacbes futuras.

Suponhamos que dimG/H = 2. Seja a : I — G/H um mergulho ideal e seja k&
a ordem ideal de contato para «. Entdo, dimS§ ,(t) = 2 and dimS2(t) = 1. Pelo
Teorema 3.3 sabemos que S¢ ; (t) N Gu(y tem dimensdo 1. Se escolhermos uma base
{ef(t),e5(t)} de Sg_,(t), entdo poderemos escrever a evoluta de Lie de o como uma
combinacio linear

We(t) = KT (¢)el(t) + K7 (£)e3 (t).

Podemos sempre tomar e§(t) € Sg_, (t) N Gu(r), de modo que ele fica sempre conhecido
a menos de sentido e “tamanho”. Quanto a e§(t), ainda nao entendemos em que sub
espaco de S¢_, (t) deve ser escolhido. Mesmo assim, seguiremos na discussao.

Seja v = ¢ - a. Entdo, também podemos escrever
w,(t) = K] (t)e] (t) + K7 (t)e3 (2),

com e] (¢} € SJ_, (t}NG, = Ad(g) (S2-,(t) NGaryy)- Suponhamos que e] (t) tenha sido
escolhido como sendo justamente Ad(g)e§(t) e que e] tenha sido escolhido justamente
como sendo Ad(g)ef(t). Entdo, pelo Teorema 2.9, obtemos K& = K] (t) e K7 (t) =
Kg(t). E razodvel acreditar que se conhecermos as érbitas da agio adjunta de G sobre
G, entio poderemos fazer uma escolha de base com as propriedades desejadas. Nos

exemplos, como pudemos ver, a escolha apropriada de uma base possibiliton-nos ver
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K (t) como uma generalizacdo da curvatura e K(¢) como generalizacio da rapidez,
inclusive pelo fato de K3(t) poder ser feito igual a 1 por uma reparametrizacdo do
mergulho. Notamos, ent@o, que tendo feito essas escolhas e interpretagtes, ficamos
com wq(t) = Ki(t)ei(t) + ex(t), dizendo-nos que ey(t) é justamente o elemento em
Sg_1(t) que coincide com a evoluta de Lie de « nos pontos de curvatura K;(t) = 0.
Noutras palavras, escolher apropriadamente e, (t) seria o equivalente a saber quem o
grupo escolhe como “geodésicas”em G/H.

Suponhamos que consigamos entender todos os fatos acima. Entao nos pergun-
taremos sobre as situacies em que dimG/H > 3. Nessas situagbes e, ainda, com
o um mergulho ideal de ordem ideal de contato igual a k, podemos esperar en-
contrar tantos invariantes quanto for a dimensdo de S ;(t) N Guy), em se tratan-
do de parametrizacio natural. Queremos observar algo com relagio a isso. Seja
r = dimG — dimH — 1; entéo r é a codimensdo de a em G/H. Suponhamos que
todos os elementos de um referencial transverso ao longo de o e todas as derivadas
deles até ordem k — 1, sejam linearmente independentes. Isso equivale a dizer que
dimSg, = dimG — (m — 1)r, para m = 1, ...,k. Como estamos supondo que a ordem
ideal de contato para o é k, devemos ter dimSgy = dimG — (k — 1)r = 1. Portanto,
dim(Sg_; NG) = dimSF ; — 1 = dim G — (k — 2)r = r. Ou seja, nessa situagio ideal

teriamos tantos invariantes quanto a codimensao de @ em G/H.
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