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Resumo

Estudamos o Espectro de Fuéik para o operador Laplaciano, isto é,

o conjunto ¥ das duplas (u,v) € R?, tais que o problema

—Au(z) = put(z) —vu (z); =€,
Bu = 0; x € 011,

admita solucoes nao triviais, onde 2 C R™ é um dominio limitado,
ut(z) = max{0,u(z)}, u (z) = {0, —u(x)} e B representa condigoes de
contorno. Inicialmente apresentamos alguns resultados abstratos sobre
o Espectro de Fuéik e em seguida o calculamos explicitamente no caso
unidimensional para os problemas de Dirichlet e de Neumann. FEstes

resultados sao aplicados ao estudo da solubilidade do problema

quando a nao linearidade f ¢ uma conveniente perturbacido de pu®™ —
vu~; descreveremos diferentes comportamentos em fun¢do dos parame-
tros (u,v). Por fim, consideramos o Espectro de Fu¢ik em dimensio
maior. Neste caso ndo é possivel calculd-lo explicitamente, assim apre-
sentamos uma caracterizacao variacional da sua primeira curva nao tri-
vial. Esta caracterizacfo nos permitira obter varias informacoes sobre a

forma desta curva e também outros resultados sobre a solubilidade de

2).






Abstract

We study the Fu¢ik Spectrum for the Laplacian operator, that is,
the set X of the couples (u, ) € R? for which the problem

—Au(z) = put(z) —vu (z); =€,
Bu = 0; x € 082,

admits a nontrivial solution, where € C R™ is a bounded domain,
ut(z) = max{0,u(z)}, v () = {0,—u(x)} and B represents some
boundary condition. We first show some abstract results about the
Fucik Spectrum and then we compute it explicitly in the one dimensi-
onal case for the Dirichlet and Neumann problems. These results are

applied at the study of the solvability of the problem

—Au(x) = f(z,u(x)); x€Q,
Bu = 0; x € 01,

when the nonlinearity f is a suitable perturbation of pu®™ — vu™; we
describe different behaviors depending on the parameters (u, 7). Finally,
we consider the Fucik Spectrum in higher dimension. In this case it
is not possible to compute it explicitly, so we will show a variacional
characterization of the first nontrivial curve. This characterization will
allow to obtain some information on the properties of this curve and

also further results on the solvability of (2).
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Introducao

Neste trabalho estudamos algumas propriedades do Espectro de Fuéik, que é definido

como o conjunto ¥ das duplas (u, ) € R?, tais que o problema

—Au(z) = put(z) —vu=(z); = €Q, )
Bu = 0; x € 01,

admita solugdo nao trivial. Em (1), @ € R", n > 1, ¢ um dominio limitado, u*(z) =
max{0,u(z)}, v~ (x) = {0, —u(x)} e B representa condi¢oes de contorno. Este Espectro foi
definido pela primeira vez por Fuc¢ik em [Fuc76] e por Dancer em [Dan77].

O Espectro de Fuéik desempenha um papel importante no estudo de solubilidade de

problemas do tipo

—Au(z) = f(z,u(x)); x €,
(@) = flu(e)) @ e o

Bu = 0; x € 0142,
quando
4= lim f(a:,s); v = lim f(ac,s); (3)
5—00 S S§—>—00 S

as nao linearidades deste tipo sdo usualmente chamadas de nao linearidades de salto (jumping

nonlinearities), de fato, o problema (2) pode ser visto como uma perturbagao do problema

(1).

No capitulo 1, daremos algumas defini¢oes e enunciaremos resultados conhecidos da anélise

que serao usados ao longo deste trabalho.

No capitulo 2, apresentamos o problema (1) e estudamos alguns resultados abstratos
envolvendo o Espectro de Fu¢ik. Em seguida calculamos explicitamente o Espectro de Fucik
no caso de dimensao n = 1, para os problemas de Dirichlet e Neumann, e aplicamos estes

resultados para estudar a solubilidade do problema (2)-(3).



9 Introducao

Os principais resultados deste capitulo sdo o teorema 2.8, que nos fornece algumas proprie-
dades do Espectro de Fu¢ik, bem como de alguns conjuntos a ele relacionados, as proposic¢oes
2.10 e 2.17 que descrevem o Espectro de Fucik para o problema (1) em dimensao um, com con-
dicao de Dirichlet e Neumann respectivamente, e os teoremas 2.12, 2.15 e 2.19 que apresentam

diferentes comportamentos do problema (2) em fungao dos parametros (u,v).

No capitulo 3, estudamos o Espectro de Fu¢ik em dimensdo n > 1. Neste caso nao é
possivel calculé-lo explicitamente, mas apresentamos uma caracterizacao variacional da sua
primeira curva nao trivial. Esta caracterizagdo nos permitird obter varias informacdes sobre
a forma desta curva e também sobre a solubilidade de (2) quando a nao linearidade interage
parcialmente com o Espectro de Fudik.

Os principais resultados do capitulo 3 sdo o teorema 3.3, onde é obtida a caracterizagao
variacional citada acima, os teoremas 3.5, 3.7, 3.8 e 3.19 que descrevem as propriedades da
curva caracterizada e enfim o teorema 3.13 que apresenta o resultado de solubilidade para o

problema (2).

Os trabalhos que seguimos nesta dissertacao foram [Fuc76|, |[Dan77| e o livro [Fug80],
para o capitulo 2. Para o capitulo 3, seguimos principalmente [dFG94| para a caracteriza-
¢ao variacional, enquanto para a aplicacdo ao problema (2) complementamos com [GO90]| e
[CGI2].



CAPITULO

I

Definicoes e resultados basicos

1.1 Preliminares

Comegamos com algumas defini¢bes da anélise funcional e em seguida apresentamos al-
guns resultados conhecidos da andlise. Com o intuito de nao carregar na notacao, ndo usamos
neste trabalho sub-indices para representar subsequéncias, manteremos a notacao z, e dire-

mos, quando for o caso, “a menos de subsequéncia”.

Definicao 1.1. Sejam X eY espacos de Banach. Uma aplicagioT : X —'Y € dita compacta
se T'(A) ¢é precompacto para todo A limitado e completamente continua se é continua e

compacta.

Definicao 1.2. Sejaom E e F espacos de Banach. Dizemos que E estd continuamente
imerso em F e denotamos por E — F, quando E C F' e existe k > 0, tal que ||ul|r < k||u||g
para todo u € E.

Definicao 1.3. Seja X um espago de Banach. Dizemos que f : X — X € uma contra¢do
se existir 0 < B < 1 tal que

1f(x) = fW)llx < Bl —yllx, Vz,yeX.

Teorema 1.4 (Principio da Contracao de Banach). Sejam X um espaco de Banach e f :

X — X uma contragdo. Entao f admite um tinico ponto fizo xo € X, isto €, f(xo) = xp.
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Proposicao 1.5. Sejam X um espaco de Banach, {x,} C X ez € X. Se x,, — x, entdo

|znllx € limitada e ||z||x < liminf ||z,|x.
n—oo

Teorema 1.6 (Convergéncia Dominada). Sejam {fn,} C LP(Q), f € LP(Q) e g € LP(Q), tais

que fn = f q. t.p. em Qe |fu(z) <g(x) ¢ L. p. em Q. Entao |f, — f|, = 0, isto €, {fn}
converge para f em LP().

Teorema 1.7 (Reciproca da Convergéncia Dominada). Sejam {fn,} C LP(Q) e f € LP(Q),
tal que |fn — flp = 0. Entao, existem uma subsequéncia {fn,} C {fn} e h € LP(Q), tais que

(a) fn.(x) = f(z) ¢. t. p. em Q,

(b) |fn, ()| < h(x) q. ¢t p. em , para todo k € N.

Teorema 1.8 (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP e g € L4, onde %—i—% =1 para
l<p<oo,q=1casop=oc0eq=o00sep=1. Entio fge L' e

/ £l < Flldla.

Teorema 1.9 (Teorema da Representacao de Riesz). Sejam H um espago de Hilbert, com
produto interno (+,-) e ¢ € H' (dual de H). Entdo existe tinico y € H, tal que

(y,’[)) = <¢av>H, Vv e H.

Teorema 1.10 (Lema de Fatou). Seja {fn} uma sequéncia de fungées LP com 1 < p < oc.

(i) Se existe uma funcao g € LP, tal que f, > g para todo n € N, entao

/lim inf f,, < lim inf/fn.
n—oo n—oo

(ii) Se existe uma fungao g € LP, tal que f, < g para todo n € N, entao

/lim sup fp, > lim sup/fn.
n—o0 n—o0

Teorema 1.11 (Teorema de Egorov). Sejam E um conjunto mensurdvel com 0 < |E| < oo
e fn: E—> R uma sequéncia de funcgoes reais, tal que fn, — f ¢q. t. p. em E. Entdo para
todo 6 > 0, existe um conjunto mensurdvel F C E de medida positiva, tal que |[E\ F| <0 e

fn = f uniformemente em F.

1.2 A teoria do grau

Nesta secao apresentamos algumas propriedades do grau, como podem ser encontradas no
capitulo 20 de [Fu¢80] ou em [Dei85|. Primeiro consideramos o grau em espagos de dimensao

finita, chamado grau de Brouwer.
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Sejam Q um aberto limitadoem Y, f : @ — Y, tal que f € CYH(Q)NC(Q), e 0 € Y, onde
Y é um espaco de Banach de dimenséo finita.

O grau é uma funcao que associa a terna (f, €2, 0), com 0 ¢ f(99), a um ntmero inteiro,
que serd dito grau de Brouwer da funcao f com respeito a Q e denotado por dp (f,£2,0).

Seguem algumas propriedades do grau.

(P1) Se dp(f,9,0) # 0, entdo existe zo € Q tal que f(zo) = 0.

(P2) (Invariancia por homotopia continua) Se f(x,t) : Q x [0,1] — Y & continua e
0 # f(x,t), para todo x € 9Q e todo t € [0, 1], entdo

dp (f(-,t),Q,O) = constante, para todo t € [0, 1].

(P3) Seja K C Q um fechado com 0 ¢ f(K). Entdo

ds(f,9,0) =dp(f,Q\ K,0).

(P4) (Teorema de Borsuk) Se 2 é simétrico com relacao a origem, 0 € Q e f é impar,
entao dp (f,Q,O) é impar.

Agora iremos redefinir o grau para espac¢os de Banach em dimensdo infinita. Este sera
chamado grau Leray-Schauder.

Sejam  um aberto limitado em um espaco de Banach Y e T : Q — Y uma aplicacio
completamente continua tal que 0 & (Id — T)(99). Seja {T},} uma sequéncia de operadores
de Q em Y, tais que T,,(Q2) C Y, onde Y,, ¢ um subespaco de dimensdo finita de Y, e

lim [|T,u — Tul|l =0,
n—oo

uniformemente em Q. A prova da existéncia desta sequéncia de operadores pode ser vista em
[Dei85].

Desta forma esta bem definido dp (Id — T, Qp, 0), onde 0, = QNY,. Assim definimos o
grau de Leray-Schauder de Id — T com respeito a {2, como

drs (Id — T,9Q,0) = lim dg (Id — T}, 2, 0).

n—oo

De fato, é possivel mostrar que o limite acima independe da escolha da sequéncia T,
implicando que a definicdo estd bem posta.

Com esta defini¢do pode-se mostrar que as propriedades (P1) a (P4) valem também para
drs (Id —T,9,0).

Quando estiver evidente em que espaco estaremos calculando o grau, nos limitaremos a
usar a notacao d(f,€2,0).

Vejamos agora um resultado que seré aplicado futuramente.
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Lema 1.12. Sejam Z um espago de Banach, p > 0 ¢ F' uma aplicacdo completamente continua

de Bz(p) em Z, com 0 ¢ (Id — F)(0Bz(p)). Entdo vale a igualdade
d(z — Fz,Bz(p),0) = d(z + F(-z), Bz(p),0).

Demonstra¢do. Da definigdo do grau de Leray-Schauder, sabemos que existe uma sequéncia

de operadores F,, : Bz(p) — Z, tais que F,(Bz(p)) C Z,, onde Z, é um subespago de

dimens&o finta de Z,

lim ||F,(2) — Fz||z =0, uniformemente em Byz(p),
n—oo

drs(Id— F,Bz(p),0) = lim dg(Id— F,, Bz, (p),0),

n—o0

onde Bz, (p) = Bz(p) N Zy,.
Tomando f(z) = x — F,(z), temos —f(—x) = x + F,,(—x). Disto segue que

d(_f(_$)> BR"(l)? O) = d(f(fl?), BR"(l)v 0)7
o que implica
lim d(z — Fy(2), Bz, (p) = lim d(z + Fo(—x), Bz,(p).0),

ou seja,

d(z — Fz,Bz(p),0) = d(z + F(—=z), Bz(p),0).

1.3 Espacos de Sobolev

Nesta secao introduzimos os espagos de Sobolev e apresentamos alguns dos principais
resultados que os envolvem. Tais resultados podem ser encontrados em [Bre83|.

Sejam 2 C R™ um aberto e p € R com 1 < p < 0.

Definicao 1.13. O espago de Sobolev WHP(Q) € definido como

0
wlr(Q) = {u € LP(Q): 3g1,92,-..,9n € LP(Q), tais que / u ¢ _ —/ 9i0,

Vo € C2(Q), Vi = 12n}

Denotamos, para u € WHP(), g—; :=g; e Vu := <8‘9—;‘1, 597“2, . 8‘%).
Podemos munir o espago W1P(Q2) da norma
n
ou
Jull =y + 3| 5|
=1 p
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Pl
)p,para1§p<oo.
P

n
que é equivalente a (\u|£ + 3|2
i=1] "

Pode-se mostrar que o espaco W1P(2) é um espaco de Banach para 1 < p < oo, é
reflexivo para 1 < p < oo e separével para 1 < p < co. Além disso ele é Hilbert quando p = 2:
denotamos H'(Q2) = WH2(Q).

Definicao 1.14. Seja 1 < p < 00, 0 espago Wol’p(Q) é definido como o fecho de C}(2) em
WhP(Q).

Se Q for de classe C! e u € WP(Q) N C(Q), para 1 < p < oo, temos u € Wol’p(Q)
equivalente a u(z) = 0 para x € 9S.

E possivel mostrar que quando € é limitado, em Wol’p(Q), anorma [, |Vu(z)|Pdz ¢ equi-
valente & norma usual definida acima. Em geral estaremos usando essa equivaléncia uma vez

que neste trabalho teremos sempre 2 limitado.
Denotaremos Hg () = Wol’z(Q).

Vale enfim o importante resultado:

Teorema 1.15 (Imersoes de Sobolev). Se Q@ C R™ é um dominio limitado com fronteira

suave, sa0 continuas as imersoes:

HY(Q) — L5(Q), s€[1,2], n>3, 2" = ,

HY(Q) — L*(Q), s € [1,00), n=1,2.
Além disso, as sequintes imersdes sdo compactas:
HY(Q) — L*(Q), s €[1,2%), n>3,
HY(Q) — L*(Q), s € [1,00), n=1,2.

Dessa forma, quando valem as imersdes compactas, usando o fato que H'(Q) é reflexivo,
temos que se {u,} C HY(Q) é limitada, entdo, a menos de subsequéncia, u, — u em H({2)
e u, — u em L*(Q) para alguma u € H'(Q). Esta tltima afirmacio sera bastante usada no

decorrer deste trabalho.

1.4 O problema de Auto-Valores

Apresentamos aqui alguns resultados sobre o problema de auto-valores com condicao de
Dirichlet. A referéncia para esta se¢do ¢ o capitulo 6 de [Eva98]|.
Dado © C R™ um dominio limitado com fronteira suave, vamos considerar a questao de

encontrar os A pelos quais existe u # 0, satisfazendo o seguinte problema

—Au(x) = u(z) z€Q,
u(z) =0 x € 09.

(1.1)
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Estes valores de A sdo chamados de auto-valores de —A em €2, e as solu¢oes correspondentes
sdo chamadas auto-fungdes. A seguir enunciamos alguns resultados que usaremos adiante.

E possivel mostrar que existe uma sequéncia de auto-valores g, tal que
O< A <A< A<, A\ S o0,

onde o primeiro auto-valor é simples e suas auto-funcoes ndo mudam de sinal. Além disso, A;

é o tnico auto-valor com estas propriedades e pode ser caracterizado variacionalmente como

A1 = min {/ \Vo(x)]2dr: ve Hi(Q) e / v (x)dx = 1} . (1.2)
Q Q
Notemos que (1.2) implica que

Jo|Vu(2)?
A1 < de e )\1/9112(13)dx§/Q|Vv(95)]2dx, Ve Hy()\ {0}, (1.3)

além disso pode-se mostrar que se A1 [, v*(z)dz = [, |[Vv(z)[*dz, entdo v é um maltiplo de

o1
Em geral denotaremos por ¢; as auto-funcoes associadas aos auto-valores A;, escolhidas

de maneira que
1, se h =k,

/Q¢h($)¢k(fﬁ)dl"={ 0, soh+k,

e com ¢1(x) > 0 para = € .
E possivel caracterizar variacionalmente também os outros auto-valores da seguinte ma-

neira:

)\k:min{/ \Vu|2:u€H§(Q), /Vquf)h:O, parah=1,...,k—1, /uzzl}.
Q Q Q
(1.4)

1.5 Subgradientes

Nesta secao apresentamos a defini¢ao de subgradiente para uma fun¢do convexa, como
pode ser visto em [CLSW9S8|. Este conceito sera usado no estudo da primeira curva nao trivial
do Espectro de Fué¢ik no capitulo 3.

Iniciamos definindo funcéo convexa.

Definicao 1.16. Sejam U wum subconjunto aberto convexo de um espago de Banach X e

f:U— R é uma funcio conveza, se
fx+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1t)f(y), paratodo z,ye X e te(0,1).

Definicao 1.17. Sejam E um espago de Hilbert, e f : E — R uma funcdo conveza que leva

limitados em limitados. Entdo definimos z* € E subgradiente de f no ponto z € E, se

flw) > f(z)+ ("5 u—2)g, Yu€E.
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Observemos que se E = R, entdo a desigualdade acima fica
flu) = f(z) =2 2"(u—2), VueR,

mostrando que z* representa o coeficiente angular das retas que passam por (z, f(z)) e estdo
abaixo do grafico de f.

O conjunto de todos os subgradientes de f em z é chamado de subdiferencial de f em z e
é denotado por 0f(z).

O teorema a seguir é uma versao do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange para vin-

culos definidos por uma funcéo convexa, mas que pode nio ser de classe C!.

Teorema 1.18. Sejam E um espago de Hilbert, J € C1(E), f como acima, V = {u € E :
f(u) =0} ev € V um minimo para J restrito a V. Entéo, existem o, 3 € R, com o>+ % # 0
e v* € 9f(v) satisfazendo

aJ'(v)[u] + B{v*,u) g =0,

para todo u € F.






CAPITULO

2

O Espectro de Fucik e suas

propriedades

Neste capitulo iremos introduzir o Espectro de Fuéik, e obteremos alguns resultados
abstratos que serdo aplicados ao caso de uma equacao diferencial ordinéria de segunda ordem
com condicao de Dirichlet. Estudaremos também o caso em dimensdao um com condicao de
Dirichlet e de Neumann, a fim de encontrarmos de forma explicita os respectivos Espectros
de Fucik.

Por fim ainda veremos um resultado do tipo Ambrosetti-Prodi.

O estudo feito neste capitulo pode ser encontrado nos capitulos 40 a 42 de [Fuc80].

2.1 O Problema

Vamos inicialmente considerar o seguinte problema de Dirichlet

—Au(z) = put(z) —vu (z), =€,
u(x) =0 x € 08,

(2.1)

onde vt (z) = max{u(x),0}, u (x) = max{—u(z),0} e Q é um dominio limitado de R™ com
n > 1.

Consideremos a seguinte defini¢do dada originalmente por Fu¢ik em [Fu¢76] e por Dancer
em [Dan77]:

11
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Definicao 2.1. O conjunto X dos elementos (u,v) € R, tais que (2.1) admite solugio fraca
ndo trivial é chamado de Espectro de Fuéik de —A em H}(Q).

Algumas propriedades que podem ser facilmente observadas sao demonstradas na propo-

sicao abaixo.

Proposi¢ao 2.2. (Mg, Ax) € 2, Yk €N, X contém as retas {\1} xR e Rx{A1} e é simétrico

com relagdo a diagonal.

Demonstragao. De fato, (Ag, A) € X, pois neste caso uma auto-funcao ¢y, € solugao nao trivial
de (2.1). Além disso, como ¢ > 0, temos —Agy(x) = M¢1(z) = M) (z) — ney (x) para
todo x € Q en € R, elogo ¢1 é uma solugao nao trivial para (2.1) com coeficientes (A1, 7).
Portanto (A1,7n) € ¥. Concluimos, da mesma forma, que ((, A1) € ¥, V ¢ € R, pois neste
caso —¢1 € a solucdo ndo trivial. Assim ¥ contém as retas {A;} x Re R x {A1}.

Para concluir a simetria de X, basta ver que se (u,v) € X, entdo, para u € H&(Q) solucao
nao trivial de (2.1), temos —Au = put — vu~ o que é equivalente a Au = —pu™ +vu~, e
portanto —A(—u) = v(—u)" — p(—u)~. Concluimos assim que —u ¢ solu¢ao nao trivial deste

ultimo problema. Portanto (v, u) € X. O

O Espectro de Fucik para o problema (2.1), serd importante em nosso estudo de solubili-
dade do seguinte problema:
—Au—put +vu” —P(u) = f, em Q,
u =0, em Of),

onde 1) é continua, limitada e f € L?(£2).

2.2 Resultados abstratos

Nesta secdo apresentamos alguns resultados abstratos que nos fornecerao propriedades do

Espectro de Fu¢ik definido acima. Comecamos definindo um cone em um espaco vetorial.

Definicao 2.3. Seja X um espaco vetorial real. Um subconjunto C de X € dito um cone em

X, quando:
Cc+CcC, R,CcCC € Ccn(=C)={o0},

onde C+C={a+b: acCebeC}, R =[0,0), RiC={axr: z€C,acR;} e
—C={-z:2eC}.

Dado um cone, podemos definir uma ordem parcial em X dizendo que u > v se, e somente
se u —v € C. Dados u,v € X, se existir w € C' tal que w < z, Vz€ ', onde ' ={z€ X :

z > u, z > v}, diremos que w é o maximo entre u e v, e denotaremos por w = max{u,v}.



2.2 Resultados abstratos 13

Alguns exemplos de cone sdo os conjuntos formados por fungdes ndo negativas em §2
de HY(Q), HL(), LP(Q), C*(Q) e CE(Y). Neste caso estd bem definido max{u,v}(x) =

max{u(z),v(x)}.

Agora facamos algumas consideragoes. Sejam X e Z espacos de Banach reais e C' um cone

em X. Suponhamos as seguintes hipoteses:

(A) Estao bem definidos u™ = max{u, 0} e v~ = max{—wu,0}, e as as aplicagoes X — X :

U — U+ e u— U sao continuas.

(B) Sejam J: X - Z, S: X+—ZeG:X — Z de modo que

(J1) J é um homeomorfismo impar entre X e Z e positivamente a-homogéneo para
algum a > 0, isto é,
t>0, ue X = J(tu) =t*J(u).

(S1) S é positivamente a-homogénea e completamente continua.

(G1) G é completamente continua.

Agora definamos
Ty = X — Z
u +— puSut —vSu~.
Notemos que a defini¢do de vt e v, implica que v = u™ —u™, (—u)" =u~, (—u)” =u™
e (tu)* = tu™, para t > 0. Em consequéncia, podemos mostrar o seguinte resultado para

Tty

Lema 2.4. Para todo u € X, temos

T(MV)(—U,) = —T(,/Mu. (23)

Além disso, T(,, ) € positivamente a-homogénea e completamente continua.

Demonstracao. De fato,

Ty (—u) = pS(—u)™ —vS(—u)” = pSu™ —vSu® = —(vSu™ — pSu™) = =T, u.

Claramente, por (S1), T, (u,v) € Dositivamente a-homogénea e completamente continua. [

Como J, S e T{,,) sao positivamente a-homogéneas, temos J(0) = 0, S(0) = 0 e
T (0) = 0.

Antes de apresentarmos os resultados abstratos, vejamos como traduzir o problema (2.2)
nesse contexto. Neste caso, os espagos serdao X = Z = H}(Q), munido da norma ||ul|? =

Jo I[Vul? e C sera o cone das fungdes ndo negativas em (2, e assim para u € Hj(Q), ut(z) =
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max{u(z),0} e u~(x) = max{—u(z),0}. As aplicagdes J, S, G : H}(Q) — HZ(Q) serdo
definidas por:

(T, 0) 1 s = /Q Vu(z)Vo(z)dz, (2.4)
<SU;U>H3(Q) :/Qu(x)v(x)da:, (2.5)
G0y =~ [ Bl (26)

para todo u,v € Hi(Q). Notemos que estdo satisfeitas as hipoteses (A) e (B). Claramente
J satisfaz (J1) pois é a aplicacao identidade. Além disso S e G satisfazem, respectivamente,
(S1) e (G1). Mostremos por exemplo o caso de S. Para isto devemos observar que S é linear
e logo positivamente a- homogénea para a = 1. Assim falta mostrar que é completamente

continua.

De fato, seja u € H}(Q) e denotemos por w = Su. Assim, usando (2.5), temos,
ol = [ Vuvw = [ o< Klula- o], 2.7)
Q Q

onde K é uma constante positiva. Segue disto que ||w|| < Klu|z2, implicando que S ¢ limitada

e portanto continua por ser linear.

Agora, suponhamos {u,} limitada em H{ () e assim, a menos de subsequéncia, u, — u
em H}(Q) e up, — u em L?(Q). Sendo S limitada, segue que {w,} é limitada em HE(Q),
onde w, = Suy, e logo, novamente a menos de subsequéncia, w, — w em H&(Q) e wy, — w
em L*(Q). Disto temos

/anVv—/unv%/uv, Vv € Hy (%),
Q Q Q

mas por outro lado, [, Vw,Vv — [, VwVv, Vv € H}(Q). Daf temos [, VwVv = [, uv,
Vv € HE(Q). Desta forma,

/ Vw,Vw, — VwVuw, = /(un —u)w, — 0,
Q Q
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e portanto ||w,||? — |w||*> = 0, o que junto com a convergéncia fraca em Hg (), implica na

convergéncia forte, mostrando que S é aplicagdo compacta e logo completamente continua.

Neste momento, voltemos a pensar no caso geral. Comecamos definindo alguns conjuntos
que serao importantes para os resultados desta secao. Notemos que o primeiro deles é o

conjunto Y definido no inicio do capitulo.
Ay ={(p,v) €R?: 3ug #0: Jug — T(yyuo = 0}
Ag=R2\ A,
Ay = {(n,v) € Ag : d(Id —T(,,)J ', Bz(1),0) # 0}
Ay ={(p,v) € Ao : Im(J —T(,)) # Z}
Az = {(p,v) € R? : Im(J = T{,,)) = Z}

Observemos que, em Ap, o grau estd bem definido, pois se (u,v) € Ay, entao terfamos
Ju—T{,,yu =0 apenas para u = 0 e como 0 & (Id—1T{,,,)J~")(0(Bz(1))) faz sentido definir
0 grau.

Vejamos trés lemas que serao usados na demonstragao do teorema que virad adiante.

Lema 2.5. Sejam (o, ) € R?, c1(a, B) == sup |[T(npyullz, e
ullx=1
5= max{ sup ||Su™|z, sup |Su_|z}. Entao ci1(o, B) < (la]+|8])s. Em particular,
\

ull x=1 flull x=1
temos

(a) ci(a, B) <

b lim ci(a,8)=0
B  Jim )

(©) ueX = |TapWlz < (e, B) - lullk

Demonstracao. De fato, Su™ e Su™ sdo completamente continuas, mostrando que s é finito.

Desta forma segue que

ala,B) = sup |Tapullz= sup [aSu® —BSu™|z <
Jlull x =1 llull x=1
< sup (Jaf - [|Su|z + 18] [|Su”[z) <
llull x=1
< Jals+|B]s,

portanto ¢i(a, 8) < (|a| + |B])s. Claramente obtemos também (a) e (b).
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Agora seja u € X. Se u = 0, entdo a desigualdade (c) esta satisfeita. Suponhamos assim

u # 0. com isto, temos:

U
+ —
U U
= o s(ip) o s(nixe i) | -
Jullx lullx /2
U
= |ull% - ||Tias) | 7= < c(a, B)|ull%-
bt - [ () i
Isto mostra (c). O

Lema 2.6. Sejam (u,v) € Ay e co(p,v) := }nf |Ju— T, yullz, entio

llullx=1
(a) ealp.v) > 0.
(b) 7~ Ty @)z = e2(s,v) - ull. para z € X.

Demonstragao. (a) Suponhamos ca(u, ) = 0, entdo existiria uma sequéncia {u,} C X com

llunllx = 1, para todo n € N, tal que
nlgglo HJU,n — T(#,V)(UR)HZ = 0. (28)

Uma vez que {uy,} é limitada em X e 7|, ,) ¢ completamente continua, existe y € Z, tal
que, a menos de subsequéncia, T{, , u, — y em Z. Por (2.8), segue que Ju,, — y em Z.
Sendo J um homeomorfismo, temos y = Jug para algum ug € X e, a menos de subsequéncia,

u, — up em X. Segue disto que ||ug||x = 1, e novamente por (2.8), teremos
JUO — T(MV)U,O = O,

implicando que (u,v) € A_1, 0 que é uma contradigdo. Portanto ca(u,v) > 0.

(b) Se u =0 a desigualdade ocorre trivialmente. Suponhamos entdo u # 0, assim temos:

U U
1~ Tyl = [l -HJ()—T o (i)
(sv) | X [l x (1sv) [l x

> lullSez(p, v).

Z

O

O seguinte lema sera usado para garantir que Ay é aberto em R?, como veremos no item

(ii) do teorema que vira adiante.
Lema 2.7. Se (u,v) € Ag e (o, B) € R?, tais que
laf + 18] < s ea(, ),

entio (u+ a,v+ ) € Ap.
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Demonstra¢io. Do lema 2.5 e pela hipo6tese, temos
ci(a,B) < (la +B)s < s™ ea(p, v)s = ca(p, v),

portanto ci(a, B) < ca(p, V).

Assim para u # 0, temos:
[ Ju =Ty pprnyullz = [ Ju—[(a+p)Sut — (B+v)SuT]llz = [ Tu— (Tiapu+ Tunu) Iz =
[Ju=Tyullz=Ta,pullz = colp,v)-lullsk—ci(a, B)-ullk = [c2(p, v)—cr(a, B)]-||ull% > 0.
Logo Ju—T{q1 84+ # 0 para todo u € X\{0}, o que significa que (a+u, f+v) € Ag. O
Agora enunciamos ¢ demonstramos o principal resultado desta secéo.

Teorema 2.8. (i) Os conjuntos A;, para i = —1,0,1,2 ou 3, sao simétricos com relagdo a
diagonal {v = pu}, isto é,
(u,v) € A; & (v, p) € A;.

(ii) Ao € subconjunto aberto de R? e vale sequinte propriedade:
— Se (u,v) € Ao, entao Im(J —T,,)) ¢ fechada em Z.
(iii) Ay ¢ um subconjunto aberto de R?, com as sequintes propriedades:

— Ay € uniao de componentes conezas de Ao, em particular se U é uma componente
coneza do conjunto Ag contendo (\,\) € R?, entdo U C Aj.

— Ay C As.

Gullz
l[ull%

— Seja (p,v) € Ay e limsup < c2(p,v), entao

ll=]lx —o0

Im(J — T(MJ/) + G) =Z.

(iv) Ag é um subconjunto aberto de R?, com a sequinte propriedade:

— Se (u,v) € Ay, entio existe cs(pu,v) > 0, tal que se limsup IGullz cs(p,v),
lJull%
[[ul| x =00
entao
Im(J — T(M,V) + G) 7é Z.
Observacao 2.9. 1. Pondo G = 0, a iltima afirmagdo do item (iii), nos diz que para

(m,v) € Ar a equagio Ju—T, yu= f, possui solugdo para todo f € Z. Jd a afirmagio
do item (iv), diz que para (u,v) € Ag, sempre existe f € Z, tal que a equag¢do nao
possui solugdes. O mesmo resultado vale para a equagio Ju—T(, ,yu+Gu = f, quando

G satisfaz as condigdes enunciadas. No caso do problema (2.2), como 1 é limitada,
1Gullz
l[ull%

lim sup = 0, portanto temos o mesmo tipo de resultado.

llullx —o0
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2. Observemos que A1 N As = (), mas ndao necessariamente Ay = Ay U As, pois o fato
que d (Id —T(pu,v)J 1 Bz(1);0) = 0 ndo exclui a possibilidade de Im(J — T, ,)) =
Z. Além disso, nao sabemos se As € reuniao de componentes conexas de Ag, de fato
quando o grau € zero, poderiamos ter, na mesma componente conexa de Ay, pontos onde
Im(J —Ti,.)) = Z e outros onde Im(J — Ty, ,)) # Z.

3. Na demonstragao do item (iv), a implicagio (2.10) diz que além de Im(J—T(MVV)%—G) +

Z, o imagem nao pode ser densa em Z.

Demonstragao do teorema 2.8. (i) Casosi = —1e0. A simetria segue diretamente da equagio
(2.3).

Caso i = 1. Basta tomar F' =T|, ,y no lema 1.12, pois teremos:

d<z - T(;L,u)(z)’ Bz(p),O) = d(Z + T(,u,zl)(*z)v BZ(/))’ 0) = d(z - T(V,,LL)(Z)7 BZ(ﬂ)v 0)7

concluindo que (u,v) € A1 < (v, u) € A;.

Caso i = 2. Se (u,v) € Ag, existe z € Z tal que Ju — T{,,y(u) # z, para todo u € X.
Assim, —Ju + T{,,,)(u) # —z para todo u € X, e portanto J(—u) — T(,,y(—u) # —z para
todo u € X. Com isto, concluimos que Im(J — T\, ) # Z, ¢ logo (v, ) € As.

Caso i = 3. Seja (u,v) € A3, entdo dado z € Z, existe u € X tal que Ju —T(, ,(u) = 2.
Com isto, pelo mesmo célculo feito no caso i = 2, segue que J(—u) — T(,, ,)(—u) = —2. Logo
(v,p) € As.

Concluimos assim (p,v) € A; & (v,p) € A;, parai=—1, 0, 1, 2 ou 3.

(ii) Para ver que Ay é aberto, considere (u,v) € Ag e (o, 8) € B,.(0), para r = s tea(u, v),
onde, por comodidade usamos a norma da soma, obtendo |a| + |8] < s7tea(u, v). Pelo lema
2.7, segue que (o + p, 8+ v) € Ap, implicando que B,.((u,v)) C Ag. Logo (u,v) é ponto
interior de Aj.

Para mostrarmos que Im(J —T{,,y) é fechada em Z, consideremos {z,} uma sequéncia
em Im(J —T{,,)) e z0 € Z, tais que z, — 2o em Z. Assim temos 2, = Ju, — T(,,,)Un para

{un} C X. Pelo lema 2.6, segue que
co(ps v) - Nunl <llznllz, vneN.

Uma vez que 2, ¢ limitada, pois é convergente, temos {u,} limitada. Como T{, ) &
completamente continua, entao, a menos de subsequéncia, T, ,yun, —> y em Z, para algum
y € Z. Segue disto que Ju, — 2z, — y em Z, e como z, — 2o, temos Ju, — y+ zp em Z.
Pelo fato de J ser um homeomorfismo, dizemos Ju, — Jug para algum uy € X e com isto
concluimos também u, — up em X. Logo y = Jug — 2¢ e portanto T(W,)un — Jug — 29
em Z. Sendo T, ,) continua, temos também T{,, ,yun — T(, , uo em Z.

Por fim, T{, ,yuo = Jug — 20, 0 que implica que Jug — T, ,yuo = 2o, concluindo que
20 € Im(J — T(W/))'

(iii) Uma vez que Ay C Ap, podemos tomar (u,v) € Ay e (o, 8) € Ap na mesma compo-

nente conexa de Ag. Mostraremos que («, 5) € Aj, de modo que A; seré unido de componentes
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conexas de Ag e por consequéncia serd um aberto. Seja 7 : [0,1] — R? um caminho continuo,

tal que 7(0) = (p,v), ¥(1) = (@, B) e 4([0,1]) € Ao.
Nestas condi¢oes, temos (veja na segao 1.2),

d(Id—Tv(t)J_l, Bz(1), 0) = constante para ¢ € [0, 1],

pois caso contrério, 20 — Ty ) (J '20) = 0, com z € dBz(1), para algum to € (0,1]. Isto
implicaria que 2o € A1 = R?\ Ay, o que é uma contradicio, pois tomamos ([0, 1]) C Ap.

Assim temos
d(Id — T, J ™", Bz(1), 0) = d(Id—T,q)J~", Bz(1), 0), isto &,

0 # d(Id—Ty,)J" ", Bz(1), 0) = d(Id—TpJ" ", Bz(1), 0),

e portanto, (a, B) € Aj.

Agora sejam U uma componente conexa de Ag e (A\,A) € U. Como T, ) ¢ aplicacio
fmpar, pelo Teorema de Borsuk (teorema 1.2), sabemos que d(Id — T(M)Jfl, Byz(1), 0) ¢
impar, e entdo nao nulo. Assim (A, \) € Ay, e portanto U C Aj.

Mostremos agora que A; C As. De fato, sejam (u,v) € Ay e y € Z. Desta maneira, para
cada z € Z, existe u € X, tal que Ju = z, pois J € um homeomorfismo entre X e Z. Logo

temos a seguinte equivaléncia:
Ju—-Tyu yu=y& z— T(W,)(Jflz) =y.

Mostremos que z — T(M,,)(J*lz) = y & soluvel. De fato, pela continuidade de J, dado
€ > 0, existe § > 0, tal que

()

[ullx <6 = [lJu—=J(0)z = [[Jullz <e

5[1,
llull%

Assim,

Z

: ||JUHZ < €, e com isto

a
[ Jullz <e- Hlf;!X’ Vu € X.

Portanto temos ||z]|z < €- %. Dessa maneira podemos dizer que ||J712[|% > k| z||z,
para uma constante k > 0.

Pelo lema 2.6, temos ||z — T, ,)(J '2)|lz > ca(p,v) - | J*2|% > k- [|z]lz. Logo, existe
p > 0 suficientemente grande, tal que |z — T{,,,)(J*2)|lz > |lyllz, para todo z € Z com
|zllz = p. Dessa maneira segue que 0 & (Id — T\, ,)J " — ty)(0Bz(p)) para todo t € [0,1],
pols caso contrario teriamos, Z—T(m,,)(J*lz) = ty, para algum z € Z tal que ||z||z = p. Nestas
condigdes, d(Id — Tyt — ty, Bz(p),0) esta bem definido e é constante com respeito a
te[0,1].

Uma vez que (u,v) € Ay, concluimos que

d(Id - T(u,l/)‘]il - Y, BZ(p)7 O) = d(Id - T(,u,,l/)‘]717 BZ(p)7 O) =
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= d(Id — T, J 'z, Bz(1), 0) #0.

Logo, por propriedades da Teoria do Grau, z — T(W,)J_lz = y é solavel paraum y € Z
tomado arbitrariamente, portanto Im(J — T(W,)) = Z, e por fim (u,v) € As.

Seja (u,v) € A1 e limsup ”H HHZ < ¢2(p, v). Mostraremos que Im(J —T(,,)+G) = Z

llz]| x —o0
De fato, seja y € Z. Mostremos que existe p > 0 tal que

12 = T~z +tG(T 7 2)] 2 > Ny, (2.9)

para todo z € Z e t € [0,1], com ||z||z = p. De fato, da hipotese segue que existem € > 0 e
p > 0, tais que
1Gullz < (ca(p, v) = €)llull%, sempre que [lufx = p.

Pelo lema 2.6 para todo t € [0, 1], temos que se ||J1z|x > p, entdo
12 = Tiuuy (T12) +1G(T2) |2 2 |2 = Ty (T 2) 1z = IG(T 7 2) |2 2
> Iz = T (T ')z = (e2(psv) =€) - 1T 2% >
> ca(p,v) - (1T 2l% — calp,v) - [T 702 +ell T 2% = € [T 2% > C - l21%

Portanto existe p > 0, tal que (2.9) vale para todo z € Z com ||z|| = p et € [0,1]. Usando

novamente a propriedade da invaridncia do grau por homotopia, segue que
d(Id—Ty,\J " +t(GJ" —y); B(0,p),0),
é constante com respeito a t, pois
12 = Ty (J712) + HG(IT'2) =)z > |12 = Ty (J712) +tG(T 7 2)llz = Nityllz > 0,
para z € 0B(0, p). Logo
d(Id—T(u,v)J ' +GJ " —y; B(0,p);0) = d (Id — T(p,v)J "' B(0, p); 0) # 0,

uma vez que (u,v) € Ay por hipotese. Pelas propriedades do grau, existe zp € Z tal que
up = J 1z satisfaca

ug — T(,u,y)uO + Gug =y,
o que mostra que Im(J — T + G)=2Z7

(iv) Mostremos primeiro que se (u,v) € Ao, entao existe cs(u, ) > 0, tal que se
lim sup IGullz c3(p, v), entao I'm (J — Ty + G) %+ 7.

u a
lullx—oo 1%

Como (u,v) € Ag, existe y € Z com |lyl|z = 1 tal que Ju —T{, ,yu # y, para todo u € X.
Como Im(J — T, )) é fechado pelo item (ii), tomando 2e = in§( [ Ju — Tiyu — yl| > 0,
ue
definimos c3(p,v) == 7 - ca(p, V).
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[Gullz
a
l[ull%

Se limsup < c3(p,v), entdo podemos escolher r > 0, tal que ||Gullz < es(p,v) -

l[ull x —o00
ull%, para todo u € X, |lullx > r. Uma vez que J—1T{, ,)+G transforma conjuntos limitados

de X em conjuntos limitados de Z (1" e G sao compactas e J é homeomorfismo), existe b > 0
com a seguinte propriedade:

se paran € Z com ||n||z =1et > b, vale
Ju =T, ) u + Gu = tn,

entdo |lul| > r.

Vamos mostrar a seguinte implicagao:
neZcomnlz=1, n—vyllz < eet > b =tn¢Im(J- T + G). (2.10)

Suponhamos, por contradicao, que tn € Im(J — Ty + G), ou seja, existe u € X tal que

Ju — T, u + Gu = tn,como t > b, temos ||ul|x > r. Entdo usando o lema 2.6, segue que
t=ltnllz =llJu—=Tpmu+ Gullz = |Ju = Tyullz = |Gull z =

ca(p, v)e
> co(p, v)|lullk — == ullk =

2V
e+1

6+1 X

isto &, 2U||y||9 < .

Por outro lado, da forma como foi tomado €, temos

te = 2te—te < tHy—J(%) + T <2f>
ta ta

< th —Ju+ T(W,)u —ty+tnlz = th —Ju+ T(/,L,V)UHZ = ||GUHZ <

—tly=nllz = lty—Ju+T,ullz—tly—nlz <
Z

< co (s v)||ull%-

€
e+1

Assim, te < Hea(p, v)[lul|* < te, o que & uma contradi¢do. Logo, ndo podemos ter
in € Im(J =Ty + G), e portanto Im(J — Ty + G) #* 7.

c3(p.v)

Para mostrar que Az é aberto, fagamos Gu = —T(, gyu, com |a| + |B] < =52, dessa
maneira temos
_ cs(p,v)
1Gullz < laf- [Su™|[ + 18] [ISu”llz < (o] + |BD |ullks < [Jul%-
Logo, usando a defini¢éo de c3(p, ), obtemos lim sup ”‘mlz < c3(p, v) e pelo que foi visto
X

llullx —o0

acima, segue que Im(J =Ty — T(%B)) # Z, e portanto Im(J — T(MJFQ’,,H;)) #+ 7.

Concluimos assim que (@ + a,v + ) € Ag e entdo (u,v) € ponto interior de As. O
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2.3 Espectro de Fucik de uma equacao diferencial ordinaria de

segunda ordem com condicao de Dirichlet

Nesta secao calculamos o Espectro de Fucik para uma equacfo diferencial ordinaria de
segunda ordem com condi¢do de Dirichlet. De fato, em dimensao um temos a disposi¢do o
Teorema de Existéncia e Unicidade para problemas de valores iniciais, e isso nos permitira
obter resultados bem mais detalhados, em particular serd possivel determinar explicitamente
o Espectro de Fucik.

Consideremos o problema nao linear com condi¢ao de Dirichlet:

—u(z) = put () + vu () = p(u(z)) = f(z) =€ (0,m),
u(0) = u(m) =0,

(2.11)

onde i, € R, 1 : R — R & continua, limitada e f € L'(0,7).
A fim de garantir a solubilidade do problema (2.11), é importante estudarmos a existéncia

de solugbes ndo triviais do problema (2.2) que, neste caso particular, assume a forma:

—u"(x) = put(z) —vu(z), x € (0,7),

u(0) = u(m) = 0.

(2.12)

Aqui usaremos alguns dos resultados da se¢ao anterior tomando Q = (0,7), X = Z =
H(0,m) e J, S, G: X — X tais que:

<Ju,v>H5(0Jr) = /O7T o (z)v' (x)dx, (2.13)
<SU,U>H3(OJ|.) = /07r u(x)v(x)dz, (2.14)
(Guhyom = = [ pu@)()ds (2.15)

para todo u,v € Hg (0, ).

A estrutura do Espectro de Fucik para o problema (2.12) é dada na seguinte proposi¢ao.

Proposicao 2.10. (2.12) possui uma solu¢do nao trivial se, e somente se, uma das sequintes

condigdes for satisfeita.
(a) u=1 e v € arbitrdrio,

(b) v=1 e p é arbitrdrio,

7 1 para algum k inteiro positivo,

B
=
V
\.)—‘
A\
V
—_
QD
ol
d
L+
‘?v
[l

1 para algum k inteiro positivo,
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(e) u>1, v>1le k“ + kiyl =1 para algum k inteiro positivo.

S

Demonstragdo. (=) Suponhamos u € H}(0,7) uma solugio fraca ndo trivial de (2.12), neste
caso a teoria da regularidade nos diz que ela é também uma solucao classica. Temos, desta
forma, que w possui um nimero finito de zeros em (0, 7), pois caso contrario, tomando zy um
ponto de acumulacgéo dos zeros de u, teriamos por continuidade u(xg) = 0. Usando o fato de
u ser funcao O, segue da definicdo de derivada que u/(x9) = 0. Com isto concluiriamos, pelo

Teorema de Existéncia e Unicidade, que u é a solucdo nula, o que é uma contradicao.

Consideremos inicialmente o caso em que u nao possua zeros em (0, 7). Assim, por conti-

nuidade, u = u™ ou u = —u~ em (0, 7).
Se u = ut, temos —u”(z) = pu(x) para todo z € (0,7) e v arbitrdrio. Resolvendo esta

equacao para p > 0, temos u(zx) = Cycos (y/ux) + Casen (\/pz). Assim
w(0)=0= Oy =0,

e portanto

u(m) = 0= Casen (/um) =0 = sen (y/ur) =0,

e a lnica possibilidade compativel com u ser positivo é p = 1.

Nos casos g = 0 e p < 0, terfamos u(z) = o + Bz e u(z) = aeV 1 4 eV He
respectivamente, mas pela condicao de fronteira, segue que o = 8 = 0.

Concluimos que g = 1 e v é arbitrario. Isso mostra o item (a). Fazendo u = —u~,

obtém-se de modo analogo o item (b).

Agora consideremos o caso em que v muda de sinal em (0, 7). Sejam a < b € [0, 7] zeros
de u, com u positiva entre a e b. Pelo mesmo argumento usado no caso anterior, deveremos

ter p > 0. Desta forma, temos:

—u(2) — pu(x) =0z € (a,b), (2.16)

implicando que u*(x) = m - sen (\/uu(z — a)), « € (a,b) e m uma constante positiva. De
modo andalogo, se ¢ < d € [0, 7] sdo zeros de u, tais que u seja negativa no intervalo (c,d),

temos v > 0eu (z) =q-sen (y/v(x —¢)), z € (¢,d) onde g ¢ uma constante negativa.

Desta forma, no intervalo (0,7), cada parte positiva de v possui um comprimento de ﬁ

e cada parte negativa um comprimento de %, e isso j& nos diz que > 1 e v > 1, pois caso
contrario teriamos % e ﬁ maiores que m. Além disso, em todo zero a derivada é nao nula,

logo u muda de sinal e portanto teremos 3 possibilidades para ocorrer u(0) = u(w) = 0.



24 Capitulo 2 — O Espectro de Fuéik e suas propriedades

1. u possui o mesmo numero de partes positivas e negativas (veja figura 2.1).

Figura 2.1: Solucao com o mesmo niamero de partes positivas e partes negativas

Assim, 7 (jﬁ + %) = 7, onde k & o numero de partes positivas, o que conclui (c).

2. w possui uma parte positiva a mais que negativa (veja figura 2.2).

LAL

Figura 2.2: Solucao com uma parte positiva a mais que negativa

Assim, 7 (\fﬁ + \% + ﬁ) = 7, onde k € o numero de partes negativas, o que concluf

(d).
3. w possui uma parte negativa a mais que positiva (veja figura 2.3).

Assim 7w (jﬁ + \% + %) = 7, onde k é o nimero de partes positivas, o que concluf

(e).

(<) Caso seja vélido o item (a), basta tomarmos u(z) = Csen x para z € [0, 7], e C
positivo. Para o item (b), basta tomar C negativo.
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Figura 2.3: Solugdo com uma parte negativa a mais que positiva

Notemos que (¢) nos motiva a dizer que a solu¢ao devera mudar de sinal e que o intervalo

(0,7) esta dividido em k intervalos de comprimento ﬁ + % Construiremos a solugdo
desejada para apenas um desses intervalos. Sejam a < ¢ < d € [0, 7], tais que ¢ = a + ﬁ e

d= c—i—\%. Facamos em (a, ¢), u(z) = m-sen (\/p(r—a)) eem (c,d), u(x) = g-sen (y/v(x—c)),

de modo que m,/fi = —q/v. Assim

e portanto
lim u'(z) = —my/p e lim u/(z) = gv/v,

T—c~ x—ct
mostrando que lim u/(x) = lim+ u/(x) e logo u € C'. Para ver que u € C? é suficiente
r—c— Tr—C

calcular a segunda derivada e verificar que lim u”(z) = 0.
r—cC

Os itens (d) e (e) sdo analogos ao item (c). O

Usaremos o lema acima para demonstrar o teorema que garante uma solucdo para (2.11).
Para isto facamos algumas observagoes e consideragoes. Primeiramente vejamos as 3 equagoes

obtidas na demonstracdo do lema anterior,

( i + i > < r + i + ! ) e < k + i + ! ) (2.17)
T|l—+—4—)=7m 7|l—=+—+—|=n T|l—+—=+—)=7m (2.
VE VY VE VYR VE VY

Da primeira equagao de (2.17), temos

ko k i 1 1 1 Ju—k k
ik ok

N A SN A N/ Tk

Olhando /v como fun¢ao de \/f, temos uma hipérbole com assintotas /it =k e \/v =k
e que passa pelo ponto (\/ft,1/v) = (2k, 2k). Denotaremos esta curva por 7.

Da segunda equagao de (2.17), obtemos de modo analogo

_ kvl
Vi = Vi — (k+1)
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que agora representa uma hipérbole com assintotas, /it = k + 1 e /v = k e que passa pelo
ponto (\/f,\/V) = (2k + 1,2k + 1). Denotaremos esta curva por wy.

Por simetria (trocando p por v), a terceira equagao de (2.17), descreve uma hipérbole
com assintotas, /o = k e /v = k + 1 e que passa pelo ponto (y/it,/v) = (2k + 1,2k + 1).

Denotaremos esta curva por 0.

Observemos que a curva 7 € simétrica com respeito & diagonal, enquanto as curvas wy e

01 sdo uma simétrica da outra e interceptam-se no ponto (2k + 1,2k + 1).

Desta forma obtemos a figura 2.4, que representa uma parte do Espectro de Fuéik do
problema (2.12).

NEZ
‘\ i
\ |
1} |
| \
1 \
O | wi \
\ \
\: xl
\ \
(I “‘
Vo
\ '
‘ | ’\
v
Vol
A 1
N
\\ |‘
\ \
2k +2r - - - - P A\-\ - -
“‘,‘ Mk+1
o2k +1 - - - - - I
——— 9k
2k - - = - - - E = - - [ —
Nk Wi
1 1 >
2k 2k+1 2k+2 Vi

Figura 2.4: Curvas do Espectro de Fucik para o caso Dirichlet unidimensional passando

pelos auto-valores 2k, 2k 4+ 1 e 2k + 2

Agora definiremos alguns subconjuntos de Ay, isto é, do complementar de ¥ e veremos

algumas propriedades. Sejam,

A={(nv) eR? p<1, v<1},

My o conjunto dos pontos (u,v) abaixo de n; com g > 1e v > 1, My o conjunto dos pontos
acima da diagonal entre 6 e g e dos pontos abaixo da diagonal entre wy e 1, Ni 0 conjunto
dos pontos acima da diagonal entre g1 e wr e dos pontos abaixo da diagonal entre 141 e

Ok, ou seja, My, é o conexo entre 7 e wy U Bk, enquanto Ni é o conexo entre wg U 0 € npy1.
Veja a figura 2.5.
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Ny

My,

Figura 2.5: Regioes My e N

Agora definimos
M= AU (fj My) U (G M),
k=0 k=1

e mostramos os seguintes teoremas:

Teorema 2.11. M C A;

Demonstragao. Se (u,v) € M, entdo (p,v) nao pertence a nenhuma das curvas 1y, 6k, wg
para qualquer k inteiro positivo, e pela proposigao 2.10, (2.12) ndo possui solugao nao trivial
e portanto (u,v) € Ap. Temos ainda que cada componente conexa de M contém pontos da

diagonal e pela primeira afirmagao do item (iii) do teorema 2.8, segue que M C A;. O

Teorema 2.12. Se (u,v) € M e f € LY(0,7), entdo (2.11) possui solugio fraca nio trivial.

Demonstrag¢ao. Operando como em (2.7), temos [|Gul|| < ¢|¢(u)|2 e uma vez que 1 € limitada,
temos

—,(e]
1m sup
[|u|| =00 [Jull

:O<CQ(/L,V), V(M>V)€R2'
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Pela terceira afirmacao do item (iii) do teorema 2.8, temos Im(J—T(W,) +G) = Hj(0, ),
sempre que (p,v) € M. Para u ser solugdo fraca de (2.11) com f € L*(0,7), devemos ter

/O7r u'v' — /O”(Mu+ —vu" v — /Oﬂw(u)v = /07r fv; Vo€ H}(0,7). (2.18)

Uma vez que Hi(0,7) < L>(0,7), temos que f07r fv élinear e continua em v, pois usando

a Desigualdade de Holder, segue que

/0 Fo < Uflh - oloe < K11 - [0,

onde K é uma constante positiva. Logo, pelo Teorema da Representacao de Riesz, existe
y € HE(0,7), tal que
s
Jv= <y7'U>H37 Vo EH&(va)'
0

Assim, (2.18) ¢ escrito como
(Ju = Tpyu+ Gu,v>H& = <y’U>H57 Vv € H(0,7), (2.19)

e como I'm(J —T{,,)+G) = H}(0,7), segue que (2.19) possui solugio e assim (2.18) também

possui. [l

Agora vamos estudar a solubilidade de (2.11) para (u,v) ¢ M. A referéncia para estes
resultados é [Dan77|. Iniciamos apresentando um teorema que nos da condigoes necessarias
para (2.11) ser soluvel nos dois quadrantes {u <1, v > 1} e {u>1, v <1}

Teorema 2.13. Sejam f € L'(0,7), p < 1, v > 1 e [ f(x)sen x dv < 0. Entdo, (2.11)
0

com ¥ = 0 ndo possui solu¢do fraca. O mesmo resultado € vdlido para p > 1, v < 1 e

}rf(x)sen x dz > 0.
0

Demonstragao. De fato, suponhamos u solugao fraca de (2.11). Desta forma, temos

™

]f(x)sen xr dr = /Wu’(:r)cos x dx + /(—mﬁ(m) +vu”(x))sen x dr =
0 0

0
=— /u(x) - (—sen x) dx + /(—uu+(:p) +vu (x))sen xdx =
0 0
=(1-p) /u*(m)sen zdr+(v—1) /u(w)sen x dz.
0 0

Assim, se p < 1 e v > 1, obtemos

/f(:v)sen x dx >0,
0
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o que contradiz a hipotese.

Se > 1ewrv <1, obtemos

s

/f(x)sen x dr <0,

0

o que novamente contradiz a hipotese. O

Concluimos portanto que para os casos < lev > 1oupu > 1e v < 1, nem sempre
(2.11) possui solugio para f € L*(0,), isto implica que estes dois quadrantes estdo contidos
em As.

Agora vamos estudar o caso em que > 1, v > 1 e (u,v) ¢ M, isto significa que (u, )
estd entre as curvas wy e 0, para algum k inteiro positivo. Para tal estudo, usaremos o

seguinte lema.

(psv)

Lema 2.14. Sejam (p,v) € R?, > 1, v > 1 e a € R. Denotemos por ® a solugao do

sequinte problema de wvalor inicial:

—u"(z) — put(z) + vu= (z) = 0,

(2.20)
u(0) =0; u/(0) =
Entao, (p,v) € RA\M se, e somente se,
ol (7). W) (x) > 0. (2.21)

Demonstracdo. Pela simetria com respeito a diagonal, podemos considerar p < v, tal que
(u,v) ER2\ M ecom > 1e v >1. Assim temos (u,v) a direita de 0 e a esquerda de wy,
(vide figura 2.4). Sejam po < p < p1, tais que (po,v) € Ok e (u1,v) € wg, isto &,

Vi - (E+1) (k+1)
Vi =

Estas equacgoes sao equivalentes a:

Vi -k

\/> 9k(\ro) \/ﬁl_(k_‘_l)‘

Vv = wi(v/Hy) =

K( L )+ L ( ) + =
L) =1 e
NIV AN NZAN
Da primeira, segue k(ﬁ + \%) + \f < 1, e da segunda k:( 1 1 ) + \/1/7 > 1. Trivial-
mente, segue também que k:(f \F) <le(k+ 1)<f f) > 1.

7;

Portanto @Eﬁl’y) completa k arcos positivos e k arcos negativos antes de 7, mas ndo completa

(msv)

o altimo arco positivo. Logo @Sﬁ‘l’y) (m) > 0. Pelo mesmo raciocinio ®*7" completa k+ 1 arcos
negativos e k arcos positivos antes de m, mas nao completa o k + 1-ésimo arco positivo. Logo

@(“’ )( ) > 0 (veja figura 2.6).
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(ny) (nv)
q)+1_~. CD*I .
'// \ // \
’ \ / ‘ \
0 s - >
" ; T
.\_ ./
T Y
k —+—j
[ﬁ =

Figura 2.6: Fungf)esfbgfl’y) e CI’(_Ml’V)

Concluimos assim que se (u,v) ¢ R?\ M, entdo <I>(_“1’V)(7T) : @Sfl’y) (m) > 0.

(fl’”) (m) - <I>(+“1’U) (m) > 0, devemos ter <I>(f‘1’l') (m) e @Sﬁll’l’) (m) de mesmo

sinal. Suponhamos, sem perda de generalidade, ambos positivos. Da forma que foram cons-

truidas as solugoes, segue que @Efl’y) completa antes de m exatamente um certo ntimero k de

(msv)
-1

Reciprocamente, se ®

arcos positivos e negativos enquanto ® completa um arco negativo a mais, o que implica

nas quatro desigualdades acima, isto €, (i, ) estd entre 6y e wy. Assim (u,v) ¢ R2\ M. O

Agora mostraremos que também nestas regides entre as curvas 0y, e wy, existe f € L1(0,7)

tal que o problema (2.11) néo possui solugao fraca. Entéo estas regioes também estao em As.

Teorema 2.15. Sejam p,v € R, com > 1 e v > 1, e suponhamos <I>(_“1’V)(7r) . @Efl’y)(ﬂ) > 0.
Entdo, existe f € L1(0,7) tal que (2.11) nao possui solugdo fraca.

Demonstracao. A fim de simplificar a notagdo, facamos @fi”) =d, e @8‘1’”) = ®_. Faremos

a demonstrac¢ao no caso ®4(m) > 0. Por continuidade, temos que existe tg € (0,7), tal que
®,(t) > 0, para todo t € [ty, 7]. Mudando ¢y caso seja necessario, podemos supor também

uma das seguintes possibilidades:

I. &/ (t) <0, te [to, 7],
II. @ (t) <0, ®_(t) >0, te€l[to,n],
T @, (t) >0, & (t) <0, tE€ [t ],

IV. &, (t) >0, te€ [to,n].

Como a idéia de prova é semelhante, mostramos apenas o primeiro caso. Sem perda de

generalidade, vamos tomar

to>m— 2mp e, (2.22)
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Seja f
0; x € [0, to],
Fla) = (229
; x € (to, 7,
e v uma solucdo fraca de (2.11). Entdo teremos u € C*([0,7]) N C%([0,t0)) N C%((t, 7).
Se a = 4/ (0) > 0, entdo por unicidade de solugdo, deveriamos ter u(t) = a®,(t) para
t e [0, t[)].
Consideremos t; := inf{t € (tg, 7]; wu(t) = 0}. Observemos que u(t) > 0, para t € (to,t1).
Mostraremos que existe 71 € (o, 1), tal que (F- )
De fato, caso contrario terfamos

/
<<I>i) (1) > 0; paratodo 7 € (to,t1),
+

o que implicaria que (ﬁ) é nao decrescente, e portanto

u(T) u(to)
(1) © @ (to)

Logo, usando novamente continuidade, teriamos

=a>0.

u(t) > a® (1) > 0; para todo T € (to,t1],

!
o que contradiz a defini¢do de t;. Portanto existe 11 € (fo,t1), tal que <ﬁ> (r1) < 0.

Denotemos F' = /@, — u®’, | segue disto que F(71) < 0 e claramente F' € C!((tp,7]) ¢
continua em tp. Assim, existe um intervalo A C (to,t1), tal que F’(t) < 0, sempre que ¢ € A.
De fato, uma vez que F' € C*((tg,t1]) e F(to) = 0, ndo podemos ter F'(t) > 0 para todo
t € (to,71], pois dai a funcao seria nao decrescente e nao poderia ocorrer F(11) < 0. Com

isto, temos em A:

0> F/(t) = (/D — u®, ) () = u"(t) - @4 (8) — u(t) - () =

= (=f(t) = pu(t)) @4 (t) — u(t)(—pPy (1) = —f(t) - D4 () = D4 (t) >0,

0 que é uma contradicdo, mostrando que nao pode existir a solu¢ao u.
A prova para o caso o = u/(0) < 0, é totalmente analoga.
No caso u'(0) = 0, temos u(t) = 0, para t € [0,%]. Observemos assim que u”(t7) =1, e

com isto t; > tg e u(t) > 0, para t € (tg,t1). Assim u é solu¢ao do seguinte problema

—u"(z) = pu(z) — 1; x € (to,t1),
u(to) = u/(to) == u(tl) == 0,

_cos [Vr(t=to)] | 1

impondo as duas primeiras condigoes, obtemos u(t) = m i
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A condigdo u(t;) = 0, implica que cos (\/i-(t1 —to)) = 1, portanto deverfamos ter
t1 — to = 27/l implicando, pela escolha de tg em (2.22), que

ty =2m\/u+ty > 2n/p+7m—2m\/u=m,

concluindo que t; > 7, o que é uma contradicao.

Assim provamos que (2.11) nao possui solucao fraca para a f definida em (2.23). O

Observacao 2.16. A andlise desta secio, mostra que para o caso em dimensao um, além de
obtermos explicitamente A_q e Ag, consequimos também classificar completamente os subcon-
juntos de Ag, obtendo que Ay = A1 U As e que As também ¢é unigo de componentes conezxas

de Aoy, o que nao era claro no caso geral como comentamos na observacdo 2.9.

2.4 Espectro de Fucik de uma equacao diferencial ordinaria de

segunda ordem com condicdo de Neumann

Nesta secdo calcularemos o Espectro de Fuc¢ik para uma equacao diferencial ordinaria
de segunda ordem com condi¢do de Neumann. Procuramos encontrar solugdo nao trivial do

problema:

—u"(z) — put(z) +vu () =0; em (0,7), (2.24)
u/(0) =/ (x) = 0.

Proposicao 2.17. (2.24) admite solu¢ao nao trivial se, e somente se, uma das sequintes

condigoes for satisfeita:
(a) p=0 ev é arbitrdrio,
(b) v =0 e p € arbitrdrio,
(c) ﬁ + 2\% =1, para algum k inteiro positivo.

Demonstragio. (=) De fato, seja u uma solu¢ao néo trivial de (2.24). Suponhamos primei-

ramente que u nao possua zeros em (0,7) e que u = u*. Para yu > 0, devemos ter

u(z) = Crcos (/px) + Casen (y/px),
W(0)=0=Cy=0 e u(r)=0= /peN,

e para pu < 0,
u(x) = CreV™H® 4 Che VHe,

No primeiro caso, u possuiria uma raiz em (0,7) e no segundo u = 0, pela condicao de
fronteira. Logo nao ocorre > 0 e nem p < 0, quando u nao possui zeros. Para p = 0,

devemos ter u(z) = a + bz, e assim segue que u/(0) = 0 = b = 0, implicando que u é
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constante. Desta forma concluimos (a). De modo analogo, supondo u = u~ em (0, 7), segue
que v = 0, u é constante e logo ocorre (b).

Suponhamos agora que u possua zeros em (0,7), isto é, u muda de sinal. Neste caso, a
solucdo possui a mesma estrutura que no caso de Dirichlet com a diferenca que o primeiro e
o ultimo arco serao apenas meios arcos. Assim a solugdo possui 0 mesmo numero de meios
arcos positivos e meios arcos negativos, como mostram as figuras 2.7 e 2.8. Denotando por k

o namero de meios arcos positivos, temos a seguinte equagcao

S (2% N 2\%) _ (2.25)

Com isto mostramos o item (c).

N " " BNy

N
Ju

Figura 2.7: Solucao com o mesmo sinal nos extremos

o

n n =
W N 2N o
f\/ ﬁ v ﬁ

Figura 2.8: Solucao com sinais diferentes nos extremos

(<) Segue de modo andlogo ao caso de Dirichlet. O

Agora, observemos que da equacgao (2.25), temos

kv
V= 2 /h— k'
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. 2z . 2 z 2
Portanto, cada curva do item (c) é uma hipérbole com assintotas v = u = % e que passa

pelo ponto (k?,k?). A figura 2.9 mostra parte do Espectro de Fuéik deste caso.

(k+1)7

H
a
T ‘
n
B |
A
2205 I ! e
4 — —\— — — - - T 77777777777777
| | |
| |
Ry \ |
| |
| \ S
W L | | oo e e
4] 12 - | . - -
0| kL k2 (k+1) (k+1)2

Figura 2.9: Curvas do Espectro de Fucik para o caso Neumann unidimensional passando

pelos auto-valores k2 e (k + 1)2.

Pelo item (iii) do teorema 2.8, como todas as componentes conexas de Ay contém pontos

da diagonal, concluimos que neste caso A; = Ajg.

2.5 Um resultado do tipo Ambrosetti-Prodi

Nesta secao, apresentamos um resultado, onde mostramos que uma certa equacao possui
nenhuma solucao, pelo menos uma ou pelo menos duas solucoes, em dependéncia de um para-
metro. Este é usualmente chamado de resultado do tipo Ambrosetti-Prodi, em consequéncia

de um famoso resultado destes autores em [AP72].

Ainda sob as hipoteses da se¢ao 2.2, tomemos X = Z = H, onde H um espaco de Hilbert e
suporemos que J seja a aplicacio identidade, S aplicacdo linear auto-adjunta completamente

continua e as aplicacoes u +— u™

e u — u~ lipschitzianas com constante de Lipschitz p > 0. O
resultado que sera apresentado, diz respeito a solubilidade da equagao Ju —T{, ,yu+ Gu =y,
quando (u,v) € Ajg, suficientemente proximos de alguns pontos da diagonal (auto-valores),
dando também uma certa estimativa do niimero de solucdes.

Denotaremos o produto interno de x,y € H por (z,y) e a norma em H apenas por ||z||.
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Sejam Ao € R, tal que (Mg, N\o) € A_1 e L = J—X\oS. Suponhamos ainda que dimker(L) =
1 e seja ho um gerador para ker(L), com |ho|| = 1. Lembramos que nestas hipoteses Im(L)
é ortogonal ao ker(L).

Comecamos demonstrando um lema.

Lema 2.18. Sejam « e 8 nimeros reais, tais que

(aSh¢ — BShy , ho) > 0,

(2.26)
(BSh{ — aShy , h) < 0.

Entao, eriste § = 6(«, ) > 0, tal que

inf S(h T S(h ~. h 0
velm(L), ||u||ga<o‘ (ho +v)" = BS(ho +v)”, ho)u >

sup (BS(ho +v)" —aS(hg +v) ", ho)y < 0.
velIm(L), ||v||<é
Demonstra¢do. Suponhamos, por contradi¢ao, que 0, > 0, v, € Im(L) e ||v,]| < 6, para

todon € N, com lim §, =0, e que
n—o0

lim (aS(ho + v,)" — BS(ho + vn) ™, ho) < 0. (2.27)

n—oo

Notemos que,
[(aS(ho +va) T, ho) — (aShg, ho)| = |la] - (S(ho +vu)T = Shy, ho)|
< Jaf - [SI - (ko +va)™ = Ag || ol < lal - [ISI] o [lvall.
Como |[|vy|| — 0, temos

<OéS(h0 + Un)+, h0> = <OéSh(J)r, h0>

lim
n—oo
De modo anélogo, mostra-se que

(BS(ho +vn) ™, ho) = (BShq , ho).

lim
n—oo
Usando estes limites em (2.27), segue que

(aSh , ho) — (BSho, ho) = (aShg — BShg , he) <0,

o que contradiz (2.26). Concluimos que existe d(a, ) > 0, satisfazendo a primeira afirmagcao.

A segunda justifica-se de modo analogo. O
Antes de enunciar o teorema, vamos definir as aplicacoes

P : H — ker(L)
y — (¥, ho)ho
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pc : H — Im(L)
y > y— (Y ho)ho.

Estas séo as projecoes ortogonais de H sobre ker(L) e Im(L) respectivamente. Definamos
também, K : Im(L) — Im(L) como sendo a inversa a direita de L, isto &, LK = Idp,(r).

Teorema 2.19. Seja G : H — H lipschitziana com constante ¢ > 0, tal que sup ||Gu| <
uG

00. Se a, f,c € R sdo tais que vale (2.26), k := ||K||-[p||S]|(|a|+|8])+¢c] <1 e 5% < (e, B),
entao existe uma fungao I' : Im(L) — R, tal que

a) A equacao
Lu+ Ty pu+ Gu =y, (2.28)

possui solucdo para y € H, se e somente se,

(y,ho) > T(P°y) (2.29)

b) A equagio (2.28) possui pelo menos duas solug¢des para y € H, sempre que:

(y, ho) > T(P%) (2.30)

Observacao 2.20. Se aplicarmos este teorema ao problema (2.2) com coeficientes (u,v) =
()\k + a, )\k + B), sendo A\ um auto valor simples, o e B suficientemente pequenos e tais que
Joa(@i)? + B(d;)* >0, o B(df)? + ey )? <0 e de modo que o opemdor G seja como
no teorema, entdo obtemos o segumte resultado: se escrevermos f = top + f, entdo existe
C(f), tal que (2.2):

e possui pelo menos duas solugoes, se t > C(f),

e possui pelo menos uma solugdao, se t = C(f),

e nao possui solugoes, se t < C(]?),

isto é, mestas condicées temos wma estimativa do nidmero de solucées em dependéncia da

fungdo f. Como para certas f nao existe solucao, necessariamente (u,v) & Aj.

Observacao 2.21. Vejamos alguns casos particulares da observacdo acima no caso unidi-
mensional (problema (2.11)).

Para o primeim auto-valor A1, sabemos que qbl nao muda de sinal, e assim para que as
hipoteses foﬂa 24+ fo é1) 2 >0e fowﬁ 2+ fo 1) )2 < 0 estejam satisfeitas é
suficiente que « > O e S < O. Assim o problema com (f, ) = (M1 + o, A\ + B) apresenta
o comportamento descrito no teorema se o > 0 e f < 0, suficientemente pequenos, o que

corresponde ao quadrante {p > A1, v < A1}.
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Para os auto-valores A\, com k par, sabemos que ¢ muda de sinal k — 1 vezes, e que
foﬂ(<b2')2 = [ (¢3)% Logo, para satisfazer a hipdtese (2.26), deveriamos ter a + 3 > 0 e
a+ B <0, o que nago ocorre. Desta forma o teorema 2.19 nao se aplica a estes auto-valores,
o que € coerente com o fato que perto deles 0s pontos que nao estao em X estdo em Aj.

Jd para os auto-valores da forma Aog11, sabemos que Pap+1 muda de sinal 2k vezes e que
k[ (65)% = (k+1) [7(¢3)% Segque disto que se =513 < a < —k—_]f_lﬁ, a hipdtese (2.26)
estd satisfeita. Novamente concluimos que ocorre o comportamento descrito no teorema perto

dos auto-valores fmpares se «, [ satisfazem as condi¢bes acima.
Para demonstrar o teorema 2.19, precisaremos de alguns lemas.
Lema 2.22. Nas hipdteses do teorema 2.19, parat € R e y € H fizados, definimos

Foy : Im(L) — Im(L)
v —  —KP(T(ap (tho +v) + G(thg +v) — y).

Entao Fy, ¢ Lipschitziana e admite um unico ponto fizo vy .
Além disso, viy = Vi pey, para todo y € H.

Enfim, viy € a tnica solugdo, em Im(L), da equagio
Lvt,y + P€ (T(a,ﬁ) (tho + Ut,y) + G(tho + ’Uty)) = Pcy. (2.31)

Demonstra¢ao. De fato, sejam u,v € Im(L), assim:

[E2y (u) = Fry(v)]| <

< K- (1P 1T a,6) (tho + w) + G(tho + ) — y — T, (tho +v) — G(tho +v) +yl| =

= |[IK|| - [P N T(a,p)(tho + u) — Tiap)(tho + v) + G(tho + u) — G(tho + v)|| <

<1

< IKI{ a(S(th +u)* = S(tho +v)*) = B(S(tho +w)™ = S(tho +v)7)||+

IN

+ |G (tho +u) — G(thy + v)H}

< HKH{W AISIE [[(tho +u)™ = (tho +v) Tl + 18] - IS]] - [[(tho + u)™ — (tho +v) ™[I+

+ [|G(tho + u) — G(thg + u)u} <

< IIKII{\al-IISIIP lu—=vll+|5]-IS]lp Hu—v\|+0||u—v||} < IKI(p SN (el +|B1)+e) [u—v]-

Com isto, F}, ¢ Lipschitziana com constante de Lipschitz £ < 1, e portanto é uma

contracdo. Pelo Principio da Contracao de Banach (veja teorema 1.4), segue que Fy, admite
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um unico ponto fixo v, € Im(L), isto &, Fy y(viy) = vgy. Para ver que vy = vy pey, basta
notarmos que I}, = F} py.

Observemos agora, que de Fy,(vgy) = vy, temos

Vty — Ft,y(vt,y) =0 & Uty — (—KPC(T(Q’B) (tho + Ut,y) + G(tho + Ut,y) — y)) =0 &
= Ut,y + KPC(T(aﬁ) (tho + ’Ut,y) + G(tho + Ut,y) — y) = 0,

e aplicando L, segue que
Lvt,y + PC(T(aﬂ) (tho + vt,y) + G(thg + ’Ut7y) — y) = 0, (232)
e assim v, € a Gnica solugao em I'm(L) de (2.32), bem como de (2.31). O

Lema 2.23. Com a notagio do lema anterior, para todo t1, to € R e y1, yo € H, temos

1K)

k
106191 = Vta,gl < m“l —to + m”yl — yol|- (2.33)

Demonstra¢ido. Notemos que para todo t1,t2 € R e y1,ys € H, temos

Hvtl,w - Ut27y2|| = HFthyl (/Uthyl) - Ft27y2(vt2,y2)” <

<K 1PN T ) (Frho + Vi 4y) = Ta,8) (t2ho + iy 4 )+

<1

+ G(t1ho + viy ) — G(t2ho + Vig4,) — y1 + 12l <

<NKI{ 1T (,8) (t1ho + vty 1) — Tia,p) (t2h0 + Vtyy0) 14
+ [|G(t1ho + vey 4,) — G(t2ho + vey )|l + llyr — w2l } <

<K plSH - (led +181) - (It — o] + vy — vesll) +
+ c(|tr — tal + vy — Veall) + lln — w2l } =

= klt1 —to| + k- [lve g1 — Ve gl + 1K - [ly1 = w2l

ou seja,
[0t1.91 = Vel < Kltr = ol + Klloty gy = Ve o | + 1K - [lyr — w2l &
& iy = Vgl - (1 =k) < kltr =t + K] - [ly1 — v2ll
e portanto obtemos a estimativa desejada. O

Vamos agora definir a seguinte aplicagdo e demonstrar o proximo lema;:

o, : R — ker(L)
t > P[T(ap)(tho +viy) + G(tho + viy)] .
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Lema 2.24. A equacdo
Lu+ T pyu+ Gu =y, (2.34)

possui solugao da forma u = tohg + vy, para y € H dado se, e somente se, tog € R € tal que
(I)y(to) = Py

Demonstracao. De fato,
D, (tg) = Py < P(T(a,p) (toho + vigy) + G(toho + vi,4)) = Py,

ou seja,

(T(a,p)(toho + vig,y) + G(toho + vie,y), ko) = (y, ho)- (2.35)
Suponhamos que exista tg € R, tal que ®,(t9) = Py. Isto significa que (2.35) ocorre. Tomemos
ug = toho + vy,,y, desta forma, por (2.35), temos

(T(a,pyu0 + Guo, ho) = (y; ho) = (T(a,p)uo + Guo —y,ho) =0 =

= <LuO + T(aﬁ)U() + Gug — v, h0> =0, (2.36)
uma vez que (Lug, ho) = 0, pois ho L Im(L).
Por outro lado,
pe (Lu() + T(aﬁ)’U,o + Gug — y) = L(toho + vto,y) + P° (T(a,ﬂ)uo + Gug — y) =
= Lugyy + P (T(apuo + Guo —y) =0, (2.37)
pela equagao (2.32). Logo (2.36) e (2.37), implicam que ug € solucao de (2.28).

Reciprocamente, suponhamos que Lug + T(4,g)u0 + Guo = y, para algum ug € Im(L).
Sabemos que existe tg € R, tal que ug = tohg + v, para algum v € H. Com isto, temos

L(toho + v) + T p) (toho + v) + G(toho +v) —y = 0,

e portanto
Lv + T(ayﬁ) (toho + v) + G(toho +v) —y = 0.

Aplicando P¢ em ambos lados da tltima equacdo, obtemos
Lv + P¢(T{4,p)(toho + v) + G(toho +v) —y) =0, (2.38)

logo v € solugao de (2.32), e por unicidade, v = vy, . Assim ug = tohg + v,y € (2.38) implica
que
pe (Lu() + T(a75)u0 + GUO) = P.

Como ug € solugao de (2.28), segue que a componente no ker(L) também deve ser zero, isto
€,
P (L"LL[) + T(a”g)uo + GUO) =P (T(aﬁ)lto + GUO) = Py,

o que ¢é equivalente a ®,(ty) = Py. O
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Observagao 2.25. Observamos que os lemas anteriores dividiram o problema (2.28) em
duas partes: primeiro resolvemos uma equagdo em Im(L), que possui uma solugao inica, e
depois inserimos esta solugao em outra equacao em ker(L), que se tornard entdo equivalente
ao problema original. A vantagem serd que como ker(L) possui dimensao um, a equagdo
resultante serd em R, de modo que serd possivel estimar o nimero de suas solugoes. FEsta

técnica € chamada de redugdo de Lyapunov-Schmidt.
Antes dos proximos lemas, definamos,

yp; © R — R
b (@pg(t), ho).

Lema 2.26. ®y(to) = Py ¢ equivalente a ¢pe(to) = (y, ho).

Demonstragiao. Como vyy = Vg pey, vale &y = ®pey. E uma vez que ker(L) é gerado por ho,

multiplicando escalarmente por hg, obtemos uma equacao equivalente. 0

Lema 2.27. Para caday € H, a funcio wp; € continua e

lim pg(t) = 00 (2.39)

[t|—o00

Demonstragao. Notemos que ¢pe € continua, pois & composta de funcoes continuas (viy €

continua pelo lema 2.23). Além disso,

Ypey(t) = (P(T(ap)(tho + vi,pey) + G(tho + ve,pey)), ho) = (2.40)
= <T(oz,ﬁ) (tho + vt’pcy), h0> + <G(th0 + 'Ut,PCy)y h0> > (241)
= (Ta,p)(tho + vi,pey), ho) — sup |Gul|. (2.42)

Se t > 0, entao
Uty
Urp(t) 2 H(Tia) (o + 2 ) ho ) = sup |Gl
ueH

Por outro lado, se t < 0, entao

( (
v [
= —t- T(a,ﬂ) <— (ho + ;,y)) = —t- <_T(ﬁ,a) (ho + tt,y>> .

E com isto, temos Y pc, (t) > —t- <—T(5’a) <ho + UQ’“),ho> — sup ||Gul|.

ueH

Por (2.33), temos

v,y — voyll < k ‘
|t] —1—-k

k
[0ty — voyll < 1% t] =
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Por outro lado, |lvey —voyll > l|veyll — [|voyl| = |lveyll —C(y), onde C(y) é uma constante

positiva dependente de y.

lveyll _ Cly k lveyll o Cly k k
‘ttly - % < 1%, € portanto #‘J < |(T\) + 173, e como o5 < d(a, B),

para t suficientemente grande (dependendo de y), obtemos

Assim temos,

H”ﬁ’” < 8(a, B).

Desta maneira, pelo lema 2.18, segue que, para oportunas constantes D e 7 positivas

(dependentes de y),

<T(a”3) (ho + vt—g”),ho> >n, se t>0D,
<—T(57a) (ho + ”T’y),h0> >n, se t<-—D.

Concluimos entao
lim 4pe(t) = oo.

t—+oo

Agora podemos demonstrar o resultado principal desta se¢do.
Demonstracao do teorema 2.19. Definamos

I : Im(L) — R
— i t).
: ek v
Pelos lemas 2.24 e 2.26, (2.28) ter solugao da forma u = tohg + vy,,y, € equivalente dizer
que tg € R, & tal que pey(to) = (y, ho).
a) Se (2.28) possuir solugao, entao existe tg € R, tal que

(y, ho) = Ypey(to) > T(P°y).

Por outro lado, se
L(P%) < (y, ho),

temos pela continuidade de ¥ pe, e por (2.39), a existéncia de ¢ty € R, tal que ¢ pey(to) =
(y, ho). Portanto (2.28) possui solugdo.

b) Suponhamos (y, ho) > I'(P%), isto é, (y, ho) > 1;111]1{{1 Ypey(t). Assim, se t € um ponto de
€
minimo, entdo por (2.39), existe t1 € (,00), tal que ¥ pey(t1) = (y, ho), e existe também
752 € (7OO’E)7 tal que ¢P0y(t2) = <ya h0>

Com isso (2.28) possui pelo menos duas solugoes.
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Observacao 2.28. Observemos que se no Lema 2.18, a hipdtese fosse <BSha“—aSha, ho) >0
ao invés da segunda inequagdo, procedendo como na demonstra¢ao do lema 2.27, teriamos
, im tpey(t) = —o00. Desta forma, sequindo como no teorema, poderiamos deduzir a existén-
——00

cia de pelo menos uma solucdo da equagao (2.28), para todo y € H.



CAPITULO

3

Caracterizacao variacional e uma

aplicacao

Nesta secao estudaremos a primeira curva nao trivial do Espectro de Fuéik do problema
(2.1) ja apresentado, em dimensao qualquer. Isso nos dard novas informagoes ja que em geral
nao é possivel calcular o Espectro explicitamente como foi feito no capitulo anterior para a
dimensao um.

Estudaremos por fim um problema de ndo ressonancia.

A referéncia para este capitulo é [dFG94].

3.1 Relacdao Assimétrica de Ortogonalidade

Comecaremos apresentando uma equacao que serd chamada de Relacdo Assimétrica de
Ortogonalidade que nos dard as primeiras informagoes a respeito do Espectro de Fudik.

Seja u € H} (), solugdo fraca ndo trivial de (2.1). Assim temos

/ VuVv — /(,uu+ —vu =0, Yoc HNQ),
Q Q

em particular, para v = ¢,
[ 9u61~ [ (utor —vuen) =0,
Q Q
elogo [ VuVer = [(nut¢r —vu=é1) = [ Augr. Segue disto que

43
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>\1/Qu¢1 —/QM(U’L—U_)% —/Q(MUJF%—VU_%),

(A1 — ,u)/ﬂzﬁqﬁl — (M —v) /Qu_¢1 =0. (3.1)

Notemos que no caso p = v, a equacao (3.1) diz que u ¢ ortogonal a ¢;. Desta forma,
podemos considerar (3.1) como uma relacdo assimétrica de ortogonalidade.

Podemos obter facilmente algumas conclusées sobre o Espectro de Fudik a partir dela.
Proposicao 3.1. Seja (u,v) € . Se u < A1, entao v < A1 e se 1 > A1, entdo v > Ai.

Demonstragao. Da relagao (3.1), temos

(A1 — M)/Qiﬁéﬁl = (A1 — V)/QU%,

implicando que os termos em parénteses possuem mesmo sinal, uma vez que ambas integrais

sao nao negativas. O

A proposicao acima nos diz que o Espectro deverd estar nos quadrantes {u > A1, v > A}
e{n <A, v< A}

3.2 A primeira curva nao trivial do Espectro de Fucik

Esta secido é dedicada ao estudo da primeira curva nao trivial do Espectro de Fudik.

Consideremos r > 0, e definamos

M= {uwe @) [ [t @) - ru (@or@lds =0}

Qr = {u € H}(Q): /Q[(qu(gv))2 +r(u (2))?)de = 1} )

Notemos que o conjunto M, é formado por funcdes de H}(2) tais que u™ — ru™ seja
ortogonal a ¢1, isto é, reescalando a parte negativa de u por r, obtemos ortogonalidade com

¢1. Observemos que uma funcao de H&(Q), que muda de sinal, pertence a M, para algum
Jout
Jou=é1’
Tu € Q,. Portanto, se u muda de sinal, entdo existem 7,0 tais que 7(u™ —ou~) € M, N Q,,

r > 0, mais precisamente para r = Além disso, se u # 0, entdo existe 7, tal que

para r > 0 fixado.
Com isto M, N Q, # () para todo r > 0, assim, dada a forma bilinear

a(u,v) = / VuVuv — )\1/ uwv,  para todo u,v € H(Q),
Q Q

podemos definir
)\O(T) = inf{a(u7u) cu € M-N Qr} (32)
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Observemos que a(u,d1) = [o VuVer — A1 [qupr = 0, para todo u € Hj(Q). Assim,
dadas fungoes u,v € H}(2), temos

u=kpr+w e v=mo+z = alu,v)=alw,z). (3.3)
A seguinte proposicao diz que sempre existe um minimo para Ag.
Proposicao 3.2. )y ¢ atingido por uma funcio u € M, N Q, e € positivo para todo r.
Demonstragao. De fato, seja {u,} C M, N @, uma sequéncia minimizante, isto ¢
a(tn, Un) = |[un]|® — M|unl3 — Xo. (3.4)

Primeiramente vamos garantir que {u,} ¢ limitada em H{ ().

Caso r > 1, temos
Mlunly =M [ @+ () <0 [ (@) 4 rlag)? = h.
Q

Caso r < 1, temos
Mlual} = [ [ + (7] <
Q

< [T 2] =2 [ et =2

r r

Portanto {uy,} élimitada em L?() e por (3.4), obtemos {u, } limitada em H{(Q2). Assim, a
menos de subsequéncia, temos u, — u em Hg(Q) e u, — uem L?(Q), para algum u € H ().
Pelo teorema 1.7, temos ainda wu, — u q. t. p. em Q e que existe h € L*(Q), tal que
lup(x)] < h(z) q. t. p. em Q. Segue também que u;f — u™ e u, — v~ q. t. p. em Q,
luf (x)| < h(x) e |u, (x)] < h(x) q. t. p. em Q. Desta forma, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada, temos

. +\2 _ 2 . -2 _ —\2
Jm [ = [ e tm [ = [
Portanto
o) = Jim ([ G002+ o)) = 1.
o que implica que u € Q.

Pelo mesmo argumento, obtemos

/Q(u+¢1 —ru”¢1) = nlg%o(/ﬂ[u:qbl — Tu;qﬁl]) =0,

implicando que u € M,.
Concluimos por fim, que u € M, N Q,, e entao, por (3.2), temos a(u,u) > Ag.

Por outro lado, por (1.5), temos

a(u,u) = [lull® = Xafuls < lminf (|lun]” = Aufunl3) = o.
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Portanto devemos ter a(u,u) = Ag.

Mostremos agora que Ao(r) € positivo para qualquer 7. Como [, |Vv|* > Ay [, v* para
todo v € H}(R), temos a(u,u) = [, [Vul> = A\ [ou? >0, ou seja, Ao > 0.

Se Ao = 0, terfamos [, [Vul[? = A1 [, u* e como visto na se¢do 1.4, u = 7¢;. Assim, como
u € M,, devemos ter 7 = 0, o que é um absurdo uma vez que u € Q. Assim concluimos que
Ao > 0. O

O seguinte resultado nos dard uma caracterizacao da primeira curva nao trivial do Espectro

de Fuéik. Antes de enuncié-lo e demonstré-lo, definamos:
w(r)y =X+ Xxo(r) e v(r)=XA+r(r).

Teorema 3.3. O ponto (u(r),v(r)) definido acima € a primeira intersec¢ao de ¥ com a semsi
reta de origem (A1, A1) e de inclinagio r. Além disso, o infimo \o(r) é atingido por uma
solugao de (2.1) correspondente a (u(r),v(r)).

Quando r =1, temos (1, v) = (A2, A2).

Demonstragdo. Sejav € H} () um minimizante para Ao(r), isto é, a(v,v) = Ag e v € M, NQ,-.

Considerando o caso em que r < 1, temos

ue M, = / (u+gb1 —ru_qﬁl) =0=
Q
= / (ru+¢1 + (1 —=7r)utp; — ru_qﬁl) =0=
0

:>r/ﬂugz§1+(1—r)/ﬂu+¢1:0.

Consideremos ¢(u) = [ uT¢1. Sejat € [0,1], assim temos

B(tu+ (1 — tyw) = /

(tu+ (1 —tyw)* ¢y < /(tqﬁ + (1 —twh)p =
Q Q
=t [ wror+ =) [ whon = i)+ (1= Hul)

implicando que v é funcdo convexa (observe que nio ¢ de classe C, e assim precisaremos
usar a teoria de subgradientes da secao 1.5).
Como v é um minimo de a restrita a M, e a @,, segue do teorema 1.18, que existem

a, B, v € R, ndo todos nulos, e v* € dp(v), tais que para todo w € HJ (L), temos

aa(v,w) + B/Q(v*w —rvTw) + ’y(r/ﬂwqﬁ +(1—r) <o w >> =0. (3.5)

Fazendo w = ¢1, temos

aa(v,¢1)+ﬁ/§2(v+gb1 —rv ) +7<T-/Q¢%+(1—r)- <v*, ¢ >> =0,
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implicando, como a(v, ¢1) = 0 por (3.3) e v € M,, que
A(r [+ @=n)-twon) =0 (3.
Q
Pela defini¢do 1.17, segue que
w(v - ¢1) - w(v) > <U*7 _(bl))

mas pela propria defini¢ao de 1, vale (v — ¢1) — ¢ (v) < 0, assim temos (v*,—¢1) < 0, e
portanto (v*, ¢1) > 0. Logo, (3.6) implica v = 0.

Desta forma a equacao (3.5) se reduz a
aa(v,w) + B/Q(’UJ'_LU —rvTw) =0, Ywe H)Q).
Notemos que « # 0, pois caso contrério terfamos
»B/Q(Ww —rvw) =0, Ywe Hy(Q).
Fazendo w = v, obteriamos
8 [ 162+ =05 =0,

implicando que o = 8 =y = 0 o que contradiz o teorema 1.18.

Logo podemos, sem perder a generalidade, tomar @ = 1. Assim, para w = v, temos:
a(v,v)+B=0= = —a(v,v) = —Xo(r).
Reduzimos entdo a nossa equacdo (3.5) a

a(v,w) — \o(r) /gz[v+w —rvw] =0, Ywe H(Q),

isto &,
/ VoVw — A\ / vw — Ao(7) / [vtw —rv w] =0, Ywe H&(Q),
Q Q Q

implicando que v é solugao fraca nao trivial (pois v € @,) do problema

—Au(z) = Mu(x) = Ao(r)(u' (z) —ru~(z)); 2 €,
u(z) = 0; x € oS

De —Av — \jv = Xo(r) (vt — rv™), temos
—Av =M —v7) = Xo(r) - (v —rv7),

—Av = (A + Xo(r)vt — (A +rXo(r))v” = p(r)vt —v(r)v.
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No caso r > 1, escrevemos
uEMT:>(r—1)/uq51—/u¢1:0,
Q Q

e seguimos de forma analoga definindo ¢ (u) = [, u™¢1.

Logo (u(r),v(r)) € 3. Além disso, sabemos que \o(r) > 0, isto &, u(r) > A1 e v(r) > Aj.
Assim temos (u(r),v(r)) € {\i} x RUR x {A1}.

Agora mostraremos que o ponto (u(r),v(r)) é a primeira intersecgdo da semi-reta de
inclinacao 7 e origem (A1, A1) com o Espectro de Fu¢ik. Seja t > 0 e suponhamos (A1 +
t,\1 +tr) € ¥. Notemos que o ponto (A1 +¢, \; +tr) pertence a semi reta de origem (A1, A1)

e inclinagdo 7. Tomemos w € H}(Q) \ {0} solucdo fraca ndo trivial de (2.1), isto ¢,
—Aw = \w +tw —rtw”. (3.8)

Portanto, por (3.1), temos w € M,. Consideremos w = %, onde d = {fd(w*(w))z +
1
r(w‘(m))2]da;}2. Desta forma, temos

/Q(@Wl —r ¢ = % : /Q(w+¢1 —rw” ¢1) =0,

implicando que w € M, além disso, temos

/Q[(m)?w(w—)?] - d12/9[(w+)2+7“(w_)2] ~1,

o que implica que w € @,. Concluimos assim que w € M, NQ,, e portanto temos Ay < a(w, w),

ou seja

p(r) — A < a(w,w). (3.9)

Testando (3.8) contra w, obtemos

[rvu - [t [ 1052 4w =0

= a(w,w) — td* = 0 = a(w,w) = t.
Voltando em (3.9), temos

u(r) =M <t=pu(r) <\ +t.

Desta forma concluimos que (u(r),v(r)) deve ser a primeira intersecgdo de ¥ com a semi
reta de origem (A1, A1) e de inclinacao 7. Isto também implica que no caso r = 1, u(r) =
v(r) = Ag. De fato, a equagado (3.2) se torna equivalente & caracterizagdo variacional do

segundo auto-valor como em (1.4). O
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Com este resultado, temos ao variar de r, (u(r),v(r)) € X. Assim definimos o conjunto
Cy = {(u(r),v(r)) eR*: r >0}

Veremos mais adiante algumas propriedades deste conjunto, em particular veremos que
C1 é uma curva e entdo representa a primeira curva néo trivial do Espectro de Fudik .
Evidenciamos no seguinte corolario do teorema 3.3, uma caracterizagdo de C que sera

usada algumas vezes a seguir.

Corolario 3.4. Seja (u,v) € R?, com (p,v) € (A1 x R)U (R x A\1). Entio (u,v) € Cy se, e

somente se as duas condigdes forem satisfeitas:

()
Jval = [ (2 4 vw)?). (3.10)
Q Q

para todo u € H} (), tal que

[ (=2t onte) — (v = Auon) =0 (311)

(ii) A igualdade em (3.10) ocorre para pelo menos um u % 0 que satisfaca (3.11) e é solugao
de (2.1).

Demonstra¢ao. (=) Motivados pelo teorema 3.3, temos (u,v) € Cy, o que significa que p =
A1+ Ao(r) e v = A1 + 1rAo(r), para algum r > 0. Com isto, dado u € HE(Q) satisfazendo
(3.11), temos

/Q ((M - >\1)U+¢1 - (V — Al)ufqbl) =0=
= Ao(r) /Q (utr —ru=¢1) =0=

= / (u+q§1 — ruftbl) =0=ue€ M,.
Q

Tomemos v = C r. Assim temos v € M, N Q,. Portanto a(v,v) > A\o(r) e
{folut)2+r(u=)?)} 2
logo [ |[Vv]? = A1 [o 02 = Ao(r), isto &,

Vul> = A1 [ w? > Xo(r) [ [(wh)?+r@)?] =
Jurwet = [ =000 |

:>/Q\Vu|2 > (/\o(?“)'i-/\l)/

Q

u2 u+2 yu_Q.
/Qrwz/g(u( P+ u(u)?)

(W2 + (Fo(r) + A1) / ()2 =

Q
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Desta forma provamos o item (i) do corolario.
Agora seja v um minimizante para A\o(r). Segue assim que a(u,u) = A\o(r), e portanto

/Q‘V“’Q—)\l'/QUQ—/\o(r)/gl((u+)2+7“(u_)2) N

=1

= [Vl = [ (R + o)),

Esta ultima igualdade prova a afirmacao (ii) do corolario.

(<) Tomemos r = Z:—f\i Pelo item (i), se u € M, N Q,, vale
Jva=x [z [ e + - a? -
Q Q Q

= (=) [ @) =

Agora pelo item (ii), existe u tal que, a menos de reescalamento, v € M, N Q,, e vale a
igualdade na equacdo acima. Desta forma, teremos que u minimiza a forma a em M, N Q,
e logo A\o(r) = p — A1, e pela escolha de r segue que rAg(r) = v — A;. Com isto, temos

(u,v) = (u(r), v(r)) para o 7 escolhido e portanto (i, v) € Cj. O

Antes de demonstrar o proximo teorema, vamos considerar A(r) = rAo(r) = v(r) — A1.
Assim temos p(r) = A1 + Xo(r) e v(r) = A1 + A(r). A fim de garantir algumas propriedades
para u(r), estudaremos Ao(r), de modo que pela igualdade A (%) = Mo(r), veja (3.12), teremos

também propriedades a respeito de A(r) e consequentemente de v(r).
Teorema 3.5. C € continua, estritamente decrescente e simétrica com relacio G diagonal.

Demonstra¢ao. Notemos primeiramente, que a simetria em relacdo 4 diagonal decorre do fato
de ¥ ser simétrico em relacao a diagonal e que C é, para todo r > 0, a primeira interseccao

da semi-reta de inclinagdo r e origem (A1, A1) com o Espectro. Esta simetria implica que

u(r) =v (L), e logo

Xo(r) = A <1> . (3.12)

r

Observemos que se mostrarmos a continuidade das fungdes Ag ou A, na variavel r, garan-
timos a continuidade da curva C7. Mostraremos também que \g é estritamente decrescente e
logo A é estritamente crescente, e portanto teremos C] estritamente decrescente quando v é
visto em funcdo de pu.

Mostremos que Ag é continua. A estratégia serd mostrar a semi-continuidade inferior e
superior.

Sejam r, > 1 >0ea= hnniio%f Ao(rn). Se a = oo, entdo trivialmente temos Ao(1) < a,

implicando que Ag(r) é semi-continua inferiormente. Consideremos entdao o < 0o; a menos de
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subsequéncia, Ao(r,) — « e tomemos w, um minimizante de Ao(ry,), para cada n € N. Uma
vez que U, € @, para todo n, e a sequéncia {r,} ndo tende a zero, segue que {u,} é limitada
em L%(Q2) e, como A\o(ry,) converge, é limitada também em HE (). Assim, existe u € H} ()
tal que, a menos de subsequéncia, u, — u em Hg(Q) e u, — u em L?(1).

Fazendo como na demonstracao da proposicao 3.2, temos u € M, N Q, segue disto que

Ao(r) <alu,u) < lilginfa(un,un) = lirginf Ao(rn) = a,

mostrando que g, é semi-continua inferiormente.

Por outro lado, fixemos r > 0 e seja u um minimizante para Ag(r). Definamos, para

0< 9| <r;
u(z);  u(x) >0,
o= 3.13
@ { su(e); u(z) < 0. (3.13)

Desta forma, vemos que v € Hi (), e além disso

/Q(erqh +(r+ 5)11*(;51) = /Q(u+<;51 + " i 5(7“ + 5)u7¢1) —

Logo v € M, 5. Fixemos

o [ eot)- [ (w54 ).

S Assim, w € Qrys, € como v € M5, entdo w € M, 5. Portanto

e consideremos w =

w € M,y5 N Qrys. Disto, segue que,

Jr+0) < alwew) = [ (90l = x1 [ w2 = ([ 9o -a [ ) -
- SZ(/QUVMP—AI/QWWM@(/g}\%”—xl/g(u-)?» -

2
1 T r

- Jo ()2 + 2 (u)2) (a(u u') + e

r+4

a(u™, u7)>
Por fim temos

r2 E—
' ' (a(u+,u+) + rezalu,u ))
lim sup Ag(r + J) < limsup 2 5 =
6—0 6—0 fQ((U+) + m(u_) )

(“‘u )+a(u ,u”)
Jo((ut u)?)

Logo limsup Ag(r + 5) < )\0(7“), implicando que A\o(r) é também semi-continua superior-
0—0

=a(u",ut) +alu",u”) = alu,u) = \o(r).

mente e portanto é continua.

Vamos agora mostrar a monotonicidade de Ag e A. Fixemos r > 0 e § > 0. Mostraremos

que Ao(r +0) < Ao(r), isto €, Ag € estritamente decrescente.
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Seja u € H}(2) um minimizante para r. Consideremos € > 0. Assim, a funcio

Q) = [ (o)1= (4 8)(u-+ 1) 6n).
é continua e
90) = [ (o= o) = =5 [ o1 <o
Afirmamos que g(€) — oo, quando € — oo. De fato, notemos inicialmente que:
(u+ 1) "1 = (ud1 + €67) X (utes)>0 > (U1 + €97) - Xus0,

(ugr +epT)™ < (ugn)™ = —(udr + €¢])” > —(ugh) ™.
Logo temos,

g(e) = /Q ((ut edr)*dr — (r + 6)(u+ ebr) 1) >

> / ((u<b1 + €¢>%>Xu>0 —(r+ 5)(u¢1)_),
Q

e portanto lim g(€) = 00, pois xu>0 7# 0, uma vez que v muda de sinal. Assim existe ¢y > 0
€ o0
tal que g(eg) = 0, implicando que u + €gp1 € M, 4.

Por outro lado, seja

Ple) = /Q(((u +e¢1) ) +r((u+ egr)7)?).

Desta forma, temos,
Y'(e) = 2/ ((u+epr)T 1 —r(u+epr) ¢1),
Q

e portanto, 1) é estritamente convexa, uma vez que v’ é estritamente crescente como funcao
de €, pois como ¢1 > 0, entdo (u + €gp1)™ & crescente e (u + e€¢1)~ é decrescente. Além disso,

temos
W(0) =2 / (utés — ru=d1) =0,
9]

pois v € M,. Logo, 0 ¢ um minimo global para 1. Uma vez que
00 = [ (@ =) =1
concluimos que 9 (e) > 1, para todo € > 0. Sendo 6 > 0,

o= / (((u+€0d1)™)? + (r+8)((u + e0¢1)7)?) > 1,
Q

implicando que w = “*9L pertence a M, o5 N Q5. Segue disto, usando (3.3), que

1 1 A
Aol +0) < a(w,w) = —a(u+ eopr, u+ eopr) = —alu,u) = oS(Zr) < Xo(r).

Assim mostramos que \o(r) é estritamente decrescente.
Uma vez que A(L) = Ag(r), temos A(r) estritamente crescente. E com isto a curva Cy é

estritamente decrescente. O
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O proximo resultado diz respeito ao comportamento assintotico de Cy. Mas antes faremos
algumas consideragdes e demonstraremos um lema.

Definamos, para € > 0, Q. = {zeQ: dist(z,9° > €} e Qe = {z € Q: dist(x,Q°) < ¢},
ou seja, Q. ¢ uma pequena faixa de € perto de 09, e Q éQ\ Q

Denotemos por A1 e 1 08 primeiros auto-valores de —A em H{ Q) e H&((NZ ), respecti-
vamente, e por gbl e € gbl ¢, as respectivas auto- fun(;oes positivas e estendidas por zero a €2,
com norma L?(§) unitaria. Desta forma temos, ¢17€, ¢176 € H} () e além disso vale o seguinte

lema:
Lema 3.6. 3\\176 2 )\1, lim /)\\176 = )\1 e lim 5175 = (Z)l, em H&(Q)
e—0 e—0

Demonstra¢ao. Notemos inicialmente que

= {f“f]vg ve Hy(@ >\{0}}

e
> inf{foJjUQ| NS H&(Q)\{O}} = A1,

ja que todo v € Hj (ﬁe) pode ser prolongado por zero a uma fungao em Hg ().
Por outro lado, tomemos a € (0,1) e ¢ € C(2), tais que

Lvor = [ 19or] <a e ‘/ﬂaﬁ%—/ﬁzﬁ <a

(isto pode ser feito pois C2°(Q) & denso em L?(€2) e em H{(Q))
Consideremos ainda €y > 0, tal que supp(¢)) C Qg para € < €y. Entdo 1 € H} ((AZE) e

’)\\ < fﬁe ‘V¢|2 _ fQ ’V"‘/"Q
B P Jo?

(3.14)

(3.15)

De (3.14), temos

[wers [wor+a o [z [s-a

Voltando a (3.15), deduzimos M e < W%H para todo € < €, e portanto
Q

~ V|2 +
limsup Ay ¢ < M.
=0 fQ P —

Logo temos

5\ Vér > +a
)\1 < limsup)\LE < fQ’ ¢1| a—0 Al,

e—0 fQ (Z)% -«

e como « é arbitrario, conclufmos que lir% AM,e = A1
€—>
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2 = /)\\176 — A1, quando € — 0, e portanto 5176 ¢ limitada em Hg ().

J4& sabemos que ||<$1e]
Com isto, para qualquer sequéncia €, — 0, a menos de subsequéncia, existe v € HJ (),
tal que g1, — vem HL(Q) e ¢p1., — vem L2(Q) e q. t. p. em Q. Assim temos [v)a =1 e

o] = / Vo2 < liminf |G, |2 = liminf Ay, = Ar.

Pela secao 1.4, temos v = ¢1. Uma vez que ||¢p1c, || — ||o1]] € d1., — @1, segue que

®1,6, — ¢1. Aplicando esse raciocinio a qualquer sequéncia €, — 0 deduzimos que lin[lJ P1e =
€E—r

P1- 0

Mostramos agora dois teoremas que fornecem o comportamento assintotico da curva Cj

ja citado anteriormente.
Teorema 3.7. lim p(r) = A e limv(r) = A;.
r—00 r—0

Demonstrag¢ao. Mostraremos que Ag(r) — 0 quando r — oo o que claramente implica na
primeira igualdade do teorema.

Esta prova serd feita por contradi¢do. Uma vez que A\o(r) é decrescente, suponhamos que
exista n > 0, tal que \o(r) > n para todo r > 0. Isto implica que se 7 > 0 e u € M, N Q,,
entdo a(u,u) > n.

Consideremos € > 0, § > 0 e definamos

o € ) ﬁea
u(z) = O1e(@); - em G (3.16)
—001.(x);  em Q.
Assim u € H}(Q), e
a(u,u) :/ |Vul|? —)\1/U2 =
Q Q
= /A Vérel? — M /A($1,6)2 + 52/~ Vi — 6%\ /~($1,e)2 =
Q Q Q Q
= (Ae — M) + 2 (A1e — M1). (3.17)

Motivados pelo lema anterior, podemos tomar € > 0 suficientemente pequeno, para termos
/):176 — A1 < 7. A seguir escolhemos ¢ > 0, tal que 52(:{175 — A1) < 7. Nestas condicoes, (3.17)
implica a(u,u) < Z. Como u muda de sinal, u € M, para algum r > 0 dependendo de € e 4.

Por outro lado [ ((u*)? + r(u™)?) = fﬁ(%,e)Q + 762 fﬁ(&,e)Q =1+ 76% > 1. Assim

v=—2>%— ¢ M.nN e
(147823 PG

a(u,u) n

Q(U7U):m<§<n,

o que é uma contradicao.
Logo nao existe n > 0 com tais propriedades, isto &, lim Ao(r) = 0, e portanto lim u(r) =
r—00 r—00

A1, mostrando a primeira afirmacdo do teorema. Enfim, notemos que

: . 1 _ 1
t ) =t o () = im0 (2) <o

e logo lim v(r) — A; = 0, implicando lim v(r) = A1, mostrando a segunda afirmagao. O
r—0 r—0



3.2 A primeira curva nao trivial do Espectro de Fucik 55

Teorema 3.8. lim u(r) = oo e lim v(r) = cc.
r—0 r—00

Demonstracdo. Iremos apenas mostrar a primeira igualdade, pois a segunda decorre dela como
no teorema anterior.

Suponhamos que liné Xo(r) = a < 00 e denotemos por u, um minimizante para Ao(r).
T

Observemos que u,” e \/ru, sio limitadas em L?(Q)) para r limitado, pois u, € Q,. Assim
dada uma sequéncia r,, — 0, a menos de subsequéncia, u;} — ug em L?(Q), com ug(z) > 0

q. t. p. em Q. Além disso, de u, € M,, segue que
/uoqbl = 1im/u;"qb1 = limr/ u, P1 =
QO r—0 (¢} r—0 QO

:nm\/?/ Vru, ¢1 = 0.
Q

r—0

Portanto ug = 0 e logo u — 0 em L?(£2). Consideremos a decomposicio ortogonal

Uy = ay¢1 + Y. Desta forma por (3.3), temos
a(ur, ur) = a(r, r),
e como Ag cresce quando r — 0, temos
@ 2 Mofr) = afur,ur) = el = [ 2

e pelo fato de v, ser ortogonal a ¢, usando também a caracterizacdo variacional (1.4),

deduzimos que

2
A
> . 2_)\ H¢T|| — 1_ 1 r 2‘
a2 [rl? = M = (1= 2 ) o

Sendo i—; < 1, concluimos
A1\ 1
el < e (1= )
2

ou seja, 1, ¢ limitada em H{ () e assim, a menos de subsequéncia, 1, converge fraco em
H(9Q) e forte em L%(2). Uma vez que u, é um minimizante para Ao(r), temos pelo teorema
3.3,

/ Vu,Vv = /(/J(?“)u;r —v(r)u, v, Y uve HIQ),
Q Q

em particular,

/Q Vi, Vi, — /Q () — )y .

Segue disto que

a(thr ) =/Q|vw7«|2—xl/ng:/Qvurwr_Al/QW,n:
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= [ty = vy =2 [ = o =

Q

= (u(r) — M) /Q wty — (o) — M) /Q gy =

— 2o(r) /Q W — rho(r) /Q "

Como u,” — 0 e ), converge em L*(2), temos [, u;" ¢, — 0. Além disso \/rpAo(rn) —

0, pois Ao(rn) — @, enquanto \/Tru,, € ¥y, sao limitadas em L?(Q). Assim temos

lim a(ty, ) :}i_rf(l)()\o(r)/gujwr—r)\g(r)/gzuTm) —0.
Mas

o= }L}n% )\O(T) = }%G(UTW UT) = }1_1)1[1)@(1/}7” 1/17") = 07

o que é uma contradigao, pois A\g(r) > 0, é decrescente e converge para «, quando r — 0.

Concluimos portanto que lim Ag(r) = oo, mostrando que lim pu(r) = oo. O
r—0 r—0

Combinando estes tltimos resultados, temos que as retas {\; } xR e Rx{\;} sdo assintotas
para a curva C e sdo isoladas em 3.

A figura 3.1 esboca a primeira curva nao trivial do Espectro de Fucik com condigao de
Dirichlet.

(u(r), v(r))

Figura 3.1: Primeira curva nao trivial do Espectro de Fucik
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3.3 Dominios Nodais

Nesta secio estaremos supondo Q de classe C!, pois desta forma, como pode ser visto

em [Bre83], uma solugdo u de (2.1) ¢ continua em .

Definigao 3.9. Um dominio nodal para u € C() € definido como um subconjunto mazimal

aberto e conexo do conjunto {x € Q: u(x) # 0}.
FEstamos interessados em demonstrar o seguinte teorema

Teorema 3.10. Sejam (u,v) € C1 e u uma solu¢do nao trivial de (2.1). Entao u admite

exatamente dois dominios nodais.

Courant e Hilbert, em [CH53], mostram um caso particular do resultado que apresentamos
aqui, dizendo que qualquer auto-funcdo associada ao auto-valor Ay admite exatamente dois
dominios nodais. Em dimensao um, isso significa que toda auto-fungdo associada ao segundo
auto-valor muda apenas uma vez de sinal. Aqui estendemos o resultado para qualquer solucao
de (2.1) com (p,v) € Cy.

Antes iremos introduzir o seguinte Lema de Continuacio Unica, que é uma consequéncia

de [GL87| e sera usado na demonstragao do teorema 3.10 e na proxima segao.

Lema 3.11. Seja u € HY(Q), solugio fraca de

—Au(z) = my(2)ut(z) —m_(z)u (z), =z €, (3.18)

onde my,m_ € L>®(Q). Entao u(z) =0 para todo = € Q, ou o conjunto {x € Q: u(x) =0}

tem medida nula.

Demonstragio do teorema 3.10. Uma vez que u muda de sinal, pois (u,v) € Cy, temos a
existéncia de um dominio nodal positivo 27 e um dominio nodal negativo {22. Suponhamos
que exista um terceiro dominio nodal 3. Denotaremos por v; a restricdo de u em (); para

1 =1, 2 e 3, e definamos

u(z) x €y,
ui(z) = (3.19)
0 z e\ Q.

Como v; € C(Q;) N HY(Q;) e é nula em 99Q;, temos v; € H}(£);) e consequentemente

u; € H&(Q) Tomemos a; e ag positivos, tais que v = aju; + agusg, satisfaca

/Q((,u — )\1)U+¢1 — (l/ — Al)v_él) = 0.

Segue, do corolario 3.4, que

/yw? 2/(u(v+)2+y(v)2), (3.20)
Q Q

mas por outro lado, temos
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/]Vv|2—04%/ |Vu1\2+04§/ |VuQ\2—a%u/u%+agu/u§.
Q Q Q Q Q

Assim ocorre a igualdade em (3.20) e novamente pelo corolario 3.4, segue que v é solucdo

nao trivial de (2.1). Mas notemos que v é nula em Q3 o que ¢ um absurdo pelo lema (3.11).
Concluimos assim que existem exatamente dois dominios nodais para u. O
3.4 Nao ressonancia entre (A, \;) e C}
Estudaremos agora a solubilidade do problema semilinear de Dirichlet

—Au(z) = [z, u(z); em O,
u(z) = 0; em 0,

(3.21)

f(i’") estd assintoticamente entre (A1, A1) e um

no caso em que a nao linearidade é tal que
ponto (p,v) € Cy. A referéncia para esta segao é [CG92].

Seja f: QxR — R um fungdo satisfazendo as condic¢oes de Carathéodory, isto &, f(-,s) é
mensuravel para cada s € R fixado e f(x,-) é continua para cada z € 2 fixado. Além disso,
vamos supor que para todo £ > 0, exista ag € L*(Q), tal que |f(z,s)| < ag(z) q. t. p. em Q
se s € [—&,&].

Consideremos os limites

v (z) = lim inf £& ), ' (x) = limsup (xs)

S5—00 S—300
Y- (z) = lim inf @, I'_(x) = limsup 7f(:zj5),
§——00 PRI

Escrevendo F(z,s) fo x,t)dt, definamos também os limites

04 (z )—hmme, A () :limsup%,

57700 S$—00
3.22
o_(w) = liminf 2532 A_(2) = hﬂilop%' (3.22)

Assumiremos que tais limites sejam uniformes com respeito a x e que esteja satisfeita, por

algum ponto (u,v) € Cy fixado, a seguinte condigao:

I'i(z) < .t.pem Q
+(@)<poatp (3.23)
' (z)<v q. t. pem €.

A < yg() <
A <y-(z) <

Lema 3.12. A condigao (f) implica que

M <0p(z) SAy(z) <p, g topoem Q,

(3.24)
M <6 () <A_(z)<wv, ¢ L p. emd

e que para qualquer € > 0, existe a. € L*(S2), tal que para quase todo x € Q, temos:
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(A —€)s —ae(z) < f(z,s) < (u+€)s+ac(x), paras>0,

(3.25)
(A —€)s+aec(z) > f(x,s) > (v+€)s — ac(x), para s <D0.

Demonstragao. De fato, I'y(z) = limsup f( ) < i q. t. p. em £, implica que dado € > 0,

S$—00
existe d > 0 (dependendo apenas de €, pois o limite ¢ uniforme), tal que

f(z,s)

S

<(u+e€), para s>09.
Por outro lado, para s € [0, ], temos
|f(z,s)] <as(x) q.t. p.em €.
Segue assim que se s > 0, entao
f(z,s) < (n+e€)s+as(x) q. t. p.em .

Esta ultima desigualdade nos diz que f possui um crescimento linear. Usando o mesmo
raciocinio com as outras desigualdades, obtemos as desigualdades (3.25) onde ac := as()-
Mostraremos agora Ay (z) < p . t. p. em 2, uma vez que as outras desigualdades em

(3.24), decorrem de modo andlogo. Com efeito, temos para quase todo x € €,

2F(:L“,s) fo mtdt 2/ (M+ )dt ac(x)s
0

52 52 52
2a(x
~(p+ e+ 22
Portanto 11msup ( 3) <p+e€ g t. p. em Q, implicando que
$§—00
Ap(z)<p+e gt p.em Q
para todo € > 0. Com isto Ay(x) < p g. t. p. em . O

Observemos que assumindo apenas a hipotese (f), ndo podemos garantir existéncia de
solugdo para (3.21), por exemplo, a fungao f(z,u) = A\u + 1 satisfaz (f), mas o problema

(3.21) nao admite solucao, pois usando ¢1 como fungao teste em sua formulagao fraca, teriamos

0:/QVuV¢1—)\1/Qu¢1:/Ql¢>17£O.

Por isso precisamos de uma “condicao de nao ressonéncia”’, que nos garanta que a nao

linearidade nio seja exatamente A\ju nem pu™ —vu~. A condi¢do que usaremos ¢ a seguinte:

(F) Existem wi, we e w3, subconjuntos de © de medida positiva, tais que

04 (x) > A, em Wi,
d_(z) > A, em ws,
Ai(r)<p e A_(z)<v, em ws.
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Nosso objetivo nesta secao é demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 3.13. Se (f) e (F) ocorrem com (u,v) € C1, entao o problema (3.21) admite pelo

menos uma solugio u € HJ ().
Para isto, comecaremos demonstrando um lema.

Lema 3.14. Sejam (u,v) € C1 e my, m— € L>®(Q), tais que

M<my(z)<p e Mi<m_(z)<v ¢ t p. em . (3.26)

Se existem w1, wo e ws, subconjuntos de ) de medida positiva, tais que

m+(l') > )\1, em Wi,
m_(x) > A1, em wa,
my(x) <p e m_(x)<v , em ws,

entao u =0 € a tnica solucio de

—Au(z) = my (z)ut(z) = m_(2)u"(2), em Q, (3.27)
u(z) = 0, em Of).

Demonstra¢ao. Suponhamos que u # 0 seja uma solucdo de (3.27). Consideremos primeiro o
caso que v ndo muda de sinal. Sem perda de generalidade, tomemos u(x) > 0 em 2. Assim

temos,

/Vqu:/m+uv, Vv € Hy (),
Q Q

em particular, para v = ¢1, temos

/QVUV¢1—/Qm+u¢1:>/Q)\1u¢1—/gm+u¢1,

e portanto [, (A —mq)ugy = 0. Como my > A; q. t. p. em ©, my > A\ em wy e pelo lema
3.11, u >0 q. t. p. em Q, segue que [,(A1 —m4)ugy <0, o que é uma contradigao.

Consideremos entao o caso em que u muda de sinal. Escrevemos r = Z:ii e definamos

w=u" — su~, onde s é tal que w € M,. Assim, pelo corolario 3.4, temos

/Q|Vu+|2—l—s2/Q|Vu|2 Zu/fl(u+)2—|—82l//g(u)2. (3.28)

Como u é uma solucdo fraca de (3.27), segue que
/ VuVu = /(m_ML+ —m_u")v, Yv € Hy(9), (3.29)
Q Q

e fazendo v = u™ e depois v = u~ em (3.29), temos

/Q|Vu+|2:/9m+(u+)2 e /Q|Vu_|2:/gm(u_)2. (3.30)
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Usando (3.26), (3.30) e (3.28), obtemos

p [Pty [z [ mh? st [ moo?

> [ st [ ()2
Q Q
e portanto temos a igualdade

pof @W?asty | ()= [ mye@)? s [ mo(u)?,
0 0 0 Q0

L=mowt?+ [ w=mw =

Q
Como ambas parcelas desta ultima soma sdo maiores ou iguais que zero, deveremos ter

Lu=mot?=0= [ w=—m .

implicando que

e como fi > my, terfamos fws (p —my)(ut)? = 0. Com isto deveriamos ter ut(z) =0 q. t.
p. em ws. De modo andlogo, obtemos v~ (z) =0 q. t. p. em w3, 0 que é um absurdo uma

vez que pelo lema 3.11, a medida do conjunto {z : u(x) = 0} é nula. O

Denotaremos por ® o funcional de classe C! associado ao problema (3.21), isto &
1
o) =5 [ [VuP - [ Flaw,
2 Ja Q
para todo u € HJ ().

Para demonstrarmos o teorema 3.13, que garante solubilidade de (3.21), procuraremos
um ponto critico do funcional ®. Para isso precisamos primeiro mostrar a condicao técnica

contida no seguinte lema.

Lema 3.15. Nas hipdteses do teorema 3.13, © satisfaz a condigcao de Palais-Smale (PS), isto
é, para toda sequéncia {u,} C HL(SY), tal que

|D(uy,)| < C, (3.31)

/Q Vi Vo — /Q F (@, up)v

onde C é uma constante positiva e €, — 0, existe uma subsequéncia convergente.

| (un)[0]| = <en- o, ¥ v e Hy(Q), (3.32)

Demonstragio. De fato, seja {un,} C HI(2), satisfazendo (3.31) e (3.32). Mostraremos pri-

meiro que {u,} ¢ limitada em HE(2). Assumamos, por contradigao, que {u,} seja ilimitada.

Assim para uma subsequéncia, ||u,| — oco. Seja v, = Ty Entao {vp} & limitada em H{(Q)
e portanto, a menos de subsequéncia, v, — vo em H}(2), e v, — vg em L?(€2).

Mostremos que ||vg]| = 1. De fato, consideremos f,(x) := W
linear de f, veja (3.25), continua limitada em L2(Q). Assim existe fo € L%(Q), tal que a

menos de subsequéncia, W — foem L3(Q).

, que pelo crescimento
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Dividindo (3.32) por |luy|| e tomando o limite, temos

lim < VunVu f z, tn) ) —0, Vue HAQ),
Q

n—»o0 [[n]| [[an|
e portanto

/ VuoVov — / fov =0, Yo € HNQ). (3.33)

Q Q
Fazendo em (3.32), v = ”Z’;”, temos

Vuann f T, Up, )V Un,

o uall [[n|

’ f T, Up )V €n
Teall | = Teaall

Aplicando o limite, e como f, — fo e v, — vg em L?(2), temos

1- /Qfo(x)vo($)dx =0= /ﬂfo(x)vo(a:)dx =1

Fazendo v = vy em (3.33) e usando a equagio acima, temos [, |Vuvo(z)|*dz = 1, isto &,

[[vol| = 1.
Afirmamos que a hipotese (f) implica que fy pode ser escrito da forma
fo(x) = ma(x)vg (x) — m—(2)vg (),
onde my,m_ € L*(Q) e satisfazem

A <my(z)<p, q. t p.em £

AM<m_(z)<v, q. t. p. em Q

isto serd mostrado no lema 3.16 adiante.
Desta forma, (3.33) implica que vy é uma solucao de (3.27) e como ||vg|| =1, o lema 3.11
implica que
{z € Q;vp(x) = 0} possui medida nula. (3.34)

Sem perda de generalidade, podemos assumir

my(z) = %/\1, para z € {z : vo(x) < 0}, (3.35)

m_(r) = “5*L, para x € {z:vo(x) > 0}.
Desta maneira, temos 3 casos para analisar.

(i) my(x) > A1 e m_(x) > A1 em subconjuntos de © de medida positiva e em um mesmo

subconjunto de Q de medida positiva ocorre m(z) < pe m_(x) < v.
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(ii) my(z) > A\ e m—(z) > A1 em subconjuntos de €2 de medida positiva e a medida do

conjunto {z : m4 () < p e m_(x) < v} ¢ nula.
(iii) my(z) = A1 q. t. p. em Q ou m_(z) = A1 q. t. p. em Q.

Caso (i).

O lema 3.14 nos leva diretamente & contradi¢ao vy = 0.

Caso(ii).

Nestas condigoes, temos my(x) = p q. t. p. em {x : vg(x) >0} e m_(z) =v q. t. p.
em {z : vo(z) < 0}, pois do contrario, (3.35) implica que estariamos no caso (i). Logo (3.27)
fica da seguinte forma

—Avg(z) = pog (z) — vvg (z), em . (3.36)

Sabemos que vy deve mudar de sinal. De (3.36), segue que

- /Q Vool = /Q (1(0)? + v(07)?) . (3.37)
Por (3.31), temos

2
]@(un2)| _ '1 |Vun(:r2)\ da:—/ F(x,un(x))dx‘ < c

e tomando o limite, obtemos

2F
lim [ 2E@ ) g (3.38)
n—o0 Jo  [jun|?
Logo de (3.37), temos
B ) 2F (z,up)
u/(u+)2+y/(v )2 = lim | —— "2 3.39
A A N (339
Integrando (3.25), obtemos QF(m:ﬂg(x)) < max{‘;’y}+€ v2 + ﬁ e como v, converge em

L?(2), podemos aplicar o Lema de Fatou (veja teorema 1.10), obtendo de (3.39),

2F
u/(v3)2+v/<va>2s/1imsupWz
Q Q Q n—oo (|2 |

2F
= / lim sup —(3:, vnHun”)v2
Q

nooo vpllual® T

onde usando (3.22),

. 2F

lim sup Wui = A4 (vg)?,  onde vy >0,
n—00 nien

. 2F _

lim sup Wv% = A_(vy)? onde vy <O.
n—00 niimn

Logo obtemos

w [ [0 < [ aer [ o>
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e portanto

J =806+ |- 8w <o
Q Q

Como ambas parcelas da soma sdo nao negativas, por (3.24), deveremos ter
[ a0 =0 e [o-a)e?=o
Q Q
Por (F), segue que Aj(z) < pe A_(z) < v em ws, implicando que vg = 0 em w3, 0 que
¢ uma contradi¢ao com (3.34).
Caso (iii).
Consideremos o caso m_(z) = A1 q. t. p. em Q. Entao por (3.35), v <0 q. t. p. em

Q e assim vg satisfaz —Avg = Ajvg, e portanto vg = —7¢1, para algum 7 > 0. Fazendo como

no caso anterior, chegamos a igualdade

2F n
1:/ |V’L)0|2:/)\1UO— lim M,
Q

nooo Jo o [lunl?

e aplicando novamente o Lema de Fatou e (3.24), obtemos

2F(
/)\11)0 /hmlnf (, tn) /(5 v,
Q o oo lunl?

Como 6 > A1 q. t. p. em Q e d_ > A em wy, necessariamente vg = 0 em wo,
contradizendo (3.34). Logo ndo ocorre nenhum dos 3 casos citados, mostrando desta forma
que {u,} € limitada em H}(€2). Assim, existe u € Hg(Q), tal que u,, — uem H(Q) e u, — u
em L%(Q).

Usando novamente (3.25), temos que g, () := f(z,u,()) é limitada em L?(2) e portanto

fracamente convergente em L?(f2). Assim fazendo v = u,, — u em (3.32), temos

/ Vu,V(u, —u) — / (up, —u)gn — 0, n — o0,
Q Q

e como a segunda integral tende a zero, segue que |u,||> — ||u/|>. Portanto u, — u em

H} (). Com isto concluimos que ® satisfaz a condigdo (PS). O
Lema 3.16. Sejam fy e vg como na demonstra¢ao do lema 3.15. Se (f) ocorre, entio
fo(x) = ma(x)vg () — m—(a)vg (),

onde my,m_ € L>®(Q) e satisfazem

M <my(z)<p gq.t p. em §,

M<m_(z)<v ¢ t p. em Q.
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Demonstragio. E claro que my = 5—8, quando vg > 0 e poderd ser escolhido arbitrariamente
quando vy < 0, e analogamente pode ser feito para m_. Logo precisamos apenas demonstrar
as desigualdades.

Dado € > 0, denotemos por x, a funcao caracteristica do conjunto.

(@, un())

{x:un(x)>0 e Z’y+(x)—e}.
Para todo x € {vyg > 0}, temos u,(x) — 0o. Desta forma, para n suficientemente grande,

temos por (f) que
[z, un(z))
— > — . t. p. > 0}.
@) 2 v+(z) —€ q. t. p. em {vo >0}
Nestas condicoes, teremos xn(z) — 1 q. t. p. em {vg > 0}, quando n — co. Assim,

’Wxnm - anmxn(m) > (14(2) — om(@)xn @),

q. t. p. em {vg > 0}.

Passando ao limite fraco, segue que

fo(x) = (y4(2) = €)uo(x), em  {vy > 0},

e portanto
fo > vy, em {yy > 0}. (3.40)
o
Pelo mesmo raciocinio, obtemos
Y+ < fo < P-‘r? €m {UO > 0}7

o< <P em {vy <0}

e por (3.23), concluimos a demonstracao. O

Para obter o ponto critico do funcional ®, precisamos agora mostrar que ele possui uma
geometria do tipo Passo da Montanha. Isso sera feito na proposicdo (3.18), mas antes preci-

saremos do seguinte lema (veja [GO90]).

Lema 3.17. Se vale a hipdtese (f), entao (F) é equivalente a condigdo:
(F1) Ezistem 01 e ©4 em L>®(Q) com as sequintes propriedades:

+@) <, g topoem Q,

—(x)<wv, ¢q. t p. em Q.
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— Existem w1, wy e w3, subconjuntos de  de medida positiva, tais que

Oy (x) > A, em wi,
0_(x) > A\, em wy,

Oi(x)<p e O_(z)<v, em ws.
— Dado € > 0, eziste b, € L?(Q), satisfazendo ¢. t. p. em €

2

) < (O4(x) + €)% +be(x), para s >0,
) < (©_(z) + e)% + be(z), para s <O0.

(

(01 (z) — €)% — be(z) <
‘ (

€ F(x,s
(9_({1})—6)%— F(z,s

Demonstracao. Faremos as demonstragdes para ©4 e A, sendo as outras analogas.

(F1) e (f) = (f) e (F).
Por (F1), temos para quase todo x € €,
2F (z, s)

5 < (@4w) + 0+ 2b;§”“").

Portanto lim sup % < (O4(x)+€) q. t. p. em Q. Isto é

§—00
A+(ZL’) S @+(.’IJ) + €.

Como isso ocorre para qualquer € > 0, temos A (z) < ©4(x) implicando que A4 (z) < p
no mesmo w3 onde O4 < v.

(F) e (f) = (f) e (F1).
Para quase todo x € €2, temos

Ai(z) = lim h,(x),

n—o0

onde hy,(x) = sup{% 18> n} Como A, < p em ws, temos Ay < g — 71 em um

subconjunto w’ C w3 de medida positiva, para algum 1 > 0. Pelo Teorema de Egorov, existe
um subconjunto A C w’ de medida positiva e menor que %, tal que h, — AL uniformemente

em w'\ A. Notemos aqui que |w’\ A| > 0 e assim, existe ng > 0, tal que
o) = As(@)] < 5 em W\ A,

e portanto

Definamos

O (z) = (3.41)
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Dai, temos ©4 € L*°(Q), ©4 < pq. t. p. em Q e O4 < p em um subconjunto de
de medida positiva. Enfim, pelo mesmo raciocinio usado para obtermos a equagao (3.25),

garantimos que dado € > 0, existe b € L?(Q), tal que

2
F(z,s) < (O4(x) + €)= +be(z) q. t. p. em .

2
O
Proposicao 3.18. Se (f) e (F) ocorrem com (u,v) € C1, entao
®(u) = —oo quando ||ul] = 0o e u € Ry, (3.42)
O(u) >C em M, (3.43)
onde r = Z:ii e C € uma constante. Além disso, definindo para R >0
I'r={yeC(0,1]; Hyj(R)) : 7(0) = —R¢1 e (1) = R¢1},
vale v([0,1]) N M, # 0, para todo v € T'g.
Demonstragao. Vamos primeiro mostrar (3.42). Seja u = k¢, com k € R.
Suponhamos k > 0, usando (F1), temos
k2 9
©(u) = @(ko1) = o [ (Vo' = | F(z,k¢1) =
Q Q
A k2 A k2 k2
=25 [ o= [ Faren <25 [T [0 -ast+ [ b=
2 Ja Q 2 Ja 2 Ja 0
k2 9
=— [ (A =0y +e)p]+ | be. (3.44)
2 Ja Q

Sendo 64 > A; em @y e ¢ > 0, podemos tomar e < [, (6 —A1)¢?, de modo que a primeira
integral em (3.44) seja estritamente negativa e portanto, fazendo k — oo, temos (3.42). De

modo andlogo podemos mostrar o caso k < 0.

Vamos agora provar (3.43). Observemos que por (F1), temos
20 (1) = / Vuf? — 2/ Fo,u) =
Q Q

:/Q|Vu]2—2</UZOF(x,u)+/u<OF(x,u)) >

:/Q|Vu]2 —/9(9++6)(u+)2 —/Q(@_ + ) —4/9135. (3.45)

Consideremos o funcional

W) = [ Vi = [ 0w~ [ ey,
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Mostraremos que
T(u) >n-|ul?, Yue M,, (3.46)

para algum n > 0. Notemos inicialmente que se u € M,, entao segue do corolario 3.4 que

) > [ (-0 + [ (- w0 (3.47)

Q
Suponhamos que (3.46) ndo ocorra. Assim existe uma sequéncia {w,} C M,, tal que
|wn] =1 e ¥(wy,) — 0. A menos de subsequéncia, temos w, — w € H}(Q) e w, — w em
L3(9). De ¥(wy,) — 0 e ||wy,| = 1, temos

0= tim ([ 90, - [ entwir - [ o-w?).

| ectwir+ [ o-tun?—1.

Portanto w # 0. Além disso, w, — w em L%(), implica que

/Qwﬂbl—r/gw¢1=nlggo</gw$¢1—r/9wn¢1>=0.

Logo w € M,. Ainda temos

implicando

U(w) < liminf ¥(w,) =0,

n—oo
que junto com (3.47), implica que

U (w) = 0. (3.48)

Assim de (3.47), temos

/ (1 — ©4)(w)? + / (v—0 )w )2 =0,
Q Q

implicando
p Jo(w®)? = o 04 (wh)?,
v [o(w™)? = [O_(w)%

Substituindo estas ultimas em (3.48), temos

[ vk = [ wwn+ [ v

Pelo corolario 3.4, w é solucdo de (2.1) e pelo lema 3.11, segue que a medida do conjunto
{z € Q:w(z) =0} é nula. Com isso, (3.49) contradiz a hipotese (F1). Portanto ocorre (3.46)
para algum 1 > 0. Desta forma temos de (3.45), que

(3.49)

2B(u) > llul® — c|uf3 — 4 / b,
Q
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e pela caracterizagdo variacional do primeiro auto-valor (1.3), segue que

2(u) > (77 - A) Jull =4 [ b

Para obtermos (3.43), basta agora tomarmos € de modo que (77 - )\%) >0eC=—-4 fQ be.

Falta agora mostrar a ultima parte da proposicao. Para isto, consideremos o funcional

19(u):/gu+(;51—r/ﬂu¢1.

Se u = v(0) = —R¢1, temos ¥(u) = —rR < 0, para qualquer v € I'r. Por outro lado,
Y(y(1)) = R > 0. Sendo v e ¥ continuas, temos pelo Teorema do Valor Intermediario, que
existe t € [0, 1], tal que 9(y(t)) = 0, isto &, v(t) € M,, e portanto v([0,1]) N M, # 0. O

Demonstra¢ao do teorema 3.13. A equagao (3.42) garante a existéncia de um R > 0, tal que
®(+Rp1) < C—1. Esta condigdo junto com (3.43) e a condic¢ao (PS) do lema 3.15, permitem
mostrar, via Lema de Deformagao, veja [Rab86|, que

c= inf sup P(u) (3.50)
VELR uey([0,1])

¢ um valor critico de ®, o que corresponde a uma solugdo de (3.21).

Assim concluimos a prova do teorema 3.13. O
Observemos que o resultado do teorema 3.13 seria consequéncia dos resultados da secao
2.2 no caso particular em que

z,s
lim I, ):a e lim =b,
5—00 S s——00 S

com

M<a<p e AM<b<uy

Entao o interessante do teorema 3.13 é o fato que as hipoteses (f) e (F) sdo bem mais

fracas que as condigdes acima.

3.5 O problema de Neumann e o Principio do Antimaximo

Nesta secao estudaremos a primeira curva nao trivial do Espectro de Fuéik para o pro-
blema de Neumann
—Au(z) = aut(z) — Bu~(z), x€Q,

%(m) =0, x € 09.

(3.51)

Nestas situacoes, u é solucio fraca se u € H'(Q) e

/VU'VU:/(()(U+—,BU_)U, Yo € HY(Q).
Q Q
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O Espectro de Fuéik para este problema é definido como o conjunto X dos pontos (a, (),
tais que (3.51) admita solugdo fraca nao trivial.
Denotaremos por 1 o auto-valor principal simples de (3.51) e por ;1 a auto-funcao asso-

ciada a 1 normalizada em L?(f2) e positiva em €. Na realidade, uma vez que

g = inf{fﬂ Vel c HY(Q) \ {0}} ,

=
Jou
temos que 1 = 0 e ©¥; é uma constante positiva.

Para r > 0, definamos, como na se¢do 3.2,

M, - {u c HY(Q) : /Q(u+w1 rumipy) = 0} ,
Q= {uem@: [},
po () :inf{/Q|Vu2 :ueMTﬁQT,}, (3.52)

a(r) = po(r) e B(r) =ruo(r).

De modo andlogo ao que foi feito na secdo anterior (caso de Dirichlet), pode-se mostrar
que o infimo pg é atingido e que (a(r), B(r)) como definido acima, é a primeira interseccao
do Espectro ¥ com a semi-reta de inclinacio r e de origem (0,0). Além disso, po é atingido
por solugdes de (3.51) com coeficientes (a(r), 5(r)), que pertencem a Q,..

Desta forma, definamos o conjunto C7 := {(a(r), 3(r)) : » > 0}. Novamente mostra-se que
C é continua, simétrica em relacdo & diagonal e estritamente decrescente. Outro resultado
que decorre de modo analogo é o teorema 3.8, que afirmava que }1_1)1[1) a(r) =oc0e TIL%O B(r) = o0
e como consequéncia as retas {0} x R e R x {0} sdo isoladas em X.

A principal diferenca do problema de Neumann a respeito ao de Dirichlet, surge no teo-
rema 3.7, uma vez que em sua demonstracao usamos fortemente a condic¢do de fronteira para
construirmos a func¢do em (3.16). Vamos entdo estudar tais limites para o caso Neumann,

onde de fato encontraremos um comportamento diferente e que depende da dimensao.

Teorema 3.19.

lim a(r) >0 e limpA(r) >0, para n=1.
r—00 r—0
lim a(r) =0 e lmpA(r) =0, para n>2.
r—00 r—0
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Demonstracao. No caso n = 1, § serd sempre um intervalo de modo que, a menos de reesca-
lamento, o Espectro de Fucik serd o que calculamos na proposi¢do 2.17, onde claramente C

¢ a curva do item (c) com k =1, e logo lim a(r) =1 > 0.
r—00

Caso n > 2. Fixemos € > 0. Iremos mostrar que existe r > 0 e u € M, tais que

/((u+)2+r(u_)2)21 o /|Vu2§6. (3.53)
Q Q

A tese decorre de (3.53), usando o mesmo raciocinio que foi usado no teorema 3.7.

Sem perda de generalidade, assumamos 0 € € e fixemos 7 > 0, tal que B(0,n) C .

/ AW >
Q\B(0,1)

Denotemos por wy,—1 a medida da esfera unitaria em R™. Definamos

Tomemos A > 0, satisfazendo

( ) ( Awla i’eQ\E(Ovn)v
u\xr) = =
0 I%\S‘S.(A%Jrl)—l; r € B(0,7),

onde 0 < § < 1. Desta forma u € H'(Q) e é uma funcdo constante e positiva exceto na bola
B(0,n), na qual muda de sinal e assume o minimo —1.
Como u muda de sinal, u € M, para algum 7 > 0, além disso:
Jaerypz [ g
Q Q\B(0,n)

nos dando a primeira desigualdade de (3.53). Por outro lado, temos

0; z e Q\ B(0,n),

|x‘6—1

n® ! (Ai/)l + 1)5a T e B(Oan)a

Vu(z) =

de onde segue que

N p20—2
/ [Vul* = / Vul* = wy-1 - / —55 - (Apr + 1)%6%r" " Ldr,
Q B(0.1) o 1

e comon+ 25 —2>0,

n+2—2 n—2

2 _ 2 52 Wn-1 7 _ 2 2,52 _n
/ﬂw — (v DR 82 S T (A0 1P 8w

Portanto, uma vez que n > 2, [, |Vu|?* < ¢, para 0 suficientemente pequeno. Assim
concluimos a prova dos limites de . Os limites em S seguem pela simetria de ¥, como no

caso do problema de Dirichlet. O

O teorema 3.19, nos diz que as retas {0} x R e R x {0} sdo sempre isoladas em ¥ como
para o problema de Dirichlet, mas sio assintotas para C; apenas para n > 2.

A existéncia ou nao existéncia de uma abertura no infinito entre a reta {0} x R e a curva
C1 esta diretamente ligado a uma outra importante propriedade, o chamado Principio do
Antimaximo (PAM).
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Definicao 3.20. Dado o problema

—Au(z) = pu(z) + h(z), =€ (3.54)
%Z =0, x € 0N.

Dizemos que (PAM) ocorre uniformemente em (0,8), com 6 > 0, se para todo p € (0,06)
e h € L*(Q) com h(x) <0, as solugdes u de (3.54), satisfazem u(z) > 0.

A relacao entre o Principio de Antiméximo e o Espectro de Fucik é dado no seguinte
teorema.

Teorema 3.21. O (PAM) ocorre uniformemente em (0,0) se, e somente se, lim a(r) > 9.
T—00

Demonstra¢do. Suponhamos primeiramente que (PAM) ocorra uniformemente em (0, §). Por
contradicao, iremos supor que existe («, ) € C1, tal que a < § e a < 3. Seja u uma solucdo
nao trivial de (3.51) com os («, ) considerados, assim u deve mudar de sinal. Por outro lado,

(3.51) pode ser escrito como

—Au(z) = au(z) + (o — plu™(x), =€,

g—:‘L:O, x € 011,

(3.55)

onde (a — f)u~(x) < 0 para todo = € Q, pois tomamos o < . Agora (3.55) pode ser
interpretada dizendo que u é solugao de (3.54), com p=a < d e h(z) = (a — flu"(z) <0,
assim pelo Principio do Antimaximo, deveriamos ter u(z) > 0 para todo x € © o que é uma
contradicdo. Logo ndo existe (a, 3) € C; com a < §. Com isto garantimos que Tlggo a(r) > 6.

Reciprocamente, vamos assumir verdadeiro Tlggo a(r) > 0 e suponhamos que para algum
p € (0,6) e alguma h € L?(2) ndo nula, com h(x) < 0 em €, (3.54) possua uma solucio u tal

que u(z) < 0 em um conjunto de medida positiva contido em 2. Assim vale

/Vqu:u/ uv+/ hv, Vv € HY(Q), (3.56)
Q Q Q

em particular, fazendo v = 11, temos

0= [ Vuvir=p [ wr+ [ hon
—/L/szu:/ﬂh.

Se u(x) < 0 em €, teriamos fQ h > 0 o que é uma contradicdo. Com isto, v muda de

e portanto

sinal. Definamos para ¢,d > 0, v(z) = v 4(x) = cu™ () — du™ (z). Nossa estratégia é mostrar

que para uma determinada escolha de ¢, d e r, temos

vell,, [@+r@)?2>1 e / Vol? < 5. (3.57)
Q Q
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De fato, uma vez que v muda de sinal, temos v € M, para algum r > 0. Agora escolhemos

¢, tal que ¢ [,(u)?dz = 1, implicando que

/Q(v+)2+r(v—)2 - 02/9(u+)2+d2r/9(u_)2 - 1—|—d2r/(u_)2 >,

Q
/|Vv|2:c2/ |Vu+|2+d2/ Vu~|?,
Q Q Q

pondo v = u™ em (3.56), obtemos

/|V’U|2:C2//,L(U+)2+C2/hu++d2/ |Vu~|? <
Q Q Q Q

<@ [ [ [vu = [ vl
Q Q Q

o que satisfaz a ultima desigualdade em (3.57) para d suficientemente pequeno, pois p < 6.

Temos também

Usando (3.57) e a caracterizagdo variacional (3.52), obtemos a(r) = uo(r) < 0 e portanto
lim a(r) < d, o que contradiz a hipotese.
r—00

Concluimos assim que (PAM) ocorre uniformemente. O
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